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Задача 1.

Докажете, че ако T е компактен оператор от X в Y , то T (X) е сепарабелно.

Бележка. Тъй като не е пояснено, допускам, че (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) са произволни
нормирани пространства.

Първо ще докажем следната лема

Лема 1. Всяко предкомпактно подпространство U на метрично пространство
(X, d) е сепарабелно.

Доказателство. Тъй като U е предкомпактно подпространство, то U е компакт и,
следователно, за всяко k > 0 покритието на U с отворени кълба

⋃
x∈U B 1

k
(x) има

крайно подпокритие, а значи U също има крайно подпокритие. Тоест, има крайна
1
k -мрежа Vk ⊆ U , за която

U ⊆
⋃
x∈Vk

B 1
k
(x)

Нека вземем произволна точка u ∈ U . Тъй като Vk е 1
k -мрежа на U , то u се

съдържа поне в едно от кълбата B 1
k
(v), където v ∈ Vk. Означаваме с fk : U → Vk

функция, която съпоставя на дадено u ∈ U едно фиксирано v ∈ Vk, за което u ∈
B 1
k
(v) и, следователно, свойството d(u, v) < 1

k е изпълнено.
Взимаме обединението V =

⋃∞
k=1 Vk. То е изброимо, тъй като е изброимо обеди-

нение на крайни множества. Освен това, за всяко u ∈ U можем да намерим фунда-
ментална редица {fk(u)}∞k=1, клоняща към u.

Тъй като V е гъсто и изброимо подпространство на U , то U е сепарабелно.

Доказателство на задача 1. Нека {Bn}∞n=1 е редица от отворени кълба в X с цен-
тър в нулата и радиус n. Тъй като T е компактен, той изпраща единичното кълбо
(и, следователно, всяко друго кълбо) в предкомпакт. От горната лема, всяко от
множествата T (Bn) е сепарабелно.
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Изброимо обединение на сепарабелни множества е сепарабелно. Тъй като X =⋃∞
n=1Bn, то

T (X) = T

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞⋃
n=1

T (Bn)

също е сепарабелно.

Задача 2.

Нека Y е затворено подпространство на банаховото пространство X и ‖·‖ е еквива-
лентна норма върху Y . Докажете, че ‖·‖ може да бъде продължена до еквивалентна
норма върху X.

Бележка. Тъй като не е пояснено, допускам, че X е комплексно.

Доказателство. Разглеждаме пространствата (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) ⊆ X, където Y
е затворено, а ‖·‖X и ‖·‖Y са еквивалентни и нека за определеност съществуват
положителни константи m и M , за които m ‖y‖X ≤ ‖y‖Y ≤M ‖y‖X за всяко y ∈ Y .

Ще намерим множество U , което да служи за затворено единично кълбо на про-
дължението на ‖·‖Y върху X. Да разгледаме затворената обвивка

U = Conv

(
BX
M

,BY

)
=
{
t
x

M
+ (1− t)y : x ∈ BX , y ∈ BY , t ∈ [0, 1]

}
.

BX

BX
M

Y

BY

Фигура 1: Пример в R2 с M > 1 и m < 1, начертан спрямо нормата ‖·‖X . Подп-
ространството Y е хиперравнина (права) и единичното му кълбо BY е
удебелената отсечка върху тази права. Единичното кълбо спрямо новата
норма е изпъкналата обвивка на BY и BX

M .

Естествено е да искаме сечението на Y и U да съвпада с затвореното единично
кълбо BY на Y . Нека x ∈ Y ∩ BX

M . Тогава
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‖x‖Y ≤M ‖x‖X ≤M
1

M
= 1,

откъдето се вижда, че Y ∩ BX
M ⊆ BY . Следователно

Y ∩ U = Y ∩ Conv

(
BX
M

,BY

)
= Y ∩ Conv(BY ) = BY .

Сега ще дефинираме продължението на ‖·‖Y . Да означим

λ(x) = inf
{
c > 0 :

x

c
∈ U

}
.

Множеството, по което се взима инфимум, е непразно, понеже U съдържа еди-
ничното кълбо на X. Освен това очевидно λ(x) = 1 за границата на U и λ(x) < 1 за
вътрешността на U .

Първо ще се убедим, че λ е продължение на ‖·‖Y . Нека y ∈ Y . Тъй като Y ∩ U =
BY , то

λ(y) = inf
{
c > 0 :

y

c
∈ BY

}
= inf {c > 0 : ‖y‖Y ≤ c} = ‖y‖Y .

1. λ(x) = 0 ⇐⇒ x = ~0.

Ако λ(x) = 0, то
{
c > 0 : xc ∈ U

}
съдържа сходяща към 0 редица, следователно

x
c ∈ U за всяко c > 0. Но това е възможно само за x = ~0. Обратно, ако x = ~0,
то x

c ∈ U за всяко c > 0 и λ(x) = 0.

2. Абсолютна хомогенност

Нека t ∈ C. Тогава

λ(tx) = inf

{
c > 0 :

tx

c
∈ U

}
= inf

{
|t|c : c > 0 и

tx

tc
∈ U

}
= |t|λ(x).

3. Субадитивност

Нека сега x, y ∈ U . Тогава λ(x) + λ(y) ≤ 2. Понеже U е изпъкнало множество,

x′ =
2x

λ(x) + λ(y)
∈ U,

y′ =
2y

λ(x) + λ(y)
∈ U,

x′ + y′

2
=

x+ y

λ(x) + λ(y)
∈ U.

Използваме хомогенността на λ:
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λ

(
x′ + y′

2

)
≤ 1

λ

(
x+ y

λ(x) + λ(y)

)
≤ 1

λ(x+ y) ≤ λ(x) + λ(y).

За да докажем субадитивността за произволни x, y ∈ X, разглеждаме множес-
твото max(λ(x), λ(y))U вместо U .

Показахме, че λ е норма и че съвпада с ‖·‖Y върху Y . Освен това λ и ‖·‖X са
еквивалентни, тъй като BX

M ⊆ U ⊆ BX
m . С това теоремата е доказана.

Задача 3.

Нека T : L2[−1, 1]→ L2[−1, 1] е такъв оператор, че

Tf(x) =

∫ 1

−1
min(0, x+ y)f(y)dy.

Намерете спектъра на T .

Решение. T очевидно е линеен (от свойствата на римановия интеграл) и самос-
прегнат (понеже функцията (x, y) → min(0, x + y) е непрекъсната и симетрична).
Освен това

Tf(x) =

∫ 1

−1
min(0, x+ y)f(y)dy =

∫ −x
−1

(x+ y)f(y)dy

За да покажем, че T е и компактен, ще покажем, че образът на затвореното кълбо
BM с радиус M > 0 е компактно. Нека ‖f‖ < M и x1 ≤ x2 ∈ [−1, 1] са такива, че
|x1| < δ

2 и |x2| < δ
2 (тогава |x1 ± x2| < δ).
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|Tf(x2)− Tf(x1)| =
∣∣∣∣∫ −x2
−1

(x2 + y)f(y)dy −
∫ −x1
−1

(x1 + y)f(y)dy

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∫ −x1
−1

(x2 − x1)f(y)dy +
∫ −x2
−x1

(x2 + y)f(y)dy

∣∣∣∣ ≤
≤M

∣∣∣∣∫ −x1
−1

(x2 − x1)dy +
∫ −x2
−x1

(x2 + y)dy

∣∣∣∣ =
=M

∣∣∣∣∣(x2 − x1)(1− x1) + (x2 + y)2

2

∣∣∣∣−x2
y=−x1

∣∣∣∣∣ =
=M(x2 − x1)

∣∣∣∣1− x1 + x2 − x1
2

∣∣∣∣ ≤
≤ δM

∣∣∣∣1 + x2 + x1
2

∣∣∣∣ ≤ δM (
1 +

δ

2

)
.

Следователно образът T (BM ) е равностепенно непрекъснат. Той е и равномерно
ограничен:

Tf(x) =

∣∣∣∣∫ −x
−1

(x+ y)f(y)dy

∣∣∣∣ ≤M ∣∣∣∣∫ −x
−1

(x+ y)dy

∣∣∣∣ ≤M ∣∣∣∣∫ 1

−1
(y − 1)dy

∣∣∣∣ = 2M

Тогава, според теоремата на Арцела-Асколи, множеството T (BM ) е компактно и,
следователно, T е компактен.

Понеже T е и самоспрегнат, спектърът σ(T ) съвпада с множеството на собствените
стойности, обединено с нулата.

За да намерим собствените стойности на T , ще преобразуваме интегралното урав-
нение Tf = λf до диференциално:

Tf(x) = λf(x)∫ −x
−1

(x+ y)f(y)dy = λf(x)

x

∫ −x
−1

f(y)dy +

∫ −x
−1

yf(y)dy = λf(x)

∣∣∣∣∣ ddx∫ −x
−1

f(y)dy − xf(−x) + xf(−x) = λḟ(x)

∣∣∣∣∣ ddx
f(−x) = λf̈(x).

Собствените вектори са решения на

λf̈(x) = f(−x) (1)
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Тъй като решенията на диференциалното уравнение λg̈ = g, където g(x) = f(−x),
са линейни комбинации на решенията g(x) = e

± x√
λ , ще бъде достатъчно да вземем

само четните функции g(x). Тоест, тези

g(x) = ae
cx√
λ + be

− cx√
λ ,

за които |a| = |b| и |c| = 1 (допускаме и c = ±i, стига стойностите на f да
продължават да бъдат реални).

Конкретни решения на (1) са

a = b =
1

2
и c = 1 =⇒ f(x) = cosh

(
x√
λ

)
,

a = −b = 1

2
и c = 1 =⇒ f(x) = sinh

(
x√
λ

)
,

a = b =
1

2
и c = i =⇒ f(x) = cos

(
x√
λ

)
,

a = −b = 1

2i
и c = i =⇒ f(x) = sin

(
x√
λ

)
.

Спектътът σ(T ) е равен на обединението на [−1, 0) ∪ (0, 1] (тъй като горните раз-
съждения има смисъл за всички λ 6= 0) и {0} (от това, че T е компактен оператор),
т.е. σ(T ) = [−1, 1].
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