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ЧАСТ Е

ОСНОВНИ СВОЙСТВА НА ПОЛИНОМИТЕ

Глава 1

Увод

1. Променливи и функции. Отличаваме променливи и по-

стоянни числа. Едно число се нарича постоянно, ако то има една

определена СТОЙНОСТ, а променливо, ако може да вземе различни стой-

ности. Постоянните числа или количества бележим с началните букви

на латинската азбука, а, b, с,..., а променливите — с последните, X, ¥,

Ζ,... Ако на всяка СТОЙНОСТ, KOATO може да взема Χ, отговаря по ня-

какъв начин една определена стойност на J, TO казваме, че уе функ-

ция Ha Χ. ФУНКЦИИТ„Е бележим така:

По аналогия можем да имаме функции на повече променливи:

#() o(% У..., f(x 9, 2),. .. .
2. Рационални функции, Ако в една функция променливите са

подложени на тъй наречените рационални действия: събиране, изваж-

дане, умножение и деление, извършени в краен брой, то тя се нарича

рационална. Ако в рационалната функция не е извършено деление

върху променливите, то тя се казва цяла рационална или поли-

HOM. Ако рационалната функция не е цяла, тя се нарича дробна

рационална. Следователно един полином представлява сума OT

членове, в които фигурират произведения ΟἹ променливи с постоянни

числа, наречени коефициенти. Най-високата степен, която се среща

в членовете, се нарича степен на полинома. Общата форма на поли-

нома от степен л с едно променливо ще бъде

ЛДх)-ах"-на x**+ ... +a, а xta,

а общата форма Ha дробна рационална функция HA едно променливо

ще бъде

ах“--а, х#-14-.. . аь .

| бБухт+ 6714 . .. 4b,y

Полиномите OT първа степен се наричат линейни функции, OT втора

степен -- квадратни и T. н. Така

a+bx+cy

1 Висша алгебра



е линейна функция, а

а+-6х+су+ах-еху+ ”

е квадратна. Общо един полином от променливите Х), Хо,...),Х. ще

има вида

flxys Χᾳν. «а Ха)е Меха X3 X 2m,

TAETO Gy, « ...,«,„ са цели положителни числа, някои OT KOMTO MOrar

да бъдат нули. Степента на написания член е

ас1+о:2+ ... +0¢m,

а ¢ e коефициентът му. Най-голямото ΟἹ числата

(α,- ὰς Ἐ ... +a,)

е, както поменахме, степента на полинома.

Ако всички членове на полинома имат една и съща степен, то той
се нарича хомогенен или форма. Тогава очевидно, ако п е сте-

пента му, за всяко А ще имаме

{ хр Mgy а M) =M [ (X35 Χ ε. oy Хм)

Axo ¢opmaTa e OT първа степен, TO тя се Ka3Ba линейна, ΟἹ BTOpa —
квадратна, OT Tpera — кубична и T. H. AKO броят Ha променли-
BHTE € две независимо OT CTeneHTa, то формата се казва бинерна,
ако променливите са три -- тернерна и т. н.

Ако в една функция върху променливите освен рационалните

действия приложим и коренуване, то функцията се нарича ирацио-

нална. Така -

„са ирационални функции.

3. Уравнения. Ако A и B са два израза, OT които единият е само

преработване на другия, то трябва А-# 3a всички стойности на про-

менливите, които влизат. Едно такова равенство се наричатъждество,

така например

τ (x—a)(x*+ax+a?)=x3—ad

Обаче можем да търсим TaKuBa значения на X, 88 които един

полином /(х) да приема стойност нула. Тези стойности ще удовлетво-

ряват на условието |

f(x)=0,

което се Hapuya алгебрично уравнение, Степента Ha /(х) се Hapuua

степен на уравнението, а стойностите, KOMTO IO удовлетворяват, се

наричат корени. Общата форма на уравнението ΟΤ 1л-та степен с

едно неизвестно ще бъде

ах"+ах"4- ... +a, 1 x+a,=0.



Числата а ар....а, са коефициенти на уравнението. Ако в това

уравнение коефициентите са полиноми на едно променливо £, то коре-

ните му ще бъдат функции на f, които се наричат в анализа алгеб-
рични функции. Неалгебричните функции се наричат трансцендентни. В

настоящия курс ще разбираме по-ограничено под алгебрична функция

рационалните и ирационалните функции. Функциите е“, log Χ, sinx са

трансцендентни.

Глава П

Комплексни числа

„ 1. Дефиниция. Понеже каквото и да е реалното число X, квадратът

му € положителен, то уравнението Х2--1 няма реално решение. Така

се налага да се въведе една по-обща система от числа, които обаче
притежават следните свойства: първо, тая система трябва да съдържа

реалните числа, второ, законите, които са валидни за реалните числа,

да са валидни и за числата от тази система и, трето, да има поне

едно число X OT системата, което удовлетворява на уравнението х2----1.
Оказва се, че такава система съществува и се състои от тъй на-

речените комплексни числа, които имат голямо приложение. Под ком-

плексно число разбираме един нареден чифт (@, b) реални числа,
като някои операции, които можем да извършваме с тези числа, са

дадени. Чифтът се нарича нареден, понеже числата (а, b) и (b, а) при

а4-6 са различни помежду си. Две комплексни числа (a, b), (а b))
само тогава считаме 838 равни, ако @ =a,, 6--6). Числото (0, 1) означа-

ваме с i. За да изпълним първото условие, T. е. реалните числа да ca

частност OT комплексните, ще считаме, че числото (а, () e равно на

реалното число а и (a, b) е само тогава нула, когато -a=b=0.

2. Сума. Под сума на комплексните числа

«-- (а, b)’ @y =(ay, bl)

pa3bupame числото (a-a;, b+b,), което бележим с a+a,. Axob==0b,=0,

Τ. е. « и «) са реални числа, TO това води до CyMa Ha две реални числа,

както трябва да бъде.

Оттук веднага се вижда валидността на следните основни закони,

гдето «, В, у са произволни комплексни числа:

а«а4+В-В+« -- комутативен закон,

«+(В--у)--(«4-В)--у — асоциативен закон,

α-Εθ-Ξα.

3. Разлика. Ако a=(a, b) и B=(a, ;) са две комплексни числа,

то ще намерим комплексното число x=(§, §;), което удовлетворява

на условието В--Х--а, Τ. е. като използуваме горната дефиниция на

сума, .ще имаме

и  ̓ σιε ζεα, δι-Εἶ, =5,  ̓  ̓



отгдето {=a—a,, б1:-6-06). Обратно, веднага се вижда, че числото

х-(а-а, 6--6)) удовлетворява на условието B+x=a. Това число се

нарича разлика на числата «и В и се бележи с α--β.

4. Произведение. Веднага можем да получим произведението на

едно цяло положително число 7 с комплексното число a=(a, b). 3a

това трябва да съберем л числа, равни на @, и според по-горното

n.(a, 6)- (ла, nb).

Ще постулираме това равенство за всяко реално число п. Тогава мо-

жем да пишем

α--(α, b)=(a, 0)+(0, #) =a+b.(0, 1)--α Ἐ δί,

така че BCAKO комплексно число MOXe да се представи Taka. Числото

а се нарича реална част на «, а bi се нарича имагинерна част.

Ако сега искаме да дефинираме произведение на две комплексни числа,

«-(а, b), B=(a, #)),

TO като предположим, че #--(0, 1)2=—1 и пресметнем (a+ bi) (a,+b, i),

като вземем под внимание, че тряЗва OCHOBHHUTE закони да са B сила,

получаваме

(а, #) (ay, 6;)-(а--8 (а,+64)-

=aa;+abi+abi+bb,(—1)=

=aa,—bb,+i(ab,+ba,)=(aa,—bb,, ab,-+ba,).

Следователно правилото 32 YMHOXABaHe IJIACH: "

1) (a, 6) (α,, b)=(aa,—bb,, ab,+ba,).”

Обратно, ако 3a произведение вземем тази дефиниция, лесно се

убеждаваме, че всички закони за реалните числа остават в сила и за

комплексните. Така веднага имаме

ab=(a, 0) (b, 0)=(ab, 0)=ab,

2-(0, 1) (0, 1)=(—1, 0)=—1.

αβ-εβα — KOMyTaTHBEH 3aKOH,

«(Ву)-- («В) у — асоциативен 3aKOH,

(α-β) у--«у--Ву — дистрибутивен закон,

1.a=a,

0.a=0.

Тези резултати читателят ще провери JIECHO.

5. Частно. Нека a=(a, b), B=(a;, δι) са две произволни числа.
Да търсим число x= (G, ζ)), което удовлетворява A4 условието В Х-а.

Ако B=0, то това е възможно само ако «--0 и тогава всяко число X

4



удовлетворява на това условие. Като изключим този случай, считаме,

че В--О. Но тогава за С и {, получаваме следните уравнения:

които, като решим, дават

ς-- а -+В, а на
’axf*'—b?_ а2-6)

Обратно, веднага се вижда, че числото

Ν ( aa,+bb, ab—b,a )

" 4112+ blz  ̓ a12+ b12

удовлетворява на условието Вх-.а. TOBa число наричаме частно Ha

«

«и Ви бележим с -5 Горната формула лесно бихме получили ди-

PEKTHQ. със следното умножение :

o ατὐλλλ (ατ θὴ (α,-- δμὴ) аа, + δῦ, + ba,—ab, .
Ра в . αβτὺβ ааа Т аг в

6. Конюговани комплексни числа. Двете комплексни числа а-- 64

и a—bi се наричат коню-говани. Те се отличават само по знака на има-

гинернвата им част. Ако означим tx=a+bi, TO KOHIOI'OBAaHOTO означаваме

така: a=a—bi. Сумата и произведението на две KOHIOTOBAaHH числа са

реални, а разликата им е чисто имагинерно число, T. €. комплексно

число, на което реалната част е равна на нула. Действително имаме

а--«-а- δί-Εα--δί--26,

a—a = a+bi—(a—bi)=2bi,

«а --(α- δὺ (a—bi)=a>+ b2

Лесно се проверяват и равенствата :

α--β--α--β,

αβ--α. В.

7. Геометрично представяне на хомплексните числа. В равни-

вата вземаме една правоъгълна координатна система ХОГ. На числото

&=a--bi отговаря тогава една точка с абсциса а и орлината b. Така

жа всяко комплексно число отговаря една точка и, обратно, на всяка

вочка отговаря едно комплексно число. Оста X наричаме реална ос,а

„ У — имагинерна ос. Точката, която отговаря на числото «, бележим

ебикновено пак с «.



Ако дължината на отсечката Qo означим с p, а ъгъла между О«

и реалната OC с ¢, то ще имаме Ν

а-р со8ф, b=psing, ρ2--αἰ-δ3,

«--р (с05 φ- ἐ 5η φ), ἴξφ:-ξ-- .

Последната форма е тригонометрична форма на комплексните

числа, р се нарича модул (абсолютна стойност) и ф се нарича apry-

мент. Модулът се пище и така: |« |. К

Лесно се намира сумата и разликата на две комплексни числа по

геометричен път. Именно сумата у-а--В се получава веднага, като

върху О« и ОВ построим елин паралелограм, то у е другият връх на

този паралелограм (черт. 1). Действително ΟἹ чертежа се вижда, че

абсцисата на у е сума от абсцисите на « и В. Същото е и за ордина-

тата Ha-y. Тази постройка може да се извърши и така: OT точката &,

теглим отсечка, равна, успоредна и еднакво насочена на Of. Тогава

краят на тази отсечка е 7.

За да получим разликата «—@=7y, достатъчно е да вземем ΠΟΙ

внимание, че « е сума от В и y. Конструкцията е дадена в черт. 2.

Същата конструкция може да се тълкува така: от « теглим отсечка

«у, равна и успоредна на ВО, със същото направление, т. е. вектора
--3

ВО пренасяме в «.

За да получим произведението на две комплексни числа, ще из-

ползуваме тригонометричното им представяне. Ако

a=r(cos ф--#5т φ), В-- ”; (со05 φι --#3т ф,),

то имаме

| ο aB=rr;[cos ¢ со08ф;--5т ф 8 ф i (sin ф 005 ф1-+с08 ф sin +))

или

 ̓͵ αβ = rry[cos (φ--φ,)- ἰ 8π(φ-Ἐ φ})},
т.е. при умножаване на две комплексни числа модулите

се умножават, а аргументите се събират. Очевидно това
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правило е валидно и за произведението на произволен брой комплекс-

ни числа.

«

За частното на две комплексни числа —B—- ще HMaMme: ако

е

TO

a=Py, r(cos¢+ising)=p ? (со5 (ф4-ф.)--# 5т (Φ-Ἐ φ}}},

ρ:ξ, фе-ф-- Фу

Следователно при деление модулите се делят,а аргументите се вадят.

“ За да построим точката, която отговаря на γ--αβ, постъпваме

така: върху единия множител, например «, построяваме триъгълник,

подобен и еднакво разположен с триъгълника O1B, като върховете O

Черт. 3  ̓ Черт. 4

« съответствуват на O, 1. Третият връх у представлява произведението
(черт. 3). :

Действително, ако с R и ф означим модула и аргумента на ¥, то
от построението следва, че

в
—==1, R=rry, ф ф--Фи
п

което доказва, че γεξαβ.

«
За да построим частното -β- =Y, трябва да вземем под внимание,

че « е равно на произведението на В и у. Тази конструкция е дадена

на черт. 4, гдето « и В са дадени, като е построен триъгълник ΟαΎ,
подобен на OBl, като на върховете O, у съответствуват O, 1.

8. Теореми за модулите. Нека са дадени числата

«-/(с08 φ ἐ 5ἰη φ), В-- ”; (со8 ф - #51 φι}),



тогава получаваме .

[«-Ἐβ [2=(r cos @+ / cos @, +(7 sin g7, sinpy)?=

=r24r2+42r,r со08 (фФ--ф;).

Понеже со8(ф-ф;) варира между —1 и +1, TO очевидно най-

голяма стойност на |«-+-В|” при постоянни 7 W тл ще имаме, когато

со8 (ф--ф;)--1, T. е. ф--фь а най-малка — при οοθίφ--φ!)- --ἰ, T. е.

ф--Ф.--п. Така че ще имаме

|a+B 2= 2442 (7--7;),
|a+B2=r2+r2—2rri=(r—r)?

отгдето

«: 1--181 = |a+B|=|a|+|B

Дясното неравенство се обобщава за повече от две събираеми.

Действително имаме

ot B4y | = et B+ v | 1118114 Е
Модулът Ha една CyMa OT комплексни числа е най-

много равен на сумата от модулите на отделните числа.

Равенство има само тогава, когато аргументите на

комплексните числа са еднакви. Модулът на сумата от

две комплексни числа е най-малко равен на разликата

от модулите им. PaBeHCTBO може да има само. тогава,

когато аргументите им се. различават ( я.

Читателят лесно ще се убеди, че тези теореми са очевидни гео-

метрически, като вземе под внимание, че едната страна на триъгълника

е по-малка от сумата на другите две.

9. Формула на Moivre. Видяхме по-рано, че при умножаване на

" комплексни числа модулите им се умножават, а аргументите се събират.

Ако предпол“жим, че всички числа са равни на «--/(со08ф--4 51 φ), то

така получаваме формулата на Moivre:

[7 (cos φ- ἰ 8ίη ф)"-- "Ч(со5лф+ ἐ 8ἰΠ л9),

за цял положителен показател п. Лесно се вижда, че същата формула

е валидна при л цяло и отрицателно. Действително имаме при n= —m,

m >0,

1 1
n— — =

[r (cosg-+ising)] [r(cos φ- ἰβίη ¢)jTM
ο cos0+4isin0

7 rTM(cos ιφ - sinm +)=r—[cos (—meg)+isin(—mg)),

което трябваше да се докаже.

Да намерим формулата за дробен нпоказател. Ако поставим

И (сов ф+5те)- р (соз ф-- 5 Φ),



‘TO по условието .

‘r(cos g-+ising)=¢*(cos κ Ψ-Ἐ ἐ 5ίη π ),

отгдето получаваме

r=pt φ λκππί,

гдето k e произволно цяло YHCJO. Следователно имаме

Ν Е o4+2kn . . Ф-2 kn)
() У7(со5 ф+-75т 4) _]/r(cos Р —— =X,

Привидно така получаваме безбройно много CTOMHOCTH на л-ия корен,

обаче лесно е да се види, че само 7 ΟἹ числата X, са различни по-

между си. Именно, ако на # дадем стойности е и M, то ако e—m е

кратно на 1, X,=JX,, понеже ΟἹ e—m=np следва

ф--Зпе φ- 2πηϊ

- =P

така че синусите и косинусите ще имат една и съща стойност. Обратно,
ΟἹ X,=X,, веднага следва, че е--т € кратно Ha n. Така че фор-
мулата (1) дава всички стойности на л-те корена, като

NMONOXHM

k=0, 1, 2,...,n—1.

Оттук се получава формулата Ha Moivre 3a дробен показател. Именно
имаме

ΡΡ

[γχ(ςο8 φ- ἐ 5η φ)} 6 - γ6 cos2 2 #7) +i sin 2P 20|,

10. Някои геометрични приложения. Числата

e=a-+bi, a=a-—bi

ca конюговани. Абсцисите Ha TOYKHTE, които OTroBapsT, Ca paBHH, а

ординатите UM са равни по абсолютна стойност, HO обратни по знак.
Така че тези две точки са симетрични спрямо реалната Ος. Да разгле-

o 1
даме делението, и то отначало най-простото : г) ----. AKO поставим

z=r(cos ¢-+ising),

zy=r;(cos ¢, +ising,),

TO OT ropHara релация веднага се получава

1
n=, е



Но понеже 2z,;=r,(cose—ising), то тази точка може да се построи

така (черт. 5): построяваме с трансформиране с инверзия на точката г

инверзния й образ 21 спрямо окръжността с център 2=0 и радиус 1.

В чертежа триъгълниците ОТе и Ог,Т са правоъгълни, така че ще
имаме

1

12111#1-1, |z] =,

и apryMeHTbT € същ, KOETO доказва конструкцията.

Ако сега вземем огледалния образ на г, спрямо реалната ос, то

1
ще получим точката 21:7. Ако точката Ζ описва права, то точката

2а (Η оттам точката 2;) описва, както е известно от -елементарната
геометрия, окръжност, минаваща през (). Ако г описва окръжност, то

и гь а оттам и 2; описва окръжност.

Лесно е да установим това директно,

като поставим 2#-жх-ф, г.-Х4ф и

намерим връзката между Хи Y.

От горното се вижда, че същото
. 1

свойство притежава и и=а+7 , гдето

274

а е произволно фиксирано комплексно

число. Така, ако г описва права L, ми-

наваща още през една точка 2, TO ΠΟ-

1
гнеже при 2=z, u=a0+;— ΞΞ , а при

0

# =00, й--а, точката и ще описва OK-

ръжност, минаваща през а и U,

11. История. За въвеждането на комплексните числа е спомогнал

стремежът да се решат квадратни уравнения, които нямат за корени

реални числа. Така уравнението Х? -ту при y>0 има корени il/y, HO
ако y<0, TO старите математици са пишели същия израз за X напълно

формално, без да влагат за това определено ясно разбиране. Смятали

са даже, че някой резултат, доказан посредством имагинерните числа

(някой са ги наричали невъзможни), трябва да се провери и директно

неговата вярност. Именно това е било така, защото комплексните числа не

са били напълно дефинирани ясно, както и действията с тях. 3HaKBT

i=)—1 e въведен от Ойлер, който вече в много въпроси е употре-

бявал комплексните числа. Ot Гаус (1799) е въведен терминът ком-

плексно число. Същият в 1811 г. дава геометрическото представяне

на тези числа; ето защо равнината, в която се нанасят, често се на-

рича Гаусова равнина на числата.

Геометричната теория на комплексните числа е била също по-рано

разгледана от други математици, на които работите тогава останали

B голяма или по-малка неизвестност. Именно това са „.трудовете Ha .

Gaspar Wessel (1799), J. В. Argand (1806) и C. V. Mourey (1820). Teo-

рията ¢ чифтове, KOATO изложихме, € дадена οἹ W. R. Hamilton (1837).
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Глава Ш

Свойства на полиномите

1. Teopema 38 големи стойности на || В полинома

Л(4-а2"--а 27 '+ ... +a, 4 z+a, a;+0,

Ha KOHTO коефициентите Ca реални или комплексни,

абсолютната стойност на 2 може да се избере толкова

голяма, че модулът на първия член да бъде по-голям

ΟἹ модула на сумата на останалите членодве. Или по-

другояче казано: съществува число А такова, че при

|z|=R na имаме

( a, 2" |>|а 21-14-... +a,l

Действително HEKA &y, &y,...,q%, са модулите. HA числата &y, йр ὧᾳ,...»{η

и HeKa « е най-голямото ΟἹ Числата &), &g,...,%, AKO поставим

|z|=r, то (1) ще бъде сигурно удовлетворено, ако е изпълнено не-

равенството

|ая 2а 2 000 Нал)

Σ α т4 ... 6

което ще се усили, ако заменим «), «.,...,«, C &, T. €&

rn—1

γ-
ἀργ»α(π τ ἜΠ)Ξεα - τ

Да допуснем, че r>1 и изпуснем - | в числителя, с което още повече

усилваме неравенството

По обратен път заключаваме, че щом |2|--А, то следва (1), с което

теоремата е доказана. От този резултат следва, че модулът на първия

член за достатъчно големи |2| става по-голям от K пъти модула на

сумата OT останалите членове, гдето #7>0 е произволно число. Затова

достатъчно е ΙΖ}ξΙ-}-Ξἔ. Следствие: Съществува едно
0

определено число R>0 така, че f(z) не се анулира BbH OT

кръга с радиус R. Действително нека допуснем, че за 2-2ф | 2|

«

=ZR=1+_ f(2,)=0. ToraBa от @y2,"=—a2,"'—...—a, следва
0

|а 2" |- |а 2"+ ... +a, )

което според теоремата € невъзможно.
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Може R=R(e) да се избере така, че модулът на /(г) да се на-

мира между границите

«,”(1--2) и «!”(1-+е),

гдето /-|2), « - |а ), €0 е произволно малко число.

2. Теорема за малки стойности на |z|. Нека цялата ра-

ционална функция /(2) е наредена по растящи степени

на 2, следователно

/(г):аогт;щ zrtlt а φ ῚΡ а-О0.

Винаги можем да изберем абсолютната стойност

на х достатъчно малка така, че абсолютната стойност

на първия член да бъде по-голяма от абсолютната

στοήϊηοςστ Ha сумата OT останалите членове. Или с

други думи съществува число p>0 такова, че при

|2] = p(2£0, m>0)

(2 |а 2” |ае 14 .. Π 2”е |.

Доказателството е напълно аналогично на предшествуващата тео-

рема. Нека |z|=r, |а|-«., i=0, 1, 2,...,p, « е най-голямото от

числата Oy, Og,...,%, Очевидно неравенството (2) ще бъде изпълнено,

ако е изпълнено неравенството

а >е 14 .. а 7е

или усиленото неравенство

1—r?

1--γ ́
Σ Ν ΥΔΝ

Като положим r <1, изпуснем rP, с което го усилваме, получаваме

неравенството

„ : ar

= %o =а =]  ̓
1-ν

от което

< % „rs= o Р

Оттук се вижда, че ако € удовлетворено последното HEPABEHCTBO,

то ще бъде изпълнено и неравенството (2).

Следствие: Ако ε" »Ὸ е произволно малко число, TO p(e) може така

да се избере, че за /(2),

f@=agzm+ ... +-a,2m,

при | 2| = ρ(ε) да имаме

% (1--е)7" 1/(4) | =% (1+e)rm, a="ay|, r=|2|.
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 ́

Χ͵.2’οριιιγ.ιιει на Тейлор и производни. Нека /(х) e полином от
я-та степен:

ч

f(X)=ayx*+a, x" '+ ...+a, ; x+a,

Torasa, ако BMeCTO X поставим х--Й, ще имаме

И(х4+й)--а,(х+#) а (x+Ey—1+ ... +a,_y (x+h)+a,

AKO pa3BHeM степените на X-+% по ¢opmynara η Нютон и Hape-

дим по степените на A, ще получим

3 Л() -

— )T пода O+ L)+ Ξ (),

гдето

f(X)=naxr—+(n—1)ax" 2+ ... 4a,,,

' ()=n(n—1)a,x2+(n—1)(n—2)ayx" 34 ... +1. 2a,_,,

1 ()=

=n(n—1)(n—2) dpx" 3+ (n—1)(n—2)(n—3) ax"—*+ ... 3! а

..................................
..

fe=-D(x)=n(n—1)...2.a,x+(n—1)...1.a,

fMm(x)=n(n—1)...2.1.0a, '

Функциите / (х), f/(x),... ca цели рационални CHOTBETHO OT CTe-

пени n—1, n—2,... Те се наричат първа, втора и Τ. H. производна

на f(x). Първата производна на f(x) се получава, като всеки член се

умножава със степента My и тя се намалява с единипа. От това е

очевидно, че втората производна / (х) е първа производна на / (х)и

т. н. Формулата (3) се нарича. формула-на Тейлор,.

” От (3) следва ека

Я а #2 L, А А |
( П Е Е ot Т

Коефициентите на 4, A% ... са полиноми на X и следователно при

крайна стойност на х имат крайни стойности. Тогава по основните

свойства на полиномите, понеже дясната част на (4) е полином на A,
88 всяко произволно малко &>0 може да се намери съответно r>0
така, че щом [ἢἅ| ΞΞ 7,

А(е #)--7(х) <е

или другояче, както и ἢ да клони към нула, разликата /(х4#)-/(х)

ще клони към нула за всяко крайно х. Следователно всеки поли-

ном /(х) e непрекъсната функция за всяко крайно X.

От (4) се получава .

еаН () e Р0 .. ),n!
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Ако оставим х постоянно, а Й да клони по произволен начин към нула,

1Ἰ дясната част очевидно ще клони към Κἢ (Χ), Τ. е. ще имаме

и еЪ р)

h—0

OTTyK се вижда, че производната на полинома f(x) може да се

дефинира като граница на отношението на разликата OT стойностите

на полинома /(х--#)--/(х) към разликата Й Ha стойностите на про-

менливото, когато тази разлика клони към нула. Тази дефиниция се

прилага в анализа за произволни функции. Оттук става ясно, че пра-

вилата за диференциране при реални променливи остават в сила.

4. Биномна и полиномна формула. От елементарната алгебра е

известна формулата на Нютон:

(x+yy=x+ ('1’ ) х”-1у,=.( '21 )'xn—SyQ_}__” +ym,

n

гдето п е цяло положително число. Биномните КОСфИЦИЕНТИ (k)’ KaTto

n -поставим (Ο): Ъ притежават свойството

(Ζ): kl(:—!kT и (2)=(п;1)+(2:1),
което веднага следва от умножението на (Χ- ) с (х-+4).

Като обобщение на биномната теорема е полиномната, която

се отнася до развитието на

(X3 Ха ... +X,)"

Понеже тази функция € хомогенна спрямо X;, Xp,...,X, TO ще имаме

“

(за + X9+ ...+ ,,)"=Z С»„„,...,..рх? X3 ... Xp?

(3 ἜΝ .. ΕΞ )

гдето коефициентите С подлежат на определяне. По биномната фор-

мула имаме

А

n

Са+-ха - - .-}-χρ)“.-.Σ( ν’; )(х1+х„+ X, X
vp=0

п-ур

n—y, 

Ν

:Σ (V ,-ιρ) (х1+х2+ .. . +xp_2)n—1'p—-yp_l x;p_l ,

Vp_]=0 Ρ

(χι"ἩΧΖ)”-’ρ- Е
=y p—rt—v,

= (n—vp-:;.—vs) x;t-—-v,,-—...—v,—y._. χΞΖ.
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Ако постепенно заместим тези резултати, започвайки от крайната фор-

мула, то ще получим като коефициент на

Жпуе Хе . X p= XXy .. . Хур

в развитието на (X;+Xo+ ... +ЖХ,)":

n\ (n—v, n—vp— ...~V

Cvx.r«_-,---,v= =
в \Vp] \Vp— У

" пе (n—vp)! ере)

T {π-|νρ}} νρ--Ἰ{(πττνρ-τνρ- ) νρί(πτονρ--... τ-ν}} 7

n!

м! м! р!

Така получаваме формулата

п!

(5) (ха-- Ха ...+хр)“=2тх;пху...х;р

(ν. Ἔ9 ... τ Ν »ΞΞ Π),

гдето сумирането е разпространено върху всички цели положителни

или нули индекси у.

Можем последната формула да изведем директно. Именно, като
извършим умножението на л-те линейни форми

( Ἔ ΧΩ .. Х) аХа +) (XX .. #)

ще получим една сума ΟἹ  ́ члена:

(6) (x1+x2+...+xp)"=fi ἑ---έχλ,χὢ...χλ".
811 2= ΠΕΕῚ

( ἜΝ Ἔ .. Ένρξε ΠῈ

ΟἹ тези членове някои се повтарят. Да видим колко члена са равни Ηᾶ

() | xpxp...xp (tvet .. y,=n).

Ясно e, че такива членове BJM3aT B дясната част Ha (6), когато v, MH-

декси А ca равни на 1, v, на 2 и Τ. H. Следователно 6poaT на тези
членове ще бъде равен на броя на пермутациите на пл елемента, от

KOMTO у, се повтарят, Yy други се повтарят и Τ. н. до последна група

oT Ур пак повтарящи се елементи, т. е. € paBeH на

n!

Σ

Това число следователно ще бъде коефициентът на (7) в развитието.

Така получаваме отново формулата (5).
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ЧАСТ И

ТЕОРИЯ НА ДЕТЕРМИНАНТИТЕ И ПРИЛОЖЕНИЯ

Глава I

Основни свойства на детерминантите

1. История. Едва в средата на миналия век била доста пълно
разработена теорията на детерминантите. Както много теории в мате-

матиката, така и тази теория е възникнала с решаването на конкретни

задачи, Именно пръв Leibniz B 1693 г. забелязва едно общо правило
при решаването на системи линейни уравнения, което води до дефи-
нирането на детерминантите. По-късно Стал ег (Introduction а Panalyse
des lignées courbées algébriques, Genéve, 1750) дава строга дефиниция,
KaTO намира и правилото 3a pelllaBaHe Ha линейните уравнения. След

това са работили Laplace, Lagrange, Vandermonde, но теорията им е

била главно завършена в стройна система с работите на Cauchy и Ja-
cobi в средата на Х1Х Bek.

2. Дефиниция на детерминавти. Нека са дадени 2 уравнения с

две неизвестни:

апц X118y Ха-ар

gy X1+ Q99 Ха- .

YMHOXaBaMe първото уравнение с @y, BTOPOTO с —ay, и ги събираме.
Също умножаваме първото с --а», BTOPOTO с а и ги събираме. Така

ТПолучаваме следните резултати:

(@11 95 - йз) Х -- й йза--й, Ay,

(@11 Q92— 013 ал) X9 =0 @11 — ι й

AKO изразът Gy йза-(1а йл € отличен OT нула, TO MOXeM веднага

да намерим Xx; и X, Изразът :

а йзъ--(1а Agy

наричаме детерминанта от втори ред и го бележим така:

| ayy Qg ‘ .
51 й
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Числата a,,, i, k=1, 2, се наричат елементи на детерминантата.

С това означение веднага се вижда, че решението на дадената система

е следното:

а, Ω1, аца,

„ 18 4y - 10 4
Же а е Ху %)

ац G4y . ἄμ Qyy

йз, Qg9 ал й

Ако решим 3 уравнения с три неизвестни, то ще получим анало-

гични правила, ΚΟΗΤῸ по-сетне ще дадем като приложение на детер-

минантите.

ΟἹ п елемента, както е известно ΟἹ елементарната алгебра, можем

да образуваме всичко м! пермутации, Една от тези пермутации нека

считаме за главна. Ако в една дадена пермутация два елемента са

в обратен ред на реда им в главната пермутация, то казваме, че те

образуват една инверзия. По-нататък ще считаме, че елементите са

чиСлата 1, 2, 3,...,п, а главната пермутация e 123...л. Тогава оче-

видно два елемента в една пермутация образуват инверзия, ако по-

големият е пред по-малкия. Ако броят на инверзиите е четен, то каз-

ваме, че пермутацията е четна, или от Г клас, а ако е нечетен, перму-

тацията е нечетна, или от П клас. Броят на инверзиите в пермутацията

αβγ...λ ще означаваме така:

[αβγ -..}}

Така ще имаме

[1234]=0,[1432]=3,[2314]=2,[4321]=6,[4231]=5.

Очевидно e, че най-много инверзии HMa nepmym‘afmma

п, п--1, n—2,...,2, 1,

броят на които е

n—1+n—2+...+2+1=”(”_2‘”.

Jlema. Ако B една пермутация заместим два елемента

един с друг, то тя променя класа си.

Действително нека дадената пермутация е

(1) Да «а . .«„6В,

гдето А са елементите пред @ U B тези след b. Ако сменим @ M b
помежду им, T. €. извършим така наречената транспозиция (ab), то по-

лучаваме пермутацията

(2) Abaay. . .α,48.

При ToBa сменяване броят на инверзиите HA а и O с елементите
B A Β не се променя. Така че изменение може да стане само в броя

2 Висша алгебра . 17



на инверзиите с « и помежду им. За да получим (3) от (1), постъпваме

така: извършваме транспозицията (@ ;) и получаваме

(3) Да,а«а...«,6В,

в която пермутация броят на инверзиите е също както в (1) само с

тази разлика, че ако между ай «; € имало инверзия, cera няма и

обратно. Така класът се променя. Ако сега сменим а с «.„ получаваме

(4) Да авз...«,6В,

като класът се изменя още един път. Продължавайки така, получаваме

пермутацията

Да a,...abaB,

като класът се изменя (р--1) пъти. Ако сега сменяваме така после-
дователно b с « @, т1,.-.,61, TO класът ще се измени още р пъти и
ще получим пермутацията (2). Следователно (2) се получава от (1),

като класът се изменя 2p+1 пъти, т. е. нечетно число пъти, KOETO

показва, че тези пермутации са от различни класове.

Като непосредствено приложение на тази лема ще намерим броя
на пермутациите от двата класа. OT всички пермутации от 1 клас с една

транспозиция получаваме пермутациите ΟἹ П клас и, обратно, Τ. е. ако 7
и 5 са броят на пермутациите от | и П клас съответно, то ще имаме

r=s, s=r,

n!
отгдето r=s=—2—.

Ако ca дадени nm елемента @, гдето i=1,2,3,...,n, k=1,2,3,...,m
TO правоъгълната CXeMa

ац а Qg3+ . Qypy

Qg 25 Qg3... Ay

3y Q39 Qg3-. - Q3
РЧ .е e e

ал Qp2 Qn3. . .Qnm

се нарича матрица ΟἹ типа (n, m). Ako m=n, то тя се казва още и
квадратна.

τ Под детерминанта А от n? елемента а i, k=1,2,....n

разбираме сумата ΟἹ n! члена:

гдето i ....#, са пермутациите на елементите 1, 2, 8,.. Μ
и я бележим
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μ а1ъ Q3.+ .89,

Q3 йз, Q3. - - η

Δ:ι (131 а„ азз .. -азп .

ал ал Cn3 - . - Qnn

Често A се бележи съкратено и така: A=l|a.|, 6 k=1, 2,...,n.

Ясно е, че детерминантата се получава от члена

ау φ9 (54...

наречен главен, като пермутираме вторите индекси по всевъзможни

начини и получените членове вземем със знака --, ако пермутацията

ΟἹ вторите индекси € четна, и със знака —, ако е нечетна. А се нарича

детерминанта ΟἹ л-ти ре д. Елементите ал 4. .. a; образуват Г-ия хо-

ризонтален ред, а ἄι!; Qy;...4,; образуват Г-ия вертикален ред или

стълб. Общо хоризонталните и вертикалните редове (или стълбове) се

наричат редове на детерминантата.

Да разгледаме за члена

(6) Qa, в, Qag в . -" йаа βην

Β който @ y...%,, βι Ва...В, са две произволни пермутации OT еле-

ментите 1, 2, 3,...,п. Сумата от инверзиите е

S=[d1 %y . ’an]+[BI βΞ .. ’βη]'

Ако в (6) разменим два елемента ал С Qapp Ппомежду им, TO по

лемата двете пермутации от първите и вторите индекси ще си про-

менят класа, отгдето е очевидно, че 5 ще се мени с четно число. Така
че от члена

(_ l)s Qo 58arps - - - Bap вл

получаваме члена

(— 1y By Qays -+ й пу

гдето Sy=[y,; Ya...Ya И TaKa сме разменили елементите, че първите

индекси да станат в натурален ред. От тази забележка e явно,
че за А ще имаме

Δ:Σ( ̓-1)Ι’1 В НА 28 ὐ щ адл йра 5 Χ. ai,,/},,
гдето сумирането € разпространено BBPXY всички пермутации Ha еле-

ментите 1, 2,..., п, KATO повтарящите се членове са написани едно-

кратно.

Да разгледаме детерминантата OT вторя ред като пример:

ац а1
А- 2

21 5

19



А ще се състои от два члена &y,dgy И @50y, ОТ KOHMTO първия трябва
да вземем със знак +,a втория с —, понеже [2, 1]=1, така че

А- ау ap—a,5ay.

Като друг пример да разгледаме детерминантата от третия ред:

Лесно се получава

()

ац Q13 а1

A= ag) йза ay

a3y 55 Qg

Δ- ) й Q334015 24 3y + 14 й аза--

Q19 Qg Q33— Q3 йзз Q33— } Qg3 Q3o

B детерминантата елементите @y й ...d,, образуват главния ΠΗ -

гонал, а елементите ал йл 15...8;, — втория диагонал.

За получаване стойността на детерминантите от трети ред може

да се ползуваме от следното правило на Сарус: Преписваме първите

два стълба надясно от А и след това умножаваме елементите на глав-
ния диагонал и паралелните му два диагонала, като получените произ-

ведения вземаме със знак +, също умножаваме елементите във втория

диагонал и паралелните на него други два, но получените произведения

вземаме със знак —. Едно просто пресмятане ни показва, че дейст-

"вително Taka получаваме израза (7) 3a Δ. Така за

пишем

и получаваме

a, a, a,

A=| b, b, b,

Cl Cg Св

а. Ay Ay а .Gy

b, by by b by

€ су € СС) €y

A=a, by 5 ἘΠᾳ b; с,+аз b, са--а, by c;—a, by 3—a, by c,.

3. Елементарви свойства Ha детерминантите. OT дефиницията HA

детерминантата следват непосредствено следните свойства:

1. Ако заместим редмовете. със стълбовете и обратно,

детерминантата не се изменя, т. е. !

20
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а1 Qi3+ - -Gy Q11 Q91+ - -0y

Q31 φ9 . . ῃ Qi . .. ,

απΙ Qpa - - - апп а1п а%п“ и “апп \
lleficrawre.nflo Ha члена B II'bpBaTa детерминанта

(-1)50„11, аш;*; "  ̓αμ|ι "m S:[p,l βο. . l"‘n]—i'[)‘l λ2' и 'λπ]
отговаря членът

(-1)51.[1;„1 щ Ay μὲ v v+ alnun, $=3,

OT което предложението € очевидно.

2, Ако разменим два паралелни реда помежду им,

в детерминанта, то новата детерминанта е равна на--А.
Нека разместим -ия с 5-ия ред и обратно, Τ. е.

all a12 DR [11„

а11 6112 P aln
Ξ L 1

Ω,--α ο , γ,... йл

аг1 ае ΙΖ,”

ал Qe . « - Qg |

ал , - Ayy

Ако елементите Ha A’ означим с b;, TO те ca равни CHOTBETHO на

а,, с изключение на b, =0, аь k=1,2,...,n, така че 3a A" ще
имаме

Δ- Σ - 1 ве Т йор е. Qe йуе е а

гдето af...p...v...5 е пермутация на 1, 2,...,7. За А ще имаме

Δ-- Σὺ-- 1)[“β"'”"'”"'δΙα1α 98 - . ИЕ НТ η

и понеже на основание на доказаната лема

(__ 1) [aB.ve нне д) — __(_ 1) {αβ...μ...ν...δ] ̓

τὸ Δ' ----Δ, с което предложението се доказва. Ако следователно на-

правим р такива размествания ΠῸ на два паралелни реда, детерминан-

тата се умножава с ( -1)?. Така за
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ще имаме A;=+A. Членът

а, ki αἷ: Ν ain"n

B A; € CBC 3HAK +,a B A с

(— ) μ ННе

така че ще имаме

Δ1 =A (_' 1 )'iliz'"in]+[k‘k2"'k/1].

3. Детерминантата € равна на HyJa, ако два mapa-

лелни реда са равни.

Действително, ако в А сменим тези два паралелни равни редове

помежду им, то по свойство 2 трябва новата детерминанта да е равна

на --А, T. е. А- --δ, отгдето A=0.

4. Адюнгирани количества и детерминантата като функция на
елементите от един ред. От дефиницията на детерминантата е оче-
видно, че всеки член в развитието й съдържа само елементи от различни

хоризонтални редове и стълбове. В развитието на

а ар.. . Ха

йл φ ... 2.
........

Δ-- Σ (—1)** g a,...a, нека ΟἹ всички членове, които съдържат
ащ ro извадим пред скоби. Изразът в скобите, които бележим с А се ”
нарича адюнгирано количество на елемента ал. Ясно e, че A,
не съдържа елементи ΟἹ Г-ия ред k-ust стълб. Следователно ще имаме

(8) A=ay Ад+арАа+...-+-ал4дщ- М а
Г

което е търсеното представяне по Г-ия ред. По 5-ия стълб ще имаме

аналогично

(9) А- alsA1s+ a2sA2s е.. +ansAns = 2’ aksA п
k=1

Въз основа Ha TOBa развитие лесно ще получим редица свойства.

4. AKO елементите на един ред са нули, то детерми-

нантата е равна на нула.
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Това се вижда от (8) и (9) веднага.

5. ΑΚΟ всички елементи на един ред умножим на

едно число g то детерминантата се умножава на това

число.

Действително, ако умножим Гия ред с g, то новата детерминанта

А”, понеже адюнгираните количества A, не зависят от елементите на

г-ия ред, ще бъде

А -- ραμμ- ραι τ . . Ἐ аА - ВА.

θ. Ако в една детерминанта елементите на един ред,

например i-Hf, са суми ΟἹ две събираеми, то тя е равна

на сума от две детерминанти, в които ия ред са пър-

вите съб ираеми в едната и вторите събираеми в дру-

гата, а останалите елементи са еднакви.

Действително, ако имаме ал =a;,+B;, k=1, 2,...,n, TO

Δι-(α,. -Εβμ) 4 μ4-Ἐ ( -Ὲ βρ) Ар--.. -+(“{n + В) 4д--

-«аЯл--6,54а-+...--а«,ал+-Вайдла++Войба+.. A+

+ ВМА in— Δ͵ + А”.

7. Детерминантата не си изменя стойността, ако

към елементите на един ред прибавим състветните
елементи на друг паралелен нему ред, умножени с

едно число р.

Действително по свойствата 3, 5, 6 имаме ((<5)

ian...all-—[-gals...als...am gy - Щр Q...

Iam...a2,-+gazs...azs...a2,, I R R S ее oY +

{a,,l...a,,,-+ga,,s...a,,s...a,,,, , . FT RN/ SN S

au...als.l.dls...dl,, all...ali...als...aln

a21...a2s...a2s..-a2n ΕΝ а21--оа2[...а25...а2д

Е НЕ Я НА

ад . . SN йл Фл ὥ,α " .. N SN 1

Taxa например

а b+§ с -у а b с а b v i

а b+, ал (=] b ¢ а b o1+
аз by+Bs са-Та | @2 by ¢4 а, by Ὑ.
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а В с а В т

щлаВва+аяайм.

a By с» а, B т»

5. Поддетерминанти и развитие по тях. Нека в А зачеркнем

елементите от Гия ред и Κ- ΠῈ стълб и OT останалите елементи, без да
изменяме взаимното им положение, да образуваме една детерминанта
А от ред n—1. Така получената детерминанта се нарича поддетер-

минанта на елемента Q. Тя ще има следната d)opma:

аце. Дая ἄχ κει Ὑ. Фл

@ e s s 4 & e & e 4 e s+ s s s & х e

Δ. -- Qi1+« , κτα насе йл
ἐ  ̓

анадн ε" ὔπαιμκα ὄμα, κ λυνν Gitun

Ν s s & & e 4 e s s s e 2 e чх

Ay v - Q1 ааа oo+ η

Ще докажем, че между адюнгираното KOJHYECTBO

и поддетерминантата на един елемент има простата

зависимост:

(10) | Ал - 1)7 .

Отначало ще установим, че А) - Ау отгдето ще получим и общия

случай. OT развитието

A= Σ (-- )b аов .. Олу

e очевидно, че за да получим A,;, Τ. е. коефициента на a;, трябва да

поставим «-1 и да сумираме върху всички пермутации от елементите

2, 3,...,п. Следователно

а йл ... A
188...9] 32 33 3n

Α11:Σ(-1) ” аза азв Ξ ... ..

an2 an3 .. апп

=A11,

понеже (--1)488-»!-(--1)84-+), тъй като всички B, 6,...,у са NO-ro-

леми ΟἹ ].

3a да установим формулата (10), преработваме A, като сменяваме

Гия ред последователно с i—1,i—2,..., докато дойде на първо място.

Също правим с А-ия стълб. Така детерминантата се умножава с (-- Ἐ,

T. е. ще имаме
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ᾶ A1 Oy ааа -y

а1 ап .. By αν ει ее η

(.-Ι)ι-}-ἑΔ: ai_l,k a,-_l'l o e ai_ll —1 ai_11k+1 . ..ai_lln .

Citi,e i1 o - Gt Qb 5 аНл

Ω κ ад o ааа Фл .. Ел

Очевидно e, че поддетерминантата на а,. в горната детерминанта

е точно Δ, Тогава от

(-- ἰΠ (Ад ад+.. FApap+t. . 2А а,а)-- й 05+ . .

с приравняване Ha коефициента пред a@; получаваме

Ay=(— 1)66 Ащ

отгдето следва и (10).

От получените резултати следват развитията по елементите Ha i-Hd

ред и ἄ-μα стълб:

Δει(--Ἰ τῖ ал Ад+(--1)72 ав Ав-. . .+ (—1)t"a,4A,,

Δεε(-- } Π ι Δ, (-- 1)2 ay, Agy+. . .-Н(--1)” ” ае 4,

Например имаме

а а
b, b a, a a, a

by by, Вв-а T - } 2 B4, 5 681 1 Uy b

, €y €4 ῶ С5 Съ €4 2 93

b, b а а а aΝ 1 83 1 а 1 @3
=0y +b, —Cg =

€y .3 ¢, Ο b, b,

-а b, b, —b, а Ω: ΕΝ a, й,

T3 а e с €y b, b,

AKO елементите Ha един ред ca нули с изключение на едив, TO

детерминантата е равна на произведението на този елемент с адюнги-

раното му количество. OTTyK веднага се вижда, че ако елементите OT

едната страна на главния диагонал са нули, то детерминантата е равна

на главния си член. Така .

25



Q1 ὥμ ἄ,ς .. ал а
2 23 "

0 ay ay... 0 a
33 - - -

Ο 0 а33 .. =a11 1

Β м а/т
. . . ал

ΞΞ.. .:a11a22 .. . а„„.

Видяхме, че

А-ад Ад--аада--. . ΟἹ αἰμᾶ
Изразът

ий-алАд+арАр-.. алу

гдето k=i представя една детерминанта, в която Г-ият и Е-ият редове

са еднакви, следователно й-0,

Глава П
͵

.|’͵
Системи линейни уравнения

1. Обща система. Да разгледаме л линейни уравнения с п не-

известни

ац Х а1 Хее Ращ Х.-(а,. βεὶς

Aoy Χι йзо Xate o 8y, X, =0y, £

(1)

ад х , Χ Ἐ. . 0, X, =0, .

Детерминантата A, образувана от коефициентите пред неизвестните, се

нарича детерминанта на системата. Нека A, да означава адюнгираното

" количество на а,.. Да умножим първото уравнение с Ау второто с

A,, ит. н., а последното с A,, и получените резултати да съберем.
Коефициентът пред x, ще бъде равен на

а At 00 4 +.. ал Ал-А,

а коефициентът пред X, 5-#:

Qs A1k+a2s A2k+' " "+апз Ал!г=0-

Изразът вдясно на резултата ще бъде

Α,-εα, А.„+аз ἄφ - .. A, AL
който представя детерминантата, получена от А със сменяване на еле-
ментите ΟἹ -Ηπ стълб със СВОбОДНИТЕ членове. Така ще имаме

Ах-4,, Аха- ἅ,,.., Ax,=4,

отгдето, ако А540, получаваме формулите на Крамер:
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4 4
x1='A_, x2=72,--., _xn=;1-"».

Случаят, когато A=0, ще разгледаме при теоремата на Rouché.

2. Система хомогенни уравнения. Нека са дадени л линейни

„-хомогенни уравнения с л неизвестни: ;

an x1+a12 x2+. . .-}—(ll,,xn=0,

gy X1+ ἄμ Ха--. . o+ 02X, =0, . .
Ο ЕЕ

@

Qpy Хйл Xa 1 +a,, xn=0'

OueBUAHO €, че X;=X,=...=X,=0 представлява решение Ha си-

cremata. С изключение на това решение Ha BCAKA XOMOreHHa CHCTeMa

HHe ще Ka3BaMe, че уравненията (2) имат решение, ако поне едно ΟἹ чи-

слата Х) Xy .., X,, които го удовлетворяват, е отлично от нула. Да

допуснем, че х.--0. Тогава, следвайки начина в по-раншния параграф,

получаваме лесно -

| Ax,=0,

отгдето A=0, Следователно, 38 да има системата (2) pe-

шение, трябва детерминантата А на системата да е

равна на нула. Да разделим Ууравненията (2) с X, и изхвърлим

последното уравнение.

Така получаваме n—1 уравнения с л--1 неизвестни:

а Xq Xn—1

РАИЕ ЕЕ Ч

1 х Ха Ха-а _
Ι ἄμ 7͵͵'"ΐ-α12ἶ ̓ἶ ̓- Рйуе τ 7778

« Ха Xn—y __
(3) ) azlx_n"i‘“z? ’;n‘+- tlon—1 = o

ι Х X Xn—y
| @n11 ;;+ап-1,2х-„+ “ Ty n—y ς Ty

Ако A,=F0, решена, системата дава

Ay oo Ф Фя Qg ен аъл

A Kr_ | ал йз, 5 Фе Qophy чее ς π--

« ааа а ае ааа Ξ Ξ Ξ

απ-Ι, ) A an—l,k——l an—l,n an—l,k+1 .. a’n—l, n—1 Ι
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и като преместим k-usg стълб на последно място, получаваме

ἄμ Q- Зу рае ῃ

х . а Qoo oo Qg p_ а ...йАпп7й=(-1)п κ 21 22 2,~—1 2,61 2я

ба-ад ле ὥπ. αμ--ὶ Cn—ypt1++Qn_q,,

Ха Ал
Следва -. =

& хя Apn’
ΠΗ

χ Ὸ Xs __ Xn
= = =, ..= ,

Ам Ал Ans Ann

T. €. неизвестните Ca пропорционални на адюнгираните количества на

един ред.

От горното следва, че когато една детерминанта е равна на нула,

то адюнгираните количества на два паралелни реда са пропорционални,

което по-строго ще установим по-нататък.

Да разгледаме cera пл уравнения с л--1 неизвестни:

[ Q1 ааа Ха+-. . A8y 1 Χα Ὑ ας , ΞΞΌ,

ал X1 4 ἄφ Хае йза-а X, Δ Ἔ буа--0,

a’nl х +ап2 x2+‘ и “+ап,”-1 хд-1+алп =0.

Тази cucrema се получава ΟἹ (3), като nocrasuM x,=1. Оттук или aHa-

логично с умножаване следва веднага, че 3a да има системата (4) pe-

шение, трябва детерминантата, образувана OT коефициентите и CBOGOX-

ните членове, да бъде равна на нула.

> 3. Обобщение. Теорема на Руще. Сега ще cH поставим 88 задача

Ja изследваме най-общо решението на M линейни уравнения с л не-

известни:;

()

ау Xy 41я Xt . Ращ X, =0y,

(5) ал Χι Ὶ 25 Ха-.. ааа X =y,
ппп T S S ΚΣ A ае

QX1 Qo Χ. . . .Ὲ Ο X, =qp,

Преди обаче да формулираме предложението Ha Руше, ще се запоз-

наем с някои дефиниции. Видяхме в началото какво наричаме матрица.

Нека А е една матрица :

A ар... Gy

йл) Qg .. Ay,

AD=| ащ as...a,l"
.у = e s e

П Ф Ὅι " Ay |
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Ако μ е число най-много равно на по-малкото OT двете числа л и т,

то Β (А) да B3eMeM и произволни реда и стълба. ΟἹ елементите на

(А), в които се пресичат тези редове и стълбове, да образуваме една
детерминанта от ред μ. Казваме, че тази детерминанта принадлежи

на (А). Ако има поне една детерминанта ΟἹ ред 7, принадлежаща Ha \

(А), отлична от нула, а всички други детерминанти от по-висок OT /-ти !

"ред са равни на нула, то казваме, че матрицата (А) е ΟἹ ранг r. '

Очевидно можем да предположим само, че детерминантите от ред

(24-1) са нули, защото всяка детерминанта ΟἹ ред (r +2) се развива

по детерминанти от (/--1)-ви ред и e нула и Τ. н. Така например

матрицата

11

,28

35 σὺ S e
2

5

8

11
€ OT paHr две, понеже ο 3

1

‘=1=&=O, а всички детерминанти OT трети
ред са нули.

Очевидно е, че ако матрицата (8) е получена от (А) с размест-

‘ ване на паралелни редове, то те са от един и същ ранг. Също, ако към

елементите на един ред прибавим съответните им елементи на друг,

паралелен нему ред, умножени с едно произволно число, то рангът не

се изменя. Така рангът на двете матрици

a1 +4ay, а ...а

а 4-4а», й - - - Ay,
. .. .  ̓

1 ι Qg . .- а1

| Qa1 Qo ... 8y,

. . .. .

!

la,, й ...а
Qo1+ α Oz .. н т те тт

е един и същ, в което лесно се убеждаваме на основание на елемен-

тарните свойства на детерминантите. Да означим сега с (4,) матрицата

а Qg й1а...й1,

a a Aoy ... й(А0)= 2 21 22 2n ,

| Ω Фл Qv - Ay

KOSITO получаваме, KaTo към (A) прибавим свободните членове B урав-

ненията (5). Имаме следната

Теорема на Pyme Необходимо и достатъчно ус-

ловие системата (5) да има решение е матриците (4) и

(4,) да имат един и същ ранг r. Решенията ще зави-
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сят OT л--г произволни параметъра, Τ е. броят им ще

бъде ooTM,

Доказателство. Нека рангът на (А) e . Тогава ще има поне една

детерминанта от ред 7, принадлежаща на (А), която е отлична от нула,

а всички от ред (r+1) са нули. С преместване на уравненията и озна-

ченията на неизвестните можем да допуснем, че |

Ay ао...а1.

g—| й Qo2+ - йз,

arl ar2 2 arr

€ отлична ΟἹ HYJa. Да означим с

(6)  ̓ιξξαμχρτὶ й Хае . аХа i=1,23,...,m

и да ofpa3yBaMe детерминантите OT (r+1)-BM ред:

fa ал aa? .. aar

Л ац ἀμ... а

Τ. Ξ Π Qg Qgq...0y |» &=r+Lr+2....m

fr ал ar?" .(l,.

Ще докажем, че T,=0, KaKBUTO и да OBAAT Χ, Χαν. - .5 X, Дей-

ствително, като заменим f,, Л,...,/. с равните им по (6), получаваме

ал йл йааз.. 5 Aoy Aoy йд Qoo oo+ Aoy |

an ἄμ G- Ay Q1r Q13 а...а). |
-- 4-

Т.- Ха) | йл йл Gy ... 0y Фее.т66 Ay, йл Gy .. ,  ̓-!-

Ay ал й...й,. а,. ал й...й.. 1

" α“͵,..|.1 ααι αα2. .. аа,. аа„ ад1 аа2 .. . аа,.

αι, εὶ Фу 12 . Qi а ац Qg.-.Q,

Ἔχρο | Qart1 Qo1 йе й (... ἜΧ, | йя Qo1 йеу 1

Е Ξ Ξ -

ае йл й , а, ал й...а,,

в което развитие коефициентите на Χι» Ха,-..,Х, са нули, понеже са

детерминанти с два равни паралелни стълба, а коефициентите на X, 4, .. -, X,
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са детерминанти ΟἹ ред (r+1), принадлежащи на (А), следователно

са равни на нула. Ако cera йу 0O.,..., 0, са адюнгираните количества

на Л, Л. . ,/. B T, то ще имаме

7646я ве / ве 0,

отгдето, понеже θΞΕ0, получаваме

9 8 θ

() Ае АН Т ен YT

ΟἹ израза (7) се вижда, че функциите f, i=r+1,...,m ca линейни

хомогенни функции на /Й, fo,...,f, .

Да допуснем, че системата (5) има решение. Тогава ще докажем,

че рангът на (Ao) е /. Действително рангът на (4,) не може да бъде

по-малък ΟἹ 7, понеже матрицата (А) e част от (4,). 38 да докажем

нашето твърдение, трябва да установим, че всички детерминанти от

ред (r+1), принадлежащи на (4,), са равни на нула. AKO такава детер-

минанта няма елементи ΟἹ първия стълб на (4,), то тя принадлежи на

(А) и следователно е равна на нула. Нека тя съдържа елементи от

първия стълб, т. е. да има форма

ail aixSn Ке ai‘S’.
e а, Σ |

air+1 air+1 Ν 'air+13r

гдето Iy, iy,...,0p4q са (r+1) числа от 1, 2, 3,...,m, а Sy, Say..., S,

ca / числа ΟἹ 1, 2, 3,..., n. Аналогично Ha 7,=0 се доказва, че

I By - e By,

«у А . .ι.ιἱἢ."...α.ἰ“ἷ’ =0,
ffr+1 ае 15

88 всички X;, Хо,..., X, Ако системата (5) която може да се цише

fi:air i=1, 29'001 m,

има решение, TO като поставим B & значенията HA Х), X ,. . ., X, понеже

f; се обръща B @, «, се обръща B @, с KOETO е доказано, че a=0,
Τ. е. рангът на (4,) е r. Обратно, да допуснем, че (А) и (4,) имат

един и същ ранг / и него 0--0 (което, както видяхме, можем винаги

да допуснем). Тогава освен 7,=0 ще имаме

Qe ОЧа... йа.

Sa: Н7 | Ο,
. . . .

e a,...a,
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като детерминанта от ред (r+1) и принадлежаща на (4,).

Оттук

Л.--йа Quy...a,

Л-а ay...q,
Т.--ба- | Д--йа, ay,...a, |=0.!

fr—ar ὦ,1.... a,,

Като развием по първия стълб, получаваме

(8) fa_aa=

=% (fi—a) =" (fh—a)— ... =% (f,—a)- 9 1 1 θ 2 2 ... θ r Пу

гдето a=r+1, r+2,..., m. Ако някои стойности на X;, Хаз.. . X, удо-
влетворяват уравненията fi=a,, fo=ay,...,f, =@, TO на основание Ha
(8) те ще удовлетворяват и

fr+1=ar+1! fr+2:a’+21""fm:am’
Τ. е. cucTema (5). Ho уравненията

fi=a, i=1,2 3,..., г,

могат да се напишат B следната форма:

ац Χιτ μ Ха--е. ае X, = A=y ει Xty o QX
Qo1 X1 ἄρο Ха--. o й Χ, =0y —Qp prpy Χρριττνν =83, %,y
Ε

 Ξ Ε

ад X118 Χατ ..{-Εα,, Ха --αιὶ πει Xy ей Ха

Понеже детерминантата 0 - 0, то ако A;, означава адюнгираното коли-
чество на @; B 0, ще получим

еха=(а1-а1„+1 xr+1—. . .——dln x") А1ц+- . .‘i‘l

+(ar_ar,r+1 Хал а xn) Arw

гдето ¢=1, 2, 3,..., r. Оттук e очевидно, че системата (5) има реше-

ния, зависещи ΟἹ (л--г) произволни параметъра хъ Хуе .. Х Т. е.
има 00" решения.

На решението на системата (5) може да се даде една по-симе-
трична форма. Да изразим X,i;,...,X, посредством нови параметри

ql’ q27 .. "qn_l"

хе ще Рал 91е «ая G,
(9) Ха 6462л i+ ..е Фя

Ха bn0+ bmql + . +b'l:"—’ Gn—r.
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Тези формули трябва да са такива, че уравненията да могат да се

решат спрямо 4) go. . .,qn_, Понеже Х,41,...,Х, могат да вземат

произволни стойности. За тази цел трябва детерминантата

br+1,1 .. br+1,n7r

br+2,1 U br"l-‘l,n-r

да бъде OTAMYHA ΟἹ нула.

Тогава решенията приемат следната симетрична форма:

Ха b010+ bal q1+ba2q2+' и '+ba,n—rqn_n

a=1,2 3,...,n

Mpumepu. Нека e дадена cucremara

fi=3x+ 4y+5z+ t—2u= 3,

fo= χ-- y+3z+42t+3u= 5,

(10) fi=2x+ 3y+ z2— t+ u= 2,

fi=6x+ 6y-+92+42{42u=10,

fe=Tx+12y+8z— —6u= 3.

Матриците (А) и (4,) ca следните:

3 4 5 1-- 33451-2.

1—1 3 2 3 5 1—1 3 2 3

A=ll2 3 1—1 1L (4)-1 2 2 3 1—1 1 |,

6 6 9 2 2 10 6 6 9 2 2

712 8—1—6 3 712 8—1—6

за KOWTO JIECHO се убеждаваме, че ca ΟἹ трети paur. Следователно CH-

стемата има решения, които ще зависят от два произволни параметъра.

Понеже детерминантата

3 45

8=| 1—1 3 |=16=0,

2 3 1

то f,, Л се изразяват посредством ἔν fo, f;. Формулите, KOMTO полу-

чихме по-горе, ни дават
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/4 =f1+f2+f3: f5= 2f1_f2+f3

fi—10=(f1—3)+(fa—5)+(f;—2),

[s—3=2(f1—3)—(fa—5)+(fs—2).

Taka че решението Ha системата (10) се свежда към TOBa Ha
системата

Зха4у452-3- #-9и,
х-- Ии+З2-5-24 Зи,

2x+3y+ 2-24 t— u

спрямо Χ, y, 2. Решенията ще 3aBUCAT OT два произволни параметъра #
и π. За Χ, y, г получаваме

15x= 594 5¢t—70u,

15y=—28+ 5435и,

152=— 4—10£{+20u.

Ако искаме да приложим формулите (9), нека поставим

t=1+3p+q, 3 1]

u=14-3p—q, 3—1

TO ще получим

x=—%—13p+5q,
4

y=-—5+8p—2g,

2=5+2p—2,

u=1+4+3p—q

Друг npumep. Heka разгледаме три paBHHHH

а X+by y+ciz=dy,

Qs X+byy+coz=d,,

Q3 x+byy+tcsz=d,

и да изучим пресечните им TOYKH.

За тази система имаме
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а b ¢ dy a; b ¢,

(A)=|| ag b, ca |, (A= dy a3 by ¢y |.

аз b3 СЗ d3 аз b3 СЗ

Да означим с 3, «, В, у детерминантите от трети ред, получени OT

матрицата (4,) с отстраняване съответно на първия, втория, третия и

четвъртия стълб: Ако 830, (А) и (4,) са ΟἹ трети ранг, равнините

имат една обща пресечна точка. Ако 6--0, HO поне една OT детерми-

нантите «, В, у e отлична от нула, TO уравненията (11) нямат реше-

ние, т. е. трите равнини нямат обща точка на крайно разстояние. Ако

a=p=y=8=0, но има поне една детерминанта ΟἹ втори ред B (A),

отлична от нула, то х, у, # ще бъдат линейни функции на един пара-

метър, T. е. трите равнини се пресичат B една права. Ако обаче няма

такава детерминанта Β (А), а рангът на (4,) е две, то общата права

отива B ос, T. е. трите равнини са успоредни. Най-сетне, ако (A) и (4,)

са от първи ранг, то решенията зависят от два параметъра, т. е. трите

равнини се сливат.

Да разгледаме частния случай на хомогенни уравнения:

Q33 Χι а1 X+ . а X, =0,

(11) a21x1+a22X2+- . .+а2„х„=0,

A1 X1+ o Хае . A0, %, =0.

Очевидно B този случай матрицата (A,) ще има същия ранг на MaTPH-

цата (А). Следователно системата (11) има винаги решение. Ако ран-

гът на матрицата (А) е равен Ha 7, TO решенията ще зависят ΟἹ A—r

произволни параметъра. При /-- 1 единственото решение ще бъде ну-

Левото ) =Xy=-..-=X,=0.

Нека рангът на (А) е r. С разместване на уравненията и неизвест-

ните можем да приемем, че детерминантата

ац а ... Gy,

Qo1 φ9 - .. Ay

ал Ч o0 - й

е отлична от нула. Да означим с /, линейните функции

fi=a,-1x1—f—a’i2x2+...—f—a,-nxn, ξἰξ:”ῖ

и нека предположим, че между функциите /,, /,,.. „/. имаме линейната

връзка (за всички стойности на променливите)

(12) УАА +е . A4 £,=0,



където Ay, з,..., A, са числа. Като приравним към нула коефициентите

на Хр Ха X3,... B лявата част на (12), получаваме

а. M+ag At . H-a,, A =0.

Понеже детерминантата OT коефициентите на неизвестните Ay Ay... A,

€ отлична OT нула, TO следва, че A;=A,=...=A.=0. Следователно

между линейните форми Л, /.,...,/. не може да има връзка OT вида

(12), гдето поне едно OT числата A, A,,...,A, € отлично ΟἹ нула. Каз-

ваме в случая, че тези линейни форми са линейно независими. От фор-

мулата (7) виждаме, че всичките форми f, 1 ==i=<m са линейни ком-

бинации на формите /, /,,...,/Х. Така установихме, че ако матрицата

(А) e от ранг r, то има г линейно независими форми Л, fa,....f, и

всяка линейна форма f; е линейна комбинация на тези г форми.

Глава Ш

Други свойства

1. Миньори. Детерминантите, принадлежащи на матрицата на една

детерминанта А:

ἄμ ἄ . . . а

Qg1 Qg -+ . Ay,
Δ = . - . . . . .  ̓

anl an2 .. апп

се наричат миньори или поддетер минанти. Общата форма на

един миньор от ред р ще бъде

ail J1 ailj: .. aixj

a;j, i, . .. 4,

гдето 6<6<...<6; j1<jp<...<j, са числа ot 1, 2, 3,...,n. Ако
ἐχτεν Ф-:/),....8,--/„ миньорът се нарича главен. Два миньора

се наричат конюговани, ако хоризонталните редове на единия имат

същите индекси, както вертикалните редове на другия и обратно. Всеки

главен миньор е конюгован на себе си.

Можем да получим миньора Δ. като в А зачеркнем п--р реда и

толкова стълба. Ако сега в А зачеркнем хоризонталните редове и
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стълбове, които влизат в A;, TO така ще получим HOB миньор A, OT

ред n—p, който наричаме адюнгиран на първия. Ако с

§:<8,<. . < ЗА р

означим числата, които остават в редицата 1, 2, 3,,..,Μ, като сме

премахнали iy, (,...,ф, СЪЩО с u<uy<...<u, „ числата от 1,2,...,n,
които остават след премахването на Л, /,...,/, TO A, е миньорът,

който има за индекси на хоризонталните си редове числата S, а за
индекси на стълбовете си — числата ц. Ако 9-4--,-... +ipt i+
+ /а τὸ (—1)°8, се нарича адюнгирано количество Ha

A,. Ако o' e ποπούηο число 84 Ay то (--1)”А, е адюнгираното коли-
чество Ha A,. Но o+40’ е сумата на индексите на всички хоризонтални
и вертикални редове на А, така че

σ-σ ́--Ξ2(1-2-Ε...-Ὁ 1).

Следователно с и « са от еднаква четност, т. е. (--1)-(--1)”, отгдето
имаме: адюнгираното количество на A, е Δ, или -- А, според това,
дали адюнгираното количество на A; e A, или — A,

2. Правило на Лаплас. С помощта на миньорите ще получим
едно правило, дадено от Лаплас, за развитие на детерминантите по

няколко реда.

Лема. Произведението от един миньор с неговото
адюнгирано количество е една част от развитието на

детерминантата A |

Произведението на всеки член ΟἹ А) с всеки член от A, като не
обръщаме внимание на знака, принадлежи на А, понеже съдържа еле-
менти от различни стълбове и редове. Първите индекси в това произ-
ведение образуват пермутация Ha iy, #.. «rly 81, S еЗу ра а вторите
на Лъ Лъ- .. Лъ Uy йоз...,Ша-. Ако сега първите две пермутации OT
i v / имат « и В инверзии, а вторите у и &, TO знакът на този член B
произведението (---1}" A, . A, се дават ΟἹ

(..1)т+8+т+б+о.

Ако cera с & означим броя на инверзиите между Iy, А,. ..,ip и
8 Sgye ен Sp_ps KOHTO брой не се изменя очевидно при разместването
на Д... i, помежду им, а с 1) съответния брой на инверзиите между
Л Лъе) Jp ὶ Wy, Uy, .. Ш. ,, ΤΌ знакът на този член B A e

(— 1) ἘΡΈΥ Ἐ δ Ε ,

Cera ще определим ¢ и ч. Понеже iy, iy...,i, са наредени по растяща
големина, то i, може да образува инверзии само с числата 1, 2,
3,...,й..а. От тези обаче елементи трябва да махнем числата iy, ...,
а» които принадлежат на първата пермутация. Следователно i, обра-
зува с Sy, Sg,. .

е 1--ἰγ-- 1) /
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инверзии, Оттук получаваме

e=(i,—1)+(a—2)+. . .+ ὦ--»)-

ity Т

η--(-- D+ (=D +- - +(f—P)=

НАЪ е Бе P (D),
които дават

et+y=0—p(p+1)

Понеже числото p(p-+1) € четно, TO

(_1)a+fl+r+5+e+11:_(__1)a+fl+7+6+a’ .

с което JieMaTa € доказана.

Теорема на Лаплас. Всяка детерминанта е равна на

сумата Ha всички миньори от ΤΗ ред, съдържащи се в

у-паралелни реда, умножени със съответните им адюн-

гирани количества. От лемата се вижда, че всички така полу-

чени членове принадлежат на детерминантата. Освен това очевидно е,

че те ca все различни. Следователно, ако установим, че броят им e nl,

с това се доказва теоремата на Лаплас. Броят на миньорите OT у-ти

ред, които се съдържат в у паралелни реда, е точно равен на броя на
п

комбинациите на 72 1O v, T. е. на (v ) Всеки миньор има v! члена, а

съответно адюнгирано количество (което е, като не обръщаме внима-

ние на знака, миньор ΟἹ п--ути ред) има (rn—v)! члена, така че се

получават

vl (n—v)! (:’)=n!

члена.

Така да разгледаме детерминантата

a a a, a,

b b, b, by

с ¢ €y &g

d d, dy d;

и да положим p=2, i1=1, iy=2; имаме .

_|ea (|са са| ай с1с3+|аа3 с1с„+

| |d,dy| |bby| |4 4) |bbs| |4 4,

+а1а2.с03-]а1а3.”сс2 еа| |€ &y

by by |d dy| ἰδι δᾳ, | d dy| | 8] |d dy
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За 4-2, iy=4 имаме

186) | ¢23+b‘b2 a, ay| |6 bs| |а а |

а dy |cgcq| |ddy| |е с| |4 45) |е са

_b1b2. aa3+b1b3. aaz_b2b3'. aa|

d, dy| |c ¢4 dids |ccy Λ dsl с ¢
Детерминантата /) наричаме изменена по контура, ако тя

се получава от една детерминанта А от по-нисък ред с прибавяне на

едно определено число хоризонтални редове и толкова стълбове. Ние

ще разгледаме само тези, които се получават с прибавяне на един

стълб и един хоризонтален ред, т. е. които имат формата

.

ац Qg .-+ . Л.

Qy; 55 . . « 55 Vo

ап]. an2"'ann yn
х X3...X, Ζ

Q41 йе С

йл Яйоа... й

A=
Π Ξ ЕЕ

anl an2 ... апп

Ние ще развием D по произведенията Χ, у Ясно e, че в разви-

тието на Д членовете, които съдържат 2, ще бъдат Az, а 88 да видим

какъв ще бъде коефициентът на X; Ρ» да разгледаме миньора

a; δι

Ако използуваме по-раншния резултат, то адюнгираният миньор на

ἼΤΟ3 в D се получава, като в матрицата на тази детерминанта зачерк-
нем Гия и (п--1)-ия ред и jusa и (1-+1)-ия стълб, а това е точно под-

детерминантата Ay, на а,, в A. От получената по-горе лема се вижда,

че знакът на произведението |

ay У

Х) Е
А,, -
i(1

B развитието на детерминантата Р ще бъде

(— БАИ = (— 1),

Очевидно е обаче, че произведението X,X; ще се среща CaMO B произ-

ведението (1), T. e. ще има коефициент

—(—1) А
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Като вземем под внимание, че в развитието на /) всеки член ще съ-

държа или множител 2, или едно произведение X; ν» TO получаваме

следното развитие (Коши):

D_=Az—2(_ 1+ χ , Δ»
гдето i, j=1,2,...,n

По същия начин можем да получим развитие Ha такива детерминанти,

получени с прибавяне на повече от един хоризонтален ред и стълб.

3. Умножение на детерминанти, Ще покажем, че произведението

на две детерминанти може да се представи пак като детерминанта.

Преди това ще установим една помощна теорема. Нека матрицата на

една детерминанта А се състои от четири матрици, от които две са

квадратни, а едната от другите две се състои само от нули. Ще дока-

жем, че А е равна на произведението на две детерминанти.

"По-точно, ако А има форма

ἄμ аз...а, 0 0...0

й,, й.....а, 0 0...0

А Ay Q.. a,, 0 0...0

" Р διο. . by |

дщдва-ндат

ФЕ bml bm2"’bmm

TO имаме

ац By .-y, | |йщ brg. .. by

Δ-- @21 Ga2--- йза by, bgy . . . by,

Ο Ξ Ξ ΞΚΞΚΞ.ΞΞ Π ЕЕЕ

а Qpg- -« Qpp bml bm2' .. bmm

Доказателство. В A означаваме всички eJIEMEHTH с @&y, ΓΠΕΤῸ

i, k=1, 2,...,n, n+1,..., n+m. Тогава ще имаме

a,=0, i=n, k>n,

A3=b; а i>n k>n /
A 88 A umame

A=2:(_])[a. Вуе 8 й """']alaazfl"'andan+1,u"-an+m,t'

Всички членове, в които поне едно от числата «, В,..., ὃ € по-голямо

OT 7, ще са равни на нула. Следователно MOXeM да предполагаме, че

o, В,..., & са числата 1, 2,...,п. Тогава g, v,..., T ще са числата

n+1l,...,n+m. B някой ред. Но тогава, ако означим с

p—n=g, v—n=~h,..., 1—n=e,
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понеже

[α, В,..., &t У,..., τἤξξία, В,..., 8][4 ν, .. Ъ)

an+1,u=blg, an+2,v=b2m SRR a’n+m,1=bme’

TO

гдето първата CyMa е разпростряна върху всички пермутации Ha

1, 9,..., п, а втората — върху всички пермутации на числата 1, 2,.,m,

с което Теоремата е доказана.

”” На основание на тази теорема ще изведем правилото 88 умноже-

ние на две детерминанти, KOeTO се състои в следното:

Q1843 - - - ὦχῃ by by - . . by, €11 €12+ C1n

(2) oylg - - - й | byy bgg - - Doy | | Се Сза е. Can
- :

алдйло - - - Cyn brfl bn‘z .И brm Ϊ Ся Сл . . Сап

гдето

(3) сл йл ва+ 2 bt - . . 8y b, Р 9-1, З,....

За простота ще се ограничим на л-3, което благодарение на симет-

ричността не представлява ограничение. Да разгледаме детерминантата

ἄμ а a3 0 0 0 |

@y Gy Gy 0 0 O

@z as а 0 0 0

A=) —1 0 0 by by by,

0 —1 0 by by by &--

която е равна на произведението

ayy α1) Qg3 byy ὅ.. 615

ал йза йза | - | bay ὅρα 85

аз, йзо (133 byy ὅ35 by

B A умножаваме четвъртия ред с @y, Петия с аь Шшестия с а1; И TH

прибавяме към първия ред. Също умножаваме четвъртия ред С аар

петия с Qgq, Шестия с аг И ги прибавяме към втория ред. Най-после

умножаваме четвъртия ред с аза петия с dgy, шестия с Qg3 и ги при-

бавяме към третия. Така получаваме
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0 0 0 су с съ

0 О 0 са o €23

0 0 0 сф ( 35

A=\—1 0 0 by by by’

0—1 0 by by, 65

0 0—1 byg by by

гдето

си-ац b+ а θ1.-Ὁ а byg

съ-ац bayt+ 41я 88 + а1з баз

C13= 8y Ву 415 θ5..[ 15 833

см -- йат б114- 95 1503 613

Съа-- йл 851 + Qg д.а + азз by

сл йл Ру + (9 θ592- 55 653
са-ам би + а4а θ.. азз 613

€33 =gy Dy -{ 39 oo+ 95 бзз

Ca3 =031 D31+ ай Dgat азз бза

Преместваме четвъртия стълб Ha първо място, петия Ha BTOPO, шестия

на трето; знакът ще се промени съответно на (—Ip* Тогава А e равна

на произведението на детерминантата

-10 0

0-1 0 -(-1)

| 0 0-1

с детерминантата

Су С1аС13

Cg1Co3Ca3 |.

C31C32C33

Понеже (—1)*t3=-1, то формулата (3) се доказва npu n=3. B общия

случай доказателството става по същия начин, като се вземе пред вид,

че (--1у е 41,

Умножението (3) доказахме, като вземем редове от първата Η

редове от втората детерминанта. Понеже една детерминанта не се

изменя, като разменим стълбовете с хоризонталните редове и обратно,

TO получаваме, че произведението може да се представи по четири

начина. Именно: първо -- хоризонтални редове с такива от втората,
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второ -- хоризонтални редове със стълбове, трето — стълбове с

хоризонтални редове и четвърто — стълбове със стълбове. Ще
имаме формулата

ἄμ Qg - Q| |85 θμ.... by C11€12 -+ Ся

Qg йза - - - а| |а ὅ)4... By | €21 €0 .- Cop
..................

гдето

) се ал ааа byt .. . @ вуе D1 by
=l

Н) Cpq=ap1 b1q+ap2 b29+ .е +ар„ b,,q‘—-zapk bkq;
=

Ш) см а bty byt . . 0, вуе D 0y, by
=1

ΙΝ) еа В η Ве + . а д„„=;а,„, 6
-

4. Примери:

а #| |« В| | axt+bf αα,-Εὖβ, an+ba; a+5B, |

a b % В a@+b,8 ал + θ,βι ayx+by2; α,8-Ὁ δ,8.

_|axtaf axtaf, | | а«--аза ap+ b8,

ba~+b,3 bay+byB, ῥα-Ἐδια, a,B+b,8,

а b | а.4652 aa,+bb a®+a,b ab-+bb,

a, b | |aa,+bb, a’?+b32 aa,+a,b, α,ι.δ 3 |

a*4-q,®2 ab+tab

ab+-ab, 52402

Друг npumep:

ab « В

’ —~b а) —p α’
ac—bf αβ-} θα'

Ι-α’β’-ὐ’α а --δβ
αα-  ̓ β' αβ--θ'α'

я

а«+ 68 --αβ' + 6

авВ- #« α ̓α'-Ἐδ'

αα--δ --αβ'--δ'α'

аВ-4-б« a'a'—bp'

43



Ако сега поставим тук

а-а а 6-4),4ф, «-а--«.» B=f;+ip,

а-а-а,, b'=b,—ib, o=a;—ia,, B'=B,—iB,

и означим с N (а)- |а --аа” и T. H,TO получаваме следните тъждества:

[N (@+N @) [N («)-- А (В))- Ν (aa+bB)+N (а8--6а)-

< Ν (а«-- 687) (αβ-} δαγ-- Ν (au-+58)+-N (/B-tbo) =

=N (а«--6"В)-- Л (α ́.- be).

Ho като вземем под внимание, че

N (ad+b) = (αα:} ἐβ) (el +-'8') —

= (@10 — Aoy + 6,В,--6,8,)2 + (@100 + а + by B+ δ,β.),
N (@B—ba)y=(a'8—b'a) (af'—ba')= _

= (δια, + by — a1y — α9β0)3- (ὅρα,-- bioy+a,B,—anp, ),
получаваме

(8524852 ε. 62) (а а В 4 By?) =
< (α;α; --αρας ἰ ὁ.β. - δ.β,)2 + ( + gty + 0182+ 6,8, )2+
0101+ ὅρας — @11 --а,В,) + (ὅ,α, — b2+ 0,8y — α,β0)}}

и други TpH подобни тъждества. Имаме следователно, че произведе-
нието на две суми от четири квадрата може да се представи по четири
начина като сума от четири квадрата -- резултат, даден от Ойлер и
Лагранж.

Можем по изложеното правило да умножаваме детерминанти от
различен ред, стига детерминанта, която е от по-нисък ред, да я пред-
ставим като детерминанта от по-висок ред с въвеждане на елементи,
равни на нула. Така например имаме

а, by c, а, а, by cidy| авоо

а, by с, а, |« В а, by с, 4,|) у §00

а, 6, с а,| Υδὃ а b, cod, |0оото”

а, by c, а, а, 6, с, 4,) 10001

а« + 618 ау-|-616 ¢, а,

а 6,В азу-4- 66 ¢, а, .

аз« + 038 азу--646 ¢y 4,

а,«--6,В а,у--046 c, а,

П
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5. Умножение на матрици. Ще се занимаем с обобщението Ha

правилото за умножение. Нека са дадени две матрици:

ау а by δια...8ιρ

Qgy й -+ Ay bay .. by, ||,

= 8 s . 5 .. 3 СИЕ Е 8 ς ЕА

ад й... Qyp by bpg-..b,,

Axo YMHOXHUM хоризонталните редове с хоризонтални редове, KAKTO при

умножението на детерминанти, то получаваме n? елементи ς на една
детерминанта

Ci1 С1о... Ся

C= смл 022...6'2"

Б ЕИ

Сщ Спа. е Сщ

p

Cp=i O+ bpo+. . .+ by, = Σ αρθ,:.
r=1 .

Първият член на TasH детерминанта е

-

СуСза .. Cpp= Zrl‘alr berakb&c .. Zanvbrw =
v

-

- Zalraz’saat .. апидидшдз: .. д„„,
1,8,k

гдето сумата € разпростряна 88 всички CTOHHOCTH Ha 7, 8, f,...,7 OT 1
до p. OT този член се получават всички членове на С с пермутиране
на вторите индекси на с. При това се пермутират само първите ин-

декси на b; всички други остават непроменени. Следователно

“=Zicucgz---0nn= #
-

:Σ(αυαἓ:ᾶὃΐ. .. а„„ 'Ziblrb2¥b3t' .. bnv)z
r.8,t..,v

= ἕ alrazsagt ... a,,y-Br,s,t,.-.‘z/.

гдето B, ., ...,, € детерминанта ΟἹ A-TH ред OT матрицата Ha b, която

съдържа п вертикални реда с HHIEKCH /, s, ¢,...,7. B cymara Bceku

член е HyJa, ако HAKOM OT числата f, S, f,...,7 са равни помежду CH.

Следователно, ако p<n, то C=0; понеже между индексите 7, S, L,...,7,

които са взети ΟἹ числата 1, 2, 3,...,р, трябва да има равни, Τ. е.

B ,»=0, KaTO детерминанта с равни стълбове.
г.5,4, "
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Ако p=n, то индексите могат само MO един начин да се комби-

нират и да бъдат различни и сумата Я е разпростряна върху всички

пермутации на числата 1, 2, 3,...,n. Ako с B означим детерминантата

й gy ... by,

By ае b
nl

TO TOraBa, KaKTO получихме B началото,

Вщ ΞΞ (__ 1 ){r,\Y't,.,."v]B’

така че

C= BZ(_ 1у ааа gy, .. йлу ἘΞ AB,
ако A е съответно детерминанта ΟἹ 4. Taka получихме едно HOBO до-

казателство на правилото за умножение на детерминанти,

Ако обаче p>n, TO може отначало B израза за С сумирането да

разпрострем само върху пермутациите на една комбинация на л-те

индекса 7, S, t,...,v. Така получаваме, както по-горе, произведението

Ar,s,t,. ..,vBr,s,t,...,a’

гдето A, ,;...,, € детерминанта на n-TH ред, образувана OT матри-

цата на @, в която стълбовете имат индекси 7, S, f,...,7. Следова-

телно имаме

C= ZAr,s,t, e, @ Br,s,f .. .

гдето сумирането е разпростряно върху“ всички комбинации 7, S, 4,...,0
(r<s<t<...<v) на числата 1, 2, 3,...,p, взети по . Така получа-
ваме следното правило на Бине — Коши. Произведението
на две матрици от по л хоризонтални реда и р стълба
е равно на нула, ако :

p<n,

M paBHO Ha произведението на двете детерминанти OT

матриците, ако p=n. В случай, че p>n, To това произве-

дение е равно на сумата OT всички детерминанти OT

n-TH ред, които може да образуваме OT едната матрица,

умножени със съответните й детерминанти от другата

матрица.

За пример да вземем произведение на матриците

« В у

« βι 11

’α b с

a, b; ¢,
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Така получаваме

а«+584-су ам 68 -Есу. | = (ад,--а465) («В--«1В)-
а,«--6,8--сту ауя +6,В,-+-суу1 | + (bey—cby) (βγι---Ὑβ.}-Ὲ

+(ac;—cay) (αγι--- α1γ).

6. Адюнгирана детерминанта. ΟἹ адюнгираните количества A, B

детерминантата

a1 Gy ... 8y,

a2] 1122 .. . а2„

ад йо-.. йл

да образуваме детерминантата

7 . Ay 4,-..4).

Ay 4ς...Αἃ2а 418

4) A= й

| Ал А A,

която се нарича адюнгирана на първата. AKO умножим двете детерми-
S пе а Се -

нанти A и A’ M0 хоризонтални редове, TO понеже

0, ако i Ξ &,

А алад--арвАа-... +a,4,,= A #

получаваме

| 400...0]

0A40...0
AA'= = An,

000...4

отгдето, ako A =0,

(5) A= An—L,

Следователно адюнгираната JeTepMHHAHTa e n—I1-Ba
степен на дадената.

Това изведохме при 4:-0. Обаче лесно е да се види, че ако

A=0, тои A’=0. Това е очевидно, ако рангът на A е по-малък ΟἹ
п--1, понеже тогава всички A,, като детерминанти OT л--1 ред ΟἹ
матрицата на А са нули, така че A'=0. Ако рангът е л--1 и например,
ако не всички детерминанти, образувани OT първите n—1 стълба

на А, са равни на нула, то с малко подходящо изменение на елементи
OT последния стълб може да се получи детерминанта A, отлична OT
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нула. Но понеже за тази е валидна формулата (5), то с граничен пре-
ход се доказва горното. Впрочем в това се убеждаваме и директно,

като вземем под внимание, че A e функция на /2 независими промен-

ЛИВИ &, нетъждествено равна на нула, така че от AA'=A" следва (5).

Аналогични резултати ще получим за миньорите на A’. Така нека
на миньора от първите т хоризонтални реда и стълба дадлем

формата

Au Alm А1,т+1 А1„ ‘

Ал ... Ay Ν |

Aml Атт Ат,т+1 Am.n )

0 ... 0 100... 0

0 ... 0 010... 0

0O ... 0 0 . 1

Karo YMHOXHM Ta3H детерминанта с A по penose, получаваме

Α00... 0 ааа .. g,

OAO-.-Oa2Im+1 --.azn

' 000... А ааа --- Gy,

Ξ 000...0 ot 1,m+1 » o НИ

.000...0 Upto,mt1 oo Ω Έ2, п

000 ...0 Gypts ...y,

отгдето

Ay Я ... Ay

Ал Ay .. Azmiz д«а

Апп Атг Атт }

Ο τει, т1е Lyt п

Ω Ἐ, mt1 ее , , п

ажм, mt1 Ὑ. Bty л

Ω Ε, т1 ее Cmrt2, п

Qp, m+1 .. Qp g

Този резултат веднага се обобщава за един произволен MHHBOP'

Ако 7y, Газ...) s Sy Заз..., а Сса индексите на хоризонталните ре-
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дове и стълбовете и g, A, 4...;и, U, W,... съответните за индексите
на адюнгирания миньор B A, то

Ае а а Ay Qggy--

Ar,s, Ar,sm =(___1)M Am—t ащ Cpy Qg -
Σ

Ν e e e Qi й Gy - -

»

@, е Яе Ν Ξ Ξ

т т

гдето μ-- Σ,-Η.Σεἑ. Ако A=0, убеждаваме се както по-горе, че pe-

k=1 k=1

лацията остава в сила.

Ако А--(, то всички миньори ΟἹ ред, по-голям от единица, на A’
са равни на нула. Така

i Аг1 Ark =0
Y

| Ал A
Ап Ark Arx Arz Am υὉΤΚΈΔΕΤΟ ---Ξ - , Τ, 6, - ше - ше , ше и тъй, ако една етер-A Asl Ask  ̓ Asx Asa Asn  ̓ , д Д р

минанта е нула, то адюнгираните количества на два паралелни реда

(хоризонтални редове или стълбове) са пропорционални помежду CH.
7. Teopema на Силвестер. Нека е дадена детерминантата A=|a,),

i, k=1,2,..., п, и нека у< п, i>v, k>v. От матрицата Ha главния
миньор

а11 a12 “.« (ῖΙν

ал й....й5,
(6) M,=

a,aq,4...42,,

с прибавяне на Гия ред M А-ия стълб ще получим детерминанта &, OT
Ред (ν-1):

(7) bik: .
a...4,, a,,

Имаме следната теорема на Силвестер:

Детерминантата ot (n—v)-TH ред

br-H.v-H .. .д,.н,п

(8) B= |.......
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е равна на произведението от A H (л--у-- 1)-вата степен
на M, т. е.

B=AMr—1,

Видяхме B предния параграф, че главният миньор Ha A’

Ay+l,v+l ... Ау+1,п

4,.41...4Ὰ
n.n

(9) M=

има CTOHHOCT

(10) M=A—r2 M,

Axo B (9) 3auepKHeM реда с индекс / M стълба с индекс K, TO OT
останалите елементи се получава един миньор OT A’ от ред n—y—1,

който има стойност (по 6 6), равна на

(— е An——2p,

гдето b, e дадено със (7). OT друга страна, този миньор, умножен с
(—1)y+k—>=v=(—1)+% дава адюнгираното количество на A, B детер-
минантата (9). Следователно това адюнгирано количество е равно на

А в

така че адюнгираната детерминанта на (9) има стойност

От друга страна, по 6 6 тази адюнгирана детерминанта има стой-
ност M*——ly e равна следователно според (10) на

(12) Α(α- τῈ Μ n—r=1,

така че, като приравним (11) и (12)

A(n-v—2) (n—v) B: A(fl—v—?) (n—v)AMvfl—v—l,

получаваме търсената релация, KaTo съкратим Ha общата степен Ha A,

която като функцията на м независими променливи @, не е HIEHTHYHO
равна на нула.

Глава ТУ

Специални детерминанти

1. Детерминанта на Ванд-рманд. Така се нарича детерминантата

11 1 . |

X, Ха еХа

=1 X2 X2 ...x2 .

х1п-1 xzn—-l .. .хпп-1
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Да пресметнем v,:

1 1 1 1

м X2 Xg Xy
V4= .
ж2 х χῇ х

х χερῦ χαᾷ χρβ

Да извадим OT четвъртия хоризонтален гед третия, умножен с Хуъ

ΟἹ третия--втория, умножен с X;, Η от втория — първия, умножен пак

с X;; така получаваме

1 1 1 1

О Xo—x ха-4а Xg— Xy

Y= =

1710 x2—x Xy ж2а χεπιχι)χ,

0 x23 ——-X1x22 x33—x1x32 x43—xIX42

1 1 1

= (Xg—X1) (X3—X)) (X4—X1) | Ха X3 X4 |°

х.2? х х

По същия начин

11 1

| ι

аю X3 Ха | =(x3—Xs) (Ха-- Ха) χ χ | =
. 3 Ха

x22 ХЗ2 х42 |

= (g Ха) (X4— Ха) (X4— X3)-

KakTo се вижла, този път € същият за v, и дава

V= (еъ #а) (еу а) . () (0е Ха) - - Хал а)е

ИС = П (Xa—Xg), гдето @, B=1,2,..., П.

а>#8

Този резултат можем да получим направо. Детерминантата v, е цяла

рационална функция на X, Xg,..., X, ОТ степен

0+1+2+...+(n_1)=£("2_—‘l.

AKO извадим ΟἹ «-ия стълб В-ия, TO елементите Ha o-HA стълб
ще станат

0, ха- Ха Х.2-264,..., ХИ
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които се делят на X,—Xz; Следователно v, се дели на всички тези

разлики, т. е. ще имаме '

у„=8П (xa—xp) &, В-1, 2,..., п.
a>f

πίπ-- 1
Понеже степента на произведението Ι Ι е —2—, то 0 e KOH-

CTaHTa. 38 да намерим тази константа, нека видим кои ca коефициен-
тите на хъх.2...017. В v, очевидно коефициентът е 1 и вдясно 6,
отгдето следва 8--1, Τ. е. 3a v, имаме формулата (1). От тази фор-
мула става ясно, че само тогава v,=0, когато поне две от числата

Xy, X2y..., X, са равни помежду си.

2. Циркуланти. Детерминантите, в които редовете се получават

чрез циклично пермутиране на първия ред, се наричат циркуланти или

кръгови детерминанти. Нека «y, a,,..., @, са корените на x"=1. За да

получим стойността на циркулантата

n

D=la, а й ἄι-- . ,.-

умножаваме я с

Ако означим с

Л(х)-а +ах-ах2--... + ax"1,

то произведението на всеки хоризонтален ред 1, «, a?,..., 4171 от А с
първия хоризонтален ред от /) e равно на f(x) и произведението на

същия хоризонтален ред ΟἹ Ас Гияв D e

χ. μ I . ὅ-Ἐα , αἱ o Y- L S ) MY, )

или KaTO B3eMeM под внимание, че o=,

A αςραϊ- ς ал ще 44-аял μ а1 .. τῈ el e ()

Следователно

fla) o f(@) alf(@)...a" (е)

DA ( agf(ag) « / (аз)...«.7 f(ap) |

f@n) ακ ( αεἢ (в)... а в)
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Като извадим /(«1)) ЛД(«.).../(«.) пред детерминантата, остава A,
така че

' Б (1) Γ(αὼ)... f(an)

Така например при n=4, x*=1 има корени 1,—1, 4,--4, отгдето имаме,
като означим с а; -а, a,=b, a,=c¢, а,-а:

Л(1)-а4+6+е+а, f)=a—c+(b—d) i,

f(—=D=a—b+c—d, f(—)=a—c—(b—d);

a b ¢ d

d a b ¢

ς d а p|=@totetd) (а-0+с--4) [(a—c)P+(6—a)}
b ¢ d a

3. Континюанти. KOHTHHIOAHTH се наричат такива детерминанти,
на които елементите са нули с изключение на тези по главния диа-

гонал, които са произволни, и тези, които са по съседните две линии,

успоредни на главния диагонал, и имат стойност 41 и —1. Означа-

ваме континюантите така:

а, 1 0...0 0

—1 а .00

0-- 1 a;...0 0

Ако pasBueM тази детерминанта по първите А стълба, получаваме

В частност имаме

@) (@105...a)=a, (a,...0,)+(asa,...a,),

(8) (ацаа..аа)--а(а,а,..ал-1)--(аав...йл--).

От (7) получаваме

- (α,α) a,+ 1 „„ la,a,05) .1

4= (ад, 21+ ἷ; T (e  ̓ (aya;)
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По-общо

(аа,...ап) | 1

(αρας - - - ал) -а Ἐ 1
а2+ а # τ ς ,.}.Τ...

Да разгледаме сега континюантата

{1 1 0...0

-1 1 1...0

Up= O"_l 1--.0

0 0 0...1

Релацията (8) дава

(9) йл и 4 йа-з, Ug=1, й а --0,
Н

което показва, че в редицата й Uy Uz ... всеки член € сума ΟἹ два

предшествуващи го члена. Стойностите им са

1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,...

Този pen се нарича ред Ha Фибоначи. Числата OT реда притежават

интересни свойства. Така ΟἹ (6) имаме

йнл- йл в + йь 1ln_p

2 2
и в частност Uy, =Ur+-Up_;. 33 да пресметнем U, нека « и В са ко-

рените на X2—x—1=0:

1 = 1 =
a== (1+15), p=5 (1—15).

Лесно се вижда, че (9) се удовлетворява, aKO поставим

ил а 087,

гдето а и b, за да се изпълняват условията Uy=1, u_,=0, трябва да
удовлетворяват :

га b

отгдето получаваме

β α'ΙΦΙ-βΙΙΦΙ

PR - α--

Yucnoro ийл ни дава броя на членовете в развитието на KOHTH-

нюантата.
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4, Детерминанта на Смит. Една друга детерминанта, която е във

връзка с теорията на числата, е тази на Смит:

(1, 1) ( 2) (1, 3)...(1, п)

(2, 1 (2, 2) 2 3)...(2, п)
Р [|(, 1) (3, 2) (3, 3)...(3, 4}},

(n, 1) (n, 2) (n,3)...(n, п)

гдето (i, /) означава най-големия общ делител Ha i u / Нека с ¢ (n)

да означим броя на числата, по-малки ΟἹ л и взаимно прости с него.

Известно e, че сумата ΟἹ стойностите на ¢ (d), когато а взема стой-

HOCTH, равни на всички делители на 7, e равна на л, ΟἹ това следва,

че (i, /) e сума ΟἹ всички стойности на Фф(п), които отговарят Ha 06-

щите делители на Е и / Ако а,, означава 1, ако #Е се дели на /) или

нула, ако [ не се дели Ha / така, че винаги a;=0 при i<j, то ще

имаме

(10) („ Ξ μ ал ῳ ([)- αρα ῳ (2)+ ...4+ ;@ (1).

Действително ¢(v) само тогава фигурира B тази сума, когато i и

/ се делят на у.

Обаче релацията (10) показва че [ е произведение на детер-

минантата

an (112 ... а1п

[121 022 ... (12„

A=

a,,l a”Q o

с детерминантата

ац Ф(1) а #(2)...ауя 9(n)

В- Ay Ф(1) ag cf’(2)‘12n Ф () -Ае(14(2)...Ф(1).

ащ Ф(1) ана φ (2)... апл Ф(л)

Понеже a,=0 при £>i и a;=1, то в А от едната страна на глав-

ния диагонал елементите са равни на нула, отгдето следва, че A=

=alla22...ann=1, T. е.

0-94(19Ф(2)4(3)...Ф(1).

5. Симетрични детерминанти. Една детерминанта

Α: Ια”ἁι, i, k=1,2,..., n

55



се нарича симетрична, ако @, =a,. Така

а с 5
bd

с /
Хе

е симетрична. Лесно се вижда, че квадратът на всяка детерминанта

може да се представи като симетрична детерминанта. Действително,

ако 4А-- |а,), i, s=1, 2,..,, n, TO

n n

A%=|c,,|, TAETO Cpp= Ξ: QupQpp И Cpp= Ξ: алр Cpp=Cppr
p=1 p=1

Ако една детерминанта A е симетрична, TO детерминантата OT

адюнгираните количества е пак симетрична. Ако означим с А,, адюнги-

раното количество на @ ще докажем, че А,,--А,. Действително, ако

представим A;; като детерминанта от л-ти ред с елементи нули на

Г-ия хоризонтален ред и /-ия стълб с изключение на елемента ΟἹ i-Ud

хоризонтален ред и А-ия стълб, който вземаме 88 I, то A не се из-

меня при променяне на стълбове с редове. Така например нека n=>5,

i=2, j=3, τὸ

ὰ а.„ 0 ац ays ац 0 a5 йл аз

0 0 100 а 0 45 4 а:

А23= а31 азд 0 a34 ass = Ο ] 0 O 0

Ay φ 0 а ἂςς ащ 0 а 444 а

ὥς! а.,, 0 а.; ass а; 0 аз; ἄᾳς ass

и понеже а..--а,, TO тази детерминанта е равна на

а, 0 ay3 ἄμ а);

Ay 0 G953 а s

0 10 0 0 |[=A4,,

ад 0 a5 ἄμ 4;

ал 0 а asy а5;

Да разгледаме една друга детерминанта, която се среща B не-

бесната механика, именно при изчисление на вековите изменения на

планетните орбити. Именно дадено е уравнението

all_x a12 als ... al"

амл Gyp—X Qg3 -..йм

(11) а31 а32 азз-х ---азд =O.

anl апя адз 8.ε апп-х
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. Ще докажем, че ако ax=4a,, i, k=1, 2,..., 1, TO всички
корени на това уравнение са реални.

Първо ще изложим доказателството, дадено от Силвестер. Ако
умножим D, () ¢ D,(—x), то ще получим една детерминанта с еле-

менти с” дадени с

съ ададч .. 4(ад--х) @t ... а (@ +X)+

ЕЕ +а1"п Qren="Cis

n

ако Ik, гдето L',-k:Za,s а И
и s=1

Ca=an’+an’+ ... +(a;—x) (@;+x)+ ...+ a,2=c;—x%

Следователно уравнението D, (x)D,(—x)=0 може да се пише

си--2 Са ++-Cin
621 C22—X2 "'CQII

. . С НЕ Y

са Сла +oiCpp—X2

Ако сега представим всеки елемент с ((4-#) така: с.е-с„-4-0, то всички
елементи на тази детерминанта са биноми и можем да я разложим на

други детерминанти, в които ще фигурира само по едно събираемо.

Ако означим тогава ¢ C=|c,|, А k=1, 2,..., п лесно се вижда, че
горното уравнение може да се пише така:

( CH8— (=) 48, (=224 ... Ἐδι (= &)1 (о--х2и-0,

гдето 8, e cymaTa Ha всички главни миньори OT ред у на JeTepPMHHaH-
тата C. Ho всеки главен миньор в С e квадратът на една матрица в
4А-|а,), i, k=1, 2,..., п и по теоремата на Бине - Коши той e cyma
от квадрати на детерминанти, следователно ще има положителна стой-

ност. Така например имаме

€11 Се Ср ау й1а... 44 |2

χ (μᾳ...0ρ) _ || йа Gop..- Ay,

Сл “Сране р ал йа...ам

По горното се убеждаваме, че числата &, &,...,8, 5, С ca по-

ложителни. Но не e трудно да се види, че уравнението (12) не може

да има чисто имагинерен корен х--4. Действително тогава —x2=¢?

а лявата част на (12) е положителна. Да допуснем, че уравнението (11)
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има комплексен корен х-0р-#4. Тогава, ако поставим a';=a,—p,

i=1, 2,..., n, би следвало, че уравнението

͵

a|l—x a12 "'aln

,
(121 022—-)6...02"

,
@, Qo ....α ̓ , κ-πκ

има корен 4/, което видяхме € невъзможно.

Ще дадем друго доказателство на същата теорема, основано на
по-прости свойства на д терминантите. Нека х-р--#4 е един корен
на (11). Тогава от условието D,(p-+ig)=0 следва, че има числа
Хр Xg,...,X, не всички равни на нула, които удовлетворяват системата

(ац--р-- #а) х1-+-авха... +a,,x,=0,

Qg1 Х1--(йза-р--#9) Xo+ . . . Ἔσο, χ. Ξ ,

ад ж+ ааа X+ ... +(a,,—p—iq) x,=0.

Hexa x,=y,+iz, то получаваме

З @ xi=(p+ig)x,=(p+iq) (9+i2) = pyit-qz,+i (P2-+49)
r=1

RN

" п

Σ Qo Yr=PVeg—4q2y kz а р «а qyg+ng'
k= =]

Karo умножим първото с —Zg второто с y, и съберем,

п

Σ ς (изга-/.2;)-а9(у24-2,).
#1

Сумираме за g=1,2,..., n ¥ като вземем под внимание, че аь ΞΞ брр
получаваме

2 D ча (е) на D 0242)
g=1 k=l #1

т. е.

п

а З) 022) -0,
&=l

което показва, че q=0, T. е. BCHYKH корени са реални.
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. Читателят лесно ще се убеди, че ако допуснем, че @y са имаги-

нерни, HO &, =i, k=1,2,...,n, 10 D,(x)=0 има пак само реални
KODeHH.

6. Полусиметрични детерминанти. Една детерминанта A=|a,|,
i, k=1, ?,..., п се нарича така, ако Q,= —da,, следователно ад-0,

Полусиметричната детерминанта от нечетен ред

е равна на нула. Действително да умножим хоризонталните редове

с —1, при което детерминантата се умножава с (--1)”, и в получената
детерминанта да сменим хоризонталните редове със стълбовете и
обратно. Като вземем под внимание, че а;.-ащ/--0, вижда се, че така

получаваме пак A4, т. е.

(—1)yA=A4,

T. е. понеже п e HeyeTHo, A= —A, A=0. Taka Hanpumep имаме

Оа » | 0—a—b 0 «е |

4А--ай ε, —A=la O0—c |=| —a Ос |=A

—b—c 0 b ¢ 0 —b—c 0

Heka A;, e адюнгираното количество на a; B A. Ако представим
А„ KaTo детерминанта OT 7-TH ред, KAKTO TOBa направихме при CHMET-

ричните детерминанти, умножим с — 1 всички XODH3OHTAJIHH редове с

изключение на [-Hs и променим тТези редове със стълбовете, то лесно

се вижда, че ще получим A,, Τ. е. (—1)y1A,=A,. Значи адюн-

гираната детерминанта на A е симетрична, ако ле He-

четно, и полусиметрична, ако п е четно.

Ако п e нечетно, TO понеже А -(, всеки миньор от ред, по-голям

от единица, в адюнгираната детерминанта е равен на нула и ще имаме

Αμᾶρεττ Ал Ац-О0 или A, A, =A%

Всяка nonycumerpuu¥a детерминанта от четен ред

е точен квадрат от една цяла рационална функция на
нейните елементи.

Нека В8-|ад), i, #-1, 2,...,n; n=2m, e дадената полусиметрична

детерминанта. Нека А - |а |, i, k=1, 2,..., n—1 4 A, да e адюнгира-

ното количество на a; Β A. Тогава, както видяхме (§ 2, глава Ш), B

може да се представи така:

В=апп 4 —Zaan Qs Ααβ = —Z ал απβΑαβ’
a B

понеже A=0 като полусиметрична oT HeuereH ред. Ще преработим

израза В. Ако а«-В, понеже @,,=—daz;, имаме --ал,йца 4ла--а4,Ада.

Ако «--В, групираме двата члена

-- йая απβΑαβ- ὥρα ὥ,α Αβα ΞΞ ὥαρ Οβη (Ααβἦ“Αβα) = 2alm 7 Α“β'
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Следователно имаме

B= a"’,,,, Aaa+ Qaa,, Ὰ Ααβ)-

Но видяхме, че А,.,9=1/А„„Адд, понеже А е полусиметрична детер-
минанта от нечетен ред. Оттук

(1 З) В = Σ (авцд Ааа+2 аап а,в„ VAaa А,вр) = (Е.да„]/ Аал.)вз
гдето знака Ha единия радикал MOXEM да вземем произволен, например

знака на J/A,. Ho тогава знакът на останалите радикали е напълно

определен, понеже

VA, = 2o
V4,

Да допуснем, че сме доказали теоремата 88 детерминанта OT (7—2)-TH
ред. Тогава A,, като полусиметрични детерминанти OT (n—2)-pH ред
ще са точни квадрати и тогава следва ΟἹ (13) че и 8 ще е точен
квадрат. Понеже при n=2 теоремата е валидна, тъй като

0 ay

-—(112 0
-щ.,

то следва валидността й при всяко П. При п--4 имаме

0 а а а
--а 0 ала

и B = (1903 — @13 ам-|-йла й)
—Q3—0A93 Ὁ φ

--αἀμ-ταρ τ 0

7. Пфафиан. Изразът

(14) γ8- Σ А
се нарича Пфафиан ΟἹ л-ти ред или полудетерминанта и се

бележи с

Р.-(1, 2 3,..., п). |

В дясната част на (14), понеже a,,=0, имаме n—1 събираеми. Също

всяко А съдържа n—3 събираеми и Τ. н. до 72=2, която има само
един член. Следователно P, се състои от 1.3.5...(л--1) члена. Ащ се
получава от B, като зачеркнем «-ия и л-ия хоризонтален ред и стъл-

бовете със същите индекси. Следователно елементите от A, съдър-
жат само индекси от реда

1, 2 3,..., a—1, a+1,..., n—1

Следвайки Taxa, получаваме: aKo

(15) I йд...айл
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е един член на P, то между индексите «, 8, 1, 8,..., 0, т всяка стой-

ност ΟἹ 1, 2, 3,..., (n—1), п влиза само един път. P, съдържа само

такива членове. Действително един произволен индекс « може да се

комбинира с един ΟἹ (п--1)-те индекси В: след това един OT остана-

лите индекси у да се комбинира с един от другите (n—3) и Τ. н. Сле-

дователно в (15) има (n—1) (л-3)...3.1 такива членове,

8. Ортогонални детерминанти. Една детерминанта A=|ayl,
i, k=1, 2,..., п се нарича ортогонална, ако между елементите й има

следните връзки:

0, ако i=+&,
19 Ay Ay +8io Qro-t ...- Ay Qpn= ἢ( ) д %kl ев т ерп 1 ако i=£k.

Оттук се вижда, че между елементите й има на брой

+ п(п2-1) Ν п(п2+1)

връзки. Ако умножаваме по редове въз основа на (19), виждаме, че

42 представя детерминанта с елементи от главния диагонал, равни на

1, а всички други са равни на нула, T, е. 42-1, 4-+1.

Друго важно свойство е следното: адюнгираното количество на

един елемент е равно на произведението на А с този елемент. Дей-
ствително от уравненията

апад+азар-Н . . . +амам-0,

ад ад--аз а ... +алал-1,
...... Ν Ξ Ξ АИК

а„1 ад+а„2 ai2+ . e . +ад„ αὶ“:Ο’

ако умножим ΠΈΡΒΟΤΟ с А; „ второто с А,, M т. H., последното с А) и
съберем, ще получим

Ако това равенство умножим с а, и съберем за i=1, 2,...,n, по-
лучаваме

отгдето веднага следва

0, ако j=ks,
21 A0+ 8o Qo+ ... Ay ἄμς Ξ .( ) 1 %1s 2/ 25“* nj Yng 1' ако ]=8.

Обратно, по същия начин от (21) следва (19), така че тези урав-
нения са напълно еквивалентни.
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Понеже между /2 елемента на една ортогонална детерминанта съ-

n(n+1)
ществуват 3 3aBHCHMOCTH, TO OT TAX CaMO

n{n+l1) μπ(μ--Ἰ)}

=g
ca He3aBHCHMH. Интересно e да се HaMepsaT прости изрази 3a BCHYKH

n(n—1)

2

BaT формулите Ha Кейли. Да B3eMeM една детерминанта, KOSTO HMa

форма Ha полусиметрична, само че елементите, KOHTO са по главния

диагонал, не са нули:  ̓

елементи посредством независими параметри. Такива ни да-

b διδπμ...θγα

by b ба... Вл
Β:

Фл ὅπα ὃπα.-..Ὁ

гдето b,,=-—-b,, при ik Нека B, да e адюнгираното количество на

b, в B

ToraBa, ако поставим

Ο 29 By26 B, О
(22) ПО ааа ἄμπε - - --Ἰ,

ще докажем, че детерминантата 4 - | а| е ортогонална

със стойност .

За тази цел нека разгледаме следните 37 величини, дадени с

уравненията:

xi=b1,~zl+b2i2’2-|- .. . +дт-2„,

Vi=bazy а 2а еее - ὃμι 20

Ако ги съберем, понеже b= —b,, b=i, то получаваме

х-у:-Зг;6.

Ако сега умножим X), Xg,..., Ха съответно с 8,, B,a,...,By и съ-

берем, ще получим

аналогично

Вг.- Въл + Въ Yot - -+ Bup Yne

XptYe
55 имамеАко в Te3H уравнения вместо 2, поставим
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или като въведем числата а,

V=0 Χχὶ Qpa Xg+ ... τῈ ἄκη Х

X, =01 Y1+ , Yot oo o йл Λη:

AKO y, определени ΟἹ първото, 3aMeCTHM BBB BTOPOTO с прирав-

нение коефициентите пред Y, получаваме

0, ik,

1, i=k,

което показва, че A е ортогонална детерминанта.

Детерминантата А е равна на

1 | 26By 20By—B... 26 By
Α:Εἷ

ау О йз, Aot oo o+ =

Умножаваме детерминантата вдясно с детерминанта В по редове.

ПРОИЗВСДСНИСТО на елементите от първата от i-us pea с BTOpaTa oT

k-ua ред дава

| | Вбд, ik,

OTTyK следва, че това произведение € равно Ha

1 Bb Bb,. . . Bby,

Bb,, Вбщ. . . Bb

отгдето следва, че A=1.

Примери. При n=2 нека изберем

b=1, b12: '—b21:pr

TO ортогоналната детерминанта по формулите Ha Кейли ще бъде

1-p* 2
14+p2 1+p?

R 1--р2

1 +р2 1 +р2

При n=3 детерминантата на B е

1 r—¢q

—r 1 » Ξιιρεφν.
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Тогава по формулите на Кейли ортогоналната детерминанта ще бъде

1+pe—gt—r® 2(r+pq) 2(--φιρὴ
B B B

2(=r+gp) 1=p*+g*—r* 2(o+qr)
B B B

2(q+rp) 2(—p+rq) 1—pP—gi+r®
B B B

Axo ς «, В, у означим три числа, подчинени HA условието «24-824-

+у2-1, то винаги можем да поставим

6 6 0

p=“tg2’ q—Btg2, Γ-Ὑΐἓ2'

Горната детерминанта се обръща B

cos 0--«2(1--со050) у5шт 8--«В (1--со050) —f 5110 -+-«у (1-со08 0)

--у5т 04 В« (1--с0о50) соз048В82(1-с0о50) asinb+By(1—cosh) |- >

Bsin 9--ув (1--с05 0) --« 5т0--8(1--со8 0) соз0-4-у2(1- со5 0)

10. Безкрайни детерминанти. Теорема на Поанкаре. В някои

въпроси от математиката играят важна роля тъй наречените безкрайни

детерминанти, т. е. детерминанти, които имат безкрайно много редове

и стълбове:

a1 а ὧμ . -

й) Ω9 Qg .

аз 86 аз33 .

Нека ΟἹ първите л реда и стълба образуваме една детерминанта OT

л-ти ред D, Torasa, ако редицата D,(n=1, 2, 3,...) клони към опре-

делена граница D, то казваме, че Р) e сходяща детерминанта ΟἹ без-

краен ред. Пръв Поанкаре даде достатъчното условие 88 сходимост Ha D,

Теорема на Поанкаре. Ако главните елементи @

са равни на 1 и редът Я | а|е сходящ, то О е сходяща,
ik«

Действително детерминантата /), се получава ΟἹ развитието на произ-

ведението
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Пуе (1-Ὁ | @i |+| 45 |4 ее @y,

(1+|ag |-Н| 54 |+ ..е τ } бам |).

(I+ |ащ |+ .- Е |йл ()

като някои членове се вземат ( знаците -+, — или се премахват.

Така че очевидно | Dy |< П.

Ако поставим в О„ или също в 11,4, някои елементи, равни на

нула, то получаваме D, и 11,. Така анулираните членове именно пред-.

ставят съответно разликите D,i,—D, и Па.„--П.. От друга страна,
членовете в Па,, които привеждаме към нула, са положителни и някои

OT ΤΗΧ, като ги вземем с подходящ знак, съвпадат с членовете, които

трябва да се анулират B D,y за да се получи D, От това веднага

заключаваме неравенството

(23) [Ὁ...,-- Ра |< а - - Π

ΟἹ друга страна, известно е, че безкрайното произведение

P=(1+4-uy) (1--#) (1+45)...
со

е сходящо, ако редът Zlu,,] e сходящ. Понеже редът

n=1

Б

е сходящ, то сходящо е и произведението Πῃ. Πο теоремата на Коши

от (23) следва сходимостта на [, Ако диагоналните елементи а, не

са равни на 1, то, както лесно се вижда, сходимостта се запазва, стига

 ̓

да допуснем, че още редът ЕП-а„[ е сходящ. Действително в този
#1

случай разглеждаме произведението

Π,ΞΞ(1-Ἐ |еу [-Ε 06 [-Ὁ ...} μΞ 1-Сда

(1+-| с» На - ...}.

(1-Ἐ| Ся [-Ε] «а [- ... +|afl,n—1|)

и повтаряме същите разсъждения. Така получаваме теоремата на

Хелге фон Кох. Детерминантата е сходяща, ако ре-

довете

са сходящи.

Тези безкрайни детерминанти се наричат нормални.
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Лесно се вижда от доказателството, че горните теореми остават
в сила и когато елементите a;, са комплексни числа.

11. Теорема на Хадамар за максималната стойност на една
детерминанта. Нека - .

α11 а12 .. . а1д

А: a21 (Z22...a2,,

Ο T T

ал) Qng - « йл

[P,

€ една детерминанта с произволни реални или имагинерни елементи.
Имаме следната теорема на Хадамар : Квадратът на модула на А
е най-много равен на произведението от сумите от
квадратите намодулите на елементите OT N-TE реда,т. е.

|A|2§(’anl2“r‘,a12'2+---—HaanZ)-'-(fan1[2+]an2[2+ .. τ ] ал |2).

Нека означим, както по-рано приехме, с « конюгованото Число
на «. Тогава очевидно ще имаме

ац ἄμ... ал

А | йл Qyp...0n

a,,l an2 Σ апп

Ще преработим детерминантата A, като я сведем на една ортогонална
детерминанта. Нека B е ортогонална детерминанта с реални или има-
гинерни елементи :

bn b12 .. b1n

B= b21 b22 .. b2n

bnl bn2 .. . bnn

ToraBa между елементите й има връзките

(24) by by bbbt ... + by b, =0, =%k

Heka B се получава ΟἹ A, като положим b,,=a,;, i=1,2,..., n,

by =ay—mgy, by, и въобще

r—1

(25) b= ari_zmrk by
=1

Очевидно B=A, noHexe редовете Ha В се получават, като OT съот-
ветните редове на А се извадят линейни комбинации на предшеству-
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ващите редове. Ако умножим (25) с b, 5< ὶ сумираме по i, то Ha

основание на (24) ще имаме

(26) ml’SZbSl st Zafl 59
ἐξξεὶ

която релация ни дава m,. От формулите (25) и (26), като вземем

конюгованите стойности, ще имаме

r—1

k=1

(28) ’;lrs Zn: bsibsi = Σ”: ἆκὶὐει"
=1 #1

Като умножим сега B с B по редове, ще получим

Αἶ:ΒἶΒ:ΙεΜ{,

гдето ὦ,» Ξ A.: ὄ pk’ " Σ Ἂ qk-O при p-Fq Ha основание Ha (24).

B детерминантата Ι q' OCBEH елементите на главнвия диагонал BCHYKH

други са равни на нула. Следователно ще имаме

(29) нА.2=П (Σιὐ͵͵͵͵2). Ν
p=1 k=1

Ot друга CTpaHa, като YMHOXHM b, с b,, използувайки изразите им (25)
и (27), получаваме

г--1 r—1 r—1

bn‘bn = anan "Σ mrs ars i Σ mrsari si+ Σ Σ mrs mrt bs: “
s=1 1

ῃ

отгдето със сумиране спрямо /, използувайки (24) и (28), ще имаме

r—1

Σ|ὀ1ι|2 ̓ΣιαΠΙ Е]т„!? 2|д5“.
#1 ἐξξὶ i=]

OTTyK е очевидно, че

(30) ιὸ͵͵ Р -Σ a1,
1i=
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гдето равенство може да имаме само тогава, ако т./-(, T. е. когато

А е ортогонална детерминанта. ΟἹ (29) и (20) следва веднага теоре-

мата на Хадамар.

Ако елементите а, са реални, при n=2,3 теоремата има прост

геометричен смисъл. Действително, ако Ὁ е началото на координатната

система в равнината (1-2) A; e точка с координати (G, 445) и

Ag(ay;, й) теоремата се свежда на това, че лицето на паралелограма,

построен върху OA; и OA, при постоянни дължини на страните е-

само тогава максимално, когато той е правоъгълник, което се устано-

вяза и директно на основание на прости геометрични свойства. Ако

А (@ й а) #-1, 2, 3 са три точки в пространството (л-3), тео-

ремата се свежда на факта, че обемът на паралелепипеда, построен

върху OA,, 04, ΟΑς е само тогава максимален, когато той е право-

ъгълен. При произволно п теоремата представя обобщение на помена-

тото свойство в пространство с много измерения.

Глава V

Матрици и действия с тях

1. Събиране на матрици и умножение с число, Както в началото

видяхме, под матрица ΟἹ A числа 4, #--1, 2,..., n; j=1, 2,...,m pas-

бираме cHCTeMaTa OT тези числа, наредени B правоъгълна таблица

a5 йр Q3...0,

йл 2 GQoz...14y,

() 31 @3y Qdg3.-.43, ||,

aм Чл Gng. . 0 ι

Матрицата А се нарича от типа (n, т). Числата а,, се наричат елементи

на матрицата. Матрицата се нарича нулева, ако всичките й елементи

ca равни на нула. Нулевите матрици бележим с О. Под сума на мат-

риците А и В, които са от един и същ тип, разбираме матрица, на

KOSITO всеки елемент е сума от съответните елементи на двете матрици,

T. е. ако А е матрицата (1) и B е матрицата

[711 b12 b13 .. blm

b21 b22 b23 ... b?m

'bnl b"2 bnS"'bnm
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TO сумата на двете матрици А и B, която бележим с А-В, е
матрицата

ay+byy а1а-6.. ааа

ам-+-бл Aoptboy аъ до4... йза-бол

ащ+-Вла, алъ bny Angtbms... ааая |

Очевидно е, че комутативният закон за събирането, както и асоциатив-

ният закон са в сила, т. е. имаме

A+B=B-}+A, А-(В--С)-(А-В)+С.

Ако g e произволно число, под gA или Ag разбираме матрица, по-
лучена от матрицата А с умножение на всичките й елементи с g JlecHo

се вижда, че

g(A+B)=gA{gB, A+O=A, 0.A=0, (g+k)A=gA+FA.

Две матрици A и B считаме само TOrasa равни, когато имат равни Cb-

ответни елементи, Равенството на матриците означаваме с A=B. Матри-
цата (—1)B означаваме накъсо с —B и матрицата A+-(—1)B означа-
ваме ¢ А- В- разлика на матриците A и Β. Естествено изваждането
на матриците можем да дефинираме като обратно действие на съ-
бирането.

Ако матрицата има еднакъв брой редове и стълбове, то тя се на-

рича квадратна. Ако в една квадратна матрица всичките елеменвти,

които не лежат на главния диагонал, са равни на нула, тя се нарича

диагонална. B частност, ако B диагоналната матрица елементите Ha

"тлавния диагонал са равни помежду си, то тя се нарича скалар (ска-

ларна Матрица). Ако в последната матрица елементите на главния диа-

гонал са равни на 1, матрицата се нарича единица и се бележи с Ε.

2. Умнвожение на матрици. Нека са дадени n линейни Ффункции

на т променливи

йл τ йл Х аХа ... Р йл Xy

(2) 9 Ξ й X1+ йзоХа-- .. + 0oy бро

ил-- йл X1+ йлоХа- .. τῈ QX

Върху променливите ху Хл...,Х.. да извършим линейната субституция

X1=byuy1+b1ayst ее 01, Y0

(3) Ха Вл У даа Yot .е 6уе }

а аке ж : .

ΧΞ МЗУ1+дт2У2+ .. +дтгУг*
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Линейните функции (2) стават

щ ец Уу χ. )Ὲ Τ ... τ )

Upg=Co Y1+HCo Уа ... ἰ , Yo

Un=Cny Μα τ Спа Μα " ч.. Ч Cpp Y

където имаме

©) Cin=0n й„ + iz bgp= .. + йя Oy

i=1,2,...,n; #-1, 2,..., Г.

Да означим с A, В и С съответно матриците, образувани от коефици-

ентите на променливите и линейните форми (2), (3) и (4). Матрицата С

се нарича произведение на матриците А и В и се бележи с АВ. Еле-

ментите й се получават no формулата (5), T. €. като умножаваме ре-

ховете на A със стълбовете на Β. Очевидно между типа на матриците

А и B има известна връзка, Именно броят на редовете на В е равен

на броя на стълбовете на А. Ако матриците А и В са квадратни, то

детерминантата С от елементите на матрицата С е равна на произве-

дението на детерминантите А и B от матриците А и В. Детерминан-
тата В се нарича модул на линейната субституция (3) и детерминан-

тата А--инвариант на линейните форми (2).

Умножението е въобще некомутативно, Така например за матриците

;1 0

0 —1

01
ш ’Β:А τὺ

имаме

0—1

1 0

0 1

AB:H —1.0
и следователно AB==BA. Произведението Ha двете матрици може да

бъде равно на нула, без никоя от тях да е нула. Например

го| 0 9 10 O

0 oll'fjo 1 0 0!

e

“

Ще установим сега, че асоциативният 3aKOH 3a умножението е в

сила, т. е. за кои да е три матрици имаме

A(BC)=(AB) C=ABC.

Действително нека А -(а,,) e от типа (n, m), B=(b,)—or типа (m, #)

и C=(c;)—or типа (r, s). За елементите на матриците

AB= (“m)’ BC= (βἰ}ε)ν
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които са съответно от типа (n, γ) κ (m, s), ще имаме

:k - Σ αιτ brk’ βι!ε - Zblt ctk'
41

Ако A(BC)=(y;,) и (AB)C=(3;), то за елементите на тези матрици

получаваме

Ξ:αιιι Bre= Ξ: Σ μῃ бу Coy
=1 h=1 =1

k - Σ Фя Су Σ Ζ Ств а;п bhr-
=1 h=l

OT предните равенства очевидно следва, Че γμτεδ» i=1, 2,...,n;

k=1, 2,..., 8.

Произведението e дистрибутивно. Taka 88 три матрици A, B u С

OT един и същ THI HMaMe

(A+B)C=AC-+BC, C(A-+B)=CA-+CB.

Доказателството е JIeCHO. Например първото равенство следва OT тъж-

дествата

Σ (αἰτ + bl’t) Οτκ Ξ Σ ал Οικτῖ- Σ bl‘r Съ
Очевидно за коя да е квадратна матрица А имаме

AE=EA=A.

Две матрици A и B се наричат KOMYTATHBHM, ако произведението

им OCTaBa също при разместване на множителите, T. е. когато AB=BA.

Очевидно всяка квадратна матрица е комутативна с единичната матрица
от същия ред. По-общо "всяка квадратна матрица е комутативна с

всяка скаларна матрица от същия ред. Обратно, ще установим, че ако

една квадратна матрица А е комутативна с всяка квадратна матрица

от същия ред, то матрицата А е скаларна.

Действително нека А и В са матриците

ац Фо... а | by Въ big... by

ал йз5з...йлп by by ... by

ал ὥμα..- μῃ by Ф ... ὅμη

като предполагаме, че равенството АВ-ВА е изпълнено за всяка ма-

трица В. Като вземем пред вид правилото за умножение на матрици,

получаваме равенствата

ал 6144 μ bgpt ... а byt o by =0 + gt ... Ἐ
+е аЕ ... +b,4a,,



които трябва да бъдат изпълнени, каквито и да са числата by, i, j=
=1, 2,..., n. Оттук очевидно следва, че а,/--0 при i=+j, b, а - 6 а
откъдето получаваме

ай

които равенства показват, че а)) Ξ 92 --.... йл

” 3. Степен на матрица. В разглежданията ще предполагаме, че

матриците са квадратни и / ще означава реда им. Под л-та степен на

матрицата A (7 естествено число) разбираме произведението на м ма-

трици, равни на А. Тази степен бележим с А”. Очевидно за произволни

естествени числа л и т ще имаме

. Ап А"-- At

Една матрица наричаме особена, ако детерминантата, образувана от

елементите й, е равна на нула. Ако въпросната детерминанта е отлична

от нула, матрицата се нарича неособена. Нека матрицата

ац Gy ... Ay

A—| #21 Qo2 ... Gy

Ο Е Ε Y

ад ar2 .. . a,,. I
"

е неособена. Ако с A,, означим адюнгираното количество на елемента

ад, в детерминантата А от матрицата A, да означим с А, матрицата

Я Ao, Ял |
4 A A

A A A

Лесно се вижда, че

1 0 0...0

01 0...0

AA,=AA=0 0 1..0|=E

0 0 0...1

Матрицата А, се нарича обратна Ha A и се бележи с A~ Детерми-
нантата от матрицата А e равна на 47, като с А сме означили де-
терминантата от матрицата А. Непосредствено се вижда, че А е също
обратна на А-2, т. е. (А-1)7- А. Ще докажем и следното свойство:

(ABC)t=C-! В АСС.
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За тази цел да означим с M матрицата С71В7 А !. Имаме

MA=C!'B1(A1A)=C'B'E=C 1B, ΜΑΒ- Ο !, M.ABC=E,
с което CBOHCTBOTO € YCTaHOBEHO.

Нека A e Heocobena матрица. Да намерим матрица X, KOATO удо-

влетворява уравнението

AX=E.

С умножение вляво с А получаваме

АЧПАХ -А"Е, Χ-Α Ε,

откъдето имаме Х- Α . Подобно за решението на уравнението УА - Е

получаваме Y=A"1

Ако т е естествено число и А e неособена матрица, под степен

А”“ разбираме т-тата степен на обратната матрица ΑΓ , т. е. A=
=(A~)m Ако сега под А разбираме матрицата единица, то правилото
за умножение на степени

АРА! -- AP+, (АР) -- А

остава в сила 88 каквито и да е цели числа р и 4.

Видяхме, че произведението на две матрици може да е равно на

нула без матриците да са нулеви. Ако обаче едната матрица е неосо-

бена, другата трябва непременно да е равна на нула. Действително

нека А е неособена матрица и за някоя матрица В имаме

AB=0.

Като умножим TOBa paBeHCTBO с ATMl, получаваме

А"!.АВ-А".0-0,

1. &, ΒΞΟ.

На основание Ha събиране и умножение на матрици можем да де-

финираме и полином от една матрица А. Именно, ако

F(X)=ay+ax+ ... +аах"

€ произволен полином, TO под полином Е (A) Ha A разбираме матрицата

F(A)=aE+a;A+a,A%+ ... - а.А“.

Казваме също, че Я (A) e значението Ha полинома F(x) 3a x=A. Върху

полиномите от една матрица можем да извършваме събиране и умно-
жение. Така нека са дадени полиномите

F(x)=by+bx+...+b,x"

p(x)=cotc1X+ . Ἐ , X"

ΚΆΤΟ 88 удобство сме приели степените им 88 равни, което не е огра-

ничение, понеже полиномът от по-ниска степен можем да допълним с

членове, равни на нула. За сумата и произведението им получаваме

#09-/(х) + ¢(X)=bo+Co+(by+ ¢1) X+ ... + (δητ еа)я

ἀ(χ)- 1 (X) p(xX) = boto + (дус1 + 8:1€) X+« o Ἑ (BpCntb:1€ny+ - .. +baCo)XTM
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На основание на правилата за събиране и умножение на матрици по-

лучаваме тогава

FA)+ +(А)-(8,+с,)Е+(6,+с)А + ... +(bntc,) Ἀππε 2 (А),

/(А) 4 (А)- διο , ΕἙ-Ἐ(δρος, -Ὲ δι00}Ὰ +... + (60са-- ся -а-+- ... +b,0)A"= #(А).

Следователно значението на сумата от двата полинома /(х) и ¢(x) за
X=A е равно на сумата от значенията на тези полиноми за х-А и
значението на произведението на двата полинома 88 х-А e равно на

произведението от значенията на същите полиноми.

Така например от равенството

1 =(x—1)(x-+1)
следва, че

А?--Е-(А-Е)(А-Е)
и от

(x+1P=x34+3x24+3x+1

следва, че

(А--Е)- АЗ--ЗА2- ЗА + Е.

Сумата и произведението на полиноми от дадена матрица очевидно

не се променят при промяна на реда на събирането и на умножението.
Също така и дистрибутивният закон за умножението е в сила.

4. Транспонирана и други видове матрици. Ако в една матрица

, ἦ1η Qg ай13...ащ
1

|йл йз, й23... бал

|

и а„1 0„2 а„з...а„т

сменим редовете със стълбовете H, обратно, получаваме матрицата

au 6121 . .. ад1

Q12 5 <+ Ay

Qi3 Qo3 ...Q ||,

alm a2m .. апт

която се нарича транспонирана на дадената матрица. Нея бележим с А”.

От определението следва, че транспонираната матрица на А” е матри-
цата A, т. е. (A'Y=A. Ако « е произволно число и В е матрица от

типа на А, то лесно се вижда, че ще имаме

(«А) --«А,, (A+B)=A'-B,

откъдето за произволни числа « H B_nonyaname

(«А - Β} = A’ +§B".
#
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Нека матрицата A е or типа (", m) и матрицата B е ΟἹ типа (m, p).
Ще докажем равенството

(6) (АВУ-ВА".

Действително елементът с,, на произведението В/А4”, който лежи Ha
Стия ред и /тия стълб, € равен на

С„-/-т-ди- ал +by; аз е. Omi йу

Но тогава очевидно C';;=¢; € елементът на произведението АВ, който
лежи на /-тия ред и Гтия стълб в тази матрица.

Нека А е една нессобена квадратна матрица. От paBeHCTBOTO

AA=E

Ha OCHOBaHMe Ha (6) получаваме

(A7 A’=E.

Следователно имаме

Ay =A",

т. е. транспонираната матрица на обратната матрица на А e
обратната матрица на транспонираната на А матрица.

Една матрица А се нарича симетрична, ако А -А, и полусимет-

рична (или кососиметрична), ако A’=—A. Естествено матриците се
предполагат квадратни. Ако матрицата А е полусиметрична за елемен-

тите по главния W диагонал, ще имаме a,=—a; T. е. те са равни на

нула. Нека А и В са две симетрични или полусиметрични матрици

едновременно OT един и същ ред. Ако «и В са произволни числа,

то матрицата «А-ВВ е също -симетрична (респ. полусиметрична).

Произведението на две симетрични матркюци не винаги е симетрична

матрица. Ако обаче матриците са комутативни, то произведението

им е симетрична матрица. Това се вижда от равенството
HCTBO

(AB)=B’A’=BA=AB.

Една квадратна матрица A се Hapuya ортогонална, ако

() AA'=E.

ΟἹ предното равенство следва, че детерминантата A OT матрицата A

е ортогонална детерминанта, която има стойност, равна на 1 или — .

Също ot (7) имаме A’=A"!, т. е. транспонираната матрица на А е

обратната матрица на А. Транспонираната матрица на А е също

ортогонална. Това следва от равенствата

(Α-.) =(AY <А -(АП).

Произведението на две ортогонални матрици е също ортогонална

матрица. Действително имаме

(ABY=B'A’=B—'A~1=(AB) .
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Ако Ае матрица с елементи, които са комплексни числа, TO под

Ἀ разбираме матрица, чиито елементи са конюгованите стойности на
елементите на А.

Една матрица А с комплексни елементи се нарича Хермитова, ако

имаме

A=A

3a елементите Ha главния й диагонал а следва, че ще HMaMe a4,,=a,,

T. е. тези елементи са реални числа. АКО « е произволно реално ЧИСЛО,
матрицата «А е също така Хермитова. Ако две Хермитови mampuyu

А и В са комутативни, то произведението им АВ е също Херми-

това матрица. Това свойство следва от равенствата

(ΑΒ) =B’A’=BA=AB=AB.

Една матрица А с комплексни елементи се нарича унитарна, ако

АА!-- Е.

От предното равенство за детерминантата получаваме

А! |А|-1

и понеже | А"| - [Α], то следва, че | А |? - 1, т. е. А|-+1.

Матрицата В се нари“ ποπούηδ на матрицата A, ако съществува

неособена матрица X, така „ “ имаме

(8) B=X"AX.

Матрицата B се нарича и трансформирана Ha A посредством Χ. Ако

умножим равенството (8) отдясно с X%, а отляво с X, получаваме

XBX1=A

A=(X"1)"BXTM.

Следователно матрицата A e подобна Ha матрицата Β. Hexka Ви С

са подобни на матрицата А, т. е. имаме

B=X"1AX,

C=Y1AY.

OT първото равенство получаваме, както преди Ἀ--ΧΒΧ . Karo за-
местим във второто равенство А с предната стойност, получаваме

C=YXBXY=(X"1Y)"!B(XY),

Τ. е. матрицата С e подобна Ha матрицата Β. Следователно, axo dse

матрици са подобни на трета, то те са подобни помежду си.

От лесно доказуемите равенства

ΧΚΑ, А + ... + AX=X"1A1 X4+ XA XH ...+ ХПА Χ,

ХЛА X ХПА Х... ХЛА X=X"1(A,A,...A)X г

следват свойствата:

ΜΠῈ
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Трансформираната матрица на сума от матрици е сума от
трансформираните матрици на събираемите и трансформираната
матрица на произведение от матрици е произведение от трансфор-
мираните матрици на множителиате.

Матриците, състоящи се само от един стълб (с т елемента в
него), се наричат /1-членни вектори.

Ако с г, u и h означим векторите

x2 ! ΗΒ ΐ }'2

)ἑνπ 1 | йя | /
то от (2) (3) и (4) имаме

u=Ar, r=Bh, u=ABh.

3a транспонираната матрица на / очевидно имаме

Γ ́ || χ χ .. Х .

Произведението r'h (при r=m) се нарича скаларно (вътрешно) про-
изведение на векторите г и h.

5. Характеристично уравнение и теорема на Хамилтон-Кейли,
Нека А е матрица ΟἹ 7-TH ред с елементи a,,. Уравнението

!

9 φ(κ):χε-Μ:ἶ -0
’ —Qp —a;,g...x—a,,,,

се нарича характеристично уравнение Ha матрицата A. Очевидно про-

изведението (Χ--αι} (х--й.)...(х--ал) на елементите на главния
диагонал съдържа X в най-високата степен, Понеже в другите членове
в развитието на детерминантата (9) влизат най-много л--2 линейни на х
множители, TO полиномът ¢ (X) има вида

СР(Х)::Х”-(ЦП Ἔ ага- .. 4 ам)ХИ14- L

Следователно уравнението (9) e от л-та степен с коефициент пред
X", равен на 1. Коефициентът пред ΧΗ е равен Ha сумата от елемен-
ΤΗ͂ΤΕ на главния диагонал, взета с обратен знак. Въпросната сума се
нарича следа на матрицата А. Корените на уравнението (9) се наричат
характеристични числа на матрицата или собствени стойности. Лявата

част на характеристическото уравнение се нарича характеристически

полином.
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Нека A,, означава адюнгираното количество на елемента ΟἹ р-тия
ред и у-тия стълб на детерминантата (9). Очевидно A,, ще представ-
лява полином на X OT степен<-л-1,

(10) А,„=ас:?3+ос::3х+ .. ра жи

Да умножим cera матрицата xE—A с матрицата

All A2| ... Ад1

K= .

Ау Ад... Ал |

Получаваме лесно

(11) (xE—~A)K=¢(x)E.

На основание на (10) се вижда, че K има формата

K= L0+L1x+ .. .+ L,,_lx”‘"l,

където L, ca матрици or елементите affg. Ho тогава равенството (11)

става

(ХЕ-- АК + а Τ ο +Пл) = Ἐφ(λ) - Ε(α.-α...-.., -ξα, Χῆ), «а 1.

С приравняване на коефициентите пред степените на х получаваме

_"ALO =1ОЕ

-

.

- ALn_1+L”_2 = “n_.‘[E

Ln__] = Ε.

Като умножим последователно тези равенства отляво ς Ε, A, Α3,..., A"
и ги съберем, получаваме

~

“OE+“1A+“2A2+ ... +цпАп=0.

Така установяваме Следната теорема на Хамилтон-Кейли:
Ако ф(х) e характеристическият полином за матрицата A, то

¢(A)=0.
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ΕΝ Глава VI

Квадратични и билинеарни форми

1. Билинеарни форми. Ако една цяла рационална функция е линейна
и хомогенна спрямо две редици от променливи X;, Хо,...Хла H У)

),ρνυννν Уъ TO тя се нарича билинеарна.

Следователно тя има вида

l.n

f= Σ ᾶ Χιθ
ik

Детерминантата

an a12 ... а1,1

51 йзо... йоп

D=

йл Ong .. йл

се Hapuya детерминанта WIM дискриминанта Ha билинеар-
ната форма.

, ,

Нека г - || Х., Χα...Χ,} и π ́ Ξ Ὶ У ¥5... ¥,

ние, че / може да се пише така:

|. Като вземем под внима-

f=u, Ха + UgXot ... -Ε аХ

гдето

;=0 Y1+8nYot ...+ алу i=1, 2, 3,..., 1,

TO / MOXe да се напише Taka:

f=r'Ah;

(@11 ὧχ5.-. Ол

ал йпо. .. Qnn

Лесно е да се убедим, че ако

AB=C,

TO

B'A'=C.

Действително B първото произведение умножаваме peloBe OT A

със стълбове OT B, а във второто умножаваме редове ΟἹ B, T. e.
стълбове ΟἹ B, със стълбове ΟἹ Α ́, Τ. е. с редове от A, и индексите

са само така разменени.
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Ако трансформираме / с линейните трансформации

г- би,

h="Th,

TOraBa получаваме

f=r'’Ah=u'S'ATb,

така че S’AT e матрицата Ha трансформираната форма.
Ако A, T, S са детерминантите ΟἹ матриците A, T, 5 то А. 7. 5

ще бъде детерминантата на трансформираната форма.

2. Квадратични форми. Ако в билинеарната форма двете редици
променливи са еднакви и ако поставим @,=4a,, I, k=1, 2,.., n, то

формата се обръща в тъй наречената квадратична форма:

1..л

Ц ἓ α”ζ, Χἰχῄ.
ik

Ако поставим

(4) пе З) 4@ Ky
m=1

TO

U=UX + UKo+ ... йя X,

T. €. с матрици

u=r'Ar.

Детерминантата

an a12 .. . а1п

α21 a22 ... 02„

ал Qng- - бап

се нарича детерминанта или дискриминанта на квадратичната форма.
Тази дискриминанта, понеже a;,=a,, е симетрична, така че очевидно

” матриците А и A’ са еднакви.

Ако извършим линейната трансформация

r=Bh,

TO ще получим

u=r’ Ar=h'B’ABh.

Следователно матрицата Ha трансформираната форма ще бъде

С-ВАВ,

KOSITO е също симетрична, понеже

C'=(B’ABY -ВАВ-ВАВ.
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От горното следва, че дискриминантата на трансформираната форма

ще бъде равна на

BA2

Дискриминантата Ha трансформираната форма e

равна на дискриминантата на дадената квадратична

форма, умножена с квадрата на модула на субститу-

цията. Дискриминантата е един инвариант.

3. Реципрочна форма. Като решим уравненията (4) спрямо неиз-

вестните Х), Xg,..., X, получаваме, ако 4--0,

r=A"ly,

гдето -

Ди A, Ди

Ае 1o . oo,

4щ An2 | Ann

Aw 4;ἐκ- . Oki__ik
4 4 A

Матрицата А наричаме инверсна или реципрочна на матрицата
А. Лесно се вижда, че АПА -- АД7- Е. Следователно ще имаме

u=r'Ar=u" (АПУАА ππτε ι ΑΤ ε.

Наричаме иА и реципрочна форма на ГАгГ.
4. Ранг на квадратичната форма. Ще докажем, че рангът

на матриците на дадената квадратична форма и транс-

формираната посредством линейна субституция, на
която модулът е отличен от нула, е един и същ. Действи-

телно нека рангът на матрицата A e равен на 7, а на трансформира-

ната матрица С-ВАВ e /. Понеже B? може да се представи пак
като детерминанта OT ред 7, то като приложим правилото за умноже-

ние на матрици (стр. 65), получаваме, че всички детерминанти от един
произволен ред Ha С са линейни хомогенни Ффункции OT детерминан-
тите OT същия ред Ha 4. Понеже A e от ранг 7, TO всички миньори
от ред r-+1 са равни на нула, отглето следва, че и всички миньори
от ред r-+1 на С са също равни Ha нула. Така че r'<<r. Но с реци-
прочната субституция от трансформираната квадратична форма получа-
ваме дадената форма. ΟἹ това следва на същото основание, че / =7’
отгдето г =7,

5. Трансформиране на квадратичната форма на сума от ква-
драти. С помощта на една линейна субституция може всяка квадра-
тична форма да се представи във вида

(5) U= Σ λι'Ζἷ"

T. е. да представлява сума OT квадрати с постоянни коефициенти., Ще

докажем отначало, че такова трансформиране е действително възможно.
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Нека отначало допуснем, че има поне един коефициент а(--1, 2,... п),
например a,;, който е отличен от нула. Тогава формата

п

ar 12
й-ац | X+ a, Х.) =t

k=2

не съдържа X;, T. е. представлява квадратична форма Ha n—1 про-

менливи. Ако направим трансформацията

я

a4kΖιτε Ху Ξ ац Ха
k=2

Zi=x, A=2, 3,..., n,

Ha KOATO детерминантата € paBHa Ha 1, то получаваме
А

u=ay;z,*+u,.
AKO BCHYKH @, Ca PaBHM Ha нула, ще има поне едно а ((-ЬА),

отлично от нула. Тогава да направим субституцията

Х У Y

Х , Уь

Ха У АК λξεᾷ,

на която детерминантата, както веднага се проверява, е отлична от нула.

Тогава се преминава в една квадратична форма на ¥y, V..., у» Като
коефициентът на 2 e равен Ha 2a,+0. Върху тази форма можем да

приложим вече горното, T. е. да я сведем към сума от един квадрат

и една квадратична форма с n—1 променливи. Продължавайки така,
се вижда, че ц ще се обърне на сума ΟἹ квадрати. Ако с S, S,,..., S,
означим матриците на последователните линейни субституции, TO за й

ще имаме .

u=2'S, s S/'AS;S;...8,z2,ре

така че с линейната трансформация

r=8152 .. . 8р2=52

можем направо да получим формата (5), именно

Тъй като рангът на формата не се изменя при последователните
линейни трансформации и понеже на (5) матрицата е

% 0...0

02X ...0|

00...0
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на която рангът € равен на броя на отличните OT нула A, TO следва,

че броят на квадратите, на KOUTO се трансформира да-

дена квадратична форма, е равен на райга i

По същия начин се установява, че билинеарната форма

r'Ah

може да се приведе във вида

ЗАщ е.

Действително чрез субституциите

r=Su, h=Sv

формата става

r’Ah=u'S'ASv

и матрицата S'AS Ha Tpanchopmupanata ¢opMa съдържа CAMO диаго-

нални €JIEMEHTH, а другите ca нули.

6. Ортогонална трансформация. В по-раншния параграф Hue

видяхме един ничин за трансформиране на една квадратична форма в

сума от квадрати. Нека с помощта на субституцията

Χιτεθ )κ oo+ b Yn

6) - ..

xn—bn1 у1+ + дп„у„,

T. е. на r=Bh, сме дали на и фо рмата

(7 иА ау + .. + Ay
Тази редукция e възможна по безбройно много начини, понеже

неизвестните b, са подчинени само Ha ἑ n(n—1) условия, защото Β

трансформираната форма трябва да получим 88 коефициентите H C;=0,

при ==k, което именно дава πα } условия. Остават свободни 88
2

разполагане само

4 nn—=1) n(n—1)

72

параметъра b, Ho понеже в една ортогонална трансформация имаме
толкова условия между елементите M, то ясно e, че ще съществува

една напълно определена такава Ттрансформация, посредством която

можем да дадем на и формата (7). Ако решим уравненията (6) спрямо
неизвестните Ха Χρ»... Ха TO благодарение на ортогоналността, която

предполагаме, ще получим

1 б6их4 аХае + ὄπι Ха

Уа- й + бзъач .. .+ пъ
e Ч s Ξ ЕЕ

у„ =д1„х1 ‘i_ b2,,x2+ .. .+д„„хд.
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Формата (7) става

u= Σ λιίδι ι 4-boXat o . -Ὲ 6)
#1

и като идентифицираме с u=2a,~, X;X;, получаваме

п

a;= Σ lrb ir b 7е
r=1

отгдето 3a j=1, 2, 3,..., п имаме

ад-- медби -Ἐλιρδιαθιοττ - - - by

ар-Меаба + XD 1obog+ . 6 въ

Като ги решим спрямо λιδην Aby, ..., Аб, получаваме

ВАру-аВу-ааВ,, + ... τ Β

или по свойство на ортогоналните детерминанти

получаваме

А6,--адлб,-а»6,, Ἔ .-.+-абн

Ако поставим i=1, 2, 3,..., п, TO получаваме

((@n— Db+ Ayobyit ...+ a1,0,;=0,

| ам0б; +(аза--А)65,,- .. + аз„бн/--0,
(8) {

e o+ Ξ e+ e = & Е . . e o o e o =

@byt Auoba;t v+ 4@y —Ay)0n;=0.
3a πᾶ има стойности Ha b, KOHTO да ги удовлетворяват, трябва

детерминантата да бъде равна на нула. Следователно Ay, Ay ... As 8

корени на уравнението ,

a“—-x a12 .. . al’l

ал Qog—X Qon 0

ал й а Qun—X

Впрочем до този резултат можем да достигнем директно, като

използуваме предишния параграф. Именно по условие формата

u—r(x24+x2+...+ х)
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с ортогонална субституция трябва да премине във формата (A, —A)y,%+
+ (2--1) у2 +... + (я -- )»,, и то така, че при А-Ар Ag..., A,

трябва да се редуцира на по-малко от л квадрата, T. е. трябва дис-

криминантата й да е равна на нула за тези стойности на А.

Лесно е да намерим елементите на трансформацията, като решим

системата (8), считайки А 88 известни. Тогава известно ΗΗ €, че неиз-

вестните са пропорционални на адюнгираните количества на елемен- .

тите на един ред в детерминантата ΟἹ коефициентите :

а --А) й .л

(121 α22-λι...α2”

ал Фла чее ann_—lj
Като вземем под внимание, че тази детерминанта е симетрична, от

което споменатите адюнгирани количества са пропорционални на ква-

дратните корени на адюнгираните количества на главните елементи, то

като означим с A, адюнгираното количество на а,--2, в горната де-

терминанта, получаваме за всяко /

by =_£7j‘= < Д].: 1 Ν

VAU' VAW' VAnj VA]j+A2j+ .. .+Ал/

понеже ὁ. -Ἐδὰ)-Ἑ.. . Ἔδη,2Ξ:1. Оттук имаме

< |/_ м Aij ..
bij А) .. А L, j=1,2,..., п.

7. 3aKOH 3a инерцията на квадратичните форми. Както видяхме,

една квадратична форма с подходяща трансформация с отлична от нула

детерминанта може да се представи като сума от квадрати, броят на които

е точно равен на ранга на квадратичната форма. Възможните такива

представяния притежават едно важно свойство, което има голямо прило-

жение, Именно във всичките такива трансформации на

една квадратична форма в сума от квадрати броят на

квадратите с положителни коефициенти е един и съчц.

Същото очевидно важи тогава и за броя на отрица-

телните квадрати.

Това е така нареченият закон за инерчността на квадратичните

форми, открит от Силвестер и Хермит.

3

l..n

Така Heka формата u= Σ @, XX, с помощта на линейните суб-
ik

ституции

X;=byy+ ... +by Ул
9) (=1, 2,..., п)
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с отлични от нула детерминанти се привежда във формите

ιι :λ1}|12-}-λ9γ22 ̓ἱ" ... ’ἦ“λπ)’ηἷ

(10)

ие щ2 2+ 252+ ... + р22.

Ясно e, че от (9) MoxeM да изразим ур Vg..., У„ посредством #),

Фл 2, и обратно. От (10) имаме

(11) ми?-+... +7»„1/„2=Р1212+ oot pn2n®

Да допуснем, че B дясната част има Й отрицателни члена, а B

лявата h, >k такива. ToraBa можем в дясната част тези Й члена да

анулираме, като дадем стойности нула на съответните г. Също можем

вляво да анулираме положителните членове Ha броя п--Л). Остават

още #—~h+h,>n неизвестни у и 2, които можем да подберем така,

че да удовлетворяват уравненията (9). Но тогава вдясно B (11) остават

само положителни членове, а вляво -- само отрицателни, т. е. това урав-

нение не е възможно. Следователно допускането, че в двете части на

(11) няма еднакъв брой положителни членове, € невярно. “

Разликата от броя на положителните и отрицателните квадрати

по абсолютна стойност се нарича сигнатура на квадратичната форма.

Ако всички квадрати са с еднакъв знак и броят им е равен на

броя м Ha променливите, формата се нарича дефинитна. Ако

всички квадрати са положителни и следователно формата е положи-

телна и взема стойност нула само тогава, когато всички променливи

се анулират, то TA се нарича положително дефинитна, Също

ако всичките квадрати са отрицателни и формата се анулира само при ану-

лирането на променливите, тя се нарича отрицателно дефинитна.

8. Дефинитни форми. Ще използуваме трансформацията в пара-

граф 6. Нека предположим, че във всяка отделна линейна трансформация

всички коефициенти a; не са нули, така че не ще става нужла за втората

трансформация. При всяка трансформация тогава ще се явяват ква-

драти на променливите, които нека така бъдат подбрани, че инде-

ксите им да бъдат в натурален ред. Отделните трансформации ще

имат вида

χ' , -εαὶ - ддоХа Ἐ е. F%nXn,

Ха- Ха

Хая X3

x’,,= Хъ

ху

Ху Х«а а ... ааа
» g
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ῃ

ToraBa, ако означим последователно трансформациите ς

t’'=81, r"=8,r,..., - 5,.γία--ἢ,

то ще имаме

u=S8r=S,8,_,...5;r,

гдето 5 ще бъде, KaKTO лесно се убеждаваме, матрица с елементи Ha

главния диагонал 1 и селементи OT едната страна на главния диагонал,

равни Ha нула. Матрицата на трансформираната форма ще бъде 5/А5 -В.

От това се вижда, че със субституцията 5

7 Ху ЙуеХа 4 е.. τῈ ЙаяХ,

y2: X2+h23xs+ ... + h2nx,,,

Уя Ха  ̓

n n

формата u= D, a,xx, се обръща BLB вида μ-- Σ,λ, yr
ἐκεεῖ #1

Ако поставим

йл Qgy--- Aoy
A,= , m=1,2,..., n,

m

TO ACHO €, че при Хл = Хаа .. = Ха = 0 формата D, @,XX, с rop-
k=1

m

HaTa субституция се обръща B Zl,- y? Taka, че 3a дискриминантата Ha
=1

новата форма имаме

λΙΖΑΙ’ λἌ:Α-ιι-'-! A= а

при предположение, че А са отлични от нула. Че детерминантите А

не се променят, се вижда лесно и на основание на специалната форма

на матрицата S. От допускането ни следва действително, че тези числа

са отлични от нула, Така първо A;=a,,#+0. Като премахнем при пър-

вата трансформация x,?, детерминантата A, остава непроменена и кое-

Ayфициентът пред HOBHA квадратен член е равен Ha . който по пред-
1
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положение е отличен ΟἹ нула, и Τ. H. Очевидно е тогава, че ако A, >
>0, k=1, 2,..., n, то формата ще е положително дефинитна. Ако

обаче Α, «0, A,>0, A;<0,..., (—1)*4,>0, то понеже числата А
са отрицателни, формата ще бъде отрицателно дефинитна.

Тези достатъчни условия са и необходими. Действително всич-

ките @, трябва да бъдат отлични от нула. Понеже, ако например a@,,=0,

то като поставим X,=1, a останалите променливи x,=0, формата взема

стойност нула и не би била положително или отрицателно дефинитна,.
С трансформацията

а а

Д ЕЕ Е ЕК
an ἄμ

се явява квадратът A, y,2 Със същата трансформация всички главни

миньори на детерминантата A, B които влизат елементи от първия ред

и стълб, T. е. всички миньори, на които матрицата € симетрична спрямо

главния диагонал

апт

остават неизменени.

Понеже B първия ред и първия стълб остава само ау + 0, то
онези от главните миньори, които са OT втори ред, разделени с ар

дават коефициентите на квадратните членове, T. €. онези, които съдър-

жат квадратите на променливите, което впрочем се и директно по-

казва лесно с пресмятане. Ако формата трябва да бъде положително

или отрицателно дефинитна, то никой от тях не може да бъде равен

Ha нула. Защото тогава, като поставим x;=0 и върху останалата

форма приложим горните разсъждения, ще можем да дадем стойности

на променливите, от които една поне не е нула, но формата да има

стойност нула. Така последователно получаваме теоремата: Необхо-

димо и достатъчно условие, щото квадратичната фор-
n

Ma u=, @, XX, да бъде положително дефинитна, e глав-
ἐκεεῖ

ните миньори A, 42,..., 4, да бъдат положителни,

За да бъде формата отзрицателно дефинитна, необ-

ходимо и достатъчно е редицата

1, Al’ Ag,---, Αῃ

да има п вариации на знаците, T, е. (—1)4,>0. Като следваме
горния път, получаваме :
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Необходимо и достатъчно условие една форма ΟΤ
ранг й да не може да вземе отрицателни стойности

се състои в това, че променливите да могат Taka да

се номерират, че главните миньори A, A,...,A, да бъ-
дат положителни.

Необходимо и достатъчно условие една форма от
ранг ц да не може да вземе положителни CTOHHOCTH

се състои B това, че променливите да могат така да

се номерират, че редицата 1, A;,..., 4, да има промен-

JMBH знаци.

Че условията са достатъчни, се вижда, както това направихме по-

рано. Необходимостта им се доказва така: ако p=0, то се анулират

всички @;, и тогава твърдението на теоремите е очевидно, Ако p>0,
има поне едно число @, отлично OT нула. Ако всички @; са нули, но

например a,,==0, то поставяме

Жу . Ἔ Хауе Уа X;=y; (С>2).

Тогава в трансформираната форма се явяват двата" члена 24y y,?
и —2a,, 9,2 Ако поставим y;=0 за 1>2,то се вижда, че формата
мени знака си. Следователно поне едно а,--0. Номерираме така про-

менливите, че a;,5+0, и с първата трансформация се получава квадра
тът на новите променливи — HMEHHO членът &y Y2

Ако p=1, то новата форма се анулира идентично. Ако p>1, TO

трябва да има поне един главен миньор от втори ред, отличен от нула,

понеже такива миньори са коефициентите на квадратните члеБвове B
новата форма и ако бяха равни всички на нула, последната, както вече

видяхме, би променяла знака си. Продължавайки така, достигаме до

доказване на теоремата.

9. Хермитови форми. Билинеарната форма
1..п

А(х, )- Σ a, X, Yp=1'Ah
i κ

и квадратичната форма
l..n

Е

се наричат хермитови, ако @, =4a,,. Тогава 88 матрицата й

au 1112 .. а1„

A=|

Ἱ ἄμι йло... йл

ще имаме A’=A, гдето дясната част е матрицата, която се получава

ΟἹ A, като вземем конюгованите стойности на елементите I Числата

а,, са реални, понеже A;=a;. Ако приложим линейна трансформация

г--5и, h=Sy,
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то формите се обръщат в

А (μ, v)=u'S’ASyv,

A (4, й)- 5 ASu,

KOMTO Ca пак хермитови, понеже

(5А5) -5А5-5А5-(5/А5).

Теорията на квадратичните форми може с малко изменение да се

приложи напълно за хермитовите форми.

Така матрицата 5 може да се избере по такъв начин, че трансфор-
мираните форми да имат вида

- - -

Zbk UV D byttt

- Също рангът. при линейната трансформация не се изменя и броят
на различните от нула b, е точно равен на ранга на формата,

Законът за инерчността на квадратичните форми остава в сила

и за хермитовите форми. За пример ще посочим доказателството на

това приложение, което гласи:

Ако една хермитова форма на л променливи

{ л

Σ Σ а Х„Ххр αρρττῦς Ε
=1 q:]

с трансформацията
л

(12) ае З пе 0
21

,--ν

n

приема вида Ед„х„хо и ако с една друга та кава TpaHc-

=1
-

и —rs

n

формация приема вида Σερκοχρ, то между числата #

01

има толкова положителни, отрицателни или равни на

нула, колкото има съответно между числата c

Броят на числата b и ¢, които не са нули, € равен на ранга Ha

формата, Нека втората трансформация е
я

(13) Σ 810X, -

o=1

Karo решим уравненията (12) и (13) спрямо x' и x", да umame
” n

Xo= Σ Υο Хъ Xo = Σ aol Х
=1=1
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Следователно имаме тъждеството

Σ δὲ а Χ Ε <.я Х 2=
41

(14)

o=l

Heka ot числата b, ту ca положителни и [, отрицателни, а

между числата C,, M, са положителни и [, отрицателни. Тогава сумата

т , --т,+-4, е равна на ранга. Ако имаме m,>m, Τ. е. Д<!. то

my+-l,<m,+1l, < п. Тогава можем да дадем на х) CTOHHOCTH, които

не са всички равни на нула, такива, че квадратите Ha брой I,+m,,

които принадлежат на отрицателни ὅ и положителни с, да се анулират.

Но в такъв случай вдясно ще имаме само отрицателни квадрати, а

вляво положителни освен ако всички нвадрати са нули, Но тогава

трябва и X; да са равни на нула.

Дефинициите и свойствата на дефинитните форми се обобщават

непосредствено и за хермитовите ΦΟΡΜΗ.



ЧАСТ Ш

ЛИНЕЙНА АЛГЕБРА

Глава 1

Пространство OT л-мерни вектори

1. Определение на вектор и линейна зависимост. Под n-mepen

вектор разбираме една наредена система OT л числа (@, йз,....а.). Век-

торите ще означаваме с букви?е а, b, с,... Числата @, а,,...,а, се на-

ричат координати на вектора (@, 4y, ..., 4,). Два вектора а -- (а1,й»,..., ал)

и b=(b,, b,,..., 6) се считат равни само тогава, когато координатите им

са еднакви, т. е. когато

a,=by, йа--6,,..., ал-- ὃῃ.

Равенството им означаваме с a=b. Под нулев вектор 0 разбираме век-

тора (0, 0,...,0).

Hanpumep двумерният вектор (a, #) определя положението на една

точка в равнината, на която декартовите координати са а и . На мат-

рицата от т реда и л стълба

an a12 ... (11„

Qg (9 -.. η

|
| ̓ йл Qs+ - Appyy

отговарят т-те л-мерни вектора

(ап, ai2,..., αἰ”), ὶ: 1, 2, 3,...,т,

които се определят напълно, или л-те т-мерни вектора

(@ йл Q) #51, 2, 3,..., п.

Под сумата a--b=cC на два произволни вектора

a=(a, аз,..., ал), b=(by, by,..., 6,)

разбираме вектора

c=(a;+by, аа+д5,,..., ал+ бя).
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Очевидно ще имаме

а+0-0-+а-а

3a кой да е вектор а. Лесно се убеждаваме, че събирането на вектори

притежава основните свойства на числата.

1. Разместително (комутативно) свойство:

а+Ъ5-5--а.

2. Съчетателно (асоциативно) свойство:

(a+b)+c=a-+(b+c).

Под произведение 8λ--λὰ Ha BeKTOpa a=(a,, ай.,..., ал) с произ-

волно число А разбираме вектора '

Умножението на число притежава разместителното и разпредели-

телното свойство. Имаме

ca=ac,

c(a+b)=ca+ch,

(a-+b)c=ac+bc.

Да докажем например BTOPOTO равенство. Heka

a=(a;, ay,...,an) b=(by, by,...,b,).

[To определенията ще имаме

c(@+b)y=(ca;+cb,, σαᾳ-Ἐ сб6,,..., сал+-сд,),

cat-cb=(a,c+byc, axc+byc,..., а,с + δ,ο),

от които равенства следва непосредствено твърдението. Третото ра-

венство следва непосредствено от BTOPOTO,

Ще дефинираме разлика a—b на sexrdpure а и b, Под разлика раз-
бираме такъв вектор X, сумата на който с b e равна на а,

X--b=a.

Ако означим с

Х=(х1, Χ2, Σ Χ“),

TO горното равенство CTaBa

(χ, Ἐδι, Xo+by,s. .., X ba)=(ay, ..., ан),

откъдето получаваме а

х-а1--68),, Xg=ay,—b,,..., Xpn=0a,—b,.

Следователно разликата се определя с

a—b=(ay, йз,..., ал)--(8), by,..., #,)--

=(a,—by, аа--6,,..., a,—by).
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Разликата 0—a се означава с --а и се нарича вектор, противоположен

на а. Следователно

а+(--а)-0. .

Or определенията следват свойствата :

с (da)=(cd)a,

c(a—b)=ca—ch, (c—d)a=ca—da,

l.a=a,

(—1l)a=—a,

0.a=0, a.0=0.

“ Hexa а), ay,...,a, е една система ΟἹ л-мерни вектори. Казваме,

че тази система от вектори салинейно зависими, ако съществуват

т числа Py, Раз..., Dy TOHE едното от които е отлично OT нула, така

: че да имаме

pra+paas+...+p,a,=0.

Ако TakoBa равенство € невъзможно 88 такива числа Py, pPy,...p,, T. €.

горното paBeHCTBO € CaMO TOraea BBb3MOXHO, ако BCHYKHTE чЧисла

Ръ Pas---» Py са равни на нула, TO KasBaMe, че системата вектори

ар а,,...,а, са линейно независими.

Например векторите Ν

a=(2, 1, 3) b=(1, 0, —5), с-(-4, -1, 7)

са линейно зависими, понеже между тях има линейната връзка

a+2b+c=0.

Лесно се npoBepsBa, че горните BEKTOPH са два по два JHHeHHO He3a-

висими. Например да предположим, че а и с са линейно зависими, Τ. 6.

ра-+а4с-0.

Това равенство е възможно, ако

2р--44<0,

p—q=0,

3p+79g=0.

ΟἹ тези уравнения получаваме обаче p=0, g=0.

Системата ΟἹ нулевия вектор 0 е линейно зависима, понеже 88

BCAKO число с имаме ¢.0=0. Ако а e вектор, отличен ΟἹ 0, то равен-

ството ¢.a=0 е само тогава възможно, ако с-(, T, €. системата от

всеки отличен от 0 вектор e линейно независима. Системата от кои
да e вектори а), а,,...,.а, и нулевия вектор 0 е линейно зависима,

понеже имаме
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Ако системата вектори a,, &y, а;,...,.а, е линейно He-

зависима, то всяка част от неяе също линейно неза-

висима система вектори.

Да предположим например, че системата вектори а), ag,...,d,

p<m, е линейно зависима. Тогава съществуват р числа су Св...,Ср

едно поне от които е отлично от нула, за които имаме

ι 8 + с 4,-- ...τ- Δ, 8,-Ξ-0.

Но тогава ще имаме

с1а4-+-с.аз--...-+с,а,-+0.а Е А .0 +0.a,=0,

OT KOETO PABEHCTBO следва предложението.

” Ако един n-mepeH вектор b се изразява посредством H-MEDHHTE
вектори ар а,,....а, с равенството

!

.ἶ; b=p,a,+psas+ ... Ἔ адо
/ където ръ Pay... Py са числа, то казваме, че векторът b е линейна
! комбинация на векторите a;, аз,...,а, или че b се изразява линейно
| посредством векторите а) аз,...,а,. Лесно се вижда, че линейна зави-
| CUMOCT и линейно изразяване са две равносилни понятия. Действително,
: ако векторът а е линейна комбинация на векторите &y, а,,...,а,ь, TO
͵

a=c¢ a;-+cat ..- С 9

където €y, (,...,C, Ca числа. Ho последното равенство може да се
А

пищше така:

ι ι + саа,-+... +c,a,+(—1)a=0,

което показва линейната зависимост на векторите &, ар @g,...,a,

Обратно, ако векторите а, a,, а,....,а,, са линейно зависими, то ще

имаме

където поне едно от числата с, €y, Cg,...,C, е отлично от нула. Нека
¢==0. Тогава от горното равенство имаме

с с
2 82—...———'"3

с

с
a=—"La —¢ N

T. €. а е линейна комбинация на 8,» Ay, ...,a,,

2. Ранг на система OT вектори. Под ранг Ha една система OT

п-мерни вектори a,, аз,..., а, разбираме най-голямото число линейно
независими вектори OT тях.

Например рангът на системата

a=(1, 2, --1), b=(2, —1, 3), с-(3, 1, 2), d=(0, 5, —5)

е paBeH Ha 2, понеже векторите а и b ca линейно HE3aBACHMH и

c=a-b, 4-2За-0Б.
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От дефиницията на ранг непосредствено следва предложението:
Ако рангът на системата ΟἹ п-мерни вектори

() ар ay,...,a,

е равен на ри a;, ал,...,а,, са р линейно независими вектори от нея,

TO всеки OT векторите (1) се изразява линейно посредством векторите
а:, аг.... a,:”.

Действително нека а е произволен вектор, отличен от векторите
iy, ащ . Понеже рангът е равен на р, то ще имаме равенството

(2) la"'klag’ ;i—)\gai2+ ot λρ a;, =0,
където едно поне OT числата A, Ay, Ay,...,A, € отлично Ha нула. Ho
числото A е сигурно отлично ΟἹ нула, понеже инак бихме имали

ал Ἔλοαι, + ...+, =0,

което противоречи на линейната независимост на системата &, &y,,.. .4y,

Но Τογᾶβα от (2) получаваме

Ay Ay Ар
a= - ал ς ἃ,, --... --λ 'ἂι'μ,

с което предложението е установено.

1. Ако в една система от л-мерни вектори

(3) ар ay...,a,

отстраним вектор, който се изразява лине йно посред-

ством останалите вектори, то рангът на системата не

се изменя, Също рангът на системата не се изменя
при прибавяне към нея на вектор, който се изразява
линейно посредством векторите на системата.

Нека векторът a,, се изразява линейно посредством останалите
вектори на системата (3)

4) ал- щ а Π βα A+ ...+, 3,

и нека г е рангът й. Ако /--0, то векторите (3) са нулеви и при от-
страняване на нулевия вектор a, очевидно рангът € пак равен на нула.

Нека cera r>0. Да предположим, че при отстраняване Haa, рангът на
системата (3) намалява. Тогава рангът би трябвало да стане равен на
r—1, т. е. системата

“ὤ ala az» a3 )°-~7am—1
трябва да има ранг r—1. Ако r=1, 10 ΟἹ (4) следва, че и a,=0, т. е.
рангът на системата (3) е равен на (), което е противоречие.

Нека cera r>1 и да означим с
-

(6) аг, а,..., B,
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г линейно независими вектори от системата (3). Не е трудно да се

види, че векторът а, трябва да се съдържа в редицата (6). Действи-

телно, ако a, не е между векторите (6), то последните ще принадлежат

на системата (5) и рангът й би бил равен на /-1, което е противо-

речие. Нека тогава a,=a, . Векторите ал, ap,..., а, Ca линейно не-

зависими като част от системата (6). Ho понеже рангът на системата

(5) е равен на /, то по предното предложение всеки вектор от систе-

мата (5) се изразява линейно посредством векторите ал , Ak, Aky ..» ал |.

ΟἹ равенството (4) се вижда тогава, че векторът a,=a, се изразява

линейно посредством векторите g, ал,..., @ „ което противоречи на

линейната независимост на системата вектори (6). -

Втората част на теоремата следва непосредствено от първата.

Нека предположим, че при прибавяне на вектор 8;,,:1 KbM системата

(3) рангът се повишава. Но тогава при премахване на този елемент

рангът би трябвало да се понижи, което противоречи на първата

част,

2. Ако рангът на една система от л-мерни вектори

(7) a;, ag..., a4,

e paBeH на F, TO има B системата (7) / линейно He3aBH-
сими вектори, чрез KOHTO се изразяват линейно BCHU-

ките вектори на системата (7). Обратно, ако в систе-

мата (7) съществуват / линейно независими вектора,

посредством които векторите на системата се изра-

. зяват линейно, TO рангът на системата е равен на r.

В случай, че рангът е равен на нула, то векторите на системата

(7) са всички нули и теоремата е очевидна. AKO рангът r=1, то в

системата трябва да има / линейно независими вектори A, ал,..., A,

и по предложението всеки вектор а от системата ще се изразява ли-

нейно посредством векторите @p, Зл ..., Ay,

Обратно, нека векторите ал, 8κ.»...» а, ca линейно независими и

всеки вектор от системата (7) се изразява линейно посредством ay,

ap,,..., a, . Тогава, като премахнем векторите @j,, а/,,..., Ay +„ КОИТО

се изразяват линейно посредством g, Ak, ..., &, , получаваме линейно

независимите вектори

Ap, Ἄκ.γ. . 1 akr,

като“ рангът на тази система е очевидно равен Ha 7. По Teopema I ран-

гът на първоначалната система (7) е също равен на r.

На основание на теорема 2 можем да дадем друго определение

ШЕЙНО независими вектори от системата, посредством които всеки

вектор от системата може да се изрази линейно.

Нека е дадена една система от т вектора

(8) | apz(aplr Apos-- '.» pn)’ 1=p =m.
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Да означим с А матрицата

ἄ ὥχ5... ὥχι

021 022 “«« (12,,

Qi Qo - В

на KOATO редовете представляват KOODAMHATHTE Ha BEKTODHTe а, Ще

установим следната основна теорема:

Рангът на системата вектори (8) еравен на ранга

на матрицата А. Да означим с A’ транспонираната матрица Ha А;

ац йа.-. а

а1 йзо-.. йл |

(11„ ад„ ... а„т

Рангът на А” е равен очевидно на ранга на А. Нека / е рангът на А.

Ще има следователно поне една детерминанта OT ред 7, която е от-

лична OT нула, и всичките детерминанти ΟἹ ред /--1, образувани OT

елементите на матрицата A’, ще са равни на нула. С подходящо раз-

местване на редовете и стълбовете можем да предположим, че детер-

минантата

а ал...ал

o Qg йзо...йо

|

Ι ар ἄς,... ,
е отлична ΟἹ нула. Но тогава векторите ар ay..., 8, ще бъдат ли-

нейно независими. Действително, ако имаме равенството

7&131 -+ 7&232-}— ... -}-λ͵8͵:Ο,

то би следвало, че

мац Al + o +Аад-0,

A QiAo й ... A a=0,

Понеже рангът Ha матрицата, образувана OT коефициентите Ha числата

Ay Agy..., A, € равен на 7, TO по теоремата на Руше единственото ре-

шение на системата линейни хомогенни уравнения (9) ще бъде нуле-

BOTO, Τ. е. A;=Ag=...=A=0, с което е установена линейната не-

зависимост на векторите a;, а,...,а..
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Да разгледаме системата линейни уравнения: /--1 < p=n,

ац Xy ал Xgt ... - ал Χ, =0y,

Q1 X1+ Qg Ха ... + Qg X, =,

ая ΧῚ + 8y, Ху ... @, X, =0,

Понеже матриците

| @11 ἄ51... ад | @1 ац o0y
!

|

;
ая Qg,...4Q,, | ἄρη

а 99 .... Ω,} йр ао йзз...йо

|
Е

1

Qin Qg,...Q,,

са OT един и същ DaHr, paBeH Ha 7, TO системата (10) има определено

решение X;=v;, Xy=Yy..., X,=v,. Ho тогава лесно Hamupame, че

a,=v; a+vpag+... v, a,

T. е. всеки BEKTOp OT системата (8) e линейна комбинация на BEKTO-

pute ар a,..., а, Следователно рангът Ha системата (8) e равенв Ha r.

Heka cera рангът Ha системата (8) е равен на r. ToraBa всеки
вектор OT Hes ще бъде линейна комбинация Ha / независими вектори,

ΚΟΗ͂ΤΟ да означим с

a;, а,,..., A

Можем следователно да пишем

а,- ма,--а, + ... +1a,.

Като приведем това равенство към координатите на векторите, KOUTO
влизат в него, ще имаме

ад-Мац- йл + ... A4,

а Ξ Мала-- λης " ... +A.a,,

Qo =MAn+Alon+ ... -Ἐλ,α,,-

От елементарните свойства Ha детерминантите заключаваме TOrapa, че
всички детерминанти от ред 7-Ἐ], образувани от елементите на матри-

цата A’, ще са равни на нула. Понеже рангът на системата вектори
(8) е равен Ha /, то има / независими линейно вектори, които озна-
чихме са), 82»...» а, Ho тогава детерминантата (0) ще бъде отлична
от нула, с което доказваме, че рангът на матрицата A’ е равен на r.

Едновремгнно установихме, че рангът на системата вектори

bi:(all’, azi,.--,ami), i=1, 2, 3,--., IZ,

Ha KOMTO координатите са стълбовете Ha матрицата A, е paBeH Ha

ранга Ha матрицата A.
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3. BeK'ropHO пространство. MHOMKECTBOTO OT BCHUKHTE лм-мерни
вектори .

(ay, ay..., йв),

разглеждано заедно ¢ дефинираните действия събиране HA BEKTOPH и
умножение на вектори с реални числа, се нарича л-мерно векторно

п ространство, което ще отбелязваме с V. Да разгледаме векторите

e,=(1, 0, 0,..., 0)

e,=(0, 1, 0,..., 0),

е,--(0, 0, 0,..., 1).

От прости СЪОбРЯЖЕНИЯ или от предната теорема се вижда, че тези

вектори са линейно независими. За всеки вектор a=(a@y, dy..., ал) OT

V. ще имаме

a=(a;, 0, 0,..., 0)-1-(0, а,, 0,..., 0) +...4(0, 0, 0,..., ал)

=a.(1, 0, 0,..., 0)+a,(0, 1, 0,..., 0)+ ... +a.(0, 0, 0,..., 1)-

=a,e,+a, €+ ...+an em,‘

T. €. всеки вектор OT пространството V, e линейна комбинация на век-

торите €, €y..., €, Наричаме векторите е;, е,,..., €, базис на про-

странството V,. Изобщо всяка система от п-линейно независими век-

тори ἃ;» а,,..., @, от пространството V, наричаме базис на това

пространство. Ако означим с @1, @,..., d,, координатите на векто-

рите a,, 1 = p=.7, то OT основната теорема следва, че необходимото
и достатъчно условие, щото векторите @, @y ..., а, да образуват ба-
зис на пространството V,, се състои в това, че детерминантата

а йо-...йзи

”02, (122 .. .02„

(1)
ЕЕ e e s

| :
|йл η .o« Ann

да бъде отлична OT нула. Heka

a=(a,, ay..., йл)

е произволен вектор OT пространството V. Системата линейни ypas-

нения

а12Х1+а.32 Х2+ ... +а„2 x,,=a.3,

. . .
s . . e . Ο ЕН

ἄμ X1+ AgnXa+ oo + йла Хн -- йл
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Θ

ще има едно напълно определено решение «х;)-А), Xg=Ag..., Ха Ал.

Лесно се вижда тогава, че векторът а ще е равен на

(12) а- а --1.9,--... + Аал.”

Така виждаме, че всеки вектор ΟἹ V), e линейна комбинация на век-
торите &y, Ay,..., an Представянето (12) e еднозначно. Това видяхме,

че следва от самото получаване на това представяне. Впрочем едно-

значността на представянето (12) може да се установи и така: нека за

вектора а имаме и друго представяне:

(13) а- а Ἔ μροδγ-}- ... + βηδη.

Ho тогава от (12) и (13) ще имаме

(λΙ-μ'Ι) a1+()‘2'_p'2) а2+ ... +(7»п-Р„) а„=0,

което равенство противоречи на факта, че векторите a;, а,,..., @, са
линейно независими.

Нека by, b,,..., b, са k& вектори ΟἹ пространството V,. Множе-

ството от всичките вектори

(14) τ +Taby 4 ... +1,b,

за произволни реални Числа Ty, Tg..., T, € също BEKTOPHO простран-

ство, понеже сумата на вектори от вида (14) е от същата форма, както

и произведението им с произволно реално число. Полученото така

пространство, на което очевидно векторите принадлежат и на V,, се

нарича подпространство на V, Нулевият вектор и самото про-

странство V), са очевидно подпространства на V,. Те се наричат He-

собствени подпространства на V,. Останалите подпространства се

наричат собствени подпространства на V.

. 4. Линейно преобразувание. Ще разгледаме cera въпроса за тъй
нареченото линейно преобразуване на едно векторно NPOCTPAHCTBO,

което има приложение в разни въпроси от различни области на мате-

матиката. Нека V, е едно n-MepHO векторно пространство и да напра-

вим да отговаря на всеки вектор а от него също вектор а” от същото

пространство. Векторът а” се нарича образ на вектора а и това съот-

ветствие се означава с а --а”, При това съответствие не се предполага

непременно взаимно €JIHO3HAYHO, Τ. е. на вектора а отговаря напълно

определен вектор 8 ́, но образът а” може да отговаря на различни век-
тори от Vi, Съответствието а — а” се нарича линейно преобразувание
на пространството V), ако удовлетворява условията:

1. Axo ἃ — 8 ́, то 38 всяко реално число A, λᾶ — A Q.
2. Ako a—a’ и Ὦ -- 8 ́, то a+b— a’+b'

Hanpuwmep, ако на вектора (a, #) отговаря векторът (g, 0), TO noay-
чаваме TaKa едно линейно преобразувание HA MPOCTPAHCTBOTO V,, съста-
вено от всичките двумерни вектори. Проверката на условията 1 и 2

е непосредствена. Така от (a, 4) -> (а, (0) следва

с (а, b)=(ca, cb)— (ca, 0) - с (а, 0)
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и or (a, δ) -» (α, 0) и (α,, b,)— (a;, 0) следва

(@ #)-(а, b))=(a+ay, b+5,)—~(a+ay, 0)=(a, 0)+(a,, 0).
Очевидно при това преобразувание Ha BCeKu вектор (@, #) отго-

варя само един вектор (а, 6), HO векторът (@, 0) отговаря на безбройно
много вектори. |

Ако на всеки вектор а ΟἹ л-мерното векторно пространство И.
поставим в съответствие същия вектор а, то получаваме очевидно

линейно преобразувание, което се нарича тъждествено и се означава
ΕΝΗ В случай, че на всеки вектор а отговаря нулевият вектор 0, полу-
ченото линейно преобразувание се нарича нулево и се означава ς .

От свойството 1 следва следното: ако a—a’, то —a— - a'.
Понеже а-- (—a)=0, то следва, че на нулата при всяко линейно пре-
образувание трябва да отговаря също нулата.

Множеството М от образите на векторите от про-
странството V, при дадено линейно преобразувание e
някое подпространство на V,

Действително, ако векторът а” ΟἹ V, е образ на вектора a, то
векторът λδ ́, А произволно число, е образ на вектора Ха и следова-
телно принадлежи на M. Ако b’ е произволен вектор ΟἹ M, то векто-
рът a’+4-b’ като образ на вектора a-+b принадлежи също на M. Съг-
ласно с теоремата от предния параграф M е подпространство на К.

Да означим образа а” на вектора а с А(а). Тогава условията 1 и
2 за линейно преобразувание добиват прегледната форма:

1. A(ca)=cA(a) за произволен вектор а ΟἹ V, и произволно
число с.

2. A(a+b)=A(a)+A(b) за произволни вектори а и b ΟἹ V,.
Символът А(а), който удовлетворява предните две условия, се

нарича и линеен оператор. Той е еквивалентен на линейно пре-
образувание в смисъл, че на вектора а отговаря векторът 8' -- А (а).

Нека а) а,,..., a, е някой базис Ha пространството V, Ако
Ар λρνυυνν, Ay са произволни числа, то на основание 1 и 2 получаваме
лесно равенството

Векторите A(a,) принадлежат Ha пространството V, и ще бъдат ли-
нейвни комбинации на векторите &y, а,,..., ал,

A(ai)=a1i81+a2laz+ ... +а„да„, ἰ:], 2, З,-.., n.

Матрицата A

ау Qqy...Qyn

agl 1122 ... а2п

Α: ;

ащ йпо...йца

на която стълбовете са равни на координатите на векторите А(а,), се
нарича матрица на линейното преобразувание А при базис а,, a,,..., &
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Така на BCAKO линейно преобразувание отговаря една напълно опреде-

лена матрица. Обратно, на всяка матрица А отговаря едно напълно

определено линейно преобразувание. Последното свойство следва от

следната теорема : и

Нека u, U,,..., U, е един базис на пространството К.

M Vy, Уа,..., Ул € една система о? л произволни вектори

от V, Тогава съществува едно и само едно линейно

преобразувание, което привежда векторите о-т базиса

й й,,..., U, във векторите У), Уа,..., Ул.

За да установим теоремата, нека на всеки вектор

ἂ:λι ul -ι-λἳ u2+ ... +Ап “п

ΟἹ V, да направим да съответствува векторът

а!-- А Vi+A Ма+ ... -Ан Ма-- А (8).

За да установим, че така получаваме линейно преобразувание, трябва

да проверим дали условията 1 и 2 са изпълнени. Понеже за всяко

число А имаме

Жа=Юк1 “1+Юх2 ll2+ ... +М„ 1!„

и Ha BekTOpa λ трябва Aa CHOTBETCTBYBA Ректорът

то виждаме, че условието 1 за линейното преобразувание е изпълнено.

Нека .

b=[.l-llll+p.2u2+ ... +р-д“п

е също вектор от пространството И. На него ще отговаря векторът

Ι ̓ ́:μινι Vot ... еУе

На cymata or двата вектора

a+b=0+p) u+QRopg) 2 - ... -Е(Ал- Ω) Ця

ще отговаря векторът

(λι τ ΡἸ) м + (Ав“*" μ2)ν2 + o ”}"(λπ"}'μπ)νπ Ξ  ́ -θ',

т. е. сумата на векторите а” и b'. Така установихме, че и условието 2
за линейност на преобразуванието е изпълнено.

Ако означим с А полученото яинейно преобразувание на простран-
ството Уъ ще имаме ;

А (а)- А(А +ъ 4 + ... +л Ца)--ММЕ а Vot .. 424 Ул

Ако поставим тук A,=1 и A,=0 88 s=1, 2,...,k—1, #41,..., n,
получаваме A(U,)=V, 1 =k=n,T. е. всеки базисен вектор U, ΠΡῊ пре-
образуванието преминава в съответния вектор V, JlecHo се вижда, че
няма друго линейно преобразувание със същото свойство. Действи-
телно да допуснем, че B e линейно преобразувание, което трансфор-
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мира векторите W;, Ugz,..., U, съответно във векторите V;, Уаз..., Уя.

Тогава за кой да е вектор а ще имаме

Ва-м Вщш-+МВ8и,+... + 8 йу-- 2) У а Vot .. м Ул а,,

понеже Bu,=v, 1 =~A=n. Горното равенство показва, че В (а)- А (а)

за всеки вектор а от пространството Ил Τ. е. линейното преобразу-

вание B съвпада с преобразуванието A.

Видяхме, че на всяко линейно преобразувание съответствува една

матрица. Ще покажем cera, че съответствието с матрицатае и взаимно

еднозначно при предположение, че базисът е фиксиран. Именко нека

1 йо...йзп

Ay йзо... йоп

|

|
(15) |

Ϊ
1| @ny Aug---Qnn |

е някоя MaTpulla OT pej Λ. Да образуваме следната система от вектори:

У,-а щ Δ. Uyt ... Δ, U, p=12,..., Λ.

OT доказаната TeopeMa следва, че MOXe да намерим eIHO линейно

преобразувание А в пространството Vj,, което привежда векторите

i, Uy,..., Пл ВвЪв векторите У), Vo,...; Vm T. & Au=v;, Aug=vy,...,

Au,=v,, И това npeoGpasyBaHHe € единствено. |
Да разгледаме сега въпроса за преобразуванието на координатите

на векторите при прилагане на едно линейно преобразувание A. Нека

при базис Uy, На,..., U, координатите на вектора X са Χ, Χν»...» Χη 8

тези на AX са ¥y, »ὲν»...») Уе Т. е. '

Α X=y1 u1+y2 “2+ . .. +_V,,ll,;.

За Ах получаваме

Ах-А(х)щ-Ххей,-... +Жа Up)=X1 A4 (щ)+хао4 (1,)-- ... + хаА(ил).
n

Като поставим TyK стойностите Ha Au, ΟἹ Au,= Σ a, u, получаваме
k=1

AX=(ay X1+ а Χα τ ..е + ауя Хн) ЩК еее τΕ (απι X+

Δ, Ха .. Ε йлп Ха) Uy

Следователно ще имаме

Vp=0p1 X1+ йъ Χ .е ра Xy p=1,2,3,..., Λ.

Матрицата на тези л линейни форми съвпада с матрицата (15).
По-нататъшни свойства на линейните преобразувания ще бъдат

разгледани в отдела за общи линейни пространства.

(_5. Евклидово пространство. В разгледаните досега линейни про-

странства не са отразени метричните свойства на фигурите в геомет-
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рията, като дължина, ъгъл и Τ. н. В смисъл на .обобщение на тези

свойства ще раевгледаме сега понятието за тъй наречените евклидови

пространства. Едно векторно пространство („ ще наричаме евклидово,

ако Ha всеки два вектора а и b от него направим да съответствува

еднво реално число, означено с (@, b), което дефинираме по следния

начин: ако

a=(a, a,,..., a,),

bi(bly bea-'-a bn),
TO noJjarame

(@, b)=a, b, . @, by~ ... +a,b,

Числото (ἃ, Б) се нарича скаларно произведение HA Bek-

торите а и b. Под дължина на вектора а разбираме числото ((а,а).

Означаваме дължината с a'. Следователно имаме 88 вектора а

|а - {γ а)- а а . а

Очевидно ще имаме а!-0(О само тогава, когато векторът а е равен

” Ha нулевия вектор. | τ τ

За скаларното произведение имаме CJEIHOTO неравенство на

Коши --- Буняковски:

(16) (@, b)? <la.b.

Нека а и b ca векторите

а--(а, a,,..., а,),

b=(by, by,..., b,).

Torasa неравенството (16) следва HENOCPEACTBEHO OT тъждеството

а |ъ - (а, b=(a, by—ay 6,7 (a; b5—ay by + . ..

фе + (а.04--65,6,)7 4-... + (An_y bp—ap by )2

При това от предното тъждество се вижда, че равенство в (16)
можем да имаме само тогава, когато a=2Ab, където А е ΠΡΟΒ8-

волно число.

Под ъгъл ф между два вектора а и b разбираме ъгъла p, опре-

делен с равенството

(а b)
со8 ф АТ

Дясната част на това равенство има смисъл при |а| [b| >0, т. е.

векторите а и b не са нулеви. Тогава от неравенството на Коши —
Буняковски следва, че тази част се намира в границите ΟἹ -1 πὸ 1Η

ъгълът ф ще бъде еднозначно определен в интервала () < ф < п.
Ако скаларното произведение на два вектора е равно на нула, то

те се наричат ортогонални. Понеже за всеки вектор а имаме

(а, 0)=0, то нулевият вектор е ортогонален на всеки вектор.
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Скаларното произведение притежава следните свойства:

1. (а, b)=(b, а).

2. (са, 5) - с (а, Б) за всяко число с.

3. (a+b, c) (a, ¢)+(b, с) 3a всеки два вектора a, b и вектор C.

4. (а, a)==0 3a всеки вектор а и равенство имаме caMo при a=0.

Проверката на тези свойства е лесна. Примерно ще установим

третото свойство. Нека

a=(a, йз,..., On),

=(by, δ4,..., διὴ,

c:(Cl’ С2,..., Γ”.

Имаме тогава
-

@+b, ¢)=(a,+by)c,+(ay—by)cs+ ... - (α, +-ba)c,=

-(а1с, a6+ .. ал с) -(д, ¢+ θᾳσς τ ... +bucn)=(a, €)+(b, ©).

Ot горните cBolicTBa следва, че 3a кои да Ca BEKTODH @y, а,,..., &,

b v кои ma ca числа A, A,,..., A, ще имаме

(ма, + а +”... алщ D)=2 (@, Β)-Ἐλο(α., 5) +... + (@ b).

Имаме следната теорема:

AKO няколко вектора, никой OT които не е равен на

нулевия вектор, са два по два ортогонални, то те са ли-

нейно независими.

Да допуснем, че между векторите на една такава CHCTeMa

a, a,,..., а, има линейната зависимост

Като умножим скаларно това равенство с &, получаваме

м (@, а) н (а. а;)--... +p,(a, a)=0,

μιίδ8,, a;)=0.

Следователно щ --0. С подобни умножения получаваме, че и μο-Ξῦ,...,

=0, с което теоремата е установена.

От предната теорема следва, че всяка система от л ортогонални

два по два вектора, от които никой не е нулев, образуват базис от
п-мерното пространство V,, на което те принадлежат. Всеки базис от

този вид се нарича ортогонален базис. Всеки ненулев вектор с

умножение на подходящо число може да се сведе към вектор с дъл-

м а
жина 1. Именно вместо вектора а вземаме вектора а Векторите с

дължина единица се наричат единични вектори (нормирани

вектори), Като заместим всеки вектор от ортогоналния базис със
съответния му нормиран вектор, при което очевидно ортогоналността

не се изменя, получаваме базис, в който всеки вектор е нормиран.

,
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Такъв базис се нарича ортогонален нормиран базис на про-
странството Vo

Например векторите

e.=(1, 0, 0,...,0),

e,=(0, 1, 0,..., 0),

ел-(0, 0, 0,...,1)

ca нормирани (единични) и ортогонални два по два. Те образуват сле-

дователно ортогонален нормиран базис на пространството V.
Да означим с u,, Ug,..., U, един ортогонален нормиран базис на

пространството И,. Всеки вектор а от пространството V), се представя,
както знаем, във формата

(17) a=x, U+ Xl ... X, My

KBAETO X;, Хо,..., Ха са координатите на вектора а спрямо разглеж-

дания базис. Да умножим предното равенство с базисния вектор ц.:

(@, uw)=x;(1;, пй,)-+-х.(п. w)+...+x,(u, W)+ .... + Хя (0, u)=x,

Taka получаваме простата формула x,=(a, u,). Да ymHOXHM cera cka-

ларно равенството (17) с произволен вектор b OT пространството Vi

Получаваме .

(18) (@, Ъ)-- х (ἂνν b)+x,(t b)+...+x,(u, b).
AKO координатите на BeKTOpa b са ¥y, Узз..., У T. €

b=yu,+yus-+ ... +yal1,,

видяхме, че y,=(b, u,,)=(u>, b). Като заместим тогава произведенията

 ̓ (ш, Ъ), ( b),..., (W, b)
в равенството (18) с равните им изрази ур Vo,..., V,, получаваме

(а, B)=X% Уу ХаУач е.. Хя Упе

В частност (при a=b) тази формула се свежда на следната:

(а, a)=|aP=x24x,2+ ... +-x.%

Ще разгледаме още едно CBOHCTBO, KOETO отразява едно свой-

CTBO от елементарната геометрия. Нека X и у са два произволни век-
тора от пространството V,, KGHTO предполагаме ортогонални помежду

си. На основание на свойствата 1, 2 и 3 на скаларното произведение

получаваме

(X+y, x+y)=(x-+y, X)+E+Y, у)(х, x)+2x, y)+(y, y)=

=(x, X)+(y, у),
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|Ху |х Р|у 5

Това равенство се нарича формула на Питагор по аналогия на позна-
тата теорема за правоъгълния триъгълник.

| По-нататък ще се запознаем с по-общи понятия за линейни про-
странства и евклидови пространства, към които спадат разгледаните

пространства. Освен това ще видим, че по същество изучените досега

пространства не се отличават от въпросните по-общи пространства.

6. Безкрайно пространство. Да разгледаме cera подобни простран-
ства от безкрайно измерение. Под вектора а от такова пространство

разбираме една редица от безбройно много реални числа

a=(a,, as аз,...)

KOHTO са подчинени Ha условието, че редът

(19) Σω a,?
n=1

e сходящ. MHOXeCTBOTO ΟἹ тези вектори се нарича NPOCTPAHCTBO Ha

Xunbepr. Обикновено се бележи с Н. Ще покажем, че TOBa простран-

ство притежава основните свойства на разгледаните пространства от

крайно измерение. Така за вектора

λ 8=()Ка1, λαἓ, λαὃ γ54 ),

където A е произволно число, съответният ред (19) e сходящ и следд-

вателно векторът Ха принадлежи на пространството #7. Ако

b=(b,, by ὃς,...)

€ също BeKTOp ΟἹ Я, TO не e TPYAHO да се покаже, че

(a,+b,, ayt+by azt+-b,,..)

e вектор ΟἹ H, който наричаме cyMa Ha векторите а и b и ro отбеляз-

ваме ¢ а--Ю. За да установим това, трябва да покажем, че редът

(20) Σ (α, - ,}
n=1

οο

е сходящ при предположение, че редоветеЕ α,Ξ Σ 6,2 са сходящи.
1 1

Но за всеки две реални числа а и O имаме неравенството

21 (a+b)2 =< Aa?+b?).

Действително 3a разликата ΟἹ дясната и лявата част на TOBa нера-

венство получаваме

2а24282-4а+6р-а2-42--2а6-(а-6).
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На основание на (21) имаме тогава

З (а.ч-е,25291 а242 57
n=1 n=1 n=1

откъдето следва CXOAMMOCTTA Ha реда (20).

Аналогично Ha по-рано ще въведем понятието 3a скаларно произ-
ведение на два вектора:

a=(a, a, аз3,...),

b=(b,, by bg,...).

По неравенството Ha Коши-- Буняковски 3a всяко л имаме

n 2 n n

(Σ lab;! ) = а Σ b2
=1 =1 =1

ил

" "

(22) (Σ ̓ “κῥι'ΐΐἕἐΣ a? Σ ὁ .
#1 i=1 #1

ОТТУК следва, че парциалните суми на реда

οο

Σι“ίῤι’ἰ
{{ }

са ограничени и следователно този ред е сходящ. Но и тогава редът

Еа,. b;
=1

ще бъде също сходящ. CymaTa Ha този ред наричаме скаларно произ-
ведение на векторите а и b и го бележим както преди с (a, b). Два

вектора наричаме ортогонални, ако скаларното им произведение е равно
на нула. Нулевият вектор

0=(0,0, 0,..)

е ортогонален Ha всеки вектор ΟἹ пространството #. Векторите

(а, 0, а» 0, ας 0,..),

(0, &y, 0, &, 0, #.,...)

o οο

(редовете Σ αὐ И Σ 62 , предположени сходящи) са ортогонални.
0 1
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Единичните вектори .

е1=(1, 0, 0,...),

e2=(0, 1, 0,...),

83=(0, О, 1, О,...),

са очевидно ортогонални два по два.

От определението на скаларно произведение лесно се вижда, че

то притежава свойствата 1, 2, 3 и 4 от предния параграф. Също така

неравенството на Коши--Буняковски остава в сила, както това се

вижда непосредствено от неравенството (22), като оставим п да расте

неограничено.

Нека a,, а,,...., a, са вектори, два по два ортогонални. Подобно

на по-рано получаваме

(4.,-Ἐ ἃ.-Ὲ «-- Έ 8η, aFay+ ...-- 8η) τείᾶ,, a)+(ay а,)+...-+ (8,, ал)

WM .

a,+a,+...+a,2=la, ι3-Ε| 89 [5- ...+ a, %

Значи квадратът на дължината на CyMa OT ортогонални BEKTOPH е CyMa

от квадратите на дължините им. Това свойство е обобщение на тео-

ремата на Питагор. Нека векторите a,, а ..., @, са и нормирани, т. е.

дължините им са равни на 1. Под величина на проекцията на произ-

волен вектор а върху оста а, разбираме скаларното произведение

п

(а, а,--А. Сумата Ι):Σ λιᾶ, е вектор на Π и да означим ς U век-
i=1

TOpa, който € paBeH Ha разликата между вектора а и вектора b, T. e

n

a= Σ Aa,+u.
=1

KaTo yMHOXHM TOBa PaBeHCTBO CKaJapHO с вектора &, k=1, 2, 3,..., 1,

@, a)=, X (a, а,)+(щ, a,).
#1

Понеже векторът &, е ортогонален на останалите вектори a, (=1,

2,..., #--1, #4-1,..., n и дължината му е единица, то следва OT пред-

ното равенство, че (U, a,)=0, 1 =k = n, T. е. векторът U е ортого-

нален на всичките вектори а, | =i=<n. [lo Teopemara Ha Питагор ще

имаме равенството
л

#1
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Оттук следва неносредствено неравенството

(23) ΞΗ
=1

което се нарича HepaBeHCTBO Ha Бесел. Очевидно Β (23) ще имаме camo

тогава равенство, когато векторът U € нулев.

Да разгледаме сега една редица от безбройно много ортогонални

и нормирани вектори: :

ар а, ay...

Ако означим с А,--(а, a,), i=1, 2, 3,..., големините на проекциите на

произволен вектор а по осите Ω» i=1, 2, 3,..., TO по горното нера-

венство 38 всяко / ще имаме

n

. Σ χβεξ ap
i=1 .

Като nocraBum TYK п да pacTe неограничено, получаваме

Аналогично на случая на пространства от крайно измерение от значе-

ние е да се реши въпросът, кога в (24) имаме знака равенство и за

кои случаи всеки вектор OT пространството #Я може да се представи

в ред MO ортогоналните вектори а а.„ ag... Тези и подобни въ-
проси се разглеждат в анализа и не ще се спираме по-нататък на тях

Глава {{I Β

Линейно (афинно) пространство
.

К;..»Зпределение. В математиката често се срещат обекти от раз-
нообразно естество, върху които се извършват действията събиране

и умножение с реални числа. Такива са например самите реални числа,

комплексните числа. Определените по-рано л-мерни вектори

a=(ay, й»,..., йл)

са също подобни обекти. Именно под сума на два вектора а и b=

=(by, #,,..., by) разбираме вектора

a+b:(a1+b1’ (12-'1-b2,.. . an+bn)

и под произведение Ha вектора а с реалното число с pasbupame Bek-

тора ca=(ca,, сал..., ca,).

Ще дадем cera едно общо понятие. Множеството R от еле-

менти X, у, 2,..., които ще наричаме и вектори, се на-

рича линейно (афинно) пространство, ако:
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1) на всеки два елемента X и у се съпоставя в съот-

ветствие елемент Z OT R, наречен сума на елементите

хи уи който се озачава със Z=X+Y;

2) за всеки елемент OT хе В и BCAKO реално число

λ отговаря елемент 4 OT R, наречен произведение на

елемента X с число » и който се означава с й-Ах;

3) определенията за сума и произведение Уудовле-

творяват следните условия:

102) х-у-у--х за произволни X H y OT R;

4.6) (x +y)+2=x+(y+2)3a1pOU3BONHH X, у, 2 OT R;

мв) съществува елемент O (нулев елемент — нулев

вектор) такъв, че x+0=x за произволен елемент X € R;

wlr) за всеки елемент х € R съществува противопо-

ложен елемен, който означаваме с y=—X такъв, че

x+y=0.

ll.f‘,u.) 1. Xx=x 3a всяко хе ;
Ще) «(Вх) = («В) х 3a произволно X € R и произволни

реални числажи §;

MYx) (« +B)Xx=ax+Bx за произволно хе R и произ-

волни реални числа & U ὶ

913) αἰ(ΧῈ у--ах- «у за произволни X иуот Ru про-

изволно реално Число «. т

Β ̓ случая пространството се нарича реално линейно про-!

странство. Ако в горните условия числата A, &, В,... са комплексни

числа, то се нарича комплексно линейно пространствог

На основание на свойствата ние можем да разместваме събирае-

мите в сумата на повече от два елемента и да извършваме умноже-

нията с произволни реални числа.

4 | Десно се вижда, че постулираната нула е единствена. Именно

нека допуснем, че има два нулеви елемента 0 и O, T. е. 88 всеки еле-

мент х 0T R имаме

x+0=x, x+0;=x.

Kato nocrasuM B първото paBeHCTBO X=0, и във второто X=0,

получаваме

Понеже по а) 0,40-0-40,, то от горните paBeHCTBA получаваме

0,-- (). На всеки елемент съответствува само един единствен противо-

А полбжен елемент. Действително нека на елемента х отговарят дДдва

противоположни елемента у, и γὼ Τ е. имаме х-у;-0, X+¥,=0.

Но тогава по аксиомите 6) и в) ще имаме
1 >

YoF(X+0)=(Yo +X)+ 31 =04+y,=Y1

Yo+ (X + γὴ =y + 0=y,

откъдето следва, че ¥, =y, OT аксиомите ж) и д) следва, че 32 BCEKH
елемент х ΟἹ Н имаме У ἷ

0.х-0, 7

t
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където вдясно O означава нулевия вектор. Действително за всеки век-

тор х имаме O0.x+1.x=(0+1) x=1.x - χ. Ако у е противопо-

ложният елемент на X, To x-+y=0. Като прибавим у към предното

равенство, получаваме 0.x+1.x+y=x+y=0. Понеже 0.х--Х- у-

= 0.x+40, то от предните две равенства следва, че 0.x=0.

От горното получаваме: противбположният елемент на елемента х
e равен на (—1) χ. Наистина имаме

x+(—1x -(1-1)х-0.х-0.

Елементът (--1)х озкачаваме с--х.

Под разлика на векторите X и у ще разбираме сумата на векто-

рите X и --у и я означаваме с х--у.

Ще разгледаме някои примери на линейни пространства.

Пространство V, Съвкупността на всички свободни вектори OT

пространството образува линейно пространство. Също така съвкуп-

ността на векторите в равнината образува линейно пространство, което

да означим с V,. Векторите по една права образуват линейно про-

странство V.

Пространство Т,. Съвкупността ΟἹ векторите ΟἹ л измерения

a:(al, йл а„)

образува линейно MPOCTPAHCTBO.

Пространство С(а, b). Елементите на това пространство са всички

непрекъснати функции /(х) в затворения интервал (а, b). Събирането

и умножението с едно число се дефинират както в анализа. Елемен-

тът нула.е тъждествено равната на нула функция.

. 2. Линейна зависимост и измеримост. Казваме, че между п век-

тора Χ Χῳ..:. Xy ΟἹ линейното пространство А съществува линей-
на зависимост, ако имаме равенството '

(1) MXy+AoXg+ . o t-AaXn =0,

където ΟἹ числата Ay,-Ag,...; A, поне едно € отлично OT нула. B mpo-
THBEH случай, T. е. Koraro paseHcTBOTO (1) е само ToraBa възможно,

KO числата Ay, Ag,..., λῃ Ca paBHM Ha нула, вектарите. Xy, Xg,.s., Хл
се наричат линейно независими.

~ 7T Ако един вектор х се представя посредством векторите Xy, Ха Ха
KaTo линейна функция на тях, Τ. е. ако

Хещ Ха Це Xot еее ФШя Xy

където йъ μαν...) Ш. Са YHCHA, ΤῸ казваме, че векторът X е линейна.

инация на векторите х), Xg..., X,. Ако един вектор X е линейна

""Комбинация на векторите” Хъ Ха Х.) ΤῸ очевидно между векто-
рите X, Хр X5,..., X, съществува линейна зависимост и, обратно,

ако между векторите X, Xj, Хоз...,) X, има линейна зависимост, ΤΌ
поне единият от тях е линейна комбинация на останалите. Понеже от

.
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където поне едно от числата %0, #--0, 1,..., т, следва

м Ух Я

= τ Е Е Е ТЕК Е ТЕККЕ

се нарича, че е от п измерения цли
И ЕЕ -«-.....ὅὉ

по-накъсо ΛΊΜΘΡΗΟ, ако Β него съществуват / линейно независими век-

ЩШЦ.:*:ЩЪ „брой линейнд независими вектори.
г О Ако в пространството не съществуват само системи ΟἹ краен брой
/линейно независими вектори, T. €. колкото и да € голямо числото n,
винаги има B него л линейно независими вектори, TO пространствотЪЗ ича от безкрайно узмерение. или безкрайномеридне “----ἃ) Базис и координати. Всяка система OT л линейно независими
вектора €y, &y..., ев OT 7-MEDHOTO пространство K се нарича базис |
(база) на R. . ея)

Всеки вектор X OT п-мерното пространство R може
да се представи като линейна комбинация на векто-
рите OT базиса, и то по единствен начин.,

Действително, понеже пространството Й е N-MEPHO, TO между век-
торите X, €y, €,..., €, трябва да съществува линейна зависимост, T. €.

Ах4+Ае,+32.е,+... 4я e,=0.

Tyx числото А трябва да е отлично ΟἹ нула, понеже B противен случай,
T. е. ако A=0, би следвало, че между векторите е) е..., €, има
линейна зависимост. Но тогава от горното уравнение получаваме

А А А(l) x="‘T1 81-7232—...——1—"- ев

с което първата част на теоремата е установена.

Да предположим, че за вектора X имаме двете представяния:

хещ е-Рраеа - ... ey,

. ο Χεεν, еУ 6еа--... Fne,

От тях получаваме

(м--у1) €1+ (μα--- νο) €2 . .. +(n—vn) €, =0.
Понеже векторите e, €,..., €, Ca линейно He3aBHCHMH, TO следва, че

7717 0, йа--Уа < 0,..., Ва--Уне0,
T. €. . -

=Yy βοῖξνῳ...,) βηξξνη,

с което единствеността на представяне на х е доказана,

„ Така за всеки вектор х от R получаваме представянето

хщ e;+paly+ ... - Ше ел

Числата р йаз..., Ил Се наричат координати на вектора X в ба-
зиса ер €y,..., еп.
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Оттук за всяко число А имаме

Ако у e вектор също ΟἹ R, то имаме

уее На egt ... 1, en

3a cymara х--у получаваме тогава

х+уУ-(ш-Ре) е +(Ва--Иа) 3+ «-- + ()) ел

Τ. е/векторът х--у има за координати числата в -- 147 Иа-- Ше γ. . ι Γβη
Така получаваме предложението: При събиране на векто-

рите координатите им се събират и при умножение с

произволно число координатите им се умножават със

сСЪЩОТтТОо число.

Да разгледаме някои примери от линейни пространства. 1. Мно-

жеството 7, OT п-мерните вектори

x=(y, Ем..., Ел)

е п-мерно пространство. Векторите от него

е1--(1, 0, 0,..., 0),

еа-- (0, 1, 0,..., 0),

€x=(0, 0, 0,..., 1)

ca линейно независими и образуват един Gasuc. Всеки вектор х от T,
представлява линейна комбинация на предните вектори. Действи-
телно, ако

χ:(ξυ ξ2’ ...3 ξ,ι)’
то имаме

x=(E, 0, 0,..., 0)--(0, &, 0,..., 0)4 ...--(0, 0, 0,..., 0, &)=

=t 6ι- ξ eyt ... +Enen

Можем да HamepuM и други Gasucu Ha пространството Т,. Hanpumep

векторите

е1”=(1 1, 1 1),

=(0, 1, 1)

ез-(О 0, 1 , 1),

e=(0, 0, 0,..., 0, 1)

са линейно He3aBHCHMH (проверката на това твърдение е лесна). Да
намерим координатите на вектора х--(Е, ξ9»...» Е„) в този нов базис.
Ако означим въпросните координати с ἢν Yg...) Дъ TO ще имаме

(Е], EQ’"‘) ξῃ):η-ι (1, ], 1,.-., l)+7)2(0, 1, 1,-.-, 1)+7]3(0, О, 1, l ,...,1)+

- Ве (0, 0,..., 0, D=0y, Ра» а ἢ8ν...»» MmNt .. Л)
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Следователно числата %, %o, ..., 7я ще се определят OT уравненията

а ... +1]п=Ет

ОТ- KOHTO получаваме

Ту -- р MW= Е--Ер 45 ξκ --ξα»...» M= ξ,-τ-ξ,....

и 9, Нека R е множеството, съставено ΟἹ всички полиноми на ¢ OT

степен, ненадвишаваща n—1, n=1. Очевидно това множество пред-

ставлява векторно пространство. Всеки вектор х от него като полином

ΟἹ степен <-1--1 ще има формата .

P(t)=ayt"'+a, R L 48, .

Векторите 1, £, £%,..., #171 o6pasyBar един базис Ha това пространство

и коефициентите а йр...,.йл, са координатите на вектора Р(х) в

този базис. |

3. Да означим с С(а, b) множеството OT всички непрекъснати

функции в интервала а ==t =-b. Понеже сумата на две непрекъснати

функции в този интервал е непрекъсната функция в него и умноже- .

нието с произволно число на една непрекъсната функция не променя

непрекъснатостта на функцията, то MHOXECTBOTO C(a, b) e линейно

BEKTOPHO NPOCTPAHCTBO. Прости съображения ни показват, че TOBA про-

¢TpaHCTBO е OT безкрайно измерение.

(4. Изоморфизъм на векторни линейни пространства. От пред-

ΒΜΤῈ разглеждания забелязваме, че представянето на всеки вектор X

ΟἹ едно л-мерно пространство € напълно аналогично с представянето

на векторите от друго л-мерно пространство и специално от про-

странството T, Това ΗΗ навежда на мисълта, че MO същество такива

пространства не са различни (са изоморфни). На основание на това ще

въведем следната дефиниция :

Две линейни пространства R и R се наричат изо-

морфни, ако между елементите им можем да установим

взаимно еднозначно съответствие, т. € на всеки век-

торхот R да отговаря един и само един вектор X от
R' и всеки едемент от R да отговаря на един и само

един вектор от R, като това съответствие се подчи-

нява и на условията: м

1. Ако на векторите хи y от В съответствуват “
векторите х иу or R, To на вектора. х-- у да съответ-

ствува векторът X'+V.

2. На вектора AX да "съответствува векторът Ах”.

Взаимно еднозначното съответствие на векторите X и X' означа-

ваме накъсо ς Х-«-х”. Имаме следната основна теорема: -

Ако две линейни пространства са изоморфнии, то те

имат еднакво измерение и, обратно, ако две линейни
~
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пространства са от еднакво измерение, то те са изо-

морфни. -
. 7 Нека пространствата R и R’ са изоморфни. На нулевия вектор 0
of R ще отговаря нулевият вектор 0’ от А”, понеже от съответствието
X« X' получаваме 0-Хх-(-1) Хе- x4 (—1)x'=0". Ако л е измере-
нието на пространството R, то в него ще съществуват л-|-1 линейно.

зависими вектора Xy, Ха Χβν»»ὕ..» Хт Хлрь Т. €. ще имаме равенството

λ1 χι"{"λῃ x2+ ... "Ι'λπ.Ι..ι Χ“.;Ι =0.

Ако X, Xy'..., Xat; са съответствуващите вектори OT пространството
R', то ще имаме равенството -

(1) м а X'+ еРн χ“:ἧ 0,
π-ὶ πῈὶ

понеже векторът 2}.,- х/ съответствува Ha вектора Σλἱ:σ,. Равенството
#1 - . ==l

(1) показва, че измерението на пространството R’ не надминава п.
По същия начин, изхождайки от пространството R', намираме, че из-

мерението на пространството R He надминава това Ha R’ и следова:
телно пространствата R и R’ имат еднаква измеримост.”
U Нека сега пространствата R и R’ са от еднаква измеримост л. .
Да означим с e, €g..., ел И-е;, е,,..., €, произволни базиси CDHOT+
ветно на пространството R и на R'. На всеки вектор х ΟἹ R

χ:ξ; е1+52е2+ -:-+Епеп » -
да съпоставим вектора χ' ΟἹ Й”

x'=8 е/ 453е - ..«-Ἐξ, e, .

на който координатите са равни на координатите на вектора χ. Оче-

видно това съответствие е взаимно еднозначно. Но лесно се убежда-
ваме, че пространствата R и А” са и изоморфни. Действително, ако у
е също вектор от R :

Ууе еле " --- +me,

и y' e съответствуващият вектор от R', то имаме “

χ ί, η δι Ἐ(ξ5-Ἐ ἢ9) eat - .. -Ε(ξα - μ) ел

ху Ел) е/ -Ε(ξ2 : 5) е2Р ... -Ε(ξ, Ἐ ) е«”.

Тези paseHCTBa изразяват свойствата: OT Xe«-xX' и γ»ο- } следва
хуе Ж4у и λχε-λχ'. Теоремата е установена.

, Така всяко л-мерно пространство е изоморфно на пространството

ΤΑ от п-мерните вектори (8, £y ..., ξη).

. . 5. Подпространства. Всяко множество Д, OT вектори, принадле-
жащи на линейното пространство R, което OT своя страна е линейно
пространство, се нарича подпространство на R.

. Понеже векторите OT R, принадлежат на пространството R, то
. лесно се вижда, че условията |—4 за линейност на пространството R,
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се свеждат на следните: OT X€R, и y€R, следва ΧΌ ΕΝ, и АХЕВ,

88 всяко число A,

Например нулевото пространство е подпространство на всяко про-

странство Д. Също самото пространство А е подпространство на себе
си. Тези две подпространства ги наричаме несобствени подпро-

странства. Другите подпространства се наричат собствени под-

пространства. : 7
Нека V; e триизмеримото пространство. Множеството ΟἹ векто-

рите, лежащи в една равнина, образува подпроевтранство на Vj, което

е собствено.

Нека R, и R, са две подпространства на пространството R. С Д/

да означим множеството на всичките вектори Х--у, където ХЕД) и

УЕ R, Това множество R’ е очевидно подпространство на R и се Ha-

рича сума на подпространствата R, и R, Множеството Д” OT всичките

общи вектори на подпространствата R, и R, е също подпространство

на R, което се нарича сечение на R; и #. Ι

В пространството 7, да разгледаме множеството K на всичките

вектори

(Хъ Хазеенз Xn)

координатите на KOHTO да удовлетворяват хомогенните линейни

уравнения

au x1+a12 x2+ е.. +а1д х„=0,

ал X140y Ха- ... ааа X, =0,

e ® ® ¢ e ¢ 8 a o o e & s =

-
а X174 Xgt е.. ал Хл --0,

По-рано видяхме, че ако Xy, Хаз..., Ха И X", X",..., Ха” ca pe-

шения на тази система, то и X, +X,", Ха --Хал.о Ху Ха и АХт,

AXy,..., AX, са също решения на системата. Следователно множеството

K e линейно пространство, което е подпространство на 7..

Понеже всяко подпространство е и линейно пространство, то за него

остават в сила всичките доказани свойства за линейните пространства.

Размерността на всяко подпространство на едно пространство R не

може да надмине размерността Ha R, понеже не може да има в под-

пространството повече линейно независими вектори, отколкото в R.
Един естествен начин за образуване на подпространства на дадено

линейно пространство R се състои в следното: нека да вземем няколко

вектора Xy, Ха..., X, OT R и да образуваме всички възможни линейни

комбинации на тези вектори. Полученото така множество ΟἹ вектори

R’ образува подпространство на R. Действително сборът на два век-

тора от R’ е също линейна комбинация на векторите хХур Xg, ..., X, И

следователно принадлежи на Д”. Същото € вярно и 88 произведението

на вектор ΟἹ R’ с произволно число. Подипространството R’ се нарича

линейна обвивка на векторите хХ), Xa...,X, Очевидно линейната

обвивка е най-малкото подпространство, съдържащо векторите X,

Ха Х„ Линейната обвивка се означава с L (Хъ Хае #)
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Ако векторите уъ V¥,,... принадлежат на линейната обвивка

L(x,, Χαν...} Ha векторите х), Ха,..., X, ΤῸ линейната обвивка Д(у),
Yg...) се съдържа в / (хХр Xg,...). Действително всяка линейна ком-

бинация на векторите у Уз,... ще принадлежи на L (X X,,...), Ппо-

неже представлява линейна комбинация от векторите Ху Ха,... Оттук

непосредствено следва следното свойство: ако някой OT векторите X,
Хъ X, HA L(Xy, Ха,..., X,) е линейна комбинация ΟἹ останалите век-

тори, то той може да се изостави, без да измени линейната обвивка.

Нека от векторите Хр Ха..., X, на Е.(Хуъ Ха.... Χρ) да имаме R

линейно независими, които да означим с Xy, Xg..., X, Понеже всеки

вектор ΟἹ А(Хр Χρν...» X,) е линейна комбинация на векторите Xy,

Xg..., X, TO следва, че той ще бъде и такава комбинация ΟἹ векто-

рите хр Ха.... X, Нека ур ¥,..., ¥, -Ca произволни вектори от

L(xyy Хаз..., X,), броят на които т надминава R. Ще имаме за тях

еа Ха Ха е. РАе Χ

Уе Ам Χι Ἔλορ Χ е. Е Азе Χ
С А . е.. .

) αΞξλια 14 Ама Xat oo o ARy Хр

И Mg gy

Ay ае Ха

Но в матрицата

броят на редовете /1 надминава броя k на стълбовете. Следователно

уравненията ;

А βι Ἔλρι йе A 1, =0,

Ма βιτέλρο Mot Е Ама а -0,

- Aip iAo Mot ... РАма Бе 0
ще имат решения. Ho тогава получаваме лесно PaBEHCTBOTO

BiYitpeVot ее а Ум--0,

отгдето следва, че векторите у) Μον»...» Ἅ 8 линейно зависими.

С това се установява, че подпространството L (X;, Xg,...,X,) е OT

Е измерения.

Най-простото подпространство освен нулевото, което не пред-
ставлява интерес, е едномерното подпространство R;. За базис на та-

кова подпространство служи един кой да e ненулев вектор е. Bekro-

рите ΟἹ това подпространство ще имат формата Ae;, където A e

произволно реално число, Съвкупността ΟἹ векторите X=X,+2Aeéy,

гдето векторът X, принадлежи на R, MO аналогия с геометрията се

нарича права в линейното пространство R. Ако e, и ey са два линейно

независими .вектора OT KR, TO множеството вектори А;е;--2зе, гдето

А H Ay са произволни числа, образува двумерно подпространство на R.
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Ако x, е някой вектор ΟἹ R, TO множеството вектори X=X,+}A,e,+

-ἔλᾳαδα се нарича равнина Β Д. Изобщо, ако R’ е някое подпространство

на R K e e вектор OT него, то множеството OT векторите ху--е, гдето

Xo€ R, се нарича хиперравнина.

6. Трансформация на координатите при промяна на базиса.

Нека е), e,,.... e, и &/, е.”,..., Θη са два базиса на л-мерното линейно
пространство R. Понеже векторите е;, €,,..., e, принадлежат на R,

то те са линейни комбинации на векторите €, €4,..., €, T. е.

ег --апце,--алме»-...--ал ет

’

(1) €y =@p€,+Ag€yt ... + Ay
e o & 4 s ® 8 s+ e + s s s @«

е/ ΞΞ ἅγα 61-1- ἄρη €yt ...+ ал еп

JlecHo се вижда, че. детерминантата OT числата Qg А k=1, 2,..., n,

Tpsi6Ba да бъде отлична OT нула. Действително, aKO тази детерминанта

е равна на нула, то системата уравнения

au x1+a12 x2+ ... +а1„ хп=0,

a21 x1+¢l22 x2+ “.»- —}—a2,, xn=0,

anl X1+a”2 х2+ . .. +адп хд=0

ще има решение X;=2A;, Ха-- Афл..,) Хл-- Ал Но тогава ще имаме

λι е/ Ἐλᾳ θ4 ́ - ... -Ἐλρ e,/ --0,

което противоречи на условието, че векторите €, е.,..., е,” са линейно

независими. Нека отбележим, че имаме и обратното твърдение : ако де-
терминантата А--| а| е отлична ΟἹ нула, TO векторите &, ез7)..., €,

образуват базис на R. Действително, като решим системата (1) спрямо

неизвестните €1, €y ..., En получаваме, че те са линейни хомогенни

функции на векторите е; ey,..., e,. Ho тогава всеки вектор «от R

като линейна хомогенна функция на векторите €y, €,..., ел ще бъде
такава функция и на векторите e, е,”,..., е/ .

Heka cera представянето Ha произволен векторхо R спрямо

двата базиса да бъде

хе 6,489+ ..е

Хе е1,+732 ев,“*“ ... +пп ea"

Следователно ще имаме PaBeHCTBOTO

ζ, δι- баеа-... - ὰ еп-т еу - 4 4 +... + e
Като заместим тук векторите е/ с равните My изрази от (1), получаваме

ζ, е1--ба е..е ЕЕл еле (ац еал €3+ ... +ал е)-+

+")2 (‘112 e1+a22 e2+ ... +an2 en)+

+r,, (al,, e1+a2,. e2+ . +а„„ е„)

120



Понеже векторите €, €,,..., €, са линейно независими, TO OT предвото

равенство следва, че коефициентите при тях в двете части трябва да

бъдат равни. Така получаваме

ц ῃ 1

м ац ι ата е7 .. йуя Тл

4.3Ξ ὅ4ι Т 7 φ Mot -+ τ йзя Nyof §(2)

« ащ 7]1“].- η Mo τ οο 7Р / μ

Виждаме, че матрицата на линейната трансформация (2) е транспови-

раната матрица А” на матрицата А на трансформацията (1). Ако решям

системата (2) спрямо %, %g,..., %, получаваме

M= а +058 οο а S

Зе 85) 5 Ξ ὅς - ... bgn ζω

ка bn1 §1 ’*‘bng ζ2Ἴ ̓" .. Ἑ brm ζπ,

където числата b;; са елементи на обратната матрица на матрицата . 4“.

Глава Ш

Линейни функции в афинното пространство

1. Линейни форми. В теорията на функциите се pasraexaar

функции на едно или няколко променливи. Една функция f(x;, Ха,..., Жя)

на променливите X, Χα»...» X, може да се разглежда като функция

на вектора (Xy, Xg,...,X,). Можем подобно да разглеждаме функции

ΟἹ векторите на едно произволно линейно Ппространство, Ние ще се

ограничим да разгледаме линейни числови функции на векторни аргу-

менти и линейни векторни функции на векторни аргументи, значенията

на KOHTO са вектори OT пространството, на което принадлежат аргу-

ментите. Векторните ликейни функции се наричат обикновено линейни

оператори.

Ако числовата функция f(x), определена в линейното пространство

R, удовлетворява условията

7(Χ - Ἐ})-7 17 0)

384 произволни X и у, принадлежащи на R, и

7 х)--А7(х)

при произволен вектор X и произволно число Ж, то тя се нарича ли-

нейна форма.

: От тези условия 88 произволни вектори Χ Xg..., X, OT R #
произволни числа Ay, Ag,..., A, получаваме

Л( χι Ἔλα Ха ... -Ελ, χ τελὶ f () f (Χ9)-Ὲ oo + A [ ().
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Лесно е тогава да намерим общата форма на линейните функции

в едно произволно n-MepHO пространство K. Нека ey, e,,..., €, е една

база на K. Тогава всеки вектор х ΟἹ R се изразява с

x=¢1€]+a2€2+ . .. +“пеп-

На основание на горните две свойства ще имаме

Л(х)--ол ξ(6.)-Ἐας [(69) Ἐ -.. +ос„](е„)=20:дс„ с,-Д(е.
#21

Следователно всяка линейна форма се изразява чрез координатите на

вектора х линейно с определени коефициенти Cy, Со,..., Сл.

2. Линейни оператори. Ако на всеки вектор х от пространството

R направим да съответствува вектор у от същото пространство, TO

казваме, че B това пространство е зададен операторът ν-- (х). Опе-

раторът А (х) се нарича линеен, ако удовлетворява на условията:

16. A(x+y)=A(x)+A(y)
при произволни BEKTOPH X H ν OT R.

2 A х)-А А(х)

за произволен вектор X ΟἹ R и произволно число A

1. Например операторът, който прави да отговаря на всеки вектор

от пространството Д векторът нула, е очевидно линеен. Този оператор

се нарича нулев оператор.

2. Оператор на подобие се наряча този, който поставя в съот-

” ветствие на всеки вектор X вектор KX, където £ е фиксирано число.

Очевидно този оператор е линеен.

3. Нека L e права, минаваща през нулевата точка на пространст-

BOTO с две измерения (равнината). Да съпоставим на всеки вектор X

от нея проекцията му х --А(х) върху правата L. Лесно се проверява,

че условията 1 и 2 са изпълнени и следователно този оператор е

линеен.

4. Нека ey, e,,..., €,,..., €, е базис на едно п-мерно простран-
"

ство K. На всеки вектор χ:Σ Д,е, от # да съпоставим вектора
1

т

А(х)- Σλἰε,, където т < п. Операторът А (х) е линеен, както лесно
1

се вижда от проверката на условията 1 M 2 88 него. Той се нарича

оператор на проектиране върху подпространството, образувано с век-

торите €4, ез,..., е.

ὅ, Нека R e л-мерното пространство, образувано OT всички поли-

номи OT степен ΞΞ n—1, Ha всеки полином P(f) да съпоставим по-

линома

4АР44-Р/(6
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Понеже | . . |

412,(9+Р.,(21-(2,(9+»Р, () = PY(t)+ Py ()= AP, ()+ AP, (t),

A [λ Р(6)--А АР(),

то операторът А(Р) (на диференциран? е линеен.
6. Нека K е пространството OT безкрайно измерение, съставено

от всички диференцируеми функции х() в интервала а <- # ΞΞὅ. Тогава

операторът Dx(f)=x'(f) e линеен.

7. Hexa на всяка функция x(f) от C(a,d), T. е. всички непрекъс-

нати B (@, #) функции, съпоставим функцията

#

Ax(t)=f x(1) 4-.

Проверяваме лесно, че операторът AX е линеен,

8. Нека на всяка функция Х() от интегруемите функции в HHTEp-
вала (а, 6) съпоставим функцията

 ́ \

6

γ( -Ах( = f КЕ s)x(s)ds,

където K (¢, 5) e фиксирана функция, отговаряща Ha условия за HHTe-
груемост (например непрекъсната относно 45) Операторът е линеен и
се нарича оператор на Фредхолм. Функцията К(6 5) се нарича ядро
на оператора. .

( 3.Общ вид на линейния оператор. Нека e, e,..., e, е един
с -пройзволен базис на едно л-мерно пространство R. Ще Hamepum общата “

форма на кой да е линеен оператор A(x). 3a всеки вектор X OT R
имаме представянето

x=§; e1+Ez e+ ... Ее

Следователно 838 Ax на ocHOBaHHe Ha свойствата 1 и 2 ще имаме

Ax=AE,e;+85+ ... +Enen)=E; Α (6ι)-ξ, А (е,)+-... 4- Б.А (е) =

:ξι 81'| ̓ξ2 ... -Ἐξῃ Ре

гдето g;=Ae, 1 =i=n са векторите, които отговарят съответно на
векторите ¢, 1 =i=n, ΟἹ базиса на R. .

Обратно, HeKa g;, £y,.. Рн са произволни п вектора ΟἹ R, Лесно

можем да докажем, че съществува линейно преобразувание Ax, и το:

единствено, което удовлетворява на условията Ae,=g, 1 =i=n. Дей-

ствително нека на всеки вектор х--б;е;+6, e3+...+&, е« от R да

съпоставим вектора Х -Е, 8,8 go+ ... +8xgs Понеже векторът X

се представя еднозначно чрез векторите €, TO на х се прави да отго-

варя напълно определен вектор х --Ах. Непосредствено се проверява

JIECHO, че така дефинираният оператор е линеен.

Ἐ
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~.

(1)

AKO @y, @y,,..., Q,, са координатите на BEKTOPHTE g, 1 S p =1,

TO имаме

&Hr=ay 6,18y 6+ ... +a, e,

ga=01361+ay

« o o

ey ... +an2 ел,

gn=a1n el+a2n е2+ .. . +а„„ ед.

Матрицата

4-

ал ἄμ Q15...8yp

021 a22 aza'..-a2”

ал йпа ал -..алт /

в която стълбовете са координатите на векторите #2) (фФа5.., 8 се

нарича матрица на линейното преобразувание Ax при базис ey, ey, ..., ἔπ.

Така на всяко такова преобразувание съответствува една матрица.

Обратно, на всяка матрица съответствува едно напълно определено
линейно преобразувание, определено с равенствата (1).

Да намерим сега изрази 88 координатите %, %g---» а на вектора

Ax чрез координатите &, &y..., &, на вектора Χ. Понеже

Ax)=AG е, +6б.е,4+-... -Ὲ Бл ен)--Е (@ 6.- ay 0+ ... +amen)+
+ (а1з е+ азаеа-- ... + appen)t ... + Е (аме; + амез + ...+ йл ел) =

:7)181+7)232+---+7)nem :
то със сравнение получаваме формулите :

| т --а 8108+ ... аул бо

2а--йа &1+ η9 Е ... 4 а Б

Ὦ, ΞΞ т Е1+ап252+ .. τῈ йл а
Така достигаме до следния общ резултат :
Ако линейният оператор Ах има в даден базис

ер €g..., е, CBOTBETHA матрица A, TO базисните вектори

се преобразуват с помощта на стълбовете на тази ма-
трица, а координатите на произволни вектори -— с по-

Ае1=е1,

мощта на хоризонталните й редове.

~- Да разгледаме някои примери. . Нека R e триизмеримо прост-
ранство и операторът Ах да представлява проектиране на всеки вектор

х върху равнината Оху. Да вземем единични вектори €;, €, €; B

направление по осите на координатите. Тогава очевидно ще HMaMe

Аез = e3~

и съответствуващата матрица A ще uma Qopmara :
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2. Нека в п-мерното пространство при базисни вектори е;, ез,...зеп

положим

Тогава матрицата А има формата

ι м 0 0...0

0 2 0...0

0 0 0 м

и се нарича диагонална. 38 произволен BeKTOp X=E&; e, -Ἐξ еа ..
+ Ел е, ще имаме

Операторът Ах в случая се нарича диагонален.

Два оператора Ах и Вх считаме за равни, ако за всеки вектор х

имаме A (X)=B(x). Заключаваме лесно, че необходимо и достатъчно

условие за равенството на операторите се дава с равенствата А(е) -

-В(е), l=i=n .
. 4, Действия с линейни Оператори. Ще дефинираме сега дей-

ствията събиране на оператори, умножение с число и умножение на

оператори в дадено п-мерно пространство.

Сумата C=A+B на два оператора A и В се определя с рае

венството

C(x)=A(x)+ B (x).

Под произведение Ha оператора A с числото A разбираме omnepa-
topa B, B=AA, дефиниран с формулата

B{(x)=XA(x).

Лесно се вижда, че с горните дефиниции получаваме линейни
оператори. Например 88 сумата C=A-B имаме 88 кои да са вектори

хиуи числа A, μ;  ̓

CAx+py)=AQ0x+py)+BQAx+py)=

-А A(X)+WA(W+ABx)+pB(y)=

=X (Ax+Bx) +p(AY+ By)=ACx+p Cy.

AKO BBPXy BeKTOpa X приложим onepatopa B и след това BBPXY

BekTOpa B приложим onepatopa A, получаваме вектора A (Bx), който

означаваме ¢ Cx и numeM накъсо C=AB. JlecHo се вижда, че Се

линеен оператор. Именно имаме .

CAx+py)=ABQx+py)=AR Bx+pBy)=
=X ABx+p ABy=1Cx+pCy.
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Степента Ha Оператора А се определя по-нататък, както € въз-

прието за числата. Именно под 42 разбираме оператора A.A, под -A®
разбираме A2.A и 1. н. Приема се означението A°=F, където Е e

единичният оператор, Τ. е. Ех- х 88 всеки вектор Χ. Очевидно e, че

3a кои да е цели неотрицателни числа т и п ще имаме

Дя . Дт-- Antm,

Например в пространството Д от полиномите OT степен = n—I

операторът на диференциране се определя с

РР(9-Р(0.

Тогава имаме D2P()=D(DP)=D(P)=P",... При това за всеки век-
тор (полином) OT това пространство ще имаме

DrpP=0.

KakTo видяхме, Ha BCAKO линейно преобразувание съответствува

една определена матрица. Ще покажем, че на действията с линейните

преобразувания съответствуват подобни действия с принадлежащите

им матрици. Нека съответните матрици на линейните оператори Au B
са А- |ал |, B=| .. | при едни и същи базични BEKTOPH &, €,,..., ел.

Имаме

Aekzz aikel-, Bek :Σ bl'k e,-.
Н Н

3a оператора C=A-+ B ще имаме

Cey=Ae,+Be,= D (ам--б)е.

Следователно Ha оператора С ще отговаря матрицата ( която e

сума от матриците А и В. Да разгледаме сега оператора [ =AB
Имаме

АВе,- я (] bue,)= D) by Ae,= ΣΙ) g, e
s=1 5

Следователно можем да пишем
л

le,= Σ Су ер Cip= Σ @i by
с s=1

Така елементите Ha Marpuuara I, която отговаря Ha oneparopa Г, се

получават от умножение на елементите от редовете на матрицата А с

елементите ΟἹ стълбовете на матрицата B, Τ е. и имаме Г-АВ.

С това установяваме следното правило:

Матрицата на сумата от линейни оператори е равна на сумата

от матриците на операторите. Матрицата на произведението на два

оператора е равна на произведението на матриците на операторите,

взето в същия ред.
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Свойствата на матриците тогава непосредствено се Пренасят
върху операторите и за кои да е оператори A, B и С ще имаме ра-

венствата

" A+B=B+4,

(A+B)+C=A+(B+C),

A(BC)=(AB)C,

(A+B)C=AC+BC,

C(A+B)=CA-+CB.

3a произволни числа A иц ще имаме

A (s А)-- 04) 4,
1. A=A4,

A+p)A=2A+p A,

A(A+B)=2A+AB.

Axo P(t)=apTM+a;t* '+ ... +a, е произволен полином, TO под
оператора P(A) разбираме израза

Р(А)-а,4”4-а4т-1 4+...4а.„Е,

който очевидно представлява линеен оператор.

Ако А е матрица, TO Β -съответствие с Р(А) се означава ма-

трицата

P(A)=aA"+a,ATM 1+ ... +a,E.

Глава IV

Евклидово npOCTPaHCTBO

1. Определение. Едно линейно (афинно) NPOCTPAHCTBO е Xapak-
терно с това, че в него можем да събираме векторите и да ги умно-
жаваме с произволни числа. При изучаване на евклидовата геометрия

ние се срещаме с други факти и свойства, които не могат да се опре-
делят само с горните действия върху векторите. Така ние не можем

да определим дължина на вектор, ъгъл между два вектора и Τ. н.

Ще xasBaMe, че“ B линейното пространство R е определено ска-

. NApHO произведение, ако на всеки чифт OT два вектора х и уе поста-
вебо в съответствие реално число, което означаваме с (х, у). При това

” "въведеното съответствие удовлетворява аксиомите :

πΤ Ί. у)(у, х) T. е. скаларното произведение е си-
метрично, Π - ПАе | Ν οο ῶ μ

2. (λχ, у)--А(х, у) 84 всяко реално uucao A 5 τ 5777
8. (% + хь» ξ ¥)+ (x5 у) (разпределителност, ди-

стрибутивност) на скаларното произведение.

4. За всеки вектор X, (х, х)2:0 ие само тогава нула,

когато векторът X € равен на нула.
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Линейното пространство R се нарича тогава евклидово.

"Под дължина на вектора х разбираме числото |/(X, х), което се
Гозначава с | х . На основание на 4 дължината на един вектор € само

: тогава нула, когато векторът е нулев.

” Jla разгледаме някои примери.

„ В пространството Д” от n-MepHHTE вектори

Х=(а1, .. a,,), y:(bl, bg,..., bfl),,,_

скаларното произведение се дефинира с

(х, Y)=a,b,+ay by ... +-а6,

Непосредствено се вижда, че TO удовлетворява Ha аксиомите 1 до 4.

Например имаме

Ax,y)=2ra,.b;+ray.by+ ... +Aay. . bn=Na;b0,+ a0, ... +а,6,)- Мх.у).

” Дължината Ha BeKTopa X ще бъде равна Ha

Да разгледаме сега пространството С(а, #) от всички непрекъс-”
нати реални функции в интервала (а, b). Скаларно произведение на две

функции x=x (i) и y=y(f) ще дефинираме с числото

(5 3)= | х(0уф «

Непосредствено се вижда, че аксиомите 1...4 са изпълнени.

Дължината на вектора х ще се дава с

x| ‘V _f 220) ал.

Обикновено в този случай; изразът : х | сегозначава с |х| и се нарича
норма на функцията х(д).

От равенството

| е| й X0 =YL х) С х)-АЦ x|
получаваме, че дължината на едич вектор х се умножава с |А|) ако
умножим вектора с числото A.

Всеки вектор х с дължина 1 се нарича нормиран. Ако у е про-
1

изволен| вектор, то с умножение на Б той става нормиран,

Множеството Е от R се нарича ограничено, ако за всеки вектор

ХЕЕ имаме |x| <M, като M е фиксирано число, Множеството Ha
всички вектори ΟἹ R, на които дължината не надминава 1, се нарича

единична сфера.

128



2. Неравенство на Коши--Буняковски. Нека х и у са два произ-

волни вектора и Е е произволно реално число. На основание на аксио-

ма 4 ще имаме

(tx—yr tx_y) = 0.

Karo преработим лявата част на това HEPABEHCTBO съгласно с aKCHOMH

1, 2, 3, получаваме

1) x, x)—2Hx, )+, ») =0,

което трябва да e изпълнено 88 всяко # Следователно YypaBHEHHETO.

(2) #(х, x)—2t(x, У)+-(у, у)-0

не трябва да има два реални различЗа корена, т. е. дискриминантата му
(%, у)2--(х, x).(y, у) трябва да бъде неположителна: ?

(χ, ν)"--(ἀ, х) (y, y)=0.

Оттут получаваме неравенството на Коши--Буняковски :

(3) [ »)ΊΞΞΙ ΧἹ |yl

AKO TYK имаме paBeHCTBO, TO уравнението (2) ще uMa един (двоен)
корен реално число ἔρ» T. е. ще имаме

(tox—y, tox—y)=0.

На основание Ha аксиома 4 следва оттук, че [, x—y=0, T. е.

=f,x. В такъв случай векторите X, у наричаме коланеарни.0

Hanpumep B пространството А” 88 векторите

“ x:(al’ (12,...,(1,,), y=(b1’ 2""7bfl)

CKaJapHOTO произведение се дефинира с

(χ, у-а64--а6,+...-+аабл.

Следователно неравенството (3) приема вида

л

a;b; ) < а а У р

Именно това неравенство е било установено от Коши в 1821 г.

В пространството С (а, b) за векторите x(f), y(f) имаме

@ b

(е )= | х уф«
а ж

и неравенството (3) cTaBa

fx(t)y(t)dt = V f X2 (£) 4 f (94.

9 Висша алгебра 
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Това неравенство е бяло за ἘΠΡΈΒ път дадено ΟἹ руския математик

Β. Я. Буняковски в 1859 г.

Под ъгъл между два вектора X и у разбираме TO3# ъгъл, съ-

държащ се между О и 1800, на който косинусът е равен на

α, ) .
[χ ι Ἰ»}

На основание на неравенството на Коши --- Буняковски това отношение

не надминава по абсолютна стойност 1 и следователно съществува

напълно определен ъгъл ¢ OT отношенията

== =4 <1800

Предполагаме 3acera, че BEeKTOPHTE X и у Ca ненулеви.

Векторите х и у се наричат ортогонални, ако скаларното им про-

изведение (х, у) e равно Ha нула. Ot (х, y)=0 се вижда, че ъгълът

между тях е равен на 900. Понеже (0, y)=0, то векторът нула е ор-
тогонален на всеки вектор (при този случай изразът в (4) приема не-

0
определената форма ἷ)'

Некахи у са два ортогонални вектора. По анология с елементарната

геометрия можем да считаме вектора Xx-+y за хипотенуза на правоъгъ-

лен триъгълник с катетиХ H у. По определение квадратът на дължи-

ната на вектора x-i-y се дава с

(x+y, x+y)

На основание Ha дистрибутивното свойство получаваме

(5) (х+у, x+y)=(x, χ »Έ(, x+y)=(x, X)+2(x, »)Ὲ(Ψ, )).

Понеже (x, y)=0, TO OT rOPHOTO равенство имаме

(6) | X+ P=(x, X)+(v, у) |Х Р|у .

Така получихме, че сборът OT квадратите Ha дължината на две неуспо-

редни страни на правоъгълника е равен на квадрата на дължината на

диагонала. Ако Ху Хаз..., X, са два по два ортогонални вектора, то по

индуктивен път от (6) получаваме общото равенство

| X1t Kot .. хе | 3а Р| X P X Р/

Понеже по неравенството на Коши--Буняковски имаме |(x, у) | Х| |y},
то от (5) получаваме неравенството

[Χ-Ὁ}]}β8-- Χ Ἐ}, ХУ) |х 21 x| |м) + |» 2-(|х1- |)

T. €,

|x+yl=[x]+ |yl

130



За произволни вектори ΧΗ у OT евклидовото про-

странство имаме неравенството (неравенство за три-

ъгълника)

| x+yi=lxi+ |

По аналогия с ге ометрията под разстояние между BEKTODHUTE X и

у се разбира дължината 4 на вектора Χ--ν, т. е. d=|x—y|. При

ортогонални вектори получаваме лесно, както по-горе, формулата

4) |y

3. Ортогонална база. Казваме, че векторите Ἐ, е...;, €4 ΟἹ K-

мерното евклидово пространство R, никой от които не e нулев, обра-

зуват ортогонална база, ако два IO два са ортогонални помежду CH.

За да оправдаем в дефиницията въведената дума база, трябва да

установим, че векторите са линейно независими. Нека допуснем, че

съществува равенството

λΙ θι"}’λ2 82-}- ... -Ι"λῃ θη:Ο.

Но тогава ще имаме например

(λι e3+Aseqt ... A, еле) <А (ер 64)--λα (δᾳ θ.) + ..««-Ἐὸλῃ (δηιν €)=0.

Понеже (e, e,)F+0 и (e, €)=0 за 2=<k=n, TO получаваме, че

A, =0. Аналогично с умножение на €y, €5,..., €, последователно полу-

чаваме, че и A,=0, A;=0,..., A,=0, с което се доказва лЛинейната

независимост на векторите €;, е.,..., ел

Ще установим сега, че във всяко п-мерно пространство същест-

вува ортогонална база. За тази цел ще използуваме начина на ортого-

нализация на Грам и Щмид. Нека gy, Ра..., g« е една база от вектори

на п-мерноТо npoCTpaHcTBO R. Ортогоналните базични вектори ще по-

лучим именно като линейни комбинации на предните вектори. Да по-

ложим €,=g, и да търсим е, във формата e,=g,+, е. Трябва да

подберем числото μὶ по такъв начин, че този вектор да е ортогонален

на ер т. е. да имаме

(22+-ч ер е,)--0 (β.» 6.)-ρμχίδι» €,)=0.

Оттук получаваме за μι стойността

__ gy 60

M= (ер &)

Продължаваме да THPCHM така вектор е) KOHTO e линейна комбинация

на векторите €; и g, и € ортогонален Η8 &; и €, и Τ. н. Нека 88 общ-

ност приемем, че сме намерили (p—1)-Te вектори е), еа,...) €,

които са ортогонални два по два и отлични OT нула. Ще търсим p—1

числа, такива, че векторът

(M €p=Egptaetagert ...+ 6, 4
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да бъде ортогонален на векторите е), €,,..., €, ь KOHTO сме вече

построили. Ще имаме равенствата:

(gp+“1 e --«а е5 Ἔ ... +x, 1€, e,)=0,

(gp+“1 el+“2 е2+ .. +оа„..1, ер-19 82)—_—0’
. .« o Е S . .

(8t е1 tagegt... 6 ер-;ер-х) =0.

Понеже BekTOpHTE &1, €5..., €, Ca два по два ортогонални, TO пред-

ните PaBeHCTBa CTaBaT:

(g,,, )+« (e,e,)=0,

(gp’ ез)--«а (€ €5) =0,

(Сл ep—1)+2, 1 (ъе 1)=0.
Оттук Hamupame

ше) (g &) ς (βρ» ἐρ--)
« < Η Р РО

(ер &) (е»е.,) (ep—1s€p—1)

Axo B (7) 3aMeCTHM векторите ер €5,..., €, С равните им изрази

като линейни комбинации HA BEKTODHTE &y, бъ..., £y TO получаваме

ер=Нр+1131+[282+ .. +lp—1 Ep—1»

гдето by, ly..., |, ca числа. Оттук непосредствено следва, че e, не

е нулев вектор, понеже в противен случай би съществувала линейна

3aBUCHMOCT между векторите £y, 89»..:.» 8ρ.- ̓» В което противоречи на

условието. Така получаваме п вектора €y, €y,..., елъ ет ΚΟΗΤῸ обра-

зуват ортогонална база на л-мерното пространство и всеки вектор OT

него е линейна комбинация от тях. AKO заместим векторите e, с век-

торите

е.Те р

получаваме нормирани базични вектори. Една такава база ще наричаме

нормирана. .
Нека e, e,,...,€, е една ортогонална нормирана база на л-мер-

ното евклидово пространство K. За два кои да са вектора X, у,

хе еа 62-Ὲ ... τ λη ем y=pti€-F oyt ... Ἔ βη ео

от R ще имаме Y

Се )= er+rgept ... "ΐᾖλπ еь щ е) -{ g €gt ...-Ὲ βὴ еа) <

= 9) мщ(ев )+, Миел €)=, пе
#1 it =1
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Така получаваме, че скаларното произведение на два вектора е

равно на сумата от произведенията на съответствуващите им коор-

динати.

Оттук 88 дължината | х | на вектора х получаваме

|х#-(х, х) ... Ἐ λιῦ,

Ако умножим равенството

х δι-Ἐλρ 65 + ... +A e+ ... м θὴ

с вектора е, и вземем скаларното произведение, получаваме

(Χ, εε):λΙ (el’ es)+>‘2(e2’ es)+ .. +}‘s (es’ es)+ .. +l’1 (е„, es): λ.ε'

Така виждаме, че координатите на вектора х в ортогонален нор-

миран базис са скаларните произведения на вектора х със съответни

базисни вектори.

Нека от пространството С (--1, 1) разгледаме едно подпростран-

ство ΟἹ n+1 измерения, съставено ΟἹ всички полиноми, на които сте-

пента не надминава п. Скаларното произведение на два вектора

Р(6), О(0 от това пространство е дефинирано с

P, Q)= fl P(t) Q(¢)dt.

Очевидно векторите 1, А #,...,#" образуват един базис на TOBa Npa -
странство и при ортогонализация ще получим редицата от полиноми:

a1 . 31,%,¢ 3,t 5 t...

(при нормировка Ha коефициента пред най-високата CTeneH, взет 88 1).
Получените полиноми, които се определят при ортогонализацията Ao

постоянен множител, се наричат полиноми на Лежандр. По една фор-

мула на Родриг полиномите на Лежандр могат да бъдат определени с
. _

(8) Ρι(ἢτε , (Р--1))09.

Оттук се вижда, че P,(f) e полином OT л-та степен, като Р.(4)--

=Aptr+... и Ap= %}, . Полиномите P,(f) ca ортогонални помежду

CH, T. е. имаме

1

f P, (8) P.(t)dt =0, μεξῦ.
5
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Проверката на това равенство става лесно, като се докаже, че

1

ftkP,,(t) dt=0
—1

3a BCAKO цяло число £,0=+%k=vy—1. Ho последното paseHcTBO се по-

лучава JIECHO с интегриране по части, KaTO B него се 3aMeCTH полино-

мът P,(¢) с равната му стойност от (8). Така получаваме, че полино-

мите P,, Py, Р.,..., P, образуват ортогонален базис на пространството

Сл 38 да нормираме векторите на този базис, трябва да пресметнем

интегралите

1 1

-- 2 ш л --δ,.-- fp,, (t)dt_A,,_fl # P, (ἢ dt =
-1

Ял
2"л!1!

е((22--10 dt.и
С интегриране по части намираме бл--

ните полиноми Q,(f) ще бъдат

1
Q)= |t Р.(0)

ToraBa 88 всеки полином f{f) OT cTemeH = п ще имаме

}(ἢ - οὐ Qo) +¢1 Q&)+ ...+ Ο, (ἢ,.

2у г И следователно нормира-

като

1

Cy= f 700 ο,(ἢ dt, k=0, 1, 2,... 1.
1

Да разгледаме сега множеството на всички тъй наречени триго-

нометрични полиноми ΟἹ л-ти ред:

Р(()- %"-}- a,cost+b,sint+a,cos2t+4b,sin2t+ ... +a,cosnt--b,sinnt,

гдето 4 а), й»з,..., Apy by, 6,,...,6, са произволни реални числа. Очевидно

това множество образува 2 л--1-мерно пространство R. За скаларно

произведение 88 кои да e негови вектори Р, (4) и P, (f) приемаме числото

2

(Ρ,, Py)= f P, (t) Py (t) dt.

Лесно се вижда, че специалните полиноми

1, cost, sint, cos2t, sin2¢,..., со5 лЕ, sinnt

ca ортогонални два no два B интервала (0, 2 +), T. е. (p=9q),

2Е275

f cosptcos gt а =0, fcosptsinqtdt=0,f sin pt sin gt dt =0.
0 0 0
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Понеже

функциите

1
В пе " е4 τῷέᾷ —— δοΞΞ 77 ,....}Κ. Cap_1= -Ξ еал ΞΞ —
0 V27|5 ; 1 ; ΡῚ 2 2 9φη-- V’N  ̓ an νπ

( )

2π 2а-

fcos2pt dt=nr, fsinzptdt=n(p>0),fdt=2n,
00

cost sin ¢ cos nt sin ПЕ

х T

образуват една ортогонална HOPMHpaHa база 3a Β.

4. Детерминанта на Грам. Нека «), «а,..., «.„ са т произволни

вектора от едно евклидово пространство, Детерминантата

(%1, %) (@ o). - - (g, «)

A= (g, 0) (% «9)... (%) &%)
. s e ¢ s @

(“m’ “;) (“т, αὶ) τ (“m’ “т)
се нарича детерминанта на Грам. Да предположим, че векторите са

линейно зависими, T. €, имаме равенството

λι a1+)\2“2+ ... +)\m“m=0,

гдето поне едно ΟἹ числата λ,» Ag,y...,A, € отлично OT нула. Karo
умножим това PaBEHCTBO скаларно С &y, &g,...,%,, получаваме paBeHs

cTBaTa:

A (α,» @) +2g («ъ @)+ oo+ Ха (@ %) =0,

λι (@ 04) + а (@, %)t --- ' Ay (2 )= 0,

А (α,,» %) 129 (% %)t . A (% &,,)=0.

Детерминантата ΟἹ коефициентите HA Ay, Ag,..., A, € точно paBHa

Ha детерминантата A Ha I'pam. Понеже cucTemara XOMOreHHH Ууравнения

има нетривиалното решение Ay, Ag,...,An TO детерминантата A трябва
да е равна на нула. |

Нека cera предположим, че векторите «, ἄρ,...» ἄμ Са линейно

независими. Чрез ортогонализиране ще получим от тях г ортогонални

и нормирани вектора €1, €g,...,E€,, ΚΟΗ͂ΤΟ са също линейно независими.

Дадените вектори «), «з,...,«„ 8 линейни комбинации на последните

вектори, т. е. ще имаме

%, =an 81-{—a52 е2+ ...+а,-тет, [=.1, 2, З,...,т.

Понеже за скаларните произведения («. «,) имаме

(«о “j)=a11 ал++-ав а ... Ἢ Ui O js
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детерминантата на Грам А ще бъде равна на квадрата на детерми-

нантата

ац аз...ащ

D= | 21 ὥ55... ааа |,

а йро . . B

Но ΟἹ линейната независимост на векторите &;, &g,...,%, Сследва, че

детерминантата /) е отлична ΟἹ нула, Τ. е. детерминантата A е поло-

жителна,. Така установихме предложението:

Детерминантата на Грам на една система от век-

тори е неотрицателна. Тя е само тогава равна на нула,

когато векторите OT системата са линейно зависими.

В частност неравенството Ν

(α;, αἰῬ)(α;, «а)

(«о «1) («о «) |
е идентично с неравенството на Коши--Буняковски:

(«ъ «а) < (α), &) (%, α9).
В пространството С (@, #) от непрекъснати функции B (а, 0) де-

терминантата на Грам е

b # b

[ remax [hefmdx.. [fi) e

=0

b b b

[hah@ds | х20дах ... [£(9 fu(x)dx

(AW dx (£ fa(R)ax... | х20дах

Следователно Ннеобходимо и достатъчно условие функциите f;(x),

fa(%),...,fa(x) да бъдат линейно зависими се състои Β това де-

терминантата А” да е равна на нула.

5. Перпендикуляр към подпространство. Аналогично на елемен-
тарната геометрия да решим следната задача: даден вектор / от едно

евклидово пространство Д да разложим на два вектора g и h, OT KOUTO

£ „да принадлежи Ha дадено подпространство R’ на R и h да e oproro-

нален Ha това подпространство R'.Haka R’ e р-мерно и &y, €3,...,€, е

една ортогонална и нормирана база Ha R'. Понеже g ( R', то ще uMame

g?llel"‘)\geg_f‘ ... + р Ρ

Векторът Й-/)--# трябва да е ортогонален на R' и следователно

ще имаме

(/2, ek)"_"(f_gr ek)':ov k=1,2 3,...,p
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или

(f—8& e)=(f—A е--аеа-- .. 2, e, ex)=(f,ex)—2,=0.

Оттук получаваме 3a числата A, изразите

X=(f, e k=1, 2, 3,..., р.

Векторът g се нарича проекция на BeKTOpa / върху под-

пространството K/, а Й--перпендикуляр, спуснат OT края Ha

вектора / върху R'. По теоремата на Питагор имаме

121 #41

отгдето следва, че [ἀ} ΞΞ}}, T. е. дължината на перпендикуляра не

надминава дължината на вектора (наклонената).

Ако | Я |-0, то f=g, което означава, че / принадлежи на R'. Ус-

ловието |ЯЙ|--|/| показва, че g=0, т.е. /--04-Я, и значи в този случай

f e ортогонален Ha подпространството R'. При всички останали поло-

жения дължината на вектора Я е положителна величина, по-малка ΟἹ

дължината на / и

Ще решим същата зад#ча, като изхождаме от една произволна

база w,, w,,..., ш, на подпространството K. 3a вектора
р

Е- щ Σ Ἔμ, 0y ... 0,

уравненията (1) стават

(B, ὦ.) =(f—& 01)=(f, 0)—p; (01, ὦ2)---μῷ (w0, u’1)— ity (0, 1) =0,

(}ι ωΒ) ( —g  ̓ “’2) (fr '”2) l‘-l(‘”v wy)— μ2 (ωἓ, “52)—' т Рр ( “’2) =0,

) (f g: ρ) (f ) μ1 ((1)1, p) μ’2 (ω2 ̓ ) - - P’p( p) =0.
Тук неизвестни са числата μ5» Ше» р Детерминантата пред

неизвестните е равна на

(ор 6) (0 ωΙ)"'(ωρ’ ®y)

A= (w2, ;) (0, ‘”2)--'(‘%1 )
Ο Е e o & e e * .

(‘:01’ ωρ) (ωΒ’ ωρ) .. (ωρ’ ωρ).
Понеже векторите ©f, ὡ»...»Ὁ») са линейно независими, то детерми-
нантата Ha Грам 88 тях e отлична ΟἹ нула и системата има едно на-
пълно определено решение, което можем да полуЧим по известен начин.

6. Изоморфизъм на евклидови пространства, Две евклидови |

пространства Д и R' се наричат изоморфни, ако между елементите им

X, у,... И X, γ,.... може да се установи такова еднозначно съответ-

ствие, означено с хн-х,у, че да бъдат изпълнени следните

условия :

1. Ako x— Х” и y—y, 10 x+ye——vx +y, T. е. ако Ha векторите

X, ¥ от R съответствуват векторите х,у οἹ Е”, то на вектора Xy

съответствува векторът х--у”.
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2. Ако Хе- X/, T0 Ахе-Ах,. “

3. Ако χε X' U у«-иу”, то (X, y)=(X, ¥'), Τ. е. скаларните произ-
ведения на съответствуващи чифтове вектори са равни помежду си.

Ще установим сега основната теорема :

Всички евклидови пространства от дадено изме-

рение л са изоморфни помежду CH.

При доказателството ще изберем пространството от векторите

| a=(ay, йз,..., ал)

за основно. Скаларното произведение на векторите «-(а, dy,..., й)

и B=(by, #,,...,0,) се дава, както вече знаем, с

(@, В)-а:61,-+-а,68,+ ... +anbn

Нека R e произволно л-мерно евклидово IPOCTPAHCTBO, изоморфно

на 7, ¥ e;, €,...,€; € една негова ортогонална и нормирана база.
 ̓

На всеки вектор

Χ:ξΙ θΙ-}-ξΞ eg+ ... :}' ξ” е„

от R да съпоставим вектора

| Χ ́:(ξ1’ ξεγ .. -νξπ)

от пространството Τ. Така очевидно получаваме съответствието, което

е еднозначно. Не е трудно да се види, че условията 1, 2,3 са изпъл-

нени, T. е. пространствата R и Т са изоморфни помежду си. Така свой-

ствата Т и 2 следват от

λχ'--(λξ,, λξαᾳ,....,λξ.} <-> AL δι-Ελξο 64 - ... -Ἐλξ, еае АХ,

Х” τείξι Ἐη., Ве ае ее Бя) - ( -ἘῊ}) е+ (ξ2 -Ὲ ἢ2) et ...+

+(En+'f}n) ep=XxX++y.

По ¢opmynata 38 скаларно произведение при нормирана OPTOro-

нална база имаме (X,y)=E&; 1,+E& а ... --бали И понеже (X, у) Ξ

- Еу ту + Е Ха е.. + Бе TO (X, у)-х, у), с което е установено

свойството 8,

Доказаната теорема показва, че BCAKO свойство, отнасящо се за

събиране, умножение с числа и скаларни произведения на вектори от

едно евклидово пространство, остава в сила и 88 всяко негово изо-

морфно евклидово пространство. Така произволно геометрично твър-

дение за два или три вектора можем да проверим, като го разгледаме

за съответните вектори ΟἹ известното триизмеримо пространство OT

. елементарната геометрия. Например неравенството за два вектора X H у

| x+y| =|x]|+]|y]

следва HEMNOCPEACTBEHO OT CBOMCTBOTO B I'€OMETPHATA, че диагоналът на

един кой да e паралелограм по дължина не надминава сумата от

дължините на две неуспоредни негови CTPaHH.
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Глава У

Билинейни и квадратични форми

1. Билинейни форми., Една функция 4(х; у) ΟἹ векторите хи у

на едно афинно пространство А се нарича билинейна форма (билинейна
функция) на векторите X и у, ако Уудовлетворява следните YCJOBHS :

1. При фиксиран вектор ¥, А(х; у) е линейна функция на X.

2. При фиксиран вектор X, 4А(х; у) е линейна функция на у.

На основание на дефиницията на линейна функция предните усло-

вия са еквивалентни на следните:

LA+ Χαὶ у) - А(х.;у)--А(ха; у) и AQx; у-31А(х; у) за
всяко реално число A.

2. А(х; м)) = А(х; y)+A(X; у) и A(xpy)=pA(x; у) 88
всяко реално число μ.

Една билинейна форма А (х; у) се нарича симетрична, ако за:

всеки два вектора х и у имаме

(1) А(х; у)-А(у;х).

Лесно се вижда, че скаларното произведение (X, р) на два вектора х

и у OT едно евклидово HPOCTPAaHCTBO е симетрична билинейна форма.

Ще намерим общата форма на А (x, у). Нека ер е,,...,2еа е про-

изволен базис на л-мерното линейно пространство K. 38 векторите хи

у имаме

х-- e +& e+ ... —{—E,, €n,

y=n1 81—{—7)2 32+ ..."ἱ"ηῃθῃ.

На основание на свойствата 1 и 2 получаваме

А (х; у)- Α(ξ, δ.-1 ξ 6..- ... +Еблел; Ἢ 6.- ς е5-Г- .. а ел)

-- Е т А(е; е1)+- 611ь А(е ;е,)-- ... +8 т А (еа;еа)+

+Em А (δᾳ; е;) + Е Ἢ А (еа; €)+. . +§27)n14(6’2;en)+

«Ел а А(епуе1)+ E ηςΑ (θ“,22)-}- . τ ба т,„А(е„,е„)
или

@)  ̓ Α( : )= ἀμξιην
ik=1

където ал означават числата A(e;; 6,). Така получаваме предложе-

нието:

Всяка билинейна форма А(х; у) при базис ере,,..., ев в л-мерно

пространство може да се представи във вида

3 А() S auEme
ЕК
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където £, Ез,...,б, са координатите на вектора X, %y, а»» са ΚΟΟΡ-

динатите на вектора у и числата @ зависещи само от базиса, се

Матрицата A=|a, || or числата a, се нарича матрица на били-

нейната форма при базис e;, €3,...,€,

Ако билинейната форма А (х, у) e симетрична, TO ще имаме

алв-А(е;е,)- А(е e)=ay

и следователно матрицата A на формата А (х; у) ще съвпада с транс-

понираната матрица Α ́. Непосредствено се вижда, че ако MaTpu-

ците А и A’ са равни, то билинейната форма А(х; у) е симетрична.

2. Трансформацията на матрицата на билинейната форма при

изменение на базиса. Нека в n-MepHOTO пространство вземем друг

базис еу, e,,..., θη ́. Векторите e/, e;,..., e, се изразяват линейно

чрез векторите е), €g,...,€n"

еу - си е) + Сл 85+ ... τ μ ет

ey Ξε 15 61 + 90 6..Ὁ «-. + Спа ет

ЕЕ Ξ Ξ Ξ Ό Ε Ξ

ey --С е + Сопл 65 ...+ ὥμε ел

Тук числата Cyp Cgpy--+rCpp CA координатите на вектара е,/ при базис

ер €9,..., ел Матрицата

€11 €13 -+<C1n

, |l €y Cop ... ῃ

С Cng .. Сл

в която стълбовете представляват координатите на векторите е;” €y ..,

e,, се нарича матрица на прехода ΟἹ базиса ey, ез,...,е, към базиса

e/, е,/,....е,. Нека

an a12 ...α1͵,

Qg йл ..- йл

ал ἄμ .. йл

е матрицата на формата А (х; у) при базис e, ез,..., ел И

Т НТ

НЕ ЧН

bn1 bn2 ... bnn
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e матрицата на същата форма при базис ey, е,”.... e,. Числата

е. - г

by =Ae,’; е,)
очевидно представляват значенията Ha билинейната форма A (x; у) при

х-е,/ и у--е,/. Следователно по формулата (3) те се намират, като

вместо променливите §;, Ез,..., . И 7y, Таз..-,1и ΠΟΟΤΆΒΗΜ координа-
. #  ̓THTE Су ὥαρ»...»Οπρ ̓ Сър Сеу Слу На векторите ев и е/ в базиса

ер 6,,..., ел Значи ще имаме

n

byg=A(e, ;)= Σ а Cip Съе
Lk=1

Ако с C'=|/¢',;|| означим транспонираната матрица на matpuuara C, To
предното равенство става

n

- ,

дра-- Σ С еФуе Съ
i,k=1

Това ΗΗ показва, че матрицата B се дава с paBeHCTBOTO

B=C'AC.

Следователно, ako A и B ca матриците на билинейната

форма А (х; у) съответно при базиси €, е,,...,е, и е1,е5)...6,7,
то B=CAC, където С е матрицата на прехода ΟἹ ба-

зиса ер €,...,6, към базиса e’',..., &, ег uC e транспо-

нираната матрица на С. .

8. Квадратични форми. Ако А(х; у) е произволна симетрична

билинейна форма, то функцията A(X; х) се нарича квадратична

форма.

Следователно на основание на формула (3) при у-ЖХ квадратич-

ната форма А(х; х) ще се представя така:

4(х; x)= Σ @y ξιξ
k=1

където Q=0

Обратно, на квадратичната форма A(x; х) отговаря билинейната

форма А(х; у), и то еднозначно,

Действително на основание на определението на билинейна форма

имаме

Ax+y; x+y)=A4(x; х)+А(х; у)+А (У; х+А(у; у).

Следствие на симетрията А (Х; у)-4А(у; х) получаваме

А(х; »)-- 5 [A(x+y; х+-)-А(х; х)-А(у; ))

като вдясно членовете са стойности на квадратичната форма А(х; х)
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Понеже числата a; са равни на А(е;; e,), то квадратичната форма

зависи от избрания базис. При избор на нов базис на пространството

координатите на вектора х се преобразуват линейно; Следователно

можем да приложим резултатите ΟἹ глава У на част . Ще имаме след-

ните предложения:

Нека А (х, у) e произволна квадратична форма в n-MepHOTO про-

странство R. Тогава в А съществува базис ey, e,,,.., €, B който KBa-

дратичната форма А (х; х) има вида

4 (X; χ):λι ζ12-{-λ2 C.22+ .. + λ;ιζ)ιΖ;

гдето &y, Co,..., & са координатите на вектора х Β новия базис.

Ако квадратичната форма е приведена по два различни начина

(т. е. при различни базиси) в сума от квадрати, то числото на поло-

жителните квадрати, кактои числото на отрицателните квадрати, и в

двата случая е едно и също. Също така и борят на членовете с кое-

фициенти, равни на нула, е еднакъв и при двете представяния.

Матрицата на квадратичната форма в различни базиси има един

и същ ранг, равен на броя на членовете в представянето на формата

в сума от квадрати, на които коефициентите са отлични от нула.

Квадратичната форма А(х; х) е положително дефинитна, ако

А (х; х) > 0 за всеки вектор x==0. Ако А(х; у) е съответната й би-

линейна форма, то ще имаме

А(х;у)-4А(у;х),

А(х.+-ха/)-А(х) ; у)-НА(х.;у),

AQx; у)-3АА(х; у),

А(х, х 20и А(х; х) >0 при х-0.

От тези равенства виждаме, че билинейната форма А (х; у) има

същите свойства, както скаларното произведение (X, у) на два вектора

хи y. Taka получаваме предложението:

Скаларното произведение е билинейна форма, съот-

ветствуваща на положително дефинитна квадратична

форма, и всяка такава форма може да бъде взета 88

скаларно произведение.

Глава VI

Комплексно n-mMepHO пространство

1. Комплексно линейно пространство. В началото дефинирахме

реално линейно пространство като множество от елементи, наречени

вектори, които се подчиняват на условията 1, 2, 3, I, II, Ш, (гл. 1) при

реални числа А. Ще разгледаме сега подобни множества, като числата А

могат да бъдат комплексни. Следователно едно множество R ΟἹ еле-
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менти-вектори ще наричаме комплексно Ллинейно пространство, ако

предположенията 1--3, 1-- Ш (гл. П) ca изпълнени при произволни ком-

плексни" числа. Всички свойства на реалните пространства остават Β

сила и за компелксните пространства, като реалните числа се замест-

ват с комплексни числа. Така всеки вектор X OT п-мерното простран-

ство ще има формата

х-- Е е)-+ба6,--... Бл ет

гдето числата С), Gy,...,G5n наречени координати, са комплексни числа

и векторите €, е,,..., &, са линейно независими, Τ. е. образуват базис

на пространството R

Една функция f(x) на произволен вектор х от R ще наричаме

линейна от първи ред, ако тя удовлетворява условията

(«<+2)-704-+-7( 5)

fOx)=2f(x)

88 произволно KOMIVIEKCHO число A. Функцията /(х) Ha вектора X се

нарича линейна от втори род, ако удовлетворява условията

(:) ) } )

fx)=2f(x)

88 произволно KOMIVIEKCHO число A.

На основание на предните дефиниции получаваме лесно, че функ-

циите от първи род ще имат вида

[(χγ)τεαι,ζ, Ἐ ἀοζ -Ὲ ... τ ας ς ς

гдето Съ §y,..., Б„ 08 координатите на вектора х при базисе., е,,...,

en и а,-/(е,), 15 ΚΈΉΞ , а функциите от втори род ще имат вида

ῃ
Н

2. Комплексно евклидово пространство. Едно линейно комплексно

пространство се нарича комплексно евклидово пространство, ако в него

е въведено скаларно произведение, T. е. на всеки два вектора X, Yy,

KOHTO MOrar да бъдат и равни, съответствува комплексно число (х, у),

което удовлетворява следните аксиоми:  ̓

1. (y, X)=(x, у), като с « се означава, както е прието, спрегна-

тото число на комплексното число «.

2. (λχ, у)--А(у, х) за всяко комплексно число A.

3. Са--Ха У) (хрУ)+(ха ¥)-
4. Съгласно с Т имаме (х, x)=(x, х), T. е. числото (X, х) е реално.

Предполагаме повече, че (х, x)==0 и само тогава имаме равенство,

когато векторът х е нулев.
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От 1, 2 и 3 следват равенствата

(χ’ λγ):ἷ(χ’ y)’

(Се γι +Y2)=(%, y)+(x Vo)
Действително имаме

% аУ) (уя )= х)--(У» х)-(х, y)+(, Уз).
Под дължина на вектора X, която означаваме с |х)| разбираме

числото У(х, x). Два вектора X и у се наричат ортогонални, ако ска-
ларното им произведение (х, у) е равно на нула.

Ще празгледаме някои примери на комплексно евклидово про-

странство. Под вектор х нека разбираме една система OT пл ΚΟΜ-

плексни числа

x=(ay, йз,..., Q).

Очевидно MHOXECTBOTO Ha всички такива BeKTOpH образува KOM-

плексно линейно пространство ΟἹ л измерение. AKO 838 два кои да ca

вектора

x=(ay, Qgy ..., ал), y=(b1’ bz: . #)
дефинираме скаларно произведение с формулата

(χ’ .У)=а1Б1+а2Ъ-2+ .. +апбт
то лесно се проверява валидността на аксиомите | до 4 за това произ-

ведение. Така получаваме комплексно евклидово пространство, като

дължината на вектора х ще се дава с

|«< Йа, РА-Га, P+ ... Ἔ |а2 -
Множеството от всички непрекъснати функции Χ (f) на промен-

ливото Е B сегмента [, В), вземащи комплексни стойности по този Cer-

мент, при скаларно произведение, дефинирано с -

£
(x (&) уф)- [χ 0 at,

€ комплексно евклидово пространство.

Ако ер €9,...,€, са п линейно независими вектори в едно 1#-

мерно комплексно евклидово пространство, то, както преди, можем от

тях да получим с ортогонализация 7 ортогонални вектора, коите са

също линейно независими и следователно образуват базис на TOBa

пространство. Същите вектори могат да се нормират по употребен

вече ничин. Нека /Л, f,,...,fs са п вектора, образуващи ортогонален и

нормиран базис на пространството. Тогава скаларното произведение на

два кои да са вектора х, у

и x=51f1_+§2f2+ εὐ τεξα ῳ УАИ
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от А ще се дава с

(х, У)=Е1 Ἱἷι'ὗ'ξεἦς’}" ... +Еп7-]п-

Дължината | x| на вектора х ще се дава с

|х|=1/ BB+ P+ ...+ & Р
и 3a координатите &, E,,...,5, на BeKTOpa х получаваме

Ce=(x, /,), #-1, 2, 3,...,n.

Изоморфизмът на две комплексни линейни пространства се дефи-

нира напълно ПОДОбНО на случая на реални пространства и по същия

. начин, както се установява, че две кои да е комплексни афинни про-

странства от същото измерение са изоморфни и две KOH да € KOM-

плексни евклидови пространства с еднакво измерение са ИЗОМОРфНИ.

3. Билинейни и квадратични форми, Една функция А(х; у) на

векторите х и у се нарича билинейна форма, ако Удовлетворява на

условията :

19 А(х1-ха; У)-А(х1; у)+А(ха; у),

А(Ах; y)=2A(x; у).

20 А(х; Y1 +y)=A (x5 ¥1)+(x5 »),

A(x; Ay)=LA(x; у),
T. е. тя е линейна функция OT I'bPBH ред спрямо X (при фиксирано у)

и такава OT втори ред спрямо у (при фиксирано X).

Например скаларното произведение (х, у) е билинейна форма. Нека

еуъ еа ...,€,

е произволен базис на л-мерното комплексно пространство R. За век-

торите X и у ще имаме

х--б, е+е ... 6л ев Ул 6γ- ае ... Ἐ ел

Тогава на основание на свойствата 1 и 2 получаваме

4 (х; ͵ν):Α (ξι е1+52 eyt ... +Enen; N et g+ ...+, en):
n 

n

:Σ А(е,; е.) Е, "ἦ,;ΞΣ @i ЕЛе
(,8<-1 i k=1

KaTo а,. означават числата А(е,; е,).

Ако в билинейната форма А(х; у) поставим Х-у, то получената

функция се нарича квадратична форма. Не е трудно да се види, че

всяка билинейна форма се определя еднозначно OT квадратичната CH

форма. Действително от равенствата

А(х--у; x+9)=Ax; X)+A(y; х)+А(х; У--А(у; у),

Axtiy; х+0/)-А(х; х)-А(у;х)-ЧА(х; у)-НА(и; у),

10 Висша алгебра
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(1 А(х--у; x=9)=A(x; x)—A(y; х)--А(х; Y)+A(y; ¥),

Ax—iy; x—iy)=A(x; х)-ЧА(у; )+id(x; У-+А(и; у)

с YMHOXEHHE последователно на 1, +i, -1, —i и събиране получаваме

@) А(х; )= Σ (А(Х-У; x+y)HiA (e iy х+5-

—A(x—y; x—y)—id(x~iy; x~iy)}.

Билинейната форма A(x; у) се нарича XepMHTOBa, aKO удовлетво-
рява условието

(3) А(х; у)-А4(у; х).

Необходимо и достатъчно условие формата А(х: у) да бъде хер-
митова се състои в изпълнение на равенствата

ι Ξ ς

Действително от условието (3) следва

ap=Ale;; е,)-- А(е2,; e)=a,

Обратно, от a;,=a,; получаваме

A(x; у) Σ ἄμ Е Σἆκἰξἰἷἶἡ:Σ αωξ-ηζ:Α (y; х).

Ако при един базис имаме а --а,, TO и при кой да е друг базис
това условие ще бъде изпълнено, т. е. ако формата А (х; у) е херми-
това при един базис, то тя е такава и при кой да е друг базис.

Съответната квадратична форма η една билинейна хермитова
форма се нарича също хермитова форма. Необходимо и достатъчно
условие една квадратична форма да бъде хермитова се състои в това,

че тя да има реална стойност за кой да е вектор х. Действително, ако

A(x; y)=A(y; х), то имаме

А(х; x)=A(x; х).

Обратно, нека А(х; х) е реално число за всеки вектор Χ. Но тогава
от формулата (2) и от следната формула:

А(у; x)= ἑ- {A(x+y; xX+y)—iA(x+iy; x+iy)—

—A(x—y; x—y)+iA(x—iy; x—iy}’
KOATO получаваме ΟἹ (2) със смяна на векторите X и у помежду HM,
се вижда, че А(х; у) и А (у; х) ο спрегнати комплексни числа.

Теорията на тези форми разгледахме по-рано.
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Нека ху Ха,...,Х. са произволни ΠἹ вектора от пространството Д.

Детерминантата на Грам се дава с

(%1 х1) (χι, «а)...(Жъ Ха) )

A= (X9 ж1) (Xg Χ4)...(Χ» Х.)
.

- . . .

Се #) ὐ х ж0
По аналогичен път, както по-горе, ще установим, че тази детерминанта

е винаги едно реално, неотрицателно Число и само тогава е равна Ha

нула, когато векторите хХ), Xg,...,X,, са линейно зависими.

Ако векторите Xy, Хо,...„,Х. Сса линейно зависими, виждаме на-

пълно аналогично на по-рано, че А е равна на нула. Нека сега същите

вектори са линейно независими и LA O3HAYUM с €y, 6,,..., €, векторите,

ΚΟΗ͂ΤΟ се получават с ортогонализирането им. Тогава за векторите

Хъ Хо;,..., X, ще имаме

χρ: ρ121ἦ ̓αρ282 ̓ἰ ̓ ̓'- ̓ὖ ̓αρῃ,ε,”, р=1, 2,...,”2,

като детерминантата

ἄ ай

D= 8a Qg...0,

| Gt Qg Oy

ще бъде отлична OT нула. Понеже 3a скаларните произведения (X, X,)

имаме

( xq)zap1 &+ ap,p+ ... +йрт QY

TO непосредствено се вижда, че детерминантата на Грам А щее равна

на произведението на детерминатата Р с конюгованата й детерми-

нанта, т. е. с тази, която се получава от D със смяна на всичките й

елементи с конюгованите им комплексни числа. Но тогава от равенството

A=DD

следва, че A>0. При m=2 получаваме HepaBeHCTBOTO Ha Коши---

Буняковски :

Ще разгледаме пространството K от всички полиноми

а,+а2-+...-нан2”,

в които коефициентите @y &y,..., μ са произволни комплексни числа

и 2=Xx-}-iy е произволно комплексно променливо. Нека D е крайна

проста област на равнината (х, у). За скаларно произведение на два

вектора Р(2) и Q(2) от К ще приемем интеграла

(PQ= | [P(x) Q@ axdy.
D
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Очевидно полученото така скаларно произведение удовлетворява

условията й за него К ще бъде едно евклидово комплексно простран-

ство. Да разгледаме системата вектори

1, 2, 22,..., 2%,

KOHTO очевидно са линейно He3aBHCHMH, Чрез ортогонализация ще по-

лучим редицата от полиноми :

Py(2), Pi(2), Β. (2),..., Pu(2)

като cTemeHTa Ha P,(2) € TOUHO paBHa HA v, KOMTO два по два ще бъдат
ортогонални, T. €. ще имаме

ГПГР.(9Ре)ах ду-0, а 1y=0,1,2....m
D

ΟἹ самия начин Ha ортогонализация се вижда, че с увеличение на п

получените по-рано полиноми не ще се изменят. По този начин полу-

чаваме една редица ΟἹ ортогоналняи полиноми :

Py(2), Pi(2) Py(2) Р (2),...,

всеки OT които има степен, paBHa Ha индекса му. Тези полиноми до

постоянен множител за всеки са еднозначно определени. С подходящо

деление на положителни числа ние можем да ги нормираме, т. е. да

предполагаме, че

jfan(Z) 2dxdy=1, n=0,1,2 3,...
D

3a всеки полином /(2) OT CTeNeH т ще имаме представянето

[@)=co Py(2)+c Р (2)--... +с.Р.(2),

гдето

Су f()P,(z)dxdy, v=0, 1, 2,..., т.П
.

Глава УП

Спрегнати линейни оператори

1. Връзка между билинейни форми и линейни оператори. B

N-MEPHOTO евклидово KOMINIEKCHO пространство R BCEKH вектор X,

KAaKTO видяхме, MOXe да се представи във (popmara

(1) x:&1e1+§2e2+ .. вл ет

гдето &, Е,,..., §, са координатите на вектора X H €y, €y,..., еле една

нормирана ортогонална база. Ако A е един линеен оператор, то коор-

динатите на вектора Ах ще са равни на |

ζ, Ξ ὧ ξι + а ot . . + ал &y
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(2) Ч ааае

- ΞΞ йл Е1+а2п Ег+ ἐνν + йл Ел

гдето | а| е матрицата на оператора А. Ако у e произволен вектор

от пространството R с координати %y, Чр,-.-, Тю Т. €

y=mei+npeéyt+ ... +M¢€,

TO CKaJapHOTO произведение (2, у) Ha векторите 2-4х иу се дава с

Като заместим тук стойностите на координатите §;, §o,...,5, OT

(2), виждаме, че това произведение има формата

(2, V=5 Е N+ A& o+ .. a0, Bt

+л ЕА й 52;)2'*‘ ooty ξ а

+Qny ξπἷ]χ + бла Еп;]2+ ... Р йлл ξηἷ]η,

T. е. представлява една билинейна форма А (х; у) на векторите X и у

и ще имаме

(2 /)-А(х; у)-(Ах, ¥).

Така получаваме, че на всеки линеен оператор А отговаря билинейна

форма A(x; у) със свойството

а(х; у)-(А х, у).

Обратно, нека A(x; у) e една билинейна форма на векторите X, у:

4(х5 y)= Σ ἄμ Ее
1[ k=

Тази форма можем да пишем Taka:

А(х; »)εείαι, ξ, +ам Б .. +an Едзи+

(@2 81+ a0 ξ2 -Ὲ ... Ε Δ, Ел)

.............

+(a,, §1+a2n Eg‘f‘ .. йл En)_")n

Като въведем вектора 2 с координати С, Gy,..., ζω» дефинирани с pa-

венствата (2), получаваме, че

А(х; У)=С1;11+С2;22+-” + С„:!;-„--(г, »,
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чец

гдето z=A(x) е линеен оператор. Виждаме така, че Ha всяка билинейна
форма А (х; у) отговаря такъв линеен оператор A, за който да имаме

(Ax, у)-А(х; у).

Лесно е да видим, че операторът А се определя еднозначно от

формата A(x; у). Нека допуснем противното, T. е. че имаме

A(x; y)=(Ax, у),

A(x; ¥)y=(Bx, y).

Ho тогава от равенството (Ax, ¥)=(Bx, у) получаваме

(Ax—Bx, y)=0,

KOETO PaBeHCTBO трябва да бъде вярно 3a всеки вектор х и у. Следо-

вателно Ax—Bx=0 за всяко х, т.е. A= B. Taka установихме теоремата:

1. Равенството

(3) А(х; y)=(Ax, у)

установява взаимно еднозначно съответствие между

билинейната форма A(x; у) и линейния оператор A

Нека отбележим, че на основание на формулата (3) еднозначното

съответствие, както установихме, не зависи от избора на базиса.

Да направим сега друга преработка на билинейната форма А(х; у),

като групираме членовете й спрямо координатнте Е ξανννννγ бл.

Както преди, получаваме

A(x; у)--Е((ац ἢι-Ἐ 19 а + ..е + ἄμ 1) й

+ Е (аз Т Ἔ йза Mot «.- - йза Пя) +

Ο ЕЕЕ

+Еп (ап1;1+ап2;]-2+ ... +апп;)п)=

=Е1;1+521;+ .. +Еп;п=(х, Т.)=(х, A*.V),

гдето

4“ у-1.е.--Те €9+ ... Тл ел.

| Матрицата на оператора А“ се получава от матрицата на оператора 4

ς транспониране и заместване на елементите й с конюгованите им
числа. Така виждаме, че на всеки оператор А от евклидовото прост-

ранство отговаря оператор 4“, и TO еднозначно притежаващ свойството

(ах, y)=(x, A% у).

Операторът A* се нарича спрегнат на оператора A. Матрицата на опе-

ратора A* се получава от тази на оператора А с преминаване към

транспонираната матрица и заместване на елементите й със спрегна-

тите комплексни числа.
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Еднозначността следва непосредствено от еднозначното съответ-

ствие на билинейната функция и оператора. |

Преминаването от преобразуванието A към A* се подчинява при

умножение и събиране на операторите на следните правила:

(AB)*=B*A*,

(A¥*=A

(A+ B)*=A*4-B*

(λ Ау =1 A*.

E*=E.

Примерно ще ycTaHOBHM първото ΟἹ Te3H paBeHcTBa. Имаме

(ABx,y)=(Bx, A*y)=(x, B* A*y). и

От определението на спрегнат оператор имаме

(ABx, y)=(x,(AB)* у).

Понеже операторът се определя еднозначно OT съответната билинейна

форма, то от горните две равенства получаваме

(AB)*= ΒῈ А“,

KoeTo трябваше да се докаже.

2. Спрегнат на себе си оператор. Линейният оператор А се Ha-

рича спрегнат на себе си, ако A*=A. Лесно се вижда, че необходимо
и достатъчно условие, щото линейният оператор А да бъде спрегнат

на себе си, се състои в това, че билинейната форма А(х; у) да бъде

хермитова. Действително условието операторът да бъде спрегнат на

себе си се изразява с равенството

() (Ax, y)=(x, 4у).

Формата А(х; у) е XepMHUTOBa, ако

(5) (Ax; γ)εξ(Αν, x).

Очевидно e, че равенствата (4) и (5) ca еквивалентни.

Ще установим сега някои теореми 88 спрегнатите на себе си

преобразувания, KOHTO имат приложения в разни въпроси от мате-

матиката. |
2. Собствените значения на спрегнатите на себе си

преобразувания са реални.

Нека х е собственият вектор на спрегнатото на себе си преобра-

зувание, A и A — собственото значение. Ще имаме значи

Ax=xx,x + 0.

Понеже A*=4, 10

(A х,х)- (х,(А*х);в (x, Ax).
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Като вземем пред вид предното равенство, получаваме оттук

(Ах,х)--(Х,А х)

или А (x, х)-А (x, «х). Понеже (x, x)==0, то A=A, т. е. числото A

е реално.

3. Собствените вектори, отговарящи на различни

собствени значения, са ортогонални помежду си.

Нека e;, e, ca собствени функции на оператора A и A, A, са

съответните собствени значения, като 1)42 Като вземем пред вид

равенствата

Ае τελι διν Aeyg=MXe,,

получаваме

(Aey, ез)-(еь 4“е.)-(е2,, 4Ае,)-(е1, Ае) - (е) 69),
т. е.

А(еъ во)-2.(еур е)
или

(λι--λ2) (еъ е2)--0.

Понеже λιξξλο, то следва, че (e,, еа)-0, с което теоремата е

установена.

Ще докажем сега следното помощно предложение:

4. Нека А е спрегната на себе си линейно преобра-

зувание в л-мерно евклидово пространство, R U ее He-

говият собствен вектор. Множествота OT векторите X,

ортогонални на e e (n—1)-MepHO подпространство, ин-

вариантно OTHOCHO преобразуванието A.

Знаем, че множеството R; от векторите X, които са ортогонални

на e, образува (n—1)-MepHO подпространство. Не е трудно да се види,

че А) e инвариантно спрямо е. Действително нека χᾷ , т. е.

(х, е)-0. Понеже преобразуванието A е спрегнато на себе си, ще

имаме

(Ах, е)-(х, A*e)=(x, Ae)=(x, Ае)-А(х, €)=0.

Равенството (Ах, €)=0 показва, че векторът Ах принадлежи също на Д).

На основание на предните предложения ще установим следната

теорема: ,

5. Нека А е спрегнато на себе си линейно преобразу-

ваниеведно л-мерно евклидове пространство Д. Тогава

съществуват п взаимно ортогонални собствени век-

тори на преобразуванието A, на които съответствува-

щите собствени значения са реални.

Известно e, че в Д съществува поне един собствен вектор «) на

преобразуванието A. По предното предложение множеството вектори

X, ортогонални на «ь образуват подпространство R; на R, инвариантно

спрямо него. На същото основание в Д, съществува собствен вектор

«, на преобразуванието А. Векторите ΟἹ А), които са ортогонални на
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&, образуват инвариантно подпространство R, на R Η А ще има поне
един собствен вектор ἂς И,Т. H. Така получаваме п взаимно ортого-

нални собствени вектори &y, «о,..., Хл.

Нека А е спрегнато на себе си линейно преобразувание в едно

n-MepHO евклидово пространство K. Тогава съществува ортогонален

базис, в който матрицата на A e диагонална и с реални елементи.

В сила е и обратното твърдение.

За базис на пространството Д да изберем получените в предната

теорема вектори «), «о,...) Xn, KOHTO можем да считаме и 32 норми-

рави, Τ. е. с дължини, равни на единица, Ако A, Ag,...,A, 8 съответ-

ните собствени значения, то имаме

4 «) --А) 04,

Aoty =Xy &,

А «а -- Ап ἄμ

Следователно матрицата на преобразуванието А в този базис ще

има диагоналната форма

л 0 0...0

0 A 0...0

0 0 0...%

Обратно, Hexka матрицата на пр,еобразуванието A има предната
форма с реални числа A, Видяхме, че при ортогонален нормиран базис

матрицата на спрегнатата трансформация A* се получава с транспони-

ране и заместване на елементите с конюгованите им числа. Но оче-

видно матрицата остава същата, Τ. е. преобразуванията A и 4А“ имат

една и съща матрица. Това означава, че линейните преобразувания А

и A* са идентични, C което изказаната теорема е установена напълно.

От теорема 5 следва следният резултат:

Корените на уравнението #

an—x alg a13 ... 121„

(6) Qg1 Q39— X Qgg ... йоп = О,

ЕЕ ЕЕЕ e e ЕИЯ

ап1 аде апз .. . а„„-х

където @y са произволни комплексни числа, като @;=Q,, са BCHYKHTE

реални. .

Предните TeopeMH ca B сила и 32 реалните евклидови NPOCTpaH-

ства. Heka A e едно линейно преобразувание B л-мерното реално евкли-

дово пространство R. Тогава на него отговаря еднозначно една били-
нейна форма A (х; у) със свойството

А(х; у)-(Ах; у).
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За да установим TOBa, ДОСТЗТЪЧНО е в извеждането на теорема 1 да

заместим числата N3, е..» я С р Леъ Понеже тези числа са

реални. Също така се вижда, че на всяко линейно преобразувание A
отговаря линейно преобразувание A*, и то еднозначно, което прите-

жава свойството

Преобразуванието A* се нарича спрегнато на А. Ако A*=A, то преоб-

разуванието А се нарича спрегнато на себе си, Необходимо и доста-
тъчно условие, за да umame A*=A, се състои в това, че формата
А(х; у) да бъде симетрична. Собствените значения на опрератора A
ще удовлетворяват уравнение от вида (6) и следователно са всичките

реални. Но тогава и съществуването на собствените вектори от про-
странството R е установено, като се следва указаният път. По-нататък

доказателствата на следващите теореми 2, 3, 4 не претърпяват някакво

изменение, т. е. тези теореми остават в сила и за реалните евклидови

пространства.

3. Унитарно преобразувание. Преобразуванието (/ се нарича

унитарно, ако

() UU*=U*U=E,

T. ε. U*¥=U"1, ToBa линейно преобразувание € свързано с MPOCTO гео-

метрачно свойство. Именно имаме следното предложение :

6. Всяко унитарно преобразувание B л-мерното ев-

клидово пространство А запазва скаларното произве-

дение, т. е. за всеки два вектора ΧΗ у oT R имаме

Обратно, всяко линейно преобразувание, което запазва
скаларното произведение, е унитарно.

Действително, ако (/“(/- Ε, то

” Обратно, ако 32 всеки вектор х и у имаме

(Ux, Uy)=(x, у),

TO

(U*Ux, y)=(x, ¥)
или

(UtUx, y)=(EX, у).

OT paBeHCTBOTO Ha двете билинейни форми B TOBA DABEHCTBO следва, че

U*U=E, 1. е. U e унитарно преобразувание.

Axo x= y, To umame (Ux, Ux)=(x, x), Τ. е. унитарното пре-

образувание не променя дължините на векторите OT R
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Нека e;, €5,...,6;, € един ортогонален и нормиран базис на про-

странството -R. Матрицата на U в този базис да бъде

!
Ay Qyg...48y4,

ал Qgg-..4y,

ад Qo Qun

1

т. е.

(Л(е) -а;е1+ ааеа+... +a,e, 1 =i=n.

Съгласно с равенството (8) ще имаме

I, 2-4,

©) ey (е) (е е) ращ .
ПРЕДНИТС равенства могат да се напищшат така:

n

(10) <- ip“iq Е Ο’ ρἶἷ:ί]-

Обратно, лесно се вижда, че от равенствата (10) или еквивалентните

им равенства (9) следва, че (Ux, Uy)=(x, у), т. е. U e унитарно пре-

образувание. Също от последните равенства следва непосредствено

предложението: необходимо и достатъчно условие, щото

линейното преобразувание (/ да бъде унитарно, се със-

тои в това, че U да трансформира някой нормиран орто-

гонален базисв също нормиран ортогонален базис.

Ще установим подобни теореми на предните за унитарните пре-

образувания. Собствените значения на унитарните преоб-

разувания имат модули, равни на единица.

Ако х e собственият вектор на унитарното преобразувание, (Ли А

е съответното собствено значение, то имаме

йИ хейАх, х-0.

Но тогава ще имаме

(х, X)=(Ux, Ux)=(Ax, Ах)- |А2(х, х),

от които равенства следва, |А;,2-1,т. е. |А | Г.

Нека U e унитарно линейно преобразувание в л-мер-

ното пространство R и « — собственият му вектор. То-

гава (n—1)-MepHOTO подпространство R, състоящо се

от ортогоналните на «) вектори, е инвариантно OTHO-

сно R.

Нека хЕДА), т. е. (х, α)-- 0. Имаме

(Ux, Uay=(U*Ux, a)=(x, «)-0.

Понеже Ux=1a, To A(Ux, €)=0. По предното предложение А--0 и
следователно (Ux, a)=0, т. е. Ux принадлежи на R,.
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Нека U е унитарно линейно преобразувание в л-мерното евкли-

дово пространство R. Тогава съществуват л взаимно ортогонални соб-

ствени вектори на преобразуванието A и съответствуващите им соб-

ствени значения по модул са равни на единица.

Преобразуванието (/ като линейно притежава поне един собствен

вектор ®; и R. Пространството R;, състоящо се ΟἹ всички вектори OT

R, ортогонални на вектора «,е (1--1)-мерно подпрестранство R, на

R,, инвариантно относно A. На това основание Β R; съществува поне

един собствен вектор %, на преобразуванието A. Нека R, е инвариант-

ното подпространство, съставено OT всичките вектори, принадлежащи

на R, и ортогонални на «, B R, има собствен вектор «у на преобра-

зуванието А и т. н. Продължавайки така, ние намираме л собствени

вектора на преобразуванието Д, които са два по два ортогонални. Съот-

ветните им собствени значения са с модули, равни на единица. Ако

означим с Ay, Ay,..s,A, собствените значения, TO ще имаме

Ua, =2 ay,

( кае А в

Ua,=A,an.

Оттук веднага се вижда, че матрицата Ha преобразуванието A ще HMa

формата .

A, 0 0...0

0 ἃς 0...0

0 0 0...4 | |

Можем да считаме, че векторите α;, «.,..., «л са нормирани. С пред-

ните разглеждания установихме следното предложение:

За всяко унитарно преобразувание U B л-мерното

евклидово пространство Д съществува нормиран ор-

тогонален базис, при който матрицата на преобразу-

ванието A е диагонална, T. е. има формата (11), При

това числата «), Oy,...,&, имат модули, равни на еди-

нина.

4. Екстремално свойство на собствените значения. Нека А е

линейно преобразувание в 7-MEPHOTO евклидово реално пространство R,

което е спрегнато на себе си. Да намерим екстремните стойности на

съответствуващата квадратична форма А (х; х)-(Ах; х) върху единич-

ната сфера (х, x)=1 в пространството R. Ако с Ер Ебо,...,бл означим

координатите на вектора X при нормиран ортогонален базис ΟἹ K, то

условието (х, х)-1 е следното:

156



Следователно трябва да намерим екстремните стойности на формата

А(х; х)- 9) ал Б Е,
k=1

при предположение, че променливите Е, 1 =<i="n удовлетворяват Ha

условието (2). По метода на Лагранж трябва да приравним на нула

частните производни от първи ред на функцията

Е < Σ ἀμξιξ,--λ Σξι2-
=1k=1

Taka получаваме уравненията

n

2 Σ αικξ,--λξιξεο, 1 Ξ ἐξξη
k=1

или

(ац--А) 4 а1 Е,+... а ба-0,
а Е1--(аза--А) &+ ... +a,,E,=0,

Ho това ypaBHeHHe e TOYHO ypaBHEHHETO 838 определяне на COGCTBEHHTE

значения Ha onepaTopa A и Ha собствените BEKTODH 88 същия оператор.

Като означим тогава с Ay, Ag,...,A, въпросните COGCTBEHH значения и

C ер €y,...,6, съответните собствени вектори, ще имаме Αερ:λρερ,

отгдето получаваме А(е,; е,)-( Ае,; e,)=2,(e, е,)- А

Следователно най-малкото собствено значение на оператора А е

равно Ha минимума на квадратичната форма по единичната сфера

(х, х)--1 и най-голямото собствено значение на същия оператор е равно

на максимума Ha квадратната форма по същата сфера,

Да означим с А, най-малкото собствено значение, Τ. е. минимума

Ha формата А (х; X), исе) -- съответния собствен вектор. За да на-

мерим следващото собствено значение на оператора A, нека разгле-

даме всички вектори от пространството R, които са ортогонални на

вектора e;. Както видяхме, тези вектори образуват подпространство

R; от (п--1) измерение, което е инвариантно относно A. Като търсим

минимума на формата А(х; х) при условието (X, x)=1 в това подпро-

странство, намираме нов собствен вектор €, и собствено значение A,

Понеже минимумът на А(х; х) в подпространството Д, не може оче-

видно да надминава минимума на същата функция в пространството Д,

то следва, че A,==A;. Векторите ΟἹ R,, които са ортогонални Η €y, ще

образуват ново инвариантно спрямо А подпространство R; на R, т.е

подпространство на R, съставено от всички вектори от R, които са

ортогонални на векторите е, и e, Следващото собствено значение и

собствен вектор ще намерим, като решим същата задача за това (л--2)-

мерно подпространство и т. н.
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Глава УШ

Каноничен вид на линейните преобразувания

1. Нормална форма на линейните преобразувания. Ще разгле-

даме сега въпроса за намиране на най-простата форма на дадено ли-

нейно преобразувание. Предварително ще изясним някои специални слу-

чаи Ha такива преобразувания, които ще ни трябват по-нататък при

излагане на общия резултат, Нека A е линеен оператор, който прите-

жава следното свойство: съществуват р вектора е, от л-мерното про-

странство R, за които имаме

1) Ae =X еь Ae;=e,+2€5,..., Ae,=e, 1A e,

гдето A; € комплексно число. Предполагаме ocBeH това, че BEKTOPHTE

€y, ез,..., €, са линейно независими. OT първото равенство на (1) следва,
че A; е собствено значение и €, е собствен вектор на оператора A.

Ще докажем, че в подпространството K, създадено от векторите

ер €3,...,€, операторът А няма други собствени вектори освен век-

торите Kke;, гдето k е произволно число. Нека допуснем, че векторът е

от R, e собствен η оператора A. Понеже е принадлежи на А), TO

ще имаме

ἐ-εθι 61 -Ἐ eyt ... +b,¢,

гдето поне едно OT Числата by, b,,..., b,

ToraBa 3a някое число A трябва да имаме

4 (е)- Α(ὃδι δ.-ἰ δᾳ 65." ... -Ἐδ, 6ρ)εε ίδι е14-6,е,+...--6,е,).

Като заместим стойностите на векторите А(е;), 4 (69) ,..., А(е,) от (1),
ще получим равенството

б, м 6.ι-Ὁ ὃςᾳ (6.-Ὁ ι 64)-:- ... +b,(e, 112 е,)-

Ξελ , еНА . е+ ....-ὸ Ад,е,.

Следствие линейната независимост на векторите €y, &,. . ., €, коефициен-

тите им в двете части на горното равенство трябва да бъдат равни,

T. е.

е отлично от нула.

664 <А by,

b, λιτ : δρτελθ,ρ..,

ὁ,λ. =Ab,

Да предположим, че A - . Тогава от последното равенство следва,

че b,=0 и последователно OT останалите равенства получаваме b, , =0,

b,~3=0,...,6,=0. Следователно А-А, Ho тогава ΟἹ първото ypaBHe-

ние получаваме by=O0, от второто b3=0 и т. н. до b,=0. Но тогава

собственият вектор е € равен на b; e, и предложението € установено.

158



Матрицата на преобразуванието A относно векторите е), &y...,€,

ще е равна на

A 1 0...0

0 % 1...0

@ 0 0 0...A4]l
10 0 0...0)

Матриците ΟἹ тази форма се наричат клетки. Hue ще видим, че BCAKO

линейно преобразувание на пространството Д може да се сведе в та-

кава форма, че матрицата му да има формата

A,

A2

43
(3) | ,

Ал

гдето А, Ay 4;,...,4А, са клетки и елементите, които не принадлежат

на тях, са равни Ha нула. Именно имаме следната теорема на Жордан:

Нека B линейното комплексно л-мерно простран-

CTBO е зададен линейният оператор А. Да предполо-

жим, че операторът A има т линейно независими

собствени вектори €, (Д21,5...,) Г, съответствуващи на

собствените значения λι» Ag,...,A, Тогава съществува
2 ε"

базис, състоящ се OT т групи от вектори:

ер е.. е; Въ базнено 83 Е Р έ

за които операторът А има следния вид:

A81=>\’1 81, Αθπ:θΙ-}-λι 82, ...,Αθρ:θρ-Ι-}-λΙ ep,

@ Agi=2,8, Ag2=gl+7\2g2’---aqu=gq—1+k2gqv
. e .

Оттук се вижда, че MaTpuuara Ha оператора #7 има точно формата (3),
гдето клетките A, i=1, 2, 3,...,m, се дават с

A 0...0
а

1

Де 10 , 1..9

0 0 0...0А
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Ще отбележим, че с матрицата А алгебричните операции се прилагат
доста просто. Така лесно се вижда, че

|а

42- :

Al
и ВЪОбЩС за кое да е цяло положително число # ще имаме

4:--
 ̓

i

At

гдето неписаните елементи са нули. За произволен полином

Р(х)-а,+а;, х+... +a.x*

ще имаме

P(4,)

P(4,)

P(4)=

P4y |
2. Доказателство! Ha теоремата Ha Жордан. При доказване на

теоремата на Жордан ще използуваме метода на индукцията OT Μ
към n+1, т. е. предполагаме, че теоремата е установена 88 п-мерни
пространства и ще покажем, че тя е вярна и 88 (п4-1)-мерни прост-
ранства, Предварително ще докажем едно помощно предложение:

За всяко линейно преобразувание А ведно л.мер-
но пространство Д съществува поне едно (л--1)-мерно
инвариантно подпространство R

Спрегнатият оператор A* има поне един собствен вектор е:

A*e=1Xe.

Множеството BEKTOPH X OT пространството R, KOHTO Ca ортогонални HA
вектора ¢, Τ. е. 88 което (X, ¢)=0, образува (n—1)-MepHO подпростран-

1 Изложеното доказателство принадлежи на И. T, Пе тровский и И. Μ, Гел 6-
фанд (И. М. Гелбфанд -- Лекции по линейной алгебре, стр. 162).
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ство R’ на R. Трябва да се докаже, че R’ e инвариантно спрямо Α͂.
Действително, ако X € произволен вектор ΟἹ R', то имаме (х, е)-0.
Но тогава следва, че

(Ax, e)=(x, A*e)=(x, A e)=0,

T. е. (Ax,e)=0. ToBa paBeHCTBO показва, че векторът AX e ортогонален
на € и следователно принадлежи на R

Нека А е произволно линейно преобразувание в едно (л--1)-мерно

пространство R. По предложението съществува подпространство R на
R, което е инвариантно относно A. За пространството R’ предполагаме,
че теоремата е установена. Тогава B R’ има базис, при който линей-

ното преобразувание А има нормална форма, която да бъде дадена с
равенствата (4). B пространството R очевидно има вектори, които не
зависят линейно от векторите :

(5) ер ез,..., €55 Въ 4ν»...» #;; Въ Бе i

. Нека ”е е един такъв вектор. Като прибавим е към векторите (5), по-
лучаваме Μ- 1 вектора, които ще бъдат базис на пространството R.

Тогава векторът Де ще има формата

(6) 4Ае-озе-... «е В 8 . Ἐ ...τΕβῳ g+ - Aty . τΕε, ἐφτετ ,

гдето z,,...,ap,Bl,...,Bq,...,el,...,ss, т са KOMIVIEKCHH числа, Moxem да

предположим, че t=0. Действително, ако A има нормална форма в

някой базис, то Η операторът A—tE има нормална форма в същия

Geanc. Но тогава, ако t4-0, вместо оператора А разглеждаме опера-

тера А-- Е τ е. прехвърляме те в лявата част на (6), като опера-

тора A—: Е означаваме за простота пак с А. Следователно ще имаме

( Ae=ze,—...+z,6,-8,8— ... +8,8,+ ... Е А .. τ ες ς

Да въведем сега вместо вектора е друг вектор €, и то по такъв на-

чин избран, че Де” да добие по възможност най-прост вид. Векторът

¢ избиараме така:

@ =e—(kye,—... еЕе g+ .. Щ #2 et ot

3a A€’ на основание Ha (6) ще имаме

4е -- Де-- А(Ае + ... +he)— А (ч 51 Ἐ 000 +p,8)— ... —

9) -А(щА+...--о,1,-е4е Ἐ 00 τρα e, -Ἔβι .. +B,8+ -+

еА -.. τ ς t,— Akt ... -ἘᾺΑ, 6,)--Α(μι g+ ...+

—1,8)— o —A(w i+ ... Ε, ,).

Коефициентите k1,...,kp,p,,...,pq,...,wl,...,ws са произволни числа.
Ние сега ще ги подберем така, че в дясната част на равенството (9)
да останат по възможност най-малко събираеми. За всяка група вектори

от базиса, Β който A има нормална форма, отговаря по едно собствено
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значение Ha този оператор. Hexa допуснем отначало, че всичките собе
ствени значения

Ар ауе А

са отлични от нула. Ще покажем, че можем така да подберем числата
kl,...,kp,pl,...,pq,...,ml,...,ms, че коефициентите HA BEKTOPHTe

el,...,ep,gl,...,gq,...,tl,...,ts да бъдат paBHH Ha нула. Hexa разгле-
даме една група, в която влизат векторите е,ез,....е,. Очевидно Β
сумата в (9) тези вектори влизат само в членовете

ay e oy et ...--ае- А(Ае +kyeat ... +#.е,).

Ho като използуваме първата rpyna формули ΟἹ (4), тази cyma става

(α,-- Ау м --- #) ey + (ва-- #. м —Rg) €9+ ... +

4 (а:р-1-/ер-111 --#,) ер.1+(о:р-/ер А)е

Да приравним на нула коефициентите на векторите ере»;...,е,. По-

лучаваме уравненията: 1

ay—Ry А-- #а --0,

ag—hky А -- #4 --0,

%y 1— Ry λΙ-λ’,ρ:Ο,

. ἄρ τ ἄρλιθῦ,

които решаваме лесно и направо Така от последното намираме R, OT

предноследното намираме А ; и T. н. до k,. Напълно подобно постъп-

ваме с другите групи и равенството (9) при подбраните така числа

Ry p,...,0 става Ae¢'=0. Като прибавим този вектор е” към разгледа-

ния базис, получаваме базиса

ееъе sy Въ Вез еее Ве Бъ ае

на n-+1-MepHOTO пространство K, Β който преобразуването има нор-

мална форма. Векторът е” образува нова rpyna със собствено значение,
равно на нула. Ако се върнем към първоначалното преобразуване,
собственото значение вместо нулата ще бъде числото T.

Да разгледаме сега втория случай, когато някои ΟἹ собствените
значения на оператора А в подпространството R’ са равни на нула 88

някои OT групите в представянето (4). 38 членовете в (9), които се

отнасят за групи със собствени значения, отлични от нула, непосред-

ствено се прилага горното им свеждане към нула при подходящо под-

биране Ha съответните числа от числата K, п,...,ш. Да допуснем, че

след направеното редуциране в дясната част на (9) останат три групи

събираеми €y, €y,...,€,; &1, Ве Е ЙрЙа .. Й, CBC собствени зна-
чения, равни на нула, Τ. е. А,--Ла--44:<:0. Тогава равенството (9) става

(10) Де/--ол e+ ... ta,e,+B g+ . AB g1 bt ече йе

--Α( , eyt ... ko)~ A gt 1, 8)— A Byt -Ἐν͵ Й,).
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Векторите ерез,...,е, влизат само в членовете

(11) e Ἐφ θᾳ - ...Ἐαρθ,- - А(А е; + е3+... + k,e,).

Понеже A, =0, то равенствата (4) ни дават

Ae;=0, Aey=e;,...,Ae,=e, . “

Следователно разликата (11) ще бъде равна на

“1 €1+¢2 €2+ ... +“р ep_k2 81—k3 32- ... _kp ep_l

и при избора ky=cy, ky=ay,..., k= p—1 Се свежда на единствения
член a,e, Като постъпим така и за групите 2) да,..., g И Ry ἤᾳ,...γ,ἢ,
получаваме 3a вектора е”.

,

Ae'=a,e, Ве Ἐν,ἡ,.

Ако случайно имаме « =B,=v,=0, то за вектора е” ще имаме 4е” =0
и, както по-горе, с прибавяне на BeKTOpa е” към базиса Ha подпростран-

ството А” получаваме базис за пространството R, при който А има
нормална форма.

Нека сега поне едно от Ччислата %, 8,Y, е отлично от нула.
В този случай за разлика от разгледания по-рано става нужда от из-
менение на някои вектори ΟἹ базиса Β R'. Да наредим числата p,q,r
по намаляваща стойност и нека p>q > . Тогава построяваме нова
група, като започваме с вектора е. 38 тази цел полагаме 6',...-- 6',
6 ̓,ΞΞ- Ае e’p_l-Ae’fR,...,e'1=e’2. Ще имаме тогава

, - ДН

€p+1-—€ _ap ep+fing+yr hn
, ͵

€p= Ae 1 =% ер-1+5489-1 +V gy

“ 4 ῃ ῃ

€prt2= Ae p—rts =% €p 11 +Bq Bg—rt11Yr йъ
# , 1

е ре 7 Ae prt2=%, €y T βῃ Вуе

e'=Ady=a,e,.

3amecTBaMe cera векторите €',€;,€,,...,€, OT базиса с векторите

, ͵ ; ’
е, е.. ее/ 4,

като останалите базисни вектори оставяме непроменени. Така ще по-
лучим нова нормална форма на преобразуванието, като първата клетка
се е увеличила с един елемент. Така теоремата е установена напълно.

Намирането на Жордановата форма на линейното преобразувание
се получава с използуване на матрицата, която дава характеристичното

уравнение, и се установява еднозначността на нормалното представяне.

3. Намиране на Жордановата нормална форма. Ще разгледаме
сега начина за „намирането на Жордановата нормална форма на едно
линейно преобразувание, като едновременно с това ще установим

Ἷ

“
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единствеността на това представяне. AKO една матрица A; е получена
от матрицата А с формулата

(12) A =CAC,

гдето С e също матрица, TO.Ka3BaMe, че матрицата A, e получена ΟΤ

„матрицата А с преобразувание с матрицата С или по-късо матрицата

A, e подобна на матрицата А. Разбира се, предполага се, че матриците

са квадратни и С не е изродена матрица, т. е. съответната й детерми-
нанта е отлична от нула.

От равенството (12) получаваме лесно формулата

A=C,1A,C,, С1-С7,

т. е. обратно, матрицата А е подобна на матрицата A,

Ако две матрици A, и A, са подобни на една и съща MaTpHila

А, то те са подобни помежду си. Действително по условие имаме

А = Cl_l Al Cl’ Α: 02-1 А Cg-

Тогава ще имаме

) Cl—lAl Cl = C2_1A2C2

Al = Cl Ca—l ΑΞ Са Cl—l.

Karo поставим C,C, 1=C, то предното равенство се свежда Ha след-

ното:

ΔΗ

Al = C—IA C,

T. е. A; и A, ca подобни, KoeTo трябваше да се докаже.
Ако А е матрицата на един JHHeeH оператор A, то при смяна на

базиса Ha пространството матрицата А преминава в подобната матрица
C'AC, гдето С е матрицата на преминаването ΟἹ първоначалния базис
към новия такъв. Ние видяхме, че характеристичният полином на матри-

цата A, т. е. детерминантата D,(A)=|A—AE| οἹ матрицата A—ALE,
не се променя. Тази детерминанта е един инвариант при преминаване

от матрицата А към подобна на нея матрица. Задачата ни ще бъде
да намерим една пълна система от такива инварианти, т. е. функции
OT елементите на една матрица, които не си променят стойността при
сменяване на матрицата с подобни матрици и които еднозначно опре-

делят дадената матрица.

На матрицата A—XE миньорите ΟἹ даден ред kR, 1 =k=n, са
полиноми на A. Да означим с D,(A) общия им най-голям делител. Ще
докажем, че ,(А) са инварианти.

Непосредствено с развитие на детерминантата О,(А) се вижда,
че D,(A) се дели на D, ,(4), 1<<p=n Ще установим няколко
предложения: .

1. Нека B e неизродена матрица. ToraBa общият най-голям дели-
тел на миньорите OT -t ред на матрицата B(A—AE) съвпада с този
на миньорите OT R-TH ред на матрицата A—AE. Същото е в сила и

за матрицата (A-—AE)B.
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Действително да ознччим с @, елементите на Мматрицата A—AE

и ¢ a; тези на матрицата В(А--А έ) Тогава ще имаме

«“

,а ,- Σ bis а,р
s=1

T. е. @'; ca линейни функции HA елементите Ha матрицата A—AE ς

коефициенти, които не зависят от A. Но тогава миньорите на матри-
цата В(А--А Е) ще бъдат суми ΟἹ миньорите на матрицата Α--λῈ с

коефициенти, които не зависят от А. Следователно всеки общ делител

на миньорите ΟἹ K-TH ред на матрицата A—AE ще бъде делител на

миньорите от същия ред, които нринадлежатТ на матрицата В(А--АЕ).

На, същото заключение е вярно и в обратно направление, венеже мат-

рицата Α- ΔῈ се получава om матрицата B(A—AE) с умножение Η

Β С това е установено горното предложение.

2. За подобните матрици полиномите D), (1) съвпадат.

Нека А и А-(С7АС са две подобни матрици. Тогава прилагаме

предното предложение за матриците

Α--λὲ, (A—AE)C,

C!(A—\E), C'(A—AE)C=A'—)E.

Понеже при преминаване KbM HOB базис матрицата Ha линейния One-

ратор се земества с подобен на него оператор, то от предното пред-

ложение следва, че най-големият делйител [, (1) на миньорите от K-TH

ред на матрицата (A—AE), гдето A е матрицата на преобразуванието
А в някой базис, не зависи от базиса.

Нека сега базисът е така избран, че матрицата на оператора 4

да има нормалната форма на Жордан. Да намерим полиномите D,(λ).

Отначало ще разгледаме случая, когато матрицата се състои camo от

една клетка, т. е. има вида

% 1 00...0;

0 2 10.. 0* "

| Ο Ο 0 0 lo J
Съответната детерминанта е

| λο-λ 1 . Ι

!| 0 Е 0%
Като зачеркнем първия стълб и последния ред, виждаме веднага,

че D, ;(A)=1 и по подобен начин, че Б..з(6)- . . 4(})5 ... τ , (λ)-Ξ 1.
- За да низследваме общия случаи т. е. за матрици OT няколко
каетки, ще установим едно помощно предложение.
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Нека матрицата В има формата

B, 0

0 Β.

гдето B, и B, ca матрици or редове n, и пъ Torasa отличните OT

нула миньори OT ред т Ha MaTpuuara B umar Вида

A,= Δ͵͵ιι Δζ͵ ́͵2, my+my=m, -

гдето A, ca миньори OT my-TH ред Ha матрицата B,, а Δ’͵;͵2 са миньори

OT My-TH ред на матрицата B,.

Предложението следва ΟἹ развизието 1O правилото на Лаплас

като тези редове от първите ; реда, които влизат в състава на да-

дения миньор. Тогава даденият миньор или е равен на нула, или.е

от горния вид.

Нека marpunata А има Жордановата нормална форма, която да

„ бъде дадена с формулите (4). Предполагаме, че в матрицата А има р

клетки, отговарящи на собственото значение A,, 4 клетки, отговарящи

на собственото значение Az, и т. н, Да означим с пр а,. “П

ι =ny=...=n,) реда на клетките, отговарящи на Ар C 7y, Та,. ..,т

(m=my=.. >m) TO3H Ha клетките, отговарящи на Ay и Τ. н
Матрицата C=A— Ε ще се състои OT оОтделни клетки С, от вида
например

. 0

0 0 0...λ,--

и 88 детерминантата ζ),4(λ) ще имаме

Ра (N)=(A— Не . τεπρ(λ--- уее ... +m

KaTO произведение OT детерминанти ΟἹ матрици, имащи предния вид.

Понеже D,_;(y) е делител на ,(4), то този полином ще има същите

множители, HO евентуално B други степени. Да намерим степента, B

която влиза множителят (A—A). Ще трябва да разгледаме миньорите

на матрицата C=A—XE οἹ ред n—1, които са отлични от нула. Всеки

такъв миньор ще има формата

Δ"-ι:Δ(.ὈΔ(ξ)...Δξ.ἶ),
А е

като ἐ,- ἰ Ἔ ... +ip=n—1 и Af.:) са съответно миньори OT ред I, при-

надлежащи на матрицата С.. Понеже сумата от редовете на миньорите

Δξ” е с единица по-малка ΟἹ реда Η8 ἤ),(λ), то на един и само на един
#

от тези миньори редът ще бъде с единица по-малък от реда на съот-

ветната матрица C, Но това ни показва, че ние можем така да избе-

рем A, ь че някой OT миньорите АС) да стане единица, като не про-
5
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меняме останалите детерминанти на съответните клетки. Следователно,

88 да получим миньора, съдържащ A—A; в най-ниска степен, доста-

тъчно € да Зачеркнем един ред и стълб в клетката, отговаряща Ha A,

и имаща най-голям ред n,. Така виждаме, че най-големият общ дели-

тел D,_,(A) на миньорите ΟἹ п--1-ви ред съдържа A—A; в степен

ny+ng+ ... +n, По подобен начин се убеждаваме, че между миньо-

рите ΟἹ n— 2ри ред най-ниска степен на A—A,; съдържа миньорът
Ал» получен със зачеркване на ред и стълб в клетките, съответству-

ващи на A; и имащи редове п; и п» Следователно [, „(А) съдържа

А--А, B степен па- 4 .. +n Също D, .4 (λ) ще съдъ"ржа А-- А B
степен ny+...+n, ὶ T. H, като Ρι( ) не съдържа A—A,. епосред-
ствено се пренасят предните резултаТти за множителите A-—)\?, Ay

Така Дбказахме следното предложение :

Нека матрицата на линейния оператор A има Жорданова нормална

форма, в която има р клетки от редове My, Ла,...,1,(7; = Ny =...221,),

отговарящи на собственото значение А, 4 клетки от редове M,

My,..., M, (my=my=...=m,), отговарящи Ha COGCTBEHOTO значение

Ay и T. H. Тогава имаме

ФР.(А)- (А-- АИе (A—Agymtmcttm, ο

π-ι(λ) Ξε(λ-τ ) τ 6 - Ry metetmy ,

ΥΌ - v e s Ξ Ε e

Ако въведем полиномите

- _ ФО0)
Е,(А) < D)’ 2=k=n,

TO за TAX получаваме

E,(N)=0—=X)" O.—ig)TM ...,

Ε, i) =02y (=K ...,

Тези полиноми се HAPHYAT HHBAPHAHTHH множители. Очевидно

тези множители определят еднозначно Жордановата нормална форма.

Собствените значения са корените на уравненията Е,„(А)-0О. Редовете

на клетките, отговарящи за собственото значение А,, са равни на крат-

ността на корена A, в Ууравненията Е,(3)-0, Е, 4(4)-0,... Оттук

следва също важният факт: за да има базис, при който матри-
цата на оператора е диагонална, необходимо и доста-

тъчно €, щото инвариантните множители на тази мат-

рица да имат само прости нули. Именно в случая всички клетки

трябва да са от първи ред.

е

167



ЧАСТ IV

ГЛАВНИ СВОЙСТВА НА АЛГЕБРИЧНИТЕ УРАВНЕНИЯ
.ъ

Глава |

Основна теорема на алгебрата и непосредствени следствия
-—

1. Teopema Ha Даламбер 3a съществуване HA KOpenl. Всяко

алгебрично ypaBHeHHe

f@)=ayz"+a, 27 1+ ... +a,=0,

в което коефициентите Ca произволни реални или KO M-

плексни числа, има поне един корен 2z=a-+bi. Като след-

ствие се извежда, че всяко уравнение има толкова корени, колкото е

неговата степен.

Залда уфтанрвим теоремата, трябва да докажем, че има комплексно

число/ ву X A'ro\ f(2e)=0 или, xoero e Bce едно, |f(2,)| =0. Heka
означйиме с“ ;

u=|f(2)

ако поставим Z=Xx-}iy, & € непрекъсната функция на двете реални

променливи х иу във всяка крайна област. Действително за две точки

г Ἡ 2z, имаме

е - (е) (2)-Л(2а)|.

. Ot ToBa HepaBeHCTBO следва, че |f(2)| e непрекъсната функция 3a

всяка точка 2;=X,-iy;. Именно, понеже f(z) e непрекъсната функ-

ция на комплексното променливо 2, то на всяко производно малко

число в > () отговаря малко # > 0, така че за всички комплексни числа

гъ за които |2а--2)|< ὃ, да имаме |f(2,)—f(25)| < е Но тогава ще

имаме също, че |/(2;)|-- |/ () || < ε. По-просто казано, когато 2, — Ζι

по произволен начин, /(25,)->/(2,) и OT неравенството следва, че и

ее( |-
По една известна теорема и като непрекъсната функция на х и

У във всяка крайна област приема за една поне точка минималната си -

1 Строго доказателство дава пръв Gaus 5 (1799). По-рано тази теорема е била

доказана от D’Alembert, но с някои непълноти, Доказателството, което излагаме,

произлиза от Cauchy (1821). 5
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стойност p=0. От предложението на стр. 12 следва, че има число

R > 0 такова, че 838 всичките 2, на кенто |2 |= R, ще имаме

1) > |« ( положили сфе там « = )-

Нека R, =R e избрано така голямо, че |а|Д/ > 2|ax| Понеже
по окръжн(/)гкт*га |z|=R, ще имаме |/(0)|-)|ал <<|f(2)|, то B кръга
2155 6) и лце взема минималната си стойност p=|f(2,)| за една въ-

трешна точка го.

Ако p=0, то теоремата e доказана, тъй като f(2,)=0. Ако до-

пуснем, че в > 0, TO въз основа на една лема Η Коши, която ще до-

каВйем, следва, че има число Z,+h, за което |/(25-#)|< 1/(20)|-- μ,
ι;αετο обаче противоречи на условието, че μ € минимум. “

Лема на Коши. Ако числото f(2)=+0, то можем да

намерим такова число A, че да имаме

(е) 1 < 17 (0) |.

Да развием ἔ(ζο- " по степените на Я според формулата на

Тейлор:

fleotmy=f e+ - F @)+ o f @t .o + 1 (2.

Moxe na се случи, че f'(2,) да бъде paBHO Ha HyJa, така че 88

общност да предположим, че първият коефициент след f(2,), който не

е нула, е fTM(z,).

Като разделим с f(2,) = 0, ще имаме

Л(е) а “ γσὴ (2) е()
Е С ая

Даваме на коефициентите на Л тригонометрична форма, както B

на самото Й, като полагаме

h=p (cos φ- ἰ 8ϊη φ),

/0) (г2,)

т!7 20)
= В (c0S φ, +ising,),

7 (2,) 3 .
Ρ !f(z(:,) = Вл (со8 φ, - ἰ sin φ,).

Ще noayuum

а) е3814 и еов (myp+gn)+Hsin(mot o)+ .+

τ Ρ В [008 (лф-- фа)-НЕ βίη (л Ф-- Ф))
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Да изберем ¢ така, че т ῳ πῷ, =%, T. е.

п-Фи

т

φ:

и да дадем на р достатъчно малки стойности, така че

Ry <1l

Първите два члена вдясно Ha (1) ще станат

1-- ,ρ >0.

Ако сега вземем модулите на двете части и приложим теоремата за

модула на сума на няколко комплексни числа, първото OT κορτ е
1--В.р”, получаваме |

f(Z +h)l ш т ” " "

С) < 1—Rypm+ Ве - οο + Rop
или

h
L <1 —pm Ry Rnt1p— . —RupTMTM").

Очевидно €, че изразът B скобите може да CTaHe произволно бли-

зък до R,, стига да вземем р достатъчно Малко. Тогава дясната част

става произволно близка до 1—R,pTM т. е. до едно число, по-малко

от 1, с което лемата e доказана. Но тогава, както Beue споменахме,

следва теоремата на Даламбер.

2. Разлагане в линейни множители. Видяхме, че ypaBHEHHET

f(Ry=a,2"+a, 1714 L а ΞΌ ” Ш Ν ͵-...
има поне един корен 2. Да разделим /(2) със Ζ--Ζ, и нека частното,

което е полином. от n—1-Ba степен, да бъде Л(е) а остатъкът R,

който е постоянно число, независещо от 2, Ще имаме :

f@=E-2)/iR)+R

AKO MOCTaBUM Z=2,, понеже f(z,)=0, nonyuaBame R=0, T. е.

2 f@=(—2)/,(2)

Обаче no същата teopema Ha Даламбер ypaBHEHHETO

(=0

ще има поне един корен 2,. На същото основание можем да напишем

(3) « f1(2)=(z2—29) f2(2).
Karo продължаваме Taka, ще получим nocneudsarenflo

f2(@)=(2—23) [ (2),

κ 42)-(2--2)/42),
Ф
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гдето fp(Z) е константа, която € равна на а) Ако заместим последо-

вателно полиномите /,(2) в (2), (3), (4), получаваме

®) и fR)=a,(z—2)(2—2g)...(z—2zn).

Всеки полином OT л-та CTeNeH се разлага Ha про-

изведението OT л линейни множителя.

Понеже f(2) се анулира, ако поне един OT множителите се ану-

лира, TO # Фа,..., гл Са всичките корени на f(2)=0.

Всяко уравнение има толкова корена, колкото е

степента му. От тези корени г, някои могат да са равни. Така

нека ) =2, тогава в /(2) множителят Ζ2--Ζ,) влиза в квадрат. Нари-

чаме корена га двукратен. Ако въобще множителят Z—2; се повтаря

k пъти в (5), Τ. е. влиза в k-Ta степен, то коренът 2) се нарича k-Kpa-

тен. Двукратните, трикратните и повече кратни корени се наричат

многократни. Останалите корени се наричат прости.

Читателят лесно ще се убеди, че всеки полином се разлага по

единствен начин на линейни множители, T. е. OT а (2--24)...(2--2,)<
=by(2—Uy)...(2—u,) следва, че р-д, ay=by, z,=u, k=1, 2,...,p.

Едно интересно следствие OT разлагането (5) € следното: нека до-

пуснем, че полиномът OT /Ста степен /(2) се анулира за повече OT л

различни стойности на 2. AKO тези CTOHHOCTH са 2y, 29,..., #т

пъе TO бихме заключили от разлагането (5), че a,=0. Ho тогава

полиномът се редуцира на такъв ΟἹ n—1-Ba степен; така получаваме

на същото основание, че а;-0 и Τ. H, Τ. е. всички коефициенти на

f(2) трябва да бъдат равни на нула. Следователно имаме :

Ако един полином f(2) OT n-Ta степен се анулира за

повечеот п различни значения на 2, то трябва всички

негови коефициенти да бъдат равни на нула и уравне-

- нйето f(2)=0 е едно тъждествено уравнение, което се
удовлетворява за всяко г.

. ОТТУК следва непосредствено: ако два полинома от 1-та степен

Чолучават еднакви стойности за повече OT л значения на променливото,

то те са идентично равни, понеже разликата им е полином ΟἹ л-Та

степен, който се анулира за повече OT л значения на променливото и

следователно е тъждествено равен на нула.

- От горните изводи получаваме лесно общата форма на алгебрич-

ното уравнение, на което са дадени корените 2) Ζ5,...» 2. Тя ще

бъде |

A(z—21)(z2—2y). .. (2—2}=0,

гдето A e произволна KOHCTAHTA. .
Axo във формулата (5) наредим дясната част MO степените на г

и приравним коефициентите в двете части, ще получим следните връзки
между корените и коефициентите :
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21+22+ .. . + z,,=~—~«‘ Ω
“"

a

2122+...+z12n+ ...+Z,,__12,,=—al,
0

6 a( ) 212223+ .. . +Z ,.22„„12„:-7:»

а

2122 ...Zn':(_])" —'af‘

CyMaTa OT KOpeHHTe на едно ypaBHeHHe е paBHa Ha

отношението Ha втория коефициент, B3eT с,обратен

знак, към първия. коефициент. Сумата от произведе-

нието на корените, взети по два както комбинациите, е

paBHa на третия коефициент, разделен с първия. Въоб-

ще сумата на произведенията на корените по K взети

както комбинациите от Й-ти клас, е paBHa на #-1-ия
Koe фициент, умножен с(--1)“ и разделен с първия.

Чрез формулите (6), когато между корените са дадени някои до-

пълнителни връзки, можем в някои случаи да решим уравнението.

Обаче само ΟἹ тях с елиминиране не може да се реши уравнението,

понеже получаваме пак същото уравнение.

. 3. Уравнения с реални коефициенти. AKO коефициектите
на уравнението са реални числа и то има комплексния

корен «--В, тогава To допуска също 88 корен конюго-

ваното число «-- 7.

Нека е дадено уравнението

#(х)--а,х"--а, x7 1+ ... +an_; x+a,=0,

Ha което коефициентите @, ар....ал са реални числа. Hexa х-«--#
е един комплексен корен. Ако поставим тази стойност на х в лявата

част на уравнението, получаваме алгебричния анализ

Ρᾳ, β) ἰ9 ( В),
B който P и Q са полиноми Ha «, В; Р съдържа само четни степени
Ha В, а () — само нечетни, понеже четните степени на / са + 1, ἃ не-

четните -+ i. Следователно |

Ρ(α’“"β):Ρ(“ ̓ В» О («, B)=_Q(¢, "‘@) - τ

Понеже α-ἰβ e корен, τὸ  ̓βία,, B)+iQ(x, В)-0, т. е Р(а, В)-

-О(а, B)=0. Ако в уравнението поставим вместо X числото a—fi, то
лявата му част се обръща в

Р (e B)—i О («, В)-0,

което показва, че «-ф е също корен.

172



Следователно имагинерните корени са два по два конюговани и

броят им е четно число. Ако полиномът f(X) съдържа множителя

х-(«+88),

то той ще съдържа и множителя

χ--(α--ἰβ).

Ho произведението на тези два множителя е

(х--«)48--9 & X+ a? 2.

Следователно една цяла рационална функция с

реални коефициенти може κ се представи като ΠΡΟΒ-

ведение на реални множители от първа и втора степен.
4. Най-голям общ делител на два полинома. За един полином A

се казва че се дели на друг полином В, ако съществува трети поли-

ном С така, че да имаме ““ | Ν

A=BC

3a Beako χ. Под общ делител Ha два полинома A и B pasGupame трети

полином най-малко ΟἹ първа CTeleH, KOHTO едновременно дели и двата

полинома. Общият делител на A и B, който е οἹ най-висока степен,

се нарича общ най-голям делител. Ясно e, че ако О е общият

най-голям делител на A и B, то ще имаме

A=A,D, B=B,D,

гдето A, и B, ca два полинома Ge3 общ делител или, както се казва,

взаимно прости.

Ако можем да разложим A и B като произведения на линейни

множители, то D се намира веднага. Именно нека ay, «аз...,«, Ca KO-

рените на уравнението А -0, а By, Py,...,B, са тези -на B=0. Тогава ot

Α-εαρ(χ--αὐ (с--«а)..(-- а)

В-6,(х-В,) (x—Ba)-.-(x—Pn)

заключаваме веднага, че /) е произведение от тези биномни множи-

тели, които едновременно се съдържат и в двете десни части. Оттук

следва, че уравнението -0 дава общите корени на уравненията

A=0u B=0. . |

T OO0wuaTr най-голям делител ) можем също да намерим посред-

CTBOM последователно деление, именно като приложим Евклидовия ал-.

горитъм, който се използува при намиране на най-голям общ делител

на две числа. Ако В е от по-ниска степен от A или най-много равна

Ha Crenenta A, то разделяме А на B. Нека Q e частното, а R; оста-

тъкът от делението; ще имаме

4-804#В).

Всеки общ делител Ha Ди В ще дели и R, Обратно, всеки

общ делител на В и R, е такъв и на А и Β.

, v

173



“

Остатъкът Ry е от по-ниска степен ΟἹ тази на B. Разделяме В
¢ R, и нека Q, e частното, а R, е остатъкът ΟἹ делението, то ще

имаме

B=R, Qi+R;

Bcexn общ делител на B и R, ще дели R, и, o6paTHO, всеки общ
делител на Ry и R, ще бъде такъв и на В и А). Продължаваме така
делението и ще получим една редица от тъждества:

. A=BQIR,

B= Rl Ql +R2’

С) ξ ς ἘΝ

Ry—z =Ry, Qv—-l Ἔ Н„-

Степените Ha полиномите R, намаляват и така очевидно ще до-
стигнем до остатък R,, който не съдържа X, т. е. € постоянно число.

Видяхме, че всеки общ делител на A и B ще дели Ry, R,,... до #..
Ако R,= 0, то следва, че A и B няма да имат общ делител.” Ако

В,-0, то R, , ще бъде общият най-голям делител на А и Β. Дей-

ствително R, , дели R, з и следователно ще дели R, +» R, 4,..., B
и A. От друга страна, всеки общ делител Ha A и B дели Ry, R,,...

до Rv——l'
Следователно HMaMe правилото: aKO при последовател-

HOTO деление последният остатък, който € постоянно

число, е отличен от нула, то полиномите са взаимно

прости. Ако този остатък е равен на нула, общ ият най-
голям делител е равен на предпоследния остатък-.

—""Axo във формулите (7) определим R; OT първото уравнение и го

заместим във второто, след това получените стойности за R, и R,
заместим в третото и T. H., TO ще получим.

R,=—AQ;+(1+QQ)) B, А

Ry=A(1+QQ)—B(Q+Q:+QQ1Qy),

Така ще достигнем до уравнение OT вида . "

В.-ХА-УВ,

гдето X, Y са цели рационални функции на Q, Q; О),..., T. е. поли-
номи. Оттук получаваме:

Ако А и В са полиноми на X, TO могат да се намерят

два полинома X, У Ha х така, че

XA—YB=const.

Tasu константа e нула, ако Ди B имат общ делител.
Тяе отлична от нула, ако А и B са взаимно прости. Оче-

+
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видно във втория случай константата може да считаме равна на еди-

ница, като разделим с нея и я вмъкнем в изразите на X H'Y. Също
от горното следва, че и на общия най-голям делител R,—; може да се

даде същата форма: -

R_,=X,A—VY,B,

гдето Хъ Y, ca полиноми HAa X, KOMTO са, KaKTO веднага се вижда,

взаимно прости.

5. Отделяне на многократните корени. Нека на уравнението

f(x)=0 коренът а е т-кратен. Тогава, понеже лявата част f(x) съдържа

множителя (х--а)", то ще имаме

f)=(x—ay* ф(20),

гдето полиномът +(Хх) съдържа биномните множители, които се от-

насят за другите корени на уравнението, T. е. ф(а) Ξ 0. Като диферен-

цираме, получаваме

(8) 7 ( (х-а) т ф(х)+(х--а)Ф (x)].

Изразът в скобите при X=a взема стойност

т ф(а) = 0.

Следователно, ако а е т-кратен корен на f(x)=0,T0 TO#
e т--1-кратен на уравнението / (х)--0. Всеки прост корен Ha

първото уравнение не е корен на второто. Понеже /”(х) е първа

производна на /(х), а ще бъде т--2-кратен корен на /”(х)-0; така

също ще е т--3-кратен η /”(х)-0,..., прост Ha "~ (х)-0. Значи,

ако а e т-кратен корен на f(x)=0, то той е последователно т--1)-

кратен, m—2-KpaTeH, ..., прост корен съответно на

f’(X), fll (x)’.”’f(m'—l)(x)

и f (а) + 0.

ΟἹ това сладва, че ако « -|- #3 е т-кратен корен Ha уравнението / (х)-0,

което е с реални коефициенти, то «-В е също така т-кратен корен.

Ot (8) се вижда, че Ha т-кратен корен а отговаря общият MHO-

жител (x—a)" ὶ на /(х) и / (х) и по-висока степен на (X—a) не може

едновременно да дели /(х) и f'(x). B най-големия общ делител на

f(x) n f'(x)x—a ще влизат B т--1-ва степен. Така например, ако

fx)=(x—ay" (x—by) 9 (x),

гдето във ¢ (X) влизат CaMO биномните множители 88 простите корени

на f(x)=0, ще имаме за общия най-голям делител Ha f(x) и f(x)

D= (x—ayTM" (x—by—.

Axo разделим f(x) с D, получаваме

ἶ(ΐ”):(χ-α) (x—b) % (x).
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Уравнението f_%‘l =0 има същите корени като урав-

нението f(x)=0, само че всичките са прости.

тъцч-«Песредством деление (метода на Хермит) може да се определи

произведението на всички прости биномни множители, също произве-

дението на.всички двойни множители и T. н. на даденото уравнение

f(x)=0, без” да се пресмятат корените. Действително нека А) е про-
: изведението на NPOCTHTE линейни множители на /(х), Ху--произведе-
нието на двойните, X;—TOBa на тройните и т. н. Тогава

f(x)=X1 X29 Хзз Х44 ...

Общият най-голям делител на /(х) и f'(x) ще бъде

01=Х2Х32Х43 ...

На същото основание общият най-голям делител на D, и Р/ ще бъде

Dy=Xs X32...,

общият най-голям делител Ha D, и Dy ще бъде

Dy=X,...

Продължаваме Taka, докато достигнем до полином [), който е взаимно
прост с производната си ). ‘

AKO cera разделим последното, получаваме ”
.

/1(х)=%1=х1х2хзхд...,

D

В δὲ =KX X,

Оттук получаваме

) - κ „С) „)
X κ Ω) X2—f,(x)' Xs—f‘(x)""

Така уравненията

Х1=0, X2=O, X =0,...

дават всички корени на уравнението f(x)=0 (всеки корен, взет като
прост).

Да вземем един пример:

f(x)=x34x2—5x+3=0.
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Получаваме

Dl =X 1,

отгдето |

ЛДх-АХА, D;=X,,

f) =T < ХХуе 3х--3, [0 =D, Х

ς )
„ —f:(x) =x+3.

Следователно HMaMe

x34+-x2—5x+3=(x—1)% (x+3).

Друг npumep:

f(X)=xT—2x6—2x5+ 5x4+ x3—4x2+41=0.

Получаваме

Оуе χ3---χθ--χ- ,

02:)6-1.

Понеже D, няма общ множител с Dy, то ще имаме

f(x)=X1X22X33, Dy =X, X% Dy= X3
и следователно

1 ) :ἶ(;-) =X, X, Xg=xt—x3—2x>4x+1,
1

D

С :'Οΐ =XpXs=2x2—1, fy(x)=D,,

Даденото уравнение е

(x2—x—1)(x+12(x—1*=0.

Първият множител дава двата NPOCTH корена

1 - 5
2  ̓

а другите са: --- 1 двукратен, 1 трикратен.
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Глава П

Интерполация

1. Формула на Лагранж. Много въпроси от приложната матема-

тика водят до следната задача: да се намери полином f(x) най-много
ΟἹ (1“--1)-ва степен, който 88 п различни CTOHHOCTH Xy, Xg..., Ха на X

” да приема п дадени стойности ¥y, Мо,..., Yn, Т. е. -

() fx)=y f(xz)‘—‘—yg,...,f(x"):\yn_

AKO търсеният полином е

1(ὐ-τ-εαρχε Ращ 24 .. аъ

то горните условия дават

doxl"_l + а1х1“-2 + .. + ад.-1 =y1,

QX" Τ a X" 2 . Fa, =Y,

e o e e 8 e . o e e s o e .

ἄρχ, - α Χ, . Fa, =Y,

В тези уравнения неизвестни са ар @y, ..., @, ;. Понеже детерми-

нантата пред неизвестните е една детерминанта на Вандермонд, която

е отлична от нула, понеже се разлага на произведения на разликите

OT числата X, TO системата има само едно определено решение, което

можем лесно да намерим. Обаче ние ще дадем друго решение, което

води до по-прости пресмятания, с извеждане на формулите на Lagran-

ge и Newton.

Heka @, (x) e полином ΟἹ (n—1)-Ba степен, който се анулира 88

ХьоХа р Хее Xp @ при X=X, приема стойност 1. Следователно

той ще има формата

φι(χ)τ- А(х-- жа) (хо--ха)... (хо-Жбаа) ( Ха)е (X —%p).

Понеже ¢,(x,)=1, то получаваме .

7

@

A= (χκ τ жа) « . -(Xp—Xp—y) (Ке ХА) . - - (Xp—%n)
ФА(2)< (х- х) (x—xp—y) (Хо Ха)е . .(χ-- н) .

“ (Ке) . .„ (Ха-- ааа) (Ха- АН) - « ()

Тогава полиномът

SO =319 X)+Ye9o(X) + - - Ἐ η Δ)

дава рещшението на търсената задача. Действително ΠΡῊ X=X;, Xgy. « o

X, τοῦ приема съответно стойностите у Vo ..., ¥, Ако поставим

Е(х)-(х-х)... (#--Х) ο (х-х„):П(х-х,),
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TO с диференцнране и заместване Х с X, се получава

Р (ха)- Ха)е .. (Xp—Xp—q) (Xp—Xpt1) - е. (Xp—Xn).

Следователно HMaMe

F(x)

(x—xp) Flxg)
Pu(x)=

която е интерполационната формула на Лагранж.

2. Формула на Нютон. Да образуваме израза

](х„ x2) ___f(xx)—f(xa) , . ~
xl‘_xg

който се нарича първа интерполираща функция на f(x). Изразът
 ́

хуъ χο)-- χ «3)
Лхр Хь X3) КЕ ра

който при постоянно X; представлява първа интерполираща функция

на χι, x), се нарича втора интерполираща функция на f(x). Следвайки

така, получаваме

α,, χ,ῳ».--, Ха--е Χπ--α)-- ἴ (X1, Жо, еее Ха-я Χηὶ
f(xl’ x2’---’xn)= 1 2 ” ;„:,-х„1 > ае  ̓

която € п-тата интерполираща функция. Ако означим с

Да) Уь fx)=ya..., Джа)-- Ув

TO намираме последователно

| ἴαν x)=—2—+ 3а
Xy~ Ха Ха-1

./(хь Х х8)=

в У Vs

@) ) G ) T ) () П а) (G’

Ул .

« o Xn—Xn—y)
Y1

l f(xl’ X oo Xn)— (x3—x3) s . .(x;—Xp) ее (ха-ж1).
От дефиницията на f(x;, x,) веднага следва при X,=X

Л:9-Дж)-++(х--ха) Дхь «)
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и аналогично

Ххъь х)-Дхъ жа)--(х--ха)/(хр Хъ Х)

като заместим, получаваме .

FX)=F(61) + ( жа (ь Xp)+(x—%1) (x—X2)f хъ Ха X)-

Ако продължаваме по този начин, ще получим въобще

() х) χ Ἐ - χὴ хъ х)

Ἐᾷατ-οχὴ ( - ) f (%1, Ха Xg)+ ...+

(х--жа) (х-ха)...(Х--Ха-а) ХДХр Хьу Xn—yp X)

Ако полиномът f(X) трябва да бъде от (n—1)-Ba степен, то понеже

ЛДхуъх) е равно на частното на f(x)—f(X1) € х--хрЛ(а, х)е полином от

n—2-pa степен. Оттук веднага следва, че полиномът /(х Xy X) € OT

п---3-та степен и т. M. и най-после полиномът ЛЙ(Х),Хо,...,ЖХи-ь Х)е
равен на константа, т. е.

f(xp x2’ ...3 хд-п Χ) =f(x1’ xm ...3 xn—p xn)-

Следователно горната формула (4) crasa

Μ = /а) + (х-- χ ὰ «а) + (α — %) (X — ха) Дъ Хъ X+ .+ - o+

F(e—Xy) .. (X=X g) flX1s Хае Xpys Χα),

което представлява формулата Ha Нютон. Оттук полиномът f(X) OT

степен n—1, който за п различни стойности хХ), Xg,..., Хл На х приема
п

п дадени стойности ур У»..+Ут може да се представи така: "

(47) /0:9<Дха)--вя (x— %) «а (х--х1)(х--ха)- |

Aty (х--х)(х--хо) (X—Xg)}+ ...+

еа а (X—x1) (Xx—Xg) ... (X—Xn_1),

гдето числата « ca дадени с формулите

< У У

- % (χ,-- Ха) « .. (Xy~Xpt) τ (ха- 1) . . . (Ха-- Ха) ἜΠῈ
Ve (b= : -- Ἷ+(х;„1-х1) NP 7 (k 1,23 ...,n—1). {

3. Разлики. Hexa e дадена редицата

ao, (11, а2, .. .. йлу

от променливи или числа. Означаваме тогава с

Aay=a,y,—ay,
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гдето знакът А е символ за означаване на разлика. Така получаваме

първите разлики

Δα,, Aay, Aa,,...

ΟἹ тези числа можем да образуваме разлики, които наричаме втори

разлики на дадената редица:

Ага,„ A%a,, Aa,,...

гдето

Δ3α, -- Аадцл--- ал ->- Δ(Δα,). й

Продължавайки така, можем да получим разлики OT кой да e ред,

като имаме последователно

Ап аш-- А(А а)-- А , —Alg,  ̓

Очевидно имаме

Avtm g, А(А а,),

т. е. символът А удовлетворява на релацията

) Ди Am— Amta,

JlecHo е да намерим израз Ba A"@, NOCPEACTBOM елементите а,. Дей-

ствително OT дефиницията имаме

Aa,=a,y,—ay,

A ay=Aay1,—40, =0, —2 а +ay,

A%aq,=A%a,y,—A%a,— aHa—éaHrl- 3a,11—ay,

и OTTYK въобще

(5) Ал a,,=ak+,,—(;’)ak+,,_l+(’2’) Cpng— ... +(—1ra,

Тази формула може лесно да се докаже по HHAYKTHBEH път ΟἹ ' към

n+1, като се използува свойството на биномните коефициенти. Дей-

ствително

ΔΙ͂ ае А адда-- А а--адяча-- [(;Ιι) + (8)] Uit

..(’ὶΐι) ааая + (n—gl) ааае +(—1)tia,

o Не)
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Обратно, имаме

ak+1 = ak + Δ ak,

ада- аА 0 =a,+2Aa,+Aa,

ада-ада--Аада-а,+З3Аа,+ ЗА аА а,
-

и изобщо

(6) a,,+,,_ak+( )Aak+( )A2ak+( )Aaa 4.4 A,

Верността Ha ?a3u формула се установява, KAKTO на горната,

3a дадена функция /(х) при фиксирано Я си образуваме разликите
между функциовните стойности, които означаваме с

Af(x)=f(x+h)—f(x),

A2f (X)=AAf(x)=Af(x+h)—Af(x), A f(x)=A(A%f(x)),..

Torasa във формулата на HioToH (4’) да поставим

Xog=X;+h, Xs=Xg+h=x,42h,..,Xn=X1-+(n—1)8,

n=f(x), Μ Ξ ( Ἐ Λ), у) (%, +2k),..., Yo =f(%,+(n—1) k).

38 «р «а «.„ «лу получаваме

шу Ay, _Af(xi)’
%= я "

А2

2„,: 0572л) 2ly,__ 2f1(«;12)  ̓

1е ) Ay, A
%=31 5 ()’4-3}’:;-}-3}'2"}'1): 3! ̓;ι ̓ = 3{(;:31)’

ЕК ¢ e '@ Ξ ¢ s s e » s » e « 8 e s «

“νι-Ι:Ἑυ-ἶἧιπτι[}’“-(”ἷ1)) ́͵ι-1”|"(.”-2-1))͵π-2-. o+

-- . Ἀ ΔΗ ΙΕ(ΧΩἜ (—1) 1)’1]— (,,_1)”,':—1 T (n—=1)1 h"l—l

Формулата B3eMa следния по-прост вид, като се NOCTaBH X=X+ 2k,

ЯСач#)-7 (а)+--2, δέαρε- Ξ А ()

2(2-1) .. .(z—n+2)

+ (=11 A"“f (1),

KOATO има голямо приложение.
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Глава Ш

Симетрични функции

„ 1. Прости симетрични функции. Една функция на променливите
Xy Xgy...,Xn се нарича симетрична, ако не си изменя стойнартта,

когато разместваме променливите помежду им по всевъзможни начини.

Отначало ще разгледаме само цели рационални симетрични функции.
Въобще симетричната функция не е хомогенна.Но лесно е да се види,
че тя се разпада на сума от хомогенни симетрични функции.

Така функцията

%42+ X7+ Ха

€ симетрична и CyMa OT две XOMOT€HHH симетрични функции. Hie ще

докажем нещо повече. Именно, че всяка симетрична функ-
ция е сума OT тъй наречените прости симетрични
функции. Под последното име разбираме хомогенна симетрична функ-
ЦИЯ, B KOATO BBB всеки Ччлен влизат еднакви показатели в степените,

За да докажем горното предложение, нека -

(1) Cx,TM х х

е един произволно взет член в дадената симетрична функция

S=f(x1, xg,..., xn).

Torasa, понеже S не трябва да си изменя CTOMHOCTTa, KOraTo про-
меняме хХ), Хъ..ухл помежду им по всевъзможни начини, функцията

5 трябва да има за членове всички такива, които се получават, като в
(1) разместваме променливите X;, Ха..., Хл Т. е. 5 съдържа простата
симетрична функция

. a1 аг айS-—CZx1 х х

Ho тогава 5) -45--5” е пак симетрична функция, само че с по-малък
брой членове ΟἹ S. Продължавайки така, ясно €, че постепенно с из-
важдане на прости симетрични функции ще изчерпим всички членове
в S, откъдето следва и предложението.

Според броя на променливите, които влизат във всеки член на
простите симетрични функции, последните се делят на едноформени
или степенни сборове, двуформени, триформени и т. H,
когато съответно този брой или единица, или две, или три и T. н. Сте-
пенните сборове бележим с :

Двуформените функции имат вида

Σ X% χ.

, 183



Ако «--В, броят на членовете очевидно ще бъде равен на броя на

вариациите OT л елемента по два, Τ. е. на

n(n—1).

-1Ако «--В, този брой се намалява наполовина, T. €. € —"—%—)—-Tpn-

doplenara функция

Σ хуе xzfl Х”

при a=p, =y, B+« има n(n—1) (л--2) члена. Ако два OT показате-

n{n—1) (n—2)
5 члена илите «, В, у са равни помежду си, то тя има

най-сетне, ако «--В--у, броят на членовете е

n{n—1) (n—2)
6 ΞΞΞΕΕΒΕΒΕΕ

Изобщо, ако показателите B една m-GopMeHna симетрична функция

са все различни помежду си, то броят на членовете й ще бъде

n(n—1)...(n—m+1).

Обаче, ако «) показатели са равни помежду CH, &, APYTH също са

равни помежду си, HO отлични OT първите и Τ. H., то броят на члено-

вете ще бъде равен на

п(п-])т..(п-т+1)
« laglagl...

По-рано видяхме, че ако Χι, Ха..., Хл са корените на уравнението

ааа +-ал-а x+a,=0,

коефициентите му се изразяват посредством корените със следните

релации:

а

-а а еХя K=t

. an

х1х2...х„=(-1)” а м
0

JleBuTe части на Te3H релации Ca прости симетрични функции, KOHTO се

наричат елементарни симетрични функции.

2. Степенни сборове. Една основна теорема в алгебрата е след-

ната: Всяка рационална симетрична функция може да

се изрази рационално чрез елементарните симетрични

функции. Всяка цяла рационална симетрична функция
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може да се изрази като цяла рационална фУНКЦИЯ οτ

елементарните си метрични функции.

Отначало ще докажем валидността на тази теорема за степенните

сборове, като изведем тъй наречените формули на Нютон. Нека

Л() а χ ayx" 2+ ... ал а x+a,=0

e ypaBHEHHe с KOPEHH ху Xj,...,Xn Да диференцираме релацията

f(x)=(x—2x;) (x—%5) ... (¥—Xn);

получаваме

Р (9-(х-ха)..(ж--ха) +(x—X) (X—X3). .. ( τοχ) + ... Ἔ

+(x—X;) (x—Xg) . . . (X—Xn_y)-

Във всеки ч.йен от всички биномни множители, съответствуващи

ва корените, липсва по един такъв. Но това равенство може да се на-

пише така: 
|

хе | .X—Xx, X—Xp LdX—Xp
k=1

Общият член Ha тази сума преработваме TaKa:

Ὶ 7 ).- Π Ὰ
X=Xk X=X

= A e () а (е жи) .. -Ὲ

4@y (x— X)) =XV (X αρ χ (%2 + 8y X+ B 0 ... Ἔ
(a7 +-ал-а)-

Axo cera noctaBum k=1, 2, 3,..., п и съберем, ще получим

Р ()=n x1-H(S,+nay) x7 B+ (Sy+a, Sy+nag) χ 3+ ...+

- (Sng+2:Sn_o+ - - +On_gS1+nan_y)

От друга страна, имаме

Р (x)=nx14(n—1)ax 2 (n—2) @y X" 4 ... + ал

Ot сравнението на тези два M3pasa 3a / (X) получаваме форму-

лите на Нютон:

S1 +a,= 0’

Sy +a,S; +2a,=0,

@ Тя T T

S" +a1 Si_l +a28i—2+ oot ан S,—l—ia,-:(),
..............

Sn—-—l + а;зд-2+а28д-3+ Σ + (n— 1 )an__l = 0.
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Можем лесно да получим 45,, За44,..., като в уравненията

f(x)=0, xf(x)=0, x2f(x)=0...

NOCTaBAM X=X;, Xy, X3, X4,...,Xn И съберем получените равенства. Taxa

получаваме формули, които са сходни с (2) и могат да бъдат образу-
вани като тях, като поставяме Qniy, Antg,... равни на нула. Тези фор-

мули са:

Sn +а1 Sn__.l + ав Sn_2+ .. . —f—a,,_1 S1+n a,.-:O,

ΔΑ Snata,S, τ τ νο Ε η δι- η Sy=0,

К ЕЕ B 8 8 s s s e+ & e 8+ e & .

Ще 3aGenexa, че тези формули очевидно произтичат οἹ (2), по-
неже анулирането на някои корени е еквивалентно с анулиране на кое-

фициенти от края на лявата част на уравнението.
Ot (2) и (2') можем лесно да пресметнем S;:

Sl - '—’al,

32= a12_2a2,

3 S3=—a,3+3a,a,—3 ay,

Можем na uspasum S; с детерминанта. Именно οἹ (2) и (2) umame

1 0 0...q

а 1 0...2a,

(4) Si=—| a, a, Т... За,

а, а o0 з...а,

От (3) или (4) следва че степенните сборове са цели
рационални функции на коефициентите на уравне-
нието, в което а) --1. Също e ясно, че коефициентите на тези цели
рационални функции са цели числа.

3. Друг метод 88 пресмятане на степенните сборове, За пре-”
смятане на степенните сборове можем да постъпим малко по-иначе.
Нека всеки член от получената формула в предния параграф

Γ 1 1 1

1 " x—x, +x—x, ее +х-х„
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1
развием по степените на — при |х|->|х,), k=1, 2,..., n,

1 Ν 1 . 1 Хал «

xX—xp х( _fl;)_ x+x’+ Ре
х

получаваме

" S, S

ffg’; = Ζ +x;+x:+"'
HJIH

xf (x) S S, | S

ῶ Πχ Ε Τ.
Х/ (x)

782
х, коефициентите дават степенните сборове. Ако умножим това тъж-
дество с / (х) и приравним коефициентите на степените на х в двете
части, ще получим отново формулите (2) и (27).

По този начин могат да се смятат също степенните сборове с
отрицателен показател:

“

Χ Xg Ха

Следователно, ако наредим частното по падащи степени на

2:

Действително имаме

Гу )

£—xp (xk+x_k2+}?+”'.'
гдето редът € сходящ при | x| по-малко от |x,|. Следователно

[ (x)
T. е. ако наредим -— Π по растящи степени на Χ, КОСфИЦИСНТЪТ на

X1 e S_;(A>0).
Moxe S_; na се сметнат и с формулите Ha Hioron. Действително

това са степенни сборове с положителен показател за уравнението
i 1 1f(—) =0, на което корените са --, —,..., —-
х х X, Xp

4. Формули Ha Bapuur 3a степенните сборове, Тези формули ни
дават директни изрази на степенните сборове посредством коефициен-

тите и обратно. Можем да ги получим чисто алгебрически, HO значи-
телно се опростява извеждането, ако си послужим с развитие в редове.

Нека уравнението

fX)=xr4a; x 1+ ... + @0y X+a,=0

има за корени X;, X,,...,X, Тогава от

(X=x) (х--х,)...(х--ха)- x"+a,x"—1+ .. 4 ал
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имаме  ̓

log ( —%)+log(1—f—’)+...+log ( ...Ξε):

=log(l-f_-;i+... -&’)-
xll

х;

Нека вземем | х | така голям, qelx—’]< 1, и числото

a, 4 an
ЕА а ...+ -х+х*+ +-х“

да e по-малко от 1 mo абсолютна стойност. Като развием B редове,
ще имаме -

S 8 8 “2 o «4

χ ааал е L T 4 нне

Ако вдясно pa3BHeM члена

то общият член по формулата за бинома ще бъде

ОУ <. . +20)!λ} ] λ ̓ Г λ“ , alll afilg s anln x—(ll-f-zlr'- e +’Mfl),

гдето

мМАНа+ е.. ЕАе .

3a да получим коефицдиента на х-? вдясно, ще трябва да YMHOXHM

(Се
този израз с Ἔ и сумираме 88 всички цели λ, положителни или

нула, за които -

Δ, ЗА .. Ἐ πλιτερ.

Така със сравняването коефициентите в двете части получаваме
формулата на Варинг:

2а Y Ο еее Ха Ἱ

8͵:Σ(-1)Ἡ" B Wiy el SRR A

гдето CYMHDaHETO е разпростряно върху BCHUKH цели положителни или

HYAH числа A, за които А-+23, + ...4лА--р.

Обратно, от уравнението
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гдето

_S θὲ S
b= Ра Ἐ а ен

по същия начин получаваме

а,н Х! - τ τ (ἓ)μι(ἓ.π)μπ (ἃ)μρ.
” ΕΝ 2) κ

гдето сумирането е 838

м +2 на-... Fppe=p.
5. Пресмятане на простите симетрични функции. За да пре-

сметнем двуформената функция

Σ xla xzfl’
умножаваме степенния c6op S, ¢ Sp. Ясно e, че при развитие на про-

изведението 2х1“2х13 ще се явят членове от форма хе и х1“х„д.
T. е. ще имаме

Можем също да направим една лесна проверка с преброяване на чле-
HoBeTe. Разгледаното произведение вляво има 2 члена, а вдясно при
« Ξ В има също ”

пфл(п--1)<--12,

От горната релация получаваме

(5) Σ ж χ -- ааа
Ако «-В, то вляво членовете стават два MO два равни така, че

1

Σ Xy χα τ 7 (82 - ὅ,.).
Триформените функции получаваме по подобен начин. Именно 88

да пресметнем Σ х ху ху, умножаваме двуформената функцияЕхГх„д

със степенния сбор Σ x,". При това умножение се получават членове
от формата

ж χ Xy, еТУ х 8 х
T. е. ще имаме

(6) Σ ж х Σ ху Σ χ х χ Σ же xzfl‘i‘z X" Χ,
Moxem и да npe6poum членовете. Вляво umame n2(n—1) члена (x5 B),

а вдясно

n(n—1) (n—2)+2 n(n—1)=n2(n—1).
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Уравнението (6) може на основание на (5) да се напише така:

(3.3а--5а4#)5,-- Σ жа ж х Suty а Зеу Ἔ

+ 54 а Зе
отгдето имаме

Σ χ Χο χεῖ τ Sa Sp Sy—Saty Sp—Satp Зу Spiy Sat 2 З
B случая, че « -Е В, В + у, « -Е у. Ако поставим два индекса OT «, В, у

равни помежду си, напр. «<-В 4=y, то ще имаме
 ̓ .

Σ X" Xg" хуе g (Sa? 52 З Su— S 5.). 2 ὅ2..}})
и ΠΡῊ a=f=y

1

Ο З жи ае (52-35, 53 55).
Продължавайки така, можем да изразим коя да е проста симе-

трична функция като цяла рационална функция на степенните сборове,

Понеже последните са цели рационални функции от коефициентите на

уравнението, то така получаваме, че простите симетрични функции са

цели рационални функции от коефициентите (a,=1).

Оттук веднага следва изказаната теорема, че всяка

цяла рационална и симетрична функция от корените

на уравнението е цяла рационална функция от коефи-

циентите MY при 44 < 1.

6. Теорема на Бриоски и Кейли за степента и теглото на си-

метричните функции. Нека е дадено уравнението

Xt @, ж714 ахи324 ... + ал-а X+a,=0,

на което корените да бъдат Xy, Xp,...,Xn AKO

5 - ф (X1Xg ...y Жп)

е цяла рационална симетрична функция от корените на уравнението, то,

както вече видяхме, тя се изразява като цяла рационална функция от

коефициентите му. Следователно можем да пишем

S= Ξ Ca, “ ayTM,...,a, %,

гдето числата «, Ca положителни цели числа,.като HAKOH ΟἹ TAX могат

да са равни на нула. Този израз ще наричаме коефициентен израз или

коефициентна функция. Числото

α4-Ἐ 2 «.-... +Лл

се нарича тегло на написания член. Ще докажем следната теорема

на Бриоски и Кейли. Степента на коефициентната функ-
цияе равна на най-големия показател, в който влиза
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всеки корен B симетричната функция, а в случай, че

последната функция е хомогенна, всички членове на

коефициентната функция имат едно и също тегло,

равно на степента на симетричната функция.

Действително от връзките между корените и коефициентите на

уравнението се вижда, че всеки коефициент от втория нататък е ли-

нейна функция на всеки корен, например ху или можем да пишем

a,=Mx,+N;, i=1,2,...,n,

гдето M, N; не зависят.от x;. Ho тогава ΟἹ (7) umame

φίχι, Χαν...57. Ха)

= D С(М x4+ Ν ο (Ма а + N .. (Ма x4+ Ν )

Степента на X; B написания член вдясно е

“1+“2+ Е T8y,

T. €. paBHa Ha CTemeHTa Ha самия член. Най-голямото число OT тези

числа представлява CTeNeHTa на коефициентната функция и € най-голя

мата степен, в която влиза X, B симетричната функция. Първата част

на теоремата така е доказана.

За да докажем втората част, постъпваме така: трансформираме
даденото уравнение, като умножим корените му с A. Новото Ууравнение

ще има корени:

γ1:λχ1, y2=7kx2,...,y,,=).x,,,

или изобщо y=2XA X, гдето хе кой да е корен на даденото уравнение,

а у — съответният му корен на трансформираното. Трябва значи вместо

х да поставим равното му % и така за у получаваме

(8) у"-РБа Хугл-а, A2y 2 L га Ay a, М--0.

Ако степента Ha XOMOreHHaTa CHMeTpHuHa функция e m, TO

φί(λχι» А Χᾳ,...γλ Ха)-- А (X1, Χαν...» Хп).

Уравнението (7), приложено за (8) , дава

ФСъ Уъе ий ЗС (а А)е (@390 . (@a .
Понеже .

Ф( Уъ Vas--s V)= X3, AXg,...,AXp)=

=A@ (Xyy Хаз е.е Xn)= λ'“Σ Οα.51 а.г...алел,

то трябва да имаме 838 всяко A

λ'”Σ Саг“ а“... ὥρδητε Σ C λαυηβαν . oy а .. адан.
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Двете части съдържат само цели положителни степени на A, KOHTO
очевидно трябва да бъдат равни помежду CH, T. €.

% +2a,+ ... +na,=m,

KOETO трябваше да се докаже.

Тези теореми ни дават възможност да пресмятаме симетричните

функции. Така например нека е дадена симетричната функция

E= Σ х) Ха

Коефициентният й израз ще бъде от степен 3 и тегло 4. Така че той
ще има формата

«

E=Aa?a,+ Ba, az+ Cay?+Day,

гдето A, B, C, D ca числа, подлежащи на определяне (ако ypaBHEHHETO

е OT по-ниска CTeneH ΟἹ 4, то поставяме a,=0 или a,=a;=0 и T. н.).

38 ypaBHEHHETO

имаме

отгдето получаваме

Уравнението

(x—1)2=x2—2x+1=0,

Ha което корените са X;=X,=1, дава

2=4A+C, 4-1.

От уравнението

(x—1P=x3—-3x*+3x—1=0,

X;=Xg=Xx3=1 имаме

6=27A+38B+9C, B=—1

и най-сетне OT

(x—1)t=x*—4x3+6x2—4x+1=0,

Х7е Хуе Ху Ха 1 получаваме

12=96 A4+16 B4+36 C+D, D=4,
така че

Σ хрх.-а ay— a,a;—2a,2+4a,.

7. Метод Ha Коши 3a пресмятане Ha CHMETPHYHHTE функции.
Един друг метод за пресмятане на симетричните функции, който едно-

временно дава и главната теорема за тези функции, е методът на Коши.
Нека

f(x)=x"+a; x4+ ... +-айл-Х-|- йл--0
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е алгебрично уравнение с корени хХ),Ха,...,| Ха Нека U=U(xy, Xa,.. „Ха)
е симетрична функция от корените на уравнението. Да допуснем, че

по някакъв начин сме елиминирали корените X,, Xg,...,X, така, че U
се е обърнала в една цяла рационална функция на корена «х;:

(/--ф () ру +P1 X" "+ .. +ра-аа Рае

Да разделим φίχ) с f(x) и нека () е частното OT делението, а

В (х)-дуж7 Ра X" 2+ ... Ἔ η α Χ ба-а

е остатъкът OT делението, T. €.

¢ (x)=f(x) Q+R(x).

При x=x,(k=1, 2,...,n) имаме поради f(xg)=0

@ (x) =R (х.).

Понеже функцията U e симетрична, TO

¢ (X)=9(Xg)="... = ¢(xn)
TaKa че YPaBHEHHETO

R(x)—U=gox" 1+, X" 2+ ... Ἔση ο X +(goy—U)=0

ще има п KOpeHa X;,Xg,...,Xn. Следователно BCHUKHTE MYy коефи-

циенти са равни на нула, т. е.

Go=q1= ... ΞΞ ζη. ὃν qn_1=U.

Значи, ако разделим ¢ (x) с f(x), оетатъкът не ще 3aBUCH OT X и ще

дава стойността на симетричната функция, Именно на това се базира
методът на Коши. Да образуваме уравненията

х Χ; -Л -{2()6) 0,..., 5= χης ае а (χγτῦ,

на които корените съответно са Ха, Хз,..., Ха на първото, Χρ, Хал-. .„Хл

на ΒΤΟΡΟΤΟ и Τ. н. най-сетне X, на последното. От последното оче-

видно ще имаме

Xn= _al_xl_X2— ... —x,,_l.

Като заместим тази CTOHHOCT Ha X, B израза U Ha симетричната функ-
ция, 38 KOSITO предполагаме, че е цяла рационална, ще OCTaHAT да

фигурират само корените

х1, Х2 γ9.45 χῃ-Ι,

T. €.

U=U(X3 ае s Xn—gy Xn_y)-

Функцията U е симетрична спрямо корените Хл ь X, на уравнението

Л.-а(х)-(, коефициентите на което съдържат X;, Xg,..., Xng Ἡ U

13 Висша алгебра 
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съдържа само единия ΟἹ тях. Следователно според горната лема, ако

разделим

U(xp Хо е.. Xn_g χ)

с fr_g(x), остатъкът няма да зависи OT X и ще дава стойността Ha U,

т. е. ще имаме

Π: Π(ΧΙ, Χ2, .... х„,-з, хп-?)?

KOSITO € пак симетрична спрямо корените на уравнението

Jrs(x)=0

и съдържа CaMO един ΟἹ ΤῊΧ Хл а» Коефициентите HA това ypaBHeHHe

са цели рационални функции на корените хХ), Xg,..., X, 3. По лемата,

ако разделим

U(xy, Χαρν...» Ха-ъ Х)

с f,—s3(X), остатъкът няма да зависи от X и ще даде

U=U(X1, x2 е.. Хп-з).

Ясно е, че продължавайки така, ще можем да елиминираме всички

корени в U.

Понеже при деленията коефициентът пред най-високата степен на

хе равен на единица, то следва главната теорема, че всяка цяла

рационална симетрична функция от корените на уравнението е цяла

рационална функция на коефициентите.

“ Като пример да разгледаме симетричната функция

U=(x1+%3) (%;+%3) (Χ Ἔ Χ9)

от корените на уравнението

f(x)=x3+4a, x2+ax+a;=0.

ToraBa umame

xf_(/‘jv)1 - А (%)= x24-(x;Fay) X +x2+ @, X2y,

Ἐ )-Ξ xff_(f:: =X+X,+Xg+a,.fi(x) има 88 корени х. X3, fo(X)=0

има корена Xg= —(X; + хХа-+а).

Като заместим X3 в U, получаваме

из(а--ж) (α, Ἐ χ (а1+ха)-(а14+2а) |х.-(а1 + х1)ха+ 9121)

Ако разделим с Л (ха), остатъкът дава U и не зависи OT ха!

U=—xp3—ax®—azx,—a,a,, .

194



Остатъкът от делението на U ¢ f(x,) дава търсения израз 88 (/:

U=a,—a,a,.

8 Друг начин 38 пресмятане Ha симетричните функции. Една

произволна цяла рационална функция (полином) f(Xy, Xg,..., Ха) OT

променливите X;, Хаз..., Ха е сума от членове OT вида

а

X% хуе .. Xn' T,

гдето &, ®g,..., &, са цели неотрицателни числа. След привеждане Ha

подобните членове (T. е. тези с еднакви показатели «,) тя приема тъй

наречения нормален вид. Ще разгледаме сега едно нареждане на чле-

новете й, което ще използуваме тутакси. Едно произведение от сте-

пени х Xy ...X,"" наричаме „по-висохо“ от друго хйх,й...х,", ако
първата от разликите « - В)ъ & Во,...,«а- Вя KOATO е отлична OT

нула, е положителна. Нека в нормалното представяне на полинома

членовете са така наредени, че съответствуващите степенни произве-

дения да следват на намаляваща височина. Тогава стоящият на първо

място член ax;TM XpTM...x,*" се нарича най-висок член на полинома

Л(Хр Хаз..., Ха) Лесно се вижда, че най-високият член в произведе-

нието от полиномите ἔ(χι, Χα,..., Ха) И Ф(Хъ Xy ..., Ха) € равен на

произведението от техните най-високи членове.

Нека сега полиномът / (Хр Ха,...,Хи) е симетрична функция на

Хр Xgy---5 Хъ на които променливи да означим с A,, А,,..., A, еле-

ментарните симетрични функции. Неха ax," х.“...х.” е най-високият

член в /(Хр Ха,..., «Ж). Тогава ще имаме

-

а)у < ἀς =03 2. 2 e

Действително, ако например «, > a;, то функцията би съдържала

члена ax;TM X" ... X,"", който е по-висок от члена ax,“ ха“... х.п. От

друга страна, Ay Душе-аз . Дел-а “л e, е рационална симетрична

функция на X;, Xg,...,X, С най-висок член алду"жх,е...жх.“". Тогава

функцията - ”

fl(xl’ Χᾳ». .,χ,,):]’(χΙ, Χε,---,Χπ)-

—@ Ay Даз-аз, „ „Деп-а % Да

ще бъде цяла рационална симетрична, на която най-високият член

ὀχιβι х.й...х.й" ще бъде по-нисък ΟἹ члена ах е хе... X" Подобно
функцията  ́

Г (Хр Хае Хл)-- А (Хъ Χα,...,. Xn)—

DA Да AP AR,
n—.

ще бъде с пд;нисък най-висок член. Продължавайки така, понеже оче-

видно функцията f(X;,...,X,) има краен брой членове, ще получим

търсеното представяне на дадената функция във форма на полином

Р(А, 4,,..., 4,) от елементарните симетрични функции 4), A, ..., An
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което € и едно ново доказателство на тази основна теорема за симе-

тричните функции.

Накрая ще направим Забележката, че представянето на функцията
Я (%, Xg...,Xs) посредством на А, 4,.,...,4, е еднозначно. Дей-
ствително, ако имаме

Л(Хъ Χρν...» Ж)-Р(4, 44,...» 4,-0(А4), 4,,..., 4,),

то би следвало, че

R(Ay А,,..., 4) -Р(А,, Ag,..., A)—

--О(4, 4,.,..., 4)-Й,(хр Ха Ха)

€ идентично равен на нула спрямо неизвестните X;, Xg,..., Ха HO TO-
гава и R(A;, A,...., 4,) относно неизвестните A,, A,,..., A, трябва
да бъде идентично равен на нула, понеже, както лесно се вижда, две

различни произведения на степени AP AP . Де и 4я ДАФ...АФ, имат

като полиноми на Xy, Xg,..., Ха различни най-високи членове.

9. Дробни рационални симетрични функции. Нека

f(xlv KXoy х„)= S

е една дробна рационална симетрична функция. P и () ca полиноми на

променливите. Ние ще покажем, че такава функция може

да се представи като отношение на две цели рацио-

нални симетрични функции. От факта, че f e симетрична функ-

ция, не следва, че Р и () са също симетрични. Така

PR

хр-еха

е симетрична, но нито числителят, нито знаменателят са симетрични.

Обаче ако съкратим множителя X,—X,, ТЯя става отношение на две

симетрични:

Δ Ἔ ΧΑ .
χ χ XXy

Ако P или Ο е симетрична функция, то другата OT тях очевидно е

симетрична. Нека допуснем, че () не е симетрична и нека (), Qy, Qs ..,

Qp—; са CTOHHOCTHTE, които взематя, когато върху Х), Xg,..., Ха H3-

вършим всички възможни размествания. Да умножим числителя и зна-

менателя на f с Qy, Qy...., Ор-а, T. е.

< PQQy...0pf(xl’ Хае п)- QUxQ:--'QP“l
Знаменателят QQ,...Q,—, е очевидно симетрична ¢yuxk®us. Ho Torasa
веднага следва, че и числителят

PQlQ?"'Qp—l
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трябва да бъде симетрична функция, с което предложението е доказано.
10. Рационални функции OT корените Ha уравнението. Нека

Дх)--0 е алгебрическо уравнение с корени «Х), ЖХа,..., Xn H нека

Ф(х1)V=) “ една дробна рационална функция от един корен на урав-
1

нението Като умножим числителя и знаменателя й с ф(х,)...Фф(Ж),
ще имаме

_? (X)) ¥ {xx) ¥ (x3) - - -d{xs) .

Ф(ж1) Ф (ха) Ф (3)-..Ф(ха)

Произведлението Фф(х1)Фф(х.)...ф(х.) e симетрична функция на KO-

рените 88 уравнението /(х)-0, следователно е известно като рапио-

нална функция ot коефициентите му. Произведението Фф(ха)...ф(хл) е

цяла рапионална симетрична функция от корените на уравнението

Ф

9 Fa -ο,
коефициентите на което са цели рационални функции Ha Χι. Следова-

телно това произведение като цяла рационална функция на коефициен-

тите на уравнението (9) ще бъде цяла рационална функция на Ху T. €.

V=U(X) =T XTI XP~ 4 . Έ е

Ако m=n, разделяме v(x) с f(x) и нека Л (х) e остатъкът OT

делението, а () (х) частното:

υ (χ)- [) ) Ἐ Ρ (x).
При x=x,, понеже / (х4)-(0, имаме v (x;)=f;(x,), гдето f;(x) е

полином най-много ot (n—1)-Ba степен. Така получаваме следния pe-

зултат : всяка дробна рационална функция от един ко-
рен на едно уравнение може дасе представи като цяла

рационална функция от същия корен, степента на която

е най-много с единица по-малка от степента на уравне-

нието, По-общо нека

. φίχ,, Хае К)
u=

Ф (Хр X5 ... Ха)

е дробна рационална функция на няколко корена на

f(x)=0.

По изложенвия метод тя MOXe да се обърне B цяла рационална Ha

един корен, например х),

U=Pg X7 + P X4 + рл

гдето коефициентите ще бъдат изобщо дробни рационални функции

на Ха Xg,..., X, По същия "начин ру py,....p,, можем да представим

като цели рационални функции на .., С коефициенти, които са изобщо

дробни рационални функции на X3, X,,...,X, Като продължаваме

така, очевидно можем да представим и като цяла рационална фУНКЦНЯ

на Xy, Χᾳ»...») Xp
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Глава IV

Елиминация

1. Елиминация посредством симетричнй функции. Дадени ва
две уравнения: | :

а) fX)=ax"+a, x4 аи3 4+ ... +a,=0,

Ф (X)=bpxm+ b xm—t + byxm—2+ ... +b,=0,

„гдето а, b,; ca произволни реални или комплексни числа. AKO тези ypas-

нения имат общ корен, то между коефициентите им трябва да съще-

ствува някоя връзка. Търсенето на тази връзка е предмет на елими-

нацията. Нека с oy, @,,...,%; означим корените на първото уравнение и

¢ B4, Во,...,В,г-- корените на второто. Тогава да разгледаме произведението

И < (аа -- В) (ва--Ва). - - (ва--В)

(«а--В1) («а--Ва)... (“π-βω)-

ῃ

Ν Έ ΕΞ ЕЕ

(α,.-βι) (ва--Ва) . («а-- В)

Ако уравненията имат един общ корен, T. е. някой «, е равно Ha

някой В,, то очевидно [{Ξ0. Обратно, ако е изпълнено последното

условие, някоя разлика трябва да бъде равна на нула, т. е. уравненията

ще имат общ корен. Следователно анулирането на П e еквивалентно,
двете уравнения да имат общ корен. Ho П, както лесно се вижда, е

цяла рационална симетрична функция на корените на първото и BTO-

'POTO уравнение от степен /m спрямо корените « и степен л спряйто В.
; . а
Следователно П се изразява като цяла рационална функция от Ъ-;- фе

a b b )
-2 от степен m u OT ;1,..., 2 от степен Λ. Torasa
4 bo b |

ще представлява цяла рационална функция OT всички коефициенти на

уравненията (1). Изразът R, анулирането μ който е еквивалентно ᾶ

условието двете уравнения (1) да имат общ корен, се нарича резул-

танта или елиминанта. Ε .

Taka виждаме, че елиминантата € цяла рационална функция OT

коефициентите на уравненията, степента на която спрямо коефициен-

тите на първото уравнение е равна на степента на второто и спрямо

коефициентите на второто е равна на степента на първото уравнение.

‘Cera ще установим, че елиминантата е изобарна функция

< тегло, равно .на произведението на степените на

двете уравнения. Действително нека

(2) R: ZCaol. all' agl’ ... до/доь.“д ὐμ'-' “..
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~

и да трансформираме дадените уравнения (1), като умножим корените
им с едно произволно число #.

Новите уравнения ще бъдат

AoX" @ kx" авадл-3 4 , Вл ,

boxm-bykxm—1 L bok3xm—2 A ... 4 b _km=0.

Произведението И се умножава с множителя kTM" така че 38 (2) на
новите уравнения ще имаме

кя З Cagoahage ... bbby . .=

= 2Ck11+21=+ .. +M1+?uej|- - αολο allx a21'-_» Ν bouoa_l“xa2ue Ν

отгдето следва, че 3,-2344...-Ещ + 2+ ... =mn, което устано-
вява изказаната теорема за теглото.

На елиминантата R можем да дадем друга форма. Именно като
вземем предвид, че

Л(х)у- а ( -- αἡ (x—ay)...(x—a,),

P (%)= o (x—B;) (x—Ba) ... (x—B,,)
получаваме

(3) #-а" φ (αρ) φ (α))... φί(αη)εε (-- |уе 6," 7 (B f(Ba)-- S (Br)
Ot тези изрази OTHOBO лесно се вижда горното свойство за сте-

пента и теглото на R.

За пример нека |

f(x¥)=ay x*+a,x+a,=0,
P (X)=box%+ b, x+b,=0

Ca две дадени квадратни Ууравнения. Torasa, ако ἃ;, «а са корените Ha
първото уравнение, ще имаме по (3)

R=as2¢(x;) φ («)-

= а 6 @ %a5? + bobyoy0o(o + «) + by by («12-4-«2)4-

Ἔδι,βα,ας - διθε(α, + «а) +b,2).
Или като mpecmeTHeM фигуриращите симетрични функции на &, ag,

получаваме

В-а252-- аа,6,6) +bybs (a,2—2a, а) +

=(aabo—a4b,)? -(а16а-- а,„6,Халб,--а6)).

Случай на няколко общи корена. Видяхме, че ако за
двете уравнения (1) означим с R израза

В--а"б" Ща--6,), i=1,2,...,n; #Е-1,9,..., т)

199



TO анулирането на Д дава условието уравненията да имат общ корен.

Да предположим, че R=0 и нека един общ корен да означим с «+),

T. е. X;=0; =,

Нека диференцираме израза

В--а/" φία!) φ(αρ) -. «Φ ()

последователно, като гледаме на коефициентите на второто ypaBHeHHe

@(x)=0 като на независими променливи. Като вземем под внимание, че

Ф (“k)zbo“nm+ δια, L +b,a,¢’”—i—{— .. b,
TO

д .

ще имаме MO правилата 3a диференциране

дв .

аь =  ́ Φ (%a) - - -φ (ακ) + @TM aaTM φ (@) φ (%) - - - φία,) +

4o Ε αρτφ (а)... φ (α,.-.) а

Понеже a;=x; е общ корен, то ф(«1)--0 и следователно

дв ,

(4) . ob; agmxyTM g (α4)... .φ (%n)-

Частната производна спрямо b,_, ще бъде

R _ aymxym ΓΕΊ ῳ (@) . .. ф (%n)-
0b;—y

OT тези две paBeHCTBA получаваме

_ _OR „9в
*1= 0b;—, ” д6;”

т. е. общият корен се дава от уравнението

дв дв _

0bi—y х 01)1—0

или символично

д д

(5) ς τ ) R=0-
Когато R=0, видяхме, че уравненията имат поне един общ корен х).

За да имат два общи корена, нужно е допълнително условие. Така от

(4) се вижда, че ако имат втори общ корен Xy =g, TO понеже «(во)-0,

0частната производна -д%=0 и обратно, ако това условие е изпълнено,
i

TO ΟἹ същото YypaBHeHHe следва, че поне единият множител във

 ́
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Ф(ва),..., ф(«,) е равен на нула, т. е. системата (1) има поне още
един общ корен. Така че получаваме:

Необходимо и достатъчно условие, щото уравне-

нията да имат само един общ корен, е

88 един кой да е индекс «от О до т. Общият корен се

дава от уравнението (5). Ако освен R=0 "(«ζω

ненията (1) имат най-малко два общи корена.
Лесно е да намерим условия за повече общи корени. За тази цел

0, тоурав-

диференцираме Ξ“Ξ- пак частно спрямо b; и b,_,. Получаваме

R _
02

еа |20, gTM ф(аз) .. (@) + 20, gTM (o) .. ф («а)-Р ...

Ako (1) имат поне два общи корена & =X, &,=X, понеже ¢ (a;)=

=¢ (2g) =0,

PR L
(6) ра = 200" х Xy ф () - - 9 (@)

Or "този M3pa3 се вижда, че ако уравненията (1) имат camo два

03 -
общи корена, то θῦ'ἷ:ξ:Ο. Ако обаче имат повече общи корени, то

Е

трябва тая производна да бъде равна на нула.

"

Да допуснем, че o 4-0; търсим производнатаУ 062

?R

(7) 0b0b;—,

= а oy &y @ () . . ф («и)--а аРН TM @ (@) ... φ (@) + ..
m—i _m—it1

+аот φ (al) . .. φ (an—.Q) a,,._,- α“  ̓

която, понеже φία,) - ῳ (x)=0, ау -- Χ, «а-ЖХ, се свежда на

04 .
o=, ob; 7 405 (%1 хъ) (Xy +X3) ф (3) . . . ф (@n).

ΟἹ (6), kaTo BMecTO i поставим i—1, HMame

2 . |

(8) O—Iiilil = 2a°m~ xlm—t-i-l xzm—1+1 φ (“3) el (и“).
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Ot фармулите (F), (7), (8) лесно се получава квадратното уравнение,
което дава общите корени X,, X,. Действително, ако разделим (8) Η

(6), получаваме

#в #в

ἀι Δ3 :ὔἐΐ";-ι и Bb,-g  ̓

Ако разделим (7) на (6) получаваме

FR о „ #в

Xy Xg = 3bi0b;—, " obi

Тези две релации показват, че х) и X, CA корени на уравнението

PR o o SR IR

& τ а Χ Ὺ в
=0,

което CHMBOMHYHO може да се напише Taxa:

д аммм

Така доказахме, че за да имат уравненията (1} само два общи корена,
необходимо и достатъчно € 38 кое да е b, да имаме

οο R η @R

Общите корени се дават с уравнението (9).
Продъл«жавайки така, лесно се установява общата теорема: Не-

обходимо и достатъчно условие уравненията (1) да
имат # общи корена се състои B равенствата

0 98 963 ὄ , #Я
R—O, "ὀἷ" — db,’n_o’.'.’ ὃἷιἱ'-ἷ' -0, ад[*#Оо

Общите корени се дават OT уравнението

а а м

( х-ав с) R=0.
От изразите (3) на резултантата R е очевидно, че тя съдържа

членове от вида

а„“ bt TM TM, (= 1) 6уалВиВ"... B

T. е. можем да пишем

От този израз се вижда, че R не съдържа KATO множители HHTO Gy,

нито 6,. Лесно е да се види, че R е неразложима, T. е. не
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се разлага на произведение на цели рационални функции на коефи-

циентите

а, а,.... ῃ и by, by,y..., b,

Действително, ако допуснем обратното, TO ще имаме поне един

неразложим множител, който ще се анулира например, когато o, - В .

Но тогава при възстановяване на « и В ще трябва този множител да
се дели на a;—@, и понеже той е симетрична функция на « и B, ще

трябва значи да се дели Ha всички разлики «,—B,, което е противо-

речи

Елиминиране посредством търсене на най-голям общ де-
лител. Нека означим с D(x) общия най-голям делител на левите части
f(x) и ¢(x) на уравненията (1). Тогава общите корени на двете урав-
нения f(x)=0, «+ф(х)-0 очевидно ще бъдат дадени с Ууравнението

D(x)=0. Следователно, за да имат двете уравнения (1) 4 общи ко-
рена, трябва общият им най-голям делител да бъде от степен .

Нека степенга л на /(х) да бъде най-малко равна на степента M
на ¢(x). Разделяме /(х) с ¢(x) и нека полученото частно е (), а оста-

тъкът Ry, Τ. е.

f(x)=0(x) Q+R,.

Прилагаме по-нататък TOBa деление и Heka R,,...,R, ca полу-

чените остатъци, а Qy,...,Q, са Ччастните ΟἹ делението. Така ще

получим

Τ )Ξφ ) Q+Ry

φ()-- ὶ Q1+Ry

R1:R2 Q2+R3’

Rr_2=Rr—l Qv—] +Ri’
4

Rv"l: Rv Q"

Ако cuurame коефициентите Ha f(x) и ф(х) за произволни, TO

степените Ha Ry, R,,..., R, намаляват с единица, започвайки от m—1,

така че степента Ha R, ще бъде т--у. Общият най-голям делител ще

бъде Д,. За да намерим условията двете уравнения (1) да имат 4 общи
корена, тря “ва да напишем, че остатъкът Я ор; е тъждествено равен на

нула, т. е. ако

Rm-q-l—l =l x;—1+l1xq_2+ .. +lq—11

TO условията ще бъдат

lo—_—o, 11:0, 12=0, ... ,lq_;l:o.

3. Метод na Ofirep. Двете дадени ypaBHeHHs ca

f(X)=ayx"+a, xr 14 ... - μ X+ ax=0,

(1)
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Да донпуснем, че те имат поне един общ корен x,. Тогава можем

да пишем

(10) Τ Ξ - χ ) ¢ (x)=(x—x1)91(x),
гдето Л (х) и ¢, (х) са полиноми съответно OT n—1-Ba и т--1-ва степен.
От (10), като изключим х--х), получаваме

F(x) @1 (x)—f1 (%) 9 (x)=0.
Следователно, ako уравненията (1) имат общ корен, To трябва да

съществуват два полинома M(x) и ЛМ(х) съответно OT степен m—1,

п--1, така че да имаме тъждествено!

(11) Τ M(x)+¢(x) N(x)=0.
Достатъчно е очевидно да вземем M(x)=q, (x), N(x)=—f,(x).

Обратно, нека (11) да съществува при горното предположение за сте-
пените на полиномите M(x) и N(x). Ако B (11) поставим вместо х
всички п корена X, i=1, 2,..., n, на уравнението f(x)=0, то по-

лучаваме

¢ (x) N(x)=0.
Ho понеже степента на N(x) e n—1, To ще трябва поне едно ΟἹ

φίχ) да бъде равно на нула, с което е доказано, че двете уравнения
(1) имат поне един общ корен. Слелователно необходимо и достатъчно
условие уравненията (1) да имат общ корен се състои в съществува-
нето на два полинома:

M(X)=po η τ εΡ X724 L APy,

N(x)=qo X" Ἐφ x" 2+ ... Ἔ η 1»

KOHTO да удовлетворяват на тъждеството

Τ Ο ΜΟ) φο) N(x)=0.
Като напишем, че всички коефициенти на полинома в лявата 1807

са равни на нула, получаваме за неизвестните р и ¢, броят на които

е n-+m, същия брой линейни хомогенни уравнения:

@ Po +b, 40 =0,

a,Po+a P, +b1 4015644, =0,

азр- ал 4 Py +byq0+0, 4,4+ b, 48 =0,

AnPm— +bp gn—y=0.

По известната теория, 3a да има тази система решения, не BCHYKH

равни на нула, необходимо и достатъчно е детерминантата от коефи-

циентите да бъде равна на нула. Следователно тази детерминанта

1 Същото заключение пслучаваме по следния начин: полиномът /(х) трябва да

дели гроизведението ¢ (x) Л (х) и ако /(х) няма общ делител с @ (x), То би следвало,

че /(х) трябва да дели ЛМ( х), което е невъзможо.
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(12) Η: a2 αι ao- .. b2 bl до.

е търсената резултанта.

4. Метод на Силвестър. Този метод в същност е почти идентичен

с метода на Ойлер, но води по-просто до извеждането на резултан-

тата. ΟἹ дадените уравнения f(x)=0, ф(х)-0 получаваме нови, като

първото го умножаваме с X% X, Х2)..., Х”-1, а второто с X% х, х2,...,

хт-1. Така получаваме л--т уравнения :

/04-0
х/(х)-0

+(х)-0

хе(х)-0

|

|
(13) ! х f(x)=0

|
|
ἱ

χπτὶ φ(χ)τεῦ,

Ако дадените уравнения имат общ корен, всички тези уравнения

(13) ще имат общ корен. Но уравненията (13) представляват n—m ли-

нейни уравнения спрямо неизвестните X, Х2)..., ΧΡΈΠΕ Ὶ, на които броят

e л4-т--1. За да имат общо рещение, трябва детерминвантата OT коефи-

циентите пред неизвестните им да бъде равна на нула. Тази детерми-

нанта R е

0 0..0 aya,..a— йл

0 0..a, a,a,..an O

R=|%a .. ..a0.0 0

0 0. ...byby..by by

0 0. .8y, b, by..b, 0

by by .. b,0.0 0
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Тя може да се отличава от детерминантата на Ойлер само по
знака, защото лесно се получава от нея само с разместване на редове

и стълбове. Но в същност показахме, че ако дадените уравнения (1) имат
общ корен, детерминантата Д е равна на нула. Обратно, ако R=0,
уравненията ще имат общ корен, понеже детерминантата R € по знак
"равна на детерминантата на Ойлер. ToBa ще докажем и директно.
Именно да умножим първия стълб в R с x"tm—1 втория с хя+т-3 и
т. н. до предпоследния с х и получените произведения да прибавим

към последния стълб. Така получаваме :

00062...0 ща... ал Л(х)

0 0...a00a,ay...an χ f(x)

R= Ὁ ὅ1:..0 a,0 ... хе f(x) !

0 0..... by by ... b, g (x) |

10 0...8,0b,b,...8, χφ (x)

bbby . . ... 8,0 ... 0 χηοὶ φ(χ)

Ако развием по елементите на последния СТЪЛб, получаваме тъжде-
CTBOTO

Κ-- 70) 91 ()49 (%) Л (),
гдето Л (х) и ¢;(X) ca полиноми CBHOTBETHO ΟἹ л-1-и и m—1-Ba сте-
пен. Ако R=0, то като разсъждаваме, както в метода на Ойлер, за-
ключаваме, че уравненията ще имат поне един общ корен.

С метода на Силвестър лесно можем да намерим условията урав-
ненията да имат повече от един корен. За да илюстрираме това, ние

ще разгледаме две уравнения от четвърта и трета степен:

( (χ)γξεαο - α,χ. αρχθ ὰ, x3+a, х1-0,

14

@ (xX)=by+b,x+ δ,χ"- by x3=0.

Резултатът, който ще получим, се OTHACH за какви да € CTeleHH.

Резултантата R ще бъде

0 0 a a, a, ag

0 a a, a, a; a,

a, α ̓1 a a; a; 0

„А#-16, b, b, b 0 0

by b by b 0

0 b, b, b, b

0 0 b, b, by byo O O
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Нека в матрицата на Д зачеркнем първия и последен хоризонта-
лен ред и първия и последен стълб и ΟἹ останалите елементи да.

образуваме детерминанта K, редът на която ще бъде очевидно 5.
По същия начин от R, със зачеркване на първия и последния ред
и стълб получаваме детерминанта R, и т.н. Тогава ще докажем след-
ното предложение: За да имат уравненията (14) само един
общ корен, необходимо и достатъчно е да имаме Д-(,
ΚΙΞΕΟ. За да имат два общи корена, необходимо и до-
статъчно е да имаме R=0, А -ῦ, А6,+О и т. н.

Действително нека R=0 и нека —p е един общ корен. Torasa
ще можем да пишем -

f(x)=(x+!1) (χο-α; Xty χθ- ας x3),
(15)

φ( ) - Χ μ) (Во+Вух- Въ х),

отгдето получаваме

Qo= %o, bo=1p Bos

=yt oy, by -- βο-μβιν

(16) аз-«, +П «, б,- ру μβον

A3 =0y + p 03 by =B,

а =,

Другите корени освен —p Ha уравненията (14) ще бъдат корени
на уравненията

«а Х«а X2+ a, x3=0,

Bo+Bi x+B, x2==0.

Ако дадените уравнения (14) имат повече OT един общ корен, то
тези уравнения трябва да имат поне един общ корен и ако имат Camo
един общ такъв, то дадената система ще има само два общи корена.
Но детерминантата на (17) е следната:

(17)

0 a o «а

oy «) oy ἃς 0

D= Bo Bt βα 0 O

0 Bo B, B O

0 0 B B B

Ще докажем, че D=R,. Действително, ако втория стълб на )
умножим с μ и го прибавим към първия, третия стълб умножим C μῈ
го прибавим към втория, също правим с четвъртия и петия стълб, то
като използуваме равенствата (16), виждаме, че () става равна на
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а , a, a, a,

а а a; α, 0

by b, by 0 0},

by b, by, b, 0

0 b, b, b, b

която детерминанта е R;. Ако следователно D=R,=+0, 10 ypaBHeHHsTa

(17) нямат общ корен, Τ. е. дадените уравнения (14) имат само един

общ корен. Ако обаче R,=0. то (17) имат поне един общ корен, Τ. е.

уравненията (14) имат поне два общи корена и т. н.

5. Метод на Безу. Друг метод, с който резултантата се получава

във форма на детерминанта, от ред, равен на по-голямата от степе-

ните на двете уравнения, е този Ha Безу. Да разгледаме най-напред

две уравнения от една и съща степен:

Я(29-а, хл-+-а, x4 ... +a,=0,

(18)

¢ (x)=by х14-6, x4 ...+ b,=0.

OT тези ypaBHeHHS ще получим п уравнения ΟἹ л--1-ва степен, KOHTO,

ако дадените имат общ корен, също ще имат общ Koped. За тая цел

приравняваме коефициентите пред X%, като умножим първото уравнение

cb, а второто с @, и ги изваждаме. От първите два члена изваждаме

χ пред скоби, като с умножение с останалите изрази в скобите при-

равняваме коефициентите пред тази степен и изваждаме уравненията

и т. н. Следователно ще образуваме следните уравнения ΟἹ степен n—1;

by f(x)—a, ¢ (x)=0,

(8o x+6y) f (x)—(ao x+a,) 9 (x)=0,

(bo X2+ by x+by) /(х)--(а, X2 , X +a,) 9 (x)=0,

(bo Xt =by X" ... Ἐ, κ f(x)—
. 

—(@ x* а x4 . 4-ал 
) p(x)=0,

KOHTO може съкратено да напишем Taka:

Alo xn—l_l,_An XL, +AL n—q1= 0,

Д X" 1Ay x4 24 ...+ Ay, =0,

e s e & e + e o s+ o .. «

Ano X"—'l-}-A”l хп-2+ ... +Ап, n—1= 0.
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За да имат общо решение, понеже на X, x2,...,Xx"! можем да гле-

даме като на неизвестни, трябва детерминантата от коефициентите да

бъде равна на нула. Така че резултантата ще бъде

Ao .. Ари-а

R= 4 Ay Azn—1 .

Ал 44 А„ 1

А са ΟἹ първа степен спрямо коефициентите а и b така, че R, както

трябва да се очаква, € OT л-та степен спрямо коефициентите а и

спрямо b.

Нека сега степените на уравненията да бъдат рдазлични:

ЛДх)-ах"--ажхи4-... +a,=0,

(19) .

@ (X)=bgx+ διχπ ι .. +-b,,=

и да допуснем, че пл > m. ToraBa yMHOXaBamMe BTOPOTO уравнение с

X"—M и така получаваме заедно с първото две уравнения с две неиз-

вестни от равни степени. Ако работим както по-горе, ще получим т

уравнения ΟἹ л--1-ва степен:

А,„охп-1+А хп-2+ +А„, ,,-1...0

Към тези уравнения прибавяме следните:

χῆτπετὶ @ (X)=box"14-b,x" 24 .., + b, x—m—1 -- (),

(20!) xn—m—2 φ (x) — boxn—2+b1xn—3_'p Ν + bmxn——m—2 — 0,

. - СИЕ e o e e e

(x) boxm+b x’"—1+ .. +b,=0.

Taka получаваме 7 уравнения, именно CHCTEMHUTE (20) и (20") от n—1-pa

степен, Резултантата ще бъде

A Ay Ауз...Аун-

А Ay Ag... Ay

R= A;nO Aml AmzAmn—l
ὍΣ Νте

НИ ὃῦὃὈὃἷὖ
т

14 Висша алгебра
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6. Подробно изследване на метода на Безу. Нека са дадени

уравненията

Л() ааа жа .. ал х --ан--0,
е)

Ф (X)=boxm+bxm1+4 ... +b, _x+b,=0

и да предположим, че л == m. Да nocTaBum

fr(¥)=aex*+-ayx*14-... +a, k=0,1,...,n

Фе (X)=bpx*+-by x4 ...+ b, k=0,1,2,...,m,

така че f,(x) и ¢, (x) съвпадат съответно с /(х) и ¢(x). ToraBa umame

7 )Ξ χ. ) α, μ 714 ааа X +-an,

ф () χέφ, 2(X)+0p—pity Ж771-4... τ b, x+0,,

По метода трябва да образуваме полиномите

(22) P (X) = (%) frp (X) = F (X) s (%) =

< Сщ Χ - XM 24 L Έ μῃ

k=1, 2,...,m. Ако. n>m, то прибавяме полиномите

й (х)<- Сд χ - χ 4 ... су R=m+1, m+2,...,n,

дадени с

(22) Re()=x""* ¢ (x), hn(X)=5(x).

Ако Ha променливото X дадем Terao 1, то f,_,(X) и ¢, „() ca изо-

барни функции спрямо @, b, х с тегло съответно (n—k) и (m—Kk).

Следователно Й.(х) за 1<-#85:т e изобарна с тегло m-+n—=~k, or-

гдето се вижда, че коефициентът C,;, който e билинеарна функция на

а и b, e изобарна с тегло m-i—k.

Понеже и при k> т, #.(х) има също тегло т--л--#Е, TO и €\

при & > т има тегло m-i—A~k.

От (22) се вижда, че всеки общ делител на f(x) и ¢(x) e общ

делител на полиномите Й.(х). Ако л >, то OT равенствата

R ) =9 (%) f (с)--6,/(х), Яе (+х)-ф (%)

bo S (X)=hn (%) /а (X)— P () ¢ (X)=Pn (%)

следва, че общият най-голям делител на всички полиноми A, (X) също

e общ делител Ha f(x) и @(x). При n=m се получава лесно

( «.909-6,/09-#.(0,

| @y () by F(6) =y (1) — #4 (

е3 ἰ αφρὴ--δ, f ()= ва-а (х)-- Xy (1)
............... -

A1 P (X)—bn—y [ (X)= χ (χ)--- χὴς (%),

$ a9 () —ba f(x)=—xhy(x).

и обратните
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Ако а и b са пропорционални, то f(X) и ф(х) се отличават само с

един постоянен множител и всички Й(х) са идентично равни на нула.

Този случай може да се отстрани от разглеждане, понеже уравненията

(21) представляват тогава само едно. Следователно“ Л. (х) например не

е равен идентично Ha нула. От системата (23) ще има поне две урав-

нения, които могат да бъдат решени спрямо f(x) и ¢(x). Тогава or

тези решения следва, че най-големият общ делител на полиномите

k,(x) дели f(x) и Ф(х). С това е установено предложението : общият

най-голям делител на f(x) и φί(χ) e също общ най-голям

делител на л.те полинома h,(x).

Ако f(x) и ¢(x) не ca взаимно прости, T. е. уравненията (21) имат

общ корен, то л-те линейни и хомогенни спрямо X", п 2 . ,x, x0=1

уравнения

свд х 434 .. +c,,=0, #-1,2,...,1

ще имат общо решение. Детерминантата им е

€11 €ip---Cin

= | €y ὅρ6...Ὁ ;(24) с м (55..τ η |- 4 с Сзв е С

- C”l 0,,2...6””

Yucnara ¢y, Cg;y...,Cn; са XOMOreHHH и билинеарни спрямо a, b, а

Cot1,is--+2Cp CA Лливейни и хомогенни camo спрямо b. Следователно С
е хомогенна спрямо а OT степен т и хомогенна спрямо b ΟἹ степен n.

Теглото на ¢,; спрямо а и b беше (m-i—k). Тогава теглото на всеки

член в (24) ще бъде

2 Ъе Σ (m+i,—v),

1

гдето iy, lg,...,i, са числата ΟἹ 1 до 7, HO може в друг ред, Τ. е.

t=nm. Следователно С е изобарна спрямо а и b с тегло тл. Детер-

минантата С като функция на а и # не е идентично равна на нула,

защото в противен случай би трябвало да е идентично равна на нула

и когато поставим .

a1=a2=-..an_1:o, b1=b2:...:bm_1=0.
3a Taka получените специални функции f(x) и @(x) ще имаме

припл > т

Съ Ξαρδ,» Cpn—ptr=—anby за k=m,

Ck’k_m= (133 Ckkzbm 38 k > т,

а всички други с са равни на нула. При n=m само членовете C,, са

отлични от нула и всички са равни на qyb,—a.b, От горното се вижда,

че в С ще влизат следните членове:

(25) C=aymb,"+(—1y"a,m b+ ...

211



Детерминантата С е цяла рационална функция наа и b със сте-

пен ὶ тегло както . Но С се анулира, когато /(х)-0 и ¢(x)=0
имат общи кореви. Тогава с въвеждането на корените на тези урав-

нения в изразана С, както [MO-PaHO- се вижда, че С се дели ὰ R и
понеже степените им са еднакви, то С се отличава от Д с един по-

стоянен множител, който е равен, както това се вижда от (20) и (25),
на (--1)"”, Следователно резултантата R се изразява с (--1)"" С като

детерминанта ΟἹ л-ти ред.

Видяхме, че необходимо и Ддостатъчно условие уравненията (21)

да имат общ корен е Д да бъде равна на нула. Лесно е да решим

въпроса за условията, когато (21) имат няколко общи корена. Именно

имаме теоремата:

Детерминантата С има ранг s, ако функциите /(х)

и +(х) имат най-голям общ делител Фф(х) от степен (n—r).

Ako r=n, f(X) и ф(х) ca B3aUMHO прости и TOraBa действително

R=0. Axo r=0, To f(x) и ¢(x) ca с изключение на един TNOCTO-

янен множител равни и BCHUKH €, са равни Ha нула, Τ. е. рангът на

С e нула. Следователно остава да предположим, че 1=r=n—1.a

допуснем, че f(x) и @(x) имат общ най-голям делител ф(х) от сте-

пен (n—r)

Както видяхме, при теоремата на Руше една система OT у XOMO-

генни линейни уравнения се удовлетворява от една система стойности

на неизвестните, от които една поне е отлична от нула, ако броят на

уравненията е < у. Ако броят на уравненията е у, това е само тогава

възможно, когато детерминантата от коефициентите е равна на нула.

Следователно могат да се намерят (r+1) числа Ay, Ay, ..., A4y не всички

нули, така че да имаме уравненията:

си MHCakot е. 1A 41=0,

(26) с M+Cohat oo Aty 2h+1=0,

суе MACorhat ... РСе Ar41=0.

Тогава функцията ¢

A #1 (X) A ῳ (X) 4 .. A (x)

има по-ниска степен ΟἹ (n—r) и понеже TPAGBa да се дели на MOJH-

нома ¢ (x) от (n—r)-Ta степен, то тя трябва да бъде идентично равна

на нула. Следователно ще имаме още следните (п--7) уравнения:

сънн м еае Aot ее Ε евъ ен A =0,

” Cindy С сеа Ве ещж =0

Кои na e (r+1) уравнения от (26) и (27) са Уудовлетворени с

(r41) числа Ay, Ay,...,A4;, KOHTO не са всички нули, така че детер-
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минантата на тези уравнения трябва да се анулира. Следователно всички

детерминанти от ред (r+1) на матрицата

(28) с ο -..Con

Сеъ Crtra---Crin
 ́

се анулират.

Същите разсъждения се отнасят и 88 коя да е матрица с (r+1)

хоризонтални реда, образувана от С. Следователно рангът на С е най-

много равен на r. Нека сега да допуснем, че рангът на С е r. Тогава

подобно на по-рано могат да се намерят (r41) числа μ Вя-л ч. « Ип--га

не всички нули, за които полиномът

(29) Вайл (%)t n_y Йл-а (X)+ .. Е и Йя- „()

да е идентично paBeH Ha нула. Действително по теоремата на Руше,
понеже рангът ва системата

Р Е Е ПО =0,

Вл Сла + Йл--1 сп-1,а+ Е Р Cn——r,2=0,
. . ς ς ς

ТЕ ЕЕ . oo ἜΒ Ο Cn—pn=

е< r+1, то съществуват (r+1) числа ., не всички равни на нула,

които я удовлетворяват. Ако тогава в идентично равната на нула функ-

ция (29) поставим изразите на k(x) от (22) и (22'), то ще получим

тъждеството

(30) 2(9209-/(094(х).

Трябва да има поне едно число |, отлично ΟἹ нула, с индекс = m,

отгдето следва n—r=:m. Действително, ако няма такова число, TO за

получаването Ha (30) ще имат значение само уравненията (22”), Τ. е.

f(x) не ще фигурира. Следователно би следвало, че [(x)=0, отгдето

следва, че и £(X) е тъждествено равна на нула, което обаче не е

възможно, понеже имаме

& ()-- Вя Вя-а X+ βη - X2+ ...

От това следва, че ще имаме

Цх) =Pm Po (X)—I— l"‘m—l Ф (Х)+ .е + Илп--р ch—'l‘f‘r(x)’

гдето не всички | са равни Ha HyJa. Ako /(X) e идентично равен Ha

нула, TO полиномите

Ф (χ) ае Ὅ0 (χ)

биха били линейно зависими, което не е възможно, понеже детерми-

нантата ΟἹ коефициентите им е равна на b, Π ΓΕΣ, следователно е
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отлична ΟἹ нула.С това е доказано, че полиномът ((х) не е идентично

равен Ha нула и € OT степен най-много равна на (m—n+r) и ot (30)
се получава, че g(X) е неидентично равен на нула полином OT степен,

най-много равна на r. Понеже от (30) следва, че 2(х)ф(х) се дели на

f(x), то f(x) и +(х) ще имат един общ делител най-малко OT (n—r)-
та степен. Общ делител OT степен, по-висока OT (л--/), полиномите / (х)
и Ф(х) не могат да имат, понеже по доказаната част Ha теоремата би
следвало, че рангът на С e по-малък or r. С това теоремата е напълно

доказана.

OT горните разглеждания лесно се получава общият най-голям

делител ф(х) на /(х) и +(х). От последните / реда на С образуваната
матрица има ранг r. Действително, ако няма този ранг, ΤῸ могат да се

намерят / числа Шл Ш е.. Щал-оа«4а HE всички нули, така че полиномът

айл (X) Ἔ ща-а йнеа (X)F «Е Вя κ ει (X)

да е идентично paBeH на нула. Но тогава може да се докаже както

по-горе, че f(x) и +ф(х) ще имат още един общ делител най-малко OT

(n—r+1)-Ba степен, което противоречи на факта, че ¢(x) e от (n—7r)-

та степен. Лесно e да се докаже, че не всички детерминанти OT /-ТИи

ред, образувани от матрицата

Cn—r+1,1 ὅπο Ἔχ не ба-ери

Ο Ε Ξ Ξ

31 ,(31) Ν ἄμ Cn1,9 + -+ Cn—1n

Cnl  ̓ Сп,ьз .е Спп
й ,

като вземем първите (r—1) стълба и един-кой да е стълб от следва-

щите (1--/41) са равни на нула. Могат действително да се намерят

г числа Ry, ky,..., R, не всички нули, които Уудовлетворяват първите

(r—1) уравнения Ha системата

(32) вби- чН «е В а су Ε ι =0, i=1,2,..., П.

Ако всичките поменати детерминанти са равни на нула, то оста-

налите уравнения (32) ще бъдат пак удовлетворени със същите числа #.

Но тогава рангът на матрицата (31) ще бъде < 7.

Общият най-голям делител Фф(х) на /(х) и φί(χ) се

дава със следната формула:

Crrti,1 Сиоечна не е Сл τα Йя-чеа (X)

ИЕ e e Ξ . ИЕ T ЕИЯ

@3) b=, , ал Г
Cn—11 - Cn—12 +--Cn—1,r—1

Сал Спа- .. Се Нл (X)
,

Действително, ако развием тази детерминанта по елементите на

последния стълб и наредим по падащи степени на х, то отначало всички
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членове със степени 7-1, x"2 ..., x"—7+1 ще имат коефициенти, равни

на нула, понеже се представят като детерминанти с равни стълбове.

Другите членове обаче не всички ще изчезнат, понеже имат 3a коефи-

циенти разглежданите (n—r-+1) детерминанти на матрицата (31). Сле-

дователно детерминантата (33) представлява един полином OT степен

най-много равна на (n—r), който не е идентично равен на нула. Но

понеже ἄμ- ᾷ (Х),...,Йл-а (X), #. (х) се делят на Ф(х). то и детерми-

нантата се дели на ¢ (x), т. е. съвпада с този полином (като вземем

под внимание, че общият най- голям делител е напълно определен до

една константа).

7. Дискриминанта. В този параграф ще се занимаваме с търсене

на условието едно дадено уравнение да има многократни корени. Оче-

видно за това е необходимо и достатъчно уравнението да има общ

корен с производното си уравнение така, че този въпрос се свежда на

по-раншния за елиминация, Обаче тук ще третираме тази задача ди-

ректно. Под дискриминанта разбираме една такава цяла рацио-

нална функция от коефициентите на уравнението, анулирането на която

е необходимо и достатъчно, за да има даденото уравнение многократни

корени. От възможните такива изрази ние ще изберем най-простия и

него собствено ще наричаме дискриминанта. Нека

(34) fx)y=apx"+a; X"+ ... +a,=0

е даденото уравнение с KOPEHH &;, G,,..., %, Да образуваме произ-

ведението от разликите им:

Ре (аа--а) (α,---α9)....(αγ--αρ).

(ва---« 4) ... («а--«).

(вл--у —an).

Очевидно Р=О само тогава, когато (34) има равни корени. Произве-

дението P= I | («,--«,) не te променя или CH мени CaMO 3HAKa, KOraTo

i<j

pa3MecTBaMe KODeHHTe помежду им по всевъзможни начини, понеже

едно такова разместване само променя знака на разликите или го за-

цпазва. Така че Р не e симетрична функция на корените, HO взема само

две стойности Ри - . Такава функция се нарича алтернативна.

ObGaue P’= | I («,--«,)? e симетрична и по теоремата 3a степента
i<y

a a
коефициентният й израз спрямо ἷ a—’,..., E’l € OT степен 2n—2.

0 0 0

Изразът .

D=a2>—2 ра
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който е цяла рационална функция ΟἹ степен 2л-2 от коефициентите
:на уравнението, се нарича дискриминанта, Теглото й ще бъде

равно Ha n(n—1).

Moxem на D да дадем друг вид. Именно като всеки множител
(α,--αὐ)ἢὸ представим така:

—(“i_'“j) (“j““g)’

n{n—1)

D=a/~2(—-1) * ф (21— «) (α, —ag) ... (& --α,).
а («а--«1) («а--«3)...(«о--«н).

e e o e ЕИЕИ ΕΞ

а («а-- «1) («л--«а)... («л--«я--1).

получаваме

Но от

Л(х)-- а (x—ay) (Xx—ag) ... (x—an)
с диференциране M 3aMECTBaHE JECHO получаваме

I (@) =g (o —atg) (o —%s)... (o, —ct)
и аналогични формули за останалите Д«,. Така ще имаме

n(n—1

D=(=1) * a2 f'(@)f (@)...[ ().
Можем да дадем Ha дискриминантата форма HA детерминанта.

Именно по-рано установихме, че детерминантата на Вандермонд

1 1 .. |

в «а .. . «а

A= | #2 « . ἄμ

αΙπ-ΙαΒΜ-Ι . .. az,,"‘l

 ́ 1..5 и
е равна на произведението П (в--«.). Сле дователно, за да получим D,

i>k

трябва да повдигнем тази детерминанта B квадрат и да YMHOXHM с
а2"-?. Ако с с,, означим общия елемент B A2, TO като извършваме
умножението по редове, ще имаме

Се κ 5 аА | а На κ.2.

Получаваме формулата ,

SO Sl S ш s Sn——l

b 2“281 82 S;... 8,
=gy .

Sn—-l' Sn Sn+1 .. -52!1-2
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8. Връзка между дискриминантата и резултантата. Нека с R os-

начим резултантата на /(х) и /(х). Тогава ще имаме

На Г (е) / (вз). .Г ().
Оттук следва, че

л (л--1)

В-(-1 2 a,D.

Значи R и D се отличават само с множителя +a, Да пресметнем

някои дискриминанти. За квадратното уравнение

(35) а,х2-+-а, x+a,=0.

имаме

О--а, (o - αρ)"-Ξ αρ5 ((в1+-«а)2--4ол «|-- а,2--4а., a,.
За кубичното уравнение

(36) 7098 +-рх4+4-0
имаме

О --/(ва)/ («а)/ (воз)
или

— D =27 (а1«а«а) 4 99 (06, 20652+t 2042 -ty 2025 2) -

-» ̓-Ε8ρ5(α,3- α53-} ακ«5),
което дава

р--?274?-4р2.

За тези уравнения лесно можем само въз основа на знака на [

да съдим за реалността на корените им, предполагайки, че коефициен-

тите им са реални числа. Така за (35) ако корените ca реални, оче-

видно e, че D>0 и обратно.

За (36), понеже (-(ац--«о) (2;—x,)? (ας---ας)}, "ако корените са

реални, то D>0. Ако обаче единият корен е реален, например «), а

другите два са имагинерни, то тогава, ако поставим

“1-082:Ἠ-ἰδ,
oy — Gy =1—I5,

ще имаме D= —432(y2+8)2<0. Значи, ako D>0, трите корена ca

реални и ако D<0, уравнението има два имагинерни KOpeHa и един

реален.

9. Две уравнения с две неизвестни. Теорема на Безу. Нека са

дадени уравненията

СР()ьс, У)=0
с две неизвестни X, у Под решения наричаме такива две числа Xy, Vi,

ΚΟΗ͂ΤΟ, заместени съответно вместо X и у в уравненията (37), ги обръ-
щат в тъждество, Τ. е. имаме

/(х„ yl):O’ м
¢ (xl’ y1)=0'

(37)
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ΟἹ ToBa следва, че уравненията (37) при x=x; имат 838 у общ

корен y,. Следователно х, ще анулира резултантата R(x), която се

получава, като елиминираме у, Τ. е. X1 € корен на уравнението

(38) R(x)=0.

Обратно, ако х1 е KopeH Ha (38), To двете ypaBHeHus (37) ще имат”

общо решение. Така виждаме, че решенията на (47) ще бъдат

(ъ У1), (ὑφ Vo) -+ (X Уе)
гдето Х), Xg,..., X, са KopeHHTe Ha (38) а у Vs,...,Ys са CHOTBET-

ствуващите общи корени на уравненията (37), които получаваме от (37)

като поставим хХ-А), Χαγ...» Χ"

Подобно можехме да елиминираме х и щяхме да получим едно

уравнение за у: :

К.()-0.

Нека степента на f e п, а тази на ¢ e т. Тогава можем да пи-

шем уравненията (37) така:

а,у"-+-а yt4 ... +a,=0,
39(39) by ym+b, у4 ... +6,=0,
гдето

Qg =Bo x>+ βι X+ By by =By x2+B;' x4-B5,

an=8ox”—|—31xn_1+ ... +5„. bm—_:Yo’xm“}“Yllxm—l'{- .а.. +т„п.

Коефициентите a, b; са полиноми на X OT степен (. Ако уравнението

е числено, то някои ΟἹ числата «, β,...,α ́, В”...могат да бъдат нули

така, че степените на @, b, спрямо х да бъдат по-малки ot 4 Отна-

чало ще предполагаме, че &, B,...,8, «, В”,... ca произволни пара-

метри, между които няма никаква зависимост. Известно ни е, че ре-

зултантата на (39) e цяла рационална функция на коефициентите им

с тегло mn. Така че ще можем да напишем

R(X) = Σ ςαολσ αΙλΙ α2λ2 ... ὀομ" ὀΙμΙ ὑ2μ:' ̓ “.«
-

гдето 3a всеки член имаме

Следователно степента на R(x) е равна на mn. Така получаваме
теоремата на Безу. Резултантата на две в общ вид уравне-

ния с две неязвестни е OT степен, равна на произве-

дението на степените на уравненията. Ако коефициентите

са частни числа, то THH като степените на а или b спрямо х могат

да станат по-малки, или ако между коефициентите има някоя връзка,

то MOX& степента на резултантата да се намали. Въобще за каквито
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и да е уравнения имаме: степента на резултантата на две

уравнения е най-много равна на произведението от

степените им.

Тука остава неопределен случаят, когато (37) имат общ делител

Ф(х, y). Тогава системата има безкрайно много решения, дадени с

ф (χ, y):O.
10. Подробно изследване на въпроса. Нека .

(40) 700 )= З au у 9 (%, ))- > by, xiy*
ik iR

и върху X H у да извършим една линейна субституция:

x=ax'+By, y=yx'+8y, «6-В8у-0.

Полиномите f и ¢ преминават B полиноми Ha X', γ ́, KOHTO са

B3aHMHO прости, T.€. HAMAT общ делител τ(χ', y'), ако дадените са Ta-

kuBa. Коефициентите пред x” и х” B HOBHTE полиноми са

. , .

'no= ἓ : йе у“, ὅ ΜοΣ ὁ,, αἱ vk,
7 п

гдето сумирането е разпростряно върху членове, които са от най-

висока степен л и т. Понеже такива членове сигурно фигурират в (40),

то ал И #щ са полиноми на « и у, KOUTO не са тъждествено равни

на нула. Но тогава могат да се намерят стойности на « и у така, че

ату и b, да са отлични ΟἹ нула. С ToBa е доказано, че нямаме ни-

какво ограничение, ако допуснем, че в f(x, у) и φίχ, у) коефициентите

на X" и XTM са отлични OT нула. ”

Да наредим полиномите / и ф по падащите степени на Χ:

flx, у)- а х"--а x*14- ... - ῃ

@ (X, ¥)=by х" 6у xm—14- ... 4 т

гдето a,=+0, 6,5=0; a, ; ca CHOTBETHO полиноми Ha у най-много OT

степен #. Както видяхме, резултантата А(у) е най-много ΟἹ степен тл.

Ще установим следното предложение: Ако за корена у, на R(y)=0

полиномите f(X, у,) и φίχ, и) имат един общ множител

от степен Y, то у, е най-малко у кратен корен на R(y)=0.

Уравнението А( у)- ( се получава по разните методи на елиминацията.

Ние ще изберем този на Безу, като ще пишем R(x) във форма на

детерминантата (24) от § 6, като сме разместили редовете:

|

1

]С”1 Cn2 ...С„„

R_' ΎΝ
i

I e ¢ o o o o o o Ξ

(:11 612 ...61„
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Условието /(х, у) и φίχ, Vo) да имат общ най-голям делител ΟἹ сте-
пен n—r=y, както видяхме, се състои в това, че Д има ранг / при
Y=}, ¥ че главният миньор

С Сло .Сщ

Cn—11 Cn—1,9 <+ Cn—yr
M= +0

Cn—rt1,1 Сл 2 бл- еЕъ

при y=y, ΟἹ тази детерминанта да получим друга ot ред (r+1),

като прибавим първите 7 елемента на (7--8-ия ред на R и първите

г елемента на (7--Х)-ия стълб, като на последно място се прибави

Cn_r—i+1, r+s, KOATO Ja означим с b, Тази детерминанта, понеже e

образувана ΟἹ матрицата Ha R и e от pex (r41), ще се анулира 88

Y=Y, T. е. ще се дели на y—y,. От получените (п--1)2-)2 детерми-

нанти b, образуваме детерминантата

byl b92"'bw

Ha която стойността по Teopemara Ha Силвестър ще бъде

B=R. M-,

OTTyK, понеже B съдържа множителя (у--у,) най-малко B у-та степен,

то следва, че и Д го съдържа най-малко в у-та степен, понеже /И при

Y=Y, € отлично OT нула, с което предложението е доказано. От това
следва, че на всеки у-кратен корен у, Ha А(у)-(О уравненията

f(x ))50, ¢(x, ¥)=0

могат да имат най-много у общи корена. OTTyK следва и CTPOro до-

казателство на теоремата на Безу, че броят на общите решения е най-
много равен ᾶ nm. На подобно изследване на този въпрос по-нататък
няма да се спираме. Ще отбележа, че теоремата лесно се обобщава
за повече уравнения.

11. Двузначни функции. В теорията на дискриминантата си по-

служихме с произведението P, което си изменя само знака при из-

вършване на една транспозиция. Тук ще обобщим тези разглеждания.

Една рационална функция /(Х), Хо,...,Ххо) се нарича алтернативна,

ако променя само знака си при извършване на една транспозиция върху

променливите. Нека x,, Жл ..,X,, € една пермутация на

Х) Хае Χα.
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Тогава под субституция

ж Xg ... Χ .

Ха Χμελνν Xy

разбираме заместването на X; С X, Ха С Χμιν»ενννχη С Ха Следователно

от п елемента имаме л! субституции. Под циклична субституция на
Xy, Xgy..., X, разбираме тази, която замества х) Ο Xp Ха С Χβν»...» Χχ-

сх.их. ¢ ж. Нея я бележим така:

(Х. Хо- .. Χρ).

Нека субституцията S замества X, с

xfly xfl С Χλ,...7) Ха Ο Ха Χ, С Ха

Ако така се изчерпват всички елементи, очевидно субституцията S

представлява една циклична субституция. Ако не се изчерпват всички

елементи, то вземаме нов елемент и се получава подобна нова цик-
лична субституция и Τ. H, докато се изчерпят всички елементи. По
такъв начин се вижда, че S се разпада на циклични субституции.

„ Η субституцията

(0 Ха . .. Xp—g Ха)

е равносилна на последователното извършване на транспозициите

(осао), (213)» -+ -5 (X1%)

или, както се Ka3Ba, е равна на TAXHOTO произведение.

ΟἹ всичко това € ясно, че всяка субститудия е еквивалентна на

няколко транспозиции, което впрочем се вижда и директно. Значи една
алтернативна функция при прилагане на една субституция или си 88-
пазва същата стойност, или само си променя знака. Лесно е да
докажем, че ако /Х е цяла рационална алтернативна

функция, то тя има вида

PU,

гдето U e симетрична цяла рационална функция. Дей-

ствително от условието имаме, че

(уе еа Хазеееа Xgy oo ) -- (Хуу ееа Χρν.ν.», Хае)

Оттук, като гледаме Ha X, като на променливо, при Ха-- Ха получаваме,

че полиномът / се анулира. Следователно / трябва да се дели на раз-

ликата X,— Xz Понеже тази разлика е произволна, то следва, че / се

дели на произведението Р на всички такива разлики. Можем да пишем

= РИ,

гдето U e една цяла рационална функция на променливите Х), Ха,...+Хп.

Ако в това тъждество извършим една транспозиция върху променли-

вите, то / се изменя в--/, Р B—P, така че U си запазва стойността.
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Оттук следва, че U си запазва стойността при всички субституции, T. е.

U e симетрична функция.

Една функция е двузначна, щом получава само две стойности

при извършване на транспозициите. Нека стойностите й са @ И ¢y,

като при извършване на една транспозиция ф;, минава във фь а послед-

ното--във ¢;. Очевидно функцията

Ф:“;Фг ш φ

е симетрична, а функцията

<P1_CP2__ -

е ἈΠΤΕΡΗΆΤΗΒΗΔ. ΟΥ това следва че общата форма на

една двузначна цяла рационална функция е

b+ Pn,

гдето фит са симетрични цели рационални функции.

Глава У

Трансформация на уравненията

1. Прости cayyan. Под трансформация на уравненията разбираме

действието, с което от дадено уравнение се получава ново, на което

корените са различните стойности на една рационална функция от ко-

рените на даденото уравнение. Ние ще разгледаме отначало случаите,

когато всеки корен на трансформираното уравнение зависи само от

един съответен корен на даденото, и след това случая при зависимост

от повече от един.

Нека е дадено уравнение -

f)=ax"+ax 1+ ... +a, + x+a,=0

с корени Xy, Xg,..., Χ.

Да намерим първо уравнение с £ пъти по-големи KODEHH, T. е. 88

което на корен Χ, на даденото отговаря корен y,=kx;, i=1,...,n.

Търсеното уравнение ще бъде

У)f(%)=0
или

а,у/"--авуп-14-... аЕл --0.

Друга проста трансформация е следната: да се намери уравнение, на

което корените да бъдат с числото « по-малки, т. е. трансформацията е

y=x—a.
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Търсеното уравнение очевидно ще бъде

fly+a)=

Ἐ F @ +)у 0 @)+ Σ o @)=0.
Можем да изберем « Taka, че да липсва членът с γη i 3a тази цел

трябва /0 («)--0 или

a

п!4,«--(л--1)! a;=0, а=-п-;;-

Ако искаме да липсва членът с ¥*—2, то трябва да решим квадрат-

ното уравнение f("—2(a)=0.

Друга трансформация е да се намери уравнение, на което коре-
ните са реципренните стойности на корените на даденото уравнение.

Следователно имаме

уе

Трансформираното уравнение ще бъде

1

ri(5)=o
Да разгледаме cera общата дробна линейна трансформация -

(1) Π ΣΤΗ
 ́ аа-6с-4-0.

Понеже оттук имаме

-#-9У
су-а

то трансформираното уравнение ще бъде

(су-а)п/(”““у )=о.
су--а

,

Трансформацията (1) може да се извърши с прилагане последователно

на по-раншните трансформации, именно полагаме

bec—ad ,

у--+т -+х ,

y_be—ad 1

Х с”
3

X'=cx+d.
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2. Правило на Хорнер. На Хорнер "се дължи едно по-практично

извършване на трансформацията у-л- .

Предварително да разгледаме делението на един полином с би-

нома x—a. Нека

Л(29-а,х"-Га, x4 ... 4-аа- X+ йя

и О(х) e частното ΟἹ делението с х--а, а Й--остатъкът, гдето

Q(X)=by ху 724 ... -Ἐδ,..Δ.

Тогава с приравняване на коефициентите B

) Ξ - - )Ὲ }Ὲ

получаваме равенствата:

а - bo’

a,=b,—ab,,

ay=by—a b,

йл = bn—l—“ bn—-z»
a,= R_“bn—lr

които дават

00: ao, b1:a1+“bo, b2:a2+“b1 е..) R=an+“bn_1.

Така че делението MOXeM да представим по-прегледно, като B една

редица наредим коефициентите на f(x), а в друга редица, под пър-

вата, коефициентите на частното и остатъка. Ще umame втаб.пицата

G а й,з... ап-а а

Bo by 6,... buy R

гдето имаме by,=a, by=a,+ab,,..., T. е. всяко b e paBHO на сбора

OT CBOTBETHOTO а и произведението Ha « с предшествуващото #, Същото

важи 88 остатъка K. За пример да разделим

xt+42x2—3x+1

¢ x+42. B случая a=—2 и ще имаме

1 0 2--8 1

-21-2 6—15 3l

Частното e x3—2x2+4-6x—15, а остатъкът 31.

Ще изложим след тези бележки метода Ha Хорнер. Heka транс-

формираното уравнение да бъде

(2) 1(α Ἐ»,Ξ φο а У+9.+...+4./"-0.

Коефициентите 4 се свеждат на CTOHHOCTHTE на производните на f(X)

за XxX=a, HO пресмятанията така са доста сложни. Начинът на Хорнер

«
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се състои в това, че тези коефициенти ги получаваме като остатъци

от деление с x—o. Именно, ако B (2) поставим

а--у-Х,

то получаваме

(3) F(X)=go+qi (x—a)+gy (x—@)* + ... ἜΦα ( - -αγν
ΟἹ TOBa PaBEHCTBO € ясно, че g, € OCTATBKBT OT делението Ha f(X) с
(x—a), а 4aCTHOTO € полиномът

( LX) =q1+ga(x—a)+ ... фя (x—a),

7()ξφο ς -- ι (x).

Or (4) също се вижда, че 4) е остатъкът от делението на частното
Л(х) с х--«, а частното от това деление е полиномът

А (х)-4фа-(х--а) у4 ... +(Хо-а)"723 ф

Продължавайки така, виждаме, че коефициентите 4 на трансформира-
ното уравнение (2) се получават като остатъци ΟἹ деление с X—&.

За пример нека от уравнението .

xt—2x3-3x21L92x+5=0

да получим HOBO, на KOETO KOPeHHTE ca с две по-малки. Методът Ha

Хорнер ни води до следните операции:

|1 -2-3 2 5

2[1 0 -3 —4-3

1 2 1 -2

1 4 9

1 6

Трансформираното уравнение е |

У+6/49-2у-3-0.

3. Трансформация на Чирнхаус (дадена в 1683 г.. Ще разгле-
даме сега една тращцнсформация, при която корените на трансформа-

ционното YpaBHE€RHe са стойностите на една рационална фУНКЦНЯ на

едно променливо, като даваме на Hero СТОЙНОСТИ, paBHH на корените

на даденото уравнение, Както видяхме обаче, всяка дробна рационална
фУНК[ШЯ отедин корен на уравнението се изразява като цяла рационална
функция от същия корен така, че ние можем да се ограничим на случая,
когато корените на трансформираното уравнение у са стойностите на

една цяла рационална функция от един корен на даденото уравнение

или ако с

Уъ УанеоУа

15 Вясша алгебра 
, 
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означим корените на трансформираното уравнение, ще имаме

Y=PotP1X+pax®4- ... 4 ре”,
гдето можем да предположим, че <-л-1, понеже степените OT л
нагоре, както вече видяхме, могат от /(х)-0, xf(x)=0,... да се из-
разят посредством по-ниски степени OT 7. Същото постигаме с деление

на полинома у с /(х). Но тогава ще имаме релациите

Y ΞΡΟΈΡΙΧΞ ... Ἔρεχ’,

Уе .. а γχπ ,
(5) ТЕ Е Е

у”==!о+!1х + .. . +Й,ь.1х“-1,

гдето 4 ca хомогенни функции ΟἹ втора степен на p, 7 са хомогенни
функции от трета степен на р и Τ ̓ н. Нека с S, 5а,... означим сте-
пенните сборове за уравнението f(x)=0:

| 5,- ХИ X0 L+ XA

а CBC Oy, Oy,... —CTeNeHHUTE сборове за TPaHCHOPMUPAHOTO ypaBEEHHe

»ΈΑ, εΊ Ayt 4 Дае 0,

σιξε УИ Е уа Р ... -Ἐαὶ.

Ако във формулите (5) поставим

x=X1, XQ,..., xn

и ги съберем, ще получим |

с -- про+ РаР ... +p, S,

Oa=nGo+q1S1+ .+ Ἔ η χ р
(6) O'3=nro+r181+... +rn__ISn_1,

Gn=n£0+t1 Sl+ ... + tn__l Sn_l.

Karo пресметнем ot тези формули o, og,...,0, И ги заместим във
формулите на Нютон: .

() са+ 4.5.-24,--ὸ,  ́
°3+ A1c2+A2°'1+ 3A3= 0,

ще получим търсените коефициенти A, A,,..., A,
Ще получим сега трансформираното уравнение в детерминантна

форма. С умножаване на първото уравнение от (5) с корена х и сте-
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пените My x2,...,x"1 и освобождаване на по-високите ΟἹ (1--1)
степени, както преди, получаваме л-те уравнения:

Y=Po+p1X+ +рех”,
-

xy=“0+“1x+ е.. +an_1 xfl_l’

хъу В ἜΒιΧ ... 4-Ва ж7

X7 Y=yt 0, X+ oo,y 7.

Karo елиминираме x, x%,..., x73, 88 у получаваме уравнението

На P А „..р.0...

% “1“_)’ Ха .......ἅ5..ἡΔ

Bo β͵1 Bo—y it νβια =0,

ωο ωΙ (1)2 е.. . . .(l)n_l—y

което € трансформираното уравнение.

4. Някои приложения Посредством трансформацията на Чирн-

хаус можем с подбиране на параметрите р да получим уравнение, в
което липсват някои членове. Така ще покажем, че уравненията OT

трета и четвърта степен можем да решим алгебрически, като ги све-

дем на непълни уравнения, решими JIECHO,

Така уравнението от трета степен

, а +а x24-ayx +а-0

с трансформацията
.

Y=Po+P1%+Dsx?

ще се сведе към непълното уравнение

уз +Аз=0,

стига Рь Рь P, да подберем така, че

4)--4,-0,

или, което е еквивалентно, както веднага се вижда от (7), на

(8) а1 -- ба-> Ое

«Последните уравнения са от първа и втора степен спрямо рь р Да
така че могат да бъдат решени (едното p, например p, можем да
положим 1). Като решим (7) и (8) от

уе ру х++рах2,

у-4д,+9х--4ах2
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с елиминиране на хг, получаваме корена Χ:

Χ:“οἧ"α:)"ἱ'“ε)'ἶ

с KOETO даденото кубично уравнение се решава.

Уравнението ΟἹ четвърта степен

а: --ах--ах2--а,х+а,-0

посредством трансформацията

=Po+ Py X+ ръх2

се обръща B биквадратното ураввение

» Aoyt 4,0,

стига Py, руъ βὰ да удовлетворяват условията

А -0, 4,-0

или на еквивалентните уравнения

ПЪРВОТО е от първа степен, а второто — от трета.

5. Трансформация на Жерар (дадена в 1834 r.). Видяхме, че по-

средством решението на линейно и квадратно YypaBHeHHE можем B

трансформираното уравнение да анулираме втория и третия член.

Можем да си поставим въпроса за анулирането и на четвъртия коефи-

циент А.. От формулите (7) се вижда, че за да имаме

А1=0, A2=O, A3=0,

трябва

0,=0, 03=0, o3=0.

Спрямо р първото ypaBHeHHE € линейно, BTOPOTO квадратно и Tpe-

тото кубично, така че, ако елиминираме директно два от параметрите р,

ще получим едно уравнение от шеста степен. На Жерар се дължи едно

видоизменение на това решение, при което се използуват само Ypas-

нения от първа степен и едно кубично. Нека трансформацията на

Чирнхаус е

V=Po+P1X+PaX?+pex®+py х“.

Както споменахме, с, е хрмогенна фУНКЦИЯ от втора степен спрямо
Рь Ръ Р» Ръ р. ¥ като Такава може да се представи като сума от

квадрати на линейни функции: )

0‘2=11P12+12P22+13P39+A4P42.

Axo подберем числата р Taka, че
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то очевидно ва-0. Горните уравнения са удовлетворени, ако са изпъл-

нени линейните уравнения

(9) νἷΡι:Ρ-λ;Ρω νἷ;Ρεἵ: :"ТЧРг

Така че уравненйята ¢,=0, σᾳ-Ξῦ, σρΞΞ- Ὸ се заместват с уравне-

нията су --(), 0;=0 и (9). От тези хомогенни уравнения три са OT първа

степен, а едно ΟἹ трета. Избирайки едното p, например ру--1, 10

другите Dy, Pa Рь» Py се напълно определят. Така по този начин на

уравнението от пета степен можем да дадем формата

- 4А+А;--0.

Като направим субституцията y=2%/A, то приема вида

:  ̓ 254244-0, - -

към което значи може да се сведе всяко уравнение ΟἹ пета степен,

6. Обща трансформация. Тази трансформация се състои в след-

HOTO OT даденото уравнение

f(x)=0

с корени X;, Xg,...,Xs да се получи HOBO, на KOETO корените са CTOH-
ностите, които взема една рационална функция

ф(Хр Χρν...» а)

ΟἹ KOPEHHTe, когато последните разместваме по всевъзможни начини.

Ако ¥y, Уз,..., Ул Ca значенията на тази функция и Ууравнението, на
което са корени, е

yN+AIyN_'1+ ... + ΑΝ: 'y

TO задачата се състои B пресмятане Ha коефициентите A. Отначало да
видим каква е степента /N на това уравнение. AKO ф не е симетрична

спрямо никоя група корени, то очевидно броят N на значениятай ще

бъде равен на броя на вариациите на л елемента в K-TH клас, T. e.

- N=n(n-1)...(n—k+1).

. AKO фе симетрична спрямо една групаот , KOPeHa, друга група
OT a, корена и T. H., TO

N=n(n—l)(n—2). ῳ Ξ Ἐ

а1 «| ἀςφ]...

За коефициентите имаме

—Ai=yi+Yat ее Ул

4у Уа ее Ἐ Ν У

(=D Ае Уу Уа-н ее Ум. ν
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Десните части са рационални функции на корените Ху, Хаз...», Xm

които са освен това и симетрични, понеже, като разместваме тези ко-

рени, количествата ¥, Va,-.., Уу само се разместват помежду HM. Сле-

дователно ще можем да изразим коефициентите А рационално посред-

ством коефициентите на даденото уравкнение.

Да вземем един пример: за уравнението

x34-px+q=0

с корени хр Xy X3 да се намери HOBO, на KOETO корените да бъдат
стойностите на функцията ХХ» T. е.

=X Xy Ya=X1Xg У Χοχθ

Ако търсеното ypaBHEHHE е

YAV A y+45=0,

͵

то ще ;гхмаме

=4 =J’1+J’e+)’3=2 Xy Х.-р,

Аа- у Yot V1 Ys-+Va V3=X1 X2 X3 Σ ж1<-0,

-45з- у уаИз-(ха Ха) =% |

така че трансформираното уравнение ще бъде

(10) . Y—pyr—¢*=0.
Това уравнение можем да получим по малко по-друг начин. От

релацията X; X, Х4----4 имаме Β

| 4
=X Xg=———1Лл X,

така че ropsara трансформация се свежда Ha

9

Л

Като заместим в даденото уравнение вместо X равното му —-:vq—, ще

получим (10).

7. Уравнение на квадрата от разликите. на корените. Дадено е

уравнението

f(x)=0

с корени X;, X,...,Xn Ще HaMepaM уравнение, HA KOETO корените Ca

квадрати ΟἹ разликите на KODEHHTE X3, Xg,...,Xnm T. € CTOHHOCTHTE,

които B3ema функцията 7

(31— %)%
Степента Ha TOBa уравнение ще бъде

ς _n(n-1)

те

230



и нека корените му бъдат

Уъ ).55555 не

Трансформираното уравнение ще получим по метода на Лагранж, като ”
пресметнем степенните сборове на корените му. Да образуваме полинома

(11) Ф (х)-(х-жх)4(х-жх,)24-... +(х-- жа)

По бинома на Нютон имаме

/ (x—x)%=
= &21:_(21") X1 χ, +(22k) P ха-... ___(21"") X2 x 2,

B която формула поставяме i=1, 2,...,n и събираме:

(12) ф (x)=
2

гдето

Да означим с b, степенния сбор

| bp=y0+y8+ ... +y2,

Ha трансформираното уравнвение. Torasa, ако B (11) поставим X=X,

Хаз..., Ха И съберем, ще получим

1...5

2Σ (Xa—Xg)2 = (%)@ (Χ.4)-Ὲ ... -Ἐφ(
alp

„ или

2b,= Σ Ф (X))
i=1

Дясната част Ha TOBa PaBeHCTBO получаваме JIeCHO, като B (12) поставим

X=Xy, Xg,...,Xn и съберем. Така ще имаме -

2k 2k

или KaTO групираме равните членове ΟἹ двата Kpasd,

διτ- πδν-- (28) 5 З а 22) 8,.5,ε..-- o+ 35

По тази формула пресмятаме степенните сборове

by bgy... b,

и OTTaM коефициентите на трансформираното уравнение.
По напълно подобен начин се получава уравнение, на което коре-

ните са квадрати от сумите по два от корените на даденото уравнение.
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ЧАСТ У

ЧИСЛЕНО РЕШАВАНЕ НА УРАВНЕНИЯТА

Глава 1

T раници на корените M отделяне на рационалните корени

1. Дефиниция. В тази част ще се занимаваме главно с уравнения,
на които коефициентите са реални числа. Под горна граница на

реалните корени разбираме число, което е ΠΟΓΟΠΗΜΟ ΟἹ най-големия

реален корен, Долна граница е Число, по-малко ΟἹ най-малкия

корен. Очевидно, ако уравнението има положителни корени, то можем

да търсим долна граница на положителните корени. Аналогично ще

имаме горна граница на отрицателните корени.

2. Правило на Лагранж. Нека е дадено уравнението

( ͵()εχηαι, 1714 ...+ ал--0

и нека @ е абсолютната стойност Ha най-големия по

абсолютна стойност отрицателен коефициент. Тогава,
ако т е разликата от степента на уравнението и

степента на първия отрицателен член, числото

m_

L=1+Va

е ropHa граница.

За да установим TeopeMaTa, достатъчно е да докажем, че при

x>L, /(х)>0.

Ако в (1) изпуснем всички положителни членове от втория до

първия отрицателен и коефициентите на следващите заместим с -,

то при x>0 така намаляваме лявата част, Τ. е. ще имаме

X1
fER)Z xr—a(@rmp x4 L )= X —a Ty

Оттук ще получим, че f(x)>0, axo изберем х така, че
An—mp 1

sl =

или още повече, като изберем x>1, ако

ка т

х а — Χ Ὶ (х-1)2-а.
е
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Последното неравенство е сигурно удовлетворено, ако

=Dt (х--1)2-а, (x—1)"=a,

отгдето

m.—

x=14Va=L,

с което правилото е доказано.

3. Правило на Нютон. Ако едно число / обръща f(x) и

всички производни до л-тата B положителни, TO е

горнаграница на реалните корени на уравнението (1.

Действително, полагайки x=L-+y, имаме

ΤΞ) Ἐ РА f"(L)+ 5 f""(L)

Оттук се вижда, че при x=L,T. е. y' =0, umame

7(х) > 0.

с което правилото е доказано.

При прилагане на това правило постъпваме така: отначало нами-

раме число ху което обръща производната f(*—1(x) в положителна
или нула евентуално. Понеже тази производна е от първа степен, то

вземаме Ччисло X;, равно или по-голямо ΟἹ корена f*—1)(x)=0. След
това изпитваме Ддали полиномът f("—?)(X) e положителен 32 X=X; HB
случай, че е отрицателен, цовишаваме X;, докато получим положителна

стойност или нула. Така продължаваме до f(x).
4. Правило на Лагер. Ако всичките коефициенти Ha

частното OT делението на f(x) ¢ x—L(L>0) и остатъ-

кът са положителни, то L е горна граница.

Действително от

x-_ , T е. Ξ - F(x)+R,

понеже F(x) >0 при x>0, ще имаме npu x =1L

f(x)>0.

Axo означим с

ХДх)-ах" Ра х1714- ... ааа X+an

Л (х)-а

Л(х)-ах--ар

fz (х)- аох2+-a,x+a,

f,,_1 (x) aox"-l + a,x"'l +... 4+,

fa )5 ) |
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то, както видяхме, частното може да се напише така:

F(x)=fo(L) же4 () χ ι + (D), R=F(L).

Полиномите Л,Л,... ще наричаме полиноми η Лагер. Те са свър-

зани с простите релации ) |

А(х-хА(х+а, (х)-хЛ(х)+а. (х)-25(х)-аза...,

така че лесно се пресмятат стойностите им 88 дадено χ. Правилото

значи се състои в намиране на положително число, което обръща

BCHYKH полиноми Ha Лагер Β. положителни, евентуално B нула. Това

правило прилича много на правилото на Нютон, но си служи с по-

прости полиноми.

5. Метод на Коши. Нека «,, «., «,,... ca абсолютните стойности

на отрицателните коефициенти в уравнението (1) и й e броят им. То-

гава най-голямо?То от числата

@) (k)" (ἀα ) , (ἀαρ ...
е горна граница на положителните корени.

Действително, ако 2 е число, по-голямо ΟἹ числата (2) ще имаме

g Κα,, 08 > ka, g8>ke,...

м следователно

пл > ka,gr, g’ > ko, gms, gn > Sa, gt ..

Ако съберем тези HepaBeHCTBa и B3eMeM под внимание, че броят

NM е Й, ще получим

gtl> “rgn—r_*_ “Sgfl"s_f_“tgn-f_l_ vy

T. е. първият член B f(X) при X=g е по-голям OT CyMaTa Ha BCHYKH

отрицателни членове. Ho ToraBa f(x) >0 за BCAKO X, по-голямо ΟἹ

числата (2), с което правилото € YCTaHOBEHO.

6. Метод на групиране. Предварително ще установим едно пред-
ложение, на което се основава този метод. Нека f(x) и ¢(x) са два

полинома с положителни коефициенти--такива, че най-високата степен

т Ha х във ф(х) да бъде равна или по-малка OT най-ниската степен

в f(x). Ще докажем, че ако за едно положително число / полиномът

- Fx)=1(x)—¢(x)

е . положителен (или нула) To при x>, F(x)>0. 34 тази цел да

разгледаме частното

хт χ xm

XПолиномът % е нареден по положителни степени на X м сле-

дователно, когато жх расте, зой расте също (x> 0). ΠοππποΜ’ι:τἕΐἷ(,,ξ-)
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1
съдържа положителни степени на — ὶ KOraTo х pacre, той намалява.

От това следва, че когато х расте, оставайки положително, —(—) pacre,
с KOETO предложението CTaBa очевидно.

Тогава лявата част на едно уравнение представяме като сума от

полиноми от формата на Е (х). Ако всички тези полиноми при едно

значение { на х са положителни или нула, то / ще бъде горна граница

на положителните корени,

Пример. За умавнението

(3) ЛД(х)-х--10х14-15л3--4л2--.16х4390-0

да намерим с различните методи горната граница. Правилото на Ла-

гранж дава

L=14+16=17.

Правилото на Кош и м

L =no-ronsMoro οἹ числата (2.10), |2.16 - 20.

За да приложим метода на Нютон, образуваме производните,

разделени със съответните факториели:

ф =x5—10x4+ 15x3+44x2—16x4390,

% =5x1—40x34-45x2+8x—16,

Я 10x%—60x24-45x+4,
21

:;—1;_10x9—40x+15, .

га2Т 5х-10,

v
Ἡ"Ι'

4

Производната ἐ при x=2 се анулира. Производната при

х-:2 е отрицателна, при x=4 — положителна. Производната / ” при

x=6 e положителна, / при x=7, а / при х-#8 са положителни. Сле-
дователно методът на Нютон дава

L=38. .

По метода на Лагер трябва да образуваме полиномите

fo =1,

fl =X— 10,

f2 = xfl +15,
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- ΒΞ Χ, Ἐ4,

ЛехА- 16,

fs=xf+390=f.

При x=10, f;=0, f,=15, f;=154, f,=1524, /;- 153 630. Следователно
този метод дава

L=10.

По метода Ha групиране лявата 4acT трябва жа разделим Ha поли-
номи по следния начин:

(x—10)x4+ % (15524 4x—16)+ 390 =0,

отгдето се вижда, че по този метод имаме

L=10.

7. Долна граница на реалните корени. Лесно е да HaMepHM дол-
ната граница на отрицателните корени, т. е. число, по-малко от най-
малкия отрицателен корен. За това намираме горната граница / на по-
ложителните корени на f(—x)=0. Тогава -- L очевидно ще е долната

граница на отрицателните корени на уравнението /(х)-0.
Също лесно можем да намерим долната граница Г на положи-

телните корени, т. е. положително число, по-малко от най-малкия поло-

жителен корен. Именно, ако L' е горната граница на положителните

корени на / (ἑ) =0, то Г ще бъде равно на %„ понеже от 3,1- « Е

следва χ)ἕ::ἰ'.

Горната граница пък на отрицателните корени на /(х)-0 е долна

граница на положителните корени Ha f(—x)=0, взета с обратен знак.

Так за примера, който взехме, имаме

x5 f(xl)=390 X5—16 Xt 4 4x3 4 15x2— 10x+-1=0.

По правилото Ha Коши по-голямото OT числата

4 Ν .

2.16 20

390  ̓ Г 390

е горна граница L' на положителните корени на това уравнение. Може
1

да се приеме L’=?, понеже

4

32 1 V‘z‘ 1

ὅ00  ̓ V3<%’

отгдето долната граница на положителните корени на (3) е равна на 2.
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8. Цели рационални корени. Ако едно уравнение с ”рационални

Еоефициенти им апионалея. корен,то,.както ще видим, можем. JECHO .

да го намерим. Отначало ще установим следното предложение: ако

уравнението с цели коефициенти

(4) f(xX)=ayx"+a,x"+a,x" 2+ ... 4-аа--0

при a,=1 има рационален корен, TO той e цял. Действително Hexa
—.—.———T——""‘__“-—_“

=7 ¢ един такъв KPPeH, гдето MOXeM да предполагаме, че ри ¢

са” взаймно прости. Тогава от
—

п рп-..1 п--2

:;.п -[-01(1„„-] +a2 :д-2 + .. . +ап=0

с умножаване на 477 получаваме

Е а ре--аъри + a0,

п

отгдето следва, че% е цяло число. Понеже риа ca взаимно прости,

TO това очевидно е възможно само тогава, когато 4-+1, Τ. е. хе
цяло число.

Нека х e един корен на (4). ΟἹ уравнението с разделяне на х

получаваме

а

ааа X7 L Ἔ ааа =0,

което показва, че X дели а, Следователно целите KOPEHH са

дедлители ΒΔ свободния член.

За да намерим целите корени на едно уравнение f(x)=0, то из-
питваме кои делители на свободния член го удовлетворяват. Разбира
се, ограничаваме се на такива делители, които се намират между гра-

ниците на реалните корени. ,Ако уравнението е от висока степен, по-

Уудобно €, преди да проверим дали един делител го удовлетворява, да

приложим следващите правила. Именно нека « е един цял корен на

f(x)=0. Тогава полиномът

QW= 4%
X—a

ще бъде с цели коефициенти, следователно числата

υ
1а — --да), ξ -9(- ”

трябва да бъдат цели. Значи, за да бъде едно цяло число а корен на

уравнението f(x)=0 с цели коефициенти, трябва «--1 да дели /(1) и

%+1 да дели f(—1). Ако едно поне ΟἹ тези условия не е изпълнено,

« не е корен на уравнението. -
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Можем да постъпваме другояче, като изчисляваме коефициентите

на частното, HO започвайки от последния. Нека

(5) fx)=ayx*+a; x4 ... +a,=0,

o е eIMH цял корен и HeKa поставим

f(x)
X—a

Оттук, ако сравним коефициентите, получаваме равенствата

ал+-«ба а-0, йл 1+-«ба-а-бл- ъ

an—2+“bn__3=bn_2 2141 а1+“до=д1» ay= by,

от които имаме

| а θ,.--- -- ---

е Ея
bp——a by—a

bn_3= я n3 е43 b = 1 1 :αοι
« «

Ако « e корен, то трябва числата b; да бъдат цели и by=a, Ако

едно поне е дробно, то очевидно « не може да бъде корен на урав-

нението.

За пример да вземем уравнението

(7) Xx8—5x4—28x34280x2—704x+560=0.

Понеже 560=2¢.5.7, To делителите Ha 560 ще бъдат числа, образу-
„вани с прости делители 2, 5, 7. Да намерим границите на корените.

Лявата част може да се напище

х(х2--5х--28)+х(280х-704)4+560-:0,

отгдето се вижда, че Зе горна граница, понеже JBaTa полинома B

скобите са положителни. Също се вижда, че --8 е долна граница на

отрицателните корени. Следователно възможни рационални корени са

+1, +2, #4 -Ἐὖ, +7, 8.

Имаме

81 «=8b,=— ξ(-) =—70,b,= -_l)—;—mfi = 6-23 не е цяло YHCJO,

, a=7b,= ΐᾧ) < --80, ὅς-- Щ не е цяло число,

, α---7,2,-- 000 g0, b= 11y,

by= Н 56 н 3828 ру T2 а



Като отстраним корена —7, получаваме

xt—12x3-+57x2—112x+80=0.

—7 не Moxe да бъде повече корен, MoHexe не дели 80. Изпитваме

«->6, получаваме

80 -164+112

не е цяло.

Също се вижда, че —5, 4 не ca корени. За «--2 имаме

80 -40+112
by=— - =—40, b2=——2-—=36,

. 36—56 —10412 “

Като отстраним корена 2, получаваме

x3—10x2+4+36x--40=0.

Изпитваме отново 2, moHexe дели 40:

20—36
o =8, δ0- ЕНby= Ἔ =20, b,=

.

Остава уравнението

x2—8x-420=0,

което няма рационални корени. Даденото ypaBeeHue (7) се pasnara

така:

" ( - 2 (x+7) (x2—8x+20)=0.

9, Дробни рационални корени. Нека уравнението.
(8) X"+ a,x" 14 .. 4a,=0

Рима дробния рационален корен X=  ̓ TAETO р и Ω са взаимно прости

числа. Тогава ΟΤ условието, че X € корен на уравнението, имаме

pn—l

а R Ἔ ἀπ %+а,2=0.
”

% 'Z—n+a1

Като умножим с 4"72, получаваме

(9) ““ἆ“ @GP T .. 4 Gy PR Gag =0
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τ

TPOT KO€TO следва, че e цяло число. Понеже ри а са взаимно про-

сти, трябва а, да се дели на ¢. Ако умножим (9) с ¢ и разделим с p,

получаваме

-- - а,д”
@GP а 0744 e, g+ З <0,

отгдето аналогично следва, че р дели ад.

Следователно числителят на дробния корен дели свободния член,

а знаменателят дели коефициента пред най-високата степен,.

Обаче търсенето на дробните рационални корени може да се

сведе на търсене на цели корени, като трансформираме даденото урав-

нение B друго, в което коефициентът а.-1.

Полагаме

У
х=21;,

тогава уравнението (8) се трансформира Β

(10) Yitay 4 aga,y 34 L4 ay ал--0.

На рационални корени на (8) ще отговарят рационалните корени

на (10), т. е. целите KopeHu.

Глава П

Брой на корените в един интервал

1. Метод на субституциите. Бидейки дадено едно уравнение с

реални коефициенти

(1) Л() ах" ак .. Ἔ ς ах4-ал-0,

явява се въпросът за определяне броя на корените, които се намират

в един ивтервал. Преди да изложим точното рещение на този въпрос,

ще вземем някои прости теореми, които почти непосредствено ни дават

граници 88 този брой корени. Една такава най-проста теорема е

следната :

Ако за две числа аи b полиномът f(X) има. еднакви

знаци, уравнението (1) има четен брой корени в интер-

вала (@, b). Axo знаците на f(x) са различни, 10 (1) има не-

четен брой корени в същия интервал. Тази теорема e оче-

видна, като се следи непрекъснатото изменение на f(x), когато х ва-

рира ot а до b. Но теоремата може да се установи алгебрически, като

се използува разлагането на f(x) в биномни множители. Именно нека

корените в интервала (а, #) да бъдат

а « щ 5-аа ... =a,<b

Тогава ще имаме

() (0) (x—a)...(x—a,) Ф }

240



гдето ф(х) съдържа биномни множители OT вида х-В, гдето В e вън

от интервала (а, b), т. е.

α--Β

и други положителни при реално х квадратни множители (χ---μ)} -Ἐνθ,

отговарящи на имагинерните корени, така че ще имаме

Следователно от

Да) а-а, а-а, a—ap Φ(α)

7606) П6-«, b—a, T b—a, (b

f(a) "
следва, че знакът на у се дава с (--1)”, с което теоремата е уста-

новена, понеже при т четно имаме

ЛД(а)

7(6)

и обратно, и при /M нечетно ]]% < 0 и обратно.

>0,

Тази теорема ни дава само четността или нечетността на броя

на корените B (@, b), HO има случаи, гдето тя напълно решава въпроса.

Така нека за уравнението f(x)=0 от n-Ta степен сме намерили n-+-1

числа μὴ.» βαν». .-, Ияъ Така че за всеки две последователни числа f(x)

да има обратни знаци. Тогава във всеки интервал (Шу Ш.) ще имаме

поне по един корен и понеже броят на тези интервали € 1, то следва,

че във всеки интервал ще има само по един корен, т. е. както казваме,

корените са отделени.

2. Теорема на Poal. Между два последователни реални

корена на едно уравнение производното уравнение

има нечетен брой корени, значи най-малко един.

Ще докажем една лема, от която произнесената теорема следва

лесно.

Пред всеки реален корен 58 f(x)=0, близко до
него /(х) и Г (х) имат обратни знаци, а след корена те

имат еднакви знаци. Именно нека « e корен на f(x)=0, който
за общност да предположим, че е т-кратен, т. е.

f(®)=0, / (α)-Ξ0,... f"=Na)=0, Κπλ(α) ΞῈ 0.

Тогава, като развием числителя и знаменателя в отношението

fla+h)
fa+h)

1 Френски MaTeMaTHk, живял BbB времето Ha Newton. Teopemata е дал B съчи-
нението си „Тга116 ЯА Т еЪге“ (1690).

16 Висша алгебра 
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според формулата Ha Тейлор по степените на Я ще имаме, след като

сме съкратили на ATM L, .

fm) () , ἈΓίσε )(α)

Дая) , m! + (Т T
Р«я) — 7 79) т1)
Суя

На основание на основните свойства на полиномите можем да

вземем #й достатъчно малко по абсолютна стойност така, че знаците на

зислителя и знаменателя да се дават от първите членове. Но понеже

тези първи членове са с еднакви „знаци, TO дробта е положителна.

Slath)
ледователно знакът Η -"--- -----След а (К+)

|#|. Ако # <0, т. е. «+Я се намира пред корена «, отношението € OT-

рицателно, ако # >0, т. е. след корена, отношението е положително.

Нека а и b са два последователни реални корена на уравнението

@ f(%)=0.

Нека # >0 e достатъчно малко, Taka че B интервалите (а,а--#),
(6--Я, 6) уравнението

(3) f(x)=0

да няма корени освен €BEHTYAJIHO 4 и b u предната лема да е прило-

жима. ToraBa, като B3eMeM Л достатъчно малко, според лемата имаме

fla+h) f(a+h)> 0,

fo—h) f(b—h) < 0,

а noHexe между a μ'ὃ f(x) не се анулира,

ЛД(а+#)7(6--) > 0.

Като умножим тези три неравенства, получаваме

Γ(ατ Ὦ Κ (6-я)< 0,

което по теоремата 88 субституциите показва, че в интервала (6- ἦ,

b—h), т. е. вътре в интервала (а, b), уравнението (3) има нечетен брой
реални корени. Обаче във верността на теоремата може да се убедим

с геометрическо представяне. Действително кривата у- f(x) започва

ΟἹ точка с ордината у-0О0(х-а) и завършва с ордината пак нула,

абсциса x=~5. Ако у отначало расте, след това трябва да се намалява и

ще има един максимум. Може отново у да почне да расте, т. е. да

мине през минимум, но след това обязателно трябва да почне да нама-

лява, т. е. да мине през максимум. Така се убеждаваме, че общият

брой на максимумите и Мминимумите e нечетен. Понеже при всеки мак-
симум или минимум /(х) се анулира, като запазва или променя

знака си според това, дали коренът й е четно или нечетно кратен, то

теоремата на Rolle става очевидна.

...

се дава от Я при достатъчно малко
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Едно важно следствие ΟἹ теоремата на Rolle e следното: между

два последователни реални корена на производното

уравнение даденото може да има най-много един реа-

лен KopeH. Действително нека « и В са два такива корена на (3).

Да допуснем, че даденото Ууравнение (2) има повече ΟἹ един корен B

интервала («, В) и нека а, b са два негови такива корена. Ho тогава

по теоремата на Rolle следва, че производното уравнение (3) има поне

един корен B (а, b), Τ. е. « к В не са последователни корени на него,

което противоречи на условието. Също се доказва, че даденото урав-

нение (2) може да има най-много един реален корен, по-малък от най-

малкия реален корен на производното уравнение (3), и най-много един,

по-голям от най-големия корен на (3).

Това следствие ΟἹ теоремата ни помага за отлелянето на коре-

ните на уравнението (2) в случай, че можем да решим уравнението (3).

Действително нека «), g,...,%; Ca реалните корени на (3), наредени

по растяща големина. Да разгледаме ивтервалите

(—o0, “1)’ (“1’ “2)» (“‘p “3):-"7(“k—1’ ar), (@ со).
Ако 88 един кой да e интервал знаците на /(лА) 88 границите му

са еднакви, то f(x)=0 няма корен в Hero. Ако знаците Ha f(x) ca раз-

лични за границите My, то f(x)=0 има един корен в този интервал,

който така е отделен.

От теоремата на Rolle следва: ако B един интервал f(x)=

=0 има т реални корена, то f(x)=0 има най-малко

т--1 реални корена в него. Действително нека въпросните корени

на /(х)-0 са a,, йз,..., ap ар< бра., съответно от кратности цу «е е

ι Ἔ μ +pe=m. Тогава, понеже a,, a,,...,ar са съответно μ,--ἶ,

йа--1,..., Ще--1 кратни корени на f (x)=0 и във всеки интервал

(a;, ада) последното уравнение има поне по един корен, то общо ще

има най-малко

μτ-τ- ] Ἔμ,.--1 - ... Fpp—14+k—1=m—1

KopeHa. В частност, ако даденото уравнение има т реални корена, то

производното има поне т--1 реални корена. От това следва, че ако

всичките корени на едно уравнение са реални, то и всичките корени на

производното са реални. Понеже, ако даденото е от л-та степен, произ-

водното трябва да има най-малко л-1 реални корена, T. е. всичките

да бъдат реални, На същото основание следва, че и / (х)-0 ще има
само реални корени, също и /” (х)-0 и т. н. Освен това ΟἹ доказа-

телството на горното следствие от теоремата на Рол е очевидно след-

ното допълнение: KoraTo всички корени на f(x)=0 са реални, то

между два последователни корена има само един на f'(x)=0 и коре-

ните на второто уравнение се намират между най-малкия и най-голе-

мия Корен на първото. Уравнението / (х)-0 не може да има много-
кратни корени, който не са същевременно корени на f(x)=0 в случай,

че последното уравнение има само реални корени. Действително иначе

биха съществували два последователни корена на f(x)=0, които съдър-

жат повече от един корен на / (х)-0.
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3. Пример. Да намерим условието уравнението

3) f(¥) =K+ pxtg=0

да има само реални корени.

Производното

f'(x)=3x*+p=0

трябва да има само реални корени. Понеже корените му ca

o e

R S}

то трябва р < 0. Освен ToBa трябва f(x) B трите интервала

(--οὐ, х) (% «Х)у (» со)

да си променя знака и понеже f(—oc)= — o0, У (со)--оо, трябва f(x,)>0,

f(x5) < 0, които условия са необходими и достатъчни. Тези условия

са значи

ееее

7οῳ-[-7--2},ἰ-7.--2}..ώ5.0,

7 ῳ-[Ὁ - %) +) ~54g<0

(5)

Ако ги умножим, получаваме

(6) q2+ 7 <0 или 4+”з

ToBa неравенство следва ΟἹ (6). Обратно, лесно се вижда, че ΟἹ (6)

следва (5). Действително лявата част на (6) е произведение на левите

части на (5) и понеже е отрицателна, то или ще имаме неравенствата

(5), или неравенствата

2p Ρ

2р Ρ
) τ 4}»Ό.
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В невъзможността на тези неравенства се убеждаваме веднага, като

ги извадим. ПОЛУЧЗВЗМЕ ”

което противоречи на р < 0, следващо от (6). Така получихме, че необ-

ходимото и достатъчно условие уравнението (4) да има само реални

корени е

3

42 Р
479 <O

По подобен начин се третира по-общото триномно уравнение

жи-рх”"--а-0.

Полиномът ΟἹ л-та степен

Pa(x)= ча ее
241 ах"

се нарича полином на Лежандър. Понеже уравнението (Х2--1) - 0

има всичките си корени реални, OT които 1 и —1 като r-KpaTHH, по

следствията от теоремата на Рол уравнението

P, (x)=0

има само реални корени, KOWTO са прости и се намират B интервала

(-1, 1).

4, Teopema η Пулен--Хермит. Нека f(x) e полином с
реални коефициенти. Ако

g(X)=coeX'+c X .. ἜΗ ο9 ΞῈ O, са +К 0

е полином CaMO с реални нули, TO полиномът

# (х)-с, Ο ) Ἐ e е7 (х)+ ... е« Γ ὴ

има поне толкова реални нули, колкото полиномът

f(x). Ако / (х) има само реални нули, TO всеки MHOTO-

кратен KopeH на h(x)=0 e също многократен на f(x)

Нека --0, —ay,...,—a, са корените на g(x)=0, т. е. имаме

g(X)=cq (x+ay) (x+ag)...(x+a,).

Отначало ще докажем, че ако « е реално, TO уравнението

Е(х)--а f(x)-+f (x)=0, a0,

има поне TOJKOBA реални корени, както f(x)=0. Корените Ha ypaBHe-

нието /(х)-0 се наричат нули Ha полинома /(х). Наричат се и корени

на f(x).
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Затова ще докажем, че полиномът Е(х) между два последова-
телни корена на /(х) има нечетен брой корени. Действително нека а

и b са два такива корена от кратности, съответно равни на & M /
Тогава от

70 Ξ -- αὐ (х--6) ¢(x), «(а)--0, ¢(6)+0,

гдето ф(х) има постоянен знак B интервала (а, b), получаваме

af (X)+f () (x—a)~" (х-6у7 Ф(х),

Ф()-Е(х-6)4(х)-+((х-а)4(х)--(х--а)(х-6)4()+

+a(x—a)(x—b) ¢ (x)

Корените на F(x)=0, които ca B интервала (a, #) ca тези Ha
уравнението @ (x)=0, KOMTO се HamupaT B същия интервал. Понеже

Φ (α)--Κ(α-- δὴ)φ(α), Φ (δ) -- [(ὁ--α) φ(),

то Φί(α) и Ф(6) са с противни знаци. Значи по теоремата 88 субсти-
туциите полиномът Ф (X) ще има между а и b нечетен брой корени,

отгдето следва същото за полинома Е (х). Нека реалните корени на
f(x), наредени по растяща големина, да бъдат .

гдето

Хр Хее Хр

със съответни кратности () fio,..., [k, Тогава същите числа ще бъдат
и корени на Е(х) от.кратности с единица по-малки. Понеже по току-

що доказаното £ (x) има най-малко 10 един корен в интервалите

(x5 Xg), (Χ9, Χ9)»...», (Χρ..» Xp), TO TO3H Полином ще има най-малко

(μ.--- Π Ἐ (μᾳ-- D+ oo Hpp—D+p—1=(ts+ ... +pp)—1

реални корена. Като вземем пред вид, че степените Ha f(x) и F(x) ca
еднакви, получаваме горния резултат.

Ако всички корени на /(х) са реални, то всеки мно-

гократен корен HaF(x) е такъв и на /(х). Действително B

този случай, както винаги се вижда по горното, ще имаме между

всеки два корена X; X;+; само един прост корен на #(х), както и вън
ΟἹ интервала (х), X,). Така че единствените многократни корени на

Е (х) са хХ), Ха,..., Χ. .

Получаваме лесно теоремата на Пулен - Хермит, като приложим

доказаното предложение последователно, Именно образуваме поли-
номите :

fi(x)=a, )Ὲ (x),

fal)=0a А (X)+ 11 ()Ξαιαρ (X)+ (a1 ч«а (x)+1"(x),

μ ξα, еа )Ὲ Σ (
Ξε 04 .. [(Χ)-Ἐ (α ας o ааае () ...- ( - еее

Ε τ ) Ρ
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Ако умножим полинома /,(хХ) с сь получаваме

Co , (X)=1 (%),

с което TeopemaTa е установена.

Да разгледаме някои приложения:

1. Нека уравнението

а,-ах-+-а,х24-... 4-a,x"=0

има само реални корени, Тогава и уравнението

agx+axt a2+ .. +a,=0

ще има само реални корени. AKO положим f(Xx)=x" получаваме 3a

#.(х) полинома

h(x)=ntay+(n—1)a,x+ ... +na,_x*+a,x"

Следователно ypaBHEHHETO

a a. a
a°+1_1! x+2’! х24-... +;l’; ж0

има също само реални корени.

Ако с О /(х) озвачим производната на f(X), то полиномът Й(х)

може да се пищше така:

h(x)=coD"f(x)+¢, D" ι ξ(Χ) ... еа /(х)-8(0)7(4).

Heka cera g(x)=0 е уравнение със само реални корени, kato g (0)=+0.

Да pasBuem οἶ по crenenure на x:
g ()

1 .
g—(;): bo—l-b1x+b2x2—l— .. .

и нека /(х) е произволен полином с реални коефициенти, степента на

който да е равна на n. Тогава полиномът

¢ (X)=b, f (X)+0, f (X)+ ... +8, )

HAMa повече реални нули OT полинома f(X).

Действително имаме

е() τῷν /0

откъдето получаваме

f(x)=g(D)e(x)-

Остава Torasa да се приложи Tteopemara Ha [lysen—Xepmur 3a поли-

нома Ф(х).

По аналогичен начин ще установим сега една теорема на Лагер,

която има приложение за установяване реалността на нулите на важни
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класи от полиноми. Предварително ще докажем едно помощно пред-

ложение.

Нека полиномът f(x) οἹ п-та cmenen е с реални коефициенти

IL & € произволно реално число, лежащо вън om ийинтервала (—n, 0).

Тогава полиномът

¢ (X)=a f(x)+xf (х)

UMa поне толкова реални нула, KOAKOMO полинома f(X).

Да предположим отначало, че /(0)--0. Нека а и & εὰ две после-

дователни положителни нули на /(х) съответно ΟἹ кратности P U (,T.e€.

Л() (х--а) (x—b) g(x),

като g(x) има значи постоянен знак в интервала (а, 6). За ф(х) по-

лучаваме

Ф (X)=(x—a) 1 (x—b) ι h(x),

където

h(x) = |« (x—a) (x—b)+ px (x—b) + дх(х-а) g (x)+ x(x—a) (x—b) g'(x).

Понеже

Я(а)-- ра(а--6) е (а), k(b)=qb(b—a)g(b),

то #(а) и h(b) имат противни знаци и следователно между а и b по-

JHHOMBT @ (Χ) има нечетен брой реални нули. Освен това числата а U b

са нули на ф(х) съответно от кратности p—I и 4--1. Ако P е броят

на положителните нули на /(х), то Ο горното заключаваме, че ¢ (x)

има поне FP—1 положителни нули. Нека

f(xX)=a¢+ax+ayx%- ... +a,xm

3a ¢(x) umame

Ф(х)--а--а (@} 1) x+as(x+2) x*+ ... +a,(«+n) χα,

Да означим с P, броя Ha положителните нули Ha полинома ¢ (x). При

x=0 имаме /(0)-а, и Ф(0)-а4а,а и при X=00 знакът на полинома

f(x) се дава от @, и знакът на полинома ф(х) € този на ὦ, (α-ἰ Π).

Понеже числата « и «-|-л имат еднакъв знак, по теоремата 88 субсти-

туциите заключаваме, че числата Р и Р, са едновременно четни или не-

четни. Следователно P, = P, т. е. полиномът φίχ) има поне толкова

положителни нули KaTo полинома f(x). Подобно виждаме, че ф(х) има

поне толкова отрицателни нули, колкото полиномът f(X).

Ако f(0)=0, нека х--0 е т-кратна нула на f(x), T. е. /(х)-х”" (х)

като полинома f,(X), степента на който е л--т, не се анулира 88 x=0.

Но тогава ще имаме

Ф ()=af }Ὲ Χ ' (x)=x"{(a+m) f,(x)+xf, (X))

Понеже числото «--т е извън интервала (—(n—m), (), TO по пред-

HOTO полиномът (α-Ἐ 51) Л (x)-+x f,'(x) има поне толкова реални нули,

колкото полиномът Л (х) и следователно Фф(х) има поне толкова реални
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нули, колкото f(x). Ще отбележим, че ΟἹ доказателството следва, че B
случая, когато f(x) има само реални нули, всяка многократна нула на

ф(х) е и такава на f(x).
Нека #Е(х)-с(х--61)(х-«о)...(х--«.) е полином със само реални

нули, които лежат вън от интервала (0, л). Като приложим последова-
телно горното предложение, получаваме полиномите

ааа 44 («4-+-1) x4 ... ал (@, +n) Ж",

@y αιας- ξ ал (00 + 1) (ἀ,-|- 1) X+ . .. τῈ 4 (α,- 1) (ας - 1) X7,

ὥρακᾶᾳ .. « + @y (α,-Ἐ 1) («а--1)...(«а- 1) X+ ενν τῈ an (α, -1) . oo (@1 Δ) X%

KOMTO ще MMaT поне TOJKOBa реални нули, Koakoro има f(x). Ho по-
следният полином, YMHOXEH с с, € ΠΟΠΒΗΟΜΈΤ

(8) а,„Р(01+-а, Е(1) х--а,„Е(2) x2+ ... 4-a. Е (п)ж“.

Така получаваме следната теорема на Лагер:
Ако полиномът Е(х) има само ргални нули, който лежат вън

от интервала (0, n), mo полиномът (8) има поне толкова реални

нули, колкото полиномът f(x).

Ако нулите на /(х) са всичките реални, то всяка многократна нула

на (8) e и такава на f(X).

5. Теорема на Декарт. Тази теорема ни дава възможност да на-

мерим една горна граница на броя на положителните корени. Нека е
дадено едно уравнение с реални коефициенти, като лявата му част е

наредена по растящи или намаляващи степени на х. Предполагаме, че

членовете с коефициенти нула са изпуснати. Казваме, че между два

последователни члена има вариация на знаците или само вариация (про-

мяна), ако тези членове са с обратни знаци, и перманенция, ако същите

имат еднакви знаци. Така в уравнението

x4 x3—3x241=0

има две вариации и една перманенция. Teopemara на Декарт гласи:
Броят на положителните корени на едно уравнение е най-

много равен на броя на вариациите в лявата му част. Ако този
брой е по-малък, разликата между двата броя е четно число.

Доказателството се основава на следната лема на Сегнер:
Ако умножим едан реален NOAUHOM Фф(х) с бинома х--с, (c>0),

то броят на вариациите се увеличава с нечетно чиасло.

Действително нека

p(X)=axt+t ... fbxmtl—rxm— .. --айхН 4 В .. -Ἐ ρΧΡῈΪ.--.

НИе ... —A,

като сме записали явно знаците на коефициентите, гдето значи

a>0,..., #7>(0, r=0,...,d>0,k=0,..., g>0, #2-0,..., 4>0.
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Нека броят на вариациите му да бъде У (B случая, понеже 47>0, Ve

очевидно нечетно). Да образуваме полинома

(10) () (х--6)--ахн1+... --(γ } δ0) хе

Же (Bt L — (At ge) хе +... е.

Axo с V| означим броя Ha вариациите на този полином, TO понеже

свършва с положителен член, К) е четно Ччисло, отгдето следва, че

V,—V e нечетно. Ще докажем, че И) = V4 1. Действително в (10) от

а до —(r+bc)<<0 имаме поне една вариация, докато в (9) от а до

--г имаме една вариация. Ot -(/--8с)<0 до (#--ас)>0 в (10) имаме

поне една вариация, докато от —d до Е B (9) имаме една вариация

и Τ ̓ н., виждаме, че на;редна грула членове с една вариация в (Y) съот-

ветствуват също група членове с една вариация в (10). Понеже до --

в (9) имаме V вариации, то B (10) до -(#-42с) имаме поне V вари-
ации. Но от този член до Ас имаме поне още една, така че У) ще

бъде най-малко равно на V1.

Ако полиномът (9) завършваше с положителен член, разсъжде-

нията са същи.

Нека сега на уравнението

а) /()-0

положителните корени са Cy, Cg,..., Cp. Ако У е броят на вариациите

на лявата му част, то ще установим, че V=p--2u, гдето p e цяло

неотрицателно число. Имаме

fx)=(x—c1) (x—¢3)... (x—Cp) 4 (2),

гдето @ (X) има 88 корени отрицателните и имагинерни корени Ha f(x).
Нека броят на BapuauuaTe на полинома ¢(x) да бъде ( ΞΞ 0. Тогава

по лемата на Сегнер полиномът

(х--с1)Ф(22)

ще има поне Κ' -1 вариации. Полиномът

(х--с1) (χ--- ) φ( )

ще има поне V’--2 вариации. Полиномът

(« -- ) (x—co) (x—¢5) φ (x)

ще има поне 43 вариации и т. н. Най-после полиномът f(X) ще има

поне V'--p вариации, т. е V=V'4p=p.

Ако първият коефициент @, и последният а, в /(х) имат еднакъв

знак, то V е четво число, но и ре четно по теоремата на субститу-

циите, понеже /(0) и /(-о) са с еднакъв знак. Ако а,а,<0О, то V e

нечетно, но и р e нечетно. Така се вижда, че V—p е винаги четно

число или нула в частност.

От теоремата веднага следва, че броят на отрицателните корени

на /(х) e най-много равен Ha броя на вариациите на /(--х). Ако е по-

малък, разликата е четно число.
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Така за уравнението

(12) F(x)=xb4x3—2x24+5x+43=0"

броят ( на вариациите е две, а броят Ha вариациите на

, f(—x)= --αῦ - -χθ- 2 χ. δχ- 8

e единица. Даденото уравнение (12) има или два положителни корена,

или нито един и само един отрицателен.

Ако уравнението е пълно, Τ. е. никой ксефициент не € нула, то

очевидно вариациите Ha /(--х) отговарят Ha перманенции в /(х). Така

че в този случай броят на отрицателните корени не надминава броя

на перманенциите на даденото уравнение. Ако полиномът /(х) е от

п-та степен и означим с ' броя на вариациите My, а с V) броя на ва-

риациите на f(—X), TO ако полиномът е пълен, очевидно V4V =n,

От пълния полином можем да получим непълен, като анулираме някои

коефициенти, с което могат да се изгубят вариации, но не да се спе-

челят. Така че за всеки полином от л-та степен имаме

V4-V,=n.

На основание на TOBa HEPaBEHCTBO ще видим, че има един случай,

когато броят на положителните корени е точно равен на броя на ва-

риациите.

Ако всички корени на уравнението

Д(х)-0

са реални, то броят на положителните му корени е
точно равен на броя на вариациите на f(x) и броят на

отрицателните корени е равен на броя на вариациите

на f(—x)

Нека р и а са съответно броят на положителните и отрицателните

корени, V u V| са броят на вариациите в f(x) и f(—x). Тогава ще

имаме

ΡΞν, φξἔν, ИИ 5л

гдето л е степента на уравнението. Ако допуснем, че имаме поне B

една от първите две релации знака неравенство, напр. p<<V, то като

ги съберем, ще имаме

ρίφεν:ν,Ξεη,

T. е. p+q<n, което е невъзможно, понеже всички корени са реални.

Остава следователно

p=V, ¢=V,

6. Доказателство и обобщение на Jlarep. Друго едно доказател-

ство на теоремата на Декарт, което позволява и обобщение, е това на

Лагер. Нека е дадено уравнението

ЛДх)-ахл.- .. +bxm+cx'+ ... +dx*=0,
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гдето числата M,...,M,...\l,..., R са положителни и намаляващи. Можем

да допуснем даже, че са само реални и намаляващи. Да означим с К

броя на вариациите на коефициентите. Ще докажем по индуктивен път,

че броят р на положителните корени е най-много равен на V, изпол-

зувайки теоремата на Рол. Ако V=0, то всички коефициенти имат една-

къв знак, следователно и p=0. Нека V>0 и да допуснем, че теоре-

мата € доказана за полином с (- 1 вариации. Нека p>0 и да обра-

зуваме функцията

y=x""f(x),

която има същите положителни корени karo f(x). По TeopeMaTa на

Рол производната

уе а уее в ))

и следователно ἢ, = xf -- и/ има поне р- 1 положителни корена.

Впрочем това можем да докажем директно, без да си служим с функ-

цията у, както направихме по-рано. Нека & u ¢ да са с обратни знаци

и да изберем р така, че

I<p<m;

тогава B полинома )

fi=(n—p)ax -+ ... A (m—p) ὄχηι-({-- ) еж ... - Ἐ(ἀ-- μῈ ἀχὴ

коефициентите (n—p)a,...,(m—p)b имат еднакви знаци с a,...,H, а

коефициентите ([—p)c,...,(B—p)d имат обратни знаци Ha c,...,d, но

(m—p)b и (Г-- ще са с еднакви знаци. Броят на вариациите на поли-

нома Л e равен на V—1. Ако с р означим броя на положителните му

корени, то ще имаме

реу и р-1 р

отгдето p = V. От доказателството или директно с умножаване на
някоя степен на X е очевидно, че могат степените л,...,т1,...,# да се

предполагат и отрицателни. Нека една функция /(х) е представена с

реда на Тейлор

/(х)=а0+а1 X+a, x> . Ε Ω 4 ...,

който да предположим, че € сходящ 88 значения на X, за които |x|[<r,

и нека има краен брой V вариации на коефициентите. Тогава, ползу-

вайки се от свойствата на реда на Тейлор, веднага се вижда, че дока-

зателството на Лагер остава в сила за нулите, които са в интервала

(0, r). Значи броят р на нулите в интервала (0, /) не надминава броя

Ha вариациите. Ако Κ € радиусът на сходимост и при х-/ редът е

разходящ, то лесно е да установим, че V—p е четно число. Действи-

телно, понеже M0 предположение V e крайно, то OT известно място

всички коефициенти ще имат еднакъв знак; ако той е положителен,
f(x) ще клони към --соо, когато X — 7, ἃ ако е отрицателен, f(x)— —oc

при x—7r, отгдето следва, понеже f(0)=a, че ако V e четно, ир е

четно, ако (Ие нечетно,и р е нечетно, T. €. И--р е винаги четно число.
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Нека отбележим, че теоремата на Рол е Β сила за разглежданите функции.

Като приложение ще установим следната теорема на Лагер:

Нека

Дх)- а хлн-ахт14.... +a,=0

е алгебрично уравнение ий ае произволно положително число. To-

гава броят на корените MY, по-големи от а, не надлщнава броя Ν

на вариациите на редицата

Л.(а)-а,

Л(а)- а,а-+ а

Л (а)- αρα3- Ἐ α.α-Ἐ ας,

7/.(а)- [(α)-- а,ал-|- αιαπ - ...q,

и разликата между двата въпросни броя е четно число.
Действително

109 - . (α) χ τ ( ἢ (α) x* 2 ... + -1(а)-+ fa
х-а х-а

а аАко х->а, то можем да развием λζ ii по степените на —. Karo по-

1
ложим ----у, дясната част на горното равенство се представя така

L@y Л (а) у4 i (@ f@y+af(@) + ...

и по предния резултат бРОЯТ на нулите на тази фУНКЦИЯ в интервала

1(Ο, ἷ) не надминава V и разликата между двата броя € YETHO число.

1Понеже на значения на y B (О, —;*) OTroBapAT значения HA X, по-големи

OT @, TO изказаната TeopeMa следва непосредствено.

Axo приложим предната теорема 8384 YPaBHEHHETO

получаваме, че броят на корените на даденото уравнение f(x)=0,

които лежат в интервала (0, а), a>0, не надминава броя на вариациите

на редицата 1

йл

ап+ ап..1 αι

аа-- айл χα-ἰ ῃ αα3,

ал-|-ал-аа-+-ал-.а24...--а.а"
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и разликата между двата броя е четно число.

Теоремата на Декарт се доказва посредством теоремата на Рол и

по следния начин. Да означим с р броя на положителните корени на

уравнението

= fX)=a,x"+a x4 ... +a,=0

и с V—O6pos Ha вариациите Ha коефициентите My. Без ограничение mo-

жем да предположим, че а, а,4-О. Видяхме, че по теоремата на субсти-

туциите следва, че V—p e четно число. Предполагаме, че теоремата

на Декарт e установена за уравненията OT степен, по-малка OT л и

нека p' e броят на положителните корени на /(х)-0 и ' е броят на

вариациите на коефициен, ите му. Очевидно e, че V'=I V. Съгласно с

условието р ΞΞ / и по следствието ΟἹ теоремата на Рол р р-1. Сле-

дователно

φξξν. ιξενεῖ.

Понеже V—p e четно число, TO предното неравенство става р V.

Но теоремата е очевидно вярна за уравнения от първа степен и така

установихме, че тя е вярна за уравнения от произволна степен.

7. Теорема на Бюдан--Фурие.! Нека

(13) ЛДх)-а, χ α, x4 .. 4-a,=0

е дадено уравнение с реални коефициенти. Редицата от производни

(F) 71) fx) () τ ) 79 )

се нарича редица на Фурие. Нека « и В са произволни реални числа,

« < В. Теоремата на Бюдан-Фурие гласи: броят на корените на

уравнението (13), който се намират в интервала («, В), не над-

минава броя на загубените вариации от редицата на

Фурие (F), когато х расте от « до В. Ако броят на по-

менатите корени е по-малък, разликата е четно число.

Значи, ако с V, означим броя на вариациите на редицата

Л(еъ Г(е) Κ ́().... («),

с V; броя на вариациите на

, Г @), (В),...,74(В)

и с т броя на корените в интервала («, р), TO

Va—— Vfl= т- 2μ,

гдето p=0 e цяло число.

1 Най-напред открита от Видап в 1811 г. и представена от него в Парижката
академия на науките. По-сетне отново е дадена с пълното й развитие от Fourien в

1831 r. в съчинението My ,Analyse des équations“.
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Когато х се мени от « до В, може да стане промяна във вари-

ациите на редицата (Е), ако някои функции си променят знака, Τ. е.

(вследствие на непрекъснатостта) се анулират.

Нека х премине през един корен а на уравнението (13), който

88 общност да предположим, че е k-xkparTed. Да разгледаме тогава

редицата

7.) £ (Χ)»... fED(x), fB ().

Пред корена а B близко съседство всеки два полинома OT тази

редица имат обратни знаци, т. е. има в редицата А Bapuauud. След ко-

рена а всички са с еднакви знаци, Значи губят се ΟἹ тази редица #В

вариации, когато х премине през а.

Нека & да e корен на една междинна функция /0 (х), който за

общност да бъде p-kpaTeH. Да разгледаме редицата

(14) f(l—l) (X), f(i.) (X), f(l-H) (χ) Ν ,f(i.-l-u-—l) (Х), f(i.J:u) (Х)

ΟἹ втората нататък всички функции пред & B близко съседство

имат обратни знаци, Τ. е. образуват μ вариации, а след корена & имат

еднакви знаци. Значи губят се р вариации, когато х премине през ὦ.

Ако p e четно, то /) (х) не си променя знака, когато X мине през b,

следователно редицата (14) губи μ вариации, Т. е. четно число. Ако р

е нечетно, f®(x) си променя знака, когато жх минава през . Ако

между f* U(x) и /0 (х)е имало вариация, то тя изчезва, ако € нямало,

появява се една. Следователно броят на изгубените вариации от (14)

е равен на μ-|-:], T. е. четно число.

Така виждаме, че от анулирането на /(х) се губят толкова ва-

риации, колкото е броят на корените в интервала («, β), ἃ ΟἹ анулира-

нето на междинна функция се губят четно число вариации, с което

теоремата на Бюдан--Фурие е доказана.

Пример. Да се определи броят на корените на уравнението

f(x)=xt—3x2+x—1=0

B интервалите

(=2, —1), (=1, 0) (0, 1), (1, 2).

Имаме

-2|-11 0 I 1 | 2

Да)е 3241 ]‘ + | - = | ΒΝ

[[()--4.χ3--.-θχ-Ὲ } -- |+ | + , - | +

' (x)=12x2—6 + P+ =+ +

f(x)=24 х — =10 |+ |+
Y (x)=24 ἜΠ Ἐ ТТТ

V= 4 | 3 3 1 0 Ι
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B интервала (—2, -- !) уравнението има един корен. В интервала

{0, 1) има два или няма корени и B (1, 2) има един корен.

Лесно е да се види, че теоремата на Декарт е следствие от тази

теорема. Именно броят на положителните корени е броят на корените

в интервала (0, co). В редицата на Фурие трябва да поставим a=0,

β-- οὐ. Нека уравнението е следното:

} ()Ξ а х"--а, х171-... +a,=0,

на което производните са

fl (X) ΞΞ nao xn_l"‘f_ ... -*-а„..„

{ (χ)-- πᾷμ---ὄ1)ὴ а 4724 ... 20,y

3 (х)-1! 4..

Полиномите f(x), / (х),...,/0? (х) при x=0 вземат стойностите
а» алъ 2! ал » 3'n_g,...,(n—1)1ay, nlay,

а при X=0O имат знака на a, Следователно

Vo=V, V=0, -

гдето V e броят Ha вариациите на коефициентите.

Въпросът 88 броя на корените на уравнението (13) в даден ин-

тервал («, В) може да се сведе до една забележка на Якоби към ана-
логичния въпрос за брой на положителни корени. Ако поставим

X—a

g—x
y= ,

то на всички стойности на X, лежащи между « и В, ще отговарят по-

ложителни стойности на р и на стойностите на х вън от интервала

(«, В) ще отговарят отрицателни стойности на у. Следователно броят
на корените на уравнението (13), които лежат в интервала («, В), ще е

равен на броя на вариациите на коефициентите на уравнението

или с четно число по-малък.

8. Метод на Лагранж и Коши, Нека е дадено уравнението

Дх) = ἀρχη-α , χη 1 ... +a,=0,

като предполагаме отначало, че има само прости корени. Да образуваме

уравнението ¢ (¥)=0 от степен N :fl—%:]—), на което корените са

квадратите на разликите (х.--х,)2 на корените на даденото уравнение.

Ако X, и Χ, са два реални корена, TO съответният корен y,=(X,—X;)?

на предното уравнение е положителен. Ако X, и X, са имагинерни, HO

x,=1=x, или единият от тях € имагинерен, то уе имагинерно Число.
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Ако обаче х,--Х. T. е. Х.-р-4, Х,--р-4, то y,=—44% т.е. у, е от-

рицателно число. Следователно, ако А е долната граница на положи-

телните корени на уравнението ¢(y)=0, TO разликата на два кои да

са реални корена на f(x)=0 ще бъде по абсолютна стойност по-го-

ляма от ρ-- +Й. Всеки интервал с дължина р може да съдържа най-
много един корен на даденото уравнение. Въз основа на това отделя-

нето на реалните корени на даденото уравнение става така: разглеж-

даме интервалите с дължина

L I+p, Н4-Зр,...

OT долната граница / на реалните корени до горната граница L Ha

същите корени. Ако f(x) 88 краищата на един интервал

(I+-kp, I4-(k+1) p)

има различни знаци, TO B HEro има един корен, ako f(x) има еднакви

знаци, то в този интервал няма корен на уравнението f(x)=0.

Този метод е опростен от Коши, като се избягва получаването на

уравнението ¢ (y) = 0, което води до дълги пресмятания, особено при

голямо п. Нека л e една горна граница на модулите на всички корени

на даденото уравнение. Така в началото видяхме, че ако « е модулът

на най-големия по абсолютна CTOHHOCT коефициент а), Qg ... G, и

«у |а) то може да се приеме

Γ:Η-Ξ-
0

Нека D e дискриминантата Ha даденото уравнение

Оа 7 (ху--ха) (¥1—%a)? - . . (Xpq—X,)%

Понеже |х,| < r, ще имаме

101 < a* (%, —Xg)¥(2ry072,

като предполагаме, че X;, X, ca реални. Оттук имаме

ЛТ

|х1-х2! > ! I Dn'(n_1) =p.
— 1

|, "1 (2r) 2

Значи разликата на два кои да е реални KopeHa ΠῸ абсолютна

стойност ще бъде по-голяма от р.

Особено пригоден става този метод, когато коефициентите а, са

цели числа. Понеже D e цяла рационална функция на 4y, 4;,...,й. с

коефициенти цели числа, то в случай D е цяло число, отлично ΟἹ нула.

Значи | | =1, отгдето следва

1
!x1*‘x2f>‘—‘—‘—,,(,.—_|)‘_‘l=91,

а,|"71(27) 2
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така че р B метода може да се замести с p;, като не става нужда да

се пресмята D. Ν

Лесно” се вижда, че методът на Лагранж остава приложим и KO-
гато даденото уравнение има многократни корени, като се вземе под

внимание, че на тях отговарят корени нула Ha ¢ (y), които могат да се
отстранят. Обаче приложението на тези метоли е свързано с много

изпитвания, понеже числата р, p, са малки, което прави метода не-

практичен.

9. Teopema на Шурм.! Тази теорема ни дава точния брой на

корените на едно уравнение в един даден интервал. Нека е дадено
уравнението

(20) f(x)=0.

Върху f(x) и f'(x) npunarame алгоритма Ha Евклид 88 търсене Ha

общ най-голям делител, KaTO при BCAKO деление B3eMaMe остатъците с

обратен знак. Ако така взетите остатъци с обратен знак са

Rp RQ:""Rk’

709 = F9Q - Ry,

FO)=RQ,—R,

Rp—2=Rp—1Qx—Rx.
Редицата oT полиноми

(S) f(x); fl (Χ), Rl, Rz: ... 7Rk

e редица на Шурм. Да предположим отначало, че f(x)=0 няма MHO-
гократни корени. Тогава, понеже /(х) и f{x) нямат общ делител, по-
следният остатък R, ще бъде константа, отлична ΟἹ нула. Теоремата

на Шурм гласи:

Нека уравнението (2) има само прости корени.

Броят на реалните му корени, които се намират B ин-

тервали («, В), « < В, е точно равен на броя на загубените
вариации от редицата (5) на Щурм, когато х се мени OT

« до В.

Доказателството на теоремата се основава на четири свойства,
които притежават функциите на Щурм. Първото свойство е познатата

вече лема: пред корен на /(х)-0 в близко съседство с него f(x) и
f(x) имат обратни знаци, а след корена -- еднакви знапи. Второто
свойство e, че две съседни функцчи не MoraT да се анулират едновре-

менно. Действително, ако х анулира например R, и #В., то от (21) по-
лучаваме последователно Ry;=0, R,=0,...,R,=0 за това значение на

X, което е невъзможно. Третото свойство €, че ако една междинна

функция се анулира, съседните й функции са с обратни знаци. Дей-
ствително, ако 88 едно X, R,=0, то от релацията

то ще имаме

1 Сн. Sturm, ,Memoire sur la résolution des équations numériques, Bulletin
de Férussac, Paris (1829).
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Ri—] :Ri Qi+1"Ri+1 ῃ

имаме Й, ,.- - -- ε. Най-сетне четвъртото свойство €, че последната

функция R, не се анулира, понеже € константа, отлична от нула.

Когато х расте ot « до В, промени в броя на вариациите могат

да станат само при анулиране на някои функции от (5). Ако х мине

през някой корен Ha f(x)=0, то понеже отношението

Я
763

минава по лемата от отрицателно в положително, редицата (S) ще изгуби

една вариация. Значи OT анулирането на /(х) редицата ще губи толкова

вариации, колкото е броят на корените на (20) в интервала («, В).

Сега лесно ще видим, че при анулирането на една междинна

функция нито се губят, нито печелят вариации. Така нека при X=¥& се

анулира R, Съседните функцлии R, 1 ; по второто свойство при

X=>5 ca отлични OT нула, Можем следователно ев >0 да изберем така

малко, че в интервала (b—e, ὅ- ε) те да не се анулират. Ако нанесем

знаците на тези функции при х-ф#--ев и X=>b-+te¢, ще имаме

х R4 R; Rty

Виждаме, че какъвто и да e знакът на R, пред и след KOpeHa b
имаме винаги camo една вариация. С това TeopemaTa Ha Шурм e доказана.

От доказателството се вижда, че при образуване на редицата на Щурм
можем да се спрем до функция R, която не се анулира в интервала (2, В).

Пример. Дадено е уравнението

Ди) -2ῶχ- 8--.

3a редицата на Щурм получаваме

f (x)=x8--2x—3,

f(x)=5x+—2,

R,<0.

При x=—co имаме две вариации, а при Χξ ο имаме една BapHa-

ция. Уравнението има | реален корен и четири имагинерни. При x=1

имаме две вариации, а при x= 2 само една. Коренът е в интервала (1,2),

10. Случай на многократни корени. По-рано предположихме, че

уравнението (20) има само прости корени. Ако това уравнение има

многократни корени, ще видим, че теоремата остава в сила, само че

многократните корени трябва да се броят като прости.

Нека Д, е последният остатък, отличен ΟἹ нула. Тогава този по-

лином представлява общият най-голям делител на /(х) и Г(х) Нека

разделим всички функции (5) ¢ R, и да поставим

259



(22) !1::) τῦ, }“Ιξἷ) =y ЕК: - С(у R Пь Upn=1.
Toraea ΟἹ (21) с разделяне Ha R, получаваме

U1 =U2Q2“ Ufo

(23) ееа

Uk—l =UpQr— Uk+1-

Оттук лесно е да се види, че редицата OT полиноми

(S’)  ́ ζ], Н„ Нг,...,(]„. Uk+1

има BCHYKHTE четири свойства на една редица Ha Sturm, Действит елно

корените на
( 9

и е3 0
Ry

са все flpOCTH, защото това Ca ΚΟΡΘΗΗΤΕ на

fx)=0,

KaTO на многократните корени кратността е намалена Ha единица. Освен

това отношението

U_Jf

п()

като се анулира, минава от отрицателно в положително. Другите свойства

произлизат аналогично на по-рано от равенствата (23). Следователно
броят на корените на (/-0 B интервала («, p) ще бъде равен на броя

на загубените вариации от редицата (S), когато x се мени от « до β,

Редицата (5) се получава от редицата (S') с умножение с R, Сле-

дователно броят на вариациите им е еднакъв. Така получаваме :

Броят на корените на уравнението f(x)=0, които се

намират в интервала («, В), е равен на броя на загубе-
ните вариации от редицата (5), когато х расте oT « до В,

при това многократните корени се броят като прости,

11. Обобщение. Теоремата на Щурм, както той е показал, може да

се обобщи. Да разгледаме една редица от полиноми

( 70 .), fi(x) μι(.),...»,ἱα )

която има всички свойства на редицата (S) с изключение на ΠΈΡΒΟΤΟ

свойство. Именно за пълнота на изложението ще ги повторим. Тези

три свойства са: 1) две последователни функции не се анулират едно-

временно, 2) ако една междинна се анулира, то съседните й са с

обратни знаци и 3) последната f,(x) си запазва знака в разглеждания

интервал. Тези три свойства гарантираха това, че при преминаване

през корен на междинна "функция нито се печели, нито губи вариация.
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Промени значи могат да станат само от анулирането на /(х). При това,
х

когато отнощението ;Д(Т)) се анулира, като минава от отрицателно в по-
εὖ

ложително, ще се изгуби една вариация. Ако същото отношение мине

от положително в отрицателно, ще се спечели една вариация и най-

сетне може същото отношение при това преминаване да си 3anasu

знака, при което нито се губи, нито печели вариация. Така получаваме

теоремата:

Разликата между броя на анулирането на отноше-
м

нието;((;),като минава от отрицателно в положително,
3

и броя на анулирането на CHILOTO OTHOIIEHHE, мина-

вайки от положително в отрицателно, когато х расте

от « 10 B, е равна на разликата от броя на вариациите

на редицата (f) при х-а и този при «х-В.

Оттук като следствие веднага получаваме следното обобщение на
теоремата на Щурм:

Броят на корените на уравнението f(x)=0, които

се намират в интервала («, В), е най-малко равен на аб-

солютната стойност на разликата между броя на ва-

риациите на редицата (/) при х--« и броя на ва риациите

й при х-В.

Можем лесно да образуваме такива редици (/). Така нека ¢(x) е

поливом ΟἹ степен, по-ниска от тази ка f(x), който няма общ делител

с този полином. Да образуваме посредством деление  ̓

7 )ξφολῶ,-- Ε

P(X)=R; Q— Ry

Rm—2 = Rm—l Qm'— R,,,

редицата от полиноми

/(Х), φ(χ), R, ΗΖ’ ..) Rm.

Torasa явно е OT изложеното, че тази редица e една редица (f) и

следователно за нея е валидно горното обобщение.

12. Полиноми на Лежандър. Да означим с DTM /(х)т-тата произ-

водна на /(х). Видяхме по-рано с помощта на теоремата на Rolle, че

полиномите

1

2"л!

наричани полиноми Ha Лежандър или сферичнви функции, имат само

реални нули, които се намират B интервала (—1, 1). Тук ще дадем

едно ново доказателство на това, използувайки някои свойства на тези

полиноми, които са от значение в много други въпроси. От дефиницията

имаме

P, (x)= D ж21)

Py(x)=1, P,(<)=x, Pz(x)z_g_xa__;_,
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Нека диференцираме по формулата на Лайбниц (A = 2). -

D (2~ 1} |=DF [ (11 (= 1)]= | .
=(x2— 1) D[ (28— 1= [4- 2D еау

4 (A= 1) 0172 [ (x3—1)1],

[To същото правило имаме, OT друга CTpaHa,

DM (x2—1) =D A (2 — 1)1 2x )=

е2Ае [ (32— 1)1+ 20 (h— 102 [ (%2 — 1)1},

Ако първата умножим с 2 и извадим BTOpaTa релация, ще получим

 ̓ 10.--1)ῦΞ
=2(x2—1) D[ (x2— 1749у (х2--1)7

и OTTYK, като разделим с 2'(A—1)},

(24) AP, (x)=(x2—1) Ру (X)--AXPpy (%)

Tasu формула e валидна и 88 A=1, понеже двете части са
равни на X.

По-нататък имаме за А =1

ра [(2— 1)} ]=D А(х2- 1) .94-
-- дАЖОН (x2— 1y=1 4932 ре (2 — 1!

M следователно, като разделим с οἶλ!,

(25) P/ (%)= ХРу () 2Py (). Ν ΕΞ
Ако умножим (25) с X2—1, а (24) ¢ X и ги извадим, получаваме

(26) (02— 1) Py (х)-жР, (х)--АР ()

Ако сега в (24) nocrasum λ- 1 вместо А и 3amectum Р (х) B (26) Ππο-

лучаваме
ῃ
Ν

ν

(27) (4-ВРАч () =X - 1) ХР (x)—AP;_._l x) . e τ ς

От тази релация става ясно, че полиномите

(25) Р.(х), - «(χ),.... Р х) υ ) ς

образуват една Щурмова редица. Освен това:от (26) имаме.

τ PO=P (1), ρι(- ἢ- В а1) ς ο νον χ
отгдето, като вземем под внимание, че Я -1, пъ οἹ

| Pi()=1, Pi(—1)=(-1"
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Следователно редицата (28) губи п вариации, когато х расте οτ--]

до 1, с което по обобщената теорема на Щурм се” доказва, че коре-

ните на полинома P,(\) ca реални и са в интервала (—1, 1).

Като по-общ пример да разгледаме редицата OT полиноми

(4) Qn(x), Ομκ- «(Χ), Qu—g(x),...,Qo(x),
свързани с релациите

(8) Qe(®)=(oax+Br) Qg (X)— 72 Qe—a (%), k=1, 2,...,n, Q,=0.

Ако поставим

Qr(X)=apeXx*tag Ж714-...,

то от (8) следва, че

йлу -- р Ap—q, o

OT последното равенство се вижда, че адло--064 «о...«,бо, H следова-

телно полиномът Q,(X) есамо тогава точно OT л-та степен, ако чи-

слата Qy, Ug,...,%n йл €A оТтлични OT нула. Ще предполагаме, че това

условие е изпълнено. Тогава полиномът Qe(x), £=0, 1, 2,..., п ще

бъде точно ΟἹ степен А. От значение за разни въпроси от математи-

ката са полиноми OT разгледания тип, при които числата Yo Ὑ3».-.» Ὑπν

а ἄι» gy #„ са положителни, Например такива са полиномите на Ле-
жандъп, както се вижда от равенството (27). От релациите (B) следва,
че полиномите (A) образуват Щурмова редица. Ако V, означава броя
на вариациите на редицата за дадено X, то очевидно имаме V_.=n

и V.=0. Тогава съгласно ¢ обобщената теорема на Щурм следва, че

полиномът Q,(X) има само реални нули, както и полиномите Q. _, (X),

Qn(x)

Qn—y ()

ΟἹ OTPHUATENHO B положително л пъти, KOraro х pacre OT —oO до OC.

Следователно между BCeKH две последователни нули на Q,(x) поли-
HOMBT Qp_,(x) трябва да си променя знака. Понеже О,(х) e от π-τὰ

степен и Qn_,(x) οἹ (л-1)-ва степен, то лесно заключаваме, че тези

два пелинома трябва да имат само реални и прости нули, KOHTO се

взаимно разделят. Ако числата Yg Y3 ,...,Yn са отрицателни, HO числата

ἄρο» «) Оаз..., «л са реални и с алтерниращи знаци, то имаме V_,=0,

Ve=n и достигаме до същото заключение. Така установихме след-

HOTO свойство:

Нека полиномите (A) са свързани с релапиите (В), където

Уе Yase++» Yn C2 положителни числа H G, «1, ἄᾳν...γἅμ са реални числа,

които са едновременно положителни или алтерниращи по знак. Тогава

полиномите Q,(x) и О)л-1(х) имат само реални и прости нули, KOUTO

се взаимно разделят, т. е. между всеки две последователни нули на

Qs (х) има по една нула на Qg (X).

Естествено същото свойство € валидно 32 всеки чифт OT полиноми

Qe(x) и Ο 4(х) #-1, 2,...,n Предното свойство може да се обърне,

Нека числата у,, Ys,-..,Yn са положителни и Qg «), «о,..., «л-- реални.

Qr_a(x),... Освен това отношението трябва да преминава

Ἀ ,
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Да предположим, че полиномите Q,(x) и Qu—1(x) имат само реални и
О ()

Qn—1 (%)

ще премине л пъти през нулата OT отрицателно B положително или

ΟἹ положително в отрицателно, когато X расте от —oo A0 оо. Съг-

ласво с обобщената тес рема на Шурм религата (4) трябва да губи или

да печели п вариации Ккогато х се променя в казаните граници. Това

е възможно само тогава, когато или числата а ἄ;» ὥ2ν»...; %, (ἃ с

еднакъв знак, или алтернвират по знак, Τ. е. всеки две съседни OT тях

са с противни знвапи. Така можем да формули раме следното свойство.

Нека полиномите (А) да удовлетворяват релациите (8), като чи-

слата Yy, Ὑ4ν.-.»7η6 са положителни. Нека полиномите Q,(x) и Q,_;(x)

са съответно ΟἹ /-та и (п--1)-ва степен и нулите им са реални и про-

сти, като се взаимно разделят. Тогава числата а %), «оз...,«, са всич-

ките с еднакъв знак или с алтерни| ащи знаци.

Естествено тогава и нулите на полиномите Q,(x) и Οκ 4+(«х),

k=2, 3,...,n—1, ще бъдат реални и прости и ще се взаимно разделят.

13. Теорема на Билер--Хермит. Друг пример е теоремата на Би-

лер- Хермит. Нека

f(x)=0

е уравнение, Ha KOETO всичките корени се намират OT

едната страна на реалната ос. Тогава, като извадим /

пред скоби, нека

ЛЯ(29 .

Уравненията (/-0 и V=0 имат само реални корени.

Нека

прости корени, които се взаимно разделят. Тогава отношението

f(x)=(x—a,—ib)) (x—a,—iby).. .(x—a,—ib,),

гдето числата b, >0, k=1, 3,...,n Да nocrasum

fo(X)=(x—a,—ib,))(x—ay—ib,)...(x—ap—ibp)=U,+iV,.

ToraBa при p =2 umame

Ра () (x—ap—ibp)= / (%), =

(Upy а) (x—ap—ibp) = Up+iV).

Като npupaBHUM реалните и имагинерни части, получаваме

Up=(x—ap) Up_y+bp Хъ
(29)

Vo= —bpUpy+(x—ap) -
Аналогично npu p+1:

(30) Upt1=(x—ap+Up+bpt, У
Axo елиминираме οἹ (29) и (30) V,_;, и V,, получаваме

(31) bpUpt1= Uplbp(x—ap11)+ bpt1 (X —ap)] —

—Up—1 bpt1 16,2+ (x—a,)?)

T. е.
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Ако положим (Л-1, виждаме лесно, че тази релация е в сила

и за р-1.

Равенствата (31) ни показват, че полиномите

(32) U,=U, U, Uy _4,....,U, U,

obpasysar една редица Ha Шурм. Следователно броят Ha реалните Ko-

рени на U=0 по обобщената Щурмова теорема е най-малко равен Ha

броя на изменението на вариациите на редицата (32), когато х расте

ΟἹ -τ-οὦὐ до +co. Но полиномите (/, започват с члена xP, така че оче-

видно при Х---со редицата (32) има м вариации, а при X=0O нито

една. Така че всички корени на (/--0 ще бъдат реални. Същото до-

казателство е в сила и за V=0, Ако а,-Е1, то разсъжденията остават

същи, само малко се усложнява писането. -

По-сетне с директен метод отново ще докажем тази теорема в

обобщен вид.
14. Брой на корените посредством квадратични форми. Пръв

Хермит е въвел квалратичните форми за определяне броя на реалните

корени в един интервал. основавайки се на закона за инерчността.

Нека е дадено уравнението

(33) 7(20)-- ау х"--азжи-14- ... +a,=0,

на което корените са &, &g,..., %, И

(34) Sp=a"+ag"+ ... а
ca степенните cGopose. Да разгледаме квадратичната форма

л n

Flxy, χᾳ,..., %)= Σ Σ-ςλ-ι-μ-πχλχμ-
=1 и1

Броят на различните помежду си корени на урав-

нението (33) е равен на ранга на формата, а броят на

различните реални корени е равен на сигнатурата i

Ако заместим за S, 5 израза (34), получаваме

Е (хр х„,...,х„):Й Σ(ἑα͵λ-ἰ-μ-2 )χλχμ:
λξξῖ u=1 =1

” я n

= Ξ:( Σ: α, χ Ξ α,“”’χ,,):
=1 =1 #1

= Σ (1 +a, Ха .. аИ х.,)г.
v=1

Hexa реалните корени ca

Ръ ръе» Ре(Р.5ЕР,)
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съответно OT кратности

Ръ РаРе

Нека различните имагинерни корени са

85 б.з..., вь 01y δα».: By

ΟἹ KPaTHOCTH ¢y, Фа,...,4р Т. е. имаме

ι ΡΩ Ἐ еее ре 2 (41 ..е ) =0

Квадратичната форма има вида

в

Е(хр Хае «а) Zps ( Έρ, Хае o X))
s=1

ἐ

+ Σ ааа й хан T s
ἄξξὶ

ἐ

Ε Σ χι(χι- δι Xg= е.. τε διατ х.)2).
i=1

Естествено e, че k+2/=<n Axo k+2/<n, да означим с

&1 βαν». Ваовом нови n—k—2l реални числа, които помежду си са

все различни, както и OT р.. Тогава детерминантата

1 . 1 1 1 .. 1 1 1 . .1

f1 - - Ра 8 ἶι ες ; 3, £ КВя

рИ L . ра 51Г1 51„-1 εὐν ὃδ " ἶι""’ g .. g:":}e_‘”

като детерминанта Ha Вандермонд е отлична от нула. Ако поставим

δλτε Щщ +ivy, διτειχ 0

д;:-] :ιι(λ“"Ἱ)-ι-ι“υξ”"Ἱ), ξΐ-ι :“ἕ“-υ _i.vg.n—l),

TO и детерминантата с реални елементи

1 1 1 0 | 0 1 .. 1

21 .е Ре uy “ ИЕ v & .е En 2 o

Р1л-! .. Pkn-—l ul(n—-l) U](n—l) ες ul(n-l) .v‘(n—l) gln—l .. g::;z—'zl
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i

Karo равна Ha предидущата, умножена с (—2—), е отлична ΟἹ нула. Сле-

дователно реалната трансформация

' s,=xl+Psx2+_"'+PSn_1xn’ s:‘—]y 2)..-sk)
| Ε Ху Ο ЩИ О й

254 .  ̓ | "} A=1, 2,...,4,
' X bt = 'vzxg‘i‘...—i-‘ll;_(”— )x,

xlk+2l+“=xl+g”x2-+- .. +8ип-1 xn,

p=1, 2,...,n—k—2l

има детерминанта, отлична OT нула. С тази трансформация dopmara Р

се обръща в

, 4
φ

ΣΡεΧ .Ὲ Σ ди ( ечеа а Ч ааа) 4 ( а Ха) <
51 =1

k ͵ 4

ΒΝ

:ΣΡΧΧΞἜ.}. Σ 24, xl2k+2l—l—‘ ἓ : ?(];„ х”2„+д.
s=1 #1 i=1

Имаме caenoBarenso - ἰ положителни и ! отрицателни квадрати. Ран-

гът на квадратичната форма Е (Х., Xx,,...,x,) е

(k+0)+1=k+2!

(“+4-1-#,

с което теоремата е доказана.

Ot Ттази теорема следва: Необходимото и достатъчно

условие, щото корените на (33) да бъдат реални и раз-

лични помежду си, се състои в това, че формата

Е(хр Χαν..., Х.) да бъде положително дефинитна.

Понеже дискриминантата Е е

SO Sl Sz "’Sn'—l

S, δὲ δὲ ...S,

и сигнатурата

Sn_l SII ц9п+1 .. . 8-2;1-2(

то горвото условие е еквивалентно C положителността на детерми-

нантите

So 515 .S,

S, S, S, ..
ка 53 Р| {π|2, 8,...» ι
Ο Ξ e e

Si—l St' SH‘I Y 2n—32
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Този метод може да се обобщи за намиране броя на корените, които

се намират между две реални числа Ω ὶ b. Ако у € едно произволно

реално число, да разгледаме квадратичната форма

0„()61 х2,...,х„)=2 Σ (T Sfl-+u—2_Sl+u*1) Х) Ха
Я1 p=1

която, както по-рано, веднага се свежда на фОРМЗТЗ

Σ (у--а,) (g, Xyt . а х)
=1

или Ha

#“

Σ Ps (Y_pa) (xl +Ps x2_+‘ stk Р.гл-1хд)2+
s=1

ц

ч

ἘΣ φι--δὴ ὐ δὲ Kyt 8T х)е
#1

4

—I—Z φιίγ--δὴ (01 +81 X+ ... 871 хн)2.
=1

—

С реалната трансформация (35) ¢popmara става

κ ἐ

З »»(γ--οὐ) X2+ 8) аИ #0) ( н X )+
#151

k

(=t 1)) (€ g — X o)) = # Ре) X2+
s=1

4

ἙΩΣῚ ае) 0е — и) + 208 Ха Хани-1)
A=1 .

Axo cera приложим трансформацията (35)

xX=x,s=1,2,...,k

X o111 = Xppgi—1+(@2—Y+V') X ааа Ι 6.-1, 2 )
, й =1y суе

Хае xk+2,,_1—|—(u’l—y — ") Ха |

х”„+„+„=х;+2,+„ k=1 2,...,1--#--2)),
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която има детерминанта, отлична от нула, понеже χ ==0 и тези ли-

нейни уравнения може да бъдат решени спрямо X", то получаваме с

малки пресмятания

k

(37) З) рае)
5721

ц

+ 4Σ 4; χ. а ἰγ- W)U )
#51

Ако с 7 означим броя на корените р, ΚΟΗ͂ΤΟ са по-малки OT у и сле-

дователно другите K—j са по-големи от Y, предполагайки, че у не е

корен на f(x)=0, то формата (36) има /4-4 положителни и #-/-+1

отрицателни квадрати. Сигнатурата е равна на

ὑτὴ--ἰἀ- χ ε- 3}--,

Ако следователно a καὶ b (a < 6) са две реални Ччисла, отлични OT р,,

TO да изберем отначало у-а, сетне у-д. Ако имаме /) реални корена,

по-малки от а, и /, по-малки ΟἹ b, така че j;—j, корена между а H

b, то сигнатурата е съответно равна на 2j,—k и 2/--#. Разликата

между сигнатурите е 2 (j,—j;). Следователно имаме теоремата:

Ако о; означава сигнатурата на квадратичната

форма

i„

(Y Situ—e— 5) X1 X
Фе

TO между две числа а и b (a<b) лежат точно%(ад-о„)

рални и различни корени на уравнението (33), като

предполагаме, че аи b не са корени.

15. Друга теорема. Нека f(x) е даден полином и Й->0. Да

поставим

А (ж)--/(х-Й)--/(ж), A2f(x)=Af(x+h)—Af(X),...

A% f(x)= АК1 f(xLh)— Δετ f(x),. ..,

KOHTO са разликите HA полинома f(X) или с други думи разликите на

числата

76:2), Л(х4+#), f(x42h),...,f(x+1h),...
В отделянето Ha корените тези разлики могат да заместят произ-

водните. Именно имаме следната теорема, дадена от автора1:

1N, Obreschkoff— Jahresbericht der Deutschen Math. Verein. Band 37 (1928),

стр. 234--237.
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Нека f(x)=0 е алгебрическо уравнение от л-та сте-

пен с реални коефициенти и V, да е броят на вариа-

циите на редицата

f(x), Af(x), A2f(x),..., A"f(x)

ToraBa броят на реалните корени Ha това ypaBHe-

ние в интервала (p, 4), гдето g—p; е кратно на Й, е най-

много равен на V,—V, гдето

рееру-(л--1Й.

За доказателство виж питираната работа. При #-0 получаваме

теоремата на Фурие. Прилагането на тази теорема обаче води до по-

прости пресмягания OT теоремата на Фурие.

Глава Ш

МЕТОДИ ЗА ПРЕСМЯТАНЕ НА КОРЕНИТЕ

1. Метод η Нютон. Нека @, # са две числа, които отделят
един корен на уравнението

(1) f(x)=0.
AKO TO3H корен е X, ще имаме

хеа--й, fla+h)=0

или по формулата на Тейлор

е) f@+h @+ Ἐ @+ ... <0.
Heka числата a,b се отличават най-много с единица, така че

μ < 1. Следователно ние ще намерим една приближена стойност 88 A,

ако в уравнението (2) пренебрегнем степените на Я OT втора нататък.

Приближението ще бъде толкова по-голямо, колкото е по-малко чи-

слото #. Лявата част на (2) се редуцира на първите си два члена

Д(а--#/(а)-0,
отгдето

α,---.- L@
τ τ Ра

® Л(а)а Vo

аящ ΕΝ
гдето а, ще бъде приближена стойност 88 X, По същия начин, изли-

зайки от b, получаваме друга приближена стойност :

ΒΝ
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От тези стойности можем да получим други:

Да) ΕΝ -Щд-

Ν δ,--ὖ, ὴ
и т. н. Преди да изследваме дали действително се приближаваме така

към корена, ще дадем геометричното представяне на метода на Нютон.
Именно ще покажем, че методът се състои в заместване на кри-

вата y=f(Xx) с нейната тангента в точ-

у ката с абсциса а или b. Именно в черт. 6
е изобразена кривата y=f(x) между,

точките A с абсциса @, ордината f(a) и

В ς координати b, fib). Уравнението на

тангентата 7 в точката А е

Те у--Да)-/ (а)(х--а).

Пресечната точка на Т с абсцисната

ос ще бъде дадена с у-0:

Аналогично пресечната точка на тангентата в В с абсциената oc

ще бъде дадена с у-0:

ΟἹ чертежа се вижда, че d, е по-близко до корена X, HO й) се

отдалечава, така че явява се необходимо едно допълнително H3-

следване.

Нека предположим отначало, че / (х) не си мени знака в интер-

вала (а, b). Тогава f(a) и / (а) ще имат обратни знаци, а f(b) u / (b)

ще имат еднакви знаци. Следователно

Л(а)
Τ <Оиниа, α,

2. Правило на Фурие. От горе видяхме, че а, > @, обаче не сме

сигурни, че g, не надминава X, както например имаме, че b, < а в

черт. 6. За да бъде а, едно истинско приближение, достатъчно е да

сме сигурни, че @, е по-малко от корена χ. Също, за да бъде b

истинско приложение , достатъчно е да бъде по-голямо от «.

Нека да предлоложим, че интервалът (@, #) е така малък, че и

Г"(ж) си запазва знака B него. Ако X =Gk е коренът B интервала (а, b),
A PasBHEM лявата част на уравнението
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като се спрем до втория член. Имаме

2

fl@y+Hhf ) Г (а+8)-0, 0<80<31,

отгдето, като решим спрямо Й, получаваме

ве) #/ (а+09.

ῶ 7@

3a корена х получаваме

4 1 еРа , RSt
() e T Т А

 ̓

OTTyK се вижда, че условието X > a, е еквивалентно с

7 ́ (а+ 0А)

ῶ <О

Понеже числото а--#0 се намира в границите (а, &) и /”(х) има

постоянен знак, то горното е еквивалентно с

Г (а) Τ (
f’(a)<0 или понеже а <0, с

/" (a)

74) >
.

Така получаваме правилото Ha Pypue: Приближението а; e

по-точно OT a, когато /(х)и f'(x) за х--а имат еднакъв

знак. Ако това условие н2 € изпълнено, не сме сигурни за . Също,

ако /(6) и / (0) имат еднакъв знак,то х < b; < b, т. е. b; е по-точно

οἹ #. Понеже f(a) и f(b) имат обратни знаци, ясно €, че за едно,.

числата @ и b това условие ще бъде изпълнено.

Лесно е да се види валидността на правилото на Фурие по reo-

метричен път. Така нека разгледаме черт. 6. Кривата е изпъкнала към

отрицателната част на Y, Г (х) (както е известно в диференциалното

смятане и което впрочем веднага се вижда по това, че ъгловият кое-

фициент на тангентата постоянно расте) е положителна в целия HH-

тервал (а, #). Точката a,, за която

Да (а>0

е по-близко до X, отколкото а. Ако / (х)<0О, тогава кривата е изпък-

нала към у положително (черт. 7) и by, за което

1(δ) " ) 0,

е по-точно приближение. Читателят лесно ще разгледа случаите, ко-

гато A е под абсцисната ос, а 8 -- над нея,
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От формулата (5) се получава една горна граница за грешката,

която се прави, като вместо корена х се взема числото а). Именно
нека M е максимумът Ha |f”(x)| в интервала (@, b), тогава ще имаме

нР (а+я81 ς (ὁ - -αὐ M

217 (@)} 217 (@)

Оттук се вижда, че колкото

дължината b—a на интервала

(а, b) e по-малка, толкова TOY-

ността с квадрата й се увели-

чава. При малко b—a правило-

то на Фурие може да не се взе-

ма под внимание.

За пример нека е дадено

уравнението

1х-а) |2

f(x)=x3%-x—3=0.

По теоремата на Декарт TO- Черт. 7

ва уравнение има един поло-

жителен корен, който се намира, както се убеждаваме, със заместване

в границите 1,2 и 1,3, т. е.

а- 1,2, #-: 1,3.

Тогава имаме

ς 1 0,072 1

- fla) . __0,00047856

ag—al—f—,—(;:)—l,2135 541774675 “

= 1,2135—0,0000883=1,2134117...

AKO излезем OT горната граница b, To ще имаме

а O3 а 0497 3
ὁ1--1,3-- а 1,8- еруе 122

oo 122) oo 0035848 _
by=1,22 f_—“(l,22)—1’22 7546537 =1,21344...

3. Обобщения Ha методлда Ha Нютон. 3a получаване Ha по-добро
приближение Ha KOpeHa х Ha уравнението (1), вместо да пренебрегнем

степените на £ в (2) ΟἹ втората нататък, пренебрегваме същите OT

третата нататък. Така за определяне Ha Я получаваме квадратното

уравнение

е Ο @)+ / (@)=0.

38 Вистща алгебра 
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Ако заместим Л с равното му число X—a, получаваме за приближена

стойност на корена уравнението

@ f@+(x—a) ῶ εΞ " (a)=o.

Последното ypaBHeHHe показва, че абсцисата на една OT пресечните

точки на параболата

8) »γε} τ - - @)+ 5L ра)

с абсцисната ос е приближена стойност на корена χ. С непосредствена

проверка се вижда, че квадратната функция у и нейната първа и втора

производна 3a Xx=a приемат стойностите /(а), f'(a) и /(а), T. е.

параболата (8) е оскулачна на кривата y=f(x) в точката |(а,/(а)).

Следователно геометрическият смисъл на изложения начин за прибли-
жено пресмятане на корена X е заместването на кривата у-/(х) с

оскулачната парабола към нея B точката [(a, / (а)).

При изложения начин става необходимо да решаваме квадратни

уравнения. Ще разгледаме друго обобщение Ha метода Ha Нютон, при

което се избягва решението на квадратни уравнения и точността на

приближенията е от същия порядък. За простота да въведем озна-

ченията

f@=by f(@)=b, #8 нь Р ..
3!

Torasa уравнението (2) може да се цише Taka:

(9) 6,4-6,84-6,#246,834-6,814-... --0.

Ако умножим това равенство с Й, получаваме

(10) б,я--6,824-6,83-1-6,844-5,854-...-0. .

Като от първото уравнение, умножено с b;, извадим ΒΤΌΡΟΤΟ, умно-

жено с b,, получаваме уравнението

boby+(b,2—bob,) #-4-(6.61--6,2) #34 (646,-- 646,) #4-4-...--0,

което с пренебрегване Ha A3, #2,... става

bob1+(b12—bob2)h:0-

Оттук 3a Я получаваме приближената CTOMHOCT

—_— bobl

b=,
и следователно 88 корена X ще MMaMe приближената формула

f2 @)= f@F" @)
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За пример да разгледаме уравнението

f(x)=x34-x—3=0,

което има един реален KopeH B интервала (1,2). 3a Hero по правилото
на Нютон (при а-- 1) получаваме приближението

_ 0 Ξ-ι
al'_l—f,(l) =1— =125

Уравнението (6) crasa

3h244h—1=0,

OT което 88 същия KOpeH получаваме

и по формулата (10) намираме приближената стойност на въпросния

корен

TOIM____ _19105...
ῶ 7 ()

2

а, 2 |--

Като вземем пред вид пресметнатата преди по-точна стойност 1,2134...
на корена, виждаме, че приближението ] от трите приближения а;, a; и
1

а e най-добро. Въобще приближенията с формулата (11) и посред-

ством квадратното уравнение (8) са по-добри от Нютоновото прибли-
жение. В някои случаи, на които не ще се спираме, имаме отклонение

от предното твърдение и даже може оскулачната парабола да не пре-

сича абсцисната oc. Ще отбележим, че по следвания метод могат да

се получат по-добри приближения OT тези, дадени с правилото (11).
Именно умножаваме (10) с 4

(12) boh2L-b k31 вл Бе ... =0.

Or уравненията (9),(10) и (12) елимини pame #2 и 43 като към (9) при-
бавим уравненията (10)и (12), умножени съответно с числа А ὶ β, които

удовлетворяват уравненията

(13) b2+1b1‘i‘}"b0:0;

byt Aby Ἐμδ,--Ὁ.
Така получаваме ypaBHEHHUETO

δ0-(δ4-λδ.) Я4-(0, 6446) #2-4-(8; 0804) #4-...-0,

от което с пренебрегване на степените на Й от четвъртата нататък

получаваме

(14) δο-Ἐ(δι-1 Ahy) #-0.

От (13) (14) за Я получаваме

(15) μ-- . δο(θι" - by by)
Б ву Ъе “
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Новата приближена стойност а--#й на корена е по-добра от предните.

Трябва да се отбележи, че по следвания път получаваме все по-добри

приближени формули, но те стават все по-сложни и непригодни за чис-

лени пресмятания. Когато интервалът (@, ), B който лежи коренът X,
е малък, най-добре е да използуваме метода на Нютон за по-нататъшни

приближения на х. Както видяхме, грешката при последователните

приближения с метода на Нютон намалява твърде бързо и освен това

изчисленията с този метод са по-прости.При получаване на първите

приближения и немалък интервал (а, #) приближенията на Нютон са

бавни и по-удобно е да прилагаме уравнението (7) или формулата (11)

и даже по-прецизната формула (15).

При известни условия (например при изпълнение на правилото на

Фурие) последователните приближения

ав+а < йл ;(:(:„)), n=0,1, 2,..., a=a
fl

KJOHAT към определена граница x,, KOATO € корен Ha уравнението, по-

неже за нея имаме ,

} ( ,

Р (х,)
ме

T. е. f(%;)=0. Ще изучим сега реда на приближението X;—dnyq спрямо

предшествуващото приближение х);--ал Без ограничение можем да

приемем, че коревът X; е прост. Именно многократните корени, както

знаем, се лесно отделят. Тогава за f(x) имаме

(16) f)=(x—x1) 9 (x),

където функцията ¢ (X) не се анулира 88 X=X, Karo usnonsysame (16)

и PaBeHCTBOTO

(17) 7 γεα-- χὴ ¢ )Ὲφ )
33 разликата X;— @4, получаваме

(¥1—an) plan) +{xs—an) (ал- х (@an)+¢ (апЛ φ' (ал)

77 (an) - 7 а а) gy
Н

Оттук при п-. со получаваме

Ἐ ΤΝ ш φ' (:) Ν φ͵(χ! ̓ .

ηι-ι»Ἑ (χ,-- an)2 Ке Ф (xy)

Последното гранично равенство показва, че при всяко следващо при-

ближение грешката е от втори ред спрямо грешката от предхожда-

щото приближение. За пълнота да разгледаме и случая, когато коренът

ху e р.кратен. Тогава

() (х--х1) g(x),
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като g(x,) = 0. Следвайки същия ΠΈΤ, получаваме граничното равенство!

lim xl“‘_anq < p—1

п-зо X1 8n ,
3

което показва, че приближението на Нютон в случая p > 1 не e така

добро. За да получим приближение от по-висок от първи ред, замест-

ваме приближенията със следните!

”

ак Ρ ζ'(ἶἷιῃ) |
С аналогични пресмятания получаваме граничното равенство

lim xr'_am; -- ¥l

което показва същия порядък Ha приближение, KAKTO B случая Ha p=1,

т. е. при прост корен. .

Да изследваме сега приближенията с формулата (11). Следова-
телно ще трябва да образуваме редицата от числа (приближения)

йнфа 1 μ-- р те

7 (ал)--- ХД(ан)/" (an)

и да изследваме порядъка на Χι--ὥμμι спрямо този на X,—a, Като

вземем пред вид формулите (16) (17) и формулата

7 ογεο-- χὴ φ (x)+2¢' (%)

(получената οἹ (17) с диференциране), намираме с някои преобразувания

следната формула:

9" (ан)-- # (@) # (@)

12 (@)~ Σ f @n) 7 (ан)

Оттук получаваме граничното равенство

1
Ф (ха)-- 5 Ф (1)9” (xlim Ν 1) р 1) φ ́ (1)

n-yo0 (χ,-- Ρ " Ф2 () ,

от което се вижда, че грешката X, - 51 € от трети ред спрямо греш-

ката X,—a, Следователно приближенията към корена с редицата (18)

са по-бързи.

"E. Bodewig, Journal fiir d. reine u. angew. Math., 1949.
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4. Regula falsi. Този метод се състои в това, че кривата y=f(x)

се замеетва в интервала (а, #) 88 X, B който е отделен един корен, със

секантата. Нека А е точката (а, f(a)), B(6, /(6)). Тогава секантата AB
има уравнение

. b_

(19) y—f(@=20"T0 (ς а)

Пресечната точка на тази секанта с абсцисната ос се дава с y=0 и

от (19) имаме за абсцисата й

(20) x1=a—-——f—([L-(b—a).
7(6)--(а)

Приближението е OYeBHTHO по-голямо, ако интервалът е по-малък.

Този метод, обяснен алгебрически, се състои в това, че в интер-

вала (а, b) заместваме /(х) с линейна функция. Нека коренът X, лежащ

междуаи b, e

x=a+h, x=b-—*k. !

По формулата на Тейлор имаме

h2

f@=f(x—k)=f(xX)—hf (X)+57 [ (X)— ....

BtfO)=f(x+k)=1 () ¥&f (x)+

Karo пренебрегнем степените OT квадрат Harope Ha Я и k, получаваме

приблизително

Л(а)--- #/ (26),

, /(6)<- #/ (%),

отгдето имаме

Да " ох-а.

706) В x—b

Ако решим последното уравнение спрямо х, получаваме форму-

лата (20).

Пример. Уравнението

f(X)=x3+x—5=0

има един корен между 1 W 2. Axo поставим a=1, =2, то (7) дава

—3 3
. x1_1+_3_5=1 8”

Да вземем приблиЖеното 1,4 и поставим

a,=1,4, f(1,4)=—0,86,

by=2, f(2) =45
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коренът е в интервала (1,4, 2). По (7) имаме (

о,6ж0,86 |
жа 14 T = 1,49,

Да вземем приближено :

a,=14,. /(1,4)- --0,86,

6,-1,5, f(1,5)=—0,125,

то по (20)

x,=1,6170.

Нека

аз- 1,5, /(1,5)---0,125,

b,=1,5517, /(1,517)---0,008,

отгдето по (20) имаме приближението

Ха- 1,51598.

Имаме
Ν

7(1,51598)- —0,000002...,

а /(1,516)>0,. с което се вижда, че коренът е в интервала(1,51598,
1,516) и можем да напишем с TOYHOCT до третия десетичен знак

x=1515...

5. Метод на XopHep. To3u метод e подобен на метода Ha Нютон,
но с него се пресмятат последователно десетичните знаци на търсения

корен, като се използува делението на Хорнер, с което се запознахме
при трансформацията Ha уравненията. Нека на ypaBHeHHeTO

25 . . 7 )Ξ0

е отделен един корен в интервала (а,а-41) гдето а e цяло число.

Намаляваме корените на това уравнение с а по метода на Хорнер. Тър-

сеното уравнение ще бъде

(22) fi(x)=f(e+x)=f(a)+xf (@)+ ...=0.

ToBa уравнение ще има един корен B интервала (0,1), който получа-

ваме по метода на Нютон, като редуцираме уравнението (22) на линейно :

X' = -ἆζ(ἷπ))-: 0,a.ay ...

Hamanssame корените Ha (22) с 0,4, и получаваме HOBO уравнение

μ ()=f1(0, а-+х)-Л(0,а,)+хЛ/(0, а)+...-0,

Ако а, е точният пръв десетичен знак на корена х, то това уравнение

ще има един корен в интервала

͵ (Οι ala 01 a1+1)’
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за който получаваме приближената стойност

0, а,)x”:—“f‘,( п =0,0a,a,"...
Δ, а) Π9 ὃ

Тогава намаляваме корените на това уравнение с 0,0а, и T. н. Така 38

корена х на (21) получаваме

x=a,a1a2a3...

При извършване обаче на тези операции MOXKEM да се натъкнем

на следните случаи. Може да се случи, че х” да излезе по-голямо ΟἹ 1.
Понеже сме сигурни, че х се намира между а и (a+1), то опитваме
тогава а) --9. Ако обаче свободният член. Л.(0, a,)=f(a,a,) в f2(x) има
обратен знак на /(а), то ясно е, че сме минали корена, така че нама-
ляваме @, на 8, пак изпитваме, докато не се яви този случай. Същото

1важи и за х”, което трябва да излезе число < т6 Ако х”>%, взема-
ме 88 а,--9 и следим 88 свободния член на новото трансформирано

уравнение. Може да се случи, че сме взели десетичен знак 3a X, по-

малък от истинския. Тогава ще забележим, че корекцията, която се
получава в новото трансформирано уравнение, ще бъде от същия ред
големина, т. е. ако тази цифра е стотица, тя ще бъде пак стотица, а
"не хилядна. Тогава увеличаваме десетичния знак с една такава единица
и продължаваме изпитванията.

Така нека за уравнението

X34 x—3=0

приложим метода Ha XopHep. Видяхме, че TOBa ypaBHEHHe има един

корен в интервала (1,2, 1,3) който да пресметнем. Намаляваме коре-

ните му с 1,2 с правилото на Хорнер и за по-голяма простота пройз-

веденията на 1,2 с коефициентите на частното ги нанасяме на самата

схема:  ̓

10 1 -3

12 144 2,928

L2 ΊΣ 241 —0072

12 288

24 532

12

36

Трансформираното уравнение e

х4-3,6 х24-5,32 x—0,072=0,

което, редуцирано на последните два члена, дава

0,072
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Намаляваме корените на това уравнение с 0,01:

135 532 —0,072

0.01 0,0361 —0,053561

001 | 361 53561 —0,018439"
К 0,01 0,0362

3,62 5,3923

0,01

3,63

Трансформираното ypaBHeHHe e

x3--3,63 x2-4-5,3923 x—0,018439 =0,

което дава |

“ 0,018439

X*="%53923

Намаляваме корените му с 0,003:

=0,003.

13,63 5,3923 —0,018439

0,003 0,010899 0,016209597

0,003 3,633 5,403199 —0,002229403 “

0,003 0,010908

3636 5414107
0,003

3,639

Получаваме

4o 0,002229403

5,414107 =0,0004.

Търсеният корен x; Ha даденото ypaBHeHue ще бъде

x,=12134...,

гдето сме сигурни до хилядните.

6. Метод на Лагранж. Един друг метод, който използува тъй на-

речените верижни дроби, е този на Лагранж. Нека а, а--1 са после-

дователни цели числа, които съдържат един корен на уравнението от

л-та степен:

(23) f(x)=0.

Да поставим

1
x = (Z — а

+ y
TO уравнението за у

n—1

л а) а) 7 @+ .. =0
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ще има един корен, по-голям от 1, понеже за

а*+1>а+%>а

1
следва -;< 1, у>1 Нека с последователно заместване на числата

1, 2, 3,... се намери, че коренът е в интервала

(b, b+1).

Поставяме

1

като за 2 получаваме уравнението

1

κ - ι b+ )=0.

Това уравнение ще има един корен, по-голям от 1, който нека се

намира между целите числа

с, c+1.

1 .
Полагаме 2-6---- и намираме уравнението 88 U: .

А(е fye+) =0,

което ще има един положителен корен между целите числа

а, d-+1,

Η Τ, H

38 корена х получаваме приближенията

1 1 1
χεαιλια,. ὶ -αι. еае Е

“ bt— b+ _—
 ̓ οὐ-- е+

като той се съдържа между числата

а, а--1,

a+
1

b+l A at 5

1at i иа+-11-ит. H.

b+? b+ c+1

38 пример нека е дадено уравнението

f(X)=x3+x—3=0,
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което има един корен между 1 u 2. Полагаме

1
x=14+—

+У
и получаваме за у уравнението

. »--4ν»"--θν--͵ --ὖ,

което има корен между # и 5. Полагаме

1
-44 Еу4

и получаваме за #2:

1323—1322—82—1=0.

Положителният корен e между 1 u 2. Полагаме

и получаваме 3a и:

9u3—-5u2—-26u—13=0,

което ypaBHeHHe има корен между 2 и 3. Полагаме

1

и получаваме

13 v3—6292—49v—9=0.

Tosa ypaBHeHHe има един KopeH между 5 и 6. AKO поставим

TO nonyanaMe 3aw -

" 179%°—306w? — 133w —13=0,

което MMa KOpeH между 2 иЗ U Τ. H. Taka получаваме 88

Оттук получаваме приблизителните стойности

5 6 17 91 199
Ι’Ἱ’ 5 Τά’ 752 m—1,213...
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Πο причина на по-дълги изчисления методът на Лагранж е по-не-

практичен OT останалите методи, HO той има голямо теоретично значение.

7. Метод на Лобачевски -- Грефе. Методът на Лобачевски дава
всички корени на уравнението, без предварително да сме изследвали реал-

ността им или да сме Ги отделили и Τ. H, Принципът на метода се съ-

стои в това, че от даденото уравнение се получава ново, на което коре-

ните са достатъчно високи степени на корените на даденото уравне-

ние, така че степените на малките по абсолютна стойност корени са

много малки сравнително степените на големите корени.

Нека даденото уравнение да бъде

(24) Л(х)--ах"--ахи”-1-... ал χ , Ξ Ὸ

с корени «Х), X,,..., Хл Да образуваме уравнението

(25) YAy Ayt 24 .. + А4.-0

с корени X,TM, х.”,..., X,”. Да предположим отначало, че корените са
всички реални и че

|а | > X[ > |ж|>...>1х.,|

Но тогава от (25) имаме

XM x4 L ЖИ — A,

или

Когато m— со, то Β средните скоби изразът клони към единица,

така че при достатъчно голямо т с приближение може да се пише

(26) Х1т: ’""ΑΙ-

Също ΟἹ релацията .

Xy χ Ἐ XX L X XM= A,

или -

X, X" [ 1 (ἓ)“-μ(ἕ)“(ἓ)'“ψ... ]:Α2

се вижда, че при достатъчно голямо т ще имаме с приближение

(27) ЖИ XgTM = Ag.

По-нататък подобно ще имаме приблизително

(28) жИ X" хе --А,

и Τ. н. От тези релации имаме прйблизителните стойности за корените

An .

Ap—y
(29) X\ == Ay Χαρῖιξε - , XM= - τ
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Тук трябва да се изпита кои значения на /1-те корена удовлетво-

ряват уравнението (24). Понеже това изпитване при уравнения OT по-

висока степен и корен, пресметнат с повече десетични знаци, е сложно,

то по-удобно е да се изследват със заместване две граници, между

които е този корен. |

Получаването на уравнението (25) се значително опростява, като

изберем т равно на степен на 2.

Но такава една трансформация може да се получи с последова-

телни трансформации, които се състоят в повдигане в квадрат на ко-
рените.

Последната проста трансформация може да се извърши така:
нека в даденото уравнение да отделим членовете с четните и нечет-

р

ните степени на х Τ, е.

- 7 )Ξφ(.5)}. хф(х2)-0.
. Тогава имаме

[(=x)=p(x?)—xd τ ,

Т() 1(-- ) Ξφ ὐ -- χ 2 (х2)-0.

Уравнението 88 y=x2 ще бъде

+:0/)-#4ф2()-0
или

(30) Oyt —by Yy It by y 2 4 ( Ὶ 8: 0,
гдето

б,-а,2, д,--а2--2 а,а,, #,-а,2--За, a,+-2a4a,,

by=as®—2a,a,4-2a,a,—2a,a,,

bn_y=a% 1--За,ал » b,=a’
n

При тази трансформация членовете, KOHTO не са квадрати, постепенно
ще стават спрямо последните все по-малки релативно. Така в (25),

когато т става достатъчно голямо, отношението на Ay? например към

А, А, по (26), (27) и (28) е близко до

X2 g, (X m

X, xm xz’”x,’”—_(x_,) ’
така че може да CTaHe произволно голямо.

Именно след известно място коефициентите на трансформираното
уравнение (30) ще представляват почти квадрати на коефициентите на
по-раншното уравнение, Това именно се случва при направеното пред-

положение, че корените са по абсолютна стойност различни.

Ако корените са реални, то понеже трансформираните уравнения
имат положителни корени, в левите им части ще има само вариации.

Ако се случи това да не е изпълнено, то показва, че даденото урав-
нение има имагинерни KOPEHH.
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Да изследваме случая на имагинерни корени. Нека

g(cos + #5т +)

са два конюговани такива корена. Лявата част на трансформираното

уравнение (25) ще има множител

х2--20”“ со5 те x-+g* или x2+f, x--g% f,=—2gmcosme,

който представлява произведение на биномните множители, отговарящи

на корените

” (со5тф + isinm o).

Ако 88 едно m=2", тф е кратно на T, то нататък постоянно ще имаме

същото съотношение, така че двата имагинерни корена ще се държат

като равни реални корени. й

Ако този случай не се яви, то f, за различни стойности на т ще

се колебае Mexay—2gTM и 2рт,

Нека например имаме

|« Ρ | >8> x>0,
тогава

—A =X+ X" .. Х (1--а),

КЕ Е ЕЕЕ

— Ay =2x" χgmcosmep+ ...,

Дуе X" xgTM @2 - L= χ ху 2” (14 ay),
_Aslem х2т g2m x3”‘(1 +“5)’

гдето «), ἄ5,... са числа, KOUTO KJOHAT KbM нула, KOTATO /7 клони K'bM

безкрайност. OT горното се вижда, че ако имаме само два имагинерни

корена, то в трансформираните уравнения всички коефициенти освен

един ще се отнасят, както в случая само на реални корени. Единият

коефициент, в нашия случай Az, понеже зависи OT COSM g, ще се KO-

neGae, като може да си изменя знака. Другите коефициенти на транс-

формираните последователно уравнения ще се приближават към ква-

дратите на тези на предшестеуващите уравнения.

От горните релации можем да пишем приблизително

m_ m__é2 2m_44 т пещ 45
х! ΑΙ’ Xy Al’ g Αι, Хз Ад,.„,

така че, KaTO разделяме последователно коефициентите на трансфор-

мираното уравнение, като изпускаме члена, който се колебае, получа-

ваме т-тите степени на X1, Хо, & Xg,...

Ако имаме още един чифт конюговани имагинерни корени

21(с08 ф, -Ὲ ising,) и нека

g%y 2 > x| > |х.|>...,
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то ще имаме за уравнението (12)

-А1-- 2” cos mp+x,"+ ...

A,=gn4-2xmgncosme+t ... =82(14ay),

—Ay=g%"" ху (1 +a3),
4,-2.2т х," ру”" со8 те + ...,

--ΑςΞερῆ χ τ 20 (1),

Ag=g""x1" 8,2 ху (1} αρ),
— A, =g χ g1 ху ху (1 - α}),

гдето α,-» 0, когато т — со. Оттук се вижда, че ще има два коефи-

циента, именно A; и A, които ще се колебаят освен в случаите, че

едво ΟἹ числата M, Mg, 88 някое т е кратно Ha π, в който случай

ΟἹ известно т нататък имагинерните корени ще се държат като реални

двойни. От горните релации имаме приблизително

- Ъ AS Аб т + Α'Ι
g¥=A, Х7 Ае &1 a,’ Χ =T : ХРе

От A, μ A, можем да намерим ¢ и ¢, По-добре те се определят от
коефициентите на дадленото уравнение. Така в случай на само два има-

гинерни корена

# (со8 ῳ + ising)

имаме

За со8 g+ Ха Χ Ρ .. =——-

Оттук намираме COS¢ и следователно и аргумента ¢. Ако уравнението

има два чифта имагинерни корени

Е (соз ф + ising), #1 (со8 ф + ising),
използуваме равенствата

2 Е соз ф-|- 224 с08 ф + X1+ Xt нн - ;
а

2 2 1,1 Ν

(31) g Οοεφ-}-ξεοεφι-}-ἶι-}-ἠ-}-... =g,

където ΧΙ, Χαγ... (ἃ реалните корени, които предполагаме, че сме

пресметнали до желаната точност. Равенствата (31) представляват

линейни уравнения спрямо COS¢ и COS¢, и лесно можем да намерим

стойностите на тези величини. Ако уравнението има три чифта имаги-

нерни. корени

# (созф + ising), в (cos ф + #5 ф,), 84 (со8 фа 4 5 ф)

към уравненията (31) прибавяме подобните уравнения aagl и &
. 0 ал

KOHTO спрямо неизвестните [y=COS¢;, #з-605ф, и t=COS¢ са от

втора степен. Тогава от (31) изразяваме А и #, посредством Е и полу-

,
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чените изрази за тези неизвестни заместваме в последните две уравне-

ния, които ще бъдат Taka от втора степен спрямо Е и ще имат един

общ корен 88 ἔ, който се лесно намира посредством общия най-голям

делител на левите части на получените уравнения. Като намерим по

този начин Е и определим # и i, ще получим и аргументите ¢, ф И ¢y

на имагинерните корени. Относно имагинерните корени можем да фор-

мулираме следното правило. В последователно трансформираните урав-

нения имаме толкова колебаещи се членове, колкото чифта конюговани

имагинерни корени. Ако в крайното уравнение, което искаме да изпол-

зуваме за приближено пресмятане на корените, премахнем колебаещите

се членове и разделим всеки два последователни така члена, то ще

получим M-THTE степени на квадратите на модулите на имагинерните

корени. Квадратите на модулите се получават от коефициентите, които

следват тези, които се колебаят.

Когато уравнението има близки по абсолютна стойност реални ”

корени или близки по модул имагинерни корени, приближенията са

по-бавни и става нужда да прибягваме до голям брой последователни

трансформации. В такъв случай можем да приложим трансформацията

X=y-A в която А е реално подбрано число. Действително, ако х) и

Xy са два реални корена като | X;| > |X,|, то можем по много начини

да изберем 2 така, че отнощшението ’x,:i, да бъде по-малко OT| 2 x
Ако r(cosg+tising), 0<o<m и ry(cosg,+ising), 0 « φὶ “π ca

два имагинерни корена с почти равни модули или равни модули, HO с

различни аргументи при произволно реално A, молулите на съответните

корени на уравнението за у ще се различават. Ако /” (со8ф -4-#5т ΦΊ

е съответният корен на корена /(с05 ¢+ ising), то ще имаме

r(cos φ- ἐ 5ἰπΠ ф)-- / (с05 ¢'-+ising’)+2,

откъдето получаваме релацията между r U /”:

r'2=r2--22—2rAcos ф.

На Бродески и Смейл се дължи едно приложение на горния начин,

което позволява да се намират направо аргументите на имагинерните

корени, както и реалните корени със знака им. Именно в трансформа-

цията х-у--е предполагаме, че в € твърде малко число, на което във

всичките следващи изчисления можем да пренебрегваме степените от

втора нататък. Тогава уравнението за у ще бъде

ПУ+е) Ἐ (И 1 (+.

-/(5)4+#/ (V) Ξ-α. , »"-Ε(α,-εδ.) »" 1-Ε(α5-Ὁ εθ.) y 2+ ... +(aa+t

(32) ~+ebn)=0,

където 88 IPOCTOTA сме възели означенията b, = Παρ, by=(n—1)ay,...,00=

--йл 1). Да означим с

(33) Y —c Yoyt - ς ἀ (—=1)c,=0
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уравнението, на което корените са квадратите на корените на уравне-

нието (32). Тогава за коефициентите му по формулите (30) с прене-
брегване на по-високите OT първа степен на € получаваме

ε',Ξεα’, - 2εδ',,

като

(349 . V=03 а -а2--За,а,» а,-а-Заца,-+За,ар...

и

by =0, b'y=a; δ,--αρθ., δ ́ᾳ-ε αςδα--(αιὅς - α581)-Ὁ αρῦ,,

Ако образуваме сега уравнението, на което корените са квадрати на

корените на (33), т. е. четвъртите степени на корените на (32), то
лесно виждаме, че това уравнение ще има формата

суе су сууул (Те =0, с” τ α ́- 4εδ',

където числата @, се получават ΟἹ а, по формулите (34) и числата 67

се получават от b, по формулите (35). След # такива трансформации

ще получим уравнение ΟἹ вида (m=2F)

А/"-- (A +meBy) y*—(Ag+meBy)y* 2 —...+
(36) . ( 1YX(A, +-теВ,)-0, .

на «което коренитд. са yv, у,...,ут, като с Ур Yg-.-,Y, ΜῈ озна-

чили корените на уравнението (33). При e=0 уравнението (36) става

Ду Ау 4 Ay (= 1)4,=0, )

Ha KOETO KOpeHHTe ca X[, X7,..., X7, като с X;, Xg...,X, сме O3Ha-

чили корените Ha даденото уравнение (24).

Да разгледаме сега случая, когато даденото уравнение има само

реални корени с различни абсолютни стойности или по-общо има реален
корен X, Ha който абсолютната стойност не е равна на абсолютната
стойност на друг реален корен или на модула на имагинерен някой
корен. Тогава съгласно с предните изводи ще имаме

А
m— a1х A

AusytmeB" — “+1 #+1

(37) у A,+meB, ”

Ако за простота означим с Р„:%-, TO  ̓Βτοροτο равенство ot (37)
“

става

A 14-meP, A
т З . “ι бан -с) уе . еВ < ае 4 me(Paty -- Р))

85 Веста злгебра 289



1 +т3рд+1
като сме пренебрегнали в развитието на дробта

ГЕтаР
степените

на е от втората нататък. Но от равенството y=X—¢& с повдигане на

степен ” получаваме

те
1-- Ξ(39) пе (хо-еупе ая техт ς т (

͵

От (38) и (39) получаваме

(40) x=
μ - μ

Забележителното Ha тази формула e, че направо получаваме по нея

корена, а не /п-тата му степен, както преди. Нека cera r(cos φ- sin ф)-- Х”

е имагинерен корен на (32), на който модулът е отличен от модулите

на другите имагинерни корени (освен, разбира се, модула на конюгова-

ния му корен) и ΟἹ абсолютните стойности на реалните корени, Ако г”.

е модулът на X'—eg, TO по изведените преди формули ще имаме

Av+2r2m к

A,

т . А„,+теВ„,: Ау 14meP, .,

r A,+mzB, A, ” l4+mep, “

Bropara формула приближено MOXe да се пише TaKa:

()) пъя 668 (1 + те(Рдна--Р.)).

Но от приближената формула

172-12- 957 с08 ф

с повдигане в m-Ta степен получаваме приближената формула

(42) юът . p2m_ Зуте/2т--Зс05 ¢ = r2'"( 1—me 2” C(;S—cp) .
”

От (41) и (42) следва формулата

-Згсозф-(Рдо-Р,).

Следователно имагинерният корен r(cos¢+ising) се пресмята ¢ фор-

мулите

т2

„А

(43) r=}' ἕν’ , Cos@= ——% (Рда-Р,).

ПРЕНМУЩССТВОТО на този начин за пресмятане на имагинерните корени

се състои в това, че всеки такъв корен се пресмята поотделно и няма
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Φ

нужда да прибягваме до сложни изчисления Β случай, особено когато
уравнението има няколко имагинерни корена. От друга страна обаче
пресмятанията се увеличават OT несбходимостта да намерим числата B,

8. Метод с итерация. Един друг метод за пресмятане на корените
на алгебричните и трансцендентни уравнения е методът с прилагане на
последователни итерации. На даденото уравнение

(44) f(x)=0
можем N0 различен начин да придадем формата

(45) х--ф(х).

Heka: x, e корен Ha уравнението (44) иа е приближена HEroBa стой-
ност. Да образуваме редицата от числа

(46) а;-- φ(α), a,=4(ay), аз-«(а,),...
Числата от тази редица ще се приближават все повече към корена Ха
Може да се установи именно следната теорема:

Нека ¢(x) e реален полином или реална функция, която uma
производна, 81 която в даден интервал I имаме

(47) [φ( ) |<g<1.
Предполагаме, че числата a, a,, а,, а;,... принадлежат на интер-
вала I. Тогава редицата (ан))” клонй квм определена граница χ'
при п- co. Гранацата х e корен на уравнението хо--Ф(х).

Действително имаме

(48) аз--а;-- «#(а)--«(а)-(а;-- а)#(6),
като Се число между а W a,. На основание на (47) от (48) имаме

Ν

(49) |аз-а,|<4:а--а..
По подобен начин получаваме

las—ay| <qla,—a,,

144 --аз | <q|ay—a,),
(50) ..

Ay ar.—],; <ql Ay~ Qy_y 1

Като умножим неравенствата (50) и (49), получаваме

(61) la,—a, 1| <¢"?|a;—al.
OT последното HepaBeHCTBO следва, че членовете на реда

(52) (@ |+ 4а--а, |- | 45--йз1+...
са по-малки от съответните членове на реда

а |+ а--а4-Н!а--а!#+...
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и следователно редът (52) е сходящ. Но от сходимостта на този ред

следва сходимостта на реда

(53) а + (аз--а;1)-+(аз--а,)+...,

T. е. сходимостта на парциалната му n-Ta сума а)-+(аа--а;)+...+
+(а,+-ал-1)-ал Ако 9 e сумата на реда (53), T. е. границата на ал
от paPeHCTBOTO

ажа -- (ал)
при п-.со получаваме

=9 (”1)͵

KOETO равенство показва, че 7 € корен x' Ha YPaBHEHHETO X=q¢(X).

Понеже числата a, ар 0y ... принадлежат на интервала / (предположен

затворен), TO ἢ принадлежи на / B този интервал няма друг корен

на (44). Действително, ако те друг корен на (44), то от равенствата

1=¢ (), τ φ(
с изваждане получаваме

д--ъ-ф(1))--Ф ()

и подобно на (49) получаваме неравенството

| η-- τῇφίη--τὶ,
което е невъзможно по причина на ограничението 4<1.

От (51) получаваме

(54) [η--α -- (ана--ал)-+(алча-- Яача)+...
η“

<la—al(g"+g+'+..)=

=|a,—a|
1-4

.

KOETO HepaBeHCTBO показва бързината Ha приближенията 4, към KO-

рена 7. Ще забележим, че OT неравенството

|ал-- а |<- |(а,--а1)4+-(аз--аз)+...+(а,-а-а)1<

1--4” 1
l—q < |a1 а] 1_q

се вижда, че 3a интервала Ι може да се вземе затвореният интервал

1
τ Ζ х а +|а;-а| 1=

<la;—al

а --| а--а |

Неравенството (54) показва, че приближенията са по-добри при по-малки

числа ¢, T. е. при по-бавно изменящи се функции ¢(X) около корена).

От друга страна, с граничен преход получаваме

lim “πει - Ἢ —lim Ф (ал)--Ф (1)

п йл77 n—oo an—1
=¢'(n)

и следователно при @,—7 порядъкът dniq—7 € OT същия ред HA @, —7

Ако Ф(1))-0 и φ'(ηξεύ, TO лесно се вижда, че @,,—7 € OT BTOPH
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ред спрямо a,—7. 34 увеличение тогава на бързината на приближе-
нията представяме уравнението (44) във формата

хе А (),

където A € число, близко до ¢'(x). Понеже коренът л е неизвестен, то
полагаме A=¢’(@), където а е някоя приближена стойност на 7. При-
лагаме тогава въпросните итерации на уравнението

X = ф(Х).

Като пример да приложим метода за намиране на корена ху на урав-
нението

(55) f(x)=x*+x—3=0,

KOHTO лежи B интервала (1, 2). Да напишем уравнението (55) във
формата

3——
x=y3—x.

1

3_‘.
314

3

Tyk 9(x)={y3—x и φ' (x) за 1==x=2 лежи между-%и-

Като положим a=1,2, получаваме последователно

3 3

a,={3-12=J18=121,..,
33

a,=y3-1,21 -.1,79 =1,214,.. .,
3 3

a;=y3—1,214=/1,786 =1,2132...,
3 3

a,=y3—1,2132 =1,7868=1,2134...,
3 .

3

as=\ 3-1,2134 =/ 1,7866 =1,2134...

Приближението a¢ съвпада ¢ a, B първите cu 4 десетични знака и
коренът с точност до четвъртия знак е равен на 1,2134.

Можем даденото уравнение да напишем и във формата

(56) хя З--х3--4(х).

Но производната на дясната част --3х2 надминава по абсолютна
стойност единицата и ще трябва да дадем другата форма Ha това
уравнение. Именно полагаме A=¢'(1,2)=—4,32 и следователно” ще ”
трябва уравнението (56) да заместим с уравнението  ́

3-x3+4,32x
67) Ха 533 <-0(х).
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Като изхождаме oT приближението a= 1,2, получаваме

a,=vw(a)=v(1,2)=1,2135, . . .

ΟἹ която приближена CTOHHOCT MOXe да получим HOBa, KaTo B w(X) 3a-

местим X с тази първа приближена CTOHHOCT. 3a по-голяма TOYHOCT

OTHOBO изменяме уравнението (55) като приемаме 88 приближена на-

чална стойност за корена числото a,=1,213 и полагаме A= ф/(1,213)--

= --4,4141. Тогава уравнението (57) се замества с уравнението

3—x%4+4,4141x С

5,4141 =y (x),

OT което 88 @, получаваме HOBAaTa приближена стойност

a,=w,(1,213) =1,21341

Ha KOpeHa х) U Τ. H.

Ще забележим, че MeTOABT на Нютон може да се разглежда KaTo

метод от разгледания вид. Именно уравнението

(58) f(x)=0

написваме така:

(59) хе-- ) o ().

Очевидно всеки прост корен x; Ha (58) e и корен Ha (59). Освен TOBa

от равенството

9 SO "

μ )

се вижда, че Ф (х1)-0, което е причина на бързата сходимост на по-

следователните приближения с този метод.

Да напишем cera уравнението f(x)=0 във формата

(60) хе хе) (х)-ф(х),

където с е KOHCTaHTa. Ако а е едно приближение де корен х) на (60),

TO съгласно с изискването 88 по-добри приближения да изберем тази

константа така, че производната ¢'(X) за х--а да се анулира, Τ. е.

1--с/ (а)--0. 3a с получаваме с--1// (а) и следователно

Л(х)
Же Де

7 ()

По този метод ще трябва да образуваме последователните прибли-
жения

-.-«..- Ο . .--, . , fla) ο Τ (ἢа -а ()’ ay=a, M)’ as—ag—fT;), 04—d3—f,(2),...

294



Сходимостта на горната редица е no-6aBHa от тази на редицата с ме-

тода на Нютон, но преимуществото на прилагането на редицата е, че

производната е пресметната само за една стойност Х--а на променли-

вото х. Лесно се вижда, че разликата а,+1--Х € от същия ред като разли-

ката a,— X,. B заключение трябва да се каже, че методът на Лобачевски —

Грефе има преимущество пред другите методи при решение на алгеб-

рични уравнения и методът на Нютон е за предпочитане при решение

на трансцендентни уравнения и при пресмятане на реалните корени на

алгебричните уравнения. От значение е итерационният метод, когато не

се налага пресмятане на производната на дясната част на уравнението.

9. Решение на система ургзнения. Нека е дадена системата от

две уравнения с две неизвестни X H у

Л(х.и)<0,

¢ (x,9)=0.

Предполагаме, че уравненията са с реални коефициенти. Ако уравне-

нията са алгебрични, то видяхме, че с елиминиране на едното неизвестно,

например у, получаваме 88 другото неизвестно х едно „.алгебрично

уравнение

(62) F(x)=0,

на KOETO можем да пресметнем с желана TOYHOCT реалните корени.

След това по познат вече начин можем да намерим съответните при-

ближени стойности на у и така да получим приближени стойности на

системите OT реални решения на уравненията (61). Ако Уравненията

(61) са трансцендентни. то не винаги е възможно да елиминираме едно

от неизвестните и следователно изложеният начин е неприложим въобще.

Също така в алгебричния случай степента на уравнението (62) е доста

висока и изчислението на корените му се доста усложнява. Методът

на Нютон. е почти непосредствено ебобщим 88 приближено решение

на системата уравнения (61). Нека а и & са две приближени стойности
на една система OT решения x, и y,. Да означим с й и ἰ разликите

x;—a и y,—b. По формулата на Тейлор ще имаме

flenv)=fla+k, b+D)=f(a, 6)4-#/,(а, 6)4 ,(а, b)+

+711—[}z?fxx (a, b)+2klf,, (a, b)+f,, (α, B)+ ... =0,

е(хр y))=9(a+h, δ- ἢτεφία, b)+hyp,(a, 6) +19,(4, b)+

Ἐ (B39, (а, B)+2hlp, (а, b+, (a, O]+ . .. =0.

Като пренебрегнем степените Ha £ и [ ΟἹ BTOpaTa нататък, пол учаваме

. приближените уравнения за Я и /

Л(а, b)+kf,(a, 6)4+,(а, 6)-0,

Ф(Ф b)+he.(a b)-l-lqp (a, 5)=0,

. 6)

(63)
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откъдето намираме приближените стойности A, и Д на #и |,

f@ # а b) κία, #9 7(, 5)

_ | %(ab) φνία, b) — ἰ φχία, 6) φία, b) |

( h=—rfun να ἢ 7 - Γ η ἢ 7 α ἢ
φεία, b) φν(α, b) φεία, 5) φν (@, 5)

Следователно 38 x; и у, получаваме приближените стойности

Ако положим сега х;-а), ΛῈ y,=>b,+! и постъпим ΠῸ същия начин

получаваме приближенията Й. И l, на Х и [, които очевидно се получа-

ват с формулите (64), където а и b заместваме с а и ὅ) съответно.
Следователно по този начин получаваме новите приближени стойности

ay=a,+hy, by=b,+1,

на решението ху ¥;. AKO желаем да получим по-големи приближения,
продължаваме същия начин на работа. Естествено, ако при получаване

на приближенията новите приближения съвпадат с предните до разлика,

по-малка по абсолютна стойност от желаната точност, то спираме из-

численията до това приближение.

Първите приближения а и b на решението X; и y; получаваме

обикновено по графичен начин. Именно начертаваме кривите С) и C,,
които съответствуват на уравненията (61), и намираме пресечните,

точки на кривите, на които точки абсцисите и ординатите позволяват
да се получат приближени (поне груби) стойности на решенията на
системата уравнения (61). |

Решението на системи уравнения с повече от две неизвестни става

по напълно аналогичен начин. Така за три уравнения с три неизвестни

X, у, 2, на които знаем приближени стойности @, b и с за разликите

h=x,—a, l=y,—b, n=2z,—c между решенията X, y; ὶ 2; ὶ 4, b, ¢,
ще получим по метода Ha HioToH TpH линейни уравнения, аналогични

на уравненията (63).

Намирането на приближени стойности на корените на произволно

уравнение с комплексни коефициенти се свежда към същата задача за

реалните решения на система от две уравнения с реални коефициенти

с две неизвестни. Действително, ако даденото уравнение е

(65) Л(2)--аг"--а ел ает-24 .. . 4a,=0,

то със заместване на « с х-у получаваме

Ρ(.χ', }')-l—iQ (х, }’):0»

където P(x, у) и Q(¥, у) ca полиноми с реални коефициенти. YpaBHe-
нието (65) е еквивалентно на системата

Q(x, у)-0.
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Можем да пресметнем корените на (65) и направо с метода на Нютон.

Именно, ако а е една приближена стойност на един корен х на (65), то

по формулата на Нютон

ο -- Ха)
а Ῥ (

намираме HOBO приближение на X и T. н. Очевидно методът се прилага

и за трансцендентни уравнения.

Пресмятането на корените на уравнението (65) с произволни ком-
плексни коефициенти може да се сведе към същата задача за уравне-

ния с реални коефициенти. Нека α,-[1β,., k=1, 2,...п, са корените на

уравнението

(66) #(3)-а"4-а2"-14... +a,=0.

Тогава числата «,—if,, k=1, 2,..., п, ще са корени на уравнението

f@=az" a2 .. . +a.=0,

което получаваме OT предното със заместване HA BCEKH коефициент с

неговата конюгована стойност. Очевидно уравнението

(67) 76)7(4)<0
ще има само реални коефициенти и корените му са числата αμτ-ἰ- β., k=
"=1,2, ..., n Степента на уравнението (67) e два пъти по-голяма OT
тази на (66), но за пресмятане на корените му можем да приложим
удобния метод на Лобачевски — Грефе.

Можем и да не прибягваме до уравнението (67), а да приложим
метода на Лобачевски --- Грефе направо на даденото уравнение (66). Пре-
имуществото в такъв случай е, че степента на уравнението е по-ниска

значително, HO изчисленията на коефициентите на трансформираните

уравнения се усложняват, понеже въобще са имагинерни числа.
10. Графичен метод на Лил. За намиране на приближени стой-

ности на корените на уравнението /(х)-0 си служат с графични ме-
тОди. Един примитивен такъв начин е да се построи графиката Ha по-

линома f(x) и да се намерят абсцисите на пресечните H точки с абс-

цисната ос. Този начин е очевидно приложим и за трансцендентни урав-

нения, но изисква доста губене на време и построяване на точки, които

нямат значение за решение на уравнението. Един значително удобен
начин за такова решение на алгебричните уравнения е този на Лил.
Нека в равнината е даден един мащаб за мерене на отсечките и едно

положително направление за въртене, което, както е прието, избираме
обратно на движението на часовниковата стрелка. Под AB разбираме на-
сочената отсечка между точките A и B, която си мислим, че е с по-
сока от А към В. Под |AB| разбираме дължината на отсечката. При
по-нататътшните ни разглеждания ъглите, които ще използуваме, лежат

π πе . -

между — 5 M - Под AOB ще разбираме ъгъла, под KOHTO TpflQpa
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да се завърти отсечката ОА, за да се слее с ОВ. Разбира се, ъгълът

е положителен или отрицателен според това, дали въпросното въртене

е в положителна или отрицателна посока.

Нека сега :

Τ (χ)τξαρχητ αιχητ χ .. +a, a;>0,

е произволен полином с реални коефициенти и х е произволно реално

число. Построяваме тогава една HadyneHa праволинейна линия

A, А, A, ... A, А 4 на която съседните отсечки образуват прави ъгли,

като следваме следното

м правило: а) За 1-0,,

А, 2,..., п дължината |А,44.11

͵ e равна на |a;. 6) Поло-

͵ жението на A, A, вземаме

а , произволно, 34 i=1,2,...,n

, отсечката А,А,. e перпен-
! : дикулярна Ha A;—, A; HO

направлението й е Taka

избрано, че ъгълът 4д54

А, A, да e !равен на
т

o 2 или -121 според това, да-

/TM ли съответствуващите кое-
͵ фициенти ал и а, са с

, еднакъв или противен знак.,

, (Като пример на чер-

теж 8 е графично пред-

ставен полиномът 3лх24-

+4x2—x+2.)
ο

Yepr. 8 . B случай, че a, «ΞΕ0,

HO @, Ξ йаа т5 ... =0, точе

ките Дь Аъ Aptor .. CHB=

падат. Тогава под отсечката AzAgy, разбираме естествено перпендику-

ляра към А, А Β точката A, под Azyy, Aste -- перпендикуляра

към ApAryy B Аеу (която се слива с A,) и Τ. н. Направлението на

правите ἀράμμν ἄκμι Алъ « .. определяме еднозначно с условието, че
ArApty, Apt14kts,. .. преминават съответно в 4,4. г 4414 . .. ПО- ..

κ

средством въртене на ъгъл + 5

Под suak Ha отсечката ApAgy, pa3bupame 3HAKA HA @ ако ax=+0,
при а. 1--0, @x=ak4+;=...=0 знаците на κά Art1Arts - - . избираме

еднакви с TO3H на ал-т.

Трябва сега с полученото графично представлне на полинома /(х)

да представим графично стойността му за произволно дадено х. За
тази цел определяме точка O,, лежаща на A4, така че tg (0,4,4)=
=x. Това постигаме лесно, като ot A, по A,A, нанасяме мярката | и

от крайната й точка издигаме перпендикуляр към нея, като по неге

отмерваме х наляво или надясно ΟἹ A,A, според това, дали x>0 или

е<
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х<0. Ако B е крайната точка на този перпендикуляр, то O, е пре-

сечната точка на АВ с A,A, В точка O, прекарваме перпендикулярна

права η A,0, и определяме пресечната й точка O, с А,А;. В тази

точка O, прекарваме перпендикулярна права на 0,0, и определяме

пресечната й точка Ος с AgA, и т. Η. Така на всяка права ApApy, по-

лучаваме по една напълно определена точка O, Нека на отсечката

Ομάκει (#51, 2,..., п) лежаща на правата А А., припишем една-

къв или противен знак на този на ApAp4; според това, дали отсечките

ArApyy и OpAryq, са еднакви или противоположни MO посока. Да озна-

чим тогава с d, релативната дължина на О„А,.. Тогава ще имаме

aox”—i-alxk—l—i— е -Е-а,ь=(1„, k=0’ l’ 2)‘-- “ ΟΟΞΑΟ'

Специално ще имаме f(x)=d,

При #-0 имаме a,=d, което е очевидно. При по-нататъшното

доказателство използуваме факта, че ъглите 0,0, _,A, ca равни по

абсолютна стойност и по знак, т. е.

tg (OkOk_lAk) =X,

и лежащите на една права отсечка ApAgi,Ar и 4А.О, имат еднаква или

противоположна посока според това, дали ъглите О,О.-4А, и Ο 1441
имат еднакви или противни знаци. Тогава лесно от чертежа получа-

ваме последователно .

а,-а, 15 (0,4,4))+a,=a,x-+-a,,

а,-а,15 (0,014,)+ а,- а,02-4-ах-а,

ит. H

Следователно, като измерим отсечката O,A,4q, ще получим по

графичния метод на Лил стойността d, на f(X) ( на черт. 8 е взето
а

Очевидно €, че х ще бъде корен на уравнението /(х)-0, ако

при предната конструкция точките O, и Ау съвпадат. С няколко

опитвания можем така да получим приближени стойности за реалните

корени на алгебричните уравнения.

11. Метод на Лагер за уравнения, които имат само реални KO-

рени. За уравнения със само реални корени, които можем да предпо-

ложим за прости, много добро приближение дава следният метод на

Лагер, който ше изложим. Нека f(x)=0 е уравнение ΟἹ 1-та степен

със само реални и прости корени и нека o И «е) са два негови по-

следователни корена. Тогава за всяко произволно число X, лежащо

между «е И ἀκῇ» уравнението

(63) [(n—=2) f2—(n—1) 77) (X—x)*—2ff (X—x)—nf>=D

има един корен между ал и X и един корен между X Η agy,. OT pe-

шението на уравнението (68) получаваме за корените му стойностите

Н
Н

 ДН(69) Y T T
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Понеже числата Х)-х и X,—X ca с противни знаци, то 88 X, при Ха>х
трябва да се вземе радикалът със знак, еднакъв с този на f

Доказателството! се OCHOBaBa Ha едно помощно HEPAaBEHCTBO.
Нека ,

“

a,a,...,a,

Ca произволни реални числа, 88 KOUTO имаме

a,+-a,+ ... +а,-а,

αἷ-μιἓ-}- И -}-αἷ,:ὐ.

По неравенството на Коши - Буняковски имаме

(70) (α--αι)ἘΡ--(ας-Ἐ α5- ... +а,Р <(п-1) @+ a3+ ... +а)--

=(n—1) (b—aj),
отгдето следва, че

nai—2a a,+a?— (n—1)b=0.

ΟἹ ToBa HepaBeHCTBO заключаваме, че BCAKO ΟἹ числата a,i=1,2,...,n
се съдържа между KOPeHHTe Ha уравнението

пх2--Зах+а2--(п--1)6-0,

T. е. имаме

С) - Ὑ а не-а ) ς а+ τ b—a) |
п п п

Понеже равенство в (70) може да имаме само при

AG=a3= ... =a,

TO границите B HEPaBEHCTBOTO (71) ca достижими CaMO при

α.-- а+ / (n—1)nb—a?)
( ”

- ἀ{(ι--1):: } (-1) (nb—a?) .а1=а2= . :а-1= 1= e - =а„ " (n-;l)_ῃ

Правилото на Лагер се получава непосредствено ot (71). Именно
нека корените на уравнението f(x)=0 от #-Ta степен са всички реални
и прости. Ако ги означим с Xy, Xy, . . . , X,, TO имаме

n

£ _ ι Р А А . τ τ7 Σ x—xp’ (f(x) ) f(x) ξ (хк-х,
р:]

! Вж. Н. Обрешков, Годишник на Соф. университет, том 47, 1950/1951, стр. 81.
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Остава тогава да поставим в (71)

L ще „ г0 7.

α-- , - T
Нека отбележим, че правилото се приспособява и 8388 случай на урав-
нения с многократни корени.

От предното извеждане следва също, че в случая, когато х е по-

голямо ΟἹ най-големия корен на f(x)=0, то Х) ще бъде приближението
на този корен.

За пример да пресметнем с приближение най-големия корен на

уравнението

Ν Νa;

(72) T,(x)=cos (n arc cos x)=0,

raero 7,(x) e полиномът Ha Чебишев от л-та степен. Да въведем по-

мощното променливо «, дадено с

X=C0Sa.

Toraea имаме

| T,(x)=cosna.

OT този израз се вижда, че корените на уравнението (72) ca

сов ч (2ν-Ε1), v=0, 1, 2, . . ., n—1.

Следователно всичките са реални и прости,като най-големият е COS ἓ,

За x=1 намираме лесно

"е(42-1)

T,()=1, T,/ ()=n* T,/ ()=—F

По формула (21) ще umame следната приблизителна CTOHHOCT на TO3H
корен:

® 1
COS—27[‘=1— ——_——_.—é_——_

+ (n-—l)V 2n3—-n :

1
Ако поставим « =X, тази формула става

пл х2
cos5-=1— #

2 2-х- Vx+(x-1) 3

която дава едно много добро приближение за косинуса при BCHYKH

х 0<x<1.
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Глава ТУ

БРОЙ НА КОРЕНИТЕ В ЕДНА ОБЛАСТ

1. Теорема на Коши. С теоремата на Щурм можем да опреде-

лим броя на реалните корени на едно уравнение, които се намират B

един интервал. Пръв Коши е дал метод, с който може да се определи

броят на корените на едно уравнение с

произволни (реални или Иимагинерни)

коефициенти, които се намират в една

дадена област.

Нека С е една затворена крива

(черт 9) без двойни точки. Даденото

уравнение с прозволни реални или

имагинерни коефициенти нека бъде

( fx)=ax"+ax1+...4+a,=0.

Да допуснем, че върху кривата С

това уравнение няма корени. Нека

корените, които са вътре B C, да бъдат «;, «9,...,.«. а тези, KOHTO

лежат вън от С, да бъдат

Въ β2ν...57 B
Да поставим

X—a,=rp(cosgptising), ρ--1, 2,..., &

X—fis=5s(COS¢S+iSin4)s), 5-1, 2,..., m,

F(x)=R(cos Ф+15т D) =P+iQ,

гдето R, Ф ca съответно модулът и аргументът Ha f(x), a P u ( ca
реалната и имагинерната част. OT тъждеството

Л(х)-а,(х-а))...(х--а,)(х-В,)...(к-В)-
=R(cos P+isin D),

ако

a,=r (с05«--85т «),
имаме

(2) Ф=СР1+(Р2+--. +Ф„+ф1+ф2+н. + Ψ, ,ττα.

ΟἹ друга страна, понеже

Rcos @=P, Rsin®=Q,

TO HMame

-9
3 шо-5.

Нека точката х изписва контура С един път по права посока,
т. е. обратно на движението на часовниковата стрелка. Очевидно от чер-
тежа ъглите ф, ἐξε], 2,...,k се увеличават с 2π. Ъглите ф, могат да
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растат или намаляват до известни граници, но не могат да се изменят

на 2n. Именно при извършване на пълната обиколка те приемат своя-
та първоначална стойност, Следователно при едно завъртане на х по

С аргументът @ на /(«х) ще се изменя в една или друга посока през
време на варирането на х, но при извършване на пълното завъртане

ще порасне с 2km. |

Но при едно изменение на ъгъла @ на 2w, tg Ф преминава два пъти
през нулата OT отрицателен към положителен.

Когато Ф варира, може от една стойност P, да се увеличи до Ф,
и да се върне към D, При това при растенето на Ф на всяко мина-
ване през нулата на tg Ф or — в + отговаря при намаляване на Ф ми-

наване от - B —. И въобще, когато Ф се връща към първоначалната
стойност, то tg Ф се анулира еднакво число пъти, минавайки ΟἹ — B -
и обратно. Понеже при извършване на цялата обиколка Ф се уве-
Личава с ЗАп, TO ако означим с р броя на анулирането на tg @, като
минава ΟἹ - B -, ¢ ¢ броя на анулирането, минавайки OT -+ B—,
ще имаме

#79 _p
5 .

Така получаваме Teopemara Ha Коши. Броят Ha корените Ha
уравнението

1()- Р+19-0,

ΚΟΗ͂ΤΟ се намират вътре в един затворен прост контур

С, е равен на половината от разликата на броя Ha ану-
Q

лирането на »" KaTO минава OT отрицателно Β положи-

телно, и на броя на анулирането на същото отношение,
като минава OT положително B отрицателно, когато X

изписва един път кривата С.

Под прост контур разбираме крива без многократни точки,
Ако С е съставена от дъги от уникурсални криви, то по тях коор-

динатите на X са рационални функции на един параметър # така, че %
€ отношение Ha два полинома на ἔ с реални коефициенти, следова-

телно 88 пресмятане на R може да се приложи обобщената теорема
на Щурм.

2. Приложения. С помощта на варирането на аргумента, което
лежи в основата на теоремата Ha Коши, ще установим някои други

интересни теореми. Именно нека /(х) и ф(х) са два полинома, Тогава

имаме следната теорема на Руше. Ако върху С имаме по-

стоянНнНо

7621 > 1902)
то двете уравнения

| f(x)=0, /(х)+ ¢ (x)=0

mMaT еднакъв брой корени B C.
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Действително да поставим

Р(д3-709+-#(9+/09| 1489)

Нека първото уравнение /(хХ)-0 има р корена в C. Тогава, ко-

гато х изпище един път C, видяхме, че аргументът на /(х) ще по-

расне с 2 prw. Точката

:Ш!
70 )

когато х е по C, е в окръжност с радиус, по-малък OT 1, понеже

19 () | <|f(x)|. Следователно точката (1-+u) ще бъде в една окръж-
ност с радиус < Т с център единица, откъдето следва, че аргументът

на (1--й) ще се върне Η първоначалната си стойност при изписва-

нето Ha С. Понеже аргументът Е (х) е сума от аргументите на f(x)
и (1--й), то той ще порасне с 2ρπ, Τ. е. уравнението Я (х)-0 има р

корена в C, което трябва да се докаже. Ще направим едно прило-

жение на тази теорема. |

Нека а е един корен на уравнението

f(x)=0.

Да опишем около а окръжност с произволно даден радиус р така,

че във и върху него да няма друг корен освен а на даденото урав-

нение. Нека g(x) е полином, който се отличава от /(х) с малко изме-
нение на коефициентите така, че по периферията на построената ок-

ръжност С да имаме

и

[ f- 8l < fl

KoeTo по причина Ha f(x) =+ 0 по Се възможно. Полиномът g(X) ще
има толкова нули в C, колкото кратен е коренът а. Понеже р може

очевидно да се вземе, колкото си щем малко, TO така получаваме : KO-

рените на едно уравнение са непрекъснати функции

на коефициентите му.

Ако една редица от полиноми

fm (х)=а0тхп+а1т х + @y

KJIOHH към полинома

Л(х)--а, х"4-а ж714-... +a,

T. е.

lima;,=a, i=0, 1, 2,..., n,
m—ooo

TO според FOPHOTO нулите Ha полиномите f, (X) ще клонят към HY-

лите Ha f(x).

AKO нулите Ha поливомите f,(xX) ca реални, то и HY-

лите на f(x) ще бъдат реални.

С варирането на аргумента лесно се доказва следната теорема на

Билер-- Хермит:
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Ако уравнението

fx)=U+iV=0

има корени само OT едкната CTpaHa на peaJHaTa ос, TO

корените на уравненията |

U=0, V=0

са реални и се взаимно разделят.

Действително нека корените на f(x)=0

«р #.. ἄμ

лежат над реалната ос. При реално x да поставим

x—o,=p,(COsQ,tising,), k=1, 2, 3,..., n,

f(x)=R(cos @}isin ®)=U~+iV, tg φ:ὗ..

Понеже

JX)=a,(x—a;)...(x—a,), TO ако

ay=r (cos «+5т «) ще umame ᾧ - ὰ - φ, Ἐφ Ἐ ... +@n

Ако « =0, π, то полиномите U u ' ca ΟἹ л-та степен и когато «Х Ba-

рира OT --οὐ до --00, понеже всеки ¢; се увеличава от--п Ha 0, ар-

гументът @ на /(х) пораства ΟἹ «--/п ДО «.
v . .

Ho тогава отношението „ =tg ᾧ ще премине л пъти през нулата

от отрицателно в положително. Следователно уравнението V=0 ще

има п реални корена и между два последователни корена (/ трябва

да си променя знака, т. е. U=0 има най-малко (n—1) реални корена,

T. €, понеже степента My е p, той ще има само реални корени, които

се отделят от корените на (/.

Ако «--0 или =, тогава степента Ha К e л-1. Тогава същите
U

разсъждения MOTAT да се приложат за анулирането HA τν - οἱβ Ф.

Ще установим обратната теорема:

Ако полиномите U и V имат само реални взаимно

разделящи се нули, TO нулите Η полинома f(x)=U+iV

лежат от едната страна на реалната ос.

Степенвите на U и У са или равни, или се различават с единица.

Нека U e този полином, на който степента D€ е най-малката. Ако хе

нула на f(x), то

.
V—i—t—O.

AKO «, a,,..., «, Ca нулите на V, TO предното уравнение може

да се пише така: ,
”

, Ulag) |

k=1
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гдето Се реално число. Лесно се вижда, че числата

ς Ul _
)"‘“——V’(ak) , k=1,2,..., n

са с еднакви знаци. Действително, aKO &, И ἄμ ει Ca две последователни

нули на К (х),то по условие ще имаме

(2) ὕ(α,) ὕ(α, . < 0.

По теоремата на Рол между тези две нули има една нула на V'(x), T. е.

(3) и V' (@x) γ'(α,μ) < 0.

С неравенствата (2) и (3) се доказва твърдението за A,

Очевидно €, че уравнението (1) няма реални корени. Нека χ τ ξ - η

е един негов имагинерен корен. Като приравним на нула имагинерната

част на лявата страна на (1), получаваме

-- : .__.__.___lk ш ”
1-- 2w 70

=1

отгдето € ясно, че у--0 и че ἢ има 3HAK, еднакъв с TO3H на числата A,

Като приложение на теоремата на Руше ще разгледаме два примера.

1. Ако за коефициентите на уравнението

f)=ay+ax+ax?+ ... +аж"-0

lap| > |aol+ ... | @y | + ая |+ еее + |а ),

то B кръга | x|< 1 даденото ypaBHEHHe има TOYHO р KOpeHa.

Действително по окръжността |X|=1 HMame

|/(«х)-- ἀρχρ | 4 | + oo+ | @Goy | ТЯ | еее еа | < | 4 | τΞ ἴ“μ”“ἓ
и по Teopemara Ha Руше заключаваме, че броят Ha корените на f(x)=0

в кръга |х|< 1 e равен на броя Ha корените на уравнението а х =0

в същия кръг, т. е. е равен на р.

2. Теорема на Пеле. Нека за полинома

f(X)=ay+a, x+ ... +a,x"

HMaMe

YPaBHEHHETO

FX)=lay|+|a1jx+ ... +|Gpy|XP1—|a,| x*+ Qg | XPH L

« ἦ.Ια"Ιχψ:ο

да има два положителни корена « и В, «<В. Тогава полиномът /(х)

има точно р нули B кръга |X|=:« H нито една нула във венеца « < |х|<В.

По теоремата на Декарт Ууравнението F(x)=0 има два положи-

телни корена или нито един. Правим следователно предположението,

че това уравнение има два положителни корена. Нека / е произволно

число, удовлетворяващо на условието «< r < В. Понеже F(x)>0 за
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х--0 и x=o00,T0 Е(х) < 0 3 «« х < В Но тогава от Е(7)<0 по-

лучаваме лесно, че

) 1а9,1” >14,| + | |” +... τῈ apy |? + |ада [P+ 4 |а |

Да означим с ¢(x) и ¢ (x) полиномите

ф(х)-а--ах+... + а 1Ж6714 а Ж4 ...-+аа,

ф (x)=apx”.

По окръжността | х |--/ ще имаме на основание на (/)

1902929 = [αρ] + а -Ὲ - + |а [P + |а | 4+... На |е <

« |а,|” - |ф()|.

По теоремата на Руше уравнението /(х)-ф(х)--ф(х)-0 ще има B

кръга | x| < r еднакъв брой корени с уравнението ᾧ (X)=0, т. е. f(x)=0

ще има точно р корена във въпросния кръг. Но числото / може да се

вземе произволно близко до числото «. Следователно полиномът /(х)

ще има р нули в кръга |X|=r и няма да има нули във венеца

«< |х|<В.

3. Уравнения, на които всички корени имат отрицателна реална

част.) Един друг въпрос от значение е да се намерят условията, щото
корените на едно уравнение да бъдат с отрицателни реални части,

Отначало ще вземем някои помощни неравенства. Ако /(х) е един

полином, то да означим с

) =f(—x),
T. е. полиномът, който се получава, като в f(X) 3aMeCTHM всички негови

коефициенти с конюгованите им стойности и поставим --х вместо X.

Нека уравнението

( ЛДх)-ах"--а, x4 ... +a,=0

ἩΜᾺ CaMO корени с отрицателна peajHa YacT, Τ. е.

(5) f)=afx—a) (х--«). .. (x—a),
гдето

«у Ἐἶν 1,<0, #-1, 2,..., п.

Ако ς R(x) означим реалната част Ha X, то ще докажем, че

05:17 (01< 17 (0) | при R(x) <O,

(6) 0Ξ )<l f(®! „ R(x) >0,

0<1(х)1|- | f(x)] „ Rx)=0.

Благодарение на разлагането (5) достатъчно е да докажем това

за един биномен множител.

P)=X—a=X—p,— vy F(X)=—x—ay= - - μ ι
1 L Schur— Zeitschrift fiir angew. Mathematik und Mechanik, 1921, стр. 307—311
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Ако поставим x=y-if, то ведцага получаваме

9" (%) Pl ¢ () #(уе (el

( /е а) (С) 4 У μ

отгдето неравенствата (6) следват непосредствено. Имаме следното
предложение: ако числата «и В са произволни, но |« | > |В),
то необходимо-и достатъчно условие всичките нули на

f(x) да бъдат с отрицателни реални части e ΠΙΟΤΟ съ-

щото да е в сила за полинома

8(x)=af(x)—BfH(x).

Действително, ако f(xX) има само нули с отрицателни реални 4acTH

то по (6) за В (х) =0 имаме

=)l

така че понеже а| > B, то |af(x)| > |Bf*(x). Следователно g(x)=F0

за R(x)=0. Обратно, нека g(x) да има само нули с отрицателна

реална част. Тогава от |

g(x)=a f(x)—B " )

4

-

.HMaMe

gF(x)=af*(x)—B )

ΟἹ тези две paBeHCTBA имаме “

/(х):“[ а ΙεΐίβΡ 2() +Ш%П: g*(x)

и понеже модулът на множителя Ha g(x) e по-голям OT модула Ha

множителя на g*(x), TO Mo първата част Ha теоремата /(х) ще има само

нули с отрицателна реална част.

Нека С e число, на което R(§)<0. Ако f(x) има нули само с

отрицателна част, то по (6)

(?) ῶ 1(0

и по предложението уравнението

(8) Р(0/()-/(97(х)-0

ще има само такива корени. Обратно, ако (8) има само корени с от-

рицателна реална част и (7) е изпълнено, то и /(х) ще има само та-

кива нули. Когато отстраним корена ζ, получаваме теоремата:

Полиномът f(X) има само тогава всичките си нули

с отрицателна реална част, когато същото е изпълнено

за полинома
" Ν

£, (%)= R f(x) f(C)ff(X)
x—§
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и |/(6|</“(9), гдето Е е произволно число, за коетга

д #6()<0.

Така въпросът за решаване дали едно уравнение е само с корени

< :отрицателни реални части"се свежда на неравенството (7) M. на ypas!
нение от степен, по-ниска-со. единица. Така продължаваме, докато HO=

стигнем до уравнение от първа степен.

В случай, че уравнението има реални коефициенти, условието реал-
ната част на корените му да бъде винаги отрицателна се значително

опростява. Едно просто необходимо условие затова е следното: :

1. Ако корените на уравнението с реални коефициенти :

() 7(Λ)εαρχη ι а1 ... La,=0, а, > 0

лежат наляво ΟἹ имагинерната ос, TO всичките му коефициенти ca

положителни. ;
Действително, ако —Y;, —Y3,..., --у, Ca реалните корени на (17)

M --а + Ве 155 55 са имагинерните му корени, то трябва да
имаме « >0, у, > 0, 1 =ip=s, 1 ==v=k. Лявата част на уравнението
(1) е произведение на @, с множителите х--у, и (х-]-о:„)2+[33. KOHTO

имат положителни коефициенти и следователно коефициентите HA про-
изведението ще бъдат също така положителни.

Ще използуваме нататък и теоремата на Билер--Хермит, която
гласи:

2. Ако нулите Ha полинома /(х)- (ЛДх)-Н И (х) лежат ΟἹ едната
страна на реалната ос, то полиномите с реални коефициенти U(x) и

У (х) има само реални и прости нули, които се взаимно разделят и
обратно.

Нека тогава уравнението (1”) има само корени, които лежат на-
ляво OT имагинерната oc. Тогава корените на уравнението

Flo)=iTf(ix)=V (x)+iV;(x)=0,
V(X)=apx"—ax2taxnTM— ..., Vi (х)- --а χατι -а жиЗ ...

ще лежат над реалната oc. Съгласно с теорема 2 полиномите У (х) и
V,(x) ще имат само реални прости и взаимно разделящи се нули и,
обратно, ако тези полиноми имат само реални прости и взаимно раз-

a
делящи се нули, KaTo a“ >0, те ypaBHeHHeTO f(x)=0 ще има само

0

корени наляво OT имагинерната oc. Да разделим V(x) с V,(x). 3a

остатъка, взет с обратен знак, получаваме -

Μη,(χγεξαρχη βττα, хл Lagyxn6— ς
 ̓

където

α, < а,а,- а,аз oty — 2184 %5 o, = P1% 048)

6 " а, ’ 27 а, ’ " a,
ye s

Като разделим V,(x) с V,(x), nonyuaBame 3a остатъка с обратен 3HaK
волинома

V3 (χ):  ̓β0χ”-3 ̓} ̓β2χ”-ὅ ̓-β4 x4,
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където

β . . аз-ахо β - ρῆς- a0y . ἄραγ--α ας
П ч P27 „ βιΞ ο ς τ

%o - %

Като продължаваме Taka, получаваме полиноми Vg (x), V,(x),..., V,(x),

като степените MM намаляват с единица. Редицата OT полиноми

И ур Vg, Vs,.... V,,

е очевидно една обобщена редица на Щурм. Ако К, означава броя на

вариациите на тази редица за дадено х, то броят на реалните корени

на уравнението V=0 е по теоремата на lllypm равен на числото

|М-е-- К. | и понеже предното уравнение ΟἹ степен м има само реални

корени, то ще имаме | У-.-- . |--л, Но като имаме пред вид, че по

предложение 1 У (--со) и И) (--ос) имат еднакъв знак, заключаваме,

че V_.=0 и Κωτεπ, τ е. коефициентите пред най-високите степени

на х B полиномите V, И;),..., V, трябва да ca отлични OT нула и да

са алтернативно положителни и отрицателни. Лесно виждаме, че ще

трябва да съставим таблицата

γ5 59

a, а» а, а

а, а, as a;. . .

(А) «о %y «а & -

Тя се образува по следния начин: Елементът, който е на R-TOTO MACTO

в третия ред, се получава, като от произведението на първия елемент

от втория ред, с (#--1)-вия елемент на първия ред извадим произве-

дението на първия елемент OT първия ред с (Е-+1)-вия елемент на

втория ред и получената разлика разделим на първия елемент на втория

ред. По същия начин четвъртият ред се получава от втория и третия

и т. н. В таблицата очевидно първите елементи на първия, третия

и T. н. редове представляват коефициентите пред най-високите степени

на х в полиномите V, , V,,..., а първите елементи на втория, чет-

въртия и т. н. редове са съответните коефициенти за полиномите V),

Vs, Vs,..., но взети с обратни знаци. Така установихме следната тео-

рема на Раус:

Необходимо и достатъчно условие уравнението с реалнци кде-

фициента ”

. Д(Х)-а,х"-ах"л-ахи324 .. +а,-(, а-0

да има само нули с отрицателна реалча част се състой в това

че елементите на първия стълб в таблицата (А) да бъдат всия-

ките отлични от нула и с едчакъв зчак.

На Хурвиц се дължи едно друго решение на разглеждания въ-

прос, при което условията се дават в детерминантна форма. Теоремата

на Хурвиц е следната:
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Необходимо и достатъчно условие уравнението с реални Koe-

фициенти

Л(х)-а,+ах--ах24-... +a,x*=0

да има само корени ¢ отрицателна реална част се състои в това,

че детерминантите

а а O 0 O O ..

as 02 αι ао 0 0 . .

Δ(;'): ᾶς a, a; 4y a G . ., A=1, 2, 3,...,n

azj_—l 02;„-2 . . . . a;.

da 6s0am положителни, като се поставя a;=0 npu A>n.

Доказателството Ha Хурвиц! e доста дълго. Ще изложим2 едно no-

просто такова. За късота ще наричаме хурвицов всеки полином, нулите

на който лежат наляво OT имагинерната ос. Предварително , ще уста-

новим още две помощни предложения.

3. Ако полиномите +ф(х) и ф(х) имат само реални прости и взаимно

разделящи се нули, то същото свойство притежават и полиномите ¢ (x)
и F(x)=¢(x)+Ad(X), където А € произволно реално число, отлично

от нула.

Цоказателството извършваме по употребен вече в подобни въпроси
. начин. Нека нулите на полинома ¢(x) са &, боз...,) «ъ KaTO предпо-

лагаме, че сме ги наредили по растящи стойности. Тогава от равен-

ствата Е («.)- Аф («.), #-1, 2,...,n, следва, че всеки две последова-

телни числа Е («.) и Е («.4)) 15#:л--1, са с противни знаци, T. е.

във всеки интервал (@p «а) | =K =n—1, полиномът Е (х) uma

нечетен брой нули. Следователно, ако степента на Фф(х) e равна на л

или на n—1, то нулите Ha F(x) ще бъдат реални, прости и ще отде-

лят нулите Ha ф(х). Ако степента на ᾧ(Χ) е paBHa на n-+1, то дости-

гаме до същото заключение, като вземем пред вид, че 88 X=—0C0 и 88

X=00 знакът на Р (ΧῚ съвпада със знака на Аф(х).

4. Необходимо и достатъчно условие, щото уравнението с реални

коефициенти

Л(х)-ф(х2)-+хф(2)-0,

където степените на поливомите φίχ) и ф(х) се отличават най-много

с единица, да има само корени от едната страна на имагинерната ос

се състои в това, че полиномите Фф(х) и Ф(х) да имат само реални

отрицателни и взаимно разделящи се нули, като при равни степени

нулите на полинома +ф(х) да следват тези на полинома ¢ ().

Действително нека /(х) има само нули от едната страна на има-

гинерната ос. Тогава нулите Ha полинома

Ξ φ εψ -
1 Hurwitz, Mathematische Annalen, т. 46 (1896).

2 §. Schur, Zeitschr ft f. angew. Math. und Mechanik, 1921, Lienard, Journal de

mathém. pures et appliquées, 1936. N. Obreschkoff. Mathem. Zeitschrift, 1939.
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чце лежат OT едната страна на реалната oc. По теоремата на Билер —

Хермит полиномите ¢ (—x?) и хф(-х2) ще имат само реални и вза-

имно разделящи се нули. Следователно φίχ) и Ψ(Χ) ще имат само

отрицателни и взаимно разделящи се нули, като при равни степени ну-

лите на ф(х) ще следват тези на ¢ (x). Обратно, ако последните усло-

вия за полиномите ¢ (X) H ¢ (X) са изпълнени, то по обратната теорема

на Билер - Хермит следва, че нулите на f(ix) лежат от едната страна

на реалната ос и предложението 3 е така установено. Ще установим

сега следното предложение на Шур:

4. Полиномът

(10) fx)=ay+ax+-a,x?+ ... - аИ --

=@ (x2)+x P (x2), а>0,

с реални коефициенти е само тогава хурвицов, ако по-

JHHOMDT

а) Fr 0= (22) (1 =50 )45 ()

- а + (058, αρ3) X+ A3 X%+ (a8, —yas) X3 -

e хурвицов и a;>0.

Heka f(x) e xypsunos полином. Torasa mo 1 umame a, > 0, което

впрочем се вижда и веднага. По предложение 3 HyJHTe® HA полиномите

p(x) и ф(х) са реални, отрицателни и се взаимно разделят; ако ги

означим с —a, и -В, ще имаме

(12) О0< е< Ву< « < В.<...

От уравненията :

ay 1 1 аз 1 1
ЕЕ И

o ‘1 % а, 8,

и неравенствата (12) следва, че

а, Ω:
S>3t е. а,а,-- а.а4>0.
4 a,

Да разгледаме полинома g(x), дефиниран с

хХЕ(х)-аФф(х)--а, ф (x).

По предложение 2 полиномите ΧΡ(Χ) ὶ ¢ (X) имат само реални взаимно

разделящи се нули. Следователно 2(х) има само реални и отрицателни

нули, които разделят тези на ¢(x).xg(x?) и ¢ (x?) имат тогава само

нули по имагинерната OC, които се взаимно разделят по Hes. По обрат-

ната теорема на Билер и Хермит нулите на полинома

Л() ф(х2)4- ха(х2)- 66) X+ ... Ἔθη. κ χ
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ще лежат от едната страна на имагинерната о0с. Тази страна е лявата,

понеже

by=a,>0, b,=a,a,—a,a;>0.

Heka cera, обратно, полиномът (11) e хурвицов и a;>0. Torasa

нулите на полиномите xg(x) и ¢ (x) ca реални и се взаимно разделят,

като тези на ¢ (x) ca отрицателни. Понеже

а ф(х)- хе (x)4-a ф (%),

TO ф(х) има само реални нули, които отделят тези на ф(х). Следова-
телно ф(х) има най-много една положителна нула. Ho при n четно

имаме

p(xX)=ay+a,x+... +ал х ,

като b,,=a,a, Понеже b, ,>0, то следва, че a,>0 и следователно

p(x) няма положителна нула. При л нечетно имаме

d(x)=a,+ax+..+a,x ° ,

Karo

bny=Qn, bpy=0,a1_,—ayan.

Понеже no 1 wumame b, , >0, b,_,>0, то следва, че a,>0,

а ал | >а,ав Τ. €., 1:>0. Следователно и B този случай ¢(x) няма

положителна нула. Така се убеждаваме, че ¢(X) има само отрицателни

реални нули, които следват тези на ф(х) понеже b, = а.а; — а.а;>0
а» аз

дава ἷο“)ἷ'

От предното следва, че полиномите X Ψ(Χ) и φ(Χ) имат само реал-

ни отрицателни нули, които се взаимно разделят. Нулите на f(x)=

=@ (x?)+x¢ (x2) ще лежат от едната страна на имагинерната OC, която

е лявата, понеже Qya; >0.

Теоремата на Хурвиц следва лесно от горното предложение по

индуктивен път. Допускаме, че теоремата е установена за уравненията

от (π-- 1)-ва степен. Нека А("-!) са детерминантите 88 f;(x). Пишем ги

във формата

a, 0 0

пе) 2

4 a, a5 a4a1 - a0a5 аз .

ИЕ Ξ ЕЕ К
-

.. Ξ ЕИЕИ

Умножаваме първия стълб с а, и го прибавяме към втория, третия

стълб с g, и го прибавяме към четвъртия и Τ. н.
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Получаваме така

Δ(λπ-!):αιρΔΞπ)’ ре l A1 ]__1.

Условията

Ag"—1)>0, A=1, 2,..., n—1, a;>0

ca еквивалентни с

A(M>0, A=1,2,..., П.

4. Брой Ha корените B една окръжност. Отначало да намери
м

условието, щото всички корени на едно Уравнение да лежат в една

окръжност. Очевидно с подходяща линейна трансформация можем 
да

сведем тази окръжност да бъде с център в нулевата точка и ра
диус,

равен на 1, наричана често и единична окръжност. Предварително ще

въведем някои означения. Нека /(х) е полином с Нули &, ἄᾳ,...» η

(13) ЛД(Х)-ах"+а X" 1+ ... +A=0q (x—ay) ... (x—an)

Да озничим с f*(x) полинома

X
Ὰ (χ):χ”ἶ( L ):Enx"-kz,,_l x4 .. +

(този полином € различен OT съответния, дефиниран в предния пара-

граф). Ще имаме

(14) £ () = 2 (1=, %) (1--азА). (1 =)

отгдето се вижда, че нулите My са

1 1 1
—— у ППуе

oy « Ay

Or теорията на комплексните числа веднага се вижда, че това
 са

инверзните точки HA 0, ἄ5νγ.--» ἅπ:

Лесно е да се види, че по окръжността ἰ Χ Ί Ξ 1 имаме

£15) Σ
Действително, ако | Х |--1, то ще имаме

X—a

(16) 1l—xa -1.

1

х

1

Това лесно се проверява директно, понеже (χ--αὐ)τε - --α =

(1--х«), но може също да се установи, като се вземе под внимание,
ХИ 6

ὄχᾷν O p%l}la окръжност B окръж-

ност (в частност права) и вземем под внимание, че при x=1, -1, 6
че дробната линейна трансформация
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—i числата 1--ха са конюговани на х--«, последните, умножени с

+1 или i, така че (16) е 88 тях изпълнено. Но тогава

Л(х) |__ X—%l . .= X% |,
f’"(«‘f)|_!l-—x?1 ιΙ-χἶἶ,,

Сега ще можем да установим следната теорема! на Шур. 384 да

има уравнението

само корени в кръга |x|<l, необходимо и достатъчно

e, че |а, |>|а,| и че полиномът .

(17) fi (=2 f(®)—anf*(%)]

ot степен (n—1) да има camo нули B кръга |x|<l. Дей-

ствително, ако корените на f(x)=0 ca в кръга |x|<l, то понеже

(-1)п3: - αἸᾶς«.. Ty

ще имаме

<l
an

Qg

T. е. |а,|>|а,), и по Teopemara на Руше, понеже 88 | x|=1,

Гао7 () 2а/ (X)),
TO ΠΟΠΗΗΟΜΈΤ

а,/(х)--а« “ ) - Χ. )

ще има л нули в | х |<1. Обратното при |a@,|>|a,| по теоремата на

Руше е пак очевидно.

Този въпрос в същност не е различен от въпроса за броя на ко-

рените наляво или дясно от имагинерната ос. Така, ако поставим

„ ПУ
I-y

то Ha правата R(y)=0 отговаря окръжността | х |=1, понеже при y=it

" %)= ἘΞῈ 1<,

и Ha половин равнината

R(»)=0

отговаря кръгът | x| =51, KaTo Ha неравенство B първото OTroBaps пак

HepaBEHCTBO във BTOPOTO. Taka че броят Ha корените Ha f(x)=0,

11 Schur — Journal Е Math, 148, 1918, crp. 122 — 145. A. Cohn. Math.

Zeitschr. 14, 1922, стр. 110—138.
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KOMTO са вътре в кръга | x|= 1, по периферията му или вън ΟἹ кръга,
ще бъде равен съответно на броя на корените .на -

: I+y)

(Ι-ν)’ΙΙ(ῖ;)-Ο,

ΚΟΗΤῸ Ca наляво OT имагинерната OC, 0 нея или надясно OT Hes.

Ще разгледаме cera един метод Ha A. Кон! 3a определяне на броя
на нулате на полинома (13), лежащи в една окръжност, която, както
споменахме, можем да считаме, че е окръжността K с център 2-0 и

радиус 1. Този метод се състои B четири правила.
1. Нека ! а, | > ал |. Образуваме

а,/(х)-- а„“ (х)- χῇ, (x).
Полиномът Л (х) е най-много OT л--1-ва степен. Тогава / (х) има една
нула повече в окръжността K, отколкото /(х).

П. Нека |а., | < | ал |. Тогава полиномът

а.7()-а,7"()-Л ()

е от степен най-много 7—1-Ba и има в окръжността K телкова нули
колкото полиномът f(X).

Ш. Нека а-- еа a,=¢@,,,..., @r_,=¢dn_,1, ΓΙ͂ΒΤΟ

n

Sl:], ἑξ 2 ak:t:s‘a—n—k-

Ако означим с

Ap—%ay—p

Ωρ

то прилагаме правилото П 8384 полинома

G(x) = х+2 ὧ) #(0)

Тогава получаваме едно уравнение от л-та степен, което попада под
правило Ги което има еднакъв брой корени в K с уравнението
f(x)=0.

Ако няма число K, Taka че dj==ed, ,, TO MMaMe новия случай:

v, а„:ед„-„!е*:], v=0,1,2,..., n &

ToraBa полиномът

2 1 у
Л()е 71)

Х

има толкова нули в кръга |х|<1, колкото полиномът f(X).

1 Виж цитираната му вече работа.
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~ ОТ горните правила се вижда, че проблемата за определяне броя

на нулите на един полином OT л-та степен се свежда на тази 88 поли-

ном от (n—1)-Ba степен,
За определяне на броя на нулите на f(x) по периферията на

кръга [Χ|ΞΞΙ, т. е. по окръжността K, имаме следното правило

на Кон: |

Ако f, (x) е първият полином, попадащ под правилото IV, и ако

полиномът

fm‘l‘] (X): хе flm (ἑ)’
гдето 5 е степента на f,(x), има / нули в кръга - x|<l, то /(х) има

3--24 нули с модул 1.

При доказателството използуваме теоремата на Руше: Ако за

два полинома ¢ (x) и Фф(х) по К имаме |Ф(х)|>1|ф(х)), To полино-

мите ф(х) и @ (x)+¢(x) имат еднакъв брой нуливХ.

Полиномите /(х)и f*(x) имат същите нули O, «а,...,«р C модул 1.

Ако поставим

Е(х)-(х--о4) (x—ap)...(x—ap),

f(x)=Fy(x) F(x),
TO ще имаме

}“”(χ):-ἆΙ ἆε---α; Е, (x) ΕΣ (х),
гдето Β

Ρ”“(χ):χ”"ΡΡ(ΙΤ)-

Следователно 88 [x|=1 ще имаме |F(x)|=|F*(x)|. Ако 14 |<1, то по
окръжността К ( х|- 1) ще имаме

[Ε ( > Е“ ())

Следователно Е (х) и F(x)+pF*(x) ще имат еднакъв брой нули B K.

Ако умножим тези полиноми с /,(х), получаваме, че полиномите

&

£0 A A= T ] (1)

при |А|< 1 ще имат еднакъв брой нули B K. OTTYK непосредствено

се получават правилата Г и П.

26
За да установим правилото Ш, нека означим с а

Тогава за полинома (С (х) имаме

G(X)=€ @y ХЯе @py "Mt L е Gy НА

+(ye@n+an) X"+ ... +-(Y@n—r+an) X%+

ἜΥ йл ει X4y a,

317



Понеже |ea,| < |та,), то правило 11 @ прилага и по него трябва да
образуваме полинома

g kx)=? a, ((x) —&a, G*(x)=
=0y { (ᾗ" 1)εἆπ ̓}'ἷ(απ"εἆπ-ᾶ) | #.. +(т?-1)а„),

T. €

%g(x)=(1+2|b[)aox"+...+a,‘.

Очевидно полиномът ((X) има толкова нули B кръга |x|< 1,

колкото полиномът f(x). Следователно на основание на правилото Il

полиномът g(X) ще има еднакъв брой нули с полинома /(х) B съ-
щия кръг. Понеже (1421481)|а, | > |a,l, то можем да приложим 88

1 £ (x) правилото L
an

При случая IV полиномът /(х) ще Уудовлетворява Ha paBeH-

CTBOTO

anf (X)=ao “ (x).
Правилото IV се ocHOBaBa Ha едно предложение:

За всеки полином ф(х) съществува едно произволно малко из-

брано) число 6 > 0, такова, че полиномът

фа (χ)-- (x)—8xp'(x)
има еднакъв брой нули B кръга K, както +ф(х).

Ако ф(х) няма нули 10 |х|-1, TO на основание на непрекъсна-

тостта на нулите Ha ¢;(x) спрямо & (вж. част IV, глава IV, 6 2) пред-

ложението е очевидно. Остава да се докаже, че при достатъчно малки

6 нулите на ф(х) лежащи MO окръжността K, не могат да навлизат

вътре в нея.

Нека « е една т-кратна нула на ¢(x). Ще имаме

φίχ) - ( -- ̓ακτῷ (x), ф (x)==0

фа (χ)τε(α --αὐτ Я ()

h(x)=[(1—md) χ --αἰ φίχ)--ὃχ (x—a)¢'(x).

« e (т--1)-кратен корен на φεί(χ)--Ο. Ще докажем, че на този

корен « ще съответствува един друг корен на същото уравнение, който

при достатъчно малки & > () ще лежи в кръг C; с център

(1-Fmd)e

и

гдето

и с радиус

отгдето следва, че той ще има модул, по-голям от този на «.
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Да изберем отначало & така малко, че ф(х) да се анулира само

вън ΟἹ C; което е възможно, понеже ¢ («) &= 0. Освен това и коренът

am 64
l—ma -(1+т8)а+1

на уравнението

((1--т6) х--а)|ф (x)=0

да лежи в кръга Сза. Последното уравнение ще има тогава Β C; само

един корен. За да установим сега, че полиномът Й(х) при подбрано &

има само една нула в Cj; достатъчно е да докажем на основание на

теоремата на Руше, че по окръжността Сз при достатъчно малки 5:>0

имаме

[{(1- σιδ)χ--αῇ φ (x)| > |8х (х--«) Φ' (x) |.
Ho по C; имаме

х-(14т6) a3,

гдето Y € комплексно Число с модул, равен Ha ка . Горното неравен-
ство става м

((1--т8) [(1+m8) a-+y8]—a} ф (x)| >

- > & |(1+ πιδ) α-Ἐγδ |(т«--у) |ф(х) |

Цу--т (σια Ἐ ) 8] ¢ (x) | > 8[(1+m8) a+y3] (mat у) §'(x),

което действително при достатъчно малка 6 се удовлетворява,

Понеже при & подходящо малко кръговете C; за различните KO-

рени « нямат общи точки, ᾧς (х) ще има толкова нули по K и вън от

K, колкото има полиномът ф(х) по K. Като изберем още 6 така малко,

че нулите на ¢(x), лежащи вътре B K, да OCTaBaT пак там, и вземем

под внимание, че степените на тези полиноми са равни, предложението

става очевидно.

Нека сега f(x)=0 е уравнение, което удовлетворява на усло-

вията B IV, т. е.

а f(x)=a f* (x)-

1
По предното предложение има число & >0, 8 < π ' Такова, че урав-

нението

(8) Л()--6х/ (х)-(1--18) а х14...+ал-0

има еднакъв брой корени в кръга |х|< 1, като уравнението

f(x)=0.

Понеже |а |-- |a,|, следователно

(1--л5) |а | < |а4),

то уравнението пада под случая П. Следователно уравнението

P (x)=an| f(x)—8xf (х))|--(1-- 18) а,|/(х)--8х/ (X)]* =

319



има в кръга на | x| <1 същия брой корени, както уравнението .

f(x)=0.

С преобразувание получаваме

φ (χ) -- αρὃὸ (2—nd) f*(x).

Така установихме следната теорема:

В случая IV уравненията /(х)-0 и f*(x)=0 имат в

кръга | х|<1 еднакъв брой корени,

Понеже корените на уравнението

-а# Е(19) хя) (7)=0

са конюгованите стойности Ha корените на

. 17 1

(20) κ == ()

T, е. тези две уравнения имат еднакъв брой корени B кръга |х|<1,

то в горната TeopeMa може Ууравнението (20) да се замести с (19) и

така получаваме правилото IV.

ΟἹ доказателствата на правилата |, П, Ш се вижда лесно, че броят

на нулите по окръжността | х|--1 не се променя. Нека тогава при

прилагането им върху даденото уравнение първото поред уравнение,

попадащо към правилото IV, да бъде

2) 7,(х)<0,

степента на което да бъде <.

Понеже тогава f,*(x) до постоянен множител е равен на f,(x), TO
1

ако « е произволен корен на уравнението (21),-- е пак корен на Cb-
«

щото уравнение. Следователно (21) ще има еднакъв брой корени вътре

и вън на K. Ако означим с ( този общ брой, то броят на корените на

(21), лежащи по окръжността | х |--1, е равен на

t=s--2L

По правилото IV броят на корените на уравнението

. , 1
μ ) , () =0,

които лежат B K, ще бъде равен на Д

Очевидно от правилото на Кон следва теоремата на Шур. Като. дру-
го следствие ще изведем следната теорема на Шур: Необходимо

и достатъчно условие, щото корените на уравнението

(22) #(х)-а,+ах--ах24-... +ax*=0
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да лежат на окръ жността | х|-1, е да имаме

(23) а,<-вйл , |e|=1,v=0, 1, 2,..., n,

и всеки корен на уравнението

(24) 7 (x)=0

да лежи в кръга | х|<:1 или по периферията my.
Действително, ако уравнението (22) има само корени по |х|-1,

които да означим с &y, «з,..., Oy, TO понеже модулите им са равни на

1
1, корените ==a, v=1, 2,..., п, на уравнението

o€,

=27 (3)=0

съвпадат с тях. Следователно полиномите f*(x) и f(x) се отличават с

един постоянен множител и оттук получаваме равенствата (23). Съгласно

с правилата на Кон уравнението

е5 - ο Ἄ [1}})-ὸ
не ще има корени с модул, по-малък от 1. Оттук следва, че корените

на (24) ще лежат или вътре, или по периферията на К. Обратно, ако
равенствата (23) са в сила и уравнението (24) има само корени с мо-

дул =1, то по същите правила следва, че (22) има само корени с

модул 1, понеже (25) няма корени B кръга |х|<1.

5. Уравнение с положителни коефициенти. За такива уравнения

ще докажем някои прости теореми. Една такава е caexHata.! А ко B

полинома

ЛДх)-ах"--ах"”14-... +a,
имаме

а,>а > 3> ... > 2, >0,

TO нулите My ca B кръга |х|< 1.

ToBa предложение лесно се доказва 1o Teopemara Ha Шур. Именно
в случая имаме

fil(xX)=a,Mx 1 g ФЮжя”24- .. 4а а ,

гдето

а) -а,а,- алйв

също .

ай) } ....» αὐ , ..

Така въпросът се свежда на уравнение от първа степен, за което
вредложението е очевидно.

1 Kakeya. The Τόποκα Math. Journal, 1912, G. Enestrém, The Τόποκι Math, Jour-

1920, Stockh. Ofv. L., 1893 r.
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Обаче предложението може да се докаже и директно, като 88

удобство му дадем друга формулировка, като BMECTO х сме поставили

1
-Ὦ Именно ще докажем: ако в полинома

ι P(x)=ay+a, х-4...-+-алх"
имаме

а, >а, >а, >...>а, >0,

TO всичките му нули са ΒΌΗ от окръжността |х|-1. Действително

имаме

(1-х)Р(х)-

--а,--(а--а1) χ- (α, - α9) X2+ ... +(йп-1-- ал)х"--ах" +)

Следователно

[(--- P (%) | = а,-(а,--а;) | x| —(@1—ag) | x P~ ... —

—(auy—an)| X "—an | X",

гдето знака равенство можем да имаме само Toraea, когато x =0.

Оттук при [ΧΙΞΞΙ, x= 0, х- 1, ще имаме

1(.--- ) ΡΟῪ } αο--(αρ--αι)-- ... -(ан-а--ан)-- ал 0.

Понеже освен това Р(0)-а, -Е 0, Р(1) 4- 0, то 88

|х|51, Р(х) + 0.

Като следствие ще изведем следното правило: Ако полиномът

f(X)=ag+a;x+ ... +a.x"

HMa положителни коефициенти, то модулите на нулите се намират

между минимума и максимума на числата

и

а й йл-ъ» Qn—y
ε) е43  ̓

а, ал-1 ал

Действително, ако направим субституцията X=A) и приложим до-

казаната теорема за уравнението

а,ау-на,му?--... аму" -0,

ще имаме за корените ["3 [«1 при

% ал-аа <1,..., к <1.

- Следователно |х|<А. Ако същите ΟΤΗΟΊΠΕΗΜΗ са > 1,то ще имаме

|1, e |х|>А. :

2 Ако допуснем тук да фигурират и равенства, читатХелят ще види лесно на OCHO-

вание ΗΔ следващото доказателство, че полиномът Р (х) има нули и 1o x| =1 само

тогава, ако знакът неравенство имаме на равноатстоящи места, ἄφν-- > ἄρνν 4 дели
n+1

n+l, v=1, 2,. ..,—q— , KaTo B останалите места има CaMO равенство.
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6. Решение на тези въпроси с квадратични ¢opmu.l Същите

въпроси се решават и с теорията на квадратичните форми. Отначало

ще се занимаваме с определяне на броя на корените в единичната

окръжност, която означихме с K. Нека

Я(9-а,+ах+аЖ24... +ax"=0

да бъде даденото уравнение с произволни комплексни коефициенти.

Нека
.

F) =2 (L) =@t Gy χῈῈ .. ая
Η

л--1

* — «

(26) k(f)_f(x)f (у) f(yf (x) ΣΑ му

! k=0

. 1 1 - --
Ако в (26) заместим х, у с --, 3 после yMHOXHM с х у и

вземем на коефициентите конюгованите им стойности, то лявата част

не се изменя, а дясната преминава в

_S_Aikxn—l_i y}l_l—k’

Aik:An—1—,', Σ Ἢ

Ot друга страна, A;,=A,; така, че ако поставим

така че ще имаме

aik:Ai, n—1—hks
TO ще HMaMe

ае р n—1-2=Any—i 2= ἄμ χ- ;= бвр

Ако B (26) заместим X' с U, у“-1-# с ilz, TO ще получим следователно
една хермитова форма

H(f; щ Ше “π-ι):Σ”α”εῖΜ

която наричаме принадлежаща към /(х) хермитова форма.
Ако имаме /(х)-Л (х)/5(ж), гдето

Л(х)- 66 X+ ... + 6,07, fy(X)=CotCrx+ ... ж
_ ͵ (γ:4:-π),

то получаваме f* (x)=f,*(x)fo*(x) и

ξ ) " ) R (fo) + ) " (С2#(Л).
Ако поставим

Е (/,)<- Σ Сра ж Οἱ, κ #С
i,k=0

1 Виж paGorure Ha L Schur— Journal # Mathem. 148 (1918), crp. 125--145,
А. Cohn. Math, Zeitschr. 14 (1922), s. 110—138, особено Lienard et Chipart, Journal
«е Math. 10 (1914), стр. 271—346 и M. Fujiwara, Math. Zeitschr. 24 (1925), стр. 161—169.
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то ще имаме

L) " Ο k()=

<9) Cu By 14 ... by XY B Yt ... B0 ).

AKO 3aMeCTHM X! с &, γη τ с Uy, TO дясната част преминава B

гдето

W= by -+ by йцач ее 48 Ш
която квадратична форма представлява

H(fys Фу Ш.е Фу)

По същия: начин се получава със заместване на χὶ, νὴ Π с u, Шъ OT
() (x)k(f,) хермитовата форма

Н(А; Фь Ое Ὅρ- α)»

принадлежаща на Л (х), гдето

‘Z)Ir—‘cq u1+cq_1 ul+1+ ... + 60 u,—+q.

Така получаваме основната релация

H(f; “’0’ ul,-.-, u,,__l)=

ZH(fl ; 7/0, ‘Ul 544 } vp_1)+H(f2; ’112}0, Ἡ}Ι е.. wq__l).

Променливите на брой л

Фь ὕχν..., Ὅρν»-, Wo ἴὕ1,....,, Woy

са л линейни форми на Uy, U1,..., Uy, На KOUTO детерминантата ΟἹ KOes

фициентите, както лесно се вижда, съвпада с резултантата на fi(X) й

ЯЧ(х). Следователно те са линейно независими, ако последните полиноми

нямат обща нула.

За /(х)-а(х--«) получаваме k= |а|2(1--|«2 |), следователно

H=|aP(1— |« | п й
Оттук, ако

f(x)=a(x—a)(x—ag)...(x—ay)
TO

Н( ; щ gy o Ш) 3) (1= a6 Vi Vi
k=1

гдето Vi ca линейни форми Ha й, #y..., 4, ;. Тези форми ca линейно

He3aBHCHMH, ако f(x) и f*(x) нямат общ KopeH и само Torasa. Това

условие е еквивалентно с това, че рангът на формата #Г e равен Ha

п, понеже дискриминантата на ЯГ е отлична само с един постоянен MHO-
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жител от резултантата на /(х) и f*(x). Така получаваме теоремата

на Щур:

Необходимото и достатъчно условие, щото коре-

ните на уравнението

Л(х)-а,-нах-+...-+--ах"-0

да бъдат с модули, по-малки OT единица, е хермитовата

форма
п

H(f; й йе ип-1)= Σ [ azu0+a1+1 Uit ..+ Δηϊΐη, |2_
=1

п

-Σ | aoln_s+ айя а .. айл Ρ
#1

да бъде положително дефиниъна.

Също получаваме и обобщението на Кон: Нека r u s са брое-

вете на положителните и отрицателни квадрати в Ka-

ноничното представяне на H(f). Ако r+s=n, то броят на

корените, на които модулът е по-малък от единица, е

равен на г, а броят на тези, на които модулът € по-голям

OT единица, е равен на 5.

Сега ще се занимаваме с корените, на които реалните части са

отрицателни.

Нека

ЛД(х)- а,+-ах-а,х24-...Г-алж"--0

е едно алгебрическо уравнение с произволни реални или имагинерни

коефициенти. и нека сега поставим

Ἐ ()= f(=x)=ag— @ x+ayx>— ... + (-- Ἰγπαρχη,

* -- Ἔка) LS DT И Д e

Ако “заместим X, у с-х,--у и коефициентите с адюнгиранит им стой-

ности, то лявата част остава непроменена, а дясната минава в

отгдето следва, че A;p=(—1)+%A;. Ако тогава поставим

ае (--1)/:А,

10 понеже A;= Ay, получаваме ал-- аг Axo B K заместим xi ς йИ с

(--1/ то получаваме една към /(х) принадлежаща хермитова форма,
която ще означим

H(f; й йъе и„-1)=2а„гид„.
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C ПОДОбНИ на по-раншните разглеждания установяваме лесно, че ако

Ξ Ο ΒῸ) то

Η (7; цъ йъе еа а)-Я(А; %0 V1 - -+ 7’p—1)+H(f2; Wo ἴῦτ γ. . Ф1)

гдето

1!1-=170щ+д1и[+1+ .. . —I—bpllfi.p,

wkzcouk—cluk+1+ ‘e +(_1)q Ο Шя

Тези линейни форми са само тогава линейно независими, когато f1(x)=0

и f,*(x)=0 нямат общ KOpeH.

За /(х)--а(Х--«) имаме

K(f)=—laP(e+a), H(f)=—a2(x+a) ие

Оттук получаваме теоремите :

Необходимо и достатъчно условие, щото f(X) да

има само нули с отрицателна реална част, се състои в

това, че принадлежащата към fsx) хермитова popma да

е положително дефинитна. ”

Нека т и ἰ да е броят на положителните, респек-

тивно отрицателните квадрати в каноничното предста-

вяне на H(f). Ако m+Il=n, то броят на корените с отри-

цателна реална част е т, броят на тези с положителна

реална част е ”
За по-нататъшни подробности гледай цитираните работи.

Глава У

Някои теореми за разпределението на корените

в равнината на комплексните числа

.

1. Teopema на layc!. Ако всички корени HAa едно урав-

нение f(x)=0 лежат, OT една страна, на една права g

равнината на комплексните числа, TO корените на ypas-

нението /(х)-0 лежат от същата страна на правата &

Ако не всички корени на f(x)=0 са върху & TO само TO-

raBa има корени на f(x)=0 върху g когато те са едно-

временно и корени на f(x)=0.

Ако точката х изписва една права в равнината на

числа, то точката Ах-+--р изписва пак права, която можем да

88 реалната ос. Но понеже ΟἹ х-ау-д, ако /(х)-/Л(ау--е) =y,

имаме

af, (χ) = φ͵ (,V),

1 Отначало nageHa от Gauss, обаче останала B HEM3BECTHOCT и OTHOBO OTKPHTA OT

Lucas, Comptes Rendus, 89, 1879.

“
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ч

ясно €, че теоремата e достатъчно да се докаже, когато g се слива с

реалната oc. :

Нека хе-а- Вь k=1,2,..., п, са корените Ha /(х)-0. Тогава
корените на производното, които не са такива и на даденото, ще бъдат
корени на

#Я(х) xX—x, x x2 Xn

Ако поставим X={-/7, TO KaTO приравним към нула имагинерната

част на (1), ще получим  ̓

=0.

”

я--Ва Ν

@) D T -
=1

По предположение X лежат от едната страна на реалната ос, на-

пример отгоре или по нея, но има поне един отгоре, т. е.

B,=0, k=1,2 ..., 1

и знакът > € валиден поне 3a един KopeH X; OT paBeHcTBOTO (2) €
очевидно, че не може 7 == 0, понеже B такъв случай лявата 4acT е OT-

рицателно число.

От тази теорема веднага се получава същото СВОИСТВО и за нулите

на f'(x), /"(х) и т. н.

Ако един изпъкнал многоъгълник съдържа всички корени на едно

уравнение

f(x)=0,

TO той съдържа и всичките корени на

fx)=0.

Това се доказва BeAHara, като се приложи TeopeMara, KOATO до-

казахме, за страните на многоъгълника, В частност оттук следва, че

ако всички корени на f(x)=0 са реални, то и тези на /(х)-0 са pe-
ални, което е едно следствие и на теоремата на Рол. От това се вижда,
че теоремата на Гаус представлява едно обобщение на това следствие

от теоремата на Рол.

2. Теорема на Лагер. Нека f(x) e полином ΟἹ #-Ta степен

с произволни комплексни коефициенти и « € едно про-

изволно uyucao, за което /(«)40, / («)4+0. Тогава във

всяка окръжност Сивън OT нея, която минава през

точките « и

nf (=)

Γω:’

има поне една нула на /(х) или всичките нули на този

полином лежат върху C.

Теоремата ще докажем лесно, като използуваме едно следствие

от теоремата на Гаус. Именно нека у, е една произволна нула на про-

α-

327



изводната /) (х), която не е нула на f(x). Нека D е произволна права,
минаваща през у,. Да допуснем, че не всички нули на /(х) лежат по D.
Тогава от едната и от другата страна на D трябва да
има поне N0 една нула на полинома /(х), понеже, ако допу-

снем, че има само от едната страна, по теоремата на Гаус това е въз-

можно само ако у, € нула и на f(x), което противоречи на условието.

Оттук лесно ще докажем! теоремата на Лагер в една по-обща
форма. Нека поставим

х=а++-

Тогава, когато # изписва права D), х ще изписва окръжност С, която
ще мине през а, понеже на безкрайната точка по D, (ἔξξ οὐ) отговаря

точката x=a. Нека .

n

¢ (O)=2t*f (a—{-tl) = Z_f(;!(fl_ {π-α
250

и . е една нула на ¢ ( (ἢ), Е е едно от числата

L2..., п-1.

Нека правата D, минава през f,, Тогава съответната й окръжност
С ще минава през точката

1

Ly

Според горната бележка уравнението

Ф(9-0

ще има от двете страни на /), поне по едйин корен или всичките ще

лежат по Hes. Или понеже на полуравнините OT страните на D, отго-
варят за х вътрешността и външността на окръжността С, то ще има

значи вътре и вън ΟἹ С поне по един корен на /(х)-0

или всичките му корени ще лежат по С. Ако поставим #-

=n—1, уравнението #7 (4-0 дава

Xp= -}

¢ - 7 («)

а)

отгдето

шу „)

еааа)
с което се доказва теоремата на Лаг ер. С тази теорема ще установим

лесно една друга теорема.

3. Теорема на Феер2. Всеки полином от формата

αο-Ἶ αι χ - ἀαχη .. +а“ (0< у «уа<... «У)

1 Виж статията ми Β Годишника на университета, том XXII, 1926, стр. 1—32,
2 Mat. Annalen, 87 (1907).
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B който а, а ...,а, са произволни комплексни числа,

а,4-02, има поне една нула §, за която

ке (И )

Интересното е в тази теорема, че модулът на най-малката по аб-

солютна стойност нула остава краен, ако числата 4, а Yy, Е са крайни,

каквито и да бъдат другите коефициенти @ и степента у..

Доказателството ще получим от следното следствие на теоремата

на Jlarep: уравнението f(x)=0 от п-та степен има поне един корен,

по-малък по абсолютна стойност от всичките корени на уравнението

xf' (x)—nf (x)=0.

Понеже, ако «е KOH да e KOpeH ᾶ последното уравнение, MO

теоремата на Лагер трябва да има поне един корен на /(х)-0 в

«

окръжността с диаметър |« | и център  ̓ понеже

ῶ
f’ (а,) "'0)

модулът Ha KOMTO KODEH € очевидно =% |ax|.

Axo a,=0, то има нула {=0 и Teopemara Ha Феер e очевидна.

Hexa a,+0. При k=1 reopemara e очевидна. Hue ще допуснем, че

сме я доказали при R=p—1 и ще YCTaHOBHM валидността й при

Е--р. Нека

«

fo(X)=aotax"+ayx"+ ... Έ Χ

и Е, e ByJa на полинома

У,/о (X) _xf,p (X)=aov,+a, ( Vp_‘Vl) Xt ааа ( Yp— Vp——l) хе

която по предположението да удовлетворява на неравенството

а| <(VI:i_2'2 ) Y% |,

(vp—v) а

По горното следствие на TeopemaTa Ha Jlarep f,(x) ще има поне

една нула Г, за която

1515151

т. е.

 ̓ чр ?2 0 v

8 τ Ξ Ἐ 2 ) ς
Ho понеже v,—v, =p—1, τὸ

» " - i v,+p—1

2 —1+Vp—"x =1+ »-ἰ p—1
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и още

ν. Ἐρ--2 Ур <( v, +p—2 ) ч1+Е-1 _( v +p—1 )

( p—2 )νμ-νι - »--2 ρἘὶ T\ й
Тогава οἹ (3) следва

а1

a, Lv, v,+p—1

с което е доказано, че TeopeMara e валидна 88 k=p. При vy;=1 по-

лучаваме, че полиномът

QoA X+ X"+ .. а

a '

има една нула € модул =k a°- ΐ Тази граница се достига 3a полинома
1

xal k 4 '
ὧρ Η”ἆ' -а-а X+ ...,

0

o Κας
който има нулата --- °.

1

4. Теорема на Грейс. Под кръгова област ще разбираме кой да -

е кръг заедно с ограничаващата го окръжност или външната част OT

равнината на една окръжност заедно със самата окръжност, или една

полуравнина заедно с ограничаващата я права. Ще докажем следната

теорема:

Нека числата х), Xy...,X» €a Β една кръгова o06-

ласт K. Да означим с S, #-1, 2, 3,..., , елементарните

симетрични функции на Xy, Ху,...,Х,, ΚΆΤΟ 5)-1.

Уравнението

4 10—+ n + n 2 n—=(
4) αρ 1 ) ιλ g 7 Χ 1 ... Faxt=0,

88 което е изпълнено условието

(5) а а1) + а,55+... +а5а-0,

има поне един корен в K.

При n=1 теоремата е очевидна. Приемам, че сме я доказали за

n=p—1. С помощта на теоремата Ha Лагер ще покажем, че теоре-

мата е вярна и 3a n=p. Да означим с /(х) полинома

f(x)=a0+a1(‘l7)x+a2(g)x2+ e --архР.

С necHO пресмятане получаваме

Χ (x)—pf(x)=—pla,+ ( le )a1x+ а
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За числото x, or теоремата на Лагер

704

Χρτ Χ Ρ (

ще имаме израза

(6 а o G х + .. T αΡτὶ
o=  ̓

a,+C1 ) а,х+... ар ж

откъдето получаваме
-

( (ao+a1xp)+( p—l-l ) (а Ἐ α9Χ}) X+ ... -Ε(αρ-- χ Ἐ αρχρ) 7 =0.

Това уравнение с неизвестно X има същата форма като Ууравнението

(4), ο n=p—1 и коефициентите @, са заместени с ад- хрйд4а. Лесно

се вижда, че релацията (5) е изпълнена за уравнението (7) като в

нея се поставят съответните коефициенти и елементарните симетрични

функции S, на числата Xy, Xg,...,Xp_j. Действително имаме

5/-1, 8/ хобаца- 5 1=p=p—1, 81 X%,=S5p

така че

- (@o+a1xp) 57 -Γ(α,-Ἐ 6.Χρ) Sy’ + oo Ἐ(αρ. . +@pXp) S'p—y =

= а) - 0y (δι, - XpSy) +as (S - x5+ ... +a,x,8 1=

, -а5,+а18, + аъба-+- - .. +apSp,=0.

Уравнението (7) ще има поне единкорен Ζ B K. Но от (6) при χ Ζ

получаваме 
-

7(2)

2Ра)е
и както лесно се вижда, има окъжност C, KOATO минава през точ-

ките Z и хр и лежи B K. По теоремата на Лагер уравнението f(x)=0

ще има поне един корен в Си вън ΟἹ C, Τ. e. B K, с което теоре-

мата на Грейс е установена.

На горната теорема ще дадем сега по-друга форма. Нека по-

ставим '

шь ве {π
δ»- ἀθε( - 1}" k—b;(k)‘

” Torasa X, Xs,..., X, ще бъдат корени на уравнението

д0+(;“)д1х+(;)ь2х2+... + фахи-- 0.

Следователно теоремата на Грейс може да се формулира така:
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Нека са дадени уравненията

(8) A(x)=ao+('1’)a1x+ (;)“2х”+-.-+а„хп=о,

B(x)=b0+(;‘)b1x+(g)b1x2+...+b,,xn=o

и нека между коефициентите им MMaMe релацията

(Казваме, че А(х) и 8(х) са аполарни). Ако всички корени

на едното уравнение лежат B една кръгова област K,

TO има в същата област поне един корен на другото

уравнение.

Теоремата на Грейс, както ще видим по-нататък, има големи

приложения.

5. Teopema за композиране. Нека A(x) u B(x) са два поли-

нома (8) и С e корен на уравнението

C(x)=a0b°+( ,11 ) a1b1x+ ... +anbnxn?0.
Нека ayb,=0 и a,b,+0 така, че нулите B, Ha B(x) ca отлични

or нула. ToraBa полиномите A (x) и х”В(- χξ) са аполарни. Нулите

на втория полином са

” Ако нулите на A(X) ca в една кръгова област K, то поне едно OT

последните числа по теоремата на Грейс ще принадлежи на K, т. е. има

число # ot К и нула B, така, че {=—B k. Това остава в сила и като

се освободим ΟἹ ограничението, че а,0,-0, a,b,=0. Защото, ако

а.6,--0, то поне една нула на полинома А(х) или В(х) става равна

на нула, а при a,b,=0 -noHe една става οο Така получихме :

Нека

А(х)=а0+( 'll)alx+(g)a2x2+ e Fapxt=0,

B(x)=b0+('1')blx+(;)b2x2+... L byx"—0

ca две дадени ypaBHeHus. KopeHute Ha A(x)=0 нека

принадлежат Ha една кръгова област K. Heka βι, В.,..., Вл

са корените на B(x)=0. Тогава всеки корен Е на компо-

зираното уравнение

С(х)- a0b0+( ;’ ) alblx—i-( ς ) ααδ,.Χ5- ... + албах" - 0
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има формата C=—bsk гдето 4 еедно от числата 1, 2,..., п

Hke подходящо число ΟἹ K.

Трябва да се отбележи, че при ал-0(О, понеже единият корен Ha

A(x)=0 отива Β co, то K съдържа безкрайната точка и при #.-0
между корените В се брои и οο.

От това предложение следват директно различни интересни пред-

ложения.

Така, ако нулите Ha А(х) са в кръга |x|=r, aHa B(x) ca B

кръга |x|=r; то нулите Ha С(х) ca в кръга |x|=rr,. Същото важи

за външността на тези кръгове. Ако комбинираме тези две предложе-

ния, получаваме: ако нулите Η А(х) са по окръжността |X| =7, а

тези на B(x) по | Х| =r;, то нулите на С(х) са по окръжността |X|=

=rr,, понеже трябва да бъдат и вътре, и вън или върху тази

окръжност.

Благодарение на една бележка на Шур може да се отиде по-на-

татък по следния начин. Нека нулите на A (х) да принадлежат на

една половин равнина Н, която съдържа нулевата точка, а нулите В

Ha B(x) да са интервалът (—1, 0). Тогава, понеже числата - - βιβ пак

принадлежат на А, то нулите на С(х) принадлежат на H, Оттук, ако

нулите Ha А (х) принадлежат на една изпъкнала област R, която съ-

държа нулата, и нулите на B(x) ca в интервала (—1, 0), то нулите на
C(x) пак принадлежат на R, понеже трябва да лежат във всяка поло-

вин равнина, която съдържа R. Следователно имаме теоремата:

Нека

A(x):ao—}—(’]l) ах + (;)а2х9+...+а„х"=0,

B(x)=bo+(]) А (;)b2x2+ oo L b =0,

C(x)zaobo—;-( ;’ ) a.byx+ ( ; ) а,б6,х24...+а,б,хл-0

са три уравнения. Корените на A(x)=0 да лежат в една

изпъкнала област R, която съдържа началото, а тези

на B(x)=0 да принадлежат на интервала (--1, 0). Тогава

корените на C(x)=0 лежат пак B R

Във всички тези разглеждания, като казваме във 88 простота, из- .

разяваме; че се разбира освен вътрешността й и контурът на раз-
глежданата област.

От горното предложение, като сведем А на един реален интервал,

получаваме :

Ако корените на A(x)=0 лежат B интервала (—a, а),

тези на В(х)-0 са реални и с еднакъв знак и лежат в

интервала (—b, 0) рли (0, b), To корените на C(x)=0 при-

надлежат на интервала (—ab, аб),

Значи, ако полиномът А(х) има само реални нули, полиномът

B(x) само реални и с еднакъв знак, то полиномът С(х) има само

реални нули.
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- Нека полиномите

Я(29-а,-ах-...--аж“,

имат само реални нули, OT които вторите са с еднакъв знак. Нека л

е произволно цяло число, по-голямо от R и ἰ. Като композираме урав-

ненията

x"f(—;—)= а| ... - ἀρχῆτεῦ, |

x"cp(—i—)=bl x4 .. byxn=0,

no Teopemara Ha Грейс ще получим HOBO уравнение .

aoboxn__l__Lbl_ xn—l__*_ . ambm

(1) ()
. X

B което m=min (k, 4) camo с реални нули. AKO 3aMeCTHM X с — - M yM-

xn—mz=(),

ножим с Μῆ, получаваме

л

n—1
αρθοχη-ἸΊτα, by x4 2! agbyx 2+ ...+

- n . n ... n
Ε η--} n—2 n—m+1

т a,b,, x" "=,

което ще има само реални корени. Torasa no предложението Ha стр. 310,

когато ἤ --" со, полиномът

! agboxm+ И а1 .. т алба

1

ще има само реални нули. Така със смяна на х с o получаваме

слецната теорема на Шур:

Ако корените на

а,++ах+... +apx*=0

са реални, а тези на

bo+bx+ ... +b,x'=0

са реални и с еднакъв 3HAK, TO корените на

а,6,--1! аз6,х-- ... +mta,b,xm=0,

гдето m=min (k, /) ca също реални,.

Полученият полином

ав+ а» 4Х4... τ а
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1
ΟἹ полинома f(x) със заместване на х с -- има пак само реални нули.

Понеже полиномът

(14+-ж) < 1+( ’ἷ )χ + oot xE

има само реални HYJH, TO по Teopemara Ha Шур

apt+kar_; x4+ ... #! а х

има само реални нули. Следователно полиномът

%-}—(:i_l;l X+ oo Ε αρχὲ

HIH ΠΟΠΜΗΟΜΈΤ

a ap— Ν ак
a0+T‘!x+...+(k51;!xk 1 τῇ χὰ

͵

има само реални нули. Това получихме и по-рано от една теорема на

Хермит. Като приложим теоремата Ha Шур върху този полином и ¢ (X),

получаваме следната теорема на Мало!:

Ако корените на уравнението

| а,+-ах+... +apxt=0

са реални, а тези на

6,+ 61 X+ ... +bx |

са реални и с еднакъв знак, корените на

а,6,-+-а16) x+ ... +a,, b, x"=0,

гдето m=min (& 4) ca пак реални.
6. Теорема на Грейс--Хейвуд. Теоремата на Гаус представлява

обобщение на едно следствие OT теоремата на Рол. По последната

Г () има поне един реален корен межлу две числа а M b, за които

f(x) взема равни стойности при предположение, че коефициентите на

полинома f(x) са реални. Теоремата Ha Грейс --Хейвуд представлява

обобщение на тази теорема за полиноми с комплексни коефициенти.

Тя гласи: Един полином от m-Ta степен взема за x=—1

Hx=-1 равни стойности. Тогава производната му се

анулира в кръгас радиус ctgmic център началото (х --().

Доказателството се основава на теоремата на Грейс, на която,

както лесно се вижда, може да се даде следната ¢opma.?

1 Malo — Journal 46 Mathém. spéc. 4, 1895.
2 Вж. Q. Szegy-Mat. Zeitchrifi, 13.
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Нека B B;,...,Br са дадени числа, KOHTO не всички
са нули. Нека е дадено уравнението

α(χ)τεαρ - α, x+ ... еа x"=0,

за което да имаме

L=o,Bn+a Вя К. + «а βοξεῦ.

Тогава има поне един корен на а«(х)-0О във всяка кръ-
гова област, която съдържа всичките корени на

β()--β.--[1}8ι еН( 2) ва е.. (С) Ва иО

Оттук веднага се вижда, че полиномът В(ге) се получава OT ли-
неарната форма А, ако за образуването на L вместо коефициентите на
« (х) се използуват тези на (х--2)".

Нека «(х) e производната на полинома а(х) ΟἹ m-Ta степен в тео-
ремата на Грейс — Хейвуд. Понеже по условие

то ще имаме

+1

fa’(x)dx=0
—1

или понеже а (х)-а(х), n=m—1,

Ν  ́ 2 2foc(x)dx:roO—l— 5 %t 5%+ ...=0.
ι

Това e една линеарна релация между коефициентите на полинома & (X).
Съответният полином P (2) ще бъде

т

+

ве) | кеу ах U1
—1

С длесно пресмятане намираме, че нулите на последния полином са
З

Ζ,τεὶ εἷρ - (ν - 1, 2 .. m—1),

OT които най-голямата 1o абсолютна стойност е 2,. Ако опишем около
началото една окръжност с радиус

ctg ;; ;

всички корени на В(2)-0 ще бъдат B нея и тогава IO теоремата Ha
Грейс следва, че полиномът «(х) ще има поне една нула в нея. Също
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във всеки кръг, който минава през точките i—tctg " ще има поне

една нулг на

α (ΧῚ-- α’ (х).

Също и във външността на всяка окръжност, минаваща през две съ-

седни точки:

ἰ εἰ : , ictg (Ἠ;ἷ]ἰ" .

Като казваме във, разбираме и nepudepusita Ha областта, KAKTO Bede

споменахме по-рано.

7. Някои множители в теорията на алгебричните уравнения.

По-рано посредством една теорема на Лагер видяхме, че съществуват

числа Уу Yi,..., Ул Така, че щом уравнението

(9) а аХе .. " η х"-(0

има само реални корени, то и уравнението

(10) AoYo=- ау X~ .. τ йлу X*=0

има само реални корени. Тук ще си поставим 88 цел да намерим всички

такива числа у. Именно една редица от числа ,

(11) Yor Тъ Tose » 7Ὦπν..»

наричаме редица множители OT първи вид, KOraTo 3a BCSKO ypaB-

нение (9) със само реални корени уравнението (10) има пак camo

реални корени. Редицата множители (11) ще наричаме от втори вид,

ако за всяко уравнение (9) с реални и с еднакъв знак корени урав-

нението (10) има. само реални корени. Към корените с еднакъв знак

се причисляват и тези, които са равни на нула, ако евентуално съще-

ствуват. Условията за редиците са дадени от Шур и Полиа!. Hue? ще

ги изведем, като използуваме теоремата на Грейс.

Да решим отначало въпроса за множителите от първи вид. По-

неже уравнението

(1-+x)= 1+( Y)x—i—( ;)x‘zé—... + x"=0
“

има само реални корени, то уравнението

(12) ка + [2}ν Χ Ἔ а ие 0

ще има само реални корени. По теоремата на Декарт обаче имаме, че

след първото поред число у,--0 две последователни числа не могат

1 а. Polya und I. Schur — Crelles Journal, 134 (1914) стр. 89 — 113.

? Вж. N. Obreschkoff — Jahresbericht der Deuts. Math. Vereinigung, 35

стр. 801 — 304.
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Μ се анулират, T. е. ако y,=0, Ρ 8, TO сигурно е, че уу Ф

Нека предположим, че у,-(), p=>s. Тогава y,4; И Уаа ще са отлични

ΟἹ нула. Ho уравнението д?”!142хР-- хР+1-0 има само реални корени

и следователно уравнението Yp_y Х27-14 ур ХР+1--0 трябва да има само

реални корени, Т. е. Yp_; γρ4.: < 0. Но понеже уравнението ΧΡ 1-- xP+1=0
има само реални корени, TO трябва уравнението Y, ) ХР -- чуц) xPH1=0
да има само реални корени, T. €. Yp_; Т,аа>0. От предните резултати

следва, че y, не може да бъде равно на нула и Y,; Yp+; Трябва да
бъде. положително число. Следователно за числата y, ще имаме

Yo=TY1=-.-=Ys— =0, като следващите са отлични от нула всичките

или с еднакъв знак, или с алтериращи знаци, т. е. уравнението (12)

трябва да има само реални корени, като отличните от нула корени са

с еднакъв знак. Така получаваме теоремата: Необходимо и доста-
тъчно условие редицата (11) да бъде от първи тип е уравненията

n

τ Ἐ{ ая + () vt ( xn=0, n=1,23,...

00 имат само реални корени и с еднакъв знак.

Естествено касае се за отличните от нула корени, Нека сега ре-

дицата (11) е от втори вид. Тогава следва също, че (12) има само ре-

ални корени. Обратно, ако (12) има само peanHu корени и (9) има

само реални корени с еднакъв знак, то по теоремата на Грейс урав-

нениет#” (10) ще има само реални корени, Τ. е. редицата множители (11)

e OT втори вид. Необходимо u достатъчно условие редицата (11)

да е от втори вид е уравненията

n

da umam camo реални KOpeHu.

8. Други Teopemu. Teopemara Ha Будан-Фурие e обобщена OT
автора! на този учебник, а именно.

Нека f(x)=0 е ypasnenue om п-та степен с реални коефи-

циенти ий нека V. означава броя на вариациите на редицата

7 . #() Κ ́ Ο),.. 9 (

Тогава броят на корените My, KOUMO се намират в един симетри-
чен спрямо реалната ос четиривъгълник в равнината на комплекс-

ното променливо, чийто два противоположни върха са a u b

2π 2π
 ̓

n—V, Ve

V,—V,, йли е с четно число по-малък.

(а< 0) със съответни npu тях ъгли , € или равен|нд

1 Н. Обрешков, Годишник на Соф. университет (1921) и (1927), c1p. 177—200
и Β Jahresbericht der Deutsch. Math. Vereinigung, 33 (1924), стр. 52-- 64.
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Доказателството! се основава на следните, установени от автора

предложения:

Нека /(х) e полином от лм-та степен с реални коефициенти, броят

на вариациите на които е равен на V. Тогава броят на, вариациите на

коефициентите на полинома

π

f(x)(x2—2p χ οο φ-Ερ3), p>0; 0<ф< ие ет

е равен на V42 или е с четно число по-голям.

Нека /(х) е полином с реални коефициенти, броят на вариациите

Ha които е равен на V. Тогава броят на вариациите на полинома

F(xX)(x2+2p х cos p+p2), p>0, 0<4ф< V+2

е paBeH Ha К или е с YETHO число по-малък.

В частния случай при a=0 и b=cc получаваме следното обобще-

ние на теоремата на Декарт:

Нека f(x)=0e уравнение от n-ra степен с реални коефициенти,

броят на вариациите на които е V. Тогава броят на корените

т τ

му, на който аргументите се намират между :n—V u ;l_v(zpa-

ниците изключени),е pasen на V μ с четно число по-малък.

Ще разгледаме още някои теореми за нулите на полиномите. От

теоремата на Грейс се получава лесно следното предложение:

Нека л-те комплексни Ччисла &, O,...,%, принадлежат“ на една

кръгова област K. Тогава, каквото и да е комплексното число X, Ch-

ществува едно Число «, принадлежащо на K, което зависи OT X, но

такова, че

(D) (x—a)) (x—0). .. (x—ay)=(x—2)"

Действително, ако ¢ А означим израза

А-(х--а4)(Х--«)...(Х--«л),

то за елементарните симетрични функции 81,| Sg,...,S; На &), «о,..., «л

ще имаме

-4-8) xSy x 2 (1) 5,=0.

По Teopemara Ha Грейс уравнението

Ω) м A—( T еааа ееа (= 1y 2= 0

ще има поне един xopeH 2-« B K. Ho (2) при 2=« се обръща B (1)

и предложението е YCTaHOBEHO.

1 За по-големи подробности и доказателство виж Н. Обрешков. Задачи и тео-
реми no Висша алгебра, 1960, задачи 51, 52, 53, 54, 55, 57, стр. 58 — 60 и стр. 243--248

и 268—270.
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Ще разгледаме едно предложение на доказаното предложение. Нека

P()C)::ao_l.alx_f_ ἐ ἄμ ΧΗ, а —‘-:O,

€ произволен полином, нулите HA който лежат в една кръгова област К.

Въз основа на предното уравнението

(3) Р(х)--А--0

може да се напише така:

(Χ 1)" 7 . Οι
ay

гдето х e точка oT KA. 38 корените на последното уравнение по-

лучаваме

"

λх-а+) А
ац

Следователно корените на уравнението (3) лежат в област, получена
я

. А
or K ¢ Tpaficnaumnel/ ”

щ

Теоремата на Гаус--Люка е обобщена ΟἹ Уолш за нулите на

производните на произведение от два полинома, нулите на които лежат

в дадени кръгови области. Нека полиномът /(х) от степен мл е произ-

ведение на двата полинома Л (х) и f,(x) ΟΥ степени ри g (Ρ' g-=n.

като нулЛите &, «.,...,«, на Л (х) лежат в кръговата област Х) и ну-

лите 3, 39,...,8, на /,(Х) лежат в кръгова област K, Нека x, e една

нула на /0 (х). Релацията

].(т) (χο) -0,

в която разглеждаме X, и п, като фиксирани, е симетрична спрямо

числата x, и линейна спрямо тях. Ако заместим всичките «, с o, то

f(x) до постоянен множител се обръща в полинома

τ «(х).

Следователно по теоремата на Грейс ще има поне една точка « OT

областта К, такава, че т-та производна на #(х) ще се анулира за

X=X, T. е. #0 (x,)=0. Ако cera приложим същото Рразсъждение 88

последната релация, като оставим « и X, фиксирани, получаваме, че съ-

ществува точка 8 от K, такава, че /т-та производна на полинома

φίχ)εε(χ —a)? (х--В)

се анулира за х - ху Така получаваме следната TeopemMa Ha Уолш:

Ако означим с А областта, описана от нулите на полинома

0 (х), когато « и В описват съответно К, и K, независамо едно

от друго, нулите на полинома ” (х) ще лежат 8 A.
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Лесно можем да получим областта А. Ако « и В са произволви

комплексни числа, то нулите на полинома +0”(х) ще лежат на отсеч-

ката, която съединява « с В. В това се убеждаваме лесно по теоремата

на Гаус -- Люка или по теоремата на Рол, като с подходяща линейна

трансформация докараме съответните точки на « Ηβ далежат по реал-

ната oc. По нея нулите на TM (x), които са отлични OT « и B, са

прости. Нека 4А), 45,..., Ал са отношенията, в които тези нули на съ-

щия полином разделят отсечката «...В. С трансформацията

хеа)|-(В-«)

леено се убеждаваме, че числата А, са нулите на т-та производна на

полинома # (1-4), които са отлични от нула и единица. Нека 71 и 1,

са центровете на окръжностите С) и C, като K, и K, означават в

случая кръгоцете, заградени от тези окръжности,и т Η 75 са радиусите

им. Ще установим, че А е област, състояща се от всичките кръгове

K с центрове

аА Т2
1--ἂς

и радиуси

ri+agr
e, s 1, 2,00,k

Действително нулите на #0 (x) ca

a+x 3

ST 144

Ako x € B К. 1 3 B K, TO за х ще имаме

РА Ὶ _ 2=T , Ag .
T2, T 7 Тул B T2X

откъдето получаваме

χ. ЗА Ὑ [-- ПА Ту

§ ὰ == 14
 ̓

T. е. х, ще лежи B K, Лесно можем да видим, че всяка точка οἹ A
може да се получи по горния начин, но това не е от значение в случая,

Ще установим сега един друг резултат по същество. Нека

Л(х)-а,+-ах-... ааа Χρ 4 X

€ полином с произволни KOMIVIEKCHH коефициенти, като коефициентът

пред х” e равен ὰ 1. Да означим с M, най-голямото OT числата

а,), |4; |,..., |й 4 | ИС /--Число, по-голямо ot 1. Очевидно или полино-

мът /(х) ще има р нули, на които модулите са по-малки от 7, или

поне л--1!-р нули с модули =r. Да предположим, че имаме втория
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случай и да разделим f(x) с α--χ, като « е нула на f(x) с модул

2> г. За коефициентите на частното

Л (х)-а,+а, x+ .. а ХР . ф

получаваме

К

ао- z  ̓

ееа
al~—a2 P

, 4y а ак
аЕ .. + #.

Ако # <-р-1, то ще имап;е

1е <M}ttt нне |е Ае
“ P\ + м Пе е1 Ν r—1

Следователно първите р коефициента Ha f;(x) имат модули, по-

малки от ТА?Т Едно второ деление, отговарящо на друга нула на

f(x) с модул = r, дава полином /, (х), на който първите р коефициента

ще имат модули по-малки от (7%, H.T. H.; след n— p деления ще по-

лучим полином f, ,(X) OT степен p, на KOHTO модулите Ha първите р

коефициента ще бъдат по-малки от (r—:lM)f,—_; и последният коефициент

ще е равен на 4+1. По Teopemara на стр. 11 модулите на корените

на уравнението

fop(x)=0

ще бъдат по-малки OT

14 .
r—1y—

KaTo приравним с / това число и решим полученото уравнение CHPAMO

г, ще имаме

Ν

r=1+yYM, q=n—p+1.

Taka доказахме следната Teopema Ha Монтел:

Полиномът f(x) uma поне р нули, на който модулите ca no-

q—

малки om 1 +)M,.

Ако M,=1, тази граница e paBHa Ha 2.

Предната TeopeMa показва, че полиномът f(X) при фиксирани първи

р коефициента има поне р нули в един фиксиран кръг около началото,

каквито и да бъдат останалите коефициенти и степента л, като се пред-

полага, че коефициентът пред x" e равен на 1.
-

342



ЧАСТ VI

АЛГЕБРИЧЕСКО РЕШЕНИЕ НА УРАВНЕНИЯТА

Глава Т

Алгебрическо решение на уравнерията OT трета и четвърта степен

1. Уравнения ot трета степен. Под алгебрическо решение на
уравнението

ЛД(х)-а х"+а x> 14 ... +@,=0

се pa3bupa определянето Ha корените My MOCPeACTBOM KpaeH брой pa-
ционални действия и извличане на корени OT коефициентите Ha ypas-
нението.

Както видяхме при изучаване на трансформацията на Чирнхаус,
уравненията от трета и четвърта степен са решими алгебрически. Тук
ще вземем други директни и по-прости методи.

Непълното кубическо уравнение

x3=A

3 3„

със субституцията x=y|'A, гдето ΤΑ e едно от трите значения на
радикала (например, ако A е реално, може да се вземе реалното 3Ha-

чение), се свежда на #-!1

Последното уравнение се разпада на

y—1=0, y*+y+1=0.

- Корените Ha BTOpPOTO са

ς -ττῆθ
« р "y

3 " 3 Ν 3_

така че корените Ha x3=A ca V4, a |4, «(А.
Общото уравнение OT трета степен

а +ажх24-а,х-+а4-0

«ъс субституцията v=x+—g—;—o се свежда Ha друго, B KOETO липсва

вторият член. Така можем да предполагаме, че даденото кубично урав-
нение има вида

{) X34px-+g=0.
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По метола на Худе! това уравнение се решава така: полагаме

X=y+z,

гдето y U Ζ Ca нови неизвестни; ще имаме

хе И 28--Зуг (ν-- 2)

или

(2) x3--3zyx- (8--232)-0.

Като сравним коефициентите на (1) и (2), получаваме

(3) Yz=--%4,

Y =" g
или

у3+23: “ᾖ,

Pγ523-- я

Ако поставим y3=u,, 23=u, TO последните равенства ни показват,
че ц U U, са корени на уравнението

откъдето

3 8 τ Φ i 54 _/_q уе |/у() х 2Р) Ty 2 Vit
която формула се Hapuya формула на Cardano.

2. Разискване на формулата. Като вземем под внимание, че куби-

ческият корен има три значения, като комбинираме трите значения

първия радикал с трите на втория, получаваме девет стойности на х.

Но лесно е да видим, че само три от тях са корените на
уравнение (1). Ot (3) виждаме, че радикалите уи « трябва ἃ удов-

‘g .Heka А и B ca две CTOHHOCTH налетворяват на условието y2= —
.

! Пръв е решил кубичното уравнение италианският математик Scipione del
Ferros 1515 г. След това решението е било отново открито също ΟἹ италианските

математици Nikolaus Tartaglias 1535 τ и Geronimo Cardano в 1545 .
По това Bpeme Ludovico Ferrari, ученик naCardano, намира решението Ha
уравнението OT четвърта степен. Методът Ha Hudde e даден в 1639 г. Лобачевски

е дал друго решение на уравнението (1) със заместването д -- -#
Зу.
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тях, удовлетворяващи на условието AB= - ξ. Значенията на първия

радикал са A, «4А, «А, а на втория: B, a B, «2В. Очевидно A може

да се комбинира само с B, понеже с « B бихме имали Α.αΒ:-ς α,

което не е равно на -- ’Βἷ Също не може да се комбинира с α28. С no-

добни разглеждания става ясно, че трите корена ще бъдат

x,=A-+B8B,

X?=o0 A4-a2B,

Xy=02A+a В

или като 3aMeCTHM CTOMHOCTHTE Ha « и af

(5) Xy= "’;”+ 41 3,

A+B

ΟἹ тези формули JecHo е да изследваме реалността на корените,

когато р и 4 са реални. Ако означим с

g, p
A=t

TO ще HMaMe три случая.

1) A>0. Тогава можем да вземем 88 А и В реалните им стой-

ности. Ot (5) се вижда, че уравнението (1) има два имагинерни и един

фреален корен. Имагинерните корени не могат да бъдат равни помежду

си, понеже, ако допуснем, че X,=X; ΤῸ трябва А -#В, отгдето 43- В9,

което води до A=0.

2) A=0. Тогава получаваме

4А-#8- V_%,

s

Βΐ-ἠ

3 ,,,,,, Н

Хал Ха —} __g_.

TpuTe KopeHa ca реални, два OT KOMTO Ca PaBHH помежду CH.



3) аА< 0. В този случай А и В са имагинерни и конюговани MO-

между си, т. е.

A=g+hi, B- g—hi,

x,=2g,

X, - —&—h)’3,

Xy=—g2-+h)3,

Трите корена ca реални. Формулата Ha Кардано nasa обаче κο-

рените в имагинерна форма. Този случай се нарича неразложим

(Casus irreducibilis). Доказва! ce, че не може да се реши уравнението

с реални радикали, ако е неразложимо.

Ще дадем тригонометричното решение на уравнението Радикалът

A= γ 4 .ι.νΔ може да се пище ] 'ἩΙ’ . Понеже А <0, чи-

слото -- g ἜΠΙ--Δ е комплексно и My придаваме тригонометрична

форма:

_éf_.f_i]/_A:p(cos φ ἐ 5ίη φ),

отгдето

- _g_:p со5 3, ]"———A:p sin g,

27

Тогава ще получим

хеу-2- ]/ g (cos p+isin ср)+]/р (cos φ--ἰ 5ίη φ) --
3

- 2 Ν .=]/р(соз%ц+15т 3+3” )+

3 .

+!/р(созф+”*п isin #2а)
3 3

8
гдето К и R, вземат стойности O, 1, 2. Произведението на у и ге

равно на --ς- по условие, а от формулата получаваме 38 това произве-

дение стойността

P 2—k)m | . . 2(k—k)w3 ( cos ——5-*—-isin =)

1 Holder — Mathematische Annalen, 38, 1891, crp. 307.
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Следователно #-- .. Така че трите корена на (1) npu A « Ο ще бъдат

дадени с

2]/ ‘_’; cos ΦΈ2κπT k=0, 1, 2.

Кардановата формула дава често корена B една сложна форма.
Така за уравнението

(6) x34+3x—14=0

nony4yasame

3_.___—

А=177+у5-0, в-7-150.
Но

з e e

. V7il"§0= 142,

така че уравнението (6) има рационален корен 2 и останалите корени

са —1+iy6.

3. Решение на уравненията OT четвърта степен. Общото урав-
нение от четвърта степен

ЛД(х)--ах-+-а,х а -а,х-+а;,-0

а

с трансформацията x=y—,J- може да се сведе в друго, в което
0

липсва BTOPHAT член. Така че уравненията от четвърта степен, с които
ще се занимаваме, са от вида

(7) хроаха!--0.

Ще изложим първо метода на Ойлер, който представ-
лява едно разширение на метода на Худе. Въвеждаме три нови не-

известни

x=y+z+¢t. -

- ̓ При това ще имаме
X2=y24 22+ 1242 ( у24-уЕ Н2),

χἰ - εφ PP+ 4 Ἐ25Ὲ6) (уе+уб-а)-+

-4 (γ5 R 22 )-8 γεέ( ν-τ Ζ-1-ἴ).

Като елиминираме OT тези уравнения израза νΖ - у --2Г и вземем под

внимание, че х-у--244, получаваме

χι--2(ν"-Ε 23.[8) χθ---8 γχέχ- { )2+ 224+12)2--
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Като приравним с коефициентите на уравнението (7), ще получим

2= Ρ28

(8) - yat=— 1,

P—Ar
2,2 | 2421 22 P8V24 YR+ ="

2

AKO 3aMeCTHM BTOPOTO YypaBHeHHe с 222/2-- ἕ-δ, то ΟἹ (8) става ясно,

че числата y?, 22, {2 са корени на кубичното уравнение, наречено ре-

золвентно:

Р ρ ̓-- ἀν ¢ _
9 W45 Wit u—=0.

Ако корените MY Ca йр йе Uy TO

“’1 _yz) ufl_zg) ua—t‘"’

χ } . - 9 Ἔ Vs

Тази формула дава 8 значения на X, а даденото уравневие е от че-

твърта степен. Обаче от (8) се вижда, че знаците на радикалите трябва
така да бъдат подбрани, че

(£ Уе) (Vo) (+ а) —§ -

4. Разискване на peweHHero. Ot (9) се вижда, че TOBa резол-
вентно уравнение има винаги поне един положителен корен. Действи-

2

телно при й-:0 лявата част взема отрицателната CTOHHOCT -- ἔ-ξ,ἂ при.

й-:со-- взема ПОЛОЖИТСЛНЗТЗ.СТОЙНОСТ Ἔ Οὐ, значи тази част ще се

анулира поне един път, когато и се мени ΟἹ О до cc. Това може дру-

гояче да се получи от фЗКТЯ, че произведението ψ и,й; е равно на
2

ἔἷι’ т. е. е положително. Тогава, ако трите корена са реални, очевидно

е, че единият е поне положителен. Ако има два имагинерни, то те са

конюговани, T. €. TAXHOTO произведение е положително, и следователно

другият корен, който трябва да е реален, e положителен. Нека този

положителен корен е 1. Ще имаме три случая: а) u,, U, U,

телни; Ju,, Χ, Yu, са реални, Тогава 3a корените на даденото урав-
нение имаме схемата (А) или (8):

348



o=+ b+ Vi Vi

Ха +1/171-[/и;+]/и-3,
-

“ а-- аИ + Vg

( Xe=—Ju;—Yu,— Vi,

{ x1=+Vu—Vug—Vu,

27 —VfiI+Vt72—Vl73,
(Β) i

Ха -Уи1-1/и9+]/ йъ
— =

= +]/и1+ Vi } ,

според това, дали 4 е положително или отрицателно.

Всички корени на (7) са реални.

b) 4, > 0, u,, μᾳ < (). Следователно |из- ἀΐ, Yu,=ki, hk>0. Ко-
рените на уравнението (7) са имагинерни. В частност, когато #-,т.е.

(9 ι имаме един двоен реален корен и два имагинерни.

В този случай (<-1/41) (4-1/85) (4-а54)- --й# ( < 0. Следователно
88 корените на даденото уравнение ще имаме схемата (B), ако 4:>0,

и схемата (А), ако 4<0.

с) и >0, u, и U, конюговани имагинерни. Тогава и числата (/9з,
1/из са конюговани имагинерни, следователно са ΟἹ форма α-Ἐβὶ, α--βί,

Даденото уравнение (7) има два имагинерни и два реални корена. По-

неже произведението

„С V) (+Г а) (а- ш) («2-- 82) Fuy >0,

то имаме за корените същите случаи, както в а).

От схемата (А) или (8) лесно се вижда, че корените на резол-

вентното уравнение са цели рационални функции от корените на даде-
ното уравнение, които са трите стойности на една от тях. Именно имаме

1

щ τε (%1 Хал Χ - Χα),

1 ,
Uy Ξατς (Χιτ Χ9 τ Хал)

1

йз- т6 (Ха-- Хал те)

които са трите стойности Ha функцията
1
ЕЯ

като разместваме корените по всевъзможни начини.

349



5. Метод на Декарт. Този метод се състои в TOBa, че лявата

част на уравнението разлагаме Ha два квадратни тричлена, коефициен-

тите на които определяме посредством едно кубично уравнение.

Даденото уравнение

(10) X4 patigxfr=0
представяме така:

(x*+ux+v) (x2—ux+v,)=0;

тогава с приравняване на коефициентите имаме

v+u,—ul=p,

vV, < .

Оттук получаваме

v+v,=p+ud

ш = — 4

откъдето

г:%(рдги?щ ΐ); 2 + (р+и2+ <)
и

Като заместим в третото уравнение (11), получаваме

(р μῈ Ζ) (p иг »g)=4r

или

ив--Зри +(р-4)и- 4 -0.

Ако положим u?=y, ще имаме

(12) » 2py*+(p*—4r) y—q*=0,

което е резолвентното уравнение:

Ако решим уравнението (12), то даденото се разпада на две квад-

ратни уравнения:

х2+их+% (Р+и2-1)=0,
и

(13)
1X2—ux+ QA(pil и2+%)=0.

6. Разискване на решението. Нека αἵ, a2, #3 са корените на (12),
3

TOTaBa

9 2

«) «3

Ако извлечем квадратен корен, то понеже уравненията (13) остават

същи, като сменим й с - Δ, можем така да подберем знаците, че

2__ 2
αθ-- 42.

(14) а %y ἀ4--ῷῇ.
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Като поставим #=a, в уравненията (13) и решим отначало ΠΈΡΒΟΤΟ
уравнение, получаваме

или понеже от (12)

24 -а3-4-а2-- - Зр,

« И ку τστο- τ -αἂ, τία
(15) О жа а 9е Заца < Ве)

Второто уравнение (13) дава по аналогичен начин

(16) хе аНе) .

Така получаваме корените х X,, X4 X, на даденото уравнение.
Да изследваме реалността на корените х, според реалността на

корените на резолвентното уравнение. Понеже свободният член на (12)

е отрицателен, то, както по-рано се убеждаваме, че това уравнение ще

има винаги поне единв положителен корен, който нека означим с и2,=у1.

1) Tpute корена уь y, J, Ha резолвентното уравнение са поло-
жителни. Тогава, понеже у;)-а?, y,=af ;--а2, числата «) a, ἂς

са реални и OT това следва реалността на корените на даденото

ypaBHeHHe,

2) >0, ¥,< 0, и < О0. Тогава за «,, a; MOXeM да пишем

α4-- πἰ, α4-- Κἰ,

гдето - «,hk=gq. 384 корените имаме

)43,4:0(21 i‘%'(h“k);

T. е. всичките ca имагинерни. Само B частния случай, xorato A= 1k,

Τ. €. у,-- у» даденото уравнение има реален двоен корен.

2) y,>0, y, u y, конюговани имагинерни. Тогава

%y = o+ If,

и понеже & dy&q=0, (224 [3%)=¢, B3emame «,>0, ако ¢>0, и «,<0,

ako 4<0.

3a корените Ha даденото уравнение получаваме

«

. Ха *fv;_l‘i“s

11 .

X34~ o +iB,

Τ, €. TO HM& два реални и два имагинерни.
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Можем, както при метода на Ойлер, да изразим корените на ре-

золвентното уравнение чрез корените Ha даденото. Ot (15) и (16) по-

лучаваме лесно

1 μ
ще 5 (=X Xy жаА)

l ι
ᾶ ἷ(Χι-Χπ-Χς-ὢ),

1
%=~ (X1~ χ - X5+ Ха).

Следователно KOPEHHTE Vi, J,, И; ще представляват трите CTOHHOCTH,
които взема рационалната функция

l '
4 (Xt χο X3 x,)%,

KOraTo pa3MecTBaMe ху X,, X3 X, помежду им MO всевъзможни начини.

7. Общ метод Ha Лагранж.! Лагранж e изследвал решенията, които

са били давани по-рано, и намерил, че те могат да се сведат към

един общ метод. Именно нека е дадено уравнението

(17) f(x)=0

с корени Xy, Xy, ...,X,. 32 да го решим, търсим една TaKaBa рацио-

нална функция

Ф (Хр Хо,..., Жн)

от корените MY, която взема по-малко различни стойности Vi, }ὲν...» Vi

от степента му, когато разместваме величините х помежду им по все-

възможни начини. Нека уравнението, на което корените са Vi, Ма,..., Vi

да бъде

ут+А1ут-1+А2ут-2+ .. +Ат: Ἑ

От релациите

ὴ а AVt A Y

A= »α- - ..- Y1 Y

(=" An=01Y2--Im
виждаме, че коефициентите му A са CHUMETPHYHH рационални функции

на корените (17), следователно могат да се пресметнат. Така реше-

нието на даденото уравнение ще се сведе към решение на уравнение

от по-ниска степен, стига да съществува една такава фУНКЦИЯ .

Heka отначало разгледаме уравнението OT TpeTa степен

(18) х рх+а-0 ”

1 Даден от Lagrange в съчинението му ,Réflexions surla résolution algébrique

des équations® (1770 и 1771).
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с корени X;, X, X3 Да разгледаме линейната функция

(19) еаХа х

гдето « € един имагинерен корен на x3=1. Ако B (19) извършим една
кръгова субституция, T. е. заместим х) С хХ., Ха С X3 X3 C Х) ПО-

лучаваме

Хха--аха- а Ху =a? (x; +axya2x;)=a?y,;.

Същата субституция, приложена върху получения резултат, дава

χφ αχ, Ἐαβχρφεεα(χ, --аха--а2хз)-- ау

Ако сега ΒΈΡΧΥ ὶ извършим транспозицията (X Χ4), то получа-

ваме новата стойност

Vo= Ха Ха Хъ

от която при извършване на кръгова СубСТИТУЦИЯ, заместваща Ху Xy,
X3 съответно с ху Ха Xy, TO получаваме нова стойност

х.-аха--а Ха у,

и при ново прилагане на същата субституция

Χ αχ, αὔχι =ay,.

Понеже от три елемента имаме шест възможни замествания, то

всичките стойности на y; са

»υ «у 1 “E.Vp У» “)*в, “999-

От това е ясно, че функцията у,? има само две CTOMHOCTH :

Y=t axytoalxg) =u,,

Yo =(xgt2x, 4+ = йу

Квадратното ypaBHeHHe, на KOETO корените са й) и U, нека бъде

u?—vyu+8=0,

пдето Y=1U;+ U,y S==U1 U4y са симетрични функции на KODEHHTE ху X
X4; пресмятането им ще извършим, KaTO използуваме теоремата 88

степента и теглото. Функцията

7= (а--аха-а2х3)--(ха--ахт ча2?)

е от степен и тегло, равни на три, така че, както лесно се извежда За
уравнение ΟἹ вида (18) (1. е. B което a,=0), тя ще бъде

у- 44,

гдето А е число, подлежащо на определяне. За да изчислим А, изпол-

зуваме уравнението x3—1=0, Ha което корените ca l, &, αθ и 4--1.

За него ще имаме

У-(1--а--ай 4 ( Ἐα:Ὲ6)Ρ-- --α
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Понеже 1+a+a2=0, «2- 1, то A=—27, отгдето

у - 27 4.

Функцията

δε-(χ, - αχρ αὔχῷ) (ха--ах чх)

е от степен и тегло, равни на шест. Следователно 88 уравнението (18)

тя ще има вида

5--Мр4-Ка?.

За уравнението x3—1=0 ще имаме

6/-(1--а - αθ)} (За)3 - К,

отгдето K=0. 3a уравнението x>—x=0 с корени 0, 1, —1 имаме

& + (а--а2) (l—a?)=—M,

—~M=a3(1—ap (1 —-a2P=(2—a—a?P}=27, M=-21,

&= —27p3.

Резолвентното ypaBHeHHe ще бъде

(20) и24274и--27 ρ5-Ξ0.

Тогава от

X1+ X9+ %3=0,

“ 3

Xy αχᾳ αἶχα = uy,

3_—_—
«а +Xo+otxs=) 1,

получаваме

3 3 3 3 3

/ 2y w2V u,(20 i +е Vir < Ъи13+Уиг : же аУщ;а]/и„„

„ Можем обаче да получим формула, в която да фигурира само

единият радикал, като по такъв начин се избегне многозначността.

Действително да умножим

( τ αχρ- αἶχρ) ( - αἢ Xy +axy) =

= X3 x4 2 (α-} αθ) ( Χ Ε Xy X+ Ха Ха)

=—2p+p (a+a?)=—3p.
-
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Значи ще имаме .

X1+ %3+ %3 =0,

3__
X, axyta? ха- у ,

Xy Xyt oxy = __a3p_.
Ω͂

Оттук получазаме
3

x1=—;—]/u1 - 3p  ̓
Va,

1 вз- Ρx2=—3—a Vlll— 5 ,

«гуи,

3_

Хаеу « И — £,

«У

в ΚΟΗΊΟ формули 88 /й) може да се вземе коя да е негова CTOMHOCT.

Функцията у,?-(х--ах,--«2 х) се нарича резолвентна функция

на Лагранж. Обобщена, тя играе важна роля в алгебрическото решение

на уравненията, както в това ще се убедим по-нататък. “

За уравнението от четвърта степен

(21) x4+px5+qx+r=0

трябва да B3eMeM функция, KOSTO получава три CTOHHOCTH. Такава

"функция, както видяхме при разискване на методите Ha Декарт и

Ойлер, е

( Xg— а)

Ние ще разгледаме друга такава с TPH CTOHHOCTH:

Ха Хау X3 Xy

ех аХа Xy

узе Xy Ха Ха Ха

Кубичното уравнение, на което уу у» V3 08 корени, нека бъде

Y+ A2+ A )Ὲ 442:-:.0.

3a коефициентите му ще имаме

-4)1- У Уе Уз- le Xo=p, A;=-p,

A= Vot Y1 V3 t+Va V3=

= () Ха Χα 4) (X1 Ха Ха 4)4 ... = Σχξ Ха X3
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ΜΠῊ

A= le Σ Xy Хо Ха--4х; Ха Ха 47 - - 47,

-4;- У Yo ¥a= (X Χ Ἔ Ха 24) (2а Ха Ха 64) (X Ха Ха Ха)-
-- 3 2 32 32= Ex1x2x3x4+ Ξ X2 x5 x5

< 2 -Α.-- Х) X5 X4 X, ἕ χι-ι-(ἕ x1x2x3)2 2 ἕ X2 X% Xy Ха

Ξε χ. - 43---2 χ Χ X5 Ха Σ жХа-42-4рг, Α4.-- 4ργ-- 43,

Резолвентното уравнение ще бъде

Y —py*—4ry+4pr—q*=0.

Определянето HA Xy, Ха X3 X4 може да стане TaKa: ако поставим
Χι Xo=1t;, Х Ха-- . TO ще имаме

Ду х Ха X3 X4 =q.

Следва, че ¢, #„ са корени на квадратното уравнение

Π

отгдето

-- . 47(22) х1х2-щ Xy Xg= N V.\;x 4

Аналогично ще получим

yP—49xlxs_yfrl/2 4φ жщ еИ ν͵2, ,

(23) ͵ Ν } -
+ - Гу -4Xy 42 » У23 , XgXg= » .)és 9

Знаците на радикалите са подложени на зависимостта

Уи-3а Vy.—4q (у2-44 --

-(Х) Xg—Xg 04) (X1 Ха--Ха Ха) (X1 Xg— Xy X3)=

= х Ха X3 жа (124 X223+ X2+ X,%) — Σ X2 X2 хуе А
От тази релация е ясно, че ако променим знака на един радикал,

то трябва да променим и знака на другия, при което, както лесно се

убеждаваме, отговаря само пермутиране на корените.

Пресмятането по-нататък на самите корени става без нови ради-
кали. Действително, ако ¢=0, имаме

--фжа-е(ха Ха X3+ Ха Χαῖ Χ Xg а Ха X3 64) 7

= (Xy ха) (X1 %)+ (01 ха)(2а х4)-+-(за ха) (31 4)-7,
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. отгдето, Използувайки (22) и (23), веднага се намира Xy, а оттам Χ, Ха X4
Ако ¢=0, то уравнението (21) е биквадратно и тогава със замества-

нето х2--у се свежда на едно квадратно.

За да решим по метода на Лагранж уравненията от пета степен,

трябва да намерим рационална функция OT пет мроменливи, която взема

четири стойности. :Обаче доказва се, че такава функция не съществува.

Ще видим по-нататък, че уравненията OT пета степен нагоре по

една теорема на Абел са нерешими алгебрически.

Реципрочни уравнения

1. Реципрочни уравнения. Едно уравнение се нарича реципрочно,

ако реципрочната стойност на всеки корен е пак корен на уравнението.

Ако уравнението

( fX)=ayx"+a, х17!4... +-йа-а Х-+ йл--0

е реципрочно, то на корените му

(2) Хуъ Хае Жл

реципрочните стойности

1 1 1

са пак корени Ha (1), Τ. е. това са числата (2) само че в друг ред.

Числата (3) са корени на уравнението

4 Л (X)=X”f(ix)=an\x"+an_1 Ха ey X+ a,=0.

3a да бъде ypaBHenuero (1) репипрочно, трябва значи (1) и (4)

да имат едни и същи корени, за което е наобходимо и достатъчно

коефициентите им да бъдат пропорционални:

аКЧа„, a1=qan_], а2=а(]„-2, ...) an_]:—'qal, ᾶῃ:ί]αο.

Axo YMHOXHM първото и последно равенство, получаваме

g*=1, g=+1.

Следователно ще имаме два вида реципрочни уравнения: първи

вид, когато между коефициентите има връзките

Qo=0Qn, йа-дйл-1, (12:(1,,_2...,

и втори вид, aKO

Qy=—Qn й- -йл-), й57---йд-о...

Ясно е, че ще имаме

9 ͵ . A=,

гдето 4-:1 при първия вид и ¢= —1 при втория.
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Ако степента на уравнението (1) е нечетно число, TO ще има един

“ 1
корен, който е реципрочен на себе си, т. е. X=-,-, отгдето се вижда,

че то ще има поне един корен, равен на 1 или -1. Ot (5) или директно

може веднага да се изследва в кои случаи този корен е 1 или -1.

Действително при л нечетно, при ¢=1 и х-- | получаваме OT

1

Χ} {1:]-70}

—f(=1)=F(=1), 70-)::0,

T. е. --1 е корен на уравнения от първия вид. Ако g=—1, то от

6 o (4.)--760

при x=1 имаме

f)=—=£Q), f(1)=0,

T. е. | € KOpeH Ha уравненията ΟἹ BTOPHA вид. AKO л € четно и урав-

нението € OT BTOPH вид, TO OT (6) при x=1 и x=—1 имаме

1()---1) f(=D=—f(=1)

отгдето f(1)=f(—1)=0, T. е. #1 ca корени. Като отстраняваме Te3H

реципрочни на себе си корени (I и -1), най-сетне очевидно ще до-

стигнем до реципрочно уравнение от четна степен и първи вид. Такова

уравневие се нарича редуцирано. Общата форма на такова уравне-

ние ще бъде

aox2ll+a1 хвт-1+ .. +

а а Хащ χ α, x4 +-ах-+4--0.

С подходящо заместване ще покажем, че степента му може да

се намали два пъти, Действително да разделим на х” и да- групираме

членовете му така:

αο(χ'"ἠ-χξ,,,) +a, (x”“l Ἔ Ρ,Ξ;Ι)ἠ- еЕ

+a,,,_1(x+—l~>—1—am=0.

Да B3eMeM 32 HOBO HEH3BECTHO

и означим с
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Лесно ще видим, че P, представлява полином на у OT степен ἐ

който можем да пресметнем. Ще намерим една рекурентна формула

между три последователни P, Да умножим . с y:

Py 1’=(xi_1+ 1,1_1 )(x+ix)=

| В 1
=Xl X2 —х + де-3 =P+Py

Значи

“ P,=yP, --Р, ,

отгдето, понеже Р;-у, P,=y2—2, P,=2, e очевидно, че P; е: полином
ΟἹ степен / спрямо у. Така получаваме за у едно уравнение от m-Ta

степен:

Ако Ур 7,8ν...»},ι Ὠᾶ корените на това уравнение, то корените на

(1) ще бъдат дадени с квадратните уравнения:

ха-утх"!- 1 =01

X2—y,x+1=0,

xt—y,x+1=0

Hanpumep Hexa e дадено уравнението

X5 -2x3—-2x2—1=0.

To има 3a xOpeH 1, след отстраняването на KOHTO получаваме
ypaBHEHHETO

(7) хх-3х24+х-1-0,

което може да се пише така:

1 1(x2+72—)+(x+—}—)+3=0.

Като поставим
1

получаваме

Py +1=0, аеу НЕ
Корените на (7) са корени на квадратните уравнения

χ”-κ(-ἑ-ἑἱἵξ-) 41-0.
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2. Биномни уравнения. Уравненията

8) | x"—A=0

n

се HapuyaT биномни. AKO поставим х-2ТУА, то получаваме

(9) 11--1<-0.

Корените на това уравнение по формулата на Моавър са

2z,—cos ὰ jsin “πὰ
л

(#-0, 1, 2,...,n—1).

На корена z; KOHIOTOBaHMAT € равен на 2. » Действително

2 - . . -n(n k)=cos21r.k_ lst“kr—“Zk.

п n n

2n(n— . .
2Zn_r=CO0S π(: k)—Hsm

Ако п e HeyeTHO, (9) има caMO един реален корен Z,=1, понеже

л

аргументът на 2, € нула ие кратен на х само при #-0 и k= 5

KOETO € невъзможно, понеже л e HeueTHO. При л yeTHO ypaBHeHHeTO (9)

има два реални KOpeHa:

га 1, Ζ, =—1

п

При 47>0 в субституцията x=2z)/ A вземаме реалния п-ти корен
л

Тогава всички корени на (8) са «|/ А, гдето « взема стойности, равни

на всички корени на (9). При A < 0 и л-нечетно пак е възможна гор-
п

ната реална субституция. Но ако n е четно, то полагаме х--2 | —A
уравнението (8) се трансформира в

 ́

10) 2n+1=0.

По формулата на Моавър KOpeHHTe на TOBAa ypaBHeHUe са

Zp=COS (Qk'tll)" +isin ———(ij;l)“

(2-0, 1, 2,...,n—1).

Оттук лесно се Hamupa GpOAT на реалните корени.

2k+1
Именно 2, MOXe да € реално само при —(—';—)—"— paBHO Η π, по-

2k -1
неже 0< n+1<2, T. e k=2 5 . KOETO е възможно само ‘npu п

нечетно. Така че (10) има при л нечетно един реален корен — 1 и при

п четно всички негови корени са имагинерни, което впрочем и директно
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„се вижда в този случай, понеже при г реално Ллявата част на (10) e

положителна.

На 2z, конюгованият корен е 2, » . Действително

Zn_pq=C0S |2 (n—k) —1]+ isin Φ 2(л--А)-- 11--

2k+1

n

" =

2ΚΕῚ )
T=cos(2n— 7:\)+isin(27c~

— cos (2k4n-1)n _isin (2k-}’—ll)n

ИЛИ Zn_py =2
Уравненията (9) и (10) ca реципрочни. Следователно MOXeM да

приложим върху TAX теорията на тези уравнения, Отначало нека раз-

гледаме уравненията (9) при л нечетно -2/1-- 1. Тогава, като отстраним

корена 1 на уравнението
χ 1= 0,

получаваме уравнението

хт. xtm—1 L ф x11=0,

0T което

(x’"—}—xim)—}—( xm=1 4 x,,f_l)—k +(x+7lc—)+l =0.

1 .
Като поставим χ — =), получаваме ypaBHeHWe от т-та степен.

Така при л-3 уравнението е

x3—1=0.

Kopennte му ca

1 -1+4/8

; 2

При π-:ὅ .

Σ χ 1--0,

от което, като отстраним корена 1, получаваме

(11) X4+ X8+ x2-x4-1=0,

(4t () ti=o
(02— 2)+y+1=0,

Y+y—1=0,

Л -Ιἓνἶ'
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Корените на (11) се дават от уравненията

X2—xY1,+1 =0,

-1+)5 , Viox2ls .
X1,934=—7 L _4—]/— Е

Уравнението

хет11 -0

има само реалния корен — 1. С премахване на тоя корен то се свежда

на уравнението

x2m_x2m—1+x2m—2__ Ve + 1 :O‘

O6aue TOBa уравнение веднага се свежда Ha предишното, стита

да поставим” х----,.

Уравнението

x¥m—1=0

веднага се свежда Ha уравненията

xm—1=0, x"41=0.

Taka корените Ha x*—1=0, KoeTo се разлага Ha x*—1=0,

x241=0, ca

На уравнението

x6—1=0

корените ще бъдат

-1+4/3 1+:/3

Уравнението

, χ Ί- 0

няма реален корен. Като ΓῸ напишем така: -

1.

4я =0,

със субституцията

y= x

TO се свежда на уравнение ΟἹ m-ta степен. Taka x*+1=0 nasa

χ2-|-’͵ἑ-: =0, 82-2-0, ра Ἐ772:

1t

2 -
Корените My ca
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Глава П

За корените на единицата

1. Примитивни корени. Корените на биномните уравнения

() xn=1

се наричат корени на единицата. Нека « e един корен Ha (1)

Тогава всички членове на редицата

( a3 α ́3.1, α, «2, «д3,...

са пак корени на (1). Действително при А цяло имаме

(aby=(@)=1. -
B редицата (2) корените се повтарят; Taka имаме

at=1, ай 1 --а, .. ., 07л а38 .

Нека й е най-малката положителна степен, за която

α“: l,

Τ, €. « € корен Ha биномното YpaBHeHue

(3) х2-1,

но не е корен на биномното уравнение от по-ниска степен. Казваме,

че « е примитивен корен на (3) или че принадлежи на сте-

ned p.

AKO « e NPUMHTHBEH KOPEH на ypaBHeHHETO (3), TO BCHYKH HEroBH
корени са дадени с редицата

(4) α, αθ, a8,...,a" L, 4й-1,

Действително всички числа от (4) са корени на (3). Две кои да
е от тях не могат да бъдат равни помежду си. Действително, ако до-

пуснем, че

αθ'τξεαῦ, 67>Г,

то бихме получили

47 ,

което не е възможно, понеже S—r<p, освен ако 5--г. Понеже броят

на числата (4) e μ, TO следва оттук, че това са всички корени Ha (3).
Друго едно важно свойство е следното: ако « е примитивен ко-

рен на (3), то степените на биномните уравнения, на които « е корен,

се делят на μ.

Действително нека

(5) -

и HeKa ¢ 4 7 са CDBOTBETHO YAaCTHOTO и остатъкът ΟἹ делението на т

сют. е.

am=1]1

m=gqp+r, 0=r<p.



Условието (5) е

αμἸ’{":Ι, α’:]’

понеже g#?=1. Последното е възможно само ако 7=0, отгдето M= g

което трябваше да се докаже. Следователно всичките непримитивни

корени на X"=]1 ще са примитивни корени на биномни уравнения,

степените на които делят . Така например корените на χό--] са

числата : !

1, —1, ε, €2, —g, ---ε3,

гдето '

- а а 8 #

" 2

Непримитивните са корени на уравненията

x=1, x2=1, д8-1,

T. €. числата

1, — 1, ε, &2

Следователно примитивните корени Ha χό-- ] ca

—e, —g2,

Нека разгледаме две биномни уравнения:

(6) xi—1=0, xm—1=0.

Те umar поне един общ KOPeH, paBeH на единица, който принад.

лежи на всички биномни уравнения. Общите им корени ще бъдат да-
дени с анулирането на общия най-голям делител на левите им части.

Ще установим, че най-големият общ делител на

χη--Ἰ, xm—1

е равен на χά--], гдето 4 е общият най-гадлям делител на л и т. Да

допуснем, че л ==/, и нека частното и остатъкът OT делението на n

cme g, Ἡ Γι. Тогава 0Τ

еааа х) +x’1—1

хе xTMm_1 = χπὶ } ὶ 1 ̓

понеже

х”щд-1
т а ΕἸ,

х”“.-.1

хп--1 е остатъкът OT делението на Xx"—1 ¢ х”"-1. Ако по-нататък

m=rgs+r, 0=r,<rj;

TO остатъкът OT делението Ha xTM—1 ¢ xni—1 e равен Ha ха-1.

Като продължаваме така, ще достигнем до последния остатък Xd——l,
който според познатата ни вече теория ще бъде общ най-голям дели-
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тел Ha полиномите X"—1 и x7—1. Общите корени Ha уравненията (6)

ще бъдат дадени с

ха-1,

Следователно, ако 7 M т са взаимно прости,4-1, T. е. уравне-

нията (6) имат сама единицата 38 общ KOpEH.

2. Някои общи теореми. Ако а и b са взаимно прости

числа, то корените на уравнението

() xb=1

ае получават, KaTO YMHOXHM всеки корен на

(8) χ Ὶ

с всеки корен на

(9) xb=1

Примитивните KOpeHH Ha (7) се получават, KaTo YMHO-

жаваме примитивните корени Ha (8) и (9)

Нека В e корен на (8), а у на (9). От

pe=1, yb=1

Br=1, 11, (βγγότε].

Следователно o=@y ще e xoped Ha (7). Taka получаваме Ha брой ай

корена Ha (7). 3a да докажем, че това Ca BCHYKH негови корени, трябва

да установим, че тези пйоизведения са различни помежду си. Действи-

телно да допуснем противното, T. €.

Ву :͵.β 171-
Karo повдигнем ToBa paBEHCTBO B b-Ta степен и B3eMeM под BHHMaHHe,

че y>=1,4=1, получаваме

получаваме

ееа +) =1

()=
p

T. €. τ € общ корен Ha уравненията (8) и (9). Понеже а и b ca вза-
1

имно прости, TO трябва

Но имаме

#51, 8-
βι- 1? β-βυ

отгдето Y=17;.

Нека В е примитивен корен на (8), а у-- примитивен корен на (9),

то «--Ву e примитивен корен на (7). Ако допуснем обратното, ще има

число s<ab такова, че

Bry=1, pr=L
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Ако повдигнем това равенство на степен b, получаваме

Вьз.уьь-:], 03 -- 1,

Понеже В е примитивен корен Ha (8), трябва 50 да се дели на а, от-

гдето, понеже а и b са взаимно прости, трябва 5 да се дели на а. По

същия начин получаваме, че 5 се дели на b, Τ. е. 5 € най-малко равно

на ab.

” Ако В не e примитивен корен на (8), T. е.

k=1, #<а,

то ще имаме

By)*=1, kb<ab, '

Τ. е. Ву не е примитивен на (7). Така теоремата е установена напълно

Ясно e, че тази теорема може да се разшири 88 степени л-адса...,
гдето всички множители @, b, ¢, 4... ca прости помежду cH. Така по-
лучаваме теоремата:

Ако n=p"q"r"..., гдето p, ¢, r,... са простите делители
Ηᾶἃ п, то решението на уравнението

x"—1=0

се свежда Ha решението на уравненията

xPr =1, x*=1, x'=1,...

Ако B e кой ma e KOpeH на NBPBOTO, у KOH да ς KO-
рен Ha BTOpPOTO, 6 кой да е корен на TPEeTOTO и T. H, TO

произведенията на βγδ..., броят на които е рц"”...-- п, да-
ват всички корени на уравнението X'=1.

Ако B, v, δ,... са примитивните корени на своите

уравнения, то Byd... дава всички примитивни корени на

х 1.

Така например корените на

x2=1, 1. e. χθ 3=1,

получаваме, KATO умножим корените на уравненията

x3=1, xt=1.

Понеже първото има корени 1, -, €2, OT KOHTO ε, €2 ca примитивни, а

BTOPOTO — корени 1, —1, А --/, OT които / —i са NPUMHTHBHH, TO BCHY-

KHTe корени Ha x'2=1 ca

1, —1, i, —i, ε, —¢, ἐε, ---ἰἶε, g2, -- ε2, ζε“ἰ --2,

от които подчертаните са примитивни..

Посредством горната теорема виждаме, че решението на бином-

ните уравнения се свежда на решението на уравненията

(10) χρ ̓ --Ἰ,
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„ гдето ре просто число. Както ще покажем, решението на това

биномно уравнение се свежда на решение на бином-

ни уравнения OT степен р.

Действително нека B, е корен на уравнението

xP=1,

В Ha ypaBHEHHETO

и най-сетне [3; e корен Ha
й χρ:βλ-1͵

Тогава произведението B, В,...В;. е корен на (10). Освен това всичките

корени на (10) се получават по този начин. Наистина имаме

(В, Ва... 84) -- В, Ву .. By

(β1 Ве .. βλ)Ρ:: (Bl β2 .. βλ-ι)” = β1 β2 ... βλ-π’
. . .1 . .λ ..

(В βα...βι}» =B, =1

Освен това две такива произведения са различни помежду CH, по-

неже от

BiBy.--Pr=p"1B%... В

с повдигане в степен р бихме получили

βι Ва... βλ-ι: βι͵ .. β’λ-υ

т. е. В;.--В,, и продължавайки така, В 1-В а 1.....81-В,. Ако В;-1,

то «--В, By... P2 не e примитивен корен на (10), понеже от (11) имаме

a?*1=B,=1. Ако обаче B,= 1, то « ще бъде примитивен корен на

(10) и така се получават всички примитивни корени на това уравнение.

3. Брой на примитивните корени. Ще изведем този брой по два

начина. Отначало да определим броя на примитивните корени на

уравнението -

(12) χρ ̓--Ἰ,

гдето р е просто число. Всички непримитивни корени на това уравне-

ние ще бъдат корени на уравненията

(11)

x=1, x*=1, x"=1.., 0771 1.

Ho корените Ha тези уравнения ca такива Ha последното OT тях. Сле-
дователно(12) има на брой

примитивни корена. |

Нека разгледаме общия случай. Дадено е биномното уравнение
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гдето n=p*q*r’... Кактб вече показахме, примитивните корени на
това уравнение се получават, като умножаваме примитивните корени

на уравненията

ХРе ), x*=1, х72-1...,

отгдето следва, че броят на примитивните корени на X*=1 ще бъде

равен на

“(е ἢσρ- ἢ ееее ρ-ἢρ-ἢ)
По-рано видяхме, че ако « е примитивен корен на

χη--Ἰ,

то всичките му корени са

(13) «, «2, a3, ..., a1l gr=1.

Да изследваме колко OT тези корени ca примитивни. Hexa числото

oTM принадлежи на степен 5, T. е. o е примитивен корен на xS=1.

Тогава ΟἹ условието а! --) следва, че т5 трябва да се дели на п.

Ако d е общият най-голям делител на т и 7, то трябва 5 да се дели
п л

на? . Най-малкото такова 5 е равно на ? Τ. е. oTM принадлежи на тази

степен. Оттук “заключаваме, че «” е само тогава примитивен корен на

х"-- 1, когато т и п са взаимно прости.

Следователно в редицата (13) има толкова прими-

тивни корени, колкото е броят на числата, по-малки

и взаимно прости с п. Последното число бележим с ф(и) и на-

ричаме индикатор ΟἹ 7 Значи броят на примитивните корени на

x"=1 e равен на ¢ (7) или като използуваме горния резултат, получа-

ваме равенството

„о-е 090 )
което ще докажем и директно в теорията на числата.

4, Уравнение на примитивните корени. Лесно се получава урав-

нението, на което корените са примитивни корени на

Д .
-

Отначало да разгледаме случай n#=p просто число. Тогава BCHYKH KO-

рени с изключение на единицата са примитивни. Следователно за урав-

нението

X7 =1

уравнението на примитивните KODEHH e

| »..
Е еже s SR T}
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На уравнението
ХР 1

непримитивните корени ще бъдат корени на уравнението

#-1
X =1

Следва, че ypaBHEHHETO Ha примитивните корени ще бъде
ph__ -- ἘΝ

X1 ς ρτηρῖτι 4 Р1 -0.
xPA " -Ἱ

Нека имаме сега по-общ случай:

n=p'q",

ри ¢ прости числа. Непримитивните корени на

(14) х =1

ще бъдат корени на уравненията

хР“Чд=1,

гдето =0, 1, 2,..., A; =0, 1, 2,..., p; KaTO изключим случая «-,
В--и. Но корените на тези уравнения принадлежат или на урав

нението

' ка

рещ --1, т. е. ХР =1,

или на
п

хрме-1-1, 1. е. x9 =1,

или Ha двете. Последните уравнения имат общи KOPeHH, дадени с ypaB-

нението

п

xPi=1.

Taka че BCHUKHTE непримитивни корени Ha (14) ще бъдат KOpeHH

Ha ypaBHEHHETO

YpaBHeHHETO на примитивните корени на (14) ще бъде
п

(=) (P7-1) _
" З

« —1) ( -1)

Следвайки същия път на доказване, получаваме, че уравнението

на примитивните корени на

х 1, n=p'q"r’...
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ще бъде

(х7-1) (χ " --- 1 (X" --1) (97--1)... -0

(£ —1) ( -1) (" -1)...(#9” —1)...

Оттук OTHOBO MOXeM да намерим броя Ha примитивните KODEHH,

като пресметнем степента на горното уравнение. Именно ще имаме за

този брой

1.1 1 1 1 1 1 )_
2а ТЪ .. Ξ

ра r раг

Σ
Така 38 уравнението

п(1+

х2-1-0

уравнението на примитивните корени ще бъде

(x2—1) (x2—1)

5. Степенни сборове 3a корените на единицата. За GUHOMHOTO
уравнение

1

степенните сборове се пресмятат лесно. Именно от формулите на Ню-

тон, като вземем под внимание, че

al=a2=..-=an._1=0, an——__l’

получаваме

3„=п, S,,+1=0,...,SQ,,_|=0, Sg,,:n,...

Изобщо S, e paBHO Ha HyJa, ако L не се дели Ha 7, и € PaBHO на п B

NPOTHBEH случай,

Този резултат можем да получим директно TaKa: нека « € при-

митивен корен на x"=1. Тогава корените MY, както видяхме, са

α, «2, ad,..., "1 ar=1.

Следователно имаме

atk—1
S,=14ak a4 .. аЕ ееее ()

at—1
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ако й не се дели на л, и равно на n, когато #Х се дели на п. От гор-

HOTO също следва, че коя да е проста симетрична

функция от корените

ΣαΡβἸγ'..Φ -

е равна на нула, стига степентай - Φ.Γ ... да не се дедли

на п. Действително знаем, че тази функция се пресмята посредством

степенните сборове с членове от вида 5,45,4)..., гдето

ἐ εἊ ... -р4-д-!...

Следователно едно поне OT числата i, k, /... не се дели на л

и членовете ще са равни на нула. Същото имаме и за хомогенните си-

метрични функции, почлеже са CyMa от прости.



ЧАСТ УИ

ГРУПИ И ПОЛЕТА

Глава l. ГРУПА “

1. Понятие за група. Нека G e едно непразно множество OT

числа, операции, дефинирани по еднакъв начин, или какви да е ма-

тематически неща, които ще наричаме елементи, броят на които е

краен или безкраен, Множеството G ще наричаме гругпа, ако са из-

пълнени следниате постулати:  ̓

I. Закон 88 групата. На всеки нареден чифт ΟἹ два равни

или не елемента от ( отговаря еднозначно един елемент от нея, който

наричаме произведение на взетите два елемента. Това означаваме с

формулата ab=c.

П. Съдружителен“ закон. 38 произведението е в сила ра-

венството

(ab)c=a(bc).

Ш. Елемент единица. Съществува елемент е ΟἹ G, наречен

елемент единица или просто единица, за който имаме равенството

ae=ea=aq

3a всеки елемент а ΟἹ G.

IV. Обратен (uHBep3eH) елемент. На всеки елемент а Cb-

ответствува елемент х, който удовлетворява уравнението

ха-е.
-

Елементът х се нарича обратен (инверзен) на а и се бележи с а.

Като се основаваме Ha постулата I, можем лесно да видим, че съще-

ствува само една единица. Защото, ако предположим, че съществува и

друга единица, т. е. елемент е, Уудовлетворяващ Ha равенството

ae,=ea=a за всеки елемент а от G, би следвало, че е)е -ее, пред-

ставлява елементът е и елементът е.. По постулата | имаме тогава е - е).
На а! обратният елемент е a. Действително OT pPaBEHCTBOTO

у

с умножение вдясно с а получаваме

уаа-еа-а,

отгдето следва, че γ--(α τ 1--
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Ако броят на елементите на групата е краен, то тя се нарича

крайна. Тогава броят на елементите й се нарича ред на групата.

Другите групи се наричат безкрайни.

Ако елементите на една група са комутативни два по два, гру-

пата се нарича комутативна или абелева.

Постулатите Ш и IV могат да се заместят със следните:

Il В а чма поне една (лява) единица ¢ притежаваща

CBOHCTBOTO :

ea=a

88 всеки елемент a¢@.

Ιν ́. За всеки елемент авй съществува поне един

(ляв) обратен елемент а от G, притежаващ свой-

CTBOTO, че

ala=e.

Действително OT предните постулати следва

alaa Ἰ1-- ρα ἵτεα 3.

Като умножим предното равенство с елемент Χ, обратен на a1

получаваме

xa laa 1-- χα 1

или

еаа-1-е.

Следователно ще имаме

аа-1-е.

- Това равенство показва, че ΠΕΒΜῊΤ обратен елемент е и десен

такъв. От равенството @.a l=e следва, че а е обратен елемент на a i

По-нататък имаме

ае - аа-“а-еа-а,

T. e, лявата единица е и дясна единица.

Ще установим теореми за възможност на действието деление.

У. Акоаи bca произволни елементи ΟἹ G, то урав-

ненията

αχ--ὖ, уа- 6

имат решение в G.

Действително, ако умножим първото уравнение ΒΠΗΒΟ с Ω ἷ, ἃ

второто--вдясно с a—l, получаваме

a lax=a'b, yaa '=bal,

T. €,

x=a"1b, y=ba 1

C непосредствено заместване се убеждаваме лесно, че тези еле-

менти удовлетворяват на уравненията.
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VI. От ах-ах”, както и ΟἹ ха-ха, следва, че x=x\

Действително, ако умножим вляво първото равенство с а ), по-

лучаваме х- ж. Аналогично се третира второто равенство.

В частност оттук следва съществуването на само една единица е

(като решение на уравнението ха-а) и съществуването само на един

обратен елемент (като решение на уравнението ха--е).

Ако: приемем теорема У за постулат, лесно се вижда, че посту-

латите Ш”, IV’ стават теореми, Τ. е. за дефиниция на група можем да

приемем само постулатите I, П и V. Действително нека с е произволен

елемент ΟἹ G и да означим с е решението на уравнението XC=C(, T. €.

ще имаме

ec=c.

Ако а e произволен enemeHT ot (3, Heka решим YpaBHEHHETO

cx=a.

Torasa ще имаме

eq=ecxXx=cx=a,

т. е. ¢ e единица и Ш e установено.

Постулатът IV се явява в случая като непосредствено следствие

OT възможността за разрешимост на уравненията.

Ако групата е крайна, постулатът У може да се за-

мести с VL

Съгласно ¢ VI следва, че ах == ах, щом като Х = х. Също ха + ха.

Нека тогава a,, йз,..., @, са елементите на G и да вземем един кой

да е елемент @, Тогава произведенията

ай a8, аайз..., A,

са все различни и са елементи от G. Понеже броят име т, то това

са всичките елементи на Q. Подобно  ̓

аа„ Ay, A, а,а;,..., α,κῶι

ca всичките елементи на (. Всеки елемент @, ще фигурира по един

път в предните две редици и уравненията

ax=a;, ya,=a;

ще UMAT по едно единствено решение. |

Ако групата е абелева, обикновено вместо произведение се пише

сума и единицата се замества с нула (0) Обратният на а елемент се

означава с --а в пълна аналогия с числата.  ̓

Така множеството от всичките рационални числа, отлични ΟΤ

нула, e абелева група. Единицата на тази група е числото 1. Числата

1 u - 1 образуват също група. Множеството от всички субституции ΟἹ л

елемента образува група, ΟἹ л!-ти ред. Съвкупността ΟἹ всички завърт-

вания на равнината около една нейна точка образува група. Ако «е едно

завъртване и В е друго такова, то под «В разбираме извършването на
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завъртването « и след това на В. Очевидно в резултат получаваме

завъртване у-оВ, което привежда равнината от началното положение

в крайното.

Нека Ζ e комплексно променливо и нека а, b, ¢, d да бъдат какви

да е цели числа, удовлетворяващи на равенството

ad—bc=1.

Да разгледаме дробната линейна функция

,. αζττῦ

() 2 -са+а

която привежда точката # в точката 2’, T. е. на всяка точка 2 OT KOM-

плексната равнина ще отговаря точка Ζ' от същата равнина. На късо

тази функционна зависимост да означим с

Ζ' -- 5 (2).

Нека

; __(:1z+bl
Z=T®)= се

е друга субституция от разгледаната съвкупност, която може да бъде

и еднаква с първата. Прилагайки върху #” субституцията Τ (2), полу-

чаваме

” , 2 b
ее Т(е) 115 (е) =" =V

където Qg by с» й, са цели числа, 32 които получаваьйе

(а,а,-6,с:)--(аа,-+ διο)(οιδ - ἀ,8)--(ακδ +04а(ас, +ady) =
=(a,d,—byc,) (ad—bc)=1.

Следователно субституцията 2”--75(г) принадлежи Ha същата съв-

купност.

На S(2) обратната субституция е

е/ул а:-6

която принадлежи също на дадената съвкупност., Така виждаме, че

съвкупността от субституцията (1) образува група, като единицата на

групата е субституцията 2'=z. Субституцията U(z) е произведение на

субституциите 45(2) и Τ (2). При това лесно се вижда, че въобще

ST=TS и следователно групата не е комутативна. Нека отбележим,

че субституциите могат да се номерират в една редица.

Да разгледаме всички субституции от л елемента:

_(123...n .

" ι'ιἰ,ίἼ...ι'“)
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Произведението на две субституции е също субституция OT същия
вид. Очевидно обратната субституция 547 на 5 е

1 ТАВА А

S~_(123...n)
Слелователно тези субституции образуват rpyma oT ред л!. Единицата

на групата е. идентичната субституция

к-(| 3337)
Понеже симетричните функции не се изменят при прилагане на суб-

ституциите от групата, то тя се нарича симетричната група.

Съдружително свойство 38 повече множители.

Произведението на три елемента а, b, с от една група G дефини-

рахме с

абс - (ай) с-а (bc).

Подобно по индуктивен път дефинираме произведение на повече

елементи :

αιᾶς . .. айл -(аа,. . . а,)ала.

Ще докажем, че произведението на произволен брой елементи не за-
виси ΟἹ |еда на умножение Ha отделните елементи при предположе-

ние, че не променяме местата на тези елементи, T. €. съдружителният

закон е в сила за произволен брой множители.

Предполагаме, че свойството е доказано за произведения ΟἹ л+т

множителя. Ще докажем, че то е в сила и за произведения ΟἹ л--”т+1

множителя, т. е. ще имаме

(2) (а,а»...аЖ)(алча йамт+2. .. A йт+я+1)-

= (a1a2 ... й ¢ PR R a,,,+,,) Am+nt1.

Ho B произведението @y @y ... й ат- .. -Gmin OPOAT на множителите не

надминава μ - /M и следователно ще HMame

aay,...a,m41 .- - a,,,+,,=(ala2 .. а,„) (α,,..μ .. а„,+„).

Тогава произведението (2) може да се пише

(2.03. . - a,) [(@m+1@mi2 - . . йл) Ampntr ]

Прилагайки съдружителния 3aKOH, предният израз CTaBa

(a,a5...a,) (@mt18mi2 . .. амл) йт-н4-1-

На основание на същия закон за не повече от M-/ множителя пред-

ното произведение е равно на

(а1а2 oo ййтаа πἘ - - - а„,+„) амт.-я4-1.

С това установихме верността на равенството (2). Понеже съдружи-

телното свойство е вярно (MO приемане) 88 n=3, то следва, че съ-

щото свойство е вярно и за произволен брой множители.
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В случай, че групата G е абелева, ще докажем, че произведе-

нието на произволен брой елементи не се изменя с разместването

помежду им.

Предполагаме, че това свойство сме Установили за произведе-

ние ΟἹ п елемента. Ще установим, че свойството остава в сила и 88

произведение ΟἹ л--1 елемента. Понеже свойството е вярно за два

множителя, то следва тогава, ше то ще е ΒΗ͂ΡΗΟ 88 произволен брой

множители.

Нека имаме произведението от n-+1 елемента

αιαοᾶς ... йа ,-Εἰ

и нека ἃ, и аг са два последователни множителя от Hero. Ще раз-
14 Р

гледаме два случая:

1. p<n. Тогава a, и адла са множители от произведението

а.а.аз... йл 1ал.

Понеже разместителното свойство е в сила, ще имаме

aQy...0p—1App18pt2...An=0405. .+ Qp—10p118pQ0p 42 - - .йл

Q1Qy. .. Qp_1QpQp118p42... а„йал4а -- а1й»з... ρ--ἰαρ- ἰαρῶρ-2-.. албал4а.

2. p=n. Тогава ар- ал и йра<- йлаа. На основание на съдружи-

телното свойство имаме

аайз. . йпйн41-- а (а,аз...алйлал)

и по предположение можем да пишем

Aoy ... айл -- а,аз...йл41ал

Следователно ще имаме

а.а,...а,йла1- а.й5...йал4а йп.

Така доказахме, че произведениет) на л-2 елемента не се из-

меня при разместване на два съседни множителя. Лесно се вижда, че

произведението не се изменя и при разместване на два кои да е мно-

жителя a, и ς (r<s) помежду им. Действително лесно се вижда, че

разместването Ha тези два множителя помежду им може да се из-

върши с няколко размествания на съседни множители във BBIPOCHOTO

произведение. Именно да разгледаме произведението

(3) а,а,ааалщ .. .а;-2а;-1а,

и Μ разместим а, с аща след това а, ς @ry2 Η Τ. н. до а,са..

ПредНОТО произведение става

ада й 2...й;-о а;.л1а;,а..

Като разместим а, с предшествуващия множител а;- . след това а, с

а, „ит. н. JO а, с а,4а, стигаме до произведението

4) а,адца Qry2...Qs—o 05— ὦ;,,
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което се получава направо от (3) с разместване на а, и а, помежд

им. Следователно произведенията ( ) и (4) ca равни. Но видяхме

рано, че всяко разместване на няколко елемента може да се извърши

с последователно разместване на MO два елемента. С това установихме,

че произведението на м множителя не се променя при произволното им

разместване, което трябваше да се докаже.

При адитивното баписнане на действията при абелевите групи

предните свойства се отнасят за сума от няколко събираеми. Доказа-

телството на въпросните свойства е напълно също, като сменим знака

да произвеление със знака - 88 сумиране.

Произведението на л еднакви множителя се нарича степен, т. е.

п пъти

a.aq...a=a"

Отрицателна степен дефинираме KaKTO при числата a—"=(a~')" и

приемаме a®=1, като с Т сме означили единицата на групата. За про-

изволни цели числа л и т ще имаме тогава

апат:а!:+т, (an)m:anm_

Тези равенства се установяват, KaKTO B елементарната алгебра.

2. Подгрупи. Едно множество от поне един елемент, което е

подмножество на една група, се нарича комплекс. Ако комплексът

от своя страна е група, то той се нарича подгрупа на дадената

група. Всяка група е същевременно подгрупа на себе си. Ако подгру-

пата G, на групата G не се слива с нея, то тя се нарича същинска

подгрупа.

Условията един комплекс (, да бъде подгрупа на една група

G могат да се опростят. Така условието П е изпълнено за елементите

на G,, понеже то € изпълнено за всички елементи от Q. Постулатите

Ш и IV изискват G, да съдържа единицата и всеки обратеч елемент

а-! на елемента а от G,. Ог друга страна, изискването на единицата

се явява като следствие, понеже G, щом съдържа @ M @, ще съ-

държа а.а-1-е. Следователно ще имамжме:

Необходимо и достатъчно условие, щото непразното множество

G,, принадлежащо Ha дадена група G, да бъде пак група, се състои

в следното:

1. G, съдържа произведението @b на всеки свой елемента и b.

2. G, съдържа заедно с всеки свой елемент а и обратния му а-,

Условията 1 и 2 могат да се обединят в едно G, съдържа за-

едно саи b също ай-!. Действително тогава G; съдържа заедно с

елемента а също и елемента аа-!-е, T. е. единицата, и на основание

на това ще съдържа и елемента еа-!-а 1. Акоаи # са произволни

елементи ΟἹ G,, то G, съдържа b~! и следователно ὦ (δ ̓ }} " - αὖ ще

бъде елемент пак от О). Ако множеството (; е крайно, то условието

2 се явява излишно, понеже в такъв случай Ш и IV могат да се за-

местят с VI, а последното е сигурно изпълнено за ( понеже е в

сила за G.
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Например. ако а е елемент от една група G, то степените

(5) .. 4-3, а-, ад, а, а2, а?,...

ofpasysar подгрупа (наречена циклична) на групата G. Действително

за два кои да е елемента от редицата (5) имаме

ага- а2+9.

Може да имаме два случая OTHOCHO редицата (5). Или всичките

елементи OT нея са все различни и тогава цикличната група е без-

крайна, или има поне два равни елемента:

а"--ай, m>k.

Но тогава ще имаме ат-#-- е. Нека n е най-малката положителна сте-

пен, за която имаме ал -- е. Тогава елементите  ́

(6) аб-е, а, a2, ..., a" !

ще бъдат BCe различни. Защото B противен случай OT PaBEHCTBOTO

& =al, Р>Ч, P qén—li

би следвало, че а?-?-е, p—g<n, KOETO противоречи на предполо-

жението относно п. Ho тогава ще имаме

а! --а, а"2-а2, ...,а--ал7, а -ал-3, ...

и в редицата различни са само елементите от редицата (6), T. е. цик-

личната група е крайна от ред л.

Субституциите от л-те елемента 1, 2, 3, ..., п, KOUTO са произ-

ведение на четен брой транспозиции, образуват група, която е под-

група на симетричната група, понеже произведението на такива суб-

ституции е пак субституция, разлагаща се на четен брой транспозиции.
В 2!

Тази група се нарича алтернативна група, Редът й е равен на '—2--

Heka G e една rpyna и A и B ca два произволни комплекса, при-

надлежащи Ha Q. Под произведение AB Ha два комплекса се pas-

бира множеството OT всичките произведения аб, където au b са

съответно елементи на A и В. За всеки три комплекса ще имаме

очевидно

(АВ) С- А (BC)=ABC

и следователно скобите при умножение могат да се изпускат. В слу-

чай, че комплексът А е група, ще имаме AA=A.

. Нека A и B ca подгрупи на rpymata G. Да изследваме в кой

случай комплексът AB е група. Ако а и b са елементи съответно OT

А и B, обратният елемент ка ай e равен на 6714а7 и трябва да при-

надлежи също на АВ. Следовагелно трябва да имаме равенството

AB=BA.

379



Това равенство е и достатъчно. Действително от него следва

AB.AB=A (ВА) В- А (АВ) В - (АА)(ВВ)- АВ,

което показва, че АВ e група, която очевидно ще e подгрупа на G

Така установихме предложението: произведението на две подгрупи на

групата ( е само тогава също подгрупа, ако дадените подгрупи са

комутативни помежду си. В случай, че групата G e абелева, следва,
че произведението на всеки две подгрупи е пак подгрупа.

Нека А е подгрупа на групата G и g e един елемент ot G. Ком-
плексът Ag се нарича десен съседен на A или десен съседен клас и

комплексът РА се нарича ляв съседен на А или ляв съседен клас на

A. Ако Я e някой друг елемент от ( или равен на g то комплексът
САЙ се нарича двустранен на А. За всяка група ( очевидно ще имаме

£G=Gg=gGx,

така че rpymnara € Ha cebe си десен, JsIB и двойностранен комплекс.

Ще се ограничим в разглежданията по-нататък на десвите съ-

седни комплекси. ДОКЗЗЗНИТС предложения се непосредствено пренасят

и за левите такива.

Два съседни комплекса Ag и ἈΛ само тогава съвпадат, ако йр-

е елемент от подгрупата А. Това се вижда лесно от равенствата

Ag=Ah, АЙр“!--А, Ah=Ahg' g=(Ahg—')g=Ag

Два различни съседни комплекса HAMAT общи елементи. Действи-
телно, ако Ар и Ak имат общ елемент, например ag=bh, то оттук
получаваме gh~'-~a—'b и следователно gh—! трябва да e елемент от
А. Но от предното предложение следва тогава, че Ag и Ай съвпадат.

Така виждаме, че всеки елемент 2 принадлежи на един и само

един съседен комплекс. Понеже g:=g, то въпросният комплекс е

точно комплексът Ag. По този начин групата се разпада на класи от

комплекси и всеки неин елемент принадлежи на една класа (комплекс).
Ако подгрупата А е крайна, то комплексите имат еднакъв брой еле-

менти, и TO TOJKOBa, колкото е редът на A. Ако А е безкрайна,
комплексите Ag и A/ като множества са равномощни, понеже между

елементите им съществува взаимно еднозначно съответствие.

Броят на различните съседни комплекси по подгрупата А от гру-

пата G се нарича индекс на А B (. Ако групата G е крайна от ред л
и групата А e ΟἹ ред т, TO за индекса й / ще имаме

n—=mi.

Taka ycraHoBsiBaMe следната Teopema Ha Лагранж:

1. Peosm на всяка nodepyna на дадена epyna дели peda на
групата. В частност редът на всеки елемент от групата е делител на

реда на групата.

Ако A,, A,,..., A; са комплекси от една група, то под сума на

тези комплекси, която означаваме с A, Ay,+ ... + A, разбираме компле-

ксът, съставен от елементите им, като всеки елемент е взет еднократно.
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Нека G e една група и A e нейна подгрупа. Ако А не се слива

¢ G, то ще има елемент g, от групата (, който не принадлежи на A.

Но комплексът Ag, е съставен от елементи, различни от елементите

Ha A, и принадлежи на групата G. Ако така се изчерпват всичките еле-

менти на G, то ще имаме (-А-Адл). Ако това не е в сила, ще има

елемент g, ΟἹ (, който не принадлежи на А и Ag, и ще получим HOB

комплекс Ag, различен от първите два и принадлежащ Ha групата G.

Като продължаваме така, достигаме до следния резултат:

Ако G e крайна група и A е нейна подгрупа, то G се разлага на

сумата от комплекси

Тук g1 Еоз...а Рау са елементи от (, които не принадлежат на А.

Подобно разлагане имаме и по леви комплекси

Елементите g, βρν..., Рал И ἔγν бо,.. « ἐ μΑ Β (Т) и (8) не са еднозначно

определени. Обаче съседните комплекси на А в (7) ив (8) са едно-

значно определени до реда им. Действително, ако имаме нево разлагане

(9) G=A+Ag+Ag,+ ... НАб р

трябва поне един елемент ΟἹ AL’ да влиза в един съседен комплекс

Ag,. От това следва, че ще имаме Ag;:Ag, и комплексите B (9) ще

съвпадат с комплексите B (7).

ΟἹ (7) и (8) се получават лесно разлаганията

(10) G=A+gr A+g A+...+g71 A

(11) Са-А+А А . AL L.

Действително десните части Ha формулите (10) и (11) съдържат camo

елементи ΟἹ Q. Представянията ще бъдат установени, ако докажем, че

съседните комплекси са различни- помежду си. Наистина, ако имаме

—1 A — -1& 'A=g 14,

TO с умножаване BJABO с g, получаваме

A=g g 'A

Следователно g,g! ще бъде елемент от A, OTTAeTO следва, че ще

имаме

A=Ag.g " -

Karo yMHOXHM отдясно с g, получаваме

Ag, =Ag,

KOeTO противоречи Ha факта, че съседните KOMIVIEKCH ca различни. По

същия начин се установява, че
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А[;1 Ε , μεὲν.

Ако А е подгрупа на групата G и 88 всеки елемент а oT ( имаме

аА -- Αα, то А се нарича инвариантна nodepyna на G или ноаормален дели-

тел. Очевидно всяка подгупа на една абелева група е нормален делител

на нея. Елементите на групата (, които са комутативни с всеки неин еле-

мент, образуват подгрупа A, която е нормален делител на (. Действи-

телно нека а и b ca два елемента ΟἹ А. От равенствата aG=Ga и

5а- (0 получаваме

abG=a (Gb)=Ga b,

T. е. ab принадлежи също Ha Ο. Следователно A е група и понеже

за всеки елемент а от Ο ще имаме а! Аа-А, то A е инвариантна

подгрупа на G, която се нарича и цент»ър на групата Ε.

Ако A, А,,...,А, са комплекси от една група G, с (A, А,,...,А,)

означаваме комплекса съставен от общите елементи на комплексите

A, А,,....А..

Ако Al, Аг, А;,...,А, са групи, то u Α' -(А), A,,...,Ap) е група.
Действително, ако елементите а и b принадлежат на А”, то и елемен-

тът ab ще принадлежи на А”, понеже принадлежи на всичките групи

А], А.2,-..,А

2. Ако A е група om ped g, B e група от ред h и ако групата

(A, В) еот ред k, mo комплексът АВ съдържа точно ‘%’— различнаи
елемента.

Действително нека

Ρ ’ι͵Ἱ

Комплексът AB съдържа елементите

@b, i=1,2,...,8, j=1, 2,...,h.

Ако докажем, че тези елементи ca по £ paBHM, TO Teopemara ще бъде

установена. От равенството

a;b;=a,b,

с умножаване вляво на @' и вдясно на #51 получаваме

- ш —1a;la;=b, b7,

Елементът вляво на това PABEHCTBO принадлежи Ha A, а елементът

вдясно на В. Следователно ще имаме

-1а.- -1--а-!а;-с, b b -

където ¢ e елемент οἹ (A, B). Ot предните paseHcTBa получаваме

- -1 ша,--а,с7, bp=cb,
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Обратно, ако с е произволен елемент от (А, В), то елементите

a;cY, св,

принадлежат съответно на А и В и тяхното произведение е равно на

@;b; Така съответно на K-Te елемента на (A, В) се получават А такива
предстаняния.

3. Ако две инвариантни подгрупи А и В на G освен e нямат
никой о„бщ елемент, MO всеки елемент на ъе комутативен с всеки
елемент на В.

Нека a e οἹ A, а #--от Β. Тогава #7 ай е елемент от A, следо-

вателно и ὅ 11 е пак ΟἹ нея, понеже е инверзен елемент на пред-
ния. Оттук следва, че

и-(67та" 5)а

принадлежи на А. Аналогично се вижда, че

u=>b"1(a! ba)

принадлежи на B и noHexe

(А, В)-е,
TO #=e и тогава от

blalha=e

с YMHOXaBaHe наляво отначало с # и после с а получаваме

а фа-бе--й, ba=ab,

с което теоремата е установена.

4. Ако А и Β εὰ подгрупи на би ако една поне е инвариантна,
то АВ-ВА и този комплекс е група. Ако и двете са инвариантни,

mo AB e или равна на G, uau е една инвариантна noozpyna.

Ако А е инвариантна подгрупа на G и р е елемент ΟἹ , то

Ag=gA. Понеже това е валидно 88 всеки елемент g ΟἹ G, ще следва
търсената релация AB=BA. Установихме, че AB e rpyna.

Ако А и B са инвариантни подгрупи и g e елемент от G, то ще
имаме

£ 1Ag=A, 271Во-В,
откъдето следва

#7 (АВ) g=g1Ag.g 'Bg=AB,

с което теоремата е напълно доказана.

3. Изоморфизъм и хомоморфизъм. Две групи С и С” се наричат
изоморфни, ако могат да се изобразят еднозначно една в друга, т. е.
на всеки елемент а от G да отговаря определен елемент а” от G, и

TO еднозначно обратимо, и ако @' и δ' са съответетвуващи елементи
от G’ на елементите а и b от G, то на елемента ай да отговаря еле-
ментът ай. Изоморфизмът на групите се означава ¢ 9 α ́. Ако
групите G и G’ съвпадат, изоморфизмът се нарича автоморфизъм.
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Следователно автоморфизъм имаме, когато на всеки елемент а от едва

група ( отговаря взаимно еднозначно елементът а” също от G

менатото свойство за отговаряне на произведението на два кои да е

елемента. Свойството изоморфизъм е преносимо. Именно лесно се

че от изоморфизма на групите С и G’ и на групите С” и (” следва изо-

морфизма на групите G и (”. Автоморфизмът може да се разглежда

като еднозначно преобразуване на групата в себе си. Множеството

от всички такива преобразувания очевидно ще образува група, наречена

група на автоморфизма.

Ще разгледаме един случай на автоморфизъм. имащ приложение

в други въпроси. Нека а e един произволен елемент от една група G,

който ще бъде фиксиран при нататъшните разглеждания. На всеки

елемент X OT G ще CbOTBETCTBYBd елементът

(1) x=alxa

също oT G. JlecHo е да се види, че Taka получаваме един aBTOMOD-

физъм на групата G. Първо, уравнението е еднозначно решимо спрямо х:

хеаха .

Второ, 88 кои да е два елемента x и у от G имаме

xy=a"lxa.a 'ya=al(xy)a.

Елементът а! ха се нарича получен от х при трансформа-

цията посредством елемента а. х и а! ха се

спрегнати елементи изъм

се нарича вътрешен на групата.

автоморфизми (ако има такива) наричат външни автомор-

физми.

С прилагане на вътрешния автоморфизъм X — ἴ ха

G, преминава в подгрупата @ ! G, @, която се нарича спрегната на

С). Ако групата a ! G, а съвпада с G, за всеки елемент авй, то ще

имаме ай) -- ὰ за всеки елемент а οἹ Ε. Следователно G, ще бъде ин-

вариантна подгрупа на G.

Една група й се нарича хомом ор фна с групата G или хомо-
морфен образ на тази група, ako Ha всеки елемент а ΟἹ ( отго-

Bap: един и само един елемент от (G и всеки елемент от О e образ

на поне един елемент от Q. При това на произведението ай на два

кои да е елеменга от G отговаря произведението ab на съответните

елементи α b oT G ToBa съотношение Между групите се нарича хо-

момарфизъм и се отбелязва с G~ G. Ако групата G принадлежи

на (, то хомоморфизмът се нарича ендоморфизъм. Ако хомоморфизмът

е в сила и в обратна посока, то той се свежда на изоморфизъм. Еле-

ментите от (, които имат 34 съответствуващ един кой да е елемент

а от (, могат да бъдат групирани в една класа. Така групата ( се
разпада на класи.
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Класът е от групата G, който при хомоморфизма

има 32 съответен елемент единицата e от групата G,
е инвариантна подгрупа на G и другите класо ве са съ-

седни комплекси на тази подгрупа.

Наистина нека елементите а и b принадлежат на множеството е.

Тогава на произведението им ай ще съответствува в групата G еле-

ментът 82 е, T. е. ab е също елемент от €, което noxaaBa че е група,

като вземем още пред вид, че а преминава в елемента е 1'—8. Еле-

ментите от всеки съседен ляв комплекс ае преминават в един и същ

елемент @ e=a. Нека да разгледаме обратния въпрос. Именно да

означим с а” eNeMeHT от G KO#ATO преминава B 4. С х да означим еле-

мента, който удовлетворява на равенството ax= а. Ho тогава ще

имаме ах-а, т. е. Х-е. Последното равенство показва, че Х е елемент

от € и следователно а” е елемент ΟἹ аг.

Така виждаме, че класът OT G, съответствуващ Ha елемента а, €

точно левият съседен комплекс ae. ΠΟ напълно същия начин уста-

новяваме, че съответствуващият клас на елемента а е десният съседен

комплекс еа. От предното заключаваме, че комплексите ае и еа са

равни, Τ. е. € е инвариантна подгрупа Ha групата G.
4. Факторни групи, Нека G e една крайна група и A e една ин-

вариантна подгрупа и да имаме

(1) G=A+Ag+ ... +Ag-

Лесно ще видим, че понеже Ае инвариантна подгрупа, произведението

на два десни комплекса е пак десен комплекс. ДейСТВИТСЛНО имаме

(Ag,)(Ag)=A(gA)g,=A(Ag) g,=AAL L,=AL 8,

Ho g, g, ще принадлежи на един десен комплекс Ag;:

(2) (Agy) (Ag)=Ag,

Да означим с

и1:А, ПЗ=АЕ2,...,Ц=А8,

десните комплекси, които да pasrjexjaMe KaTO елементи Ha една съв-

купност K. Ще установим, че K е една абстрактна група. По (2) виж-

даме, че произведението на два елемента от Х принадлежи пак на K. Оче-

видно инвариантната подгрупа A e единицата на K и всеки елемент

Ag; има обратен елемент g 'A. Остава да се докаже, че постулатът VI

е изпълнен. Действително, ако U=U;, то елементите р, и g; принад-

лежат на различни десни комплекси и същото е вярно за произведе-

нията [g; и t¢; на елементите £, и р, с един произволен елемент #

ΟἹ (. Понеже, ако тези две произведения са елементи на един ком-

плекс Agy TO бихме имали равенствата

tg=9vg, 18,=7 Вь
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където ¥ и v’ са елементи ΟἹ А. Оттук ще имаме

&=t"1vg,=v"(7 &)

Ву 0 &=0"(t71gy),
където Ф” и Ф” са елементи от A. Но тогава би следвало, че g u g;

са елементи от един и същ десен комплекс, което е противоречие.

Следователно така доказахме, че K е група, която се бележи с

G/A и се нарича факторна rpyna Ha G и A,

Ако на елементите на комплекса Ар, направим да съответствува

елементът (Л на О/А, на елементите Ар,--елементът U, и Τ. H, TO

така получаваме едно изобразяване Ha групата G върху групата G/A,

което е 1--αἴμ--- хомоморфно, като ц е редът на А. Действително на

елементите от Ag; и Ар, съответствуват (/, и U; и на произведението

им по (2) ще съответствува Ug, определен с g8;8,= £,

Ако μ' e произволен елемент om A, ще установим, че от -(2)
следва и

с) (Agy) (u'g,)=Ag,

() (Ag,)=Ag,

Достатъчно е да докажем първото PaBeHCTBO. Имаме

(Agy) («/2,)--(2, А) ( в,)- , (AL') 8,= £, (AA) 8, =

=(Agy) (Ag)=Ag,
5. Всяка nodepyna на факторната група с индекс i се cscmou

от съседни комплекси, на който елементите образуват една ποῦ-

група на цялата група й с индекес i.

Нека подгрупата на факторната група се състои от комплексите

A, Ag,,...Ag,. По предположение произведението на два кои да са OT

тези комплекси е пак такъв комплекс. Значи произведението на два

кои да са елемента OT комплекса A+Ag,+...+Ag, е пак елемент от

него, Τ. е. той образува група, която е подгрупа на G с индекс (. Лесно

се вижда, че имаме обратно. Всяка подгрупа Н на G, която съдържа една

инвариантна подгрупа A на G, принадлежи на една подгрупа на фак»

торната група G/A. Имаме по-прецизната теорема: )

6. Всяка инвариантна nodzpyna на факторната zpyna G/A nasa
и. пг. (инвариантна noxrpyna) на . Обратно, на всяка и. nr. Ha G,

която съдържа A, отговаря една и. пг. на факторната група G/A.

Нека съседните комплекси A, Ag,,...,Ag: да образуват една ин-

вариантна подгрупа на G/A.

Тогава за произволен съседен комплекс АЛ ще имаме

АЛПАР,АЙй-Арв, i j=1,2,...,k g =e

Понеже Ak=HhA, то следва OTTYK, че комплексът

П Ар, й

има само елементи ΟἹ Ag, T. е. се слива с него. Следователно KOM-

плексът

A+Agyt...+A&
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е rpyna, комутативна на всеки елемент от (, Τ. е. е една M. пг.

Обратно, нека

R=AJAg+... +Ag

e 4. пг. Ha G, която съдържа A. Torapa на всеки елемент # ΟἹ G ще

имаме

ἐ Β ΞΗ

и следователно елементите на ¢ 1 Agil лежат пак Β В. Трябва да се

докаже, че R/A e и. пг. на G/A, т. е. за произволно # съседният KOM-

плекс ΑΓ Ὶ Ар, АЕ се намира пак Β R. Понеже А --/А, то ще имаме

А Ар, At=AAAt 1 g t=At1gt

Понеже с g; също £1g;¢4 принадлежи на R, To АПТ р e също един

съседен комплекс, който се намира B R, с което теоремата се доказва.,

При дефиниране на факторната група излизахме от едно номериране на

съседните комплекси. При друго номериране ще получим факторна

група, изоморфна на първата, така че от гледището на абстрактната

теория тя е еднаква с нея.

5. Ред на разлагане на една група. Теорема Ha Жордан —

Холдер. Е дна инвариантна подгрупа А на С се нарича максимална, ако няма

друга инвариантна подгрупа Н на (, така че А да бъде инвариантна

подгрупа на H. Накратко ще пишем,че А ем.и. пг. на G, а инвариант-

ните подгрупи ще означаваме с M. пг., както вече приехме.

Една и. пг. А на G е сигурно максимална, ако индексът й е просто

число. Защото, ако има ΗἩ. пг. Β съдържащи A, то индексът на А

ще бъде равен на [j, гдето Ге индексът на А спрямо B, а /--ин-

дексът на В спрямо G, т. е. няма да бъде просто чисело.

7. Ако А и В са две pasauunu м.и. ne. на G, mo AB=G. По-

неже А-В, то има елемент v ot B, който не се намира в А. Но Ф се на-

мира в АВ и следователно А не е идентично равна на АВ, но е една

истинска подгрупа, и TO инвариантна, понеже е такава на Ο. Ако

AB=G, то A e u. пг. на АВ, която група по теорема 3 e инвариантна

Ha G. Но това противоречи на условието, че A e M. и. пг. на G.

Една група й се нарича проста, ако освен G и Е няма други инвари-

антни подгрупи. Основавайки се на теорема 6, веднага получаваме

TeopeMara:

8. Една u. ne. A на G e camo mozasa максимална, Kozamo фак-

торната глупа (/А e npocma.

Една друга важна теорема е следната:

9. Axo А и B ca две различни Ἀ. u. ne. на G и ако nocmasum

M=(A, B), то факторните групи GJA и B/M ca равни помежду си;

също и факторните групи G/B а А/М.

Комплексът М е група и понеже А и В са различни, той е една

истинска подгрупа на тези две групи. Ако Е e елемент от G и g ееле-

мент от М, то

Ге

е елемент от С и B, T.e. от M, понеже А и В са инвариантни подгрупи

на G. С това е установено, че M e и. пг. на G.
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Нека разлагането на B по M е

(4) B=Mg,+Mg,+ ... +Mg,

гдето g,=e. Понеже no теорема 7 AB=G ще umame

G=AB=A (Mg, Mg+ ... +-Mg)

или понеже M e moxrpyma Ha A, т. е. AM =A,

G=Ag,+Ag+ ... +Ag.

Това e TouHOTO pasnarase на G no подгрупата A. Действително,

ако два съседни комплекса са равни

AgP:qu’
ΤΟ gp &, ! ще бъде елемент ΟἹ A и 1O причина на (4) също ще при-

надлежи на B, следователно ще принадлежи и на М; но тогова KoOMI-
лексите Mg, и Mg, ще бъдат идентични, което противоречи на раз-

лагането (4).

Тогава, ако поставим

(5) (Mg,) (Mg,)=Mg,,
ще имаме

(6) Mg, =M(g.M)g.=M (Mg, )g,=(MM)(g.g,)=Mg.g,

и с подобно пресмятане, като използуваме (6),

(Ag.)(Ag)=Ag.g,=(AM) g, g,—A (Mg, g)=AMg,=Ag,.

Ot (5) следва следователно

и OTTYK по дефиницията Ha факторна група e ясно, че

G/A=B/M.

Аналогично по симетрия

а/В-А/М.

Нека ceraG, е една произволна група. Да изберемаеднакояда e

M. и. пг. Gy, на тази отново една M. и. пг., Gy и T. H., докато достигнем
до групата единица Е. Така ще получим една редица от групи:

(7) Gy, G, б...., Gy,

всяка OT KOMTO е M. M. пг. Ha предшествуващата и последната G,=E.

Групите (7) се наричат един pex Ha разлагане Ha G, Принадлежащите

факто рни групи

(8) G,/Gy, а, / (б,,..., Gy, /Gy

по теорема 8 са все прости и нека редовете им са равни съответно на

(9) i Фуе ф

Числото 4, е индексът на @G, отнесно й, ,. По тази причина
числата (9) се наричат принадлежащ към реда на разлагане (Т) ин-

дексен ред.
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Авалогично подбирайки и други M. M. пг. MOXe да се получат

други редове на разлагане. Обаче за всичките такива разлагания е ва-

лидна една основна теорема.

10. Teopema на Жордан-Холдер.! При две произволни разлага-

ния на една група факторните групи в единия ред на разлагане са
равни на факторните групи Ha другия ред на разлагане, само че

местата им в редовете на разлагане въьобще не са едни и същи.

Значи и принадлежащите им индексни редове, абстрахирайки се

от мястото им, са еднакви.

Ще докажем теоремата по индуктивен път, като приемем, че тя е

вярна 88 групите, на които редът съдържа най-много [—1 прости де-

лители (равни или не). Теоремата е очевидна, ако редът на групата G,

е просто число, понеже единствената MoArpyna, различна от G, може

да бъде само Е и така имаме само един ред на разлагане Gy, Ε

Нека сега G, е една rpyna, на която редът съдържа ( прости

делители и така да имаме за нея два реда на разлагане:

Gy, Gy, Gy,..., Ο»

(10)
Go, Hl, Hg,---, Hm'

Ако G,=H,, τὸ

G]! G2s°"a Gm

ca два реда Ha разлагане Ha G, и редът (; като делител на реда Ha

G, ще съдържа най-много (--1 прости делители. По предположение
теоремата е вярна за разлагането (11). Оттук следва, че тя ще бъде

вярна и за разлагането (10). Остава да се разгледа случаят, когато

G; и Н, са различни помежду си. Да поставим тогава M=(G,;, H,).

M еи. пг. на G, и Н, и още по теорема 9

(12) G,/G,=H,/M.

Понеже G; e м. u. nr. на G, 10 G,/G, по Teopemara 8 e mpocTa

rpyna и no (12) Н,/М e проста, т. е. M e TM и. пг. на H,. Също

Меми. пг. на - |

Да разгледаме едно разлагане на М:

(13) M M, M,,..., Μ,.

Така ще имаме два реда Ha разлагане Ha групата G,:

G,, G,, G;,..., G,

()
т

(14)
G, M, M,,..., M,

1 Втората част Ha теоремата, която е непосредствено следствие OT първата, € да-

дена от С. Jordan (1870), който е много развил теорията на групите, а първата — ΟἹ

О. Holder (1897).
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и понеже редът Ha @, има най-много [—1 прости делители, то отго-

варящите факторни групи на разлагането (14) са равни, абстрахирайки
се ΟἹ мястото им. Като прибавим B (14) отляво rpynara Gy, виждаме

OT това, че факторните групи на реда на разлагане

от 61’ 02"-'1 Gm .

” абстрахирайки се OT MSCTOTO HM, Ca следните:

(15) G,/G, G,/M, M/M,, ..., М. / M,

. Също се получава, че факторните групи Ha реда за разлагане

G, H, Н...., Нро

аб-страхирайшд, се ΟἹ мястото HM, са следните:

(16) Gy/H, Н,/М, M/M,,..., М. 1/М..

Ho групите (15) и (16) съвладат, като първите две по (12) са

разменени, с което теоремата е доказана.

Една група се нарича метациклична, ако индексите на разлагането

й са все прости числа.

6. Абелеви rpynu. Под абелева група G (както вече споменахмс,

разбираме такава група, на която елементите са комутативни. Ак:

следователно 5 и # са два кои ᾶ са елемента от нея, то 56--#5. Следо-
вателно в едно произведение можем да разместваме местата на еле-

ментите, без то да се измени.

Всяка циклична група е абелева. Има обаче и други абелеви ΓΡΥΠΕ.

. Така например субституционната група

E+(12) (34)+(13) (24)+(14)(23)

- е абелева, 6e3 да бъде циклична.

Всяка подгрупа на една абелева група е fiak абелева. Това слеж

ва непосредствено от дефиницията. Ако А е подгрупа на абелеватъ

rpyna G и 5 e елемент ΟἹ G, то ще имаме AS=SA, което ΒΜ показве

- це всяка подгрупа на една абелева група е инвариантна ΠΟΛΓΡΥΠΣ

Съществува по-обща теорема: -

11. Всяка крайна абелева група е метациклична, т. е. инав-

Г Kcume на разлагането й са все прости числа. |

Нека А да е подгрупа (следователно инвариантна) на ( и некг :

е елемент от G, който не се съдържа B А. С ( да означим най-ма>

кия положителен показател, за който 5 се съдържа в А. Такъв 7

имаме, понеже, ако Х е редът на 5, то s¥=/ се съдържа в А. Ако г

е един прост делител на I, (--тр, то елементът

5”т-- #

не се съдържа B A и # e най-малката степен на /, 88 която # се съ

. държа в А. Комплексът . . ε-

Η,- А+АН-АЙЧ-...4- АЙ-1



e една подгрупа на G и А е подгрупа на Н, с индекс p, който е

просто число. Следователно А е максимална инвариантна подгрупа на Н|.

Ако H, = G, то H, e подгрупа на G, за която можем κ прило-

жим горните разсъждения, докато достигнем до групата Q. Така мо-

жем да започнем с подгрупата единица Е и да получим една редица

от групи

Е, Hl’ HQ,-.., H[z,

ΟἹ ΚΟΗΤΟ последната е G. Всяка група e максимална инвариантна под-

група на следващата с индекс просто число, с което теоремата е

yCTaHOBeHa.

Глава П

Пръстен и поле

1. Пръстен. В аритметиката и алгебрата се извършват действия с

величини от разнообразен характер: цели числа, рационални числа, хи-

перкомплексни числа, матрици, полиноми и рационални функции и т. н.

В елементарната геометрия се събират отсечки, ъгли, вектори. Явява

се необходимостта да се даде общо определение на тези величини и

да се изследват действията с тях.

Нека A е едно множество от някакви елементи, които означаваме

ς , b cu Τ. н. Броят им може да бъде краен или безкраен. Предпо-

лагаме, че можем да ги различаваме, като за два кои да е елемента

аи b ще имаме съотношениена равенство 4 =0 или Ha HEPABEHCTBO

а + b. Този постулат 88 равенство се състои в следните свойства:

1. Той е напълно определен, T. е. 88 кои да е два елемента а и #

имаме а- й или а-- #. 2. Равенството е рефлексивно (възвратно), T. е.

всеки елемент ае равен на себе си: а-а. 3. Равенството е симетрично

(обратимо), Τ. е. от a=b следва b=a. 4. Равенството е транзитивно

(преносимо), т. е. от а--ф6, b=c следва a=c.
В множеството А са дефинирани две свързвания на елементите

му, като на всеки два елемента (равни или не) съответствува един

елемент ¢, наречен сума на елементите а и b, който отбелязваме с

c=a-+b, и един елемент d, наречен произведение на елементите а и b,

който отбелязваме с а-айф. Множеството се нарича пръстен, ако

при тези две свързвания (действия) са в сила следните закони:

а+6-064+а

комутативен (разместителен) закон,

(@+b)+c=a+(b+c), (ab)c=a(bc)

асоциативен (съдружителен) 3aKOH,

(a+b)c=ac+be, c(a+b)y=ca+cd

дистрибутивен (разпределителен) 3aKOH.

Ако за умножението е в сила и комутативният закон, то пръстенът се

наричакомутативен. Ние главно ще се занимаваме с такива пръстени.
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От определението за събиране и законите за него е ясно, че пръ-

стенът образува абелева група относно това действие. Тогава можем да

приложим доказаните свойства за тези групи непосредствено и за пръсте-

ните. Получаваме, че съществува единствен елемент нула 0, притежаващ
CBOHCTBOTO

a-t+0=a

3a всеки елемент а ΟἹ A. OcBeH TOBa 3a всеки елемент а съществува

противоположен елемент - а със свойството

—a-+a=0.

Уравнението @-+x=~ e разрешимо, и TO еднозначно. Единственото му

решение се дава с елемента

X=—a-b,

KOHTO ще означаваме и с b—a. Елементът b—a се HapHya разлика Ha

елементите b и а. По силата на формулата

a—b=a+(—0b)

BCAKA разлика се преобразува B CyMa и следователно 88 разликите ще

имаме същите основни закони, както 88 сумите, например

(a—by—c=(a—c)—b, (—a)=a, a—a=0

и Τ. H.

Следвайки същия път на доказателство, KaKTO при теорията на

групите, като заместим умножението със събирането, лесно виждаме,

че асоциативният закон е верен за произволен брой събираеми и за

произведение от произволен брой елементи. Също така комутативният

закон остава в сила за сумата на произволен брой събираеми. Есте-

ствено разглеждаме само краен брой събираеми или множители.

По индуктивен път получаваме лесно равенствата

а(644+8,4+-...4+84)-а6,-+-а6,+...-+ад,

(а-+а+...-ал)8-а,64-аз6+... ал6

и с повторно приложение на предните равенства получаваме правилото

за умножение на суми:

(a,+agt ... +an) (δι - ὅ4- ... +b,)=

=(ayb,+aby+ ... +a,b,) (b4 byt ... +-agh,) .. τῈ

A (@pby+anbyt ... +anb,) = 2, ab,
=1, k=1

Дистрибутивният закон е B сила и 388 YMHOXEHHe Ha разлики, T. е. имаме

a(b—c)y=ab—ac.

ToBa paseHCTBO следва ΟἹ равенствата

a(b—c)+ ac=a(b—cH-c)=ab.

Специално имаме

a(a—a)=a.0=a.a—a.a=0.
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Ако един OT множителите € равен на нула, TO произве-

дението е равно на нула. По-нататък с примери ще видим, че

може да намерим пръстени, в които обратното не е вярно, т. е. може

да се случи да имаме ab=0, като елементите а H b са отлични OT

нула. В такъв случай наричаме елементите а и O делители на нулата.

Елементът а € ляв делител на нулата, а елементът b е десен делител.
Ако пръстенът е комутативен, то не правим естествено разлика между

двата вида делители, понеже те съвпадат.

Ако в пръстени няма делители на нулата освен самата нула, т. е.

ако от равенството ab=0 следва, че поне единият OT множителите а

и b e равен на нула, то пръстенът се нарича пръстен без дел u-
тели на нулата. Ако освен това той е комутативен, TO наричаме

ro област на ΠΗ ΠΟΟΤΗΟΟΤ.

Пръстенът може да не притежава единица. Ако един пръстен- A
притежава лява единица €, T. е. за всеки елемент х от Hero имаме

ех-:х, и една дясна единица €/, хе = X за всеки елемент X, то тези едини-

ΠΗ трябва да съвпадат, понеже OT е.е -е и е”.е-е” следва,че е-е.”.
Тогава всяка друга единица трябва също да съвпада с е. Такива

пръстени наричаме пръстени C единица.

Нека A е пръстен с единица, която да означим с е. Ако ае про-

изволен елемент от A и уравнението

ха-е

има решение X B A, TO елементът х означаваме с a;l и ro наричаме

ляв обратен елемент на а. Ако уравнението

ау-е

има решение у B A, то у--а-! наричаме десен обратен елемент
ο

наа. B cnyqafi, че а притежава ляв и десен обратен елемент, то те
съвпадат. В това се убеждаваме от следните равенства :

a;'=a;"(aa7") = (a;'a) a5 ' =a5".

B този случай казваме, че елементът а притежава обратен еле-
MeHT, който отбелязваме с а-!.

На основание на закона на асоциативност можем да определим

степен а на всеки елемент за л естествено число и да установим ва-

лидността на познатите правила:

ar. ат-- апт,

(ап)т=апт,

(ab)y*=a"b",

KaTO последните две са за KOMYTaTHBHH пръстени. AKO пръстенът при-

тежава и единица €, TO можем да положим а! -е и горните правила
остават в сила при допълнителното предположение, че влизащите там

елементи имат обратни, като п, т са произволни цели числа.

Аколе произволно натурално число, TO под па разбираме сумата

па-а-+а+...-+-а.
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Очевидно ще имаме тогава

na-+ma=(n+m)a, n(a+-b)=na+ nb,

n.ma=nm.a n.ab=na.b=a.nb.

Axo положим (—n)a= —na, TO правилата са B сила 88 произволни цели

числа л и т. Въобще числото 7 не е елемент от пръстена А. Ако

обаче А притежава единица €, TO ὰ представлява произведение OT

елементи на 4. ДЕЙСТВИТСЛНО имаме

na=n.ea=ne.aq, .

като пе и а са елементи от А.

Да разгледаме няколко примера на пръстени. Множеството на

всичките цели числа образува пръстен, който е комутативен с единица--

числото 1, и с нула--числото 0. Множеството на всички четни числа

е комутативен пръстен с нула, но не притежава единица, Множеството

на всичките реални числа е също пръстен с единица и нула, както и

множеството на всичките комплексни чиела.

Нека А е множеството от всичките матрици

а b

са

където @, b, ¢, ( са произволни цели числа или по-общо произволни

реални или комплексни числа. По познатите ни правила за събиране H

умножение на матрици виждаме, че тези множества са пръстени, KOHTO

са некомутативни. Понеже

а 0 0 Ο} 0 Oi[‘

оо”" | в о| |о o)
то виждаме, че в тях имаме делители на нулата.

Ако елементите на един пръстен са числа -- реални или компле-

KCHH, TO той се нарича числов пръстеай. Очевидно всеки числов

пръстен няма делители на нулата.

2. Поле. Един пръстен се нарича тяло, ако съдържа поне един

елемент, отличен от нула, и ако уравненията

αχεεῦ,

γα--ὖ

са решими 3a всяко Ω == 0. AKO освен това пръстенът е и комутативен,

то той се нарича поле или област на рационалност. Както

при групите ΟἹ предните постулати следват свойствата:

1. Съществува лява единица е. Действително нека а-0О е про-

изволно избран елемент ΟἹ A и да означим с y=e решението на уравне-

нието ya=a. За произволен елемент # от А ще имаме (Ζ решение на ах- 6)

eb=eaz—=az="b,

.

T. е. съществува лява единица е. Подобно се убеждаваме, че съще-

ствува дясна единица, T. €. съществува въобще единица.
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2. От предното свойство следва, че за всеки елемент а съще-

ствува десен и ляв обратен елемент, т. е. съществува въобще обратен
елемент а

Забележка. Тялото няма делители на нулата. Това лес-

но следва от равенството ab =0 с умножение на а-(а Ξ 0):a lab=
=eb=b=0.

Уравненията (1) ca решими еднозначно. Действително да предпо-

ложим, че първото уравнение има две решения х и Χι. Тогава от pa-

венството @X=4aXx, с умножение на а-! получаваме х-х;. Като умно-

жим първото уравнение ΟἹ (1) ¢ ατὶ и второто с Ω , получаваме

х-а“,

γε-εδα Ἵ.

Ако тялото е комутативно, Τ. €, поле, то Ο'O=bha ! и вместо тези
b

произведения пишем просто e

MHOXeCTBOTO ΟἹ BCHUKHTE рационални числа OYeBHIHO образува
поле, което се нарича eCTeCTBEHO поле или естествена област Ha pa-
ционалност. При полета, съставени от числа, дефиницията може да се
опрости в следната форма: едно множество /M от числа се нарича

лполе, ако съдържа поне едно число, отлично OT нула, и сумата, про-

изведението и частното (при делител, отличен от нула) на две кои да

е числа от M привадлежат пак Ha /И. Лесно се вижда тогава, че всяко

числово поле K съдържа натуралното поле. Действително, ако а + 0
а

e число ot K, то - =1 трябва да бъде елемент от K.

Оттук всяко цяло положително число л ще е елемент ΟἹ K, както

и всяко отрицателно цяло число — л и като следствие и всяко дробно

число. Така виждаме, че числовите полета са с безбройно много еле-

менти и всяко поле с краен брой елементи не е следователно число-

во поле.

Нека сега А е поле с краен брой елементи, на което единицата

да бъде е.

Ако л e произволно естествено число, TO видяхме, че пе са еле-

менти, които принадлежат също на А. Понеже броят на елементите

на А e краен, TO следва, че имаме поне два равни елемевта:

me=pe, mz>p.

Оттук получаваме paBeHCTBOTO (m—p)e=0, T. е. съществува есте-

ствено число 7, за което имаме ne=0. Ще докажем, че числото 72 €

просто при предположение, че л е най-малкото естествено Ччисло, за

което елементът пе е равен на нула. Ако а е произволен елемент

от А, то имаме

na=n(ea)=(ne) a= 0.

Следователно 88 Bceku елемент а имаме na=0. Нека cera предполо-

жим, че л е съответно число, #=n,M, Ho тогава ще имаме ne=

--7цеп.е -- О0. Оттук следва, че поне един OT елементите 1це, п,„е трябва
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да е равен на нула, защото полето няма делители на нула. Но тогава

идваме до противоречие с предположението ни за числото 7,

Ако за единицата е на едно поле В съществува естествено Чи-

€0 n със свойството ne=0 и п е най-малкото такова число,то полето

се нарича поле с характеристика n Полето може да бъде с

краен или безкраен брой членове. Вземайки пред вид предните извеж-

дания, виждаме, че числото п трябва да е просто и за всеки елемент а

от B имаме па --(. Очевидно всяко числово поле е с характеристика нула.

Ще разгледаме сега пример на крайно поле. Нека м е произволно

естествено число, отлично OT 1. Ако т e произволно цяло число, τὸ

остатъкът от делението на това число с л ще бъде едно от числата

0,1, 2,..., я--1. Да означим ς A, съвкупността ΟἹ всичките цели

числа, които имат при поменатото деление остатък, равен на &k, 0 ΞΞ

= k= л-1. Очевидно това са числата OT вида Ал-4-А, където Ае

произволно цяло число. По този начин множеството от всичките цели

числа се разделя на класи:

(2) АО: Αυ Аг: M ] ΑΠ-υ

нямащи общи числа. Да означим с Р множеството, на което елемен-

тите са класите (2). Ще покажем, че Ре пръстен. За тази цел

ще трябва да дефинираме събиране, изваждане и умножение в Р. Нека

А,и А, са два произволни елемента, равни или не, ΟἹ (2). Ако ае

число от класа А;,и b е число от класа 4 то числото a+b ще

принадлежи на класа A, ако ἐπε ) « π, или на класа Ад а ако

i+j=n. На това основание ние дефинираме сума на елементите

UHAjor Ре А,4-А4,- Ад., при i+j<nu А,+А)-- Ад.у а при i+j=n.

Нека сега ге остатъкъг от делението на произведението на взетите

по-горе числа а и # с числото п. Лесно се вижда, че остатъкът OT

делението на произведението на кое да е число а ΟἹ класа A; с кое

да е число ¢’ от класа А,е също равен Ha /. Именно числата a’ u #

ще имат формата

a'=a-+nk #-А6-41тр,

където A Η щ са цели числа. Но тогава за произведението им полу-

чаваме

ab'=ab+n(apt+bdbi+niyp),

T. е. @'b'=ab+nu, където п € цяло число, с KOETO твърдението e

установено. Тогава под произведение на елементите A, и A, ще

разбираме елемента A, A;A;=A, Нулевият enemenr на Р ще бъде

очевидно елементът A, На A, противоположният елемент е A, .

С горните разглеждания показахме, че P e пръстен, който очевидно е

и комутативен. Ако л е съставно число, то Р има делители на

нулата. Действително нека n=rmn, 0 < пр n,<n Тогава съгласно с

определението 38 умножение ще имаме A, A,,=A, Τ. е. A, и An, ca

делители на нулата A, на пръстена P.

Ако числото пе просто, то Ре поле.
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Нека A, и A, са произволни елементи на Ρ ὶ A, ΞῈ A, Трябва

да покажем, че делението на A, с A, е възможно, т. е. съществува

такъв елемент A, от P, 88 който да имаме A A=A, Ако A,=A4,

тои A,=A, Нека тогава A, - A, Понеже A = A, 10 4е едно от

числата 1, 2, 3, . . .,n—1. Да разгледаме cera редицата от числата

(3) q, 29, 3¢, . . . L(n—l)q.

Всички тези числа принадлежат на класи, различни oT A, защото,

ако някое ΟἹ TAX би принадлежало на класа A, то това число би

трябвало да се дели на /1, а това € невъзможно, понеже произведе-

нието на две естествени числа, по-малки от #, не може да се дели на

простото число п. Освен това никои две числа от (3) не могат да при-

надлежат на една и съща класа, понеже разликата им би се делила

на л, което на същото основание като по-горе е невъзможно. Следо-

вателно числата ΟἹ редицата (3) принадлежат на класите A;, A, ...,

Ал уъ разбира се, не непременно в същия ред. Но тогава в класа A,

ще има едно число 54 OT редицата (3) и можем да пишем AA =A4,,

T. е. A, е частното OT делението на A, с A, Така доказателството,

че пръстенът Р e и поле, се привършва.

3. Хомоморфизъм и изоморфизъм. Тези понятия са аналогични

на въведените вече понятия в теорията на групите. Нека А и А са две
множества с дефинирани в тях две композиции -- събиране и умно-

жение Ha елементите им. Казваме, че A е хомоморфен образ на A,
ако са изпълнени следните условия:

1. На всеки елеменг а ΟἹ A съответствува елемент а от Ди

на всеки елемент а от A съответствува поне един елемент а от A.

2. За всеки елемент @ и # от А от съответствието

следват съответствията a-+b— a6 и ай--+ад. Това изобразяване се

нарича хомоморфизъм. Означава се с A ~ А. Ако на всяка а съответ-

ствува само по едно а, то изобразяването се нарича изоморфизъм и

множествата А и А се наричат изоморфни. Означаваме изоморфизма с

A2 А. Очевидно изоморфизмът на две множества е симетрично свой-

ство и рефлексивно. От друга страна, ако множеството А е изоморфно

с множеството A; и това множество € изоморфно с мвожеството Ay,

то A е изоморфно множество с A, T. е. изоморфизмът е преносимо

свойство.

Ако A~A и А е пръстен, тои А е пръстен.

Нека a, b, с εᾶ три кои да e елемента ΟἹ A. Да означим с a, b,

с кои да e три елемента от A, на които образите B А ca a, b, с. Поне-
же A е пръстен, то имаме a(b+c)=ab+ac. На основание на усло-

вията 1 и 2 88 хомоморфизъм получаваме, че а(#--с)-афч-4-ас.
Също така от a+b=b+a следва че a+b=>b+a от a(bc)=(ab)c
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следва @(bc)=(@b)c и т. н. 38 да решим уравнението а--х-ф, на-

мираме елементи а и b ΟἹ A, на които а и b са образи, и решаваме

уравнението a-+x=»b в Α͂. Образът х на X € решение на даденото

уравнение a-+x=>b. На елемента нула от А отговаря също нулата от

A. На противоположния елемент — а на а в А отговаря противопо-

ложният елемент — а на а B A, на единичния елемент е от А отговаря

единичният елемент е от А. Тези свойства следват непосредствено от

съответствията: 1. От a+0=a следва a+0=a. 2. От а-а-0

следва а--а-0. 3. ΟἹ ae=a следва ae=a.
Ако пръстенът А е комутативен, то и пръстенът А е също такъв.

В частния случай на изоморфизъм имаме и следните свойства:

Ако А e област на цялостност, то и А e такава οὔ-

ласт. Ако А е поле, то и А е поле.
4. Поле ot отношения,. Нека R e комутативен пръстен, елементите

на който принадлежат на едно тяло А. Тогава уравненията

(1) bx=a, yb=a (b=+0)

ще имат решения B A, които се дават с формулите x=5b"'a, у-ай71,

Но ΟἹ равенството ab=ba с умножение вляво и дясно с b=, а по-

лучаваме 67а-а67 и следователно уравненията (1) имат едно един-
а
--

88 действията с обикновените дроби остават в сила и 88 символите

ствено решение, което означаваме с Лесно се вижда, че правилата

а

- Именно ще имаме
b

Ι а с
. —p - 4 Camo тогава, когато айа- #с

а с ad+be

@) L g+a="%

e
a с ас b ad

Ш. & « а ΙΝ. Π

а

Доказателството на горните равенства се извършва с

Така, като умножим равенството ай71-2са “ с bd,

abbd =cd1bd, ad=cb.

Обратно, oT ad=bc с умножение Ha 6774 ἰ получаваме

айв-1а-1--6с67147 или abl=cd .
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3a второто равенство умножаваме лявата му част с #4 и по-

лучаваме

а е а е

(TJ“T\) bd =—- 6а4-164,
откъдето с очевидни СЪКРЗЩСНИЯ Ще имаме

(%+%) 2а --аа4-св.

OcTaBa да умножим двете части на това равенство. с (84)7, за
да получим второто равенство от (2). Третото равенство се установява

аналогично. Именно с умножение отначало Ha #4 и след това ς (6а)7“
получаваме

асς
b'd ῥά ̓

34 да докажем последното равенство ΟἹ (2), вземаме под внима-

а с
ние, че -с- е обратен елемент на —-, понеже по правилото за умноже-

с а а
ние имаме ἷ.ἷ:ξἶ: . На основание на това ще имаме

a

Б 4 4 «
сПЪе b’

а

което трябваше да се докаже.

От равенствата (2) се вижда, че множеството OT всичките отно-

а

шения -- образува поле, което е подполе на А. Това поле се нарича

поле на отношенията на пръстена Й Β A

Така установихме съществуването на едно поле на отношения Р

при предположение, че комутативният пръстен А е част от едно тяло
А. Но може да се случи, че пръстенът Д да е част от друго тяло 4”

и тогава ще получим HOBO поле на отношения Р”. От самото построя-

ване на такива полета се вижда, че те зависят изключително от струк-

турата на пръстена R. Ще докажем по-точно следната теорема:

Ако за комутативния пръстен, непритежаващ делители на нулата,

съществуват полета на отношения, TO Те са изоморфни, Τ. е. съще-

ствува до изоморфизъм единствено полеЧЙа отношения.

Да предположим съществуването на две полета на отношения Р

и P, респективно B телата А и А”. Нека аи b ca два произволни еле-

мента от пръстена R и да означим с X, X' отношенията на тези еле-

менти в полетата P и P/, т. е. х е решение на уравнението

bx=a

399



в тялото A, а X' e решението на същото уравнение в тялото A’ Да
цоставим. сега Β съответствие на елемента Х елемента x'. Това съот-
ветствие е взаимно еднозначно, Τ. е. х«- Х”. Действително нека реше-

нието у на уравнението b,y=a, от тялото A да съответствува H:

същия елемент χ', Но това значи, че предното уравнение има 88 ре

шение у=1;*-=х” в тялото А”. Следователно в тялото A’ отношенията
. 1 .

яя
b’ b,

ще бъдат равни. OTTYK следва, че ab,=a,b, което PABEHCTBO показва.
а а -

че отношенията -- и ;% ще са равни и в тялото A, т. е. y=x. Същс
1

очевидно €, че на всеки елемент X’ ΟἹ P’ може πᾶ се намери съотве-
тен елемент X ΟἹ P. Така виждаме, че между полетата на OTHOLUEHHS

Ри P' има взаимно еднозначно съответствие. Остава да се установи

че това съответствие е изоморфизъм. Нека« и В са два кои да ¢

елемента OT P и съответните Ууравнения в тялото A, на KOHTO те са
корени, да бъдат . -

διχεεα,, bx=a, b,+0, #5,-0.

Да означим с « и B’ решенията на тези уравнения в тялото A
По предното въвеждане ще имаме съответствията

axea, Berf.

Съгласно с равенството Ш or (2) «--В e решение Ha уравнението

() διδεχεεα,δ, : αΝ.

от тялото A. Да означим с ” решението на (7) ΟἹ 4 ́. Torasa имаме
съответствието « Ἔ В«-у. Но според равенството II от ;2) суматг
«4-В” трябва да е решение на уравнението (7) в тялото A’ и momex:
уравнението (7) има само едно решение, следва, че у-а/-4+В,. C товг
установихме съответствието на сумите «-+В и «-В. Подобно нг
основание на третото равенство 11 от (2) доказваме CBHOTBETCTBHET:

«В «-«/ В. Така установихме, че полетата Р и P’ са изоморфни.
С предните разглеждания ние установихме съществуване на пол“

на отношенията при предположение, че даденият пръстен € част ΟἹ

тяло. Това поле е единствено κῸ изоморфизъм. Cera ще установих
съществуването на полето независимо от предположението за тялотс

Поле ΟἹ отношения съществува за всяка област
на цялостност,

Тривиалният случай, кеато R се състои само OT нулата, € оче-

виден. Да разгледаме множеството M от всички наредени чифтове
(а, 6) от елементите на R, като δ-Ἐ0. Да разложим това множеств:

на подмножества, които ще наричаме класове. За тази цел, ако (α, Е
е един произволно взет чифт, то към същия клас причисляваме всис-

ките чифтове (@, b;), за които имаме ) :
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Така въпросният клас (а, #) е напълно определен с чифта (а, 6) и ще

а
съпоставим на него дробта τ' B класа K сигурно влиза неговият пред-

ставител (а, b), понеже paBeHCTBOTO (8) се удовлетворява 88 а;-а,.

b;=0b. Ot друга страна, всеки чифт (@;, δι) от класа K може да се

вземе за негов представител. 38 да установим това, трябва да докажем

а

верността на равенството Т=%“ Нека (а, b;) е чифт ΟἹ класа K.
1

Следователно

(9) ab,=ab.

Ако (а,, by) е произволен чифт OT класа K, TO имаме

aby=ayb,

"“откъдето с умножение на #;) получаваме

аб,6,--а.6,6.

Като заместим ab;, с равното му от (9), получаваме a,bby=ayb,b.

Със съкращаване на # ще имаме

a1b2 :agbl.

a

Това равенство показва, че чифтът (@9 by) принадлежи на класа b—‘
Y -

a а

Следователно всеки чифт от класа -- принадлежи на класа „“ Обратно,
1

а,

по подобен начин установяваме, че всеки чифт от класа „“ принадлежи
1

a a

на класа ξ. Следователно класовете - и „ съвпадат, T. е. имаме
. 

X :

2.я |
ν b, . |

Ако един чифт (a, #,) от множеството Р не принадлежи Ha класа

Е-, то класовете ка Η 4 ще бъдат различни и не ще имат нито един
b b b,

общ елемент. Действително, ако биха имали един общ чифт (g b,),
то би трябвало да имаме

()) | a1by=agb,.

Като умножим равенството (10) с @,, получаваме

aa,by=a,ba,.

Karo заместим Tyk произведението @,b, с равното My ΟἹ (11), полу-

чаваме

adqb, =a,ba,,
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откъдето със съкращаване на 4, имаме

ab,=ab.

Това paBeHCTBO показва, че чифтът (@), b,) трябва да принадлежи на.

а а
класа -, което противоречи на условието. Следователно - - b L e само

1

тогава вярно, когато ab,=ab.

Така установихме, че множеството /И се разпада на класове b ,

нямащи нито един общ елемент два по два. Да означим с P множе-

ството на всички така получени класове. Ще въведем сега действията

събиране и умножение за елементите Ha това множество и ще уста-

новим по такъв начин, че то е поле. Именно на основание на равен-

ствата (2) за отношенията сумата и произведението на елементите на

Р дефинираме с равенствата |

а , с ad+bc

(12) τ '

¢ a ¢ ac

(13) τ  ̓ dT ъа"

Първо, символите B десните части на предните равенства MMAT смисъл.

Пръстенът R няма делители на нулата и от #--0, а-- 0 следва, че
bd + 0. Второ, десните части на същите равенства не зависят от избора

на представителите на класовете. Наистина да вземем вместо (а, #)

като представител на класа -’ἓ друг чифт (a’, δ). Тогава

(14) . αθ' --- θα!.

Като умножим това равенство с 4, получаваме

adb'=a'db.

Karo прибавим сега към двете части на това равенство ПРОИЗВСДСННСТО

δοδ', получаваме

αὐθ'-" δεθ'-- а/4в4-6#/с6

(ad+bc) δ' --(α' 4-Ὁ δ'0) b.

С умножение на двете части с 4 ще имаме

(аа46с)74-(а4а46с) bd.

Последното равенство показва, че Ν

аа+6с a'd+b'c

bd θὰ “

Аналогично с умножение на равенството (12) ς ¢d получаваме

acb'd=a’cbd,

откъдето имаме

ас «е

ῥὲή δὰ
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По напълно подобен начин установяваме, че като изберем вместо
(с, а) друг представител на класа, то не ще изменим десните части на

равенствата (12) и (13).

Лесно е да проверим, че всичките свойства на полето са в сила.

Например съчетателният закон следва непосредствено от равенствата

а (е g\_ а | chtdg _adh+bch+bdg
b+(a+h)—b4f аА bdg

a с g _ad+cb μ adh+cbh+bdg a € L)

(b+d)+h—bd_+h_ рал "ь+а+п„"
АНЗ]ЮГИЧНО се проверяват останалите закони.

" Построеното така тяло Р е очевидно KOMYTAaTHBHO, т. е. поле.
Трябва да установим, че то съдържа пръстена Д. Затова трябва да
докажем, че елементите на Д са тъждествени с някои дроби от Р.
Това можем да направим по следния начин: на всеки елемент с от R

b
отнасяме BCHUKHTE дроби -“ἷ, където #--0. Тези дроби съвпадат, T. е.

5:-=-;-ь-*, понеже (εδ) δι Ξε δ(οδι.). По този начин на всеки елемевт с
1

правим да съответствува една дроб, т. е. един клас. На различни еле-

менти си с! ще съответствуват и различни дроби. Действително от

@ _ev
b v

еледва

cbb’'=bc'b’

и със съкращение Ha δδ' (понеже b0, #--0) umame c=c'.
Следователно на елементите ¢ на R CHOTBETCTBYBAT B3aHMHO едао-

: b
значно определени APOGH OT 2. AKO между елементите съ сь C3 Ha

пръстена имаме връзката C,+Cy=Cy TO при произволни by, 6,50 и
b3=b,b, ще имаме

с,6, +‘-‘nbn - ὠβδιδρξωδθιθς “egbs
b, T b ΓΧᾺ ΓᾺ

Ако между c,, Съ 9 имахме връзката Cg=C,Cy то ще имаме

αὔ „ е„Бе €iCobiby __Csbs
by b byba by

САбА
by ,

ветствуващи на елементите ¢, на R, съществува същият начин на съби-
ране и умножение, както между самите елементи (i Т. е. тези дроби
образуват област, изоморфна на пръстена Д. На основание на ΤΟΒᾶ

ние можем да заменим дробите % със съответствуващите им еле-

От предните равенства виждаме, че между дробите съот-
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менти с. Така. ДОСТИГНЗХМЕ до поле, СЪДЪРЖЗЩО дадената област на
цялостност. Ν

Например областта на цялостност, състояща се от целите числа

се разширява в полето на рационалните числа.

5. Пръстен OT полиноми. Нека R е един произволен пръстен. Да
разгледаме изрази от вида

F(x)=ay х"-Га, ха--а, X"+ ... -Ὲ αρ х

където Mg, Myy...,Np са цели неотрицателни числа и Gy, ар йз,...,а са

елементи ΟἹ R. Тук символът х не е елемент ΟἹ пръстена Д. Изразът

f(x) се нарича полином и х — неизвестно. Групирайки еднаквите сте-
пени на X, можем да предположим, че числата My, My, Паз...; П са раз-

лични. Два палинома считаме за равви, ако коефициентите пред еднак-
вите им степени са равни помежду си. При това членовете с коефи-
циенти нула могат да се пишат или да се изпускат. Така, ако пишем
и членовете с коефициенти, евентуално PaBHM на нула, общата форма
на полинома f(x) ще бъде -

f(x)=by χ Ἐδι x"1+ b, x"‘2+...+b,..

Ще дефинираме cera OCHOBHHTe действия с полиномите f(X), като пред-
полагаме неизвестното х комутативно с всеки елемент ΟἹ R, T. e
ax=xx 88 о«В. Събирането и умножението на цолиномите извършваме

както преди. Именно, ако ф (х)-- Σ Cp ж” € също полином от разгледания

вид, TO под сума на полиномите ¢(x) и ф (x)= Σιἰ χ pasGupame поли-
HOM 2(х) с коефициенти

и gv=cv+dv’

където ¢,=0, ako ¢, липсва B полинома ¢(x) и d,=0. при липса на

TO3H коефициент B полинома ¢ (x). Коефициентите на полинома φ(χ) φ( )
се дават с

при подобна бележка 88 липсващите членове, Лесно се вижда, че

множеството ΟἹ всички полиноми образува пръстен. Действително

събирането очевидно е комутативно (понеже се свежда към събиране

на елементи OT пръстена). Единият разпре дделителен закон за три по-

линома | ,

{(χ):Σα χ ф(х)=”?ь х, Фф(х)- Σσ χ ̓

се свежда на установяване на равенството

763 () Ἐφ (D =F(x) ψ ) Έ (%) $ (%)..
Верността Ha това pPaBeHCTBO следва OT равенствата

Еа..(ь„+сд) Е“ав+;аа% ευ -v Ν
К |

at-p=v atp=r
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Подобно имаме 3a другия разпределителен закон. Съдружителният

закон

[F(X) e ()] ()-- Ὑ )φ )φ (x)]
е BepeH, понеже

y=m ptg=y »Έφῃτειπι ptu=m gt+i=p

Полученият Taka пръстен се нарича пръстен на полиномите на

неизвестното х над пръстена Д. Отбелязваме го с А|х). Ако пръсте-

нът R е комутативен, то и пръстенът R[X] е очевидно комутативен.

Дефиницията за степен на полином е съща, както преди. Полиномите

от нулева степен ca от формата ax? където a e елемент ΟἹ R Но

тези полиноми се събират и умножават точно така, както съответните

числа от пръстена А и следователно, като съпоставим на QX° елемента

аот R, то полиномите от нулева степен ax® образуват система, изо-

морфна на пръстена R, и на това основание можем да идентифи-

цираме с елементите на R. Следователно пръстенът R[x] ще съдържа

пръстена R. Казваме, че пръстенът R[x] е получен ΟἹ R с адюнгиране

на неизвестното X. 1 |

Ако пръстенът R е област Ha цялостност, то и

пръстенът Д|х| е област на цялостност.

Нека f(x) и ¢(x) са два полинома ΟἹ степени ли т и аб,-0.

Ако ал и b, са коефициентите на X" и XTM, то коефициентът на дхл+”

в полинома f(x)¢ (х) е равен на алй, и следователно не е равен на

нула. В пръстена не ще има делители на нулата, т. е. той е област

на цялостност.

В случай, че пръстенът Д има единица, то формалното определе-

ние на сума и произведение на полиноми се свежда на обикновените

начини за тези действия. Действително нека означим с 1 единицата

на R и елемента 1.х-с χ. За степените на х ще имаме χ"-- [χ)" Ξ

:Ρἕ:Ι ж” и 88 произведенията а,х” получаваме (а,х“) (1x")=a,x"

ека

ЛДх)-а,-+-а, x+ ... +a,x"

€ произволен полином от R[X] и « произволен елемент OT пръстена R.

Тогава елементът от пръстена

който се получава, като вместо х поставима в f(X) и извършим озна-

чените 'TaM действия, се нарича значение на полинома /(х) за xX=«.

6. Деление на полиноми. Нека Р е произволно поле и Plx, е пръсте-
нът, образуван OT полиномите

ЛД(х)--а"-Ра, ж1714 ... +a,

на която коефициентите са елементи от Р. По-рано разгледахме дели-

мостта на полиномите в областта на реалните и комплексните числа.

Тук по напълно аналогичен път ще разгледаме същия въпрос за про-

͵
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изволни пръстени P[x]. Казваме, че полиномът /(х)от пръстена Р х)

се дели на полинома ¢(x) от P[x], ако съществува полином ¢ (x) от

Р|х), за който имаме

7(:)-Ф(х) b (x).

. Полиномът φίχ) се нарича делител Ha полинома f(x). По-нататък ще

разгледаме само полиноми от пръстена Р|х) Имаме следната обща

теорема:

За всеки два произолни полинома f(x) и g(x) могат

да се намерят такива два полинома g(x) и R(x), че

() f(x)=8(x)g(x)+R(x).

При това степента Ha R(X) e mo-Maaka ΟἹ тази на gZ(X)

Полиномите g(x) и R(x), които удовлетворяват на пред-

ните условия, са определени еднозначно.

Доказателството е аналогично на известната ни теорема за разгле-

дания случай по-рано. Нека полиномите са

@) f(xX)=ayx*+a,x* ' +... +a, a;=+0,

g (X)=by xTM+by x"14- ... +b,, θρΞΕ0.

Ако n<m, то равенството (1) е изпълнено при ¢(x)=0, R(x)=f(x)

Следователно можем да допуснем, че п = т. Полиномът

@) £ (%) — ὸ χ π g (£)=f, ()

очевидно принадлежи на P[x] ие or степен т, по-малка ΟἹ п. Да

означим с a,) коефициента на xTM в полинома Л (х). Да предположим,

че 7, = т. Полиномът

е” f1 () — ὶ χ а) ()

ще бъде OT степен 7y < щ и ако а) е коефициентът пред XTM B HETO

образуваме полинома

") F2() =32 ет g (x) =13 (%)

i T. н. Понеже степените на полиномите Л (x), fo(x), f3(x),...HamMannAsar,

то ще достигнем до такъв полином |

ае-1

(2:) а (0) е X1 7 g () =1, (%),

степента Ha KOHTO е по-малка ΟἹ т, и тогава спираме до TO3H полином.

Като съберем равенствата (2”), (2”), (2/””),...,(20)) получаваме

f(x)—q(x) g (x)=R(x),

където

а ()е X" “ay p—1

by

О) у
да-т 4 Ὦ

bo
χ =TM, R(X)=fs(¥),
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Очевидно коефициентите на полиномите 4(х) R(Xx) принадлежат

на полето Р.

Еднозначността на представянето (1) се вижда почти непосред-
CTBeHO. Ако имахме и второ представяне от подобен вид

(3) 7 )-:- 8 ΟἹ 4; (x)+R1 ),

то от (1) и (3) бихме имали

#0219 (20)--41() |8 (х)--#(+х).

Ако ¢(x)—¢,(x)==0, то полиномът в лявата част на това равенство

ще има по-висока степен от полинома в дясната част, което е невъз-

можно. |
Полиномът 4(х) се нарича частно OT делението на f(x) с g(x) и

R(x) — остатък от това деление. За да се дели / (х) на g(x), необхо-
димо и достатъчно е остатъкът да бъде равен на нула.

От самия начин на намиране на полиномите 4(х) и R(x) се вижда,

че в случай на разширение на полето P B поле P’ тези полиноми OCTa-

” ват същите. Именно всеки полином OT пръстена Р|х| ще принадлежи

и "на пръстена Р”|х). Следователно, ако полиномът f(X) не се дели на

% (x) при разширение на полето P, той също няма да се дели на Ф(х).

За делимостта на полиномите следват JeCHO следните пред-

ложения:

Всеки полином се дели на произволен, отличен
OT нула елемент OT полето P

Действително, ако /(х)-а,х"--ахи-14-...4-а, е полином от Р|х)

и «--0 елемент ΟἹ P, то имаме

F)=ol хе Яу + .. 4 5
и полиномът в скобите принадлежи на Р|х)|.

Ако полиномът /(х) се Дели на полинома φ(χ) а φ(χ)

се дели на полинома ¢(x), To f(x) се дели на ф(х).

Следва от равенствата

700-9Ф(х)4(х), Ф(х)-ф(х)#(х),

7 )γψ ) φ( 3 #() )

където gh e полином от Plx]

Ако f(x) и ¢(x) се делят на g(x), то сумата и разли-

ката им се делят на g(x).
Ако f(x) се дели на ¢(x) и ф(х) e произволен поли-

ном от Plx], то f(x)¢(x) се дели на ¢(x).

Ако полиномите fi(x), fo(X),...,f,(X) се делят на по-

линома g(x) и φι(χ) " φο(χ),..«.,ἷΦ,(Χ) са произволни поли-

номи ΟἹ Р|х), TO полиномът

леде()+ Δ ) 92 )Ὲ ... Р/ () Ф (%)

се дели на g(x)
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Ако f(x) се дели на φίχ), то f(X) се дели и на αφ(χ),
където « € произволен елемент от полето Р

Ако полиномите /(х) Ἢ φί(χ) са от еднаква степен и Κ (χ)
се дели на @(x), то f(x)=ap(X), където « е елемент OT.
полето Р. и

Вземаме под внимание, че степента на частното трябва да е нула.
Очевидно всеки полином /(х) се дели на «/(х), където «--0 е елемент
от Ри «/(х) се дели на /(х). .

AKO полиномът /(х) се дели Ha полинома ¢(x) и ¢ (x)
се дели μ f(x), то f(x)=ap(x), « е enement or P,

Всеки полином ¢(x), който дели два полинома f(x) и ¢(x), се
нарича общ техен делител. Ако два полинома нямат друг общ дели-
тел освен полиномите OT нулева степен, T. е. елементите на полето P,

то те се наричат взаимно прости. Най-голям общ делител на
два полинома наричаме общия им делител от най-висока степен. За
„намирането му си служим с алгоритъма на Евклид, който вече позна-
ваме. OT него следва, че 10 полиноми OT нулева степен той e еднозначно
определен и за най-големия общ делител D(x) на полиномите f(x)

- φ(χ) имаме равенството |

“ . D (x)=f(x) g(x)+¢ (%) £ (x),
където g(x) и Й(х) са полиноми OT Р|х). В частност получаваме:

Полиномите f(x) и φίχ) са само тогава взаимно прости, когато
„могат да се намерят два полинома g(x) и Я#(х) такива, че да имаме

(5) | 703926024-е(х) #(х)-1.
Оттук следват предложенията:

Ако полиномът f(X) е взаимо прост с полиномите
ф(х) и ¢(x), To той e взаимно прост и с произведе-
нието ΗΜ.

Действително съгласно с предположението ще имаме по (5) ра-
„ венството

(6) , Ζ Δ) Ἐφρ)λρ)εῖ,

където g(x) и Я(х) са полиноми от Р|ХА). С умножение μὰ ᾧ (χ) по-
лучаваме : |

ЕС09С2-9()Ф(212#(х)-9ф(х),
отгдето следва, че всеки общ делител на f(x) и “φ(χ) ᾧ (Χ) ще бъде
„делител на ¢ (x). Но по условие полиномите f(x) и ф(х) са взаимно
прости.

Ако произведението на полиномите /(х) и ¢(x) се
дели на полинома ¢(x) и ако f(x) и ¢(x) са взаимно
прости, то ф(х) се дела на Фф(х). .

Като умножим равенството (6) с ф(х), получаваме

1702 ф (x)] & (*)+o(x) k(%) (x)=1 (x).

Понеже вляво полиномите / (х)ф(х), Ф(х)#(х)Ф(х)се делят на
φίλ), с това следва, че ф(х) се дели на @(x).
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Ако полиномът f(X) се дели Ha двата взаимно про-

CTH помежду си полинома +(х) и ¢(x), то /(х) се дели на

тяхното произведение.

Наистина ΟἹ делимостта на полинома f(x) на ф(х) заключаваме,

не /(х)--ф(х)#(х) където Я(х) e полином. Понеже f(x) трябва да

се дели ¢(x) и последният полином е взаимно прост с @(X), TO

трябва Я (х) да се дели на ф(х) и ще имаме Й(х)-ф(х)4(х), /(х)-

-9(21е(2)ф (x). -
Един полином ще наричаме нормиран, ако коефициентът пред

най-високата степен на х е равен на 1. Тогава общият най-голям дели-

тел на нормирани полиноми ще бъде еднозначно определен при пред-

. положение, че e нормиран,

Можем да дефинираме аналогично най-голям общ делител на ня-
колко полинома f(x), f(x),...,f,(x) като общ делител ΟἹ най-висока
степен или като общ делител, който се дели на всеки общ делител
на тези полиноми. Лесно се вижда, че най-големият общ делител на
полиномите Л (х), fo(x),..., /а (х) e равен (10 множител от нулева сте-
пен) на най-големия общ делител, на полинома /.(х) и на най-големия
общ делител на полиномите Л (х),/,(2),...,/Ха а(Х). .

7. Разложимост на полиномите. Един полином /(х) от пръстена

Р х) се нарича разложим, ако може да се представи като произве-
дение OT два полинома Р|х) на които степените са най-малко равни

на 1. В противен случай полиномът се нарича неразложим, Така, ако Р е
естествената област на рационалност, то полиномът

х--4-(х--2) (x+2)

е разложим, а полиномът жх24-1 е неразложим. Полиномът ХА2-4х-2?

е неразложим, ако Р е естествената област на рационалност, но е

разложим при предположение, че P e полето ΟἹ числата α- ὐ ῇ , а и
b — рационални числа, понеже

X—4x+2=(x—2-)2) (х-24+12).

Ако полиномът f(x) от P[X] е неразложим и полино-
мът Flx] от Р|х)| има общ множител с него OT най-малко
първа степен, то F(x) се дели на /(х).

Действително съгласно с условието общият най-голям делител D (x)
на f(x) и Е (х) ще бъде поне от първа степен. Но видяхме ΟἹ начина
на получаването му, че тойе полином OT пръстена Р|х|. Понеже D(x)
дели неразложимия полином f(x), то О(х)-а/(х), където « € елемент
от P. Тогава or делимостта на полинома Е(х) на О(х) следва, че
Е(х) се дели на f(x). Имаме следната основна теорема:

Всеки нормиран полином f(x) or Р|х) може да се
разложи MO единствен начин на неразложими в P[x]

нормирани полиноми, т. е,

(1) | f)=p1(X) P2 (%) ... P .
Действително Heka f(x) e HOpMHpaH полином от P[x] Axo e не-

разложим, TO TeopemMara е очевидна. Ако f(x) e разложим, TO ще
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имаме /(х)--ф(х)ф(х), гдето ¢(x), ф(х) са полиноми от P[x], които

могат да се предположат нормирани. В случай, че някой от полино-

мите ф(х) и ф(х) е разложим, то продължаваме разлагането, докато

” представим полинома f(X) в произведение на неразложими нормирани

полиноми. До такива сигурно ще достигнем, понеже степените на въ-

просните полиноми намаляват и полиномите от първа степен, както

веднага се вижда, са неразложими. Така първата част на теоремата е

‘ycTaHoBeHa, За да установим втората част, нека предположим, че имаме

и разлагането на неразложими и нормирани полиноми

@ ° F)=:(x) g5 (%) 4, ().
Ho тогава or (1) и (2) ще HMame равенството

3 μι(Χ) Ра () ... P (%) =41 (%) 45 (X) .. . 45 ().

Оттук следва, че например полиномът ¢,(X) трябва да дели произве-

дението P, (X)pPa(x)...p.(x). Ако ¢,(x) не съвпада с полинома р;(х),

то той трябва да дели полинома ръ»(Х)...р.(х). В случай, че 4,(х) не

съвпада с p,(Xx), Τὸ 494(х) трябва да дели произведението . (х)...р.(Х).

Продължавайки така, получаваме, че 4; (х) трябва да съвпада поне с

един ΟἹ полиномите р;(х), ра(Х),...,0.(х) Размествайки означенията

на полиномите p,(X), можем да приемем, че ¢,(x)=p;(x). Ho тогава

равенството (3) става

(4) P2 (X)P3(X)... Pr(X)=q(x) g5(x)...q:(x).
От това paBeHCTBO, прилагайки горното заключение, получаваме, че

полиномът 4,(х) трябва да е равен на някой от полиномите ра(хХ),

Ps (x),...,p,,(gc), например gy(X)=py(x). Toraa равенството (4) става

Ра (X)Ps(X) .. P (X) =05 (%) g4 (%) ... g (X). ”

Kato продължаваме така, убеждаваме се, че полиномите ¢, (X),

4а(х) ,...,4,(х) трябва да бъдат равни на полиномите 2 (Χ), ра(«))...

ръ (х), с което теоремата е установена напълно.

Могат евентуално някои полиноми B (1) да се повтарят. Следова-

телно 88 всеки нормиран полином f(x) от P[x] ще имаме предста-

вянето

6) 709-#094##029... 4я (1)
където ¢, (х) фа(Х),...,Фф.(х) са неразложими нормирани полиноми,

от Р|Х) и Ay, λα.ν....λ са естествени числа, Като се ограничаваме на

различни неразложими полиноми, то представянето (5) относно поли-

номите ф,(х), 1 =i=m и числата A, 1=I{=<m е еднозначно, При

ненормирани полиноми ще имаме разлагането

6) . fE)=adt (%) (). .. фе (х),

гдето §;(x), Pg(x),...,$,(X) ca неразложими полиноми, A,, λ,,...,ἁω
са естествени числа и « е произволен елемент ΟἹ Р. Представянето
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(5) е също еднозначно относно различните полиноми ¢;(X),l =i=mn
числата A, 1=Si=m.

Числата Ар Ag,...,A, €3 KDaTHOCTHTE на полиномите B pa3jara-

HeTO Ha полинома f(x). 3a многократните неразложими множители

имаме следната TeopeMa (полето Р се предполага винаги, че е с xa-
рактеристика 0):

Ако неразложимият полином р(х) е ткратен мно-
жител B разлагането на полинома f(x), то той е m—I-
кратен неразложим множител за Г (Χ).

Действително имаме”

f(x)=pTM(x) g (%),

гдето g(x) e полином or P[x], който не се дели Ha p(x). 34 /(х)
получаваме

7 (x)=mpm=1(x) P (x) g (x)+pTM () &' (x)=

=pmt(x) [mp’ (x) g (x)+p (%) # (%))

Полиномът B скобите не се дели Ha p(x), понеже полиномът £(X) не

се дели на р(х) и производният полином р(х) не се дели на р(х), а
вторият член p(x)g(x) се дели на p(x). Прилагайки тогава това пра-
вило, получаваме, че p(X) е т-2-кратен неразложим множител на
Г (х) т--3-кратен на /” (х) и T. K, прост на f"=1)(X) и не е множи-

тел на {{ (χ).

От предната теорема следва, че общият най-голям делител на по-

линома (5) и на производната му е равен на

О() (х)фе7 (%) .. " 1 (%),

където естествено множителите ghk—!(x) при A,=1 трябва да се 3a-

местят с .

На основание, на предното свойство можем да отделим много-

кратните множители, следвайки път, аналогичен на този при отделяне

на многократните корени на уравненията. Нека в разлагането на поли-

нома /(х) на неразложими множители да означим с Х) произведе-

нието на едкократните множители, с Х2 произведението на двукрат-

ните множители, с X3 това на трикратните ий т.н. Ако при някое R

. няма k-KPaTHH множители, то полагаме ЖХа--1. Тогава f(x) се пред-
ставя така:

Γ)-- Χ X2 X3...XTM,

KBJETO т € PaBHO най-много Ha степента Ha полинома f(x). Ако D, (x)
e общият най-голям делител Ha f(x) и f'(x), TO ще имаме

D, (x)=X,X2 X3... X1,

Като означим по-нататък с D,(x) общия най-голям делител на D (x)

и Ὦ, (x), с D;(x) този на полиномите Dy(x) и Dy (х) и T. H, ще имаме

Dy (%) =X X2 х X TM2,
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Dy (x)=XX3Z... Χ,

D,(x)=1.

Оттук получаваме

| лод- 6) χ x, x,..x,
Dy(x)

D.

.0) Ρ =X, X,... X,y
р 

| 
.

Р0)е P =Ko Xy o χ

= Вт-а )

Полиномите X, X, Xi,..., X, се дават с

„С) - ) ш те ) -Xl—f2 02 ХГ-Ш,.. . Xmo1= З0) Ха-Ла(х).

По изложения начин намираме така произведенията на еднаквократните
неразложими множители; последните, броени като прости.

Ако «е произволен елемент ΟἹ полето P, то аста-
ТЪъкъТ ΟἹ делението на произволен полином /(х) от

пръстена Р(А| с x—« е равен на /(«).

Това свойство следва непосредствено от равенетвото

7 )Ξ - μ )Ὲ Ὰ

(R елемент от Р) като поставим x=a. Оттук следва, че f(x) се
дели само тогава на х--«, когато « е корен на урарнението f(x)=0.

Следователно намирането на корените на f(x)=0 е равносилно с
намирането на линейните множители на полинома / (х). Ако полиномът
f(x) се дели на (х--«)”, но не се дели на (х--«)"Н, то « се нарича,
както ни. е известно OT по-рано, т-кратен корен на уравнението

f(x)=0. Но числото на линейните множители в разлагането Ha
полинома f(x) на неразложими множатели ΟἹ Р(х| не може очевидно
да надмине степента My, T. е. имаме следната теорема:

Броят на корените на уравнението не надминава
степента му. :

От тази теорема следва предложението: ако един полином се ану-
лира за повече значения на неизвестното, отколкото степента MY, TO

той е равен на нула. Непосредствено от това следва, че ако два по-
линома OT степени, които не надминават 7, са равни за повече ΟἹ #

различни стойности на неизвестното, то те са равни помежду си,

Видяхме, че всеки нормиран полином ΟἹ пръстена Р|х| може да
се разложи по единствен начин на произведение от неразложими нор-

мирани полиноми, принадлежащи на Р|х) Ше разгледаме едно 0606-

--
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щение на тази теорема. Ако С e пръстенът, съставен ΟἹ всички цели

числа, TO той € очевидно комутативен и от равенството ab=0 88 два.-

негови елемента следва, че поне един OT елементите а и йе pa-
вен на нула. Следователно С е област на цялостност с единичен еле-

мент 1. Числата 1 и —1 са единиците в него. Абстрахирайки се от тези

единици, всеки елеменвт от С се разлага, както е известно, по един-

ствен начин на произведение от неразложими елементи, които са про-

стите числа. Нека сега Ае област на цялостност, притежаваща единичен

елемент е. Обратният елемент е-# на е като равен на е принадлежи
също на областта Д. Ще наричаме всеки елемент £ ΟἹ R единица, ако

обратният My елемент 271 принадлежи също на Д. Така в областта С
елиничният елемент е 1, а единиците са1и --1. Съвкупността ΟἹ ком-

плексните числа a-bi, където а и b са произволни цели числа, обра-
зува област на цялостност с единичен елемент 1 и единици 1, -1, #

и - Е Същото е в сила и за областта на цялостност, съставена от

всички комплексни чиела (която е и ΠΟΠ6). AKO е е единица OT 06-
ластта на цялостност R, TO всеки елемент а от нея MOXe да се раз-

ложи на множители

а-ав ε, .
 ́

Такова разлагане, в което единият множител е единица, ще наричаме

тривиално разлагане. Всеки елемент, който не допуска друго разлагане

освен тривиалното, се нарича неразложим или прост елемент. Нека

R e област на цялостност с единичен елемент, в която важи еднознач-

ното разлагане Ha елементите B произведение на прости елементи, т. е.

всеки елемент от R се разлага на произведение от краен брой прости

елементи и това разлагане, абстрахирайки се от единиците, е едно-

значно. Такава е например областта на цялостност С и областта, съ-
ставена от полиномите на х, на които коефициентите принадлежат на

дадено поле Р. Ще установим следната теорема:

В областта на цялостност R[x] важи теоремата 88

еднозначно разлагане на произведение от прости

елементи.

Полиномът от Δ [Χ]

f(X)=ap+a,x+asx®+ ... +-ах"

се нарича примитивен, ако коефициентите MY &y, йр Qg ..., Qn HAMAT

Apyr общ множител ocBeH единици. Ще докажем следната TeopeMa

на Гаус :

Произведението на два примитивни полиномае при-

митивен полином. -

Нека

е също примитивен полином и да означим с Е(х) произведението

Е(х)-/(х)ф(х)-с,+е X+Cox? X3+ ...

Да предположим, че коефициентите со, Съ Съ Cg,..- HA полинома F(X)

имат общ делител d, различен от единица, и нека р € един прост де-
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лител на d. Понеже коефициентите a, a; a,,..., йл на полинома

f(x) не могат едновременно да се делят на p, то нека @, € първият

поред коефициент, който не се дели на р. Също нека b, е първият

поред коефициент OT коефициентите b, by, by,..., b, на полинома

¢ (x), който не се дели на р. Намираме лесно, че коефициентът пред

χρῖν в полинома Е (х) e равен на

(7 cupp=a,b,+a, айл -ад b2+ ...+ b, +au02b, а+ ...

ο B дясната част Ha предното равенство първият член a,b, не се
дели на р, а останалите се делят на р и следователно цялата тази

част не се дели на р. Но така идваме до противоречие, понеже ля-

вата част на равенството (7) се дели на р. Значи коефициентите су '

€y Cgy... Ha полинома Е (Χ) нямат друг общ делител освен единица,

T. е. полиномът Е (Χ) е примитивен.

Да означим сега с Р полето от отношенията за областта R. Както
знаем (6 4), такова поле съществува. Нека /(х) е произволен поли-
HOM от пръстена P[x], който в случая е и област на дцялостност. Ако

приведем всичките коефициенти на f(x) в общ знаменател, TO този

Ф (x)

b |

и b e елемент ΟἹ R. Като означим с а общия най-голям делител Ha

коефициентите на полинома Ф(х) то виждаме, че f(x) се представя

във вида

®) 7109-< #(

а

където - са елементи от Ри g(x) е примитивен полином в R[x]

Това представяне до множител единица е еднозначно. Да допуснем, че

има друго представяне Ha f(x), а именно

полином приема формата f(x) = , като @ (x) е полином ΟἹ R[x]

(9) 709)-< & (x),

където ξ еот Ри g(x) e примитивен полином в А(х) ΟἹ (8) и (9)

получаваме

(10) ай g(x)=begy(x).

Понеже полиномите g(x) и g(x) ca примитивви от R[x] следва, че

ad =bce,

” където € e единица. Karo samectum B (10) ай с bc в и съкратим, полу-

чаваме
-

& g(x)=28 (%),

T. е. полиномите g(x) и g£,(X) до множител единица са HACHTHYHH,

Така установихме теоремата:
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- .Bcexu полином /(х) от Р|А)| се представя еднозначно
IO мкожител единица във формата

70)- ξ 80),

κ’ωιετοΐε елемент 0T Ри 2(х)епримитивен полином Β А(х).

Ако полиномите ΟἹ /(х) и φίχ) от P[x] са представени по този
начин, а именно

709- # g(x),

Ф(а)- < k()

то произведението им

Τφ τ g (xyh (%)

има същото представяне, понеже g(x)ki(x) mo теоремата Ha Гаус e

примитивен полином. Следователно примитивният полином, който отго-
варя на произведението на два полинома от P[x], е произведение на

примитивните полиноми, отговарящи CBHOTBETHO на двата полинома.

Нека полиномът (8) е разложим в Р|х|. Тогава той може да се
представи" в следната форма:

а) 70 )-- 2 g () 2а (:)

където —;— € елемент OT полето PH g,(X) и βὰ (Χ) ca примитивни поли-
номи ot .R[x}. Ho тогава or (8) и (11) получаваме ”

. #() 26 (0) g (x).

Понеже g(x), 21 (%), 2а (х) са примитивни полиноми OT R |х) както преди
Бе

заключаваме, πεἆἷ:ε и следователно

#(х)<-е g, (х) 22 (x),

като ε означава една единица. Последното равенство показва, че поди-
номът g(x) е разложим в R[x]. Обратно, ако полиномът 2(х) e pas-
ложим в R[x], т. е. g(x)=a(x)B(x), «(х) и В(х) полиноми or R[x],
то за f(x) получаваме

[0)- «(х)В(х)

и следователно f(x) е разложим в Р |х) В заключение ще имаме
предложението : |
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Полиномът (8) е само тогава разложим в Plx], ко-
гато полиномът g(x) е разложим Β R[x]. |

Това предложение показва, че при изследване на разложимостта

на полиномите в Р|х)| можем да се ограничим на разложимост само B

R|x]. При това за примитивни полиноми се ограничаваме само на при-

митивни полиноми като възможни множители,

8. Идеали. Нека R e един комутативен пръстен. Една непразна

подсъвкупност M на R се нарича идеал, ако елементите й притежават

следните свойства:

1 Акоа и b са елементи OT M то и σ- - е елемент
от щ. 2. Ако а е елемент OF т H C— кой да е елемент 0Τ

R, то ac принадлежи! Ha m,

Съгласно ¢ дефиницията очевидна нулата € идеал, който Hapuyame

нулев идеал, и пръстенът А е идеал, наречен единичен идеал или идеал

единица. Понеже а-а-(, 0-а--а, b-+a=5b—(—a), то всеки
идеал съдържа нулата и сборът на два кои да е елемента от него е

също така елемент, принадлежащ на идеала.

Нека а е произволен елемент ΟἹ пръстена K. Ако m e идеал, на

който елементът а принадлежи, то съгласно със свойствата1 H 2 B т
трябва да лежат и елементите

0,α, а+а- За, 2a-+-a=3a,...,—a, 2 (—a)=—2a,...,

кжакто и елементите ас, където с са произволни елементи OT R. Следо-
вателно в т лежат и елементите

(1) ас+па,

където л е произволно цяло число ис е произволен елемент от R. Но лесно
се вижда, че елементите (1) образуват също така идеал. Действително

сборът или разликата на два елемента от формата (1) имат същата

форма и произведението на елемент ΟἹ (1) с елемент 4 от пръстена R
има същата форма, понеже

(ac+na)yd=a(cd+nd)=ak+0 .aq,

и k=cd--nd e enement ΟἹ R. Така полученият идеал се O3HayaBa Ha-

късо с (@) и се Hapuya главен идеал. OT гореизложеното се вижда, че

идеалът (а) е в известен смисъл най-малкият идеал, който съдържа

елемента а. Ако пръстенът Д има единичен елемент ¢, то за елемен-

тите (1) имаме ac+na=a(c+ne)=ac’, където σ' e елемент ΟἹ Д. То-
гава главният идеал (а) се състои ΟἹ елементите ас”, където с” e про-
изволен елемент OT KR, Очевидно е тогава, че нулевият идеал е главен

идеал (0) и единичният идеал R е главен идеал (е), ако пръстенът R
има елемент единица.

Като прост пример на главен идеал да разгледаме пръстена С от

всички цели рационални числа. Ако т е кое да е цяло число, то очевидно

1 Ще отбележим, че при некомутативен пръстен ще имаме десен и ляв идеал

според това, дали вземаме произведенията ас или са,.
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главният идеал (m) се състои от всички цели числа, които са кратни

на т(т == 0). Нулевият идеал (0) е числото нула и единичният идеал

(1) в случая се състои OT всички цели рационални числа. |

От повече елементи а), й,..., &, на пръстена R можем също да

образуваме идеал ¢, представляващ . съвкупността от -елементите

от вида

(8) а1 ” ай + ... а ΓᾺ Ε Μ +П й--... +n,a,

където Ny, Па..., П. са цели числа И /), Iy..., I, са елементи OT Д.
Този идеал се означава с (@1, а.,..., а,) и елементите &y, аз,..., κ

се наричат база на идеала. Ако g има единичен елемент е, то вместе
“

(2) можем да се ограничим на елементите Σ а,г. Също от една
i=1

безкрайна съвкупност (M), принадлежаща Ha пръстена R, можем да

образуваме идеал, означен с (/И) и съставен от елементи от вида
55

Zair,.+Zn,-a,-, KBAETO а, са елементи OT M и л;-цели числа
i=l1 ἐπεὶ |
(s=1,2, 3,...).

С използуване на хомоморфизъм на два пръстена можем да дадем

на понятието идеал просто тълкуване, което показва освен това, че

това понятие отговаря на понятието за инвариантна подгрупа, което

pasraenaxme. Предварително ще разгледаме тъй наречените конгруен-

ции (сравнения) O модул — идеал от полето K. Именно казваме, че
два елемента @, b ΟἹ А са сравними (конгруентни) по модул т (m e
идеал от R), ако разликата им a—b принадлежи Ham. Ако С е пръ-
стенът, съставен ΟἹ всички цели числа, като m=(m), където т е про-

изволно цяло число, то предното понятие за конгруентност се свежда

към класичното такова понятие в теорията на числата, въведено от Гаус.

Конгруентността на @ и # по модул m означаваме с а = b(m). Това
означение се нарича конгруенция (сравнение). Ако идеалът т е главен

m=(m), то конгруенцията се означава по-просто: а == b(m).
При равен модул конгруенциите имат някои OT свойствата на pa-

венствата. За късота модула ш не ще ro пишем, Ще установим ня-
колко основни свойства.

От a=b и b=c следва, че а-- с.

Съгласно с условията а--б#б6т и b—cem. Следователно а--с --

=(@—b)+(b—c)é¢m.

Or a=b следва, че ak=0>bk xaTok e произволен еле -
MEHT ΟἹ m.

Понеже a—b no условие принадлежи на m, то (@—b) А принад-
лежи на m.

Ora=buc ЕЙ следва а+с -- 6+с. .

Действително разликата a+Cc—(b+c¢)=a—b принадлежи на m.

Ora=buc=dcnenBar конгруенциите

а+с--#+4, ,

ас = bd. й
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Първата следва ΟἹ равенството а-+с--(8+4а)-а--6++(с-а) или от

предното свойство и втората се получава OT конгруенциите ас <0с,
bc = bd.

Всеки пръстен OTHOCHO събирането представлява Абелова rpyna,

като всеки идеал M, принадлежащ HA R, е негова подгрупа. Тогава по-

добно на теорията на групите ние можем да разделим пръстена RB
класи, KaTO във BCAKA класа да OTHECEM елементите OT R, които са

конгруентни помежду си спрямо модула ш. С други думи, ако а е еле-

мент от R, то под клас R, ще разбираме съвкупността от всичките

елементи на R, които са конгруентни с а по модул m. На основание

на горните свойства на конгруенцките следва, че ако а, е елемент OT

класа R, То класът R, съвпада с R, т. е. класът € определен с кой

да е негов елемент. Така дефинираните класове ще наричаме класове

остатъци по модул M по аналогия на случая, когато А е пръстенът

от всички цели числа. В последния случай, ако т е главен идеал,

т-(т), като всичките цели числа (елементите на А) се разделят на т

класи Ry, Ry,..., Rm—1, които разгледахме в § 2, гл. П.

Съществуват пръстени, в които всеки идеал е главен идеал. На-

пример такъв е пръстенът С от всички цели числа. Действително нека

т e един идеал, принадлежащ на C. Ако m е нулевият идеал m=(0),
то твърдението е очевидно. Ако т не е нулевият идеал, то B него ще

има пели числа, отлични ΟἹ нула. Да означим тогава с & най-малкото

от положителните числа на идеала т. Такова има, понеже ако щ съ-

държа отрицателното Ччисло -- @, TO той съдържа и положителното

число а. Всеки елемент # от идеала като цяло число може да се пред-

стави (C деление на 5) във вида.
b=8k+r,

където ге цяло число, 84 което 0==r < &. Лесно се вижда, че OCTa-

тъкът / трябва да бъде равен на нула. Числата & и Sk принадлежат

на идеала т и следователно Ччислото b—3R=r ще принадлежи също

на идеала. Ако г >0, то би следвало, че в чдеала има положително

число, по-малко от ὃ, което противоречи, Значи r=0 и идеалът е съ-

ставен ΟἹ всички цели числа, кратни на 3, Τ. е. той е главният идеал|(6).

Друг аналогичен пръстен е пръстенът Р|х), съставен ΟἹ всички поли-

номи на неизвестното х с коефициенти, принадлежащи на дадено поле Р.

Всеки идеал в пръстена P[x] e главен идеал. Нека т е ненулев идеал

ΟἹ Р|х). С ¢(x) да означим един полином OT идеала, който е с най-

ниска степен, и с /(х) да означим остатъка ΟἹ делението на произво-

лен полином ΟἹ идеала с полинома ¢(x), като g(x) е частното OT де-

лението. Тогава ще имаме равенството f(X) =¢(x)g(x)+7r(x) и по на-

пълно аналогичен начин на предидущия установяваме, че r(x)=0.

В теорията на групите видяхме, че при хомоморфно изобразяване

на една група G върху друга група G образът на инвариантна

подгрупа А на й е единица в (й и съседните комплекси на А се

изобразяват в другите елементи на G. Подобно свойство съществува

и при хомоморфното изобразяване на един пръстен върху друг пръ-

стен. Ще установим теоремата:
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При хомоморфното изобразяване на пръстена R

върху пръстена Д елементите на R се разпределят B

класи, като класът т OT елементи, на които образът в

Re нулевият елемент, образуват един идеалв R и

другите класи са класите, остатъци спрямо TO3H

идеал.

Действително нека а и b са произволни елементи от т. При хомо-

морфното изобразяване те преминават в нулата на ἰΝ. Следователно
елементът — b и впоследствие а--Й премикава също в нулата. Ако с

е произволен елемент от R, то ас преминава в елемента 0. ¢ =0, T. е.

също Β. нулата на пръстена K. Значи съвкупността M е идеал в Д.
Нека cera « е елемент от R, който не принадлежи на идеала m. Да

означим с « образа му Β R. Нека «; е кой да е друг елемент от R,

на който образът е също елементът «. Тогава елементът ад--а преми-

нава B нулата ΟἹ R Η следователно той принадлежи на идеала m.

Обратно, всеки елемент B—a, «--«, B~ a преминава B нулата на R

Следователно всичките елементи OT R, Ha които образът е «, обра-

зуват един клас остатъци спрямо т. Подобно другите елементи Ha R

са образи на останалите класове остатъци.

Изложеният начин за доказване на предната теорема ни позволява

да намерим пръстен R, хомоморфен на даден пръстен R, на който
елементите са образи на класите остатъци спрямо даден идеал на Д.

Именно нека m е идеал от пръстена Д. Пръстенът R се разделя на

класи остатъци спрямо M, които да означим с R, R, R, ..., между

които фигурира естествено и идеалът M. Както знаем, всеки клас се

състои OT елементи, конгруентни с един кой да е елемент OT него

спрямо модул m. Под сума R,+R, на класовете R, u R, разбираме

класа R, 88 който с = 2- ὖ (π)). Класът R, е така напълно определен.
Действително, ако @, и &; са произволни елементи ΟἹ R, и R, то Ha

основание на свойствата на конгруенциите по модул т имаме

a,=a, b,=0b,

a,+b,=atb=c.

Под произведение Ha класите R, и R, разбираме класа R, опреде-

Лен ¢ d=ab. Ако a, и b, са произволни елементи ΟἹ R, и R, то от

конгруенциите &, = a, b, = b следва конгруенцията 446) = ab == й, което

показва, че така дефинираният клас R, e еднозначно определен. Да

означим тогава с Д съвкупността, съставена от елементите =R,

b=Ry, ¢=R,, ... Предните изводи показват, че сумата и произве-

дението на два кои да е елемента ΟἹ Д ca също елементи OT Д и

следователно R представлява пръстен — хомоморфен образ на пръ-

стена R. При това нулевият елемент на R отговаря на идеала m и

другите му елементи са образи ка класовете остатъци по модул M.

Този пръстен се нарича пръстен от класовете остатъци и се бележи с
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R/m. В него на равенство на два- елемента отговаря конгруентност по

модул M в пръстена Д.

Ако Се пръстенът от целите числа, то, както видяхме, всеки

идеал ш в него е главен идеал, т. е. т-(т), като т € цяло число,

което може да се приеме за положително, ако идеалът не е HYJEB.

Класовете остатъци спрямо m да означим с Су С), С» . .., C—1. С,
означава съвкупността на всичките цели числа, които имат остатък /

при делението им с т. В случая пръстенът С/т се състои точно OT

елементите Сь Съ С ..., Ст-тъ

Понятието за делимост в теорията на целите числа и полиномите се

разширява и за идеалите. Нека m e един идеал от пръстена R. Ако а

е елемент ΟἹ M, то казваме, че а е делим на идеала m. Това означа-

ваме на основание на въведените конгруенции спрямо един идеал с

конгруенцията а ==0(m). Ако всички елементи на един идеал а са де-

лими с b, т. е. принадлежат на b, то казваме, че идеалът а е делим

на идеала b и това означаваме с |

a=0(b).

Идеалът b се Hapuua делител Ha а, а идеалът а — кратен Ha b. B пръ-

стена С от целите числа всеки идеал е главен идеал. Идеалът (т) e

делител Ha идеала (m;), ако цялото число т дели цялото число My,

понеже съгласно с дефиницията m; трябва да е елемент ΟἹ идеала (m),

T. е. кратно число на /1, и всеки елемент ΟἹ (m,) принадлежи на (m),

като число, кратно на т) и следователно и на m.

Идеалът m от пръстена R се нарича прост идеал, ако пръстенът
ΟἹ остатъци спрямо ш R/m е област на цялостност. Следователно, ако

@, b,... са елементите на R/m, то от равенството ab=0 иа-О0

следва, че b=0 за кои да е елементи от Hero. Ако а е кой да е еле-

мент от класа, чийто образ е , то paBeHCTBOTO ab =0 може да се

замести с конгруенцията ab =0 (m) Следователно дефиницията за NPOCT
идеал може да се замести със следното условие: ΟἹ ab=0(m)(a и #

елементи от различни класове) и а == 0(m) следва, че b=0(m). Един
идеал р се нарича неделим, ако се дели само на себе си и на единич-

ния идеал. Едно основно свойство е изразено със следната теорема:

Ако идеалът р OT пръстена R, притежаващ единица,
е неделим и различен OT R, то той е прост и пръсте-
HBT OT класите остатъци R/p е поле. Обратно, ако Rfp
е поле, то ре неделим.

3a да установим, че R/p е поле, трябва да докажем, че всяко
уравнение

а Хл b

приа == 0 uma решение. Нека а не е елемент ΟἹ ри b — произволен
елемент. Да разгледаме съвкупността Е от елементи R-+al, където #

€ произволен елемент OT идеала р и [ € произволен елемент OT пръс-

тена R. Съвкулността F е идеал от K, понеже разликата от два еле-

мента от Е има същата форма, както и произведението на елемент OT
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Е с елемент В от R. Ot друга страна, F съдържа р и не съвпада с р..

Значи Е e делител на р и понеже b e неделим, то Е трябва да съв-

пада с R. Следователно всеки елемент b ΟἹ R има формата ἀ-αἱ,

където Ебри € R За образите ва предните елементи следва тогава, че

b=ae, т. е. уравнението ах =b има решение. Така установихме, че

R/p е поле и понеже в полето няма делители на нулата, то р е

прост идеал.

Обратно, да допуснем, че R/p е поле. Ще установим, че идеалът р

е неделим. Нека а е идеал, който дели р, но не съвпада с него. Ще

има тогава поне един елемент а от а, който не принадлежи на р. По-

неже Дур e поле, то конгруенцията ах = b (p) ще има винаги решение

х за всеки елемент b M R От предната конгруенция следва тогава

конгруенцията ах -- ὃ (ἃ) или # =0(a), т. е. b принадлежи на идеала а.

Последното свойство показва, че идеалът а трябва да съвпада с пръ-

стена А и следователно идеалът р е прост, понеже се дели само на

себе си и на единичния идеал R.

Ако m и g са два идеала, то лесно се вижда, че съвкупността,

съставена от елементите 2+ 0, където а е произволен елемент от ш и

О произволен €JIEMEHT от g, € също идеал, който бележим с (m, g).

Действително, ако и a1, U b; са също елементи съответно от идеалите M и

g, то разликата a,-+b,—(a+b) като равна на (@,—a)+(b,—b) е еле-

мент от същата форма и произведението ΟἹ а-- Ὅ с елемент ¢ ΟἹ пръ-

стена R има също така формата на сума ΟἹ елемента ас ΟἹ m и еле-

мент #с от g. Очевидно (т, g) e общ делител на ти 5 Η той се дели

от всеки общ делител на тези идеали. По тази причина той се нарича

общ най-голям делител на идеалите m и g. Подобно се вижда, че

съвкупността A, съставена OT общите елементи на идеалите т и g, е

също така идеал, наречен общо най-малко кратно, понеже този идеал

се дели на двата идеала M и g и всеки идеал, който се дели на тези

идеали, се дели и на него.

Ако P e поле, TO освен нулевия идеал в него има само един

идеал, който е главен идеал (1), понеже всеки идеал, който съдържа

елемент, различен от нула, ще съдържа и елемента аа”“-1. Както

видяхме, в пръстена OT целите числа и в този от полиномите на не-”

известното Х с коефициенти от дадено поле всичките идеали са главни

идеали. Една област на цялостност с единичен елемент, B която всеки

идеал е и главен идеал, се нарича пръстен с главни идеали.

Такива са разгледанвите по-горе пръстени. В тези пръстени известното

разлагане на целите числа в произведение на прости числа, което е

еднозначно до множители единици, остава в сила. На доказателството

не ще се спираме.

9. Алгебрично и трансцендентцо разширение. Нека Д е комута-

тивен пръстен без делители на нулата и притежаващ единица €, Τ. е.

област Ha цялостност с единица. С Д” да означим друг пръстен, съ-

държащ R, който е комутативен и притежава единица, която очевидно

трябва да съвпада с е, понеже в противен случай би имало две еди-

ници в А”, Нека & е произволен елемент ΟἹ R’ и да извършим върху

елемента « и елементите от А действията събиране, изваждане и умно-

421



жение. В резултат Ha това ще получим елементи от пръстена Д”, които
ще имат вида

(1) R A e 600
4

гдето by, by,...,b, ca елементи or пръстена K. Изразът (1) представ-
лява полином Ha «. Сборът, разликата и произведението HA елементи

or вида (1) εὰ също елементи OT същия вид, T. е. множеството OT

всичките елементи (1) образува пръстен, който очевидно е комутативен.

Нека го означим с А|«)) В частност при A,=0, by=by=... -ф,-0
елементът (1) се свежда на елемента b, и следователно пръстенът

В |«) съдържа пръстена R. Ако « не принадлежи на R, то пръстенът
R ще бъде същински подпръстен на А|«) който от своя страна е

подпръстен на АД”. В случай, че два елемента

ο ι ἀ- 6.24-... +c,am,

dotd,a+dya+...d, 0"

ca paBHH, TO ще имаме

(co—do)+(c;—dy) -Ὲ ... +(c,,—d,) " =0,

Ако не всички коефициенти ca равни Ha нула, TO получаваме, че « €

корен на едно уравнение с коефициенти, които принадлежат на Д.

В такъв случай казваме, че елементът «е алгебрически спрямо

пръстена Д. В противен случай, т. е. ако равенството от вида

Ро-Ерт«+ра«24-... +pyak=0

при елементи Ру Йр....р. OT K € възможно само тогава, когато еле-
MEHTHTE Py, Ръ....р. 8 равни на нула, елементът « се нарича тран с-

цендентен спрямо Д.

Когато елементът « е трансцендентен OTHOCHO K, то той се нарича

неизвестно и обикновено го бележим с x. Тогава два полинома на

х са равни само тогава, когато коефициентите им съответно са равни

и за пръстена А|«)| се прилага теорията от предния параграф, понеже

определянето на този пръстен е идентично с това, което вече раз-
гледахме.

Можем да получим пръстен. R[y] с неизвестно у при друго раз-

ширение на пръстена Д. Ще докажем сега теоремата:

Ако х, у са неизвестни OTHOCHO пръстена R, KOUTO

са избрани от едно и също или две различни разши-

рения R и R’ на пръстена R, то пръстенът R[x]or по-
линомите на х над R e изоморфен на пръстена А(у) от

полиномите на у над R. ,

На всеки полином

Л(х)-а,+ах+...+а,х"

οἹ А|х| правим да съответствува полиномът

fO)=atay+... +a,y"
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οἹ R[y], който има същите коефициенти, , ( R, 0 =i=n. Лесно се

проверява, че това съответствие е изоморфно. Така нека

e друг полином от R[x], на който ще съответствува полиномът

gW)=by+by+t...4-b,y"

от R|y} Axo двата полинома /( у) и g(y)ca равни, то трябва коефи-
циентите им да са равни, т. е.

ay=by, a;=by, ay=by, . ..

(липсващите членове се считат с коефициенти, равни на нула). Ho ro-

гава и коефициентите на полиномите У (х) и g(X) са равни помежду

си, т. е. f(x)=g(x). Значи на разни полиноми от R [y] отговарят разни

полиноми ΟἹ А|(х). Следователно съответствието f(x)— f(V) е взаимно

еднозначно.

За сумата на полиномите f(x) и g(x) имаме

7094209 ψ (¥)=coterx+cex®+ ...,

Co=ag+by C1=a,1by, δατεαχτὅ,,...

На полинома ¢(X) CHOTBETCTBYBAa NOJHHOMBT

P (W)=cote1y+cay*+ ...

or R[y]. Ho очевидно umame

ψ ) ξ ) Ἐ.

Следователно на полинома /(х)-+ 2(х) от R{x] съответствува полино-

мът f(¥)+g(y) от R[y). Подобно установяваме, че на полинома/(х)2(х)

съответствува полиномът Л у)28(у), с което се привършва доказателст-

вото на теоремата.

Елементите на R[x], които не принадлежат на R, са

трансцендентни OTHOCHO R

Допускаме противното, T. €. съществува елемент

(2) y=a,+ax+ ... +a,x" a,+0

ot R[x], който удовлетворява ypaBHEHHETO

3 boyTM+b, Y"1+ ... +8,=0, b0,

Ha xoeTo коефициентите by, by,...,b, ca елементи ΟἹ R. Като 3ame-

стим B (3) у с paBHOTO му от (2), получаваме

б,(ахл4-ал-1 4 ... +а,)" 46 (ахл--... а) + ... +b,=0.

Като преработим лявата част на това равенство, получаваме

δοαῖ жтт ο χηπῖ 4 .. +c,, =0,
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гдето by ah, Съ Cg---sCpy ще бъдат елементи ΟἹ R. Понеже х е транс-

цендентен елемент относно R, то коефициентите на това уравнение

трябва да са равни на нула и специално д)ал =0, което противоречи
на условието, че в пръстена Д няма делители на нулата.

Ще разгледаме сега алгебричното разширение по-подробно. При
това с оглед на приложенията ще излезем от поле вместо от пръстен.

Нека P e произволно TONE и «е алгебричен елемент OTHOCHO него.

Множеството от полиномите на «

(ф f@)=potpiat ... +рда”

с коефициенти от Р образува пръстен, който ще означаваме с Pla].

Това свойство е очевидно, понеже полето е същевременно комутативен

пръстен без делители на нулата и притежава единица. Можем да пред-

положим, че уравнението

(5) 2(х-а--ах+... +axn=0,

което удовлетворява елемента «, е неразложимо в Р. Действително,
ако въпросното уравнение е разложимо, то представяме лявата му

част като произведение на неразложими множители, които са полиноми

от Plx], и този от тях, който се анулира за X=a, ще вземем 88 ля-

вата част на уравнението (5). Нека отбележим, че степента на поли-
нома g(x) ще бъде най-малко . равна на 2. В противен случай елемен-

тът « би принадлежал на полето Р и не бихме имали никакво разши-

рение на P.

Елементите (4) на пръстена Р(«| могат да се представят във

формата |

(6) | П С ЕЯ

гдето Фъ 70 - --» {πι--ἰ са елементи ΟἹ Р и m=n. В това се убежда-

ваме по познат вече начин. Именно да разделим f(x) с #(х):

/09-#(х) Q(¥)+R (x).

Тук полиномът R(X) € OT степен, по-малка OT 7, и принадлежи на

P[x]. Но при x=a получаваме

Ξ κ

и твърдението е установено.

Нека отбележим, че (6) е само тогава нула, когато всичките кое-

фициенти Ф Фъ ..., m—1 са равни на нула. Действително в противен

случай бихме получили, че « е корен на уравнение от по-ниска степен

ΟἹ п,т. е. неразложимото уравнение (5) би имало общ корен с. урав-
нение от по-ниска степен, което противоречи на известна нам теорема.

Да образуваме сега всички отношения от вида

Ф ()

@ : ἼΟΥ
φ(α):θθ-Ι-ῇΙα-}- ... +bm“m, ¢(¢)=CO+C1¢+ . .. +Ck“k
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в които коефициентите b,C; са елементи от P и делителите не са равни

на нула, като не правим H4KaKBO ограничение 88 степените ти #.
Пон-же сумата, разликата и произведението на отношения от вида (7)

имат същия вид, то множеството отношения (7) ще образуват поле,

което ще означим с Р(«). Полето Р(«) съдържа полето P, понеже (7)
при ¢ (2)=b, ¢(x)=c, се свежда на елемент ot Р, Ако ¢(x)=c, TO

отношението (7) има формата (4). Нека k=1, ¢, ΞῈ 0. На основание на

предните резултати можем полинома в знаменателя на (7) да предста-

вим във формата
ф(2)-4,4+4«--... +й,0,

гдето степента р е по-малка от п. Понеже знаменателят е отличен OT

нула, коефициентите на полинома ᾧ (Χ) не могат всички да бъдат равни

на нула. Полиномът ф(х) не е равен на нула и видяхме, че е взаимно

прост с полинома /(х). По известен резултат ще съществуват два по-

линома F(x) и Ф(х) с коефициенти, ΟἹ £, за които ще имаме

709 Е ()44 x) @ (x)=e.

Karo mocraBuM TYK X =«, получаваме

e

Ф (е) 7)
С това се вижда, че отношението (7) e ot формата (4).

В заключение на горното можем да изкажем следната теорема:

Пръстенът Plaj и полето Р(«) са идентични,

Полето P(x) се нарича алгебрическо разширение на

полето Р с присъединяване (адюнгиране) към Р на

елемента «.

Например нека P е едно поле ΟἹ числа и ю не е точен квадрат

на число ot Р. Тогава полето Р(| o) ще бъде съставено OT всички
числа от формата

а+6То,

гдето а и b са произволни числа от Р. Независимо от изложената тео-
рия това се вижда непосредствено от равенствата

@+l o)+ (@+8, о)-(а+а4+(6-+2Го,

(а+6 νἷ) (α, +6, Π) -- (aa,+bb, w)+(ab;+a,b) V—“’—’
a+bV o aa,—bb, o . _ab—ab,

a+bV/ o al-b2 ш ай-5) 0 Vo
OT важно значениееи следната теорема:

Всеки елемент ΟΤ полето P{x) е алгебричен от-

носяо полето Р.

Нека В- Д«) e произволен елемент ΟἹ Р(«). Елементът « е корен

на уравнението (5). Очевидно произведенията e, В «2,..., fa?! са също

елементи от полето Р(«) и следователно можем да пишем

Bas=a,,ta a+... +ай,,л-а #171, §=0,1,2,..., n—1,
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гдето й й,..., й,л-1 са елементи от Р. Но предните равенства
лесно се преобразуват във формата

аоощр+а01“+ао2“2+ .. +ao,n—l°‘"_l=0,

a0+ (ay—B)ataa®t ... 4@y a1 =0,

ал-1а + йл-лл 2+ 81202+ . . . +(йл-а, i1 —B) @TM =0.

Тези уравнения ca линейни спрямо неизвестните 1, «, @ ...,a" ! и no
теоремата 38 хомогенни CHCTeMH OT линейни уравнения трябва детер-
минантата от коефициентите пред неизвестните 1, «, ..., a® ! да
бъде равна на нула:

ам--В а Qog - - - Gon-1

що ἄμι--β ἄ - Y
' -0.

Qn-10 йл-1л @r-12 . - йл-1,л-17В

Следователно В ще бъде корен Ha yPaBHEHHETO

аф-Х Gy Qo3 - Фул

а Qu—X G - - - G
=0,

an-10 Qn1g Gn-12 - . йлъ

коефициентите HA KOETO се вижда лесно, че принадлежат Ha полето P,

с което теоремата е установена.

10. Съществуване на корен. Нека Р е едно произволно поле и

f(x) е произволен полином на неизвестното х с коефициенти, които -

принадлежат на P, Τ. е. полином от пръстена Р|х). Интересно е да се
реши следният въпрос: съществува ли надполе P на P, такова, че в

него уравнението f(x)=0 да има корен. Отговорът на този въпрос е
утвърдителен. Имаме следната теорема:

За всяко поле Р и за всеки полином /(х) от пръсте-

на Р|х| съществува Такова разширение на полето, B

което уравнението f(x)=0 има корен.

Очевидно можем да предположим, че полиномът /(х) е неразло-

жим Ἡ 6 OT степен, по-голяма от 1, понеже всяко уравнение от първа

степен има корен, принадлежащ на ὶ Разделяме првстена Р|Х) οἹ по-

линомите на класи, като всеки клас се CBCTOH OT всички полиноми,

които имат един и същ остатък спрямо полинома f(x). Следователно
два полинома ¢(x) и ф(х) ще принадлежат на един и същ клас, ако

разликата им се дели на /(х), което отбелязваме с

Ф(х)--ф(х) (mod f(x)).
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Горната формула се нарича сравнение (конгруенция) и казваме, че по-

линомът ¢(X) е CpaBHMM (конгруентен) с полинома ¢ (x) по модул f(x).

Конгруенциите при един и същ модул можем да ги събираме, вадим

и умножаваме почленно. Така нека имаме конгруенциите

Е( )=h(x)(mod 7(х));
и (x)=v (х) (mod f(x) ).

Понеже разликите 2(х)-#(х) и а(х)--9(х) се делят Ha f(X), τὸ и

разликата

#()--а(х)-(#(х)+9(21

ще се дели Ha f(x), T. е. имаме конгруенцията

(1 g ()1 (x)="h (x)-+v(x)(mod f(x)).

Подобно установяваме конгруенцията

(2) &(x)u(x)y=h(x) v (x)(mod f(x) ).

Като представим разликата g(x) а (x)—k(x)v(x) във dopmara

#( u(x¥)—h(x)v(x)=[g(x)—h ) (x)+[(x¥)—v(x)] £(x),

виждаме, че тази разлика се дели Ha f(x), T. е. ще имаме (2).

Също лесно се установяват следните свойства:

1. Ако g(x)=h(x)(mod f(x)), t(x)=h(x)(modf(x)), то в (x)=t(x)
(mod £(x)). |

2. От 2(х)-Я (x)(mod f(x)) следва за всеки полином ф(х) от P[x]
конгруенцията Фф(х)2(х)--ф(х)Йй(х)(тоа f(x)).

Да означим класите, на които се разпада пръстенът Plx], с бук-
вите @, B, у,... Ще докажем, че множеството P', съставено от елемен-

тите &, B, у,... при подходящо определяне на сбор и произведение, е

поле. Есеки клас може да бъде определен с кой да е негов елемент

@(x). Именно елементите OT този клас са полиномите ΟἹ Р(А(, които

са сравними с ¢ (x) по модул f(x). Нека ¢ (х) и ¢,(x) са полиноми от

класа « и класа В, Да означим с у класа, в който се намира поли-

номът ¢, (X)+ ¢y (X), и ¢ & класа, съдържащ полинома @, (X)P, (х) Нека

фа(х) и $p(x) ca други кои да € полиноми CBHOTBETHO ΟἹ класа « и

класа В. Тогава на оскование Ha (1) и Ha (2) заключаваме, че полино-
мите φα(χ) ἐ Φο(Χ) и φο(χ) фо(жх) принадлежат съответно на класа Y H δ.
Така виждаме, че класовете у и 6 не зависят от избора на представи-

телите на класовете « и В. Класа у наричаме сума на класовете « и В
и бележим у-а--В, а класа 68 -- произведение на « и В и означаваме

това с d=af. Класът, съдържащ елемента 0, Τ. €. състоящ се OT всички

полиноми ΟἹ Р(х) които се делят на f(x), се нарича нулев и ще го

означаваме ¢ О. Противоположен клас на класа «, съставен OT полино-

мите, които по модул f(X) имат остатък ¢(X), € класът OT полиноми,
които спрямо /(х) имат остатък — ¢(x). Класът, съставен OT всички

полиноми, конгруентни с | по модул f(x), ще наричаме единица и ще

ro бележим ¢ Ε. Нека « е отличен ΟἹ нула клас и ф(х) e един произ-
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волен полином от него. Понеже този полином не се дели на /(х) и

последният полином е неразложим, то ¢(x) и f(x) са взаимно прости

полиноми. Следователно ще има полиноми F(x) и Ф(х) от Р|х), които

удовлетворяват на равенството

¢ (%) F(x)+f(x) L (x)=e.

Оттук следва непосредствено, че ¢ (x) F(x)=e (mod f(x)), T. е. полино-

MBT @ (x) F(x) принадлежи Ha класа Ε. Ако означим с В класа, Ha KOHTO

принадлежи полиномът F(X), TO следва, че

«В - Ε,

отгдето имаме β--:- ατ. Така установихме, че всеки ненулев елемент

има обратен, с което доказателството на предложението, че множе-

ството от класове е поле, се завършва.

Да означим полученото така поле с Р”. На всеки елемент а от

полето Р съответствува класът, съставен OT всички полиноми от Р |х),
които са конгруентни на а по модул f(x). Очевидно и елементът а

като конгруентен на себе си ще принадлежи на този клас. Множест-

BOTO ΟἹ всички такива класове, съответствуващи на елементите на P,

ще образуват поле Р,, което е подполе Ha P’ εὶ e изоморфно с полето
Р. Действително взаимната еднозначност на съответствие на полетата

P u Р, e очевидна. Като избираме за представители на класовете еле-

ментите от P, които те съдържат, то ясно e, че сумата и произведе-

нието на елементите от полето Р, съответствува на сумата и произве-

дението на отговарящите им елементи от полето Р. На това основание

ние не ще различаваме елементите от P, от елементите на Р.

Нека X е класът OT полиноми, които са конгруентни с X MO MO-

дул f(x), и нека g(x) e произволен полином OT този клас. Ще имаме

(3) | #(х)<-х |той / (x) .

Нека

f(x)=ayx"+ai1 ж71 +a, ж1724 ... + ал

На основание на (2) от (3) получаваме

gk (x)=x*[mod f(x)], k=1, 2,...,n

и понеже a,=a,mod f(x)], To ще имаме

ТО) -а, # (x)+a, 877 (Χ) ας 85 (х)+... +а,-0 |тоа f(x)}

Предната конгруенция показва, че полиномът 7 (X) принадлежи на ну-
левия клас, т. е. за класа Х имаме уравнението

а, Х".-а, Ап-14-а, А-24- ... +a,=0,

с което изказаната теорема е установена.

Поле на разлагане на полинома /(х) наричаме такова поле, в което

f(x) се разлага на линейни множители. Ще установим теоремата:
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За всеки полином f(x) от пръстена Р(х)| съществува

надполена Р коетое поле на разлагане за полинома f(X).

Действително, ако /(х) се разлага в Р на линейни множители, то

P e полето на разлагане. Ако нямаме този случай, нека в полето P

полиномът /(х) се разлага на неразложимите множители

F)=(x—a;) (x—ea) ... (x—2,) 1 (%) фа (%) - .- 9 ().

Karo присъединяваме корените oy, d,...,%, KM полето P, то това

поле очевидно не се изменя, понеже въпросните корени принадлежат

на него. Да разширим полето Р до такова поле Р“ в което ypaBHe-

нието ¢, (x)=0 има корен. Тогава полиномът ¢, (х) ще бъде разложим

в полето P’ и може евентуално и други OT полиномите Фе (X),..., P, (X)

да бъдат разложими в P, Следователно полиномът f(x) може да се

представи във формата

Т() (х--В)(х--В,)...(с--В,) фу (%) ... b (),

където корените f;,...,B, принадлежат на Р“ и полиномите Ψ; (X),

ψα(Χ),.... ᾧ,, () са неразложими в .Ρ ́. Разширяваме сега полето Р” до

надполе Р”, в което уравнението ¢, (х)-0 има поне един корен. То-

гава този полином става разложим в Р” и поливомът /(х) ще се раз-

лагав Р” на произведение на линейни множители и на неразложими

полиноми в полето Р”. Като продължаваме така, очевидно получаваме

последователно полета, в които броят на линейните множители в раз-

лагането Ha полинома f(x) расте. Следователно с краен брой подобни

разширения на полетата ще получим поле A, в което полиномът f(Xx)

се разлага на произведение от линейни множители, броят на които

е равен на степента на полинома, Следователно в полето А уравнението

f(x)=0 има толкова корена, колкото степента му. Полето А се нарича

поле на разлагане на полинома f(x).

11. Крайно разширение и полета на Галоа. Нека P e полеин Г

e надполе на P, т. е. поле, което съдържа Θ Ако й4, йо,...,й. са

елементи от Г и Ay, #,,...,)А--елементи OT P, TO очевидно линейната

комбинация А, й4--... --Айв представлява елемент OT полето /. Каз-

ваме, че елементите Uy, Ug,..., U, ОТ Пполето Г са линейно зависими,

ако съществуват р елемента ц, OT полето P, поне единият OT KOHTO е

отличен от нула, за които имаме

а 214е gt .. п Up =0,
В противен случай елементите I, Uy,...,Up се наричат линейно неза-

висими. Да предположим, че в полето Г съществуват ΩἹ линейно неза-

BHCHMH елементи й), Uy,...,U, И 6 всеки (т-ч-+1)елементи OT него са

линейно зависими. Тогава по напълно аналогичен начин, както в ли-

нейната алгебра, установяваме, че всеки елемент от полето Г ще има

формата

х й14+1.й.- .. + Ра U,

където Ty, Таз..., Ту Сса елементи от полето Р. Следователно елемен-

THTE Uy йа,..., U4, образуват базис на полето /. По известно свойство
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ΟἹ линейната алгебра всеки m-eJeMeHTH OT [, които са линейни форми
на елементите U, йа,...,й, С коефициенти OT полето P, детерминан-

тата от които е отлична от нула, образуват също базис на полето.
В разглеждания случай казваме, че полето Г е получено от полето Р
с крайно разширение. Числото т на линейно независимите елементи

се нарича степен Ha (Г относно Р и се бележи обикновено с (Г:Р).
Очевидно тази степен не зависи от избрания базис.

Всеки елемент «от полето Г е корен на алгебрично

уравнение ΟἹ m-Ta степен с коефициенти, принадле-

жащи на полето Р.

Действително елементите 1, «, «2,...,за” принадлежат на Г и
броят им m+1 надминава /m. Следователно между тях ще има линейна
връзка

Aot A& НАщ -- o . Ἐλ , @TM =0

с коефициенти, принадлежащи на P, OT KOHTO единият поне е отличен

от нула.

Ще установим няколко основни теореми за крайното разширение

на полетата. :

Ако Ге крайно разширениенаполето Ри L e крайно

разширение на [/, To L e също крайно разширение

на Р и за степените имаме

(L:P)=(L:T)(T":P).

Heka u,, u,,...,4, е един 6asuc ва L cnpamo Г и ¥y, ¥y,...,U, €

базис на Г спрямо P. Всеки елемент « от L uma формата

където 5), Sgy...,S, Ca елементи от /. Но последните елементи като

принадлежащи на Г ще имат формата

където ἔμν» Ер,..., . са елементи от полето ὶ Като заместим тези

стойности на 5, в «, получаваме за « израза

т Е“ т #

ἰξξεῖ Jj=1 =1 μεὶῖI

Ho произведенията Ἱ ; ca елементи ot полето L. Следователно полето
L представлява крайно разширение Ha . 3a да ycTaHOBUM, че степента

на L спрямо P e равна точно на тХА, ще трябва да докажем, че еле-
ментите п,Ф, са линейно независими. Да допуснем обратното, T. е. че
между тях съществува връзката

m &

2 25?0,
. =1 1
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където т,) са елементи ΟἹ P. Предното равенство можем да пишем така:

т Х

(1) Σ 3 v,=0.
=1 j=1

k

AKO положим

#1

равенството (1) става

т

=1

Ho елементите u,, u,,...,%, ca линейно He3aBUCHMH B L и понеже W,

«Фа,..., W, Ca елементи от [, TO следва, че трябва да бъдат равни
на нула, т. е.

k

(2) 1,7;=0 i=1, 2,..., m.

Ho τῷ, ca елементи ΟἹ P и понеже v;, v,,...,7, Ca линейно независими

от (2), следва, че BCHYKHTE елементи т,, са равни Ha нула. Taxa Teope-

мата е установена.

Нека Г e крайно разширение на полето Ри Я еня-
кое разширение на P, което се съдържа в [. Тогава

Зе крайно разширение на Р и степента (Σ: ) е дели-

тел на (Г:Р). 7

Да означим с n степентана Г относно Р. Понеже Я e подполе на

I, то B # ще има само краен брой линейно независими елементи. Нека

Uy Ugy..., U, € една система от максимален брой линейно независими

елементи B Y. Очевидно ще имаме т == n. AKO и е произволен елемент

ΟἹ 3, то елементите U, й), йа,..„й,„ ще бъдат линейно зависими, Τ. €.

ще съществува релацията

(3) | ALl + Аа--... + Ал йж--0,

където A, Ay, Ag,..., A, са елементи от ὶ В (3) елементът A € сигурно

отличен от нула, защото в противен случай бихме имали

i

което PaBeHCTBO противоречи Ha факта, че елементите Wy, Ug,...,H, Ca

линейно HesaBucumu. Ho ToraBa ΟἹ (3) получаваме

A A, λρι
u—':—Tlul— Tuz—'-.-———i—'um

и следователно елементите WUy, Ug,...,U, образуват базис Ha nojero Я

OTHOCHO полето Р и полето X е крайно разширение на Р. Но полето Г

е също така крайно разширение на полето X. Действително, ако 2,

Tgy...,V, е базис на Г относно P, то същите елементи могат да се
разглеждат като базис на Г относително 2. Тогава по предната теорема
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имаме (Г:Р)-(Г:5)(8:Р), откъдето непосредствено "следва, че (5:Р

дели (Г:Р).

Нека P e едно поле и

Дх)-ах"--а жи 1+ ... +а,

е полином с коефициенти, принадлежащи на , Ако присъединим πο--

следователно към P нулите хХ), Xg,...,X, на полинома /(х) получа-

ваме разщирено поле У, което, както видяхме, се нарича поле на раз-

лагане на полинома /(х) относно Р. От значение е следната теорема:

Нека Σ e полето на разлагане ὰ полинома / (х) от-
HOCHO полето P, на което принадлежат коефициентите

Η f(x). Тогава всеки полином ¢(X) с коефициенти от P,

който е неразложим в P, или HAMA нито един корен B 3,

или се разпада в У на линейни множители.

Понеже полето У се получава от Р с присъединяване на корените

X1y Хоз.ее, X, TO елементите на У са полиноми на тези корени с кое-

фициенти, принадлежащи на полето Р. Нека полиномът +ф(х) има в Я

поне една нула y,. Тогава у, ще бъде полином на Xy, Xa,..., X,:

еф (Хъ Хее Хн)

Да означим с уу Уоз..-, Ул CTOHHOCTHTe на функцията ¢, когато раз-

меняме Xj, Хоз...,Хи ΠῸ всевъзможни начини. Известно ни е от транс-

формация на уравненията, че тези стойности са корени на уравнение

Е ()у А .. „Ае 0,

на което коефициентите са рационални функции OT коефициентите Ha

f(x), т. е. принадлежат на полето Р. Понеже ¢(x) е неразложим B P

поляном и Е (х) има поне една обща нула с Hero, то по известна тео-

рема (§ 7) полиномът Е (х) трябва да се дели на ф(х) Но Е(х) се

разпада в Я на произведение на линейни множители и следователно

полиномът Ф(х) като делител на Е (Χ) ще се разпада на произведе-

ние на линейни множители в същото поле,

Ако полето Р е числово, TO всеки полином има толкова нули,

колкото е степента му и полето на разлагане на полинома се получава

с последователно присъединяване на нулите му.

Нека P e дадено поле. Beako подполе на P, което не съвпада c P,

се нарича собствено подполена Р. Едно поле се нарича просто,

ако не притежава собствено подполе.

Всяко поле притежава едно просто поле и послед-

HOTO € единствено.

Действително сечението () на BCHUKHTE подполета Ha полето P e

просто поле. B противен случай полето () ще съдържа COGCTBEHO под-

поле и сечението на подполетата на Р не ще бъде полето Ο, а част

от него. Ако допуснем, че има две прости полета в полето P, τὸ ce-

чението им ще бъде също просто поле, което е тяхно собствено под-

поле, и въпросните полета не ще са прости.

Нека означим с P’ простото подполе на даденото поле ὶ Оче-

видно P’ ще съдържа нулата и единицата, която да означим с е.
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Както видяхме и по-рано, Р! ще съдържа и елементите He, където N
е цяло и произволно число, т. е. елементите

4) 0, +е, +2e, +3e,...

Да предположим, че елементите (4) са различни, Τ. е. ако 1-/, TO

и пе--те и да означим с А безкрайната съвкупност (4). Понеже 88

произволни цели числа т и л имаме

me+ne=(m-n)e, me.ne=mne=mne,

то A e комутативен пръстен. Освен това ΟἹ Mme.ne=0 следва, че или

поне m=0, или n=0, т. е. me=0 или ne=0, което показва, че A е
област на цялостност. Но тогава с въвеждане на елементите на отно-

шения i:;—:} пръстенът A се разширява B поле A’, което принадлежи на

полето Р". Понеже ΟἹ ne=0 следва, че n=0, то, както вече споме-

нахме, полето P e с характеристика нула. Като направим да съответ-
е

ствува на всеки елемент —‘Z—e ΟἹ полето A’ рационалното число :- y лесно

виждаме, че A’ е изоморфно поле на полето от рационалните числа.

Така достигаме до следния резултат:

Всяко поле с характеристика нула съдържа просто

none, което е изоморфно на полето ΟἹ рационалните

числа.

Да предположим сега, че елементите (4) не са всичките различни
и следователно 88 някои цели числа p’ и ¢ имаме p'e=g'e. Следвайки
тогава начина на извеждане от § 2, получаваме, че съществува цяло

положително число 7, за което ne=0 и елементите

(5) О,е, Зе;..., (л--1)е

са различни помежду си. Освен това елементите (5) образуват само

тогава поле, когато числото л е просто, n=p. Полето Р oT тези еле-
менти е изоморфно на полето ΟἹ класите Ay 4;,...,)4р-а на целите

числа относно модул р T. е. на целите числа, които имат еднакви OC-

татъци относно р. Полето Р e с характеристика р. Така установихме,

че BCAKO поле с характеристика р (р просто число) съ-
държа просто поле, изоморфно на полето от р-те класи

на целите числа спрямо модул р.

Акоаи b са произволни елементи ΟἹ поле Р с ха-
рактеристика р, то имаме

(а+ b)p Ξ Ρ Ἢ bp’

Θ (α --- )Ρ -- αΡ---ὃ»,
Действително по формулата 838 бинома имаме

@) (@+bp=a+(8 )16+ (h ае +... 400,

28 Висша aare6pa 
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Понеже р е просто число, то лесно се вижда, че биномните коефи-
циенти

μ μὶ

се делят на р. Като вземем пред вид, че pe=0, то следва равенството

(fi)ap—ub"zo, I<p=p—1

и o7 (7) получаваме първото paBeHCTBO OT (6). BTopoTo paBeHCTBO (6)
се получава по подобен начин или като следствие от първото, като го
приложим за елементите a—b и b, Именно имаме

(@a—b+by=(a—by+br, т. е. (а--6) --а--0Р,

Ще отбележим, че по индуктивен път от (6) получаваме

(@a+b)yrTM = дР”" 4 фре”

за всяко естествено число /7.

Ще разгледаме сега крайните полета, които се наричат полета
на Галоа. Нека Г е едно такова поле и п е броят на елементите.
му. Характеристиката на Г е просто число, което да означим с р. Тази
характеристика не може да бъде равна на нула, понеже броят на еле-
ментите на Г е краен. Както видяхме, простото подполе /[~ на Г се
състои OT р-те елемента 0, e, 2e,...,(p—1)e. Понеже полето Г e
крайно, то в него ще има краен брой линейно независими елементи
спрямо полето Г. Нека т е максималният брой на линейно независи-
ΜΗΤῈ елементи U Uy, йо,....й, € една такава система OT т елемента.

Тогава Г може да се разглежда като крайно разширение на /” и еле-
ментите от него ще имат формата

X=Xy ийа - йе .. + A0,

където коефициентите Δ; принадлежат на /. Но всеки коефициент λι
може да взема р стойности. Следователно броят на елементите « на/
ще бъде равен на р”, т. е. n=pTM Числото т е степента на Г спрямо
P'. Следователно съществува теоремата:

Броят на елементите Ha едно поле на Галоа e
равен на степен на характеристиката му p. Степен-

HUAT показател е paBeH на степента Ha Г спрямо

простото подполе [

Нека «--0 e елемент от полето на Галоа Г, броят на елементите
на което € n=pTM Да означим с «), «о,...,Фл-1) елементите на [, като
от Г сме премахнали нулата. Очевидно елементът « ще бъде измежду
тях. Произведенията

(8) 00y Oy ... у Oy

ca елементи or полето /Г. Ще ycrasoBuM, че те съвпадат, абстрахи-
райки се от реда MM, с елементите αἱ, Xg,...,%,_;. Действително ни-
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кой елемент от (8) не е равен Ha нула, понеже ΟἹ «x,=0 следва, че
«,--0. Те ca все различни, понеже от равенството «е;--аа, следва

«(«,-«.)--0, ΟἹ което имаме «;—a,=0, T. e. «;,--«„ Следователно
елементите (8) са всичките елементи на [, като сме изключили еле-

мента нула. Но тогава произведението на елементите (8) е равно на
произведението

@y .. . Ха o]

или

Qg . .. ἄμ-ταπ ὶ -- 4 Ха .. . ἄμ

и следователно

(9) ar—1 =

Като yMHOXHM предното paBeHCTBO с &, получаваме

art=c,

което очевидно се удовлетворява и за елемента HyJa.

Така установихме теоремата:

Ако Г етоле на Галоа ил е броят на елементите MY,

TO за всеки елемент « от Г имаме равенството a’=a.

Нека отбележим, че равенството (9) може да се получи като след-

ствие на теоремата на Лагранж за индекса на една подгрупа. Очевидно

елементите 0y, &y, ...,«л-1 образуват група OTHOCHO умножението, която

e Абелева, понеже е комутативна. Ако п е редът на елемента « от нея

то имаме «“ --1. Но μ трябва да дели реда "---ἰ на въпросната група.
л-1

Тогава, като повдигнем равенството «=1 в степен 7 о получаваме (9).

В частност, ако полето Г съвпада с полето /7, то за всеки негов

отличен от нула елемент имаме αρ-ὶ =1, Като вземем пред вид, че

kpe =0, k цяло, получаваме следната теорема:

Ако ре просто число иае произволно число, което

не се дели на , TO числото @’ --Ἰ се дели на р.

Тази теорема от теорията на числата е открита от Ферма и за

пръв път доказана от Ойлер.

Както видяхме, отличните от нула елементи O, «а . . ., &gt На

полето на Галоа Г удовлетворяват уравнението

(10) x"=1 —1=0.

Като използуваме теорията Ha KOpeHHTe на единицата, заключаваме, че

уравнението (10) има поне един примитивен корен ὦ и всичките му

корени се дават с

0, w2 ..., 0171,

Следователно отличните OT нула елементи на едно

поле η Галоа сп елементи образуват циклична гру-

па от ред n—1. Друго едно свойство на тези полета е следното:

Всяко поле на Галоа с характеристика р съдържа

1

За всеки свой елемент « TOYHO един рти корен αἷ
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Действително, ако елементите на полето са &y, gy ..., ἄμ--1», Хм

то и р-тите им степени
»

(11) “{),“g,---,dz-l, «а

принадлежат също на полето. От равенството

(ai—a/)p:“f?_af

следва, че елементите (11) ca Bce различни, Τ. е. това Ca BCHUKUTE еле-

менти на полето. Следователно всеки елемент € р-та степен на някой

елемент от полето.

12. Съвършени полета. Едно поле Р, в което всяко уравнение с

поне един многократен корен е разложимо, се нарича съвършено.

Всяко поле Р с характеристика нула е съвършено.

Действително нека уравнението f(x)=0 с коефициенти ot P има

многократен корен. Тогава уравнението / (х)-(, в което / (х) не e

тъждествено равно на нула, ще има общ корен с даденото уравнение,

Следователно полиномите f(x) и Г(х) ще имат общ делител d(x) с

коефициенти от Р и полиномът /(х) ще бъде разложим, понеже се

дели на 4(х).

Ще изследваме сега кога едно поле Р с характеристика р >0 e

съвършено. Нека /(х) е полином от полето Р,

ЛДх)-а-нах-на,х24... +a,x"

За производната /(х) ὰ /(х) имаме

Π (9-а-+За,х+За,624-... +nax"1.

Ако полиномът / (х) не е тъждествено равен на нула, TO, както преди

установяваме, че всеки такъв полином /(х), който има многократна

нула, е разложим. Остава следователно да се разглелат полиноми, на

които производната /(х) e равна тъждествено на нула, Τ. е. всичките

коефициенти на / (х) са равни Ha нула. Понеже полето P e с характе-

ристика р, TO всичките коефициенти pa, в | (х) на които индексът

се дели на р, са равни на нула. Следователно полиномът /(х) ще

бъде тъждествено равен Ha нула, ако коефициентите а 88 които

индексът р не се дели на p, са равни на нула, Τ. €. полиномът /(х)

да има формата

() Лх)- ааа χῆρ .. . +a,,XTM.

Съвкупността от р-тите степени на елементите на полето Р е също

така поле. Действително, ако а и ὅ са произволни елементи ΟἹ P, то,

както установихме, имаме (а--6)2 --α 4062 и освен това (ab)? =a’b?.

Въпросното поле от р-тите степени на елементите на P да означим с PP,

Необходимо и достатъчно условие полето Р с ха-

рактеристика р да бъде съвършено е полето  ̓ да

съвпада С ὶ τ е Р2-Р

Ще докажем отначало, че условието е достатъчно, Както видяхме,

в горните предварителни бележки можем да се ограничим на полиноми
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ὍΤ вида (1) От предположението, че полето Р? съвпада с полето P,
следва, че има елементи Co, €y, . . . C, OT P, за които имаме

ay=cf, ἀρτεοῦ, ..., @ppp=C .

Ho Torasa, ako ¢ ¢ (x) означим полинома

ф (X)=coFCrx+cgx?4 . .. +oc,xm,

70 JIECHO получаваме, че

PP (X)=(Co+ €1 x+CoxP4 .. . FC, XM P =ay+ApxP +Agpx¥ +

.. Ἔα, ,ρ η =1 (x).

Последното равенство показва, че полиномът f(X) е разложим.
Сега ще установим необходимостта на условието. Да предположим,

че полетата P’ и Р не съвпадат. Ще има тогава поне един елемент «
от Р, който не е р-та степен на елемент от същото поле. Да разгле-
даме специалния полином

70 )-Ξχρ--α,

на който производната рд”?-! е равна на нула. Да присъединим към P
1

елемента В-а”. Ще имаме

70.)- х —a=(x—p).

Да предположим, че f(x) e разложим в. полето P, т. е.

7()- φ( )γψ ().

Понеже в разширеното поле Ρίβ) / (х) е равен на (x—B)?, то следва, че

Ф(х)-(х--В)“, ф (x)=(x—P)*~. .

Понеже полиномът ф(х) принадлежи на полето P, 10 ф(0)-(--В)
трябва да бъде елемент ΟἹ ὶ Но числата Ф и р са взаимно прости и
по едно елементарно свойство знаем, че съществуват цели числа ἰ α A,
отличнви от нула, за които имаме

Vi—pk=1.

Ho Torasa ще umame

o = o Vg—r*k — fiulp“—pk ш (_ 1 )υἰργρ, у (_ β)τ]ἰα--ὶ,

откъдето следва, че « е р-та степен на елемент ΟἹ P, което противо-

речи. Следователно полиномът f(X) е неразложим и изказаната тео-
рема е така установена. |

В предния параграф видяхме, че равенството Ре-0 е изпълнено
88 всяко крайно поле с характеристика p. Следователно всяко
крайно поле е съвършено.

За съвършените полета ще установим още една основна теорема,
Казваме, че едно "алгебрично разширение на дадено поле е просто, ако
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то се получава с присъединяване на един корен на дадено алгебрично

уравнение.

Всяко крайно алгебрично разщирение на дадено

съвършено поле Р е просто, разширение на P.

Ако полето ес краен брой елементи, теоремата е очевидна, понеже

елементите му са 1, o, %, . .., 0"l където ὦ е примитивен корен

на уравнението x"~1=1, Можем следователно да предположим, че Р

съдържа безбройно много елементи. Трябва да установим, че полето

Ρία,, o . . ., @,), получено с присъединяване към Р на корени на

неразложимите уравнения

може да се получи OT Ре присъединяване само на корен на едно

уравнение. Да се ограничим отначало на две уравнения. Нека следова-

телно o H β са корени на неразложимите уравнения

/()-0, ¢(x)=0,

на които степените са съответно равни на т и п. Ila означим C &=

=0, Oy, ...,0%, корените Ha първото уравнение и с B,=0, Ba - . ., B,

Чтези Ha второто. [loHexe полето P e съвършено, въпросните KOPEHH

4 прости. Да разгледаме числата

(2) i;‘_‘;;,i=1,2,...,m; j=2,8,...,mn,

които по причина Ha B, —B, + 0 ca дефинирани. Понеже P съдържа

безбройно MHOTO елементи, HeKa с € елемент OT P, KOHTO e отличен ΟἹ

дробите (2). Следователно ще имаме a,+cB; ΞῈ a+cfy 3a =1, 2,...,m;

j=1,2, ..., п (освен i=1, j=1).

Елементът 
(

γξα, Ἐσβιξατοβ

принадлежи Ha полето Р(«, В). Но елементът В е корен на φᾷχ)-εῦ, т.е.

¢ (B)=0.

Като B3emem пред вид, че f(x)=0, получаваме

Л(у--еВ)-0.

Значи уравненията

(3) flr—ex)=0, Ф(9-0 |
имат общ корен x=fB. Друг общ корен те не могат да имат. Дейст-

вително, ако B, i > 1, е друг общ корен на уравненията (3), то следва,

че елементът y—C[B; е равен на някой на корените a; което е не-

възможно, понеже елементите «;,+сВ, ca вее различни. Следователно

общият най-голям делител D(x) на полиномите /(у--сх) и ф(х) ще

бъде от първа степен, т. е.

D (x)=A-+Bx.
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Коефициентите A и B са очевидно елементи от полето P(y). Но тогава

:-ἓ и «-у-сВ ще са елементи от същото поле Р(у) на което

ще принадлежат следователно и елементите на полето Р(«, В), Τ. e

P(a, B)=P()-
Taka Teopemara e установена 3a две уравнения. Предполагаме, че

теоремата е установена за k—1(R=3) уравнения, Τ. е. за полето

P(ay, «а . . . , ἅκ--1} имаме

P(“l, Xgy o+ v “k—-])=P((.0).

Ho ToraBa 88 А уравнения (c прибавяне Ha корен &) HMaMme

P(Otl, Qoy че. ἄχ--ἰν 0:„)=Р(ш, “k):-P(a).

По този начин TeopeMara e доказана B общия случай,

13. Трансцендентно разширение. Нека Ре едно поле и Р |х) означава

пръстена, получен от P с присъединяване на неизвестното Χ. Както се

вижда от разглежданията B § 6, този пръстен е комутативен без дели-

тели на нулата, т. е. образува област на цялостност. Да предположим,

че пръстенът Р|х)| принадлежи на едно поле П. Тогава за всеки два

полинома f(x) и ¢(x)==0 от него уравнението

Ф()«-/(х)

7.)

е()

шение на полиномите f(x) и φίχ). Понеже Р|х) e област на цялостност,

разглежданията в 6 4 се прилагат, като там Фразбираме под буквите

а, b, ... Пполиноми Ha Χ, Следователно върху отношенията [(-1 можем
Ф(х)

да извършваме същите действия, както с дробите, T. е. имаме

Ф(х) φ, ()

само тогава, когато / (х)ф(х) =9 (x)f1(x), ¢(x) ΞῈ 0, ¢, (x) ΞῈ 0,

ще има решение, което да означим с » което да пнаречем OTHO-

f(x) | filx) хюя (0)+e(x)fy(x)

φ(κ) ̓| ̓ Ф (x) 7 Ф () 9 (x) , 9 F0 ()0,

Ф(х)” o ) φί()φ, ()

f 1

Ot свойствата (1) следва, че съвкупнсстта на отношенията на BCHYKUTE

полиноми ΟἹ P[x] образува поле X, което е подполе на П. Полето Я ще

наречем поле на отношенията на пръстена Р|х) в П. Може да се случи,

че пръстенът Р|х)| е част от друго поле П” и тогава ще получим ново

φί(χ)ἘῸ, o (x)==0,
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поле на отношенията . Като използуваме резултатите от поменатия

параграф, виждаме, че полетата Σ и X' са изоморфни, т. €. същест-

вува до изоморфизъм единствено поле на отноше-

нията. Установихме, че за всяка област на цялостност съществува

поле Ha отношения. Следователно имаме :

Поле на отношения съществува 88 всеки пръстен

ΟἹ полиноми Р(х) Да означим това поле на отношения с Р(х).
Очевидно полето Р(х) ще се състои OT всичките рационални функцийи

на х с коефициенти OT полето Р на влизащите в тях полиноми. По-

лето Р(х) се нарича трансцендентно разширение на полето Р. То е
получено от Р с присъединяване на трансцендентния спрямо P елемент X.

Нека ф(х) e една рационална функция от полето Р(х). Да образуваме

полето Р(ф), което представлява съвкупността на всичките рационални

функции на ф(х) с коефициенти, принадлежащи на полето Р. Очевид-
но P(¢) е подполе на Р(х). Това поле представлява също така транс-

цендентно разширение на полето Р, понеже ᾧ (Χ) не може да удовлет-

ворява алгебрично уравнение с коефициенти от Р. Действително, ако

ф(х) е корен на уравнение g(x)=0 с коефициенти OT P, то очевидно
уравнението

219 () |--0

ще се сведе към уравнение 7(х)-0 с коефициенти от P, което про-
тиворечи на условието, че X € трансцендентен елемент спрямо полето P.
Лесно се вижда, че полето Р(ф) е изоморфно на полето P(x). Именно
нека направим да отговаря на всеки елемент w(x) от полето Р(х)
елемента ὠ[ Ψ(Χ)] от полето Р(ф). Тогава непосредствено се вижда, че
на сумата на два елемента от Р(х) отговаря сумата на съответните

елементи от Р(ф) и на произведението на два елемента от първото

поле отговаря произведението на съответните елементи от BTOPOTO

поле. Освен това на разни елементи от едното поле отговарят разни

елементи от другото поле. Забележително е, че полето Р(х) не съдър-
жа други подполета освен такива ΟἹ вида на подполето Р(ф). Именно
имаме следната теорема на Люрот:

Всяко подполе P на полето P(x), което съдържа

полето P, съдържа такъв елемент у, че Р(у) съвпада

ς полето P.

Ще изложим доказателството на тази теорема, което е било дадено

от Штайниц. Всеки елемент на полето Р(х) представлява дробна ра-

ционална функция от вида

<е
-~ φ(χ)'“φ(χ)’

където f(x) и +(х) са полиноми с коефициенти ΟἹ полето P. Ние ви-

наги можем да предположим, че полиномите /(х) и ф(х) са взаимно

прости. Под степен на функпията ф(х) разбираме най-голямата от сте-

пените на полиномите /(х) и ¢(x). Една помощна теорема при дока-

зателството на теоремата на Люрот е следната теорема на Штайниц:
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Ако функциите ((х) и ¢(x) имат съответно степе-

ните n ит, то функцията (11ф (х) | има степен л. .
Нека

ард--59, фо9)-- ,

като полиномите Е(х) и Ф(х) са взаимно прости и полиномите f(X)

и ¢(x) са взаимно прости. Тогава можем да пишем

Е (х)- 4 Ажи-14-... + A4, Ф(х-В1-+В.) x"* '+ .. .+B,

f(xX)=apxm+a x4 ... +a, @(x)=boxm+b x"14 ... Ἐ

KaTo поне едно ΟἹ числата A, u B, е отлично ΟἹ нула и поне едно

ΟἹ числата а, и b, е също отлично от нула. Тогава 88 С|ф (х) | имаме

@ Al () 1=R ,

където

M) =g () Е| Я |АИ1е .. + 4,90,
9
N@)=9 () Ф [L8 |-- В By 71 .. Β, φ'

Ще покажем, че полиномите M(x) и М(х) са взаимно прости и че

степента на (2) e точно равна на 7. m. Съгласно с условието полиномите

Е (х)и Ф(х) са взаимно прости и следователно има полиноми L (x)

и К (х) or степен = n—1, за които имаме :

ῶ Ε φωκω)ῖ,
откъдето получаваме

Като умножим предното равенство с ф21-1(х) получаваме

6) M@ @)L L]+ Ν e Ο |Я)

където " 1(x)L [Ш и ф"-7-1(х) К [Ш] са очевидно ΠΟΠΜΉΟΜΗ
% (x) Ф () .

на х. От (5) следва че всеки общ делител на полиномите M(X) и
N(x) ще дели полинома 4ф2"-1(х) и следователно тези полиноми ще

имат общ делител d,(x), който дели полинома ¢(x). Но тогава, по-

неже поне единият от коефициентите A, и B, e отличен от нула, би
следвало, че d,(x) дели f(x), T. е. полиномите f(x) и ф(х) ще имат

общ делител, което противоречи. Следователно полиномите /И(х) и

N(x) са взаимно прости,
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ΟἹ (3) се вижда, че коефициентите пред най-високата степен X"TM

в полиномите M(x) и N(x) са съответно равни на

Co= Αραξ- А ай byt ... £A B = b{,’F(fl—),

Р,-В,а + Βιαδ " by+ .. . +B, b5 = bi® (а)

ако b,== 0, и равни на

ако b,=0 (като тогава трябва а) - 0) Ако b,=0, TO очевидно е то-

гава, че поне един от коефициентите C, и [, e отличен ΟἹ нула. Ако

а
6, ΞῈ ¢, то като поставим в (4) x=—5"— и умножим с b, получаваме

Ὁ

BF () () Φ( ) Κ( -
HJIn

Последното paBeHCTBO очевидно показва, че двата коефициента C, и

D, не могат едновременно да бъдат равни на нула. Така теоремата

на Штайниц е установена.

Нека в полето P’ да означим с

у fx)

¥ (x)

елемент, Ha който степента уе най-малка. Понеже полиномите f(x) и

ф(х) имат коефициенти от полето P, то уравнението

1(ἢ-- »φί(ῆΞο,

на което х е корен, има коефициенти от полето Р(у) (Ξ P. Ако това

уравнение е разложимо, нека #Е (()-0 е неразложимото уравнение B
полето P, на което хе корен. Ако р e степента му относно £, то

очевидно й Ξξ γ. Коефициентите на полинома F () пред степените Ha #
са елементи от полето P’ и следователно и степените им OTHOCHO х

не могат да бъдат по-малки OT у. Понеже уравнението F (£)=0 e не-

разложимо, то полиномът /(8)- ye(f) трябва да се дели на Е(0.
Като приведем в еднакъв знаменател коефициентите на степените на
Е в полинома F(f) и умножим TO3H полином с въпросния общ знаме-
нател, получаваме полином Е (£, х), на който степента OTHOCHO х не е
по-малка ΟἹ v. Ще отбележим, че в така получения полином коефици-
ентите пред степените на Е не могат да имат ЧОбЩ MHOXKHUTEJ, Τ. €. този
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полином в полето, получено от P с присъединяване на неизвестното X,

е примитивен полином. Полиномът

φ( ) (ἢ-- »φ(] : φο)γῶῦ- - )φ(ῇ

е също примитивен полином. Понеже полиномът /(8--уф() се дели

на полинома F(f), то ще имаме

(6) ¢ () ιἢ-- οφ() , х Q% x),

където по лемата Ha Гаус Q(f, х) e полином OCBEH Ha £, HO и Ha Χ.

Ho лявата част на (6) OTHOCHO X € полином OT степен Y, а B дясната

част полиномът F(f, х)е or степен = v cnpamo Χ, Следователно поли-

номът Q(f, х) не може да съдържа X, т. е. Q(f, х) е полином

само Ha ¢, който да означим с Q(f). Ot предните разглеждания

следва, че полиномът f(£f)—y ¢ (f) се дели на полинома Q(f). Нека О()
не e константа, Да разделим тогава полиномите /(д и +(4 с О(4).
Ще имаме |

‘ Τ εο AW +R() φί(ῇπξ (φ ( Ἐ (ἢ,

където остатъците са ΟἹ степен, по-ниска OT тази на полинома Q ().

От предните равенства получаваме

70-ух90-лЛ(0-у#(919(0-+5;(4)--уК,(6),

от които следва, че полиномът R, (4)-- yRy(f) се дели на Q(f), което

е невъзможно, понеже първият полином има по-ниска степен от втория.

Следователно остатъците R, () и Ry(f) трябва да бъдат равни на нула,

ΟἹ което заключаваме, че полиномите f(f) и +(() се делят на Ο(ἢ). Ho

това противоречи на факта, че полиномите / () и ¢ (f) са взаимно прости.

Значи Q(f) е константа и следователно полиномът /()--уф() е не-

разложим в P’
х -

Нека z= ΕΝ един кой да е елемент ΟἹ полето Р“ Уравнението
B(x)

«(4-28(9-0

спрямо 4, коефициентите на което принадлежат на полето P, ще има

общ корен {=X с неразложимото уравнение

1/(4-ух9(-0,

коефициентите на което също принадлежат на Р”. Следователно по-

линомът o (f)—2B(f) трябва да се дели на полинома /()-уфФ(д).

Остатъкът на делението на първия полином с втория е полином на #

от степен y—1, коефициентите на който са очевидно линейни функ-

ции на z. Но всички тези коефициенти трябва да бъдат равни на нула

и така за г получаваме уравнение OT първа степен А24+#8--(, коефи-

циентите А и B на коеТо принадлежат на полето P'=P(y). От послед-
. Β-

ното уравнение получаваме 2------ и следователно елементът Ζ при-

надлежи на това поле. Така теоремата на Люрот е установена,
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14. Алгебрични числа. Всяко реално или комплексно число, което

е корен на някое алгебрично уравнение с рационални коефициенти, се

нарича алгебрично число. Числата, които не са корени на такива

уравнения, се наричат трансцевдентни. Например всяко рационално

число е алгебрично, понеже е корен на уравнение с рационални кое-

фициенти. Съществуването на трансцендентни числа не е очевидно и

ние ще покажем по-нататък, че действително има такива числа, и TO

безкрайно много.

Уравнението, което удовлетворява едно алгебрично число, може

да се предполага за неразложимо в естествената област на рационал-

ност. В противен случай разлагаме лявата му 4YacT на множители и

вземаме този неразложим множител, който се анулира за даденото ал-

гебрично число. Не е трудно да се види, че уравнението f(x)=0, Ha

което алгебричното число « е корен, е тогава еднозначно определено

до постоянен множител. Действително да предположим, че « е корен

и на друго неразложимо уравнение ф(х)-0. Понеже неразложимите

уравнения f(x)=0 и @(x)=0 имат поне един общ корен &, TO по

известна теорема полиномът /(х) трябва да се дели на ф(х),т. е. двата

полинома могат да се отличават един от друг само с един постоянен

множител.

Очевидно можем да предполагаме, че уравнението f(x)=0, Ha

което « е корен, е с цели рационални коефициенти. При това, ако кое-

фициентите му са взаимно прости числа, то това уравнение € напълно

определено. Предполагаме естествено, че то е неразложимо. Алгебрич-

ните числа, които са корени на едно и също неразложимо Ууравнение,

се наричат спрегнати помежду си. Едно алгебрично число се нарича

цяло алгебрично число, ако коефициентът пред най-високата сте-

печ Ha уравнението, което то удовлетворява, е равен на 1.

Ще покажем сега, че множеството OT алгебричните

числа € поле.

Затова ще установим именно, че сумата, разликата произведението

и частното на две кои да е алгебрични числа са също алгебрични

числа. Нека « и β са такива числа и съответните уравнения, на KOHTO

те са корени, да бъдат

() f(x)=0, ¢ (x)=0.
Да означим с &, =&, @,...,%, спрегнатите числа на« и с В-В),В»,..„Вл
спрегнатите числа на В. Уравнението, което има за корени числата

«Вл {--1, 2, 3,..., п, j=1, 2, 3,..., т,

ще бъде
тт

(2)  ́ F)=] T υ5--αρἘβὴ1-
i=1, /1

Коефициентите Ha това ypaBHeHHe не се променят, като pa3MecTBaMe

променливите «, #ф ..., 2, Помежду им, както и променливите [31,,. .. B

Следователно те са симетрични функции OT корените Ha уравненията (1).

Ho като такива те ще бъдат рационални функции ΟἹ коефициейн-
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тите на уравненията (1) с рационални коефициенти, T. е. ще са рацио-

нални числа. Сумата «--В като корен на уравнението (2), на което

коефициентите са рационални числа, ще бъде алгебрично число. По-

неже разликата «—[ е корен на уравнението

n,m

o (x)=] ] x—(@—8)1=0
i=1, #1

и произведението «В € корен на уравнението

G~ Т («-,8)-0,
С Й, ;=1

то напълно аналогично се убеждаваме, че тези числа са алгебрични.

За да установим, че и частното —;‘— (84 0) е алгебрично число, до-

1
статъчно е да докажем, че числото -β Ε алгебрично. Но това веднага

1
следва от факта, че ЧНСЛОТОТ е корен на уравнението

χ cp(lx) =0,

гдето т е CTeNeHTa Ha полинома ¢ (x).

Ще отбележим, че OT изложеното доказателство следва и следната

теорема.

Сумата, разликата и произведението на две кои да

е цели алгебрични числа са също цели алгебрични

числа.

Ще докажем сега една теорема, която в известен смисъл показва,

че полето на алгебричните числа е Затворено,

Ако числото ше корен на уравнение

(3) . ξ ) жа хл B x4 L + e=0,

Ha KoeTo коефициентите ca алгебрични числа, TO чи-

слото W e също алгебрично.

Нека α;» B;,...,e са спрегнатите числа на &, B,...,& като в TAX

броим и тези последни числа (съгласно с дефиницията). Да разгледаме
всевъзможните полиноми от вида

φἰ,}’ κ ευ ς (х)=х”+а,х"“"1+[31Х”-2+ ... Ἔ &

между които очевидно € и полиномът /(х), и да образуваме произве-

дението им

F(x)=' ф,-,/,...„(х).
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Коефициентите на това уравнение са симетрични функции на всяка от

системите «„В....2, и следователно ще се изразяват рационално по-

средством коефициентите на уравненията, на KOWTO тези системи от

числа са корени. Това показва, че коефициентите на Ууравнението

F(x)=0 са рационални числа и теоремата е установена.

Ще отбележим, че от приведеното доказателство следва и пред-

ложението : |

Ако коефициентите на уравнението (3) са цели ал-

гебрични числа, то ичислото ® € цяло алгебрично число.

Като приложение на предните теореми лесно се убеждаваме, че

числата

3

V2+3)3, V2 p2+1+V3_, V τ9 γ5....

ще са алгебрични числа и въобще всяко число, получено от ра ционални

числа с прилагане на действията събиране, изваждане, умножение, де-

ление и коренуване с цял показател) ще бъде алгебрично число. Ho

обратното не е в сила въобще.

За пръв път от Лиувил е установено, че съществуват трансцен-

дентни числа. Ще изложим въпросното доказателство. Нека « е ира-

ционално число, което е корен на eJH) неразложимо уравнение с цели

коефициенти :

(4) f(x)=apx"+a,x" '+ ... +a,=0.

Hexka ἔ, g >0, е една приближена дроб на «, Τ. е. дроб, която се на-

мира в интеовала (α--ὃ, x--8), където ὃ e фиксирано положително

число. По теоремата за крайните нараствания ще имаме

-Щ(5)-/е-(2)-(«-5)7 ®,

гдето § е число между « и%. Ако озчачим с M максимума на |/ (24|

в интервала (α--ὃ, «-|-6), ще имаме тогава

Ὰ ,

6) ( ΊΞΉ .-π'
ΟἹ друга страна, в равенството

q"f(§)=aop"+a]p"‘“ g+ ... а

дясната част € цяло число, отлично OT нула, понеже уравнението (4)

не може да има рационален корен. Следователно q"‘f(%) 1;1 и ΟἹ

(5) получаваме ! |
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Сега ще покажем, че има ирационални числа, които не удовлетворяват

неравенството (6), каквото и да е числото 7, Τ. €. съществуват транс-

цендентни числа.

Предварително ще отбележим, че неравенството (6) е в сила и за

рационални часла -ἷ-, стига числото « да е отлично от %, както това

се вижда от самото доказателство (или направо). Нека g е произволно

цяло положително число, отлично от 1. Редът

11 1
а Ре

е сходящ и сумата му е означена с «. Да предположим, че Числото «

е алгебрично. Тогава то ще бъде корен на уравнение от вида (4).

Нека 5 е т-тата парциална сума на реда (7). Ще имаме

1 1 1 1

(8) “"SM+1= g(m+1)T+§(m+2) Τ +...< gim+1) !'+ ΠΌΗ +...=

Karo означим с 4 числото g”' и вземем под внимание, че 8ημε1 MOXe

да се пише във формата на дроб, 541 -- ξ, гдето р е цяло число,

неравенството (8) става

-» . 2
“ q<q'”+‘

JlecHo се вижда, че така JOCTHraMe до противоречие с HEPABEHCTBOTO (6).
Именно каквото и да е числото M, можем винаги да вземем т така
голямо, че чисдото

2

qm+l

1
да е по-малко OT Май““ Следователно числото « е трансцендентно.

Впрочем така установяваме съществуване на безбройно MHOTO трансцен-
дентни числа,

По едно друго доказателство на Кантор, основаващо се на основни

теореми OT теогпията на множествата, следва, че множеството на транс-

цендентните числа е много по-голямо (по-ме щно) OT множеството на

алг. бричните числа или по-точно първото множество е континиум, а
второто е изброимо множество.

В 1873 г. Хермит установи, че числото е е трансцендентно,а десет
години по-късно Линдеман доказа трансцендентността на числото π.

В 1936 г. съв. математик Гелфонд с нови методи доказа трансцендент-
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ността на всички числа ΟἹ вида «#, където « =+ 0,1, « e алгебрично
число и В е алгебрично число, което не е рационално.

15. Полиноми OT няколко неизвестни. Нека R е комутативен

пръстен с единица и без делители на нулата. Нека () е някое комута-

тивно разширение на R и х), Ха,..., Хя са п елемента от Q. Както

при едно Ннеизвестно върху елементите на пръстена R и системата
елементи X, Ха..., X, прилагаме действията събиране и умножение.

В резултат ще получим очевидно елементи от пръстена () от формата

Л(ъ Хае 6)7
1 -4 а, а, a, B B B, B, # 4, 4,

(1) =4 x"x". .. χ 4+ Bx"rx o Хал +Ку Xy Ха Й,

гдето «, B,.... # са цели неотрицателни числа, а A, B,..., K ca елементи

от пръстена Д. С привеждане на подобните членове можем да считаме,

че в горния израз нямаме такива членове. Елементите x;, Xy, ..., X, Се

наричат неизвестни, ако всеки израз от формата (1) е равен на

нула, когато всичките коефициенти A, B,... ca равни на нула, и то

само в такъв случай. Изразите от вида (1) се наричат цели рацио-
нални функции или полиноми OT иеизвестните X;, Χρ,... Ха

над пръстена Д. Ясно e, че нулата може да се разглежда като поли-

ном с коефициенти, равни на нула, и всеки елемент а от пръстена Д
като полином, съдържащ неизвестните в нулева степен. В бъдеще ще

предполагаме, че членовете B (1), на които коефиниентите са равни на

нула, са изпуснати. Два полинома са само тогава равни, когато члено-

вете на единия полином влизат в състава на другия полином и обратно.

В противен случай за разликата, на двата полинома бихме получили

полином с не всички коефициенти, равни на нула, и такъв полином не

може да бъде равен на нула.

Непосредствено се вижда, че сумата и произведението на поли-

номи / (Хр Χα»ν...» Χη), #(Х Χαν...ν» Ха),... € пак полином на неизвест-

ните Ху Xg..., X, При това съдружителният, ра местителният и раз-

пределителният закон остават в сила. С това виждаме, че множеството
полиноми (1) е пръстен, който ще означаваме с А|х), Xy ..., х) Оче-
видно този пръстен е комутативен. Ще покажем, че той не съдържа

делители на нулата. Това твърдение следва от предложението :

Степента на произведението на два полинома е

сума от степените на множителите,

Това предложение ни е известно 88 полиноми с едно Ннеизвестно.

Ние ще го докажем по индуктивен път, като предполагаме, че то е

вече установено за полиноми с л--) неизвестни. Нека отначало пред-

положим, че са дадени два хомогенни полинома на неизвестните

ДХъ Хае Ха) 8(Xy Хае Xn)

от степени р и . Да ги наредим по степените на едно на неизвестните,

например MO тези на ха:
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Тук aqay,..., а by by,...,b, са полиноми на n—1 неизвестни над

пръстена Д и а,(Хр...,Ха-1) й Bp(Xy...,Xn—1) са отлични OT нула.
В произведението членът с най-висока степен ще бъде  ̓

Ao (Xqy ooy X)) θ0 (X oy Ха) ΧΡΈΝ, .

Понеже полиномите @, и b, не ca равни на нула, TO и полиномът @ b,
не е равен на нула. Освен това в произведението

fa=a,by хе -(а,61--а, 0)е -!4-... - b,

членовете след първия съдържат X, в по-ниска степен ΟἹ #4-ЛЯ и сле-
дователно първият член не може да се унищожи от останалите чле-

нове. Но така установихме, че полиномът fg има поне един член от
степен р--д, който е отличен от нула, и понеже степента Ha този по-

лином не може да надвишава числото р--4, то тя € равна точно

на Ρ-Ἐφ. .

Нека сега дадените полиноми ἔ(Χι» Χαν...» Χ}) И Е(Хур Хаз..., Жя)
са от степени р и 4д. Ние можем да ги представим в сума OT хомо-

генни полиноми, на които степените постепенно намаляват:

Г (хъ Χ4,...» Xn)= А (Хъ Χαν...» Ха)+Й(Хъ Χανν..» Ха) (ъ Хае» 2а)

Xy Χαν...» Xn)=g1 (X1, Xgy o vy Xn)+8o(X1s Xay e ooy X))+ «е Е ( Ха е Хн)

B произведението ,

fe=fi&+rfi&+. .-+ ЕА ИВ)
първият полином f; g, ще бъде от степен р--4 съгласно с току-що до-

казаното, а останалите полиноми ἔὰ Ω ще бъдат ΟἹ по-ниска степен,
С това предложението е установено.

От предложението следва, че произведението на два полинома,

отлични от нула, е полином, също отличен ΟἹ нула, с което е YCTaHo-

вено, че в пръстена А|хХ., X,,...,Xn] няма делители на нулата.

Нека отбележим, че предложението се обобщава непосредствено
за произведение на повече OT два полинома, Τ. е. при умножение Hae

полиноми степените им се събират.

Както при едно неизвестно Лесно се доказва, че пръстенът OT

полиноми на п неизвестни над пръстена Д се явява единствен до изо-

морфизъм.

Нека ур ¥,,..., ул е друга система ΟἹ неизвестни, взети от () или
ΟἹ друго комутативно разширение (', притежаващо единица. На всеки
полином

(2) f(xy Хае Х) А, χαὶ ха... X2nA-Ag Хй X2 .. χβα Ἐ. ς

от В|ху, Ха,..., а| правим да съответствува полином

от КТу Ум..., γηῖ. Полиномът (3) се получава от полинома (2) с
простата смяна на неизвестните х), Ха,..., Ха С неизвестните Уу,Уф.. Ул

29 Видна алгебра  ́ 449



,

Лесно се вижда, напълно аналогично на по-рано, че въведенето съот-

ветствие е изоморфизъм на въпросните два пръстена.

Пръстенът Ϊ Χ, Ха,...,Хха| може да се получи, като към пръстена

В |хъ.. .3 Хр-ъ Хо41а ..е» Хл) образуван с прибавяне към R на неизвест-

ните Хр Xg...,Xp—1, Xp41,..-,Xn се прибави неизвестното X, Този

начин на образуване се оправдава със следното предложение:

Всяко неизвестно хе трансцендентен елемент

OTHOCHO пръстена R[Xy, Ха ..., Xp—1, Хее Xn] OT ОСсТтана-

лите неизвестни.

Да допуснем обратното. Тогава X, ще Удовлетворява уравнение

(4) а (х1, ..) Хр-ъ Хае Жн)Ж-...-- й (Χν ooy Хр-ъ Хо+1у - -+ Ха) 0,

на което коефициентите @, са елементи от пръстена R, като а (Х4...,

Xp—1y Храаанеез Ха) € отличен OT нула елемент. Членовете в произведе-

нието а,х” не могат да се унищожат от членовете в произведенията

а,.х*;, 4 > 0, понеже последните съдържат X, в по-ниска OT т-та сте-

пен. Нека

λ . ἃς
ἀρίχι» Хаз.. . Хр-ъ ΧρΕΙν. 05 Жп) B хул χαῖτις ая

+ By xy 1 х.“... Xt L

Torasa οἹ (4) при x=Xx, ще имаме равенството

By хл ха.. . Xhat By х ж.. Xt .. τῈ

4-ад (Χ1»....Ὁ Хреъ Хае Xp)=0,

Но такова равенство, както постулирахме, е само тогава възможно,

ако коефициентите на членовете в лявата му част са равни на нула и

значи специално имаме B;=0, В8,--0,... Но тогава ще имаме a,(x,,...,
Xp—1, Xp41,..+; Xn)=0, което противоречи на допущането.

Значение на един произволен полином /(Х), Ха...,Ха) OT пръстена

В ху Xg...,Xn] за значения X;=C;, Ха--Са...,Ха-Сс., от пръстена на

- неизвестните се разбира, както преди елементът 4 от R, дефиниран с

а-/ (Съ C3-..,Cn)-
Ще отбележим, че по аналогичен начин на случая при едно неиз-

вестно може да се установи, че пръстенът А|х), Хо,..., Хл), получен с
присъединяване на неизвестните Xy, Ха..., Ха KBM дадено поле P,
може да се разшири в поле от отношения.

Също така относно въпроса за съществуване на неизвестни имаме

аналогична теорема на случая на едно неизвестно.

За всеки комутативен пръстен Д с единица и без делител на ну-
лата съществува такъв комутативен пръстен R’ с единица, който

представлява разширение на R и в който има система независими (от-
носно R) неизвестни хХ), Хо..., Хл С произволен брой n.

Тук под независими неизнестни OTHOCHO пръстена R разбираме,

че един полином от неизвестните хХ), Xg...,X, С коефициенти от R е
само тогава равен на нула, ако всичките му коефициенти са равни на
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nyna. При това предполага се естествено, че подобните членове в него

са сведени към един член с подходящ коефициент.

16. Хиперкомплексни числа. В началото разгледахме теорията на

комплексните числа, които са по-широка система от числа, съдържаща

реалните числа. Cera ще изучим по-общи системи ΟἹ Числа, наречени

хиперкомплексни системи или алгебри.
Нека A, € едно n-MePHO векторно пространство, B което коорди-

натите на векторите са произволни числа от дадено поле Р. Можем

да предположим, че полето P e произволно не само числово. Над век-

торите от пространството A, извършваме събирането и умножение с

eJleMeHT ΟἹ полето P, както по-рано, Τ. €. за произволен вектор

. a=(ay, й,,..., ан)

и произволен елемент A от Р се дефинира произведението

λα--αλ--(λα,, λα4ν...ν} йл)

и 88 вектора « и вектора

В- (ъ bys...,by)

дефинираме сумата им а«--В с

| «+В-(а+бр аз-+йз,...а,+6,).

Под нулев вектор се разбира векторът с координати нула:

0*=(0, 0,..., 0).

38 всеки вектор « имаме &-+0*=c. Противоположният вектор на « €

векторът

-—0(=(——a1, —as,.o-, —(Z,,).

Разликата β---α може да се дефинира като cymara OT Ви -«:

B—“=B+('—“)=(b1~‘a1, bg_ag,..-,bn'—‘an).

Умножението с елементи OT полето Р притежава свойствата:

‘a(bx)=(ab)x,

а(«--В)--а«--аВ, (a+bd)a=aa+ba,

ea=0 (—e)a=—a,

0.x=0% a.0*=0%

Тук e означава единицата на полето P и 0-- нулата. Нека отбележим,

че от а«-(“, гдето а е елемент ΟἹ Ри « е вектор, следва, че или

«=0% или поне а-0. .

Нека ey, еа,....е, € един произволен базис на пространството Ад.

Тогава знаем, че всеки вектор « от него се представя във формата

a=a,e,+ay,e;+ ... +ane,

гдето @y, аз,...,йал са елементи OT полето P. B пространството Ap ние
дефинирахме равенството на два вектора с равенството на съответните
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им координати. СЪЩО видяхме, че остава в сила и при представянето ”

на векторите с произволен базис, а MMeHHO два вектора

¢=al el+a2 82+ ... +а” еп,

β-- δι θ1- δᾳ θ4.1- ... - δα θα

са равни само“ тогава, когато a,=¥&,, a,=¥b,,...,a,=5b, Сборът на

двата вектора « и В ще бъде равен на

«+8-(а-+-641)е-Н(аз+4-6,) е+ ... + (а,--д) ел

и произведението «с при произволен елемент с от полето Р е равно на

ac=(asc)e;+(agc)es +...-+(алс)ел.

Ще въведем cera умножение на вектори ΟἹ HPOGIPAHCTBOTO A,

Именно умножението на векторите « и В извършваме, както при умно-

жение на суми от числа (при използуване на разпределителния закон).

Така получаваме .

af=(a,e,4-a,ey+ ... +ane,) (b, e,-+ b9+ ... -b,€,)=

=a,b,62+a,be,65+ ...--а, bpe, ел--а, . 56 ...+ Qnbuend

Tyk получените символи е;ел i, j=1, 2,...,n не ca дефинирани. Hue

полагаме по-нататък, че това Ca вектори ΟἹ пространството A, С други

думи полагаме,че произведенията е, е, са линейни комбинации на ба-

зисните вектори €y, ез,..., ел

(1) е;е 41) е448) е+ ...+d§.;f) ел.

i j=1,2,...,n, d(k) елементи ΟἹ полето P. ToraBa произведението е, €;

ще бъде също ВектОр от пространството A,. За да има по-голямо

приложение дефинираното така умножение, постулираме и валидността

на съдружителния 3akOH. Достатъчно е затова да бъде той в сила 88

базичните вектори, т. е. да имаме

(2) е,(е;е,)--(е,едев ἐ, Л8-1, 2, 3,...,п

С въведеното умножение виждаме, че множеството ΟἹ л-мерните век-

тори над полето Р образува пръстен. Този пръстен се нарича асо-

циативна алгебра или хиперкомплексна система над

полето Р ΟἹ краен ранг. Броят n на базисните елементи €y, €3,...,€n

се нарича ранг на алгебрата.

Системата равенства (1) се нарича таблица за умножение
в алгебрата при базис e,, €,,...,€n Ясно €, че тази таблица зависи OT

избрания базис и при друг базис тя може да се промени.

При умножението ние не изисквахме, щото разместителният закон

да бъде в сила, т. е. алгебрата A, може да бъде и некомутативна.
Ще разгледаме някои примери. При алгебра от втори ранг систе-

мата равенства (1) става

ε- е1+а(2> е διουτά 4) e1+d(2) “
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Тук коефициентите df.j!) трябва така да бъдат подбрани, че πᾶ са μ8-

пълнени условията (2). Като пръв пример на такава алгебра да разгле-

даме случая, когато равенствата (1) се свеждат на следните:

(3) ei=e;, e e=e,

e e1=ey ei=-—e,

и полето P e полето D на реалните числа. He e трудно да се провери,

че при така избраната таблица за умножение условията (2) са изпъл-

нени, Така. например имаме

-- 2__ »οὥ..е; (е 64)-- 6. el=el=¢,

81 (e232)=81 θἓ: _'el el= —812: _el фа..

Да разгледаме действията във въведената така алгебра. За кои да е

елементи от нея

a=ae;|bey, В-се;-де,

имаме

«+В-(а--с)е-+-(64-4)е»

 ́ «с-(ас)е--(6с)е,. 7

Като използуваме таблицата (3) за умножение, получаваме

) af=(ac— bd) e,-(ad-+bc) e,

Or предните paBencTBa виждаме, че правилата 3a събиране и умноже-

ние са еднакви с тези за комплексните числа, в които вместо елемен-

тите е. и ¢, имаме единиците 1 и / По-точно нека на всеки елемент

ет алгебрата A, направим да съответствува комплексното число Ζ-- - δὲ

от полето К на комплексните числа. Това съответствие е взаимно ед-

нозначно 2-4а-40(«-ае)-|-0е,--«. Ако B=ce,+de, е също -елемент

от Ay, то съответното MY комплексно число ще бъде и-с-4. Понеже

z+u=a+tc+(b+d)i>(a+tc)e,+(b+d)e;=a+B, и

хи- ас-60а-Най--6с) г — (ac—bd) e, +(ad + 6с) еа-- «В,

то виждаме, че на елемента «-В съответствува комплексното число

Z4u и на елемента «В съответствува числото ги. С това установихме,

че алгебрата A, и полето на комплексните числа са изоморфни. На

TOBa основание между тях няма разлика и можем също алгебрата A,

да наречем поле на комплексните числа, като в случая e; играе ролята

на 1 и ey тази на i.

Да разгледаме друга алгебра от ранг 2 при таблица 88 умножение ;

2 < < <
e] =€1y°1€9= €q61= €9 €= 0.

Тук O e нулата ΟἹ полето ὶ Получаваме Taka комутативна алгебра, B

KOATO има обаче делители Ha нулата. Например елементът е, не € нула,

HO е.. еа-- .
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Една забележителна система от хиперкомплексни числа с 4 еди-

ници ca тъй наречените кватерниони. Именно кватернионите са

системи с 4 базисни вектора, които да означим с e, [, /) k. Таблицата

за умножение се дава с

е2--е, ei=ie=i, е/--/е-/, ek=ke=k,

P==Rk=—1, ij=—ji=k, в) Е, ki=—ik=].

Оттук се вижда, че произведението на кой да e кватернион с е е PaBHO

на самия кватернион, т. е. ее единицата на пръстена от кватерниони.

Ние просто я означаваме с 1. Следователно кватернионите ще имат

формата

α--α-δὲ +с/--ав,

гдето а, b, ¢, а са произволни реални числа и символите I, j, # са под-

чинени на следните правила 88 умножение :

i2=j2=k2=—1,

ij=—ji=k, jk=—kj=i, ki=—ik=].

OTTyK се вижда, че умножението не e KOMYyTaTHBHO. [IpoBepsiBa се лесно,

че то е асоциативно, т. е. за кои да е кватерниони «, В, у имаме

(αβ)γ--α (βγ).

Кватернионът

a=a—bi—cj—dk

се нарича KOHIOrOBaH Ha «. 38 произведението «« получаваме

ак a2+ 5624224 42.

Това произведение се нарича норма на « и се бележи с N(x). Оче-

видно нормата М(«) e само тогава равна на нула, ако «-0О. Числото

УМ(е) се нарича модул на кватерниона «. AKO

В-а+6,--с,/+4 в

е също кватернион, то с лесно пресмятане получаваме

αβ--βα.

3a квадрата на модула на «В ще имаме тогава

(: αβ. αβ--αββα--αα.ββ.
Следователно модулът на произведение на кватерниони € равен на про-

изведението от модулите им. Оттук следва непосредствено, че едно

произведение от кватернионви е само тогава равно на нула, ако поне

единият от множителите е равен на нула, Τ. е. системата кватерниони

не съдържа делители на нулата. В разкрита форма равенството (4) е

еквивалентно с тъждеството на Лагранж. Да означим с («В) израза

(xB)=aa,+bb,+cc,-+dd,.
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Тогава имаме

«В4-В«-- 2 («В)
и специално

Ч

Наричаме a=Sx скаларна част и bi+cj+dk=Va векторна част на
кватерниона «. Ако в кватерниона « скаларната му част So е равна
на нула, то той се нарича „вектор“. За два вектора « и В (@=a,=0)
числото

(«В)--66)1-+-сс1+4а,

се нарича скаларно произведение. Лесно се вижда, че («8)-ЗаВ и
векторът

< (ев--Ва)- ((са,--е14)+/(4й--4,#)+#(6с,--6с)- Ν αβ

се нарича векторно произведение на « и В. Ако « е един вектор, то

«

ναἶ се нарича орта на «.
Да разгледаме делението. Нека « и В са два вектора, като «--0,.

Да решим уравненията

χατεβ, «у-В.

Като умножим първото уравнение надясно (:Ν-ἶἧ κΒτοροτοκεππΒοε-Νἆῶ’

получаваме

oo o= “  ̓ ay= -Ὦ β.
Ν(ὼ М («) Ν (α) Ν(ὼ

Понеже αα-- Л/(«), то горните равенства стават

« «

=By 777 "

Кватернионът х можем да наречем ляво частно на кватернионите « и В,

а у — дясно частно.

Първоначалните изследвания върху кватернионите датират още от

Ойлер в 1747 г. и Гаус в 1819 г. Теорията им е развита от Хамил-

тон B 1840 г. Приложението на кватернионитев другите области на

математиката е голямо, но то се покрива в същността си с известното

по-късно развито и векторно смятане. .

Ще разгледаме още един Пример HA хиперкомплексни CHCTEMH.

Нека а, b, ¢, а са реални числа и Β системата с 4 единици

Ν α6.-Ἐθ6.-Ὲ се,+ йе,

да положим е) -- 1, e;=j, е-/, е,-/, ο, , Ξ Зе,2-1.
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По този начин таблицата за умножение на единиците е напълно
определена. Следователно векторите от така дефинираното 4-мерно
пространство ще имат формата

«-а-+6/+с4+ар,

като за / имаме j4=2j2—]1. Лесно се проверява, че асоциативното
свойство остава в сила и че умножението е комутативно. Под модул
на « разбираме числото

Ve—ay+(d—sp
и следователно има вектори, които не са нулеви, но модулът им е ра-

вен на нула. Не е трудно да се види, че делението е винаги възможно,
стига модулът на делителя да е отличен от нула,

С непосредствена проверка намираме, че квадратът на век-
торите :

| (P
5 (3/+/%)

е равен Ha — 1. Полагаме Torasa

NS B
(1) i=— (3j+75),

KaTo Ге HMaruHepHaTa единица. Но векторът « MOXe да се пише B
следната форма:

«-( @t ¥ a Н( B+ ) .5)
гдето

βι-ε βΜ- 834 - ὃ .
Ξεῦ, =

Karo вземем пред вид равенството (1), изразите

3j+ » 87-Ε}} μ“г+12 αη’ В/+121 β

представляват две комплексни числа Ζ и й и « приема вида

a=2+uuw,

гдето w=]1-1,2 3a w? umame

w2=1+422+ A=0,

Така получаваме, че общата форма на векторите OT разгледаната XH-
перкомплексна система е следната:

м

Z4uw,
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гдето 2 и и са произволни комплексни числа и o?=0. За сумата «
произведението на два ΚΟῊ да € вектора a=2-uUw, В-2)-+й10

получаваме «+ В-2-214+(44-44) o,

Понеже w.w=0, то в системата има делители на нулата. Разгледаната

система е въведена от Собреро за решение на въпроси от теорията

на еластичността.

Накрая ще установим една теорема, която оправдава сменяването

на една от единиците с числото 1, което извършихме в разгледаните

примери.

Ако алгебрата A, има единица e, то полето Р ще се съдържа B

А, и умножението на елементи от алгебрата с елементи от полето P

се обръща в умножение на елементи-от самата алгебра.
Нека M е множеството от елементите ае на алгебрата A, гдето а

е произволен елемент от полето Р. На всеки елемент а от полето Р

можем да съпоставим елемента ае ΟἹ M. Това съответствие е взаимно

еднозначно. Действително, ако на равни елементи а и # от полето Р

съответствуват равни елементи ае и be ΟἹ M, то бихме имали qe—ie=

=(a—b) e=0* Понеже е--0, заключаваме, че @—b=0, което противо-

речи на условието а--д.

Следователно по този начин получаваме взаимно еднозначно съот-

ветствие между елементите а на полето Р и елементите ае на мно-

жеството M, Τ. е. а«-ае. Ако b е произволен елемент от P, то от

а--заве и b— be получаваме

a-tbe—(a+b)e=ae+be, αὖ «--- abe=abe*=

=a (be?)=a (ebe)=(ae) (be).

С това e доказано, че полето P и множеството M ca изоморфни. Бла-

годарение на изоморфизма ние можем да не отличаваме елемента ае

от елемента а на полето Р и по този начин полето P ще се съдържа
B алгебрата А,. На основание на асоциативния закон имаме (ае)«--

--а(е«)-- ав, което равенство показва, че произведението на произво-

лен елемент а от полето Р селемент «от алгебрата A, може да се

разглежда като произведение на елементите ае и « от алгебрата A,

Видяхме, че полето на реалните числа може да се разшири в по-

лето на комплексните числа, които притежават при действията всичките

свойства на реалните числа.При кватернионите умножението не € кому-

тативно въобще. Явява се въпросът, дали не съществуват други алгебри

с подобни свойства. Нека отбележим, че кватернионите образуват неко-

мутативно тяло. Множеството реални числа и множеството OT KOM-

плексните числа са комутативни тела, Τ. е. полета, Ако някоя алгебра

А ΟἹ ранг п над полето P e тяло, TO тя се нарича алгебра с деление

над полето Р. Разбира се, предполага се, че алгебрата е асоциативна.

Отговорът на поставения по-горе въпрос е отрицателен. По-точно имаме

следната теорема на Фробениус:
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Над полето на реалните числа съществуват само

три алгебри с деление от краен ранг, а именно самото

поле на реалните числа, полето на комплексните числа

и алгебрата на кватернионите.

17. Неразложимост на полиномите. Ще разгледаме по-подробно

въпроса за неразложимостта на полиномите в естествената област на

рационалност. Един полином /(х) с рационални коефициенти е разло-

жим в тази област R, ако представлява произведение на полиноми, на

които степените са най-малко равни Ha 1, ¢ коефициенти — рационални

числа. Ако приведем в еднакъв знаменател коефициентите на полинома

f(x), то очевидно въпросът за разложимостта на полинома f(x) се
свежда към този за разложимост на полином с цели рационални кое-

фициенти. Ho имаме следната лема на Гаус (доказана също в 6 7):

Ако един полином с цели рационални коефициенти

се разлага на произведение на два полинома с дробни

рационални коефициенти, TO той се разлага на произ-

ведение OT подиномйи с цели рационални коефициенти.

Нека полиномът /(х) с цели рационални коефициенти се разлага

на произведение OT полиномите ф(х) и Ф(х),

7037903 9 (x)
и

на които коефициентите са дробни числа. Привеждаме коефициентите

на полинома φίχ) и тези на полинома- ф (X) към еднакъв знаменател.

Ще имаме

botby χ θρχἕς ... суе χι χῆτε .
M) у) Π Ν1 2

гдето числата by, by, b, ... са цели рационални и нямат общ делител

с цялото число 4) и числата со, Съ Саз,... са също цели рационални и
нямат общ делител с числото 4, (освен единицата). Нека p e просто

число, което е делител на 4). Понеже р не може да дели всичките

коефициенти by, by, by ..., TO нека b, е първият коефициент поред,

който не се дели Ha p. Ще покажем, че р трябва да дели всичките

коефициенти Cq, Су Со,... Да предположим, че това не е така и нека

с, е първият поред коефициент, който не се дели Ha р.Но съгласно с

равенството (1) коефициентът на X't в /(х) ще е равен на

а:ав (ὁ, ο,.-1- δ,.-α а ὃν- - ера ... йл σς- τ δμμ Ος. .4-|-....}
и по условие това число трябва да бъде цяло. Понеже р е делител

на d,, то това число трябва да дели и израза в скобите. Но по пред-

положение числата

b/_], br—2,..., до, С5-1, CS—Z)“" 60

се делят на р и следователно CyMaTa B скобите OT втория член HATa-

тък са числа, делими на р, а първият член не се дели на р. Τ. е.

въпросната сума представлява число, което не се дели на р. Следо-

вателно р трябва да дели всичките числа су Съ Са,... Като съкратим
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тогава на р и продължаваме така за делителите на 4;) и d, ще по-
лучим полином с цели рационални коефициенти и лемата е така уста-

новена.

На основание на тази лема при въпроса за разложимост в есте-

ствената област на рационалност можем да се ограничим само на по-

линоми с цели рационални коефициенти.

ВЪПРОСЪТ за разложимостта на полиномите е свързан с преодо-

ляване на редица трудности. Ние ще разгледаме някои прости и удОбНИ
критерии, които ни позволяват да установим неразложимостта на HAKOH

категории OT полиноми.

Теорема на Айзенщайн и Шонеман. AKO един по-

лином / (х) има цели рационални коефициенти, първият
OT които не се дели на едно просто число р, остана-

лите коефициенти се делят на това число и послед-

ният не се дели нва р?, то този полином € неразложим.

По условие полиномът / (х) е ΟἹ формата

f(xX)=agx"+-a, x4 ... +айл-а X+a,

дето a,, Qy, ..., , са цели рационални числа, KOHTO се делят Ha р,

а, не се дели нариа, не се дели на р?. Да допуснем, че f(x) е
разложим на произведение от два полинома, които съгласно с лемата на

Гаус могат да бъдат предположени с цели рационални коефициенти, т. е,

{(χ)-- (δοχ’-Ἐδιχητῖ- ... +b,)(coxt x5~ 14 .. Нс;,).

Като приравним свободните членове, получаваме

- а„ = b rCs.

Понеже a, се дели на p, TO трябва поне едно OT числата b, и ¢, да

се дели на р. ΟἹ друга страна, и двете числа b, и с, не могат да се

делят на р, защото в противен случай Тяхното произведение би се

делило на p2, KOeTO противоречи на условието на теоремата. Нека то-

гава с, се дели на р, а b, не се дели Ha р. Но тогава, като умножим

вдясно полинома (box"+b,x '+ ... +8,) с с, и пренесем получените

членове вдясно, ще получим равенството

ах"--р ф (X)=(boX"+ διχ 14+ .. - δ.) (coxs Π χ .. 4-6-ах),

гдето полиномът φι (Χ) € ΟἹ cTemeH <7 и има пели рационални кое-

фициенти. Съгласно с това равенство коефиниентът Й,с;.1 на X в дясната

му част трябва да се дели на p, Τ. е. с, 1 трябва да се дели на р.

Като умножим с с,..1х и пренесем получените членове от дясната част

в лявата, получаваме

X"+ Py (X) = (boxTM b, X"+ . oL 4-6,) (CoxS 4015714 .. Ἔος ax?),

гдето @, (X) € полином с цели рационални коефициенти OT степен < п.
Но тогава като преди виждаме, че с, o трябва да се дели на . Про-

дължавайки така, достигаме до равенството
μ

а,х"-Рр s (χ)εε(δροχ- ὐ xTM 14 . . ς +b,) Cox5,
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като полиномът ф,(х)е от степен < п и коефициентите му са цели

рационални числа. Но оттук следва, че коефициентът b€, на х трябва

да се дели на р, което € невъзможно, лонеже ὥρτεδρορ не се дели на р.

Между разните други критерии ще разгледаме и един друг по

принцип критерий за неразложимост, даден от Перон.

Нека полиномът

(а) f(x)=x"+a,x" аи3 ... Ἔα, a,=+0,

с цели рационални коефициенти има B кръга |x|<<lI

OT комплексната равнина точно л-1 нули или n—2

нули, като останалите 2 нули са комплексни. Тогава

този полином е неразложим.

Да предположим, че f(x) e разложим, т. е.

Л(х)-9Ф(х)ф(х),

FX)=xP+-bxP .. 6 Фф(х)-2 е14 L. +е

гдето by, by .. . ,bp Съ сь . . . ,C, са цели рационални числа и

b, =+ 0, с, + 0. Никой от двата полинома ф(х) и ф(х) не може да има

само нули в кръга |Х|< 1, понеже B противен случай би трябвало

свободният MY член да бъде по абсолютна стойност по-малък от 1.

Но така идваме до противоречие. Именно в първия случай следва, че

предположената нула извън кръга |х|< 1 не анулира полинома /(х)

и във втория случай имаме същото заключение за предположените две

нули (които не са реални числа).

От самото доказателство следва и следното предложение:

Ако полиномът (@) с цели рационални коефициенти има n—2

нули в кръга |х|< Г и двете нули вън OT него, то той е неразложим

при предположение, че няма нула, която € цяло рационално число.

Сега ще изложим един метод на Кронекер, по който винаги мо-
жем с краен брой действия да познаем дали един полином е разло-

жим или е неразложим. Нека /(х) е полином с цели рационални кое-

фициенти. Допускаме, че е разложим, т. е. имаме

fx)=9(x) Ф (),

гдето полиномите ¢(x) M ф(х) съгласно с лематана Гаус могат да

бъдат предположени с цели рационални коефаициенти. Ако л е степента

на /(х), то очевидно степента на един ΟἹ полиномите ¢ (x) и ф(х) не
п

ще надминава числото . Да означим с Ф(х) този OT полиномите @ (X)

- -n
и Фф(х) който има степен <. (винаги има поне един такъв полином).

Ако « е произволно цяло Ччисло, 88 което f(x)=+ 0, от равенството

( Ξφ ф(«)
виждаме, че цялото число φία) трябва да дели цялото число /(«).

Нека тогава т е цяло число, което не е по-малко от %-Н, и да взе-
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мем най-малкото такова число. Вземаме си произволни различни m

цели числа «ь «о, . . . , %,. Ако 88 някое OT тия «, полиномът f(X) се

анулира, TO «, ще е корен на уравнението /(х)-0 и следователно

това уравнение ще бъде разложимо. С отстраняване на този корен

свеждаме въпроса за неразложимост към такъв за полином от по-ниска

степен. Можем следователно да приемем, че числата f(x,), /(«а), . . . ,.

f(x,) ca отлични от нула. Съгласно с формулата Ha Лагранж за поли-

нома ф(х) ще имаме

(2) φ(χ) φ(“ι) (х-а,д) . (X am) -{-φ( 2) (x—al) '...(x «т) +. +

(χ αι) . (x _“m—l)
+ф(“”“) ос,) .. . (@p—ay,—y)

Тук числата φία,), Ф(«а,..., ср(ос,„) трябва да бъдат делители съот-

ветно Ha числата f(x,), f(eg), ..., f(%,) Тогава образуваме всички въз-

можни полиноми (2), в които 88 ᾧ(αμ) #--1, 2,...,т, вземаме 3a стой-

HOCTH възможни делители на числата f(x,), k=1, 2,..., m. Ако някой така

получен полином (2) има и дробни рационални коефициенти, TO есте-

ствено трябва да го отстраним. За всеки такъв полином с цели ра-

ционални коефициенти трябва да изпитаме дали той дели полинома

f(x). В случай, че го дели, то полиномът /(х) ще е разложим и по-

нататък нашето внимание може да бъде пренесено върху новите по-

линоми, които са по-прости за изследване. Ако никой полином Ф(х) не

дели f(x), то ΤΟΒῊ полином е неразложим.
Ще празгледаме въпроса за неразложимостта на уравнението на

примитивните корени на биномните уравнения. Като пример 88 прило-

жение на теоремата на Айзенщайн -- Шонеман ще докажем неразло-

жимостта на уравнението

(3) х::; : Р1 0P . 4x4-1=0

на примитивните корени на

xP—1=0,

гдето р € просто число. AKO B (3) поставим X =2-}-1, получаваме

“

В това уравнение всички коефициенти

() ( )-е
се делят на р и последният се дели само на р в първа степен. Дей-

ствително, понеже числото

(:l)_ p(p—l)'.n-l- (p—m+1)
 ̓ Μ(Ρ;

-
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е цяло и ре просто, то трябва

p=Vp=2) ... (р-т-++1)
m!

да e цяло число, T. €. (; ) се дели на п при m<p. Следователно
уравнението (4) е неразложимо и от това непосредствено следва, че и

уравнението (3) е неразложимо.

По други начини се установява общо, че уравнението

ф.(х)-0

на примитивните корени на уравнението

х-1-0

е неразложимо. :

38 случая л-р, където р € просто число, ще изложим един ме-

тод на Кронекер. Да допуснем, че уравнението

xPi]
(5) Фл (Х) < P11

X

=0

€ разложимо и HeKa TOBAa разлагане да € следното:

φ, ()<- ф () фа () . . . φε(),

като полиномите с цели рационални коефициенти ¢, (Χ) са предполо-

жени неразложими, Ho лесно се вижда, че

и от това

ф.(1)фа(1) - . . фе(1)-», .

което PaBeHCTBO показва, че едно ΟἹ числата ᾧ. (1), $a(l), . . ., Φ,()

трябва да е paBHO Ha + p, а останалите ca + 1. Heka ¢, (1)= ρ u o

да e корен Ha уравнението

(6) ф (x)=0.

Понеже корените на (5) са степени на ©, то уравнението

ф (x)=0

ще има корен wf, където g € цяло положително число. Ho тогава

уравнението

фа(х“)-0
ще има общ корен ю с неразложимото уравнение (6) и следователно

полиномът фо(жх“) трябва да се дели на полинома ФфФ;4(х), T. е.

фа (%)=, (x) £ (x),

гдето полиномите ¢;(x) ¥ #(х) ca с цели рационални коефициенти.

Но при х--1 получаваме оттук, че 1 трябва да се дели на р, което е

невъзможно. Това доказателство на Кронекер може да се разшири за

произволна степен /2, HO изисква използуването на по-сложни теореми

от теорията на числата.
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ЧАСТ УШ

АБЕЛЕВИ И БИНОМНИ УРАВНЕНИЯ

Глава |

Абелеви уравнения

1. Дефиниция и групиране на корените. Както ще видим, урав-

ненията от пета степен нагоре в общия си вид не са решими алге-

брически. Съществуват обаче специални класи уравнения, които са ре-

шими. Една такава важна класа са уравненията на Абел. Едно урав-
нение

() < f(x)=0

се нарича абелево, ако B една дадена област на PalHOHANHOCT, B KOATO
принадлежат коефициентите му, е неразложимо и между два негови

корена X, и X' има релацията

x'=0(x,),

raero 9(x) e рационална функция на X, на KOATO коефициентите при-
надлежат на същата област на рационалност.

От условието /(х7)-0,т. е. f[0(x,)]=0, следва че Ууравненията

@ f(x)=0, f16(x)]=0

има общ корен X,. [loHexe първото е неразложимо, TO BTOPOTO ще

допуска 88 корени всичките корени на (1) Следователно ще имаме

лЛ19(х) | 0.
За простота да означим с

88 (x)]=02(x)=02x,

0192 (%) ] =% (x)=03x,

TOraBa последното PABEHCTBO може да се пиште

(3) Л182(х4)|<0.
Но (3) показва, че уравнението

Ле(х)|-0
има общ корен X, с (1). Следователно, понеже (1) е неразложимо, ще

имаме

Π (x)]=0
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или

() 7{05(χ}]-:0.Ψ
От (2), (3), (4) виждаме, че θ.Χ.,θ5 х 03x; ca пак корени на (1). Про-

дължавайки така, се убеждаваме, че редицата числа

(5) хь θχ, 02x, #х . ..

са все корени на (1). Понеже (1) има краен брой корени, трябва чи-

слата (5) да се повтарят. Следователно ще имаме за две от тях поне

θμν х = 0” x,.

Но понеже 8st»x, =0 (89% x,)=6" ху то уравнението

(6) 0“ (x)—x=0

има общ корен #х) с (1). Следователно 88 всеки корен Ha (1) и спе-

циално за X, ще имаме

6 (x,)=x;.

Значи в редицата (5) ще има след първото число непременно едно,

което е равно на х.. Нека първото такова поред да бъде 07.x;=x,

т. е. нека / е най-малкото число с това свойство. Тогава в редицата (5)

различни са само |

(7) хь 02, 02x;, . .., Bl 070 - Хъ

като BCHYKH други са повторения Ha тези. AKO допуснем, че две числа

от (7) са равни помежду си, TO, както по-горе бихме дошли до заклю-

чение, че има число 5 « / такова, че

θέχιτεχι,
което е невъзможно. .

-Ako степента л Ha f(x)=0 e paBHa Ha r, то Taka с редицата (7)

са изчерпани всички HEroBH корени. Ако г < n, ще има поне един KO-

рен Χ, който не се съдържа Β (7). Ho видяхме, че уравнението /0 (х)|--0

допуска всички корени Ha (1). Следователно /(ха)-(, което показва,

че θχα e пак корен на (1). С това е установено, че числата

хь 0 ха, 025, . . ., 0771 Ха . ..

ca Bce корени Ha (1). Освен TOBa, понеже 0" x—x=0 има общ KOpeH с

(1), To ще имаме 0" x,=X, и r e най-малкото число, 88 KOETO TOBa pa-

BEHCTBO съществува. Следователно X, дава редицата OT г KopeHa Ha (1)

(8) x2, 9,)62, 62 x2, .. . er_l χρ; e' x2=X2.

Числата (8) ca отлични от (7). Действително, ако допуснем противното,

например

0% х.- 07 Х

то получаваме

6% 6% xo=0—*19 x,,

6'—k+q xl = 0’ XQ = X2,
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T. е. X, би принадлежало на (7), което не e вярно. Следователно или
R=2r, или л > 2r. Във нтория случай ще има корен X, KOHTO не се
съдържа нито в (7), нито в (8) и за който ще получим една подобна
редица ΟἹ г корена. Така продължавайки, достигаме до общия резултат:
Степента п на (1) e кратна на 7, n=m.r и всичките ко-
рени се групират на т реда по / по следния начин:

X3, 0%, 02х4,..., #771 х

(9) Хь 05 02x5,...,01 ха,

Xy Oy 0%, 01 х
H0(x)=x, i=1, 2,...,m.

2. Редукция към помощни ураваения. Hexa

(10) Л(х)-0
е абелево уравнение, на което корените са представени с таблицата (9).
Нека с ντεφία,, ..., означим една рационална симетрична функ-
ция на

al, “2, ...5 %,

и поставим

л-е(хр θχὺ 02х,..., 001 х1)-Ф(х;),
гдето ¢(x;) ще бъде рационална функция на X;. Ако сега заместим
X, € 6x, в израза ¢, то ще получим

Yi=9(0x, 6%x,,..., 67! Xy, %)= (0x,),
понеже ф e симетрична функция. Изобщо ще umame

-еф(х1)--ф(0х,)--ф(098х)-... -ф(07--! x,).
Ако сега с у» y,...,¥,, означим стойностите, които получава y,,

като вместо X; поставим съответно Xy, Xy,...,X,, ще имаме

оооооо

Уа-ф(ха)-- ф(бх,)-- ф (02х.,)-- ... = P (6 ха),

Ym=¢ (xm)—_‘ φ (θχω): φ (92xm)z .. =@ (61 xm)‘
„Числата y,, y,,...,y, ще бъдат KOpeHH Ha едно уравнение от

т-та степен:

За пресмятане на коефициентите му най-напред ще пресметнем
степенните сборово. Имаме

уе е()е (B)+ ...+ (6 х
следователно #

k k —_ 1 4ЕИуе Σ δὴφ (

30 Bucwa алгебра 
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гдето сумирането е разпростряно върху всички корени на уравне-

нието (10). Но тази сума е симетрична функция на корените на това

уравнение и следователно е известна. Намирайки така степенните

сборове за (11) по формулите на Нютон, получаваме и коефициен-

тите A,

След като решим уравнението (11), Τ. е. намерим корените му

Уъ Уе «з Ул» JIECHO се пресмятат и корените на даденото уравнение,

като намерим /1 уравнения ΟἹ 7-Ta степен, корените на които са чи-

слата от различните редици Ha (9). Действително нека допуснем, че φ

е така избрана, че стойностите V), Узз..., И„ савсе различни помежду

си. В това по-нататък лесно ще се убедим. Тогава уравнението

¢ (X)—y,=0

има общи корени с f(x)=0 camo числата

(12) Xy бхуъ 62x,,...,01 х

Τ. е. първата редица числа от Таблицата (9). Че (12) са общи корени

на поменатите уравнения, следва веднага, понеже

@ (0%x,)=y,.

Or друга страна, ypaBHeHHETO

¢ (xX)—y,=0

при x=0°x, {> 1, не се удовлетворява, понеже лявата MY YacT CTaBa

paBHa Ha

- γι =+0.

Следователно корените (12) ще са дадени с уравнението

(13) D(x, у1)- х4-а,(у1)27714-... ~+a,(¥1)=0,
гдето D(x, y,) e общият най-голям делител на

Ф()--/1-0 и (10).

Хаъ 0x5,...,01x,

ще бъдат дадени с уравнението

(14) О(х, у) жеа () 274 ... +a (y;)=0
и т. н. Най-сетне корените

Корените

Χ, 0%, 69 Х ..., 0771 Ху

ще бъдат дадени с уравнението

(15) D(x, yp)=x"+a (Y,) x4 ... +“r(}’m)=o°
Cera ще ycraHoBuM, че действително функцията ф може да се под-

бере така, че стойностите й ¥, Vi...,V,, да бъдат все различни.

Така нека поставим
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Ако положим γ,Ξ- »κ, ik, TO за « получаваме уравнение най-

много ΟἹ r—1-Ba степен, следователно такова равенство най-много

може да бъде изпълнено 88 /”--1 стойности на «. Ако поставим /-1,

2,...,т; k=1, 2,..., т, то виждаме, че най-много 88

а В (r—1)

стойности на « може да има две равни стойности на у. Ако следова-

телно изберем « OTJIHYHO OT тези 4 стойности, то функцията (16) ще:

приема само различни помежду си значения:

Vi Ужеена Ve

Taxa решението Ha уравнението (10) сведохме MOCDEACTBOM YpaB-

HEHHeTO ΟἹ m-Ta степен (11) към решение Ha т уравнения OT r-Ta

crened. Уравнението (11) въобще не е абелево, HO уравненията (13),

(14),...,(15) са абелеви, на които корените образуват един период.

Такива абелеви уравнения се наричат циклични.

Един прост пример на абелевите уравнения са реципрочните. Ако

f(x)=0

€ реципрочно уравнение и X; € един кой да е Heros корен, TO ще има

и корена.

й 1
е004) 62(x)) = х

Тогава, ако степента e 2m, TO ще имаме следната редица OT

корени:

хь Вхр

Хь 0%,

Χ 0Xo

С въвеждане Ha

1
y=x+ ;=x—|—6x

получихме уравнение ΟἹ M-Ta CTEMeH- спрямо у и на BCEKH KOPeH у,

на това Ууравнение ще съответствуват два на даденото, получени OT

x2—yx+1=0.

3. Циклични уравнения. Да разгледаме случая, KOraTo л-/, T. €.

уравнението е циклично. Следователно корените на уравнението OT

п-та степен

(16) f(x)=0
ще бъдат

хь #ху θᾶχι,.,., 001 χ 07x, τ χ.
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Нека « е произволен корен на х”-1 и нека нпоставим

y=px)=(x+a0x,+a202x,+ ... ал 671 χ )

Тази функция от корените, наречена Лагранжова, е симетрична

функция на корените Ha (16). Действително, ако сменим X; с θίχι

получаваме

Ф(0“ %)= (8 ху 4-а 07 х) .. рал x Y=

Π :(α-ἰ)π (и!01х1+а!+!ег“+1х1+ а +“n—l+t‘ θπ-Η-ἰ xl)"‘

онеже

on—1+i :ai—], gn—1+ x120i~1 X, ...H (“—i)n:“—lnzl,

TO ще HMaMe |

φίθ' х)--Фф (χ),

отгдето при (=1, 2, 3,...,л-1,

+ (х1)--Ф(0 х)-Фф(88 х.)-е ... -- ф(0171 х)

φίαυ)-- Ф(24) + φίθ ж1)4 ... -9 (07 ))

Следователно ¢(x,) e cumerpuuna функция от корените на (16)
и ще може да се изрази рационално посредством коефициентите му.

Нека cera уу ' Уе ...» Yn—1 08 стойностите Ha у, когато 88 «

вземем 71-Te корена на x"=1:

1, «р «м ...,| ἄμ- :

Π--

Vy, представлява cymata ΟἹ корените Ha (16), Taka ue, ako A e Koe-

фициентът пред x"—! B това уравнение, а коефициентът пред x* e 1,

ще имаме

V3o =4

Taka ще получим уравненията:

Ι ΧΙ-}- θΧΙ-ὖ- 62х1+...+ 6"“)61:—  ̓

Ι х1+ 0610х1+ “12 62 х + . + al"'l 9”'1 xlsvyl,
n

ζ Χ «8 «.2 02 ха + ... - a0 1 χ =]y,
.................................

п

-1 -

l х1+ бл-1 θχΙ "{"αῃῃ-ι 02 x]_ + .. . + “:—1 θ’ι 1х1=уу-1 .

Ако съберем тия равенства, ще имаме

(17) ме (— AV Y AV Vo еее ня ).
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. KaTo ги умножим ἃ «~TM и събърем, ще имаме

(18) θηχ,-- Т (—Ata ааа ... ай Уя)

Ако в (17) и (18) вземем за | BCHYKH възможни стойности, TO
88 х получаваме т"-! стойности, а уравнението (10) има само # ко-

рена. Това усложняване обаче се премахва, както непосредствено ще

видим, то обстоятелството, че стойността на единия радикал, бидейки

избрана, стойностите на останалите радикали се напълно определят.

Действително нека « е примитивен корен на

=1.

Torasa корените 1, «), %,...,%,—1 MOraT да се представят TaKa:

1, «, α3,...,αππὶὶ

Следователно ще HMaMe

n

]/)71=x1+a 0 x,+a20%x, 4 ... ал 67 xy,
я

]/)7,,~—x1—}—oc"9x1+o¢'~”’92x Ἔ .. ал НЕ ga—t x

Ако в тези формули сменим Xx; с θῆχ,, TO V_y1 се заменя с
”

an—m /91, Vykca"""”" ¥, Следователно изразът

ф () (V,"l)"_’t VJ’k

при 3aMeCTBaHE на х) с 9"'x1 става

φθηχρ = (@) - τ |y )=

ете (у УУе (5.

Оттук имаме

ς ψ(αρπεφίθχρε... = (61-1х)-

=“,1;[Ф (x)+9 Ox)+ ...-Ἐφ (0% 1x)];

${x;) e cumerpuuna функция or корените Ha (16) и следователно се из-

разява грационално от коефициентите на f(x). AKO с @, означим стой-

ността на ф(х)), TO

а9) Гъе (3
Формулата (17) става

(20) χ о-ач АН ῃ5Ὲ (V3 + -+ = (V)
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Този израз дава n-te корена Ha- уравнението f(x)=(), като даваме n-Te

стойности на раликала I/y1
Както ще видим по-нататък, биномните уравнения са решими ал-

гебрически. Следователно уравненията на Абел, в KOHTO

корените образуват само един период

хъ хь 02х...,01-! ху 07 = Хр

са решими алгебрически.

4. Уравнения с реални коефишциенти. В случая, когато коефи-

циентите на /(х) и 0(x) са реални, ¥, съдържа CaMO комплексното

1
число & Ако « сменим B у) с а7-1-- π’ TO ще получим Ул-. Понеже

1 .

α H « са конюговани, TO следва оттук, че y; и ¥, са конюговани.

Следователно можем да поставим

(21) Yi=p(cosgpt-ising), γη--ἰτξ ρ(οοθ φ--- ἰ 5ἰη φ),

гдето p >0 κ ¢ e аргументът на у.

Тогава ΟἹ (19) при k=n—1 имаме

(22) Ш . !/„Уп-1=ап-1.
. 

:

Понеже при промяна ᾶ « с --, ал-а не се изменя, то следва, че .

е реално число. Но тогава от (21) и (22) следва

Рв=“:-1, V-P_: Van—l,

V.Vl——l/an_l(cos“’”L2 +isi cp+n2m)’

raero r=0, 1, 2,..., n—1, и or (19)

n

ка ΘῈ φ γπν,Μ-γι а _l(cos ®tisink - )

Тук a, y, са рационални функции ΟἹ коефициентите на f(x),

2я 2π
θ(Χ) и or ἀτξ 208 «—f—tsm - Ako заместим B (20), nonyuasame (пи-

щейки a,—1=a 38 простота)

Х { A+Va (cosЕ +isin +
cp+2r

п

+(g2+h2t)a(cos2"’+ -Εἰ 5ίπ 2ср+2т)+
п
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+ (ва4- .0) V¥ (сов 3 #2266 L ising 232 εο α,
п

гдето &, й се изразяват рационално ΟἹ същите количества, както @, и

. Поставяйки r=0, 1, 2,...),1--1, получаваме всичките корени Ha

f(x) 0.
Or последната формула се вижца, че решението 3aBHCH ΟἹ «, T. €.

2π : 2n o
ΟἹ cos—- и sin —-, ΟΤ %, гдето ф е ъгъл, даден от (21), ψμῆτο тан-

генс се изразява рационално чрез «, и от извличане на квадратен KO-

рен на едно реално число a.

Понеже 0(х) e реална функция, TO очевидно, ако един корен X,
e реален, всички са реални. Корените ὰ ypaBHeHHeTO са

всички реални или всички имагинерни.

Абб. Циклично уравнение със съставна степен. Нека уравнението
на ел.

(23) f(x)=0

е циклично и корените My ca

хь θχ,, 02x,..., 8171 ху

гдето 07x,=x,;, и нека предположим, че степента 71-- 717

Ще видим, че решението на уравнението може значително да се

опрости. Да разпределим корените му в една правоъгълна матрица така:

хь 67x,, 02mx, ..., 00=Dmx

θχ, θπέιχ,, а ЕЕ

θππιχ,, 02m—lx;,, 09т-1А, .. 0/т-1 х

Ако поставим

Ха-бхр X3=02%,,...,%,=0""1x,, 6тх--0Х,

предната матрица става

Xy θιχ 8y, ,0,1x,,

(24) Xg 0% 03x5,...,0, "X,

Хл θυχρν 03X, ееа 0,771,

и OCBEH TOBa

0,7 %, =0mx, =07x; = X, 87X, 2е 070 =0"x,=X,,..., 61'x,,, < Хе

Така имаме същата система от корени, както в пар. 1 за абелево

уравнение, на което корените могат да се разпределят Β т реда по r,

471



само че вместо # имаме 0) Следователно може да се приложи мето-

дът, изложен в пар. 2. Именно, ако поставим

ме Р(хр 8Хъе 00 х1)-Ф(23),

Ya=F (Хаъ 81%g-..,0, 1 х) ф(а),

.Ут=Р(хюе1 Хне elr—] χω): φ(χ”ι)’

гдето Е(«|, %g..., «) е симетрична функция на &, ἀς,...»δ0, TO числата

Уъ ) ὰ ..., Ул 8 корени на едно уравнение

(25) : Η ... +A,=0,

на което коефициентите се изразяват рационално посредством коефи-

Циентите на даденото уравнение. Редиците по r корена B (24) ва ко-
рени на следните m абелеви уравнения:

хе (y) x4 ... - α ( »υ) 5 0,

x oy (Ya) χ - ...-Ἐα,( уа)-- 0,

хе ( у) %+ ..o+ (y,)=0.

Теви уравнения са циклични и както видяхме, са решими алгебри-

чески. Уравнението (15) в общия случай, когато уравнението (23) не

е циклично, е въобще нерешимо алгебрически, но в дадения случай,

понеже (23) е решимо, то следва, че и (25) е решимо алгебрически.

Ние ще покажем, че това последно уравнение е пак едно абелево

циклично уравнение.

От

y2=F(XQ, 61х2 е.. 01""1x2)=F(9x1, 991 х” ее? ΧΙ А 001’_1 ΧΙ)

се вижда, че y, е симетрична функция на корените

(27) хъ #ху 0,x%,...,0, 1 ж.

Но тези корени са дадени с първото уравнение (26), коефициен-

THTe на което са рационални функции Ha у) Следователно Y, ще

бъде рационална функция на Yy, т. е.

Уа-ф(ха)-- ф(0х1)--ш( у)-- жр (2).

Подобно имаме вследствие пълната симетричност

V3= (02x1) = р (8х1)- 24(2),

V= (871 %)= g (02 х) .. а ф().
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“ Kopenure на (25) образуват една редица

Уь υ 02 ур..., ш"-у, 0TMy = (67 X)) =y,.

Ако т e nax съставно число, m=m.ry, то върху него може да

се приложи същият анализ, като се сведе решението на абелеви цик-

лични OT степен ”4 и ΟΥ гу-та степен. ПРОДЪЛЖЗВЗЙКИ така, достигаме

до следното зЗаключение : ако

n=pqg"r’...,

TO решението Ha еднио абелево уравнение OT л-та степен, Ha KOETO KO-

рените образуват CaMO едини период, се свежда към решението на по-

добни уравнения OT степен р, ¢, г,...

Оттук се вижда, че всяко абелево циклично уравнение от степен

21 e решимо с квадратни радикали.

Глава П

Алгебрическо решение на биномните уравнения

1. Биномнаяте уравнения, разглеждани като абелеви. Едни от

най-простите абелеви уравнения са биномните. По-рано видяхме, че ре-

шението на биномните уравнения

хл 1

се свежда към решение на биномни уравнения, степените на ΚΟΗΤῸ

ва прости числа. Следователно можем да се ограничим с биномното

уравнение

в което числото ре просто. Като отстраним корена 1, получаваме

уравнението

».-Ἰ
() xx__l Ξε χρ ! 4 xp—2 4 .. 4-x+1=0,

на което, ако « € един NPHMHTHBEH корен, BCHUKH KOPEHH ще бъдат

(2) «, o2 a3,..., 01,

Оттук очевидно веднага следва, че уравнението (1) e aGeneso, по-
неже е неразложимо. За корените на уравнението, дадени с (2), ще

докажем, че образуват един период, т. е. че това уравнение е циклично.

Нека r e един примитивен корен на

χρ- ὶ Ξ 1 (πιοά p);

тогава числата

1, 1.13 .. 1Р-3,

разделени с р, имат за остатъци числата

1, 2,...,p—1,
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само че изобщо в друг ред. Понеже

а - 1,

то корените (2) могат да се представят така:

@ «”, «”,..., #73 (@ =a).

Ако поставим 0(х)-л”, TO очевидно тази редица може да се напише

TaKa:

α, 00, 0%,...,00-2 (027 a=a).

Следователно решението Ha уравнението (1) може да CTaHe MO изло- ”

жения вече метод. Нека В е корен на

(3) χΧΡῚ =1

и да образуваме функцията

Y= (@)= («--Вай-+- а + . .. +po—2 ",
на KOATO стойността ще зависи OT В и e cuMeTpHYHA функция на Kope-

ните на (1) и следователно ще бъде известна, ако е известно В. Но

следвайки индуктивния път, ние можем да предположим, че биномните
уравнения от степен, по-ниска от р, са решими алгебрически. Ако
тогава

Уо, .У1 ,.--,Ур-„а

са стойности Ha у, когато на В даваме р-! η брой стойности, равни
на корените на (3), то по предидущата глава ΟἹ (17) получаваме 88

корените х на (1)

1 ра r—1

=PT1{_1+ γνι + Vyat oo+ Vo2 }
»-ὶ

Останалите радикали освен (у, можем да определим, както в глава

УШ, пар. 3. Така получихме, че и биномните уравнения OT степен р са

решими алгебрически, понеже са решими уравненията дх2-1, x3=1, а

оттам следва по индуктивен път, че всички биномни уравнения са ре-

ΠΙΗ͂ΜΗ алгебрически.

Понеже p—1 не е просто число, то можем уравнението (1) да ro
сведем на циклични уравнения OT по-ниски степени, докато достигнем

до такива със степени, равни на прости числа.

Така, ако p=2'41, то уравнението (1) се решава с
квадратни радикали, понеже води до решение на

квадратни уравнения.

2. Друго решение. Уравнението (1)е реципрочно и следователно
със субституцията

1
2-х+7
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ще можем да го сведем към уравнение от два пъти по-ниска степен.

Ако p=2v--1, новополученото уравнение с означенията в глава П ще

бъде от степен Ὁ:

(4) ΡΈΡ, +... +Р4-1-0,

гдето

1
= » -- ,- «Ре χῈ —¢

Уравнението (4) е пак абелево. Понеже корените на (1) са

TM .. 2π ’
X,=COSR—-isink—“ » » ̓

Κ--1,2,..., »--1,

то корените на (4) ще бъдат

z=2cos%kf—, k=1,23,...,v= ”;1 ,

тъй като двата корена X, И Χρ--α са, както знаем, конюговани, Τ. е.

реципрочни.

За да наредим корените на (4) в една редица с един период,

трябва да изследваме кои корени от

-2
(5) @ o, а«”,...,а””

на ypaBHEHHETO

xP—1
=0

x—1

ca реципрочни помежду cu. Ако «”, «* са два такива, то OT усло-
вието

o а а Ξ 1

следва

1141е 22-0 (modp),

ri= —rk

отгдето, ако ἐ»ᾷ,

1 ая < |, 18 (Я) < ],

Но понеже i, #<. р--2?, i—k<p—1, 2(i—k)<2(p—1) и r e примитивен

корен на х?-1 =1 (mod р), то следва или

4 (i—k)=p—1, 1--#-0, или i—k=0,

което е невъзможно, понеже първата от двете горни формули би се

обърнала B | < --1, което при p>2 е невъзможно.
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Следователно Β (5) на корена с г B нулева степен е реципрочен

тови с г в степен Ф. На коренас r в първа е реципрочен TO3H с 7 във

v+1 ит. H, на Ф- 1 отговаря този с

29-1-р-2.

Следователно корените на уравнението (4) могат да се пишат, като

поставим 2%: 23:_ =4,

(6) 2cosa, 2cosra, 2cosr?a,...,2cosr*! a.

Обаче u3BeCTHO €, че 2 со5 га е полином Ha 2 соза, Τ. €. ако поставим

2 соза-х, то 2cosra=P(x). Тогава редицата (6) може да се пише

2cosa=x, P(x), Р2(х),...,Р-1 (х), Р“ (х)-2 со8 1? а-

< 2 со5 a= X, понеже 7 Ξξξε -ὁ,

гдето с P?(x) е означен полиномът Р|Р(х)),и т. н.

3. Примери. 1. Дадено е уравнението

(6) χῦ---Ἰτεῦ,

ΟἹ което с отстраняване на корена 1 добиваме

(7) fxs—__—]'-=x4+x3+x2+x+ 1=0.

ToBa реципрочно ypaBHeHHe pelllaBaMe, KaTO поставим

х+-1--2х -- .

38 г получаваме ypaBHEHHETO

(8) 2242—1=0.

Ако 2z,, Ζ9 ca корените на TOBa уравнение, TO корените Ha (7) ще бъдат

дадени с

х--ех4+1-(, x2—2z,x+1=0.

Ако обаче върху (8) приложим за упражнение общия метод, TO

трябва да намерим примитивен корен на

xt=1(mod 5).

Най-малкият примитивен корен e 2. Трябва да образуваме функ-

цията

y=(2cosa-+t«.2cos2ap,

гдето « е Koped Ha x2—1=0, т.е.«- +1. 34 a=1 ще имаме

УЯ: 2cosat+2cos2a=—1,
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а за «- -1:

Уу1-- # со52 а--4 со52 2 а--8 08 α (08 2 а-(2,+23)2--4 г 23-0.

Следователно корените на (8) ще бъдат

17 %(""1 +5).

Ака върху (7) искаме да приложим метода, изложен в § 5 на пред-

ната глава, трябва да намерим един примитивен корен / на конгруен-

цията -

2 <- 1 (πιοά 5),

например корена r=2, и да образуваме редицата

«, а”, &, &,

която е редицата

o, o, at α,

гдето « e примитивен корен Ha (7). Тези корени разделяме на ABe групи

по два:

α, «

a2 «3

и образуваме

)ιξα- αῇ,

Уа--ай4-02.

Тогава от |

и Ἐ ) ετ α ай - αθ- αὐ-- -1,

,ι}) ε- α8--αὐ- αδ- α =altatfatal=—1

следва, че J;, Yo са корени на квадратното уравнение

yi+y—1=0.

Понеже a.at=1, a3.a3=1, TO o, «“ ca корени на yPABHEHHETO

x3—y.x+1=0,

а a?, α — Β ypaBHEHHETO

x2—yax-+1=0.

2. Нека e дадено ypaBHEHHETO

х1--1:-0,

което, като отстраним корена 1, става .

(9) X5 χῦ- xt+ 3+ x34+-x+1=0.
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Един примитивен корен е

2πι, . . 2=
oc———cosT—{-zsm—T

и BCHYKH корени ca

(10) o, 2, o3, af, αὔ, «б.

3a да приложим методите 838 решението Ha абелевите уравнения,

търсим примитивен корен на

и ж6<>51 (mod 7).

Такива ca 3 и 5. Ako използуваме по-малкия 3, то (10) се нареждат

в реда

«, αθ, αθ', o¥, «3 αθ' (αθ' --αἡ

или

«, a3, αθ, «6,04, of.

„ Понеже 6=2.3, то можем да ги разделим в три групи по два:

«, &% W «, of,

(11) αὃ’ αὃ' “з, α4’

« αθ' α3, «6.

Ако положим

Zy=a+ab, 24-- 03--ай, 24 -а2--45,

TO гр 23 23 са корени на кубичното уравнение

224 p224-qz+r=0,

гдето

--»ΞΞ2.- 2.-25-- Σαΐτ-ε -- 1

и Σ е разпростряна върху всички корени на (9).

а--(«--«6) («3-4-«)-4-(«--а6) (α3-} αὔ)--(α3-[-αὐ) («2--45)--

- 2 δ ̓)α-- --2, --γ--(α-Ἐα5) (а2 ай) («24-а5)-24+ Σ αΞι!.

Така че уравнението 88 г ще бъде

284-22—22—1=0.

Понеже «.af=1, o®.at=1, o?.a5=1, TO корените ΟἹ (11) ще
бъдат дадени с

х2--2,х+1-0,

x3—23x+1=0.
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Вместо да разделим шестте корена в три групи по два, можем да
ги разделим в две групи по три:

o, o, «8 o, o2 of ”
(12) или

o3, o, αθ' αθ, af, α.

Тогава поставяме

h=a +_“2+¢4,

Ya=0ad+-as+-af,
при KOETO Ур ¥y Ca корени на YPaBHEHHETO

y*+Ay+B=0,

гдето

—A=Dla=—1, A=l

B=(a+-a?+at) (a3 +af+-ab)=

=3+Z =2,

Следователно ypaBHeHHETO 88 у е

| yi+y+2=0.

Корените or първата rpyna на (12) ca дадени с

X3+ px24-gx+r=0,
гдето

| -реачей ατιν,
4-: αα3-} ая ааа - ууе —1—y,

—r=g.0?. at=0al=1,

така че уравнението е

X3—px2—(143,) x—1=0.

Корените ΟἹ Bropara rpyna на (12) ще бъдат дадени с

х--уак2-(14--у,)х-1--0.
Тези две уравнения са пак абелеви с един период, които лесно

решаваме.

Можем върху (9) да приложим другия метод. Поставяме отначало

, 1

τ Ξ

така че получаваме уравнението

(13) 2+422—22—1=0,
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корените на което ще бъдат

2 соза, 2cos За, 2cos 32а (2 cos 32а -- 2 соз 2a), а- -ξ’-' ,

или

2cosa, 2cos3a, 2cos2a.

O6pasysame функцията

y=(2cosa+B.2cos3a+p2. 2 cos 2а),

гдето В e корен Ha

x3=1,

Ако В e имагинерен KopeH, TO понеже f3=1, Ве--В, 86--82, ще
имаме

При В- 1

Yy=8cos®a+8cos?3a+8cos® 2a+

+-24 (cos? а cos 3a-}cos? За cos @+ cos? 3a cos 2а)8+

424 (соз а со52 За + cos 2a cos? a+cos За cos? 2а) g2+

+48 cos а cos За cos За.

Ако сега преработим всеки член, като използуваме релацията

2 cosma. cos na=cos (m--n) a+cos (m—n)a

и като забележим, че cos 44 =cos 3a, cos 5a=_ (08 2a, то

1
cos?a со5 3a=-5- cos а (соз За--со5 2a),

соз а со52 За -- -ξ- cos 3a(cos 3a + cos 2a),

отгдето получаваме, че коефициентът Ha В e 6 Zzlzg, а коефициентът
на В2 е

S(Zzlz—f—Zzlz, )

Следователно ще имаме

y= Zzl"—i— 621<223--6В Σ га 382 (Σ zf*—{-Zzlz, )

или понеже В248-41-0(, 2=—F—1,

у :Σ 23 + 6212223 -- Β(Σ ΖΙἩ-Σ 212,)-}-

-|-3βΚΣ 2122-Σ 219).
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Но от уравнението (13) имаме

' Σ 212 = 012—2(12 ΞΞ 5, .

221222 -2,

2125237 1,
така че

е721 Ву »ὲΞ --Ἴ--21 β,,
| 3 3

=73 (--Ἠ.-.,--7-.21β..}--͵7--2] βρ),

или понеже

-1+)-3βΙ,Ξ: 2]/ ,
отгдето

3 3

1 7 7 а 7.7 o/—5

z=§(“1+‘/7—“i 3V—3+V7+? 8γ--8):
Същия израз можем да получим с формулата на Кардано.

3. Нека е дадено уравнението

х8-1.

Като отстраним корена 1 и положим

1

получаваме ypaBHEHHETO'

(19) 25425—520— 423 1.622432—1=0,

Ha което корените са

2nk
z=2cosfi, k=1, 2,...,6.

AKO 7 e примитивен корен Ha конгруенцията

x2=1 (mod 13),

TO KOPEHHTE Ha (19)\ ca

(20) 2cosa, 2cosra,..., 2 сов réa,

2
гдето a= ἷἓ Конгруенцията има примитивни корени 2, 6, 7, 11. Да

вземем най-малкия r=2. Тогава.редицата (20) е

2 соза, 2cos2a, 2cos 4а, 2 со5 Ба, 2 сов За, 2 соз ба.
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Можем вече върху абелевото уравнение (19) да приложим общите
методи.

Понеже 6-2.3, разделяме тези корени в две групи по TPH:

2cosa, 2cosrig, 2cosra 9 соза, 2cos 4а, 2cos3a,

“(21) или

9 соз га, 2 со5 За, 2cosréa 2 соз За, 2 cos Ба, 2 cos ба.

Образуваме, следвайки общия метод, една симетрична функция от

редовете, например

y,=2cos а--2 со5 44- 2 cos За,

Ya=2 cos 26- 2 cos Ба 42 со5 ба.

Тогава y,+y, € сумата на всички корени на (19), т. е.

}"1"‘)’2:—1-

След TOBa, KaTo B3eMeM под внимание формулата

2 соза cos B=cos (« + B)+cos («--В),

получаваме

y1y2=3 X CyMaTa Ha BCHUKH корени = —3.

Следователно Yy, Y, Ca KOPEHH Ha уравнението

y+y—3=0.

Лесно е да HaMepUM YypaBHeHHe, на KOETO корените Ca първият

ред в (21). Нека означим

ΧΞ 2 соза, X;=cos4a, X;=2c0s За;

тогава получаваме

Σ ае аХа Xg=Y1,

Zx1x2= 2z1=—1,

гдето Σ га € сумата OT корените на уравнението (19).

хуХхаХха- 9 сов 5a+2cos6a+2cos2a+2=y,+2=1—y,.

Уравнението 88 х) X,, Ха следователно ще бъде

Тогава уравнението, на което корените са от втория ред на (21)
ще бъде

X3 — Yex2—x—1+49,=0.
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Вместо да разделяме корените на две групи по три, можем да ги

разделим на три групи по два, именно  ́

2cosa, 2cos 5a,_

(22) 2 cos 2a, 2 cos 3a,

2 соз 4a, 2 cos ба.

Heka тогава

y,=2cosa —+2cos ba,

у» - 2 cos 2a+2 cos 3a,

ys=2cos 4a-+2cosba;

получаваме Vit Votys= Σ ΖιΞε -ἰ, "

͵ν1͵ν2:Σ21-|-2 cos 2a+2cos3a=—1+y,,

YoVs=—1+Ys Зу 1 -Ἐν..
Следователно .

2 ι» ὰ УИТИ Зу Ἐ ys=—4

По-нататък имаме

)ι ) ο ετε(--1-Ἐ.»Ὼ}.}»455.}8.»9---.»ο Ξ -- ̓ὶ.
Следователно ¥y, Vo V3 са корени на уравнението

y3+y2—4y+1=0.

След TOBa JIECHO се получават трите квадратни уравнения, KOHUTO

дават корените от трите групи в (22). Така имаме

2cosa+2cosdba=y,,

=14y Ч
2 соза. 2 со5 ба -- 2 cos 4a+2cos ba=y;= у

1

- Значи корените в първия ред Ha (22) се дават с уравнението

-Ἱ
x—yx+ 351 --0,

А

Ако заместим тук у, с у, и уз получаваме корените от втория и

третия ред.

4. Да разгледаме сега биномното уравнение

хи-1,

Ако « е негов примитивен корен, а / € примитивен корен на кон-

груенцията

16 +е 1 (mod 17),
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то корените на уравнението

х
(23) у =0

ще бъдат |

(24) α, o, ar, ..., &

Най-малкият примитивен KOpeH r e равен Ha 3. Kato редуцираме
степените /“ на техните положителни и отрицателни остатъци 1O MO-
дула 17, получаваме за редицата (24)

@ o3, o8, a7, a4, αὖ, oY a6 «1 o3, αθ, o, at, o5, a2, of.

Понеже 16=2.8, разделяме тези KOpeHH на две групи по 8, KaTo
в първата влизат четни степени на 7, а във втората — HEYETHH, Τ. е.

α, a8 #7 a2 а ol « «2,

αθ, «7--?, ab «76, a3, al, «-6, af.
Като nocrasum

7

п

)ὲΞ Σ: «“
=0

7

Vs ___Z ае

k=0

имаме

Ру -1.

Произведението y,y, се състои от 64 члена, които ca' степени

Ha «. Ако в това произведение заместим & с «””, то при 2 четно и
У» не се променят, а при g нечетно у) става у, а последното у), така

че у, У» не се изменя. Тъй лесно се убеждаваме, че всеки корен (24)

влиза еднакво число пъти, в което впрочем можем да се убедим ди-

ректно, като умножим y; H y, Така получаваме ;

у4 ar =4,
отгдето следва, че J; и Y, са KOPEHH на уравнението

(26) . )5-Ὲ»--4--..

След това полагаме

zy=atat4a14at, 5 ἐιτεαβ:-[αὔ-α3- ατῦ,

Zo=o8+4-a"24a84a? Ра а 6-α7-Ἐ αδ.

Лесно се вижда, че

2227 , tLi+t,=ys

Ζι Ze=Y1t+Va=—1,  ́ Де --Ἰ,



T. е. 2гъ га са корени на уравнението

(26") | 22—y, z—1=0,

at, t, ca корени на уравнението

t?2—y.t—1=0.

Axo nocraeum

| τεα-μα , py=attat

получаваме

Uytiy=2,, '

й Ца- ΐΞ,

T. €. Uy, #; са корени на уравнението

(27) w—zu+t,=0

отгдето, moHexe «.o 1=1, a %, at=1, корените а, o« ! се дават с

(28) x2—u,x+1=0, ͵

а @ % at с уравнението

X2—u,x+1=0

AHaJIOTHYHO имаме за останалите корени &, ατῦ и Τ. H.

. 38 уравнението (23) можем да приложим и другия начин на pe-

шение. За

Z=x+—х+ х

получаваме уравнението

(29) „ 284-27--Т126--6285 4 1524 1023--1022--42-4-1-0,

на което корените са

2κπ и
Ζεοεἷ, k=1, 2,..., 8.

Акоге примитивен корен на конгруенцията

ХК <- 1 (той 17),

(a= ?71:’)
2 соза, 2cosra, 2cosria,..., 2cosr’a;

2 T

TO Kgpeflme Ha (29) ca

2cosrfa=2 cos(—a)=2cosd

или aKo B3eMeM /-3, KOHTO е най-малкият примитивен корен на KOH-

груенцията, като заместим степените на / с остатъците им спрямо

модула 17, ще имаме

2cosa, 2cos3a, 2 со59а, 2008 106,

. 
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е

2cos 1За, 2cos5a, 2coslba, 2coslla

или

2cosa, 2cos3a, 2cos8a, 2 со5 Та, 2 со5 4а, 2cosba, 2cos2a, 2cosba.

Разделяме тези корени в две групи по четири:

2cosa, 2cos8a, 2 (08 4а, 2 соз За,

(30) | |
2 cos За, 2 со8 Та, 2cos Ба, 2 со5 ба.

ς )ὲ означаваме сумата на първите, а с у„ сумата Ha вторите :

y1=2cosa+2cos8a+2cos4a +2cos2a,

Yo=2cos 3a+2 cos 7a+2 cos 5a+-5 cos 6a.

ToraBa у +у e равна Ha сумата Ha корените Ha (20), следова-

телно равна Ha —1. След TOBa лесно се получава, че J; Yo € равна Ha

4 пъти сумата на корените, Τ. е. paBHO Ha —4. Числата уу, y, са ко-

рени на уравнението

(307 Vi+y—4=0.

JlecHO се получават уравненията

жее () 03 +«а ( У) х*т]-цз (1) x+a,(¥1)=0,

Xt oy (W) X340ty ( ¥5) Х2« ( уъ) X424 ( ¥9) =0,

KOHTO дават KODeHHTe Ha първата и Bropara rpyna ΟἹ (30). ToBa ca max

абелеви уравнения, HA KOHTO KOpeHHTe образуват един период. Тяхното

решение обаче можем да извършим, без да сме ги получили.

Именно първата редица от (30) разделяме на две:

.Зсоза, 2cos4aq,

2cos8a, 2cos2a,

и полагаме u,=2cosa+2cos 4а, u,=2cos8a+2cos 2a; umame

Ui +ux=y,

i, 5 - сумата Ha всички KopeHu= —1. Следователно U,, Uy CA KOPEHH Ha

31 u2—y,u—1=0. -

Също Bropara редица (30) разлагаме на две:

2 со5 За, 2cosba,

2 cos Та, 2 соз ба.

Ако поставим

 ́ Ф -- 2 со5 8α-Ε2 cos 5a, v,=2c¢os7a-}-2cos6a,
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получаваме

UV +Uy=Yy ФО49а--1,

T. е. Uy, U са KOPEHH на уравнението

(32) v2—y,0—1=0,

или понеже Y+ Yo= —1, Ha

v2+(1+y,)v—1=0.

Ако cera означим с

ха-:2 соба, X,=2cos4a,

то имаме

жаХа щ, X;X3=2 cos3a+2cos5a=1,,

T. е. X;, X, са корени на уравнението

Подобно се получава, че

Xx;=2cos8a, «Х;--2со052а

са корени на

X2—uy,x+v,=0,

по-нататък

Xz=2cos За, xg=2cos5a

са корени Ha

x2—v,x+u,=0

и най-сетне

Ху 2 с08 Та, ха--2 со8 ба

са корени на уравнението

Ρ Ν

Обаче 88 решението очевидно стига само да определим единия

корен 2со5а, което става с решението на квадратните уравнения (30),

(31), (32), (33).
4. Решими с линийка и пергел KOHCTPYKTHBHH задачи. При reo-

метрическите построения, за които ще става дума, ще се използуват

линийката и пергелът, за да се получават от дадени точки нови тър-

сени фигури. Линийката се използува да се съединяват дадени или

намерени точки с прави. Пергелът се използува, за да начертаем ок-

ръжност с център, който е дадена или намерена точка, и радиус, равен

на разстоянието между две дадени или намерени точки. Нови точки се

получават като пресечни точки на така прекараните линии и окръж-

ности. Тези операции трябва да бъдат извършени в краен брой.
Нека отнесем всичките точки към една правоъгълна координатна

система. Тогава всички геометрични задачи за построения могат да се
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формулират така: По даден краен брой точки Py, P,,..., P, да се на-

мерят краен брой точки Χ, Xy ..., Ха KOHTO във връзка с дадените

да удовлетворяват на дадени геометрични условия с използуване на

линийката и пергела. Координатите на дадените точки ще принадлежат

на една област R на рационалност (най-малка такава) като коорди-

натната система е така избрана, че точката (1,0) фигурира между точ-

ките P, Тогава, понеже правата линия, KOATO съединява две точки

P, и P, или построени две такива, се представя с уравнение от първа

стенен с коефициенти, които са рационални функции на координатите

им, координатите на пресечната точка на две такива прави ще бъдат

рационални функции от координатите на точките, които ги дефинират.

Понеже уравнението на окръжността е от втора степен, то координа-

тите на пресечните й точки с права се дават с квадратно Ууравнение,

както, в което лесно се убеждаваме, и координатите на пресечните

точки с друга окръжност. Оттук става ясно, че координатите на точ-

ките, построени с пергел и линийки, се получават с решение на редица

квадратни уравнения.

Решението на квадратно уравнение става с квадратни радикали,

така че от това става ясно, че координатите на получените точки при-

надлежат на една реална област на рационалност, наречена квадратна

област на рационалност, получена чрез адюнгиране на квадратни ра-

дикали към областта на рационалност, в която принадлежат коорди-

натите на дадените точки.

Обратно, ако елементите на една фигура или координатите на

точки принадлежат на една реална квадратна област на рационалност,

то задачата е решима с пергел и линийка. Достатъчно е да докажем,

че ако може да построим точките, на които координатите принадлежат

на една област на рационалност R, ще можем да построим и точките,

на които координатите са ΟἹ друга област на фационалност Ry, полу-

чена ΟἹ R с адюнгиране на радикал (|А, A>0. Видяхме по-рано, че
BCAKO число от R; има форма

M+NJA,

гдето M, N, A ca or R. Нека вземем една отсечка 3a единица. Ho от-

сечката α-- | A=}/A.1 като средна геометрична Ha A и 1 се построява

лесно. Също « - Λίχ, понеже

% __ 2
N 1

€ построена пак с пергел и линийка, което читателят лесно ще изпълни.

Ако означим отсечката 1 с буква, то изразите за търсените отсечки

ще бъдат хомогенни фУНКЦИИ от първа степен спрямо дадените от-

сечки.

Нека отбележим, че всяко тяло от числа или функции съдържа

тялото Р, състоящо се от всички рационални.числа. Понеже даденото

тяло ще има елемент 2= О и оттам ще съдържа -:- =1, 1+1=2,
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24+1-3,... 0—1=—1, —2,..., и ξ, риа цели, g=0.

Сега ще установим една теорема, която ни дава необходимо

условие, 88 да бъде едно уравнение решимо с квадратни радикали.

Ако едно неразложимо уравнение в една област

на рационалност Д има корен, принадлежащ на една

квадратна област на рационалност, получена от R с

адюнгиране на квадратни радикали, то степента му

трябва да е равна на 2“.

Действително нека
 ́

(34) f(x)=0

е неразложимо уравнение B областта Ha рационалност R и нека х; е

корен, който принадлежи на една квадратна област на рационалност

R,, получена ΟἹ R с адюнгиране на квалратни радикали, като така "по-

следователно сме получили областите R, Ry, Ry, ..., R

Полиномът f(X) е разложим B R понеже имаме

70 )- -- χ . (20),

гдето полиномите X—X,, f;(x) имат коефициенти B R, Следователно

ще има област R, 1=p=Fk, в която #(х) е разложим, а B R, 1 € He-

разложим (R,=R). Ако ф(х) е неразложимият B R, множител, който

съдържа X;, TO

(35) }()-- φ( υφ (x)

гдето очевидно ¢ (x) има коефициенти or R, Нека R, се получава от

#. 1 с адюнгиране на радикала r— ) a, гдето « принадлежи на ἔδρ--}»

но г не принадлежи на тази област. Но приравнявайки коефициентите

в лвете части на (35) ще получим линейни уравнения спрямо 7, кое-

фициентите на които трябва да бъдат равни на нула, защото иначе 7

би принадлежало на областта Д . Следователно, ако поставим --/

вместо 7, тъждеството (35) не ще се наруши, т. е. ще имаме

(36) F(X)=0 (%) bo (),

гдето ф (%) и фо(х) се получават съответно от φί(χ) и Ф(х) като

сменим r с —r. Но тогава, като умножим (35) с (36), получаваме

: Ῥ Ο)--φο)γφο ὴφ )φοί )

Полиномите +(х)фо(х) и Ф(х) Po(x) имат вече коефициенти, при-

надлежащи на Д B която област f(x) e неразложим. Следователно

горното тъждество е възможно -само тогава, когато

f(xX)=Ap(¥) 90 (x) 7(х)-84ф(х)фо(х), AB=1,
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гдето А и B са константи. Ако л е степента Ha /(х),а т Ттази на Ф(х),”

то n=2m. Ако т >1, то като приложим абсолютно същите разсъж-

дения за ¢(x), получаваме, че

m=2m,, T. е. m=2%m,,

и T. H., докато достигнем до rn=2%

5. Деление на ъгъла на три равни части. От теоремата в предния

параграф веднага следва предложението: 88 да бъде едно кубично

уравнение с коефициенти, принадлежащи на една област на рапионал-

ност R, решимо с квадратни радикали, необходимо и достатъчно е да

има корен, принадлежащ на K. Понеже, ако има такъв корен, TO като

го отстраним, получаваме квадратно уравнение. Обратно, ако е решимо

с квадратни радикали, понеже степента му не e 2“, то трябва да бъде

разложимо, т. е. да има един линеен множител, който дава рационален

корен, принадлежащ на Д.

- Едно интересно приложение на това е в проблемата за трисек-

цията на ъгъла. Нека ф е даден ъгъл; тогава директно или по фор-

мулата на Моавър имаме -

2 cos ф = (2 cos %)3 —3 (2 cos “ἓ)
В

Ако поставим

φ
84 "2с08ф-а, 2cos

88 х ще имаме кубичното уравнение

. x3—3x—a=0.

Трисекцията на ъгъла ф е възможна с пергел и линийка, ако

това уравнение има рационален корен в областта на рационалност на

а. Ако например φ:ξ, то а-:1 и уравнението е

x2—3x—1=0.

Единствените рационални корени MoraT да бъдат 1 ¥ —1, но със

заместване се убеждаваме, че те не го удовлетворяват. Следователно
ъгълът от 600 не може да се раздели на три равни части с пергел и

линийка, При +ф-:450, a=Y2, уравнението

x3—2x—lr§=0

HMa рационалния корен x= — |? B областта R (J2).
Трисекцията е възможна с пергел и линийка, Подобно се вижда

лесно, че не може да се построи с пергел и линийка страната на куба,

на който обемът е два, пъти по-голям от обема на даден куб.
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6. Построяване на правилни многоъгълници. Нека в равнината

на х опишем една окръжност с радиус 1 около началото. Ако нанесем
корените

2=k . . Зе
X, =008 - + isin ==, k=0,1, 2,..,n—1

на уравнението

(37) xr=1,
1

ще получим върховете на един правилен многоъгълник: именно тези

точки делят прекараната окръжност на п равни части. Единият връх
е точката l, следващият е точката

2π , . З а
й -- c087+zsm7-

чч”

Другите ще се получат с нанасяне Η тази дъга la с пергела.

От предния параграф се вижда, че въпросът за построението на пра-

BHJHMA п-ъгълник с пергел и ливийка се свежда към въпроса 88 pe-

шимост с квадратни радикали на уравнението (..7).
Отначало да разгледаме случая, когато п-р е просто число. То-

гава видяхме, че уравнението :

xP—1

x—1
ше ДР .+ x+1=0

е неразложимо и -ako p=2'+1, то е решимо с квадратни радикали.
Обратно, ако то е решимо с квадратни радикали, трябва р да е равно
на 224.1. Следователно правилният р-ъгълник, гдето р
е просто, е само тогава построим с пергел и линийка,

когато р има форма 2 -ΕἸ.

За да бъде числото p=2"+1 просто, трябва A да няма делител,
който е нечетно число. Защото, ако

А-й(2т4- 1),

10 p=(2"P"+! +1 се дели на 25+ 1, т. е. няма да бъде просто. Трябва
А- да има форма 2% т. е.

ре?924-1.

За k=0, p=3; за k=1, p=5, k=2, p=17. След това 3a k=3, p=257,

HO при k=05, p=4294967297, едно число, което се дели Ha 641, сле-

дователно не e просто. Не е известно KOJAKO числа има от тази форма.
Ако cera п--р“, то видяхме, че уравнението

χρ"--Ἱ

xpk—x‘_‘l‘zo’

което дава примитивните корени, e неразложимо. Степента му e

P—p1=p (p—1)
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и ако #7>1, pF2, то тя няма форма 2“, следователно уравнението е

непешимо с квадратни радикали, в което се убеждаваме непосредст-

вено. Значи в този случай (n=p% #7>1) само тогава пра-

ВИЛНИЯТ П-ъЪгъЪЛлНнИик € построим с Линийка и пергел,

когато p=2.

Ако сме построили правилния а-ъгълник и правилния Й-ъгълник

и ако @ ¥ b са взаимно прости, то лесно построяваме и правилния

ай-ъгълник. Действително корените у на уравнението

х - |

се получават, като умножим корените « на

дал- |

с корените В на x’=1. А построяването на точката ту-аВ става MO

точките « и В лесно с пергел и линийка.

Обратно, ако сме построили правилния л-ъгълник и n=ab, то,

като съединим върховете през b, ще получим върховете на правилния

а-ъгълник. По същия начин със съединяване през а получаваме пра-

вилния Й-ъгълнвик, Ако

п- 2 ру ра . Do
гдето Pry. .. р„ са различни прости числи от вида 2%-+1, то на OCHO-

вание на горното следва, че правилчният л-ъгълник € построим с пергел

и линийка. Ако едно OT простите числа р няма форма 2241 или л

свъдържа множител p¥ u>1, p>2, то л-ъгълникът не е постройм с

„пергел и линийка. Така достигаме до общата теорема на Гаус: Пра-

ВИиЛНИЯТ мНОГгоОЪъЪгЪъЪЛлНнИик е само TOraBa построим с

пергел и линийка, когато броят на страните л има

формата

n=2"p1p,...p,
гдето

Рърй»---йр.

са различни прости числа от форма 2941. |

7. Квадратура на кръга. Тази класична задача се състои в след-

ното: Да се построи квадрат, лицето на който е равно на това на

даден кръг. Ако означим с х страната на квадрата и вземем за просто-

Ta радиуса Ha кръга, равен на 1, TO x= [π. Ако задачата е възможна
с пергел и линийка, трябва п дае число от една квадратна област на

рационалност R, получена от натуралната област Р с адюнгиране на

квадратни радикали. Но тогава по глава IV, 8 3, трябва π да e корен

,„на едно уравнение с цели Ррационални коефициенти. Обаче в 1882 r.

Линдеман доказа, че п не удовлетворява на никое такова уравнение

(доказателството на този факт е изложено в сборника ΜῈ по висша

алгебра). Следователно квадратурата на кръга в горния смисъл е не-

възможна.
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Глава 11

Алгебрична нерешимост на уравненията от степен,

по-висока от четири

1. Увод. Както вече видяхме, уравненията от трета и четвърта

степен са решими алгебрически, т. е. можем да намерим един алге-
брически низраз Ha коефициентите, който, заместен вместо неизвестното,

обръща уравнението в тъждество. Явява се въпросът за алгебрическо
решение на уравненията OT по-високи степени. Някои специални ypas-

нения от степен, по-голяма от четири, са решими алгебрически, каквито

ca например биномните и абелеви циклични уравнения. Обаче, както
ще видим, уравненията ΟἹ общ вид, Τ. е. коефициентите на които са

произволни параметри от степен, по-висока от четири, са нерешими

алгебрически. Тази теорема е била доказана за пръв път ΟἹ италиан-

ския математик Паоло Руфини! в съчинението Teoria generale delle

Equazioni, in cui 51 dimonstra impossibile la soluzione algebraica delle

equazioni generali di grado superiore а! quarto, Bologna, 1799 r. Дока-

зателството Ha Руфини не било оценено добре ΟἹ съвременниците

му и останало B неизвестност. “

След това норвежкият математик М. Abel, елин ΟἹ основателите
на модерната математика, дава отново в 1826 г. строго доказателство

(Beweis der Unmoglichkeit, algebraische Gleichungen von hoheren Graden

als dem vierten allgemein aufzulésen. Crelles Journ. Bd. 1, S. 65).

Ще изложим доказателството Ha Абел, опростено от Ванцел.

2. Обща форма на алгебрична функция. Под алгебрична функ-

ция в тесен смисъл на думата ще разбираме такава, в която промен-

ливите са подложени само на алгебричните действия, в краен брой,

събиране, изваждане, умножение, деление, степенуване и коренуване с

цял показател.

Нека x,, Хо.з.., X, да ca променливите. Както вече видяхме, съв-

купността на рационалните функции на тези променливи с коефициенти

OT дадена област на рационалност образува една област на рационал-

ност. Към тази област, ако прибавим един радикал от една функция

Р

Vf, получаваме една разширена област на рационалност, като предпо-
лагаме, че / не e р-та степен Ha рационална функция. Очевидно можем

да считаме показателя р на корена за просто Ччисло, защото иначе

адюнгирането на радикала би станало последователно с адюнгиране на

радикали с прости показатели.

Нека областта на рационалните функции да означим с R, С адюн-

гиране на радикали от вида |

»

ν'ΐ'ο,
гдето Ф, са функции ΟἹ R,, получаваме една нова област на рационал-

ност В,. С адюнгиране на радикали OT същия вид

#

γυ,,
1 Роден в 1765 г., умрял в 1822 г.; Руфини по професия бил лекар.
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гдето v, е функция от Д), получаваме нова област на рационалност

Ry и T. н.; въобще областта R, се получава ΟἹ Д 1 с адюнгиране на
радикали

δ

(l) V Фа-ъ
гдето U, приналлежи Ha R, ;. Всяка функция от R, ще наричаме
алгебрична функция OT редци ако броят на радикалите OT
вида (1) в нея е m, то тя ще бъде от степен m. Следователно 06-
щата форма η алгебрична функция от ред в и степен т e

#.

иа-Л|Ф, Ф Ф» ...),

гдето f e рационална функция, р -- просто число, ¥ — функция OT
ред p—1, Ф Uy ... са ΦΥΗΚΊΜΗ от ред в и степен т --1.

Теорема. Всяка алгебрична функция отред p H
степен т може да се представи във формата

2 2 #-1
и-щ--а04+и,0? 4 ...4ирай P,

гдето ре просто число, й й), .. й Са от ред μ CTe-

p_

пен m—1,v e or pex p—1,|v не ерационална функция

Ha Uy Uy -, Up1; може да се npueme u=1.

Понеже всяка рационална функция на HSAKOJKO променливи може

да се представи като отношение на две цели рационални функции на

същите променливи, TO й може да се пише

1 2

%+%07+%*0р+ ..
1 2 ,

Ф+ф074-ф024...

гдето фь ф; са цели рационални функции на Uy, U,y U, ...

Като означим

φ(λ)τεφυ ф фах2--.. .

Ф(х)- Фф.--ф--фох24-..
ще имаме

1 1 1 1

9002) е(0 ф(вт)...ф(02-199).
1 11 1

ф (22) Фф(е”)ф(шт”)... ф (щ2-1)
гдето ю е примитивен корен на xP=1, Очевидно

га 1

ФР, шФР, .. „ wP—lypr

са всичките корени на уравнението

(2) хР-Ф.
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Изразът

й ге фюе (я) . .. фе)
е симетрична функция на корените на уравнението (2) и следователно

e рационална функция на коефициентите My, Τ. е. на Ὁ. Така виждаме,
1

. чев T няма да фигурира Ф”.”
Изразът

1 1

Τ' ф (ω’υἶ) ф (u)”fa;) . ф(02-1е)

представя цяла рационална симетрична функция на корените H3 урав-

нението

xP—v

2
x—voP

=0,

1

коефициентите на KOETO Ca цели рационални функции Ha ФР. Следова-
1

телно 7’ ще бъде цяла рационална функция на UP:

1 1 2 “

Ф (Ф?) T'=wy+w, 07+ wvP + . .. WP,

гдето Wy, Wy . W, са цели рационални функции на

. Po Фр Φ» - Ὅ,

т. е. на Uy, Uy Uy Vs - - - Понеже

Π
VP -ФФР, VP -ФФР,...

то можем да приемем, че #5.р--1. Ако тогава поставим

w, w w.
7"=u0, —%”——ul, -%::112,.. o

TO ще имаме 1

. Ξ ρ-ι

гдето ц йр...йр-а ΚΆΤΟ рационални функции на T, Uy, Фа... са ал-

гебрични функции от ред & и степен т--1,а v e ΟἹ редар- 1.

Сега ще установим, че на й MOXe да се даде такава форма, че й,

да бъде равно на 1. Действително, ако u#,==0, полагаме

1 1

и1*иР = gP’ g= ulP'U

и й става

ι 2 p=l

u=go+8+8L+ ... +8-187,
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u, “ρ--
гдето &g Съъ 8ρ.-1 като равни съответно на “-ζ, .,и-”р-, сафунк-

1 1

ции OT ред ц и степен т-1,а също g € OT ред в Η степен m— 1o
Ако u,=0, нека за общност

u1=0, u2=0, .. . uq_1=0, uq=¥=0.

Полагаме

q 1

Ρ 1 P
uqvl’='w1', ω:ιι,,ω,

3

TOraBa всяка степен TP, 57>д, ще MOXe да се изрази посредством w.

Понеже « и р са взаимно прости, неопределеното уравнение

| §=qy—pX

има цяло положително решение Χ, y. Ho Torasa

s 9 . х У
or=pp) gr=Y_qr

4

и понеже, както лесно се вижда, y>>1, то на ий може да се даде

формата , '

ΕΝ 2 Ρ-1
ай-1,-0/? --10,0?4-... 1И1И Р ,

гдето W, Wy Wy, .. Wp—1 са от ред р и степен m — 1.

3. Доказване Ha Teopemara 3a алгебрична нерешимост. Отна-

чало ще установим една помощна TeopeMa.

Нека ре просто число и 9, Ф ¥y,... да принадлежат

;

на една област на рационалност, но |Ф да не принад-
лежи на тази област. Тогава, ако имаме уравненвието

L 2 ΡΞὶ
ο VP +0V0P+ . . -τὐρ- ὐ Ρ -0,

то трябва да имаме

”00=0, ‘Ul=0, .. ἩΡ-Ι:Ο'

р.-

От условието на теоремата следва, че Ф е общ корен на урав«
ненията

ХР -- Ф--(, VgV X+ VX284 ... + ῦρ- Ρ <. -

Ако не всички коефициенти Ty ?),... са нули, то левите им части ще

имат един общ най-голям делител, на който коефициентите като ра-

ционални функции Ha v, ¥ ще бъдат в същата област на рационал-
ност. Нека лявата част на уравнението

(3) : rot+rix+ ... ἘΤ ΧΞΌ
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да бъде един неразложим делител на общия най-голям делител и което
Ν “

ураввение съдържа корена Π , Степента на (3) e най-малко две, по-

неже ако k=1, то ἴὦ би принадлежало в областта Ha рационалност.
Но тогава (3) има поне още един общ корен ωἷ|ἷ͵ с уравнението

4) xP—v=0,

гдето w”=1. Следователно уравнението

Fodrwx—-... Ч Г -- (

1

има корен x=v”. Или като ro извадим ΟἹ (3), следва, че уравнението
от степен #--1

т(1--0)--... +г,„,. (1-- 086)е 0
Р

има общ корен Ге с неразложимото уравнение (3) което е невъз-
moxuo. При това считаме, че към всяка област на рационалност са

адюнгирани корените на биномните уравнения, които, както знаем, са

решими алгебрически.

Доказателството може да се извърши също по друг начин, като

се установи, че (4) е неразложимо уравнение.

Теорема. Алгебрическата функция от коефициен-

тите, която дава общия израз на корена на едно ре-

шима с радикали уравнение, се изразява рационално

посредством корените му.

На основание "Ha по-раншните теореми на алгебрическата функция,

която удовлетворява едно дадено уравнение

(5) QX' —-ax" 1 τ ал 0,

може да се даде формата

Ν 2 рл

(6) х- й 040 - Uy P

гдето U, v принадлежат на една област на рационалност R, получена

от областта на коефициентите д...„а, с адюнгиране на радикали.
-#.

γυ не се изразява рационално посредством i, Ако заместим израза (6)
за х в уравнението, то получаваме

1 2 =1
Vo+0 P+ V0P -Ὲ . T, U P =0,

THETO Uy, Uyy..., Up_y принадлежат Ha R. Ho тогава според помощната.

TeopeMa трябва

v,=0, v,=0,.., v,_,=0.

--32 Висша aare6pa 
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Оттук обаче следва, че уравнението (5) се удовлетворява от числата х,
р-

получени ot (6), като на |y дадем всички негови р значения

Е L L
ФР , 040 , ш2 ., ὠρ ῖφ

гдето ш е примитивен корен на χρ--],

Следователно имаме

5 2 » -Ἱ
Χ =Uy+VF τ Ὁ» —e o lp U

L 27 p—1

(7) Xo=ily--woP 4202 -, Ше Ρ

Ν 2 »-ὶ
Χρτει τ Ρ ΊῸΡ < це Зуе τ Ly, oDy # ,

гдето Χ, Хо,..., X, са корени на даденото уравнение (5) и ® е прими-

тивен корен Ha χρξεῖ.

Ако умножим последователно тези равенства с

I, oo 0% ..., ὠτΡρτὶ

и съберем, ще получим
Ρ 1 

, й

(8) γ’τ;:ἶ(ξσριω-Ι х2+ш-- Хуе 0707 lxp).

От (7) no аналогичен начин получаваме

τ ре TP 0P g L О Ν

(9) 4r=p (Ке хуе ху . ) (r=0,2,..., 0--1).
р

От (8) и (9) се вижда, че Vo, а Uy, - ἰρ . са рационални фувкции

на корените на (5). Следователно, ако уе коя да е от тези функции

може да се пише

y:f (xlv Ха Ху .. .),

гдето ле една рационална функция. Нека Μ1, Vo, ..., са значенията

на f, когато разместваме корените х), Ха,... X, 1O "всевъзможни на-
чини. Тогава, както видяхме при трансформацията на уравниенията, ¥,
Yo, ..y ¥, Ca корени на едно уравнение «(и)-0О, коефициентите на

което се изразяват рационално посредством коефициентите

Qyy ар..., й

на (5). Но имаме .

L 2 y=1
Уе +v,w? ... -y, w9,

гдето Uy, Vg, ... Vg1, W са алгебрични функции OT степен с единица

по-малко. Понеже уе корен на

20/)-0,
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q

TO по TOPHOTO следва, че U, |/U са рационални функции Ha корените
му Уь Yo - .. И следователно ще бъдат рационални функции на
Хъ Же не “

Така продължавайки, получаваме очевидно, че всеки радикал със
заместване на коефициентите с изразите им посредством корените се
обръща в рационална функция на последната, с което теоремата е
установена.

Сега лесно ще установим теоремата на Абел, че всяко
общо уравнение OT степен, по-висока OT четири, e не-
разрешимо алгебрически,

Да допуснем, че уравнението е решимо аЛГЕбРИЧССКИ и нека
#.

]/u е един от първите радикали, които се срещат Β израза на коре-
ните, гдето ц е рационална функция от коефициентите. По доказаната

Р

теорема /а е рационална функция на корените на уравнението (5)
T. е. имаме

й ф (Хр Ха Хфе)

и -з фе (X1, X9 Xg...)

Понеже u е симетрична функция на X;, X, ..., TO като направим
една произволна транспозиция, например (X, X,), ще имаме

и=ф,11 (x21 'xl’ )C3,...),
отгдето

(10) :P(xg, ΧΙ, ΧΒ,...):ωφ (Χι, χ2, X3...),

гдето ш € корен на xP=1, Очевидно w=F1, понеже иначе ф ще бъде

симетрична фУНКЦИЯ на корените X;, X, ..., Т. е. ще се изразява ра-

#.
ционално посредством коефициентите му и и ще бъде привидно ира-

ционалност. Ако тогава в (10) направим транспозицията (X; X,), ще
получим

ф(Хр Хъ Хъе) 0ф(Ху Хр Χα»...)
и като умножим (10) и (11), получаваме

.2- |, o=—1,

което е възможно само тогава, когато р-2. Първият радикал, който

се среща, е квадратен. Функцията ¢ € алтернативна. Комбинирайки
сега ф с рачионални функции OT коефициентите и алтернативни, по-

лучаваме област на рационалност от първи ред, в която елементите

са двузначни рационални функции на корените на уравнението, т. е.

такива, които се изменят при една транспозиция и имат само две

стойности. Но, както видяхме по-рано, те не се изменят, ако приложим
една циклична СубСТИТУЦИЯ от три елемента.

q_
Да допуснем, че степента л Ha (5) e по-голяма ΟἹ 2. Hexa /v na

€ HOB радикал, KOHTO се cpellla B израза 3a KOPEHUTE, гдето ¥ ще бъде
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4

една двузначна функция на корените. По доказаната теорема (Ф e ра-
ционална функция на«корените X, Хо,..., T. е.

φ

Го-ф(хр Хъ Хъ Χρ...)
. V=47 (Хр Хо Хф Χρ...).

Ако приложим субституцията (X; Xy Ж4) TO според казаното U не

се променя:

V=99(Xg, Ха Хр Χρ...

отгдето

(12) ф(Хъу Хуъ Хр Χ. ) =00 (Xy, Ха Хъ Χρ.».)
гдето w==1 е корен на x7=1. Ако B (12) направим два пъти кръговата

субституция (X, X, X;), получаваме

(13) ᾧ (X5, Хр Хо Χρ.. )= (Ха Хуъ Хр Xy, ...,

$ (X1 KXoy Хе Xgyoo) =00 (Xg, Хр Хо Хр...).

Като умножим (12) и (13), получаваме

w3=1,

отгдето, понеже w/=1 ¥ 5 € просто число, 4-3. Вторият радикал

трябва да бъде кубичен.

Да допуснем сега, че л 2: 5. Лесно е да се убедим, че ако в дву-

значната функция U извършим една циклична субституция (хХух.Х;Х5)

от пет елемента, то Ф не се променя. Действително субституцията

(х.х„х.х.х.,) е еквивалентна на четири транспозиции:

 ̓ (χ, «а) (χι Χ4) (%1 ж.) (x; X5),
с които Ф се изменя четири пъти, T. е. връща се към първоначалната

си стойност. Но тогава, извършвайки във

V=17 (Хр Хъ Хуъ Ky Χς,..ἡ
субституцията ( X, Х X, X;), получаваме

ф (Ko Ха Χρ Х Хъе) =P (Хр Ха Х Ха не)

гдето « е корен на х”-1!, Ако в това уравнение извършим четири

пъти същата субституция и умножим, ще получим «?-1, отгдето

4-6, което противоречи с 4-3. С това теоремата на Абел е уста-

новена,



Глава IV

Неразложимият случай при кубичното уравнение

Както видяхме при алгебричното решение на уравнението от трета

степен ”

х4арх+а-0,

в случая, когато уравнението има само реални корени, формулата на

Кардано не ни дава възможност да намерим тези корени чрез реални

радикали от коефициентите му. Това не Ἐ една слабост на формулата

на Кардано, но едно съществено свойство на алгебричната решимост

на уравненията. Ще установим именно следната теорема:

Нека уравнението OT n-Ta степен f(x)=0 има camo

реални корени и е неразложимо в едно поле P от

реални числа, на което принадлежат коефициентите

му. Нека освен това степента му л да се дели на някое

нечетно просто число p. Тогава корените на това

уравнение не могат да се изразят чрез реални ра-

дикали.

Предварително ще установим едно предложение, което ще изпол-

зуваме по-нататък.  ̓

Ако. биномното уравнение χρ-α-ῦ e разложимо в

някое поле P, като а принадлежи на P ире просто

число, то а е точна р-та степен на някой елемент от

полето P. .

Действително Heka

X —a=gq (χ) ф (x):

като φίχ) и P (x) ca полиноми OT полето P, Τ. е. коефициентите им

принадлежат Ha Р. Да означим с «), ..., %, корените Ha X’=] и с

0 един кой да е ΟἹ корените на ypaBHeHHeTo х”--а-(. Корените на

последното уравнение, както знаем, ще бъдат

(1) a8, agh,..., α,θ.

Корените Ha уравнението ¢(x)=0 ще бъдат измежду числата (1), Axo

означим с (--1) b, свободния член в полинома ф(х), като коефициентът

пред Χ' в този полином е равен на 1, ще имаме

Оттук получаваме

Р o_p 55 л .

(2) b =a? afi...a;’SGlLaJ.

Ho числото 5 € взаимно просто с p. Известно е тогава, че съществу-

ват цели числа μ и ν, за които имаме

в -Ура:1. :

501



Но тогава от (2) получаваме

д;ш = аИ - αΙ-ι'Ρ,

ье
а-)”

b
Понеже а” и де принадлежат на полето P, To и “zai‘ принадлежи Ha

същото поле. PaBEHCTBOTO a == показва, че а е TOYHA p-Ta CTeneH
Ha елемента o, принадлежащ Ha полето P, с което предложението e

установено.

Ще пристъпим сега към доказване на теоремата. Предполагаме,
че уравнението f(x)=0 е решимо с реални радикали, T. е. корените My
са елементи на едно поле I, получено от P с последователно присъе-

диняване на реални радикали, на които показателите, както в пред-

ната глава, можем да предполагаме, че са прости числа. Именно раз-

ρι

ширяваме полето Pc присъединяване HA радикал ναΟ:ξΙ, където ao €
елемент от P и не е точна рута степен на елемент OT същото поле

и от възможните ру-ти корени на а, сме взели реалната стойност на

този радикал. Към така полученото поле Р(р1) присъединяваме ради-
.

кал |'a,=g, като a, е елемент ΟἹ това поле, който не € точна Py-Ta
степен, и получаваме разширеното поле P(g;, 2.) и T. H. и най-после

Pm

с присъединяване HA радикала /ал ,=g,, KbAETO d,—; € елемент OT
полето P(g1, ба....ем-1) получаваме разширеното HOBO поле Z=P(g,,

8-y Bm—1 2) B което лежат корените X;, Xy ..., X, на даденото

уравнение f(x)=0. Уравнението

е неразложимо в полето Р(2р g,..., 2н-л). Действително, ако предпо-
ложим, че това уравнение е разложимо ΟἹ доказаното по-горе предло-

жение, следва, че @, , ще бъде точна p,-Ta степен на елемент ΟἹ по-
лето P(gy, Ра В.-1), Ккоето противоречи. Съгласно с теоремите 88

крайното алгебрично разширение (глава П) за степента (2:P) на по-

лето Σ спрямо Р ще имаме

(Z:P)=psps...Pm

Ако с [ означим броя Ha числата ΟἹ p;, Po,...P s KOHTO са равни Ha

2, и с дъ Фо-..,й, останалите числа P, TO ще имаме

3) (5:P)=24,45...4,
Да означим с О полето Ha разлагане Ha полинома f(x), Τ. е. полето,
получено от Р с присъединяване на всичките корени на уравнението

f(£)=0. На същото основание, както по-горе, заключаваме, че степента

(:P)=h се дели на степента л на уравнението /(х)--0О. Съгласно с
предположението полето О ще бъде подполе на полето .
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Да присъединим сега радикалите към полето Q, като OT полето
Ре

Q=2 (g, 82»...» Въ) С присъединяване на радикала 8,--},α,.-0 се
получава полето Ὡ, - (0) Lo-. .. &) Ако p,=2 и Уравнението
x2--a, ;=0 е неразложимо, то така получаваме разширение от втора

степен. Ако предното уравнение е разложимо по предложението, а, ;

е квадрат на елемент от полето K, ; и фактически не получаваме

никакво разширение. Нека сега показателят p, е отличен от 2. Ако

уравнението Х”“- α,- 1--0 е разложимо, то в полето &, , по предло-
жението @, , € точна р.-та степен на елемент OT това поле и следо-

κ

вателно радикалът g,= | а,-; трябва да лежи B същото поле. Ако ς
Р(а,, & -.&:)=P, означим полето, получено от разширение на Р с

присъединяване на Фрадикалите g, Sy ..., & TO очевидно полето

Qg 99»....) 5.)-- Ὡ, се получава от полето ῃ с присъединяване на
корените X, Xg..., X, на уравнението /(х)-0, T. е. &, представлява

полето на разлагане на полинома /(х) спрямо полето Р,. Но тогава
съгласно с теоремата от глава П, част УП в полето Ὦ, , трябва да ле-

жат всичките корени на уравнението x’#—aq, ,=0. Ho при p,>2 това
уравнение има само един реален корен и следователно полето Ώ, |

трябва да съдържа имагинерни числа, което противоречи. Така дока-

захме, че уравнението X'*-—q, =0 е неразложимо B полето Q, и
следователно полето (2, представлява действително крайно разшире-

ние на полето &, | от степен p, От предните разглеждания следва,

че за степента (2:2) на полето Y¥=Q, относно О ще имаме

(X:Q=2" ¢, 4Ζ4...4,» 'L

Оттук, като вземем пред вид, че (3:P)=(2:Q) (Q:P), получаваме

(4) (3:P)=2".q4, g3...9, .

От (3) и (4) следва, че /~=2"". Ho TOBa paBeHCTBO е невъзможно,

понеже числото /4 се дели на п и следователно и Ha NPOCTOTO нечетно

число р. Така теоремата е установена напълно. Първо доказателство

за невъзможността на алгебрическата решимост с реални радикали на

уравнението от трета степен, притежаващо само реални корени, е да-

дено от O. Холдер.



ЧАСТ IX “

ПРИЛОЖЕНИЕ НА ТЕОРИЯТА

НА ГРУПИТЕ ЗА АЛГЕБРИЧНОТО РЕШАВАНЕ

НА УРАВНЕНИЯТА

Глава |

СубституФЦии

1. Основни свойства, Както видяхме при метода на Лагранж,

алгебричното решение на уравненията ΟἹ трета и четвърта стенен е

възможно благодарение на съществуването на рационална функция от

корените на уравнението, която при всевъзможните размествания на

променливите взема на брой по-малко различни стойности от степента

му. Обаче същият метод (на Лагранж) е неприложим 32 уравнения OT

пета степен, понеже не съществува такава функция от пет промен-

ливи, която взема стойности на брой, по-малък от пет, освен едно-

значните (симетрични) функции и двузначните функцци. Въпросът 88

възможността на алгебричните уравнения от обща форма за степен,

по-голяма от 4, бе решен отрицателно с теоремата на Абел. Съще-

ствуват обаче специални уравнения OT произволно високи степени

като биномнвите и цикличните абелеви, които са решими алгебрически.

Следователно явява се за разрешение проблемата за намиране на

условията, при които едно дадено алгебрично уравнение е решимо

алгебрически или нерешимо. Решението на този въпрос е дадено от

Галоа и ние ще видим, че алгебричната решимост на едно Ууравнение

зависи изключително от структурата на група от субституции, която

му съответствува. :

Нека имаме л елемента, които ще номерираме с 1,2,3,..., п. Ако

всеки елемент заместим с елемент от дадените л така, че всеки два

различни елемента се заместват с два различни, то това действие се

нарича субституция. С други думи, ако а Qdy..., @, означава

една произволна пермутация на елементите 1, 2, 3,..., 1, TO преминава-

нето OT OCHOBHATA пермутация 12 3...n KbM пермутацията 4,a,4;...4,

e субституция. Както видяхме по-рано, въпросната субституция озна-

чаваме C

a, a, @y ...4,

OTTYK веднага следва, че ΟἹ л елемента имаме л! субституции. Суб-
ституцията, която не променя основната пермутация, я наричаме еди-

ница и я означаваме с Ε:

E=(1 3Я)
Ν
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Под произведение 57 на две субституции разбираме субститу-

цията, която се получава, като извършим отначало субституцията 5 и

след това субституцията 7. Умножението це притежава комутативното

свойство. Ако ST =TS, то такива субституции се наричат комута-

тивни. Лесно се вижда, че асоциативният (съдружителният) закон при

умножението е в сила. Действително за субституциите

получаваме

и следователно

.. а...
, (STHU= d ,

т. е. двете субституции S(TU) и (ST)U са една и съща субституция.

По употребен начин следва OT това, че асоциативният закон OCTaBa

верен и за произведение от произволен брой субституции.

Под 471 разбираме обратната субституция на S, Τ ̓ е.

5—1:(‘11’ а» йф .. .,a,,)

1, 2, 3 ...,n/

Очевидно ще имаме SS1=S"1S=E. Под S$TM при т цяло положител-

но число разбираме субституцията, която се получава, като умножим

5 т UBTH и под S—TM, т цяло положително число, се разбира субстя-
туцията (571)", Полагаме 50 -Е и вместо 51 пишем само S. Така pux-

даме, че правилата за умножение на степени

5851 еН (5е) 58

(Е и ! цели числа) са B сила. Лесно се вижда, че

(571γ.1-- 7 1 5-|.

Действително, ако поставим (/- 7 15.1, то получаваме

Щ57Т)-Т7157157Т-1-71(5715) 7 - 71 ET=E.

Изобщо ще umame- |

S(iU):(Z |

(STV..)y1=...V1T-151,

Нека S e произволна субституция и да разгледаме редицата ΟἹ степе».

ните на S:

S, 82 53,...

Понеже броят ὰ субституциите OT п елемента € KpaeH, TO ще има

поне две равни степени „ --4.6;,#7>/, Като умножим предното равенство
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с 5 , получаваме S* - Ε. T. е. има степен на S, която е равна на L.

Нека g е най-малкото положително цяло число, за което „6Е-#.

Тогава g се нарича ред (период) на субституцията S. В този случай

субституциите

(1) Ε, S 52, .. . 85

ca различни помежду си, понеже ако ὁδ ́ - δ', O=p<<vz==g—1, TO би

следвало, че 8TM - Е, което е невъзможно, тъй като v—pu< 2. Нека т

е произволно цяло число и S е субституцията в (1) Нека g и « са

частното и остатъкът от делението на M с &, Τ. е. m--qg---r, 0=r=ig—1.

Тогава от равенствата

ὅ ες SUST = (SEYIST = Баб7 = 67

следва, че STM e camo тогава равна Ha £, xorato δ ́- - . Ho последното

е възможно само ако r=0. Следователно STM е само тогава равна Ha

Ε, когато т се дели "без остатък на g Да намерим реда на субсти-

туцията S% Трябва да се намери най-малкото цяло положително число

μ, за което (5#)“ --5#"--Е. Последното равенство показва, че ἄμ трябва
да се дели на g. Ако d е общият най-голям делител на числата #, g,

10 k=kd и g=gd, като k, и g, ca взаимно прости. Ho частното Lid
o
“

kd{ и помеже трябва да € цяло число, то следва, че μ се дели
&1

Ha g,, Τ ̓ е. p=g, Така установихме, че редът на S* e равен Ha

е paBHO Ha

“

а

следователно само TOraBa e равен на g, когато а-1,т. е. R и g са
взаимно прости числа. В последния случай степените на S* ще са ед-

накви с тези на S. Достатъчно е да докажем, че всяка положителна
степен 52 на S e степен на “. Понеже g ий са взаимно прости числа,
известно €, че съществуват цели числа X и у, които удовлетворяват

уравнението :

kx--gy=p.

ДИ - Skx Sy =( Sk)\'_

2. Кръгови субституции. Една субституция се Hapnua кръгова

или циклична, ако замества всеки елемент със следващия го и послед-

ния с първия, T. е. субституция OT вида

S а, аз ... а1 а„)

а, a; ...aq, aj’

Отбелязваме и накратко с (@, @y ... ара а,) На първо място може
да се постави кой да е елемент: така например

(beda) - (сйаб) -- (дабс).

1. Всяка еубституция може да се представи като произведе-

ние на кръгови субституции, наречени цикли. За да покажем това,
достатъчно е да си послужим с един пример. Да разгледаме субсти-

туцията S от 9 елемента

μ

Но тогава

506



123456789
Ἢ )

456723981

Тази субституция замества елемента 1 ¢ 4, 4 със 7,7 ¢ 9 μ9 ς 1, Така

получаваме един цикъл (1 4 7 9). Елементът 2 се 3amectBa от 5 с 5, 5
с 2 и така получаваме HOB цикъл (2 5), след ToBa TpeTH цикъл (3 6)

и четвърти цикъл (8), състоящ се само ΟἹ един елемент. Следователно
можем да пишем .

8=(1479) (25) (86) (8).

Обикновено, ако са известни елементите Ha субституцията, циклите,
съставени само ΟἹ един елемент, не се пишат. От начина на извежда-
нето е ясно, че отделните цикли нямат общи елементи и като такива

са очевидно комутативни при умножение.

Редът на всяка циклична субституция е равен на броя на

влизащиате 8 нея елементи. Нека именно 5-(а, a, .. .aq,_, a,)
S? ще замества а; с @3, @y с Ay . .., йр-о С Qp, ал са), T. е. всеки

елемент а, с ад», като, ако 1-|-27> p, индексът се замества с остатъка

му по модул р; 5? замества а, с ад., U Τ ̓ H, а 452 замества а, с @,

т. е. 452 -- Ε.

2. Редът на една субституция e равен на най-малкото общо

кратно на редовете на циклите, на които тя се разпада, 8 случай,
че последните нямат общи елементи. Действително нека 5 се раз-

пада на циклите С, С, .. „Сь τ е. §S=C; С,... C, и циклите да
нямат общи елементи. Понеже С, са комутативни помежду си, то

5т-- Ο ... Cy и за да имаме STM=FE, трябва
Cm__céll_ . CZ!_ Е

- ΞΞ а а = 5

което е само TOraBa възможно, KOraTo т е KpaTHO Ha редовете Ha

циклите, OT което следва и предложението. |

Всяка кръгова субституция от два елемента се нарича транс-

позициИия.

3. Всяка субституция е или транспозиция, или произведение

на транспозиции. Действително всяка субституция е произведение на

кръгови субституции, а всяка кръгова субституция е произведение от

транспозиции, както се вижда от равенството

123...m=12013)...0m) ”

Обаче представянето на една субституция с транспозиции не е едно-

значно. Така например имаме

(13)12)(13)(12)=(12)(13)=(123).

Ho в сила e предложението.

4. Ако една субституция се представя като произведение на

транспозиции по няколко начина, MO броят на транспозициите за

всичките представяния е или четен, ила нечетен.

Нека субституцията Se ( 123...n )

а а,ав . .. ая

е представена като произведение на транспозиции

| 5-(6,с1) (6,с,) - . . (6,с,).
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133

Значи пермутацията аа,а; . . . @, се получава OT пермутацията

1 23...n като отначало сменим елементите й) и с, помежду UM,

сетне елементите д,ис, и T. н. и най-после елементите by и Cp По ле-

мата на стр. 17 пермутацията ааа . . .ал, ще бъде четна или нечетна,

ако съответно р € четно или нечетно Ччисло, Τ. е. четността или не-

четността на р ще бъде напълно определена.

Една субституция се нарича регулярна, ако циклите, на които се

разпада, са с еднакъв брой елементу, като се предполага естествено,

че два кои да са цикъла нямат общи елемерти.

5. Ако S е кръгова субституция ощ ред p, mo 51 е регулярна

субституция, състояща се om а цикъла, като d е общият най-го-
лям делител цари q.

Действително нека

5-(а,а,... ap).

Тогава в 62 получаваме отначало един цикъл (@, @14, Q 49, - « „) TAETO

всеки индекс, по-голям от р, трябва да бъде заместен с остатъка си

по модул р. Ако Ге броят на елементите в предния цикъл, то за да

се върнем към първия елеменвт a,, трябва да имаме

1+-ig=1-+jp,

откъдето ι':-ἰἐ’-- Ако р Η са взаимно прости, TO следва, че 75 ,

i=p, т. е. 87 е кръгова. "Ако p=p,d, g=q,d, като p, и ¢, са взаимно

прости, то ще имаме /-4фр, i=p,, d= Р ,т. е. & се съсТтОИ от d
;

цикъла, Така например за

А-(1234 56)

те имаме

$2=(1 8 5) (2 4 6), S=(1 4) (25) (3 6) 5:-(1 5 3) (2 6 4),

55.--( 6543 2), S=E.

6. Всяка регулярна субституция e степен на една KpBosa.

Нека регулярната субституция е

Ако поставим

U=(aay...a,bby...b,...5L,...10,)

S=Um

3. Подобни комутативни субституции. Две субституции се нари«

чат подобни, ако са съставени OT еднакъв брой цикли с еднакъв брой

елементи в тях. Както преди споменахме, субституцията 5)- 7 157

се нарича трансформирана на 4 посредством 7, или S, e спрегната

(конюгована) на S. Нека (abc . . .) e един цикъл на 5 и &y, by, €y, . - .

са елементите, с KOHTO се 3amecTBaT при прилагане на 7. Torasa 7!

замества а, с a, S замества а с b и 7 Замества b с b, така, че S, за-

мества а, с b,. Също S, замества ὅ, € ¢; и Τ. H, Τ. е. на цикъла

(abc .. .) в 5 съответствува цикъла (а,6.с; . . .) в 5). Оттук се вижда,

че 5, се получава от 5, като в циклите на последната субституция

очевидно
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извършим субституцията 7. Следователно 5 и 5) са подобни субсти-
туции. Така, ако ”

5-(1 2 3)(4 5), T=(1 3 4(2 5),

то Τ 1571--(3 5 4)(1 2). Обратно, нека S и S’ ca две подобни субсти-

туции. Тогава лесно може да се намери субституцията Т, която транс-

формира 5 B 8. Тази субституция именно замества всеки елемент OT

5 с елемент ΟἹ S, който заема същото място. Така, ако S=(1 2 3 4),
δ ́-- (8 41 2),

м Τ:(ἓ : ἶ 3):(1 3)(2 4).

Ще установим няколко лесно доказуеми свойства, От равенството

Τ ( Τ - Τ 5 7 . Τ ο

се вижда, че трансформираната субституция Ha едно произведение

е произведението от трансформираните субституции на множи-

телате. От

ST=T-YTS)T

следва, че ST e трансформирана субституция Ha 75 и следователно

ST и TS са подобни субституция. От предположението ST=TS

следва, че

иави ие Ти ὑ τδῦ,

т. е. комутативните субституции се трансформират с една cyo-

ституция пак в комутативни субституции.

Ще установим сега предложението :

7. Ако те цяло положително HUCAO, 83GUMHO просто с реда
на една субституция S, то има субституция T, за която

(1) T-18T=8" 2

Понеже ΟἹ предложението 2 следва, че редът на 5 се дели Ha peka

на всеки ΟἹ циклите, на които тази субституция се разпада, то т ще

бъде взаимно просто с редовете на въпросните цикли. Следователно

5т е подобна субституция на S, понеже всеки цикъл, повдигнат в m-Ta

степен, дава цикъл ΟἹ същия ред. [10 предните изводи ще има суб-

ституции T, които удовлетворяват (1). Можем да намерим всички тези

субституции. Именно нека 7) е една ΟἹ тези субституции. Тогава (1)
MOXe да се напише така :

«Т 157 --Т715Т,

откъдето получаваме

TT8=S8TT,,

1. е. субституциите S и 77, " ca комутативни. Hexa тогава U e xomy-

тативна субституция Ha S и нека U=TT,TM!, откъдето T=UT,;. Tasu

субституция удовлетворява (1), понеже имаме

(UT)-'SUT,= T, U'SUT,=T,~'ST,=S".

Следователно всичките решения на (1) получаваме, KaTO yMHOXUM едно

специално решение с всички комутативни субституции на S.
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4. Групи ΟΥ субституции. Един комплекс й от субституции на

дадени п елемента е група, ако като произведението на кои да са две

равни или не субституции от G принадлежи също на ΟἹ Ако S e еднва

субституция ΟἹ G, то видяхме, че има степен на 45“, която € равна на

Ε. Следователно субституцията единица принадлежи Ha комплекса G.

Понеже 4571-452-, то всеки елемент ΟἹ G има обратен 4571, който

принадлежи също на G. Следователно от основните постулати 32 група,

достатъчно е да бъде изпълнен първият постулат.

Очевидно съвкупността на всичките л субституции ΟἹ л-те еле-

мента 1, 2, 3, . . ., л образуват група, която обикновено се бележи с

S и се нарича симетричната" група. Лесно се вижда, че съвкупността

на всички субституции от л-те елемента, които се разлагат на четен

брой транспозиции, образува група А OT ред ” » наречена алте p-Р Py p 2

нативна група. Степените на всяка субституция образуват група,

наречена кръгова или циклична, на която редът е равен на реда

на субституцията.

По теоремата на Лагранж редът на всяка група от субституции

трябва да дели реда n! Ha симетричната група S.

Една група G ΟἹ елементи 1, 2, 3,.. ..л се нарича транзи-

тивна, ако субституциите й сменят всеки елемент / с всеки друг.

В противен случай тя се нарича интранзитивна. Лесно следва пред-

ложението: Една група е само тогава транзитивна, когато сменя

елемента Г с всичките останали елементи.

Действително нека а u b са два кои да са елемента от 1,2,3,..., п.

В групата ще има субституция S, която сменя 1 ¢ @, B субституция

T, сменяща 1 с b. Тогава субституцията 57!7 принадлежи на групата и

сменя а с b, с което предложението е установено. Нека S,=FE,S,,...,

S, да бъдат субституциите ot групата G, които не сменят елемента Ί.

Очевидно те образуват една подгрупа A. Нека 7, е субституция,

която сменя 1 ς 7 (1<j= n). Тогава субституциите ΟἹ G, които сменят

I ¢ / ще ca субституциите на комплекса G7,. Понеже ако U e суб-

ституция, сменяща 1 с j, то (/7-1 не ще променя 1, т. е. ще бъде

равна на някоя субституция S, от А. Ho тогава от U7,~'=S§, полу-

чаваме U=S,7,, с което се установява предното твърдение. Разлага-

нето на групата G по А ще бъде следователно

а-А-АТ7,-. . .+AT.

Оттук Следва непосредствено теоремата:
8. Редът на всяка транзитивна група от п-та степен се дели на .

Значи редът на всяка транзитивна група ΟἹ степен мл е най-малко

равен Ha л. Лесно е да дадем пример 88 транзитивна група от ред,
равен на степента й. Така цикличната група ΟἹ ред 7:

Е+5484. .. 81 S=(123 ... п)

€ транзитивна, понеже при всеяко /) 1< j=n, има субституция, KOATO

сменя 1 с / Това е именно субституцията „/-1.

Една транзитивна група G ΟἹ субституцдии се нарича имприми-

тивна, ако можем така да разпределим елементите й на повече OT
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една система, че със субституциите на ( елементите на една коя да е

система или да се разместват помежду им, или да преминават в еле-

ментите на друга система. Очевидно във всяка система трябва да има

еднакъв брой елементи. Ако G e от степен л, то можем да вземем 88

елементи числата I, 2, . . „п. Тогава, ако те броят на елементите във

всяка система, то всичките елементи могат да се представят в след-

ната таблица:

(Α’) al/ (12’, Е a/n,’
(A" а,” a), .. a4,

(A" a, M a”, .. .а„,

"

като у-- I .
т

Нека 7) - Ε, T,, T, ... T, са субституциите ot G, които раз-
местват само елементите на системата (A’). Очевидно те ще образуват
една подгрупа А на .

В групата на G ще има субституция V,, която сменява CHC-

темата (4) с една произволна друга система (40) от (1), което да
означим символично с равенството УДА”)-4, V,=E. Тогава очевидно

ще имаме и

(2) Т.. VAY=AD, k=1, 2, 3, . . ., Β.

Ако 88 някоя субституция S ΟἹ G имаме също S(A)=A", To бяхме
получили

SV (A)Y=Vi(40)= А,,

T. е. ' ͵ e една субституция T; измежду разглежданите и следова-
телно 4- Τ. Следователно съседният комплекс AV,
се състои OT всичките субституции на G, които транс-

формират (А7 в (A). Това можем да означим с равенство

AVLA)=(AD).

Ho всяка субституция S на G трансформира cucremara (А”) B една 0Τ

cucremure (1). Следователно S се съдържа B един OT KOMIVIEKCHTE

(3) AV, AV, AV, ... AV,

т. е групата G се разпада OTHOCHO подгрупата A на
комплексите (3).

Ако редът Ha G e равен на g, TO ще имаме оттук g==py H по-

неже л-ту, ще имаме й = ’ἶἹΠξἷ - Виждаме, че числото Mg e кратно на л.

Всички конюговани с А групи ще се дават с

(4) νγῖαν,, ViTAV,, Vi'AV, .. LV AV,

които очевидно не всички Ca различни.

Лесно се убеждаваме, че групата

А,- МЛАУ, A=A,
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се състои OT всичките субституции от G, които само разместват еле-

ментите на системата (40) помежду им. Тогава разрезът

D:(Av A, Αξυ ..)

ще се състои ΟἹ всички субституции на G, които всяка от системите

(1) трансформират в себе си. Може да се случи, че D=E, т. е. гру-

пите (4) имат само Е за общ елемент. Ако редът на D e равен на p,

то rpynure (4) съвпадат ¢ A и A e u. or. на G. Torasa A e една ин-

транзитивна група, сменяваща CaMO елементите Ha отделните CHCTEMH

помежду им, като системата (1) е нейната система на интранзитивност.

Ако една група й не е импримитивна, то тя се нарича прими-

тивна. -

5. Представяне на една група с група от субституции. Имаме

следното предложение :

9. Всяка крайна група G от ред n e изоморфна на

една група от субституции OT степен л.

Нека групата ( се състои от елементите

() A, Ay .. Ал

Ако А, е произволен елемент от редицата (1), то редицата

(2) 4,.4, AA, .. „А,А,

е еднаква с (1), понеже С е група, т. е. (2) представлява една перму-

тация на (1), която при A;=E е отлична ΟἹ (1).

Аво означим с

й А Ay .. A
S,=

AA AA, .. 4.4, Р

то получаваме Taka п субституции Sy, Sy, . . ., . AKO A; е единицата

Ha G, то 5:-- Ε. Субституциите S; са различни, защото OT A A=A,

следва, че A;=A; JlecHo e да видим, че те образуват група, изоморфна

на (. Действително, ако

АА,-- Я

то 5, сменя пермутацията (2) с

(3) А,А, 4,4,...4,4,,

която се получава от (1) с извършване на субституцията . Следжова:.

телно ще имаме

5535

с което твърдението е установено.

Да напишем всичките редици (2) 3a елементите A, /-1,2,. . 1

Така получаваме една таблица (Кейли),

А1А11 A2A1v .. AnAh
ΑΙΑΞ, Α2Α-2, - . .) ΑΠΑΞ’

ΑΙΑΗ, ΑΞΑΗγ .« -А) AuAm

512



6. Ред на разлагане на симетричната група. Задачата да се на-

мери редът на разлагането Ha една” група е доста сложна. Ние ще

изследваме разлагането на симетричната група, което ще HMa

важно значение нататък. Симетричната група 8 от л елемента съдържа

“
т субституции, а алтернативната А има - субституции. А е под-

група на 8 с индекс 2. Ако Те коя да е субституция от S, то понеже

комплексът T—'AT се състои пак OT четни субституции, то той е равен

на А. Следователно A e и. пг. на S и понеже индексът е прост, тя е

максимална.

При n=2 имаме А- Е и имаме реда на разлагане

5, Е

с индекса 2. Групата 8 е метациклична.

При n=3 групата A e от трети ред, Τ. е. OT ред, който е просто

число. А има само истинска подгрупа Е и ще имаме за S реда на разлагане

5, А, Е

с индексен ред: 2, 3. Групата 8 е метаниклична.

При n=3 да разгледаме комплекса

B=E+(12)(34)+(13) (24)+(14) (23),

3a KOHTO лесно се проверява, че представлява rpyna. Понеже B се съ-

стои ет субституции, съдържащи четен брой транспозиции, то В е

подгрупа на алтернативната А, дадена с

A=E-(12)(34)+(13) (24)-+(14) (28)+(123) + (134)-+

+(243)+(142)+(132)+ (234) +(124) 4 (143).

Разлагането Ha A o B e следното ;

A=B+B(123)+B (132)

JlecHo се вижда, че B e и. пг. на A и Ha S, понеже всяка конюго-

вана на В подгрупа 8 ще има три субституции по два цикъла, следо-

вателно ще е идентична с B, понеже други субституции от този вид

няма в S. Ве M. и. пг. на А с индекс 3, просто число.

Групата

C=E+(12) (34)

е една M. H. пг. на В и TakKa получаваме pena на разлагане

5, А, В, С, Е

със съответния индексен ред 2, 3, 2, 2. З и А са метациклични, Вместо

С може да се вземат групите

С,--Е+(13)(24) C,=E+(14)(23).

При n>4 се получава съвсем различен резултат. Именно имаме

теоремата:
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10. Алтернативната субституционна група A от
степен n>4 е проста. Следователно за симетричната

група 8 имаме реда на разлагане

9, А, Е

1
с индексен ред: 2, Trz!.S ИА не са метациклични групи.

Ще забележим, че цикличните субституции от нечетен ред се съ-

държат в А, понеже, както вече видяхме отначало, те са произведение

на четен брой транспозиции. Нека U да бъде и. пг. на А. Последова-

телно ще докажем отделни предложения, от които последното дава

изказаната теорема.

А. U не съдържа цикли (кръгови субституции) от трети ред.

Β. U не съдържа субституции, в представянето на които MO цикли

да фигурира цикъл с повече от три елемента.

C. U не съдържа субституция, в която, разложена на цикли, да

влиза цикъл от три елемента.

D. U съдържа само субституцията Е.

Доказване на A. Ако U съдържа един цикъл (123) и ако

(m ра)е друг произволен цикъл от трети ред то А ще съдържа

поне една от субституциите

S:(l 2 J)’ T—_—(l 2 3)-

тра „мъдр “

Понеж U e μ. пг. на A, то U ще съдържа поне една ΟἹ субсти-

туциите

571(123)5<(трд),

1-1(123) T=(mqp)
и във втория случай също (mgp)?=(mpq). Това показва, 16 U съдържа

всички кръгови субституции (τ. е. цикли) от трети ред. Но тогава U

ще съдържа произведенията на циклите от трети ред и по формулите

(ab) (ас)- (абс),

(ab) (cd)=(abc) (аас)

ще съдържа произведенията по четен брой транспозиции. Следова-

телно U e равно на A, а не истинска подгрупа.

В. Да допуснем обратното Ha тази точка. Тогава U ще съдържа

субституцията S, дадена с

S=(123...p)L,

гдето p > 3, L e произведение Ha другите цикли или L=F, ако няма

такива. Torasa, понеже U e и. nr. на A, то U ще съдържа субституцията

(123)-145 (123),

следователно и СубСТИТУЦИЯТН

5-1(123)15 (123)--

-(р...321)11(132)(123...р) 4(1 2 3).
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Понеже елементите 1, 2,..., рне влизат B L, то може да се раз-

местят местата на L и , на които произведението е равно на E,

така че горното произведение става

(p...321)(132123...p) (123)-( 2 4).

Така достигаме до заключение, че U съдържа цикъла (1 2 4) от

трети ред, което е невъзможно по A.

C. Ако в U имаме субституция S, в представянето на която ΠῸ

цикли влиза един от трети ред, то по В другите цикли на 8 могат да

бъдат само от втори или трети ред. В ? влизат само цикли от трети

ред и по А. трябва да има поне два такива. Нека следователно

52-(12 3) (4 5 6)L,

гдето L е произведение на другите цикли. Но тогава U като и. nr. на

А съдържа субституцията

(14 2)71 52(1 4 2) “

и следователно и субституцията

| 5-2(1 4 2)182(1 4 2) =

=(132) (465) 177 (124) (123) (456) L (142)=(14235).

U ще съдържа значи един цикъл OT пети ред, което противо-

речи на В.

D. Ако U съдържа субституция S, отлична ot E, то Β 4 могат
да влизат по Β. и C. само Транспозиции, и то естествено в четен брой.

Нека 5 съдържа само два такива, например

и 5-(12) (34).

Понеже 7>>4, ще има поне един още елемент 5. Тогава, понеже
О еи. пг. на A, тя ще съдържа и субституцията

(125)-1 S(125),

следователно и СубСТИТУЦИЯТЗ

5а 2 5)л 5(12 5)-(12) (34) (152) (12) (34) (125)=(152),

т. е. един цикъл от трети ред, което по A. е невъзможно.

Нека обаче 5 съдържа повече от два такива цикъла, т. е. нека

5-(1 2)(3 4)(5 6) L,

гдето L е произведението на другите цикли. Понеже U e и. пг. Ha A,

то тя ще съдържа субституцията (1 3 5)7145(135), също и субсти-

туцията

S-1(1 3 5)7145(1 3 5)-

=(1 2)(3 4)5 6)7-7-14(1 5 3)(1 2)(3 4) (5 6)L(1 3 5)=(1 3 5)(2 6 4),.

което по C. e невъзможно.

7. Линейна група ot субституции. В много въпроси от теорията

Ha групите е полезно да се въведе аналитично представяне на суб-

ституциите. Нека

(Ο 12...1-1
S= abe... ἰ )
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е произволна субституция на елементите 0, 1, 2,...,n—1. По форму-

лата на Лагранж можем да построим полином f(2) от степен, най-

много равна на n—1, който за #2-0, 1,2,..., n—1 взема съответно

стойностите @, b, с,..., . Тогава 5 може да се пише накратко така:

s~ Да)
По-удобно е да се вземе друг поливом, на който остатъците на стой-

ностите My по модул л npuz=0, 1, 2,...,n—1 са числата а, b, c,...,L

Torasa 5 може да се пише Taxa:

Ν

2()¢ ()
или по-кратко Ζῳίδ)!.

Не ще разглеждаме общия случай, а ще се спрем Ha - специална

класа субституции, при които полиномът ¢(Z) € OT първа степен, T. е.

φί(ζ)--αξ- , а и b цели числа, а > 0.

Нека а е взаимно просто с п. Тогава, когато г взема стойностите

0, 1, 2,..., 1--1, изразът az+b, както знаем, взема стойностите на

една неконгруентна система числа по модул n. Следователно остатъците

им ще бъдат същите цели числа от 0 до n-—1, но въобще в друг ред.

Същото е B сила, когато # взема стойностите на KOSl да е неконгру-

ентна MO модул п система числа. Значи при @, взаимно просто ( 7,

ще разгледаме субституции от вида

|z а«+6,

които ще бележим с S, „ Очевидно можем да се ограничим на 0<8<я,

понеже ако b == n, ще Заместим ὦ с OCTaTbKa му / IO л и тогава имаме

Sa,b= a,r

Лесно се вижда, че всички субституции S, „ гдето а B3eMa 88 стой-

HOCTH всички прости с 71 числа и по-малки ΟἹ 7, а b-— стойностите o1,

9,..., n—1, образуват rpyna ot ред ng(n), гдето @(n) е индикаторът

Ha п, наречена главна линейна rpyna. Действително първо CYO-

ституциите S,, са все различни. [loHexe от

Smb:Sc,d

следва при 2=0, 1, 2,...,n—1,

az+b=cz+d (mod n).

Специално при z=0 получаваме b=d, т. е. b=d, и при z=1 по-

лучаваме а ==, отгдето а-с.

За произведението на две субституции ще имаме

Зь 5,.«Ξ Ζ а2+6|. lycy+d|=

=|zaz+b .| az+bc(az+b)+d|=|zacz+bc+d|

Следователно

( 15) Sa,b . Sc,d = Sac, bt 4»
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гдето вдясно индексите трябва да се заместят с остатъците им по
модул n. Понеже а и с са проси с л, то и ас е просто с 7, така че
в лясната част субституцията принадлежи на комплекса, Τ. е. послед-
ният e група. Единицата е S, - #.

Ако a=1, #-0, 1, 2,...,n—1, то

Зь Ὶ 2 24+b|=8 гдето S=|z 2-1|.

Следователно цикличната група

Ε, S, 53,...,461-1

е подгрупа на линейната.

Също при 8-0, d=0 от (11) имаме

Sa,O S:,O:Sa;,o’
Τ. е. субституциите S, » Гдето а B3eMa за CTORHOCTH всички прости с 7
числа, образуват една подгрупа ΟἹ ред ¢(n).

Пример: n=4. а взема стойностите 1 и 3, а b — стойностите 0, 1,
2, 3. За линейната група имаме

Зь | 2 z+b|=(1234p,

З |2 32+b|=|z 32|.13z 32 +b|=(13) (1234).

Следователно тя ще бъде

E-+(1234)+(13) (24)+(1 4 3 2)+(13)-+(14)(23)+

+(24)+(12) (34).

Глава П

Полиноми, принадлежащи на една група от субституции

1. Връзка между реда на групата и броя на стойностите на
функцията. Нека f(x;, Ха,...,«Х.)е един полином на независимите про-
менливи хХ), Ха,...,Хха. Върху променливите х, да извършим субститу-

цията

/123...n >
S=

αβγ...ε

Тогава полиномът ἔ(Χι)» ЖХа,...,Ха) ще стане равен на

Фф(Хр Χαν...») Хи)- ХХа Ха Χψν.ν. «,).

Ако алгебрически полиномът фе равен на / т. е. имаме идентично

Л(Ха Хае ча x)=F(X15 Χα,...» Жи),

то казваме, че 5 не променя полинома.

Нека 5)- Ε, S,,...,S,, са всички субституции, които не променят
полинома f. Тогава лесно се вижда, че те образуват една група G, която
казваме, че принадлежи на /. Действително, ако извършим една суб-

ΟΤΗΤΥΗΜΗ Sy, то / не се променя, т. е. / взема стойност f,=f. Ако сега
приложим субституцията Sy, то /, се обръща B f=f. Следователно S, Sg
изменя / B /.-/ Τ. е. ще бъде някой S, 1</< т.
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Така на функцията |

1) Л(хр Хъ Ха Xg)= Χ χο Ха

принадлежащата й група е

Ω) A= E+4(12)+(34)+(12)34)+(13X24)+(14X23) +

+(1324)+(1423).

На симетричните функции групата e OT BCHUKH субституции, €TO

защо последната се нарича симетрична група. На алтернативните функ-

ции е алтернативна група.

Нека

е групата на една функция f(x,, Хо,..., Ха). Ако m<n!, то ще има субсти

туция T, KOATO променя стойността на /- / B друга f,.

Тогава субституциите от комплекса

(4) а7, #2

ще изменят /, в f, и само те ще бъдат с това свойство. Действително,

ако U e такава субституция, то субституцията (/7,! не ще про-

меня f,, Τ. е. ще принадлежи на G. Следователно ще имаме

UT =S,

отгдето U=S, T, Taka ще имаме нови m-cy6cturyunu (4). Ако 2m=rnl,

то функцията f ще бъде двузначна. B противен случай ще има субсти-
туция 7T, която изменя f, в нова стойност f; и същото ще правят

всички субституции от комплекса G7, Това са също единствените

субституции CBC CBOHCTBO да променят Л Β /;. Продължавайки така,

стигаме до общото заключение: Нека ДЛ, /.,...,/ са BCHUKH ” въз-

можни стойности на функцията f(x;, Xa,...,X,) Ако Т. Т.,...А Τ, са
субституции, които изменят /) съответно в . Л,...,/., TO всички n!

субституции могат да се представят в следната таблица:

GT;S, 5а, S

Θ GT2,S T2, S, Тд, а Г

GT, ,s, Т„ S2T,, ST

където Т) -4)- Ε. Очевидно два комплекса G7, аТ., i=j нямат общ

елемент, така че ще имаме

л!
rm=nl r=-—~-

m

11. Следователно броят на различните стойности на полинома

f e р-.вен на индекса на групата му. Да намерим групата на Л. Нека

S e субституция, която принадлежи на групата (, на тази функция.

Т, изменя Л и /,; S не променя ᾧ u T7' f, с f, т. е. субституцията

Т.5 Ту
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не променя /, следователно ще бъде равна на някоя субституция S,

от G, т. е.

Оттук лесно получаваме S=T7;15,7,

- Следователно групата (, на f; е равна на

TG T,

Taxa nanpumep 3a функцията (1) umame: с транспозицията σ,--(29)

функцията / B3eMa нова CTOHHOCT

Ξ а Χοχρ
на която групата ще бъде

σΣ ΊΑσθς- E+(13)+(24)+ (13(24)+-(12)(34)+
+a(14)(23)+(1234)+(1432).

Със 03=(24) тя npuemMa HOBa CTOHHOCT

J3= XX+ Ха
Ha която групата ще бъде

| oy Ав- Е--(14)-+(23)4-(144(23)--

+(13X24)+(12X34)4-(1342)+(1243).

Hexa полиномът f(X;, Xg,...,Xs) има / CTOHHOCTH:

(6) Рне
Да разгледаме една цяла рационална симетрична функция на стой-

ностите (6):

S(fy=S(fvs Рн)
Ако заместим функциите /, с изразите им спрямо X, така ще по-

лучим една рационална функция на променливите X, която ще бъде
и симетрична, понеже разместването на тези променливи помежду им

е еквивалентно с разместване на полиномите f;, при което S(f) не се
изменя. Следователно S(f) ще се изразява като цяла рационална функция

на елементарните симетрични функции с, на променливите X, Така по-

лучаваме теоремата :

12. Всички стойноста Л, /.,...,./. на edun полином

Л(ъ Χαᾳ,...7) Ж)

ще бъдат корени на уравнението от г-та степен

f+a fr14...+a=0,

8 което коефициентите а, ca цели рационални фукнкции на елемен-
тарните симетрични функций Съ Саз, .. - 4, Cn На променливите

Χι, Хееу Xne

Интересно е да се знае какъв може да бъде броят / на стойностите .
на една рационална функция от л променливи. Или което, както ви-

дяхме, е все едно, какъв е индексът / на гррпата от n-Ta степен. При
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n>4 пръв Коши установи, че ако r>2, то и r=p, гдето р е най-

голямото просто число == 7. По-сетне Бертран (1845) основавайки се

на един аритметичен постулат, доказа при n>4, че при /7>2 имаме

r=n. Опростено доказателство, неизползуващо този постулат, даде

Сере (1850).

2. Полиноми, принадлежащи на една група, и теорема на Ла-

гранж. Видяхме, че на всеки полином принадлежи една група. Ще
установим, обратно, че за всяка група G съществуват полиноми, които

не изменят стойностите си само за субституции, принадлежащи на G.

Да разгледаме линейната функция

и:а]Х1+а2х2+ ... +апх„,

където числата 0, #«.;...,«, са различни помежду си, а променливите

Хр «Хз,..., Х„ предполагаме, че са линейно независими, Τ. €. релация OT вида

(1) βι Χ Έ βο Ха ... +BaXn=0
е само тогава възможна, ако всичките числа В,, Ва,...,В, са равни на
нула. Като разместваме променливите Χ Xp,...,Xn ПО всички възможни

начини, и ще приема все различни стойности, понеже предположението, че

две стойности на и са равни, би довело 10 равенство OT вида (1), в което
поне едно OT числата By, Ва,..., Вл е отлично от нула, което е невъзможно.

Нека

е групата и 4, йо,...,й, са стойностите на I, като прилагаме субсти-
туциите на О. Тогава полиномът

Ф(Хъ Хаеу ЖХа)-- й Ug.. .Uy,

ще принадлежи на G и всяка субституция, KOATO не принадлежи на

G, ще променя алгебрически полинома ¢. Я-но e, че можем да построим

така безбройно много функции с това свойство. Съществува важна
теорема на Лагранж, която дава връзката между отделните функции,

която теорема гласи:

13. Ако групата на една рационална функция ф на промен-
лавите Xy, Ха,-.., Ха CBOBPICA групата на друга рационална функ-

ция 9, то ф се изразява като полином ча ῳ с коефициенти, който
са симетрични рационална PYHKUUL на променливите Xy, Хеу Хп

Нека G е групата на функцията ¢. Тогава, както видяхме, всички

п! субституции могат да се представят с

G-+GTy+GTy+ ... +GT,,

гдето Ty, Ty,..., Tp H3MEHAT ф --ф във Py P3,...,Pp- Всички тези стой-

HOCTH на ¢ са корени на уравнението

F(2)=(z—91) (2--ф)...(2-9ф,)-0
с коефициенти, които са симетрични функции на променливите. Понеже

групата на ф съдържа G, то субституциите на тази група не ще я про-

менят. Нека ¢, фз,...,фр ca стойностите (He винаги всички различни),
които взема ¢,=(, като й приложим субституциите Ty, 75,..., Tp. Ако
(φ Ф)) е рационална функция на φ; и ф TO всяка симетрична функция на

А Β.
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ще бъде симетрична и на променливите х, понеже на разместването

на последните ще отговаря разместване на /. Но тогава сумата
Р

ш Е(г) 1

D=3 4 F @z—9;

=1

ще бъде симетрична фУНКЦИЯ на променливите х, отгдето следва, че

ще имаме

Ф (2)-- ДгР AP+ Ауе .. + Ар-ъ

гдето A, са симетрични Ффункции на Хур Хе..., X, По формулата на

Лагранж при zZ=¢, имаме

Ф (ф,.)--фь

с което теоремата е доказана.

От тази теорема следва, че ако две рационални функции имат

една и съща група, то те се изразяват рационално една чрез друга,

като коефициентите са симетрични функции. Обратно, ако две функции

се изразяват рационално една друга T. е. ф-Жц+) и =R, (Φ), то гру- -

пата им е една и съща, понеже субституциите, които не изменят едната,

не изменят и другата.

Нека на независимите Ппроменливи X;, Хо-...,Жя В полинома

7(χι, Хае Ха) дадем п сПециални стойности Gy, Gpy...,Gn (зависими
променливи, числа и пр.); така полученият израз / (Съ ζ2ν...» ζη)ὴ ще

наричаме полином 8 специалните стойности. Heka

Г (ъ Χα,..., Хн) посредством субституцията S премйнава. в поликнкома

Ф(Хр Ха ..» Χρ).

Ако между специалните стойности С имаме връзката

].(Ср .. ζπ):φ (ζν---, ζπ),

TO полиномът на ΜΤΘ специални стойности /(бр...,б,) не ще изменя
числено своята стойност. Може формално f(xy,..., Хл) като поли-
ном на независимите променливи х;,..., Ха да се измени.

Така например, ако §,, §, са независими променливи, HO

Б ( ῳ,
то изразът

“ ζΙ ΝΗ Cs

€ числено равен Ha изразите

1
с» ς Ἐζ, - θς 5 (ζιτ-τῷ

и други, които обаче формално (T. е. като считаме ζ,» ζ2. Сз като неза-

висими променливи) са все различни. Лесно е да се провери, че само

субституциите

Е, (132)

. (ἢ)
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не изменят числено (4--С;. Видяхме, че субституциите, които не изменят

формално един полином, образуват група. Обаче същото не е въобще

валидно за всички субституции, които числено не изменят един полином.

Така субституциите (7) не образуват група. Имаме обаче теоремата

14, Нека G е една група от субституции и нека

р ζανενοζη са п различни помежду CH количества (незави-

сими променливи или специални стойности); тогава

има полином f(Cy,..., &), който принадлежи на G, т.е.

който не си променя числената стойност само за суб-

ституции, принадлежащи на G. Полиномът / може да се

избере с коефициенти, които са цели числа.

Да разгледаме линейната форма Ha С:

¢ =G+t Бу ξ .. Р

гдето Е отначало не е определено. При всички възможни размествания

на ζφ ще приема m=n! стойности:

Фъ P25 Фле

" Условието две стойности ф, M ¢, да бъдат равни се изразява с

едно уравнение спрямо Е най-много ΟἹ n—1-Ba степен:

(8) Фл-фа--0,
.

в което не всички коефициенти са равни на нула. Всички такива урав-
нения (8) имат най-много

-10559 (--ἢ

корени £, т/е. краен брой. Ако на ἐ дацем стойност, равна на кое
да е цяло число, отлично от. корените ἔρ, TO очевидно функцията ф

ще приема все различни стойности.

Нека от субституциите на G функцията ¢ приема стойностите

(9) фь Фе Фр
гдето g e редът η . Ако върху (9) приложим субституции от G,

то ¢; променят само реда си. Приложим ли друга субституция, непри-

надлежаща на (, то те се изменят. Ако следователно приложим върху

полинома на х

F(x)=(x—¢1) (x—@g) .- (x—2p)

субституции ΟἹ G, той не се изменя. OT други субституции той се

изменя в други полиноми. Нека всички тези полужени полиноми са

F(x), Е (х),...,Е(х).

Тогава полиномите (броят на които е краен)

Е(х)-#5(х)Е(х)-Е,(х),...,Е(х)-Е,(х)

не са идлентично равни на нула и следователно можем на X да дадем

както по-горе, стойност Хь равна на цяло число, така че числата

. #Е(ж)--#,(х,), ( ) - 2 (%), ., F(x0)—Fo (хо)
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да бъдат всичките отлични OT нула. Но тогава полиномът

F(x)=F (%03 Бъе ба)

не се изменя числено само от субституцията на ( и има цели коефициенти

3. Полиноми, принадлежащи на една линейна група. Да pas-
гледаме случая, когато 7 е просто число, Нека ге примитивен корен

на конгруенцията

x"—1=1 (mod п)

B да разгледаме субституц 14Te

Те |2 γἱ2}, #-1, 2,..., n—1

Тъй като остатъците от делението на

ri,i=1,2,..., n—1,

с п са числата ΟἹ 1 до n—1, то очевидно 7, ca субституциите

ΙΖ az'=Sa.0’

гдето Ha а даваме стойностите 1, 2,..., n—1. Произведението Ha суб-
ституциите Т, със субституциите

.е [22 -Ἐὖ], 6-0, 1, 2,..., n—1

дава линейната група ΟἹ ред n(n—1).
Сега ще построим полином на променливите

xov Хъ Xn—1p

който принадлежи Ha линейната група. Нека « e кой да e корен Ha
2

=0 и да образуваме полиномитеуравнението

ΧΙ':(ΧΟ-{-αΧΙ + ... —f"“n_l x,,_l)",

Xo=(%oFox, 4 ... 0И X(p_1) )"

Ха-а =(хо+о:х,“-2+ .. o=l X(,,_l),n—2)”.

Явно e, че 7, TH пермутират кръгово. 3a да видим влиянието HA |
5 Ще им дадем подходяща форма. Така Хоца, даден с

Xot1=(xoFax+ ... 47 Ж (n—1))",

преобразуваме по следния начин: да намерим такова число A, че да
имаме #/? <з 1 (mod n). Оттук получаваме

h= =1,

n—l=—p

отгдето ай-а” -В, В e пак корен Ha дх"-1. Ho тогава членът

ahx,” става Вхь а общо членът «”х.? става равен на "X, ако по-
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ставим /? е т, κ Ξ тт-1-Р, o*=fm Следователно X,;, upHema

формата

Xop1=(xp+px1+B2xg+ ... +B* 1 ха-а)”,

гдето е ясно, че полиномите X; не се NPOMEHAT OT субституциите на 5 ..

Тогава полиномът

МЕ=(Х1+Ш;Х2+ А -}-ωἱ“-'-’ Xn_l)n—l,

гдето ш, € корен Ha x"~'—1=0, ще принадлежи Ha линейната rpyna,

понеже субституциите от нея или не ще изменят полиномите X, или
ще ги пермутират кръгово, при което /М, не ще се пак променя. Ако

са известни стойностите на функциите M, i=1, 2,..., n—I1, Τὸ or

уравненията

п-1

X+ (!),-X2+ .. +ш[п-2 Xn1= VM’

лесно намираме CTOHHOCTHTe на X,. Taka ще имаме следната Teopema:

15. Ако Хр Χιν...» Xn—1 Са корени на алгебрично урав-

нение H полиномите

Mi’ i=1, 2,..., n—‘l,

ca алгебрично H3BECTHH, TO уравнението € решимо ал-

гебрически. :
Действително от уравненията

X+ Bxy+ .. P χ τ Хуъ p=0, 1, 2,..., n—2,

Xo+ X1+ е.. Έ X =—4,

гдето A e коефициент Ha х"-! B даденото уравнение, по познат Beye

път намираме корените Xp.

4. Исторически бележки. След дълги опити на математиците да

решат алгебрично уравненията от степен, по-висока OT четири, в 17.8 г.

италианският учен Паоло Руфини установява, че общите такива урав-

нения са нерешими алгебрично. Доказателството ὰ Руфини не е било

пълно. Строго доказателство на въпросната нерешимост дава Абел

(1802--1829), прочут норвежки математик, който е дал основни работи

в разни области от математиката. Отговор на открития въпрос за усло-

вията, на които трябва да удовлетворява едно уравнение, за да бъде

решимо алгебрично, е дал Еварист Галоа (1811--1832), един от най-

крупните математици на човечестнвото. Теорията на Галоа играе ръко-

водна роля в съвременната математика.

По-нататъшното развитие на теорията на групите, основите на

ΚΟΠΊΟ са в работите Ha Галоа, e направено ΟἹ Жордан, Силов, Фробе-

ниус и в най-ново време OT съветските алгебристи начело с ЩШмит. Те-

орията на Галоа получава по-нататъшно развитие с фундаменталните

резултати на съветските математици Н. Г. Чеботарев, Б. Н. Делоне и др.
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Глава Ш

Теория на Галоа

1. Група на едно уравнение. Както ще видим по-нататък, на всяко

ypaBHeHHe в една дадена област на рационалност отговаря една група

от субституции, KOATO го характеризира в известно отношение. Именно

ΟἹ свойствата на тази група, откритието на която се дължи на Галоа,

зависи алгебричното решение на уравнението. Нека

(1) f(x)=0

€ ypaBHeHHe OT 7-Ta степен с корени Xy, Xg,..., Ха KOHTO са BCe pas-

лични помежду CH, и с коефициенти, принадлежащи на една област Ha

рационалност R. Както видяхме (B теорема 21) съществува цяла ра-

ционална функция V от корените, например

И -ах аХа ... +алХа

гдето а, са рационални числа, която взема все различни стойности:

(2) νι, Vz,..-, V”" т:п!,

когато разместваме корените помежду им по всевъзможни начини. Ще

установим отначало една OCHOBHa теорема, дадена от Галоа,

16. Корените x; Х.,..., Хл Ca рационални функции на

Г с коефициенти, принадлежащи на R.

Нека в една стойност V, на V да оставим x; на постоянно място,

а да разместим Ха Xi,..., X, Ппомежду им по всевъзможни начини.

Така получаваме 2 на брой стойности на V), именно

(3) ῳ Ха Vi #-(л-1)!.

Тези стойности ще бъдат корени на уравнение, коефициентите на

което ще бъдат симетрични функции на корените на

#2) 0
X—X,

и следователно ще бъдат рационални функции на χι. Heka означим

това уравнение с

(4) cp(V, χ )τξῦ,

гдето ¢ е полином на V и x,. Следва, че уравнението

(5) φίν,, x)=0

има общ корен х; с (1). Уравненията (5)и (1) не могат да имат други
общи корени. Понеже ако ха уловлетворява (5), то бихме имали

(6) ¢ (V1 ха)--0.

Ho уравнението

Ф(У, ха)-0
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има за корени стойностите на () които получаваме, като заместим X,

с X, и всички ще бъдат отлични от V7, T. е. (6) е невъзможно. Общият
най-голям делител на f(x) и ¢(V,, х) ще бъде от първа степен, OT-

гдето следва, че X, ще бъде рационална функция на V. Подобно и
Хаз.... Ха ще бъдат рационални функции на V), с което не само се
доказва теоремата, но се дава и начин за намиране на тези рацио-

нални функции. '

Нека сега

() . W(V)=0

€ уравнението, на което KOpeHWTe ca стойностите (2).

[To Teopema 19 коефициентите на TOBa ур BHeHHe принадлежат Ha

областта R. Понеже V..., К„ ca рационални функции на Xy..., Xn

които OT своя страна са рационални функции на V), TO корените

на (7) са рационални функции на единия OT ΤΗ͂Χ.

Ако уравнението ФЕ (V)=0 е разложимо в областта R, нека ф(У)
е един неразложим множител на W(V) и , V,,..., V, да бъдат коре-
ните на уравнението

(8) $(V)=0.

Видяхме, че корените Ha (1) MoraT да се пишат

жмК (V1) =Ry (У1),..., Ха В (У1),

гдето R; са рационални функции. Лесно се вижда също, че числата

(9) Ry (Vi) ( γ.... Ra(V),

гдето К. e кой да e корен И V, ..., V,, също ca xopenure xl',
Ха .. Хаъ CAMO че B друг ред. Действително, понеже R;(V,) e корен
на (1), т. е. 8,( У)) |--О0, то уравнението "

а

има общ корен ὶ с неразложимото уравнение (8), отгдето следва, че
то ще се удовлетворява за всички негови корени. Редицата числа (9)
са корени на (1). Остава да се докаже, че са различни помежду CH.

Нека допуснем обратното, например R;(V,)=R{V,). Уравнението

R;(V)—R;(V)=0

ще има общ koped К. с (8) и следователно ще допуска за корени

всички негови такива, отгдето специално ще имаме

в.(УМ)-В(У)-0,

което е невъзможно, понеже Χ, ΞῈ X,

Така получихме, че корените X,, X, ..., X, могат да се предста-

вят с кой да е хоризонтален ред на таблицата
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R(V1) К,(Ур....К.(У),

Ri(Va) Ry (Уа),..., . (У5),

Rl(Vv)7 R2(Vv) L ’R" (Vv)'

Taka получаваме у пермутации Ha корените, които HeKa означим с A,,

A, ..., A, Две пермутации са виниги различни помежду CH, понеже

иначе би трябвало изразът.

X1+ ... + йлХа

да представлява едновременно две стойности на V. Нека с

(11) 51-- Е, S,..., S,

да означим субституциите, които CMeHST A, съответно с A;, A,,..., A,

Ще докажем, че субституциите (11) образуват група.

Видяхме, че

(10)

17 9/: ( Vl)’

гдето 0, e рационална функция. Заместването Ha V; B първата редица
на (1) с 0,(V,) е еквивалентно на извършване на субституцията S.
Значи S, дава пермутацията

К. (0, Vi) К. (0 V1), ..., R,(B V1),

гдето 3a простота e писано вместо 8 (V) camo 6, V. Ако cera извър-
шим субституцията S, TO трябва да заместим V, с 6, . Taka, npu-
лагайки субституцията S, S, от пермутацията A, ще получим пер-
мутацията

Ry (929, V1), К. 0,.8, У1),...,8.(0.0, Δ}

Понеже Фф(0, V,)=0, то уравнението

$[8(V)]=0
има общ KOpeH с неразложимото Ууравнение (8), Τ. е. ще допуска

всички негови корени. Следователно

което показва, че θμθ, И, e някой корен 6, Г) на (8), отгдето заключа-
ваме, че S, S5,=S,, Τ. е. субституциите (1!) образуват група от ред v.
Тази група Galois нарича група на уравнението в дадената οὔ-
ласт на рационалност. Ние ще я бележим с Г.

2 Свойства на групата на едно уравнение. Групата на уравне-

нието притежава свойство, което я характеризира напълно. Именно

имаме теоремите :

17. Всяка рационална функция U от корените на

уравнението (1), която не се променя числено ΟἹ суб-
ституциите на групата Г, принадлежи на областта на

рационалност Д
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Функцията (/ може да се изрази рационално посредством един

корен, например Г) на (8), т. е.

гдето ф е рационална функция. Понеже (/ не си променя стойността

ΟἹ субституциите на Г, които са еквивалентни на сменяване V, с И),

УМ..., V., то ще имаме

U=9(V))=9(Vy)=... =¢(V),
T. €,

U=+ lo(V)+ .-+ (Vo)

което показва, че (Л e симетрична функция от корените Ha (8) и сле-

дователно ще бъде рационално известна, T. е. ще принадлежи на οὔ-

ластта P.

18. Една рационална функция от корените на (1),

която се изразява KaTo число от областта R, остава

числено непроменена от субституциите на групата Г.

Нека изразим във функцията корените посредством V. Тогава,

понеже функцията има числена стойност, принадлежаща на R, то ще

имаме

гдето ф е рационална функция, а а е число ΟἹ R. Ho тогава уравнението

p(V)—a=0

uMa общ корен К) с ypaBHeHHeTO (8) и последното € неразложимо ;

ще имаме

ф(И,-а-(, i=2, 3,..., v,

T. е. Ф(И)--Фф(Уа)--...--Ф(У,), което показва, че ф не се изменя OT

субституциите на Г.

19. Няма други субституции освен тези, които при-

надлежат на Г, които не изменят числено всяка рацио-

нално известна функция от корените. Да разгледаме дей-

ствително функцията

(«-- V) («-- У5)..4(«-- V),

гдето « е рационално число. Тя не се изменя за субституциите от Г, но,

както по-рано, виждаме, че може « така да се подбере, че тя да се

изменя за всяка субституция, непринадлежаща на Г.

20. Групата Ге транзитивна или интранзитивна спо-

ред това, дали уравнението /(х)-0 е неразложимо или

разложимо.

Да допуснем, че групата Г на неразложимото уравнение (1) е

интранзитивна. Тогава Г замества елемента х) с Xy, Xg,..., Хр ΓΆΘΤΟ

p<n. Тя ще пермутира тези корени помежду им. Действително нека
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Т замества х, C X, ¢=p, m>p, и нека U замества X, с X, Тогава

Г съдържа субституцията (/7, която замества х) с X,, T. е. X, ще се

намира между горните елементи. Всяка симетрична функция на

Хь Xgp o Χρ

не се изменя ΟἹ Г и следователно е рационално известна, отгдето

следва, че f(x) допуска за делител

(x—x)(x—x9)...(x—x,)

с коефициенти, принадлежащи Ka областта R, KOETO е HeBB3MOXHO.

За да установим обратната част, нека допуснем, че f(x) има

делител

2(х)-(х--х1)...(х--х,), r<n

с рационално известни коефициенти. Ако Г е транзитивна група, то

има субституция S OT нея, която сменява X с х,, (>/. При прилагане

на 5 множителят X -- х) се изменя B х--х;,и при подбрано рационално

X g(x) си променя числено рационалната стойност в R.

Ще направим една важна забележка - относно рационалните функ-

ции от корените. Нека

P (X1 Хае Ха)
е една такава функция. Да предположим, че тя запазва числено стой-

ността, като й приложим субституцията

S=(y 250
Τ, €. ще имаме paBeHCTBOTO

P (X1 Ха Хее X)) = ф(Хр Хр Хее 4)

което не е необходимо да бъде изпълнено, ако х са независими про-

менливи. Използувайки релациите между корените, можем на ¢ да да-

дем друга форма:

ф (Хъ Ха еее sXn)
и тогава въобще няма да имаме

φ (Х1, Ха X3y v+ s χ“) :φ (xm xq) Xry ooy xu)'
Значи, KOraTo се говори, че една функция не променя числено

стойността си при прилагане на една субституция S, трябва да се по-

казва и формата, в която е взета. Това неудобство се избягва,

ако 5 принадлежи на групата Г. Действително, ако

h(xl, XQ, . ey Χῃ):φ (ΧΙ, ΧΒ, .. . Χ“) - φ (ΧΙ, x2, .. . х„)=0,

то h e рационална функция, която принадлежи на областта R, noHexe

има стойност нула. По теорема 18 тя не ще си измени стойността при

прилагане на S, т. е. ще имаме

Ф(Хр Xpp oo vy Хи)-- Фф(Хр Χρ . . . X,)=0.
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Значи, ако ф не се изменя числено на S, ΤῸ и ф не се изменя.
Следователно може да се абстрахираме от различните изрази, които

приема една рационална функция от корените при прилагане на суб-

ституции, принадлежащи на групата Г.

Може да се изследва как се изменя групата, ако вместо ¢ (V)
вземем друг неразложим множител на W (V). Доказва се, че така се

получават конюговани на Г групи.

3. Примери 3a групи на Галоа. Да разгледаме общото уравнение

от п-та степен:

(12) хафа я 1 ax"2H- ... +a,=0,

гдето на 4y, Ay, . . „ 4, гледаме като на независими променливи. Областта

на рационалността R, се състои от всички рационални функции на @y,

@y, . .., йл С коефициенти, които са рационални числа Ще докажем,

че групата на Галоа Ге симетричната група.

Разглеждаме една коя да € рационална функция от корените Х)

която е равна на число нт А Τ. е. на една рационална функция на

a,, й, ... ἅμ. Така ще имаме релация от вида

Е(хр Хее Хъ йр йл йл)-0,

гдето Е е рационална функция спрямо X и . Ако заместим коефи-

циентите а посредством корените х, то така получаваме едно тъжде-

ство спрямо независимите променливи

Хъ Хо . . Xy

което естествено ще остава в сила при произволното им пермутиране.

С това се вижда, че горната релация остава в сила при прилагане на

всяка субституция, т. е. групата Г е симетрична група.

Ако групата на едно уравнение he ¢ симетричната група, то между

корените на уравнението ще има рационална връзка в областта на ра-

ционалност, която не остава в сила за всички субституции, които из-

вършваме върху корените. Действително имаме :

ф (а,х1 - . Χ,- ...--аан)-0,

понеже ¢ (V,)=0. Функцията Фф(ах--... +a,x,), HA която числе-

ната стойност е нула, не се променя от субституциите на Г, но се про-

меня за всяка друта субституция, понеже на такава отговаря стойност

на V, която не e корен на (8). Следователно горната релация не е едно

тъждество спрямо корените х, което доказва нашето твърдение.

Обратно, ако имаме релацията между корените .

" Ф(Хъ Χον.... Χαγ)τεῦ,

която не остава Β сила 88 всички субституции, то лесно се вижда, че

групата на Галоа Г не е симетричната група. Действително, ако заместим

корените х посредством V, то горната релация, като използуваме

уравнението (7), дава уравнение

ф.(УМ)-0,
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степента на което е по-малка от л!, понеже иначе ф не би се изме-

нила 88 всички субституции. Резолвентното уравнение ¢ (V)=0 ще има

неразложим делител от степен, по-малка οἹ п!. )

Hexa да се върнем към общото уравнение (12) с произволни Koe-

фициенти, които са независими променливи. Нека към областта на

рационалност R, съставена OT всички рационални функции на параме-

трите а, amionrupame |/D, гдето D е JUCKPHMHHAHTATA на уравнението.
Ще докажем, че в така разширената област R, на рационалност гру-
пата на Галоа е алтернативната група А. , Действително да разгледаме
една коя да е рационална функция от корените на (12), която е равна

на число ΟἹ R;. Така ще получим релация от вида

F(xl, xg,. .. Χ“, а1, ав, Ο ,ап, νἷ): 0,

гдето Е e рационална функция cnpamo х, @, и | с рационални Koe-

фициенти. Ако изразим a,, |/D посредством корените X, TO се получа-
ва тъждество, което остава естествено валидно за всички субституции

на Xy, Xy, ..., X, Субституциите от А не изменят |//), a,, т. е. Е остава
непроменено от тях, Следователно групата на Галоа съдържа гру-
пата А. Всяка субституция, която не принадлежи на А, не може да се

съдържа в групата на Галоа, понеже функцията |2) принадлежи на
областта на рационалност R, и като полином на х, променя знака си
при прилагане на S, ; ”

4. Друго определение на група на едно уравнение. Нека

ЛДх)-0
е едно Уравнение и Р е числово поле (област на рационалност)

към което принадлежат коефициентите му. Да означим с Ὦ полето на

разлагане на полинома f(x), т. е. това поле, което се получава от P с
присъединяване корените Xy, Xy, ... X, на уравнението /(х)-0. Пред-

полагаме естествено, че въпросното уравнение няма многократни KO-

рени, «оето не е ограничение, понеже с рационални действия BCAKO

. YpasHeHHe с многократни корени се свежда към такова със само прос-

TH корени. Видяхме, че всяка рационална функция OT корените Ha
уравнението f(x)=0, която има стойност, равна на число от полето P,
не се изменя при прилагане субституциите, които принадлежат на гру-

пата на уравнението f(x)=0. Това характерно сьойство на групата на

уравнението позволява да се даде едно видоизменено определение на

тази група. Под автоморфизъм 5 на полето Ὦ относно Р разбираме
такъв изоморфизъм на Q в себе си, при който всеки елемента от P
остава HCH3MEHEH, T. е. елементът а отговаря на себе си. Нека при

автоморфизма 5 на елемента a от О отговаря елементът «”. Съгласно с
изискването това съответствие е еднозначно и в обратна посока, т. е.

елементът а” е съответен само на елемента «. Нека сега на o при 88-
томорфизма Е на полето Q отговаря елементът «” от Q. Тогава съот-
ветствието а — o'’ е също така взаимно еднозначно. Лесно се вижда,
че това съответствие е също автоморфизъм на полето , който ще
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наричаме произведение на автоморфизмите S и ἔ и ще бележим с St

Действително автоморфизмите S и 4 не изменят елементите Ha Р и сле-
дователно, приложени последователно, те също не изменят тези еле-

менти. Освен това, ако на елементите «и В съответствуват елементите

«" u В”, то на a+f съответствува «”--В” и на of — «”В”. Ще устано-

вим следната теорема:

21. Съвкупността А от автоморфизмите на полето 2

образува OTHOCHO въведеното умножение ΓΡΥΠᾶ, кОя-

TO съвпада A0 изоморфизъм с групата на уравнение-

то /(х)-0. |

Именно ще yCTaHOBHM, че на всеки автоморфизъм съответствува

еднозначно и обратимо една субституция върху корените на уравне-

нието и на произведението на два автоморфизма съответствува произ-

ведението на съответните суоституции. Ще означаваме автоморфизмите

88 разлика ΟἹ субституциите с нетглавни букви S, 4... Нека авто-

морфиазмът 8 преобразува корена X, на уравнението /(х)-0 B елемента v,

Тогава у приналлежи на полето QM понеже f(x,) като равно на нула

принадлежи на полето P, то трябва да имаме /(/)-0. Следователно у

е също корен на уравнението f(x)=0. При това два различни корена

се трансформират пак в различни корени, защото в противен случай

два елемента биха се трансформирали в един и същ елемент, което

противоречи на условието на еднозначност в двете посоки. Следова-

телно корените Х), Ха . - -» Ха ще се трансформират в автоморфизма 8 в

същите корени, но въобще в друг ред Χμ» Xus e« Хал Ясно е тогава,

че всяка релация в полето

@ (X Χρ»...» Хн)--0

между KOpeHHTe Ha уравнението f(x)=0 автоморфизмът 5 превежда B

релацията

ф (Хдо Хщ o+ ч Xu))=0.

Да означим с S субституцията

_{123...n

ὮΝ (μιμ2μ3---μῃ) ̓
„ Поставяме тогава Β съответствие на автоморфизма субституцията

8.-- δ.

Нека ¢ e друг автоморфизъм, на който отговаря също така субсти-

туцията S. Тогава # трябва да преобразува корените X;, Xp -- " Xn

съответно Β корените X,, Xy« - - Хн НО всеки елемент « ΟἹ полето 2

представлява цяла рационална функция от корените X, Ха . . «» Хн С кое-

фипиенти P, a=¢(x;, Ха ... X,). С автоморфизмите 5 и ἐ елементът «

преминава в един и същ €J€MEHT, а именно ф(Хдь Χμν...» Xu,) И

всеки елемент OT полето Р остава непроменен. Следователно S=1, T. е.

на различни автоморфизми отговарят различни субституции. Може
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лесно да се види, че за всяка субституция 4 от групата Г има авто-

морфизъм 5 от полето Q такъв, че 8 --45. Ако

5- (1 23...n),

1 o [43.. Ил ι

то кой да е елемент a=g(X;, Xg ..+ Χρ) OT 8) преминава в елемента

&' =8(Xus Χμννν. Xun) при прилагане на 5. При това, ако изразим този

елемент по някой друг начин OT корените Ху Ха ..o X, Т. € &=

--Й (Хр Ха - - «н), където ЙЯ(Хр Xy, . ., Xn) означава също така цяла pa-

ционална функция с коефициенти от P, то субституцията 5 привежда

елемента а пак в елемента α ́. Това се дължи на факта, че субститу-

цията 5 принадлежи на групата на уравнението Г и при прилагането

й връзката |

3()61, хв, ... xn):h(xl, ΧΒ, .. . Χ,,)

между корените Ha f(x)=0 не се mpomens. Taka виждаме, че незави-

симо ΟἹ начина на изразяването на елемента « чрез корените Xy. Ху « Х

субституцията S привежда « в & Τ ̓ е. съответствието « - o’ не зависи

от въпросния начин. Елементите от полето Р остават непроменени при

прилагане на S. Друг елемент В от Q, В -» «” не съществува. Действи-

телно в противен случай субституцията 45-1, която също принадлежи

на T, би привеждала елемента « в два различни елемента « и В, което

противоречи. Лесно се вижда, че за всеки елемент o’ от Ὦ отговаря

елемент « OT същото поле, който с прилагане на субституцията S пре-
минава B . Именно « € елементът, в който преминава « при прила-

гане на субституцията 577. От всичко гореказано следва, че съотноше-

нието « — o представлява взаимно еднозначно изобразяване на полето Ω

в себе си, като при това изобразяване елементите на полето Р остават

непроменени. Това съответствие е и автоморфизъм 8 на Q, на който

отговаря субституцията 5. Наистина, ако

ἀ--ρίχι, Хае Xn)— &' =g (Хдо Xpp нне „Ха)

В- # (Ха Χαν.... Х) = β =00 Xup o+ s Хия)

то субституцията привежда a+B=g(X; Ха» Xp)-FR (Хр Хае ча Жп)

в сумата βίχμν Хае ч Ха) Й (Хло Χμνν . Ха) α'-Εβ ́ и произведе-

нието оВ в «В, т. & имаме «-В-«-В и «В -«В. С това се

убеждаваме, че CBHOTBETCTBHETO 5 - S е взаимно еднозначно съответ-

ствие между съвкупнестта А и групата Г.

Нека сега s и #Е са произволни автоморфизми, на които отговарят

субституциите 5 и Τ: ‘

(1 2 3...п) T=(p‘1 o p.3...|.L,,).

μ1μ2μ3---μπ ̓ Vg Vg V3 . Ул
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Ако върху произволен елемент «- g(X;, Xg ... Хн) ΟἹ Ὦ приложим суб-

ституцинта S, TO той преминава B елемента & =g (X, Хрд»-.о Xu,) И C

прилагане на субституцията Т последният елемент преминава в еле-

мента o= g_(x,,, Хуъ х») Ho очевидно елементът а” може да се

получи от « с прилагане на субституцията

(l 23 "'.”)=ST.

У1У2У3....„

Следователно Ha произведението 57 HA автоморфизмите 5 и # OTroBaps
произведението ST на съответните им субституции. Така достигаме до
заключението, че групата автоморфизми А на полето Q и групата Г на

уравнението f(x)=0 са изоморфни. Това ни дава основание да считаме

тези групи за неразлични и при построяване на теорията на Галоа в

голяма част от нея да си служим с групата А от автоморфизми.

5. Понижаване на групата на едно уравнение с адюнгиране на
рационална функция OT корените. Видяхме, че редът у на групата Г
на Галпа се даваще със степента на неразложимото уравнение 88 V.
Ако към областта Ha рационалност R адюнгираме нови ирационалности,
то може да се случи това уравнение да стане разложимо в разшире-

ната област R;. Понеже кррените на новото уравнение са между Чи-

слата V,, .., V, то новата група на Галоа, отговаряща Ha областта

R,, ще бъде подгрупа на Г.

22. Нека Г е групата на уравнението /(х)-0 ифе
една произволна рационална функция на корените.

Субституциите от I, които не изменят числено ¢, обра-
зуват група Н, която ще бъде групата на уравнението,
когато към областта на рационалност се адюнгира @,

Явно e, че субституциите от Г, които не изменят числено ¢, обра-
зуват група. При присъединяването на ф групата Ha уравнението не .

може да съдържа субституции освен таьива, които са от Г, и понеже
те не трябва да изменят ¢, TO очевидно, че те ще бъдат субституции
от H. Ще покажем, че групата на YypaBHEHHETO ще съдържа веички

субституции Н, т. е. ще се слива с нея. Действително нека рационал-
ната функция Ф(Х), Ха ... л) се изразява рационално в разширената

област на рационалност

ф- А (ф).

Понеже функцията ¢ — А(ф) като равна числено на нула принад-
дежи на първоначалната си област на рационалнбст, то като приложим
коя да е субституция от Н, ще имаме

отгдето ф) -ф. Значи всяка рационална функция от корените на урав-

нението, която е в разширена област на рационалност и има числената

си стойност OT нея, не се изменя от субституциите на Н. Групата на

уравнението Г значй се редуцира на Н
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По-общо присъединяване към областта на рацио-
налност на рационалните функции “

Фь Фе " " Ф

от корените на уравнението редуцира групата Г на
подгрупата , която не изменя числената стойност

в RHa всичките функции g,

По-рано доказахме теорема на Лагранж, която се отнасяше до
групата от субституции, които не изменят алгебрически 6188 функция.
Съществува аналогична теорема 88 числената стойност на функциите.

23. Нека една рационална функция ф от корените
да запазва числената си стойност загрупата субститу-
ции Н, която е подгрупа на групата Г на уравнението.
Тогава всяка рационална фувнкция ф от корените, която

запазва числовата си стойност за субституциите на Н,
се изразява рационално OT Q.

Действително, ако присъединим KBM първоначалната област на
рационалност R функцията @, TO по теорема 22 групата на уравнението

става Н. Тогава по теорема 13 функцията ф ще има стойност ΟἹ раз-
ширената област, т. е. ще бъде рационална функция на ф с коефи-

циенти, принадлежащи на първоначалната област. |
Сега ще установим някои теореми, които ще имат приложение

нататък.

21. Редът на групата Ha едно неразложимо уравне-
ние, на което корените са рационални фуянкции на един

ΟἹ тях, е равен на степента му." ”

Нека даденото уравнение да бъде f(x)=0 с корени Х), Ха ... Xz И

V=ax;+.. .4+ааХа .

e резолвентната функция на [anoa. Понеже x, Ха ... X, Ca рацио-
нални функции Ha хь то V=R(x,), гдето R(x) e рационална функция.
Уравнението

[V=R(x))] [V—R(x9)] . .- |У-К(ха)-0

e с коефициенти, принадлежащи на дадената област на рационалност, и
e от n-ta степен. Понеже редът на групата Г на f(x)=0 се дава от
степента на неразложимото уравнение, на което V e корен, ясно e, че
той не е по-голям от л и понеже групата по теорема 20 е транзитивна,

то редът € най-малко равен на 7, T. е. ще бъде точно п.
25. Обратно, ако групата на уравнението е транзи-

тивна и ако редът й е равен на степента, то всички

корени се изразяват рационално посредством единия

OT тях.

Понеже групата на уравнението Г е транзитивна и редът йе
равен на степента, то ще има една субституция, именно Е, която не

изменя елемента X, например. Ако към областта на рационалност

присъединим X;, TO групата на уравнението ще се редуцира на Ε. Ре-
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золвентното уравнение ще бъде OT първа степен, Τ ̓ е. V ще бъде ра-

ционална функция на ху, откъдето следва, че и X, ... X, ще бъдат

рационални функции на X,. - '

Да разгледаме случая, когато n е просто число. Тогава уравне-

нието като абелево ΟἹ проста степен ще е решимо алгебрически. B

това се убеждаваме лесно и така. Групата на уравнението Г ще бъде

циклична. Действително нека S е субституция ΟἹ Г, отлична ot АЕ.Ре-

дът на S като делител на п ще бъде равен Ha -7, понеже това число е

просто. Да разложим S на цикли без общи елементи:

5-6С,...С.

гдето С, e от ред п, и ny+ny+... +n,=n. Понеже редът на S е

най-малкото общо кратно на числата пу, TO заключаваме, че едно ΟἹ

числата п, е равно на 7, а другите са равни Ha нула, T. е. 5 е ци-

клична субституция.

Групата Г ще бъде

Ε, S, 8, 53 ...,5т71,

Всяка циклична функция

(χ, +oxg+adxy4 .. „фалж), ar=1,

ще бъде рационално H3BECTHA, откъдето и KOPEHHTE X, ще се намерят
като алгебрически функции OT познати величини, T. е. уравнението е

решимо алгебрически.

. 6. Адюнгиране Ha корени на помощни уравнения. Нека към
областта на рационалност KR присъединим корен г) на неразложимото
уравнение

аз) ' Е(2)-0

и да допуснем, че в така разширената област на рационалност резол-

вентното уравнение на Галоа

ад Ο ψ)-ο

става разложимо. Тогава, ако 2y, га ..., “ь са всички корени Ha (13) и

φίν, г1) e един неразложим делител на $(V), то ще установим, че

ф(У) се дели на полиномите

oV, 23), .4 φ (У, 2p).

Затова нека разделим (V) Η ¢(V, г) и да означим частното и OCTa-

тъка OT лелението съответно с О и R(V, г), които са полиноми

Η V с коефициенти рационални функции на 2. Значи ще имаме

4#(М)-«(У, 2)Q+R(V, г),

гдето

RV, 2)=ay(2) У"--а,(2) Vm14...4a,(2),
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аДг) са рационални функции Ha х При 2=2, по условие имаме
R(V, 2))=0, τ е. a(2,)=0, g=0, 1, 2,..,т. Понеже (13) е неразло-
жимо уравнение, то следва, че и

а,(2)-0, i=1, 2,...6,

т. е. R(V, 2)=0. с което се доказва, че (V) се дели и на @V, 2).
Произведението

HV)=o(V, 2)9(Viz) . . .3 (V, 2,)
е с коефициенти, KOMTO принадлежат Ha първоначалната област на pa-
ционалност и корените на уравнението

H(V)=0 -
. принадлежат на (14). Понеже последното уравнение е неразложимо, то
лесно следва, че ще имаме ὶ

(15) #(У)-ф (УЗК,

като и в двата полинома сме взели коефициентите пред ннй-високата

степен равни на единица. Във верността на (15) се убеждаваме лесно.

Именно нека най-високата степен на ¢(V), която дели H(V), да бъде
m-taTa, Τ. е. да имаме

НУ)-#(М) (ф(У)“.

Понеже корените на A(V)=0 са такива и на (14), то трябва A(V),

ако не е константа, да се дели на ф(У), т. е. т няма да бъде най-

високата степен. Значи £(V) е константа, която може да се приеме

равна на 1.

Ако две уравнения

(16) (Vs 21)--0, ¢(V, 2))=0

имат общ KOpeH, то и BCHUKHTE MM корени ще бъдат общи. Heka οὔ-
щият им корен бъде V). Понеже всички корени на (16) са рационални
функции на единия, TO първото уравнение (16) ще има корен ἵᾳ- - θ( )
гдето 0(х) е рационална функция, която може да се счита и полином.

Уравнението

ф[О(У), zl]=0

има общ корен V) с неразложимото първо уравнение (16), Τ, е.
ΠΟΠΜΒΟΜΈΤ

φ[90(}, 2]
88 Ζ- , се дели точно на ¢(V, «) и следователно аналогично на по-

рано заключаваме, че ще се дели и 88 2-2#2, С това получаваме, че

(φ[θ ( νΙ)’ ΖΒ]: φ( V2  ̓ z2) = 0,

T. ε. V, e също корен на второто ухравнение (16). Значи две уравнения

като (16) са или идентични, или нямат нито един общ корен. Понеже
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всеки корен на (14) трябва по релацията (15) да бъде корен на ¢ по-

линома @, то заключаваме, че полиномите ф по 4 се повтарят, T. е. има

# “
OT тях само r=-—- на брой различни.

C ¢(V, z,) означихме един неразложим делител η ψά ) B οὔ-

ластта на 2. Лесно е да установим, че и ¢(V, 2)) е неразложим B Οὔ-

ластта на 2. Понеже, ако допуснем, че ¢ (V, г;,) се дели на Ф((И, 2),

то лесно, както по-горе, установяваме, че ¢ (V, га) се дели на ¢ (V, 21),

което е невъзможно. Така получаваме, че корените г, се разпределят

на г системи по ¢ корена, така че групата Г се свежда на различни

редуцирани групи, ако към областта на рационалност адюнгираме ко-

рени от разни системи, докато при адюнгиране на корени от една и

съща система се получават еднакви редуцирани групи. В случай, че

CTenenTa А Ha помощното уравнение € просто число, то {--" и редът

на редуцираната група на Галоа ще бъде равен на реда на I, делен ς &

Ако адюнгираме към областта на рационалност на една помощна

рационална функция ὦ OT корените, то така адюнгираме корен на урав-

нението, което удовлетворява w. Така че такова адюнгиране € B същ-

ност еквивалентно на горното.

” Hexa сега Ну и H, са групите на Галоа, на които се редуцира [,

когато към областта на рационалност адюнгираме ΚΟΡΘΗΜ г) и 23 OT

различна система. Нека И и V, са два корена съответно на

(17) Ф(У 21)-0, Ф(У, 2,)=0.

Видяхме, че ако корените на първото YpaBHeHHe са

Vi, 6,(У1), 8,(V)).

TO корените Ha второто ще бъдат

Vo8 (Vo) θρίψῳ, .. .

гдето 6 са рационални функции. Нека S,, е субституция ΟἹ H,, която
замества Г) с 6,(И1), а S, e субституция ΟἹ Hy, заместваща V, ¢ 0,(V)).

Тогава, ако T" e субституция от I, която сменява Г) с V,, очевидно

ще имаме

Т5/-5.7Т,

понеже и субституциите в двете части сменяват едновременно V) с

0,,(Vy). Оттук пслучаваме

r18,T=S,, т. е. T-'H, Т- Н..

Значи субституцията 7 трансформира групата Н, в групата Н..

С това се доказва, че групите Н, на които се редуцира

групата Г на уравнението с адюнгиране на корени Ha

уравнението (13), са конюговани на една OT тях.

Нека допуснем, че корените на (1?) са рационални GYHKIUM на

единия ΟἹ TAX га коефициентите на които функции, разбира се, при-

надлежат на първоначалната област на рационалност. Ако адюнгираме
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корена Z;, то с това са алюнгирани и всички други корени. Следова-

телно групите H;, Н.,.../ съвпадат с една група H, която по горното

предложение те се трансформира със субституциите на Г сама в себе

си, т. е. H e μ. пг. на Г. Така получаваме теоремата:

2.. Ако корените на помощното уравнение са ра-

ционални функции на единия ΟἹ тях иако адюнгира-

нето им редуцира групата Г на Н, то Не ensa 4 пг. на

Г. Редът на Н е равен на реда на Г, делен със степента

на помощното уравнение, в случай, че то е просто

число. |
Сега ще установим една теорема, която решава обратната задача.

27. Ако групата на уравнението Г от ред g=kg съ-

държан. пг. Н от ред g, то Г може да се редуцира на Н

с адюнгиране на корените на едно абелево уравнение

от степен A

Нека

Нека Vi, V,, ..., V, ca стойностите на V, които се получават OT

V ¢ npunarame wa субституциите Ha H, и нека. ἐ e цяло Ччисло, така

подбрано, че функцията

b=(t— V) (t—Va)... t~V,),

KOATO OCTaBa HenpoMeHeHa 3a субституциите Ha H, се изменя 88 BCHUKH

други субституции ΟἹ Г. Тогава, ako адюнгираме към областта Ha pa-

ционалност 0, групата Г на уравнението ще се редуцира на тая своя

подгрупа. Лесно ще видим, че # се дава като корен на едно абелево

уравнение, Нека 8, 8, . . ., 8, ca стойностите на 0, които се получават,

KaTo B 0, се извършват субституциите

Tl’ ΤἸ’ .. . g Τῇ.

Нека сега Е e една симетрична функция на 04,0,, . . .,0,. Понеже

Η ε u пг. на I, то функциите θ ще остават непроменени ΟἹ субсти-

туцията 5, Функцията Е не ще се изменя 88 всички субституции 455,Г.,

понеже S, не изменя 0, а 7 само сменява функциите 6 една с друга.

Действително имаме например

Т1,8,- Т,Т. 0 1,5,0, - 1,8,-6,4
понеже 7,7, 1 е субституция ΟἹ Г и може да се представи ot фор-

мата S,7,, която има форма 71,5, повеже Н e w. пг. на Г.

Следователно функциите 6 са корени на уравнението

.((8) (x—=0,) 6 . - ) ..(х-84-0,

на което коефициентите принадлежат на първоначалната област на

рационалност, като функции, които не се променят 88 субституциите
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на групата Г. Както по-рано, лесно се убеждаваме, че уравнението (18)
е неразложимо. Понеже 0), 0, . .. 0, не се изменят ΟἹ субституциите

S na Н, то всички те са рационални функции на единия OT тях, Τ. е.

(18) е абелево уравнение. Редът на групата му по теорема 26 е равен
на k. Ако k e просто число, абелевото уравнение (18) е решимо алге-

брически. Така получаваме, че ако индексът на подгрупата Н на Ге

просто число, то с присъединяване на радикали можем да сведем гру-

пата на уравнението Г на и. пг. Н.

! Ще изследваме сега въпроса за адюнгиране на корени на ня-

колко помощни уравнения. Това можем да сведем към адюнгиране на

корени на едно уравнение. Именно имаме предложението : ако са дадени

няколко различни корена на уравнения с коефициенти, принадлежащи

на една област на рационалност K, можем да ги изразим рационално

посредством един само корен К Ηᾶ 61Η0 уравнение с коефициенти B R
Действително нека да имаме например две уравнения с коефи-

циенти, принадлежащи на областта R:

(19) h(x)=0, а(х)-0,

съответно с корени Ху Ха .. o3 ΧΗὶ Уъ Yor - «Ул T€3H числа ще бъдат

прости корени на уравнение

Е(х)-0

с коефициенти B R, което се получава лесно. По теорема 16 числата

X; и у, ще се изразяват рационално посредством V) което е корен Ha

уравнение с коефициенти в Д.

7. Обща теорема η Галоа.за алгебрична разрешимо:т. На

основание на предните теореми лесно ще намерим условието едно да-

дено уравнение да бъде решимо алгебрически. Като излизаме от пър-

вонвачалната област на рационалност, то ако уравнението € решимо

алгебрично, с присъединяване на радикали ще достигнем до област на

рационалност, в която ще принадлежат корените му. Тогава групата

му ще се сведе на групата единица Ε. Очевидно адюнгирането на

радикала е еквивалентно с адюнгиране на корени на биномни уравне-

ния от прости степени.

Нека f(x)=0 e уравнението и Г e групата му от ред m. Да пред-

положим, че р е най-малкото просто число, така че адюнгирането на

корени на биномното уравнение

(20) rr=A,

редуцира Г на своя подгрупа Γ1. Α; принадлежи Ha област на рацио-

налност, получена от първоначалната с адюнгиране на корени на би-

номни уравнения OT по-ниска степен:

r'=A, rf=A4, ..., r=4,

KaTo АЕ принадлежи на област на рационалност, получена от първо-

началната евентуално с адюнгиране на корени на предшествуващите в

тази редица биномни уравнения.
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Може да считаме, че в разширената така област сме адюнгирали

корените на XP=1, тъй като, както ни е известно, те се получават OT

биномни уравнения, на които степените ca делители на p—I1. Но mo-

неже корените Ha (20) са рационални функции на единия OT тях /)

като равни на

Т OF1, ..., 0PI,

гдето ὦ € примитивен корен Ha x”=1, TO mo Teopema 26 rpynmara се

редудира Ha една cBos M. nr. Г. с индекс p, KOeTO е просто число,

T. е. I'; e м. и. пг. По-нататък с присъединяване на нови корени на

биномни уравнения групата Iy ще се сведе A0 своя M. и. пг. Га С ин-

декс, равен на просто число, и T. н. докато стигнем до групата еди-

ница Е. От това следва, че за да бъде едно уравнение решимо алгебри-

чески, трябва за групата му Г да съществува елин ред на разлагане

така че всяка група Г, e Μ. и. пг. на Г, ;) с индекс просто число, Τ. е.

Г да е метациклична група. Редът от индексите на разлагане, както

ни е известно по теоремата на Жордан, е един и същ за различните

разлагания на Г.

Нека сега, обратно, да допуснем, че Г е метациклична група и

(21) е един неин ред на разлагане. Тогава, ако т и ту са редовете

на Ги Г, по теорема 26 с адюнгиране Ha корен на абелевото YpaB-
т

нение (18) от степен ., равна на просто число, групата Г се свежда
1

Ha ;. Уравнението (18) като абелево OT проста степен € решимо ал-

гебрически. Значи с адюнгиране на радикали Г може да се свежда на

I';. Продължавайки така, очевидно ще достигнем до групата единици

и уравнението ше се реши алгебрически. Така получихме основната

теорема на Galois:

28. Необходимото и достатъчно условие едно урав-

нение да се реши алгебрически се състои в това гру-

пата му да е метациклична.

От тази теорема веднага получаваме теоремата на Абел за алге-

брична нерешимост на уравненията OT степен, по-висока от четири.

Видяхме в глава I, 6 6, че симетричната група от п елемента при

n=3,4 е метациклична, отгдето следва алгебрическата решимост на

уравненията ΟἹ трета и четвърта степен. При м > 4 индексите на pas-

п!
лагането са числата 2 и 7’ което не е просто число, отгдето следва

поменатата теорема на Абел.

От теоремата на Галоа следва, че необходимо и доста-
THBUYHO УСЛОВИе едно уравнение да бъде решимо с квад-

ратни радикали се състои в това, индексите на разла-

гането на групата му да са равни на две.

Оттук веднага се получава, че степента на едно неразложимо та-

кова уравнение трябва да има формата 2 ́. Лонеже групата му Г трябва
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да бъде от ред 2" и OT неразложимостта следва, че Г е транзитивна,

а по теорема 17 трябва степента на уравнението да дели 2TM, T. е. да

има форма 2.

Глава IV

- Приложение на teopusita Ha Галоа

1. Уравнения на Галоа. Когато уравнението е от степен просто

число, условията за разрешимост се трансформират, както показва това

6а101ь, в условия, отнасящи се до връзки между корените му. Отна-

чало ще установим една помощна теорема:

29. Ако едно Уравнение f(x)=0 от степен /, която е

просто число, става разложимо с присъединяване на

корени на неразложимото уравнение F(r)=0 от степен

т, на което корените са рационални функции на еди-

НИЯ ОТ ТЯХх, TO т се дели на л.

Действително нека 7y, Iy ..., I, 8 копените на

- Hr)=0, r,=04ry)

и нека ф (X, ) € един неразложим делител на f(X) Β разширената pa-
ционална област. Както по-рано (глава VI, § 5), се убеждаваме, че /(х)

се дели на (% 7,),..., ф(+, т) и от последните два KOU Да е поли-

нома, включително ¢ (X, /;), WIH нямат нито един общ корен, или имат

всичките си корени общи. Произведението

П е9-9Ф(а r) e ra ... Φ (x, Τρὺ,

което е ¢ коефициенти OT първоначалната област на рационалност, ще

е точна степен на /(х), т. е.

ПТ ®=trxp, -

отгдето, ако степента Ha ф(х, 71) 6 g, ще umame ng=mg. Понеже л e

просто число, то трябва т да се дели на л, тъй като g<n.

Интересен е за приложенията нататък и случаят, когато т е

просто число. Тогава трябва т да е равно напи ¢ (x, r,) ще бъде

ΟἹ първа степен и следователно даденото уравнение ще се реши с

адюнгиране на r;. Значи с присъединяване на корените на уравнението

F(r)=0 групата Г на f(x)=0 трябва да се редуцира на Е и по

теорема 29 редът на групата Г ще бъде равен на п. Следователно

Г e съставена от степените на една кръгова субституция OT л-ти

ред, T. е. е циклична група. Сега ще установим следната теорема

на Галоа:

30. За да бъде едно неразложимо уравнение от сте-

пен просто число, решимо алгебрично, необходимо и

достатъчно условие е групата му да бъде линейната

група или подгрушпа на нея.
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Отначало ще докажем, че условието е достатъчно. Ако групата

е линейната или подгрупа на нея, TO всяка рационална функция OT

корените, която не се изменя за субституциите Й, ще има стойност,
принадлежаща на областта на рационалност, т. е. ще бъде рационално

известна. По теорема 15 корените на уравнението ще се изразят ал-

гебрично посредством коефициентите му. #
Обратно, да допуснем, че уравнението е решимо алгебрично и

нека Г е rpyuara му. Torara по теорема 28 следва, че Г се раз-

лага в ред -

Γ,Γ Г. .. Г.-Е

с индекси съответно i,, #,,...„ #.. които са прости числа, като после-

дователно групата Г се свежда на [y, Ге ..., I, с адюнгиране на ко-

рени на абелеви уравнения от прости степени iy, lgy .., #.. По теорема

29 и следствието Й даденото уравчение

@”) J(x)=0
остава неразложимо, докато се сведе rpymara My на Г, 1 и при по-

следното адюнгиране на корени тя се свежда ΟἹ I, на Ἐ, при

което 10 се разлага на линейни множители. Групата Г, 1 е циклична

и следователно ще ге състои ог субституциите

S*=|zz+a|, «<--0, 1,2,..., p—1,

гдето ре степен Ha (22). Hexa T=|z¢(2)| e субституция ОТ | .

Понеже I',_, e и. nr. на I,y TO ще имаме

Τ 547--7,

отгдето, като изразим, че 527 --752, получаваме

¢ (2+a)=¢(2) 1 ὅ (mod р),

което трябва да e вярно 3a z=0, 1, 2,...,p—1L. Ако вместо 2 поста-

вим 2, 2--а, #4За,..., 2+qa и съберем, ще получим

¢(z+ga)=¢(2)+qb

и при 2=0, като положим ¢0)=c, a=1,

φίφ) ΞΞΞ φό - α.

Това показва, че [,_, се състои от субституции от вида |: ”
т. е. [,—, € или линейната група, или подгрупа на нея.

Групата I,_, не съдържа други субституции ΟἹ ред р освен тия

на Г. . Действително, ако

U=|zbz+c',

TO

Un=|zbmz+c(bm14+-bm 24 1)

и Un=E, ako b"=1, c(bTM 1+bm2+...+1)=0 (mod p).
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Второто условие е следствие от първото при b==1, което πὸ тео-
ремата на Ферма се удовлетворява при

m=p—1<p.

Нека cera 7, е.субституция ot Г,. +» S;—cy6eruryuus or 'y, KORTO

e също Taka и субституция ΟἹ I, „ Понеже Г, Η и. nr. на Γ,..9, TO

трансформираната субституция

прингдлежи на Г. „ Η тъй като е от ред р, то тя ще принадлежи и

на Г. ь 1. е. тази последна група ще бъде и. пг. на Г. +„ По горния
начин се убеждаваме веднага, че групата Г,. ; ще е съставена само

от линейни субституции и T. н., докато достигнем до Г, с което тео-

ремата е доказана.

Галоа намира още друго условие, дадено с теоремата:

31. Необходимо и достатъчно условие едно нераз-
ложимо уравнение от степен просто число да бъде ал-

гебрично решимо се състои в това, че всички негови

корени да бъдат рапионални функции на два OT TAX.

Първо, условието е необходимо. Нека следователно уравнението

€ ретимо и да присъединим към областта на рационалност днва не-

гови корена, X, и X,z Групата на уравнението Г ще се сведе на тази

своя подгрупа Iy, която не изменя нито X, HHTO Xz Ако S=|zaz+b
бъде субституция от Г с това свойство, то трябва да имаме

ах 46 --а, а846--В,

отгдето следва, че a=1, #-0. Групата I';=E. Уравнението става

решимо и значи всички негови корени са рационални функции HA

Xa Ἡ Χ. .

Ще докажем cera обратното. Ilonyckame значи, че дадено ypaBHe-

ние е неразложимото ΟἹ р-та степен и всички корени са рационални

функции на πρᾶ от тях, X, и Xz Нека Г e групата на уравнението и

редът й e равен на m. С присъединяване на X, към областта Ha ра-

„ционалнвост групата Г се свежда на Г. от ред%, понеже -X, е рацио-

нална функция, KOATO за субституциите на Г приема р стойности X,

Хр..» Хоаъ ΚΟΗ͂ΤΟ са корените на уравнението. Ако с To=E, Τ', Ty...,

T, означим субституциите ΟἹ I', KOMTU сменят X, CHOTBETHO с ху Хр

Ха Xp_y, @ с [y rpynara, която съответствува Ha X, TO групата

88 Χ, e

T/, T,

Субституциите Т съществуват, понеже Г e транзитивна rpyna. Две .

групи I, и 'y не могат да имат общи субституции освен £, защото

би следвало, че Г има суоституции, които не изменят два корена,. а

следователно не изменят всички останали корени, което е невъзможно.

Да адюнгираме cera х., който е корен на 1

x—x,
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или ако това ураввение е разложимо, на негов неразложим делител.

Групата ще се сведе на група Ο от ред

т

"р-.и" ,ὉἓΡ-Ἱ,

и тъй като уравнението се решава, то Qz;=E, откъдето следва, че
т -- ро..Следователно редът на всяка група Г, e равен на Ф. Броят на

субституциите във всичките групи Г, e равен на p(v—1), като сме изклю-

чили единичната Е. От това заключаваме, че броят на субституциите

на Г, които едновременно не изменят всички елементи, е равен Ha

(е--1)р--1. Но тогава броят ὰ субституциите на Г, които изменят всич-

ки елементи х, ще бъде равен на

pv—(v—1)p—1=p—1.

Тези p—1 субституции са степените HA една KPBroBa субституция OT

ред р. Действително нека Т е субституция от Г, която изменя всички

елементи. Разлагаме я на цикли. Понеже р e просто число, то всички

нейни цикли не могат да имат по еднакъв брой елементи, Ше има

един цикъл от минимален ред g > 1. Тогава субституцията 7% ΞῈ Е не

би изменяла р елементи и с присъединяването на тях групата Г не

би се редуцирала на E, което е невъзможно. Степените на 7 обра-

зуват група G от р-ти ред. G e и. пг. на I, понеже, ако U e субсти-

туция οἹ I, а §,=T7% e от G, то (/715,(/ е кръгова субституция OT
р-ти ред и следователно принадллежи на @, тъй като Г не съдържа
други субституции, които изменят р елемента. Но тогава по начина,

следван по-горе, доказваме, че Г се състои само от линейни субсти-

туции |2az-+b', което показва съгласно с теорема 15, че уравнението

е решимо алгебрически.

2. Числени уравнения, на които групата е симетричната група.

Както видяхме, въпросът, дали едно уравнение е разрешимо алгебри-

чески или не, се свежда до намиране на групата му и до установя-

ване дали тази, група е метациклична или не. Ще разгледаме примери

на уравнения, на които групата е симетричната група или, както се

казва, са без афект. Предварително ще установим едно елементарно

предложение :

32. Ако едно неразложимо YPABHEHUE с реални коефициенти

от степен просто Фи:ло е ρ2.41Μ42 алгебрически, mo UL всциките

му корени са реални, Wl само един от корените муе реален.

Действително, ако уравнението има поне два реални корена X,

х. TO понеже останалите корени са рационални функции на TAX с

коефициенти, принадлежащи на областта на рационалност, т. е. реални

числа, всичките корени ще бъдат реални.

Достатъчно е значи едно неразложимо уравнение от проста сте-

пен да има само два имагинерни корена, за да не бъде решимо алге-

брически. Такива уравнения съставяме лесно. Така да разгледаме урав-

нението

() () =2 (x—2) (x—4)...(x—2 p+6)—2=0
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от проста степен 07>4. Понеже всичките му коефициенти OCBEH пър-

вия се делят на 2, а последният на 2 в първа CTeneH, то по теоремата

на Айзенщайн уравнението е неразложимо. От неравенствата

700) < 0, f(1)>0, /(3) < 0,...,/(2р--7) <0, f(2p—5)>0

се вижда, че това уравнение има поне р-? реални корена и понеже

липсват членовете с хи X2, то ще има поне два имагинерни корена,

T. е. точно два такива. По въпросното предложение уравнението (1) е

нерешимо алгебрически.

Ще разгледаме сега примери на уравнения без афект. Предвари-

телно ще установим следната теорема:

33. Ако една транзитивна група от субституцииа om степен про-

сто число съдържа една транспозиция, MO тя е симетричната група.

Heka групата е G u - елементите ca 1, 2, 3,...),п и нека в нея да

влиза транспозицията (12), Може евентуално в нея да влизат и други

транспозиции, единият елемент на които € 1, и нека всичките такива

транспозиции са

(12), (13),..., (Im).

Понеже (a b)=(1a) (16)(1a), To rpynata G не съдържа BCHYKHTE TPaHC-

позиции HA елементите 1, 2, 3,..., т и следователно и симетричната

група M от тези елементи. Ako m=n, то G се слива със симетричната

група 8 ΟἹ елементите 1, 2, 3,...,n. Нека л > т. Групата G не съ-

държа транспозиции от вида (i, #) гдето 1 =i=m, k> т. Действи-

телно инак тя би съдържала произведението (11(г8)(18)-(15), което

противоречи на допущането. Но ( е транзитивна група и следователно

ще има субституция 7 ΟΤ нея, която 3amectBa 1 с p, p>>m. Тогава T

не може да сменя елсменти ΟἹ системата Р (1, 2, 3,..., т) пак с

елементи ΟἹ нея. Така, ако Т замества i ς /) i, j=m, то в групата

а ще има субституция 7 1(] ) 7-- Ὸ }}), която замества j C p>m,
което е невъзможно. Следователно субституциите Ha G ще сменят или

елементите на P помежду им, или ще ги сменят с една различна сис-

тема P’ u в G ще влизат всички субституции OT елементите ὰ P’

Ако така не се изчерпят всичките л елемента, то ще има субституции

ΟἹ G, които ще сменят елементите ΟἹ Р с нови елементи на една

друга система Р”, която няма общи елементи с Р”. Действително нека

с а означим кое да е число 0<a=n Η ς a, a, означим числата, B

KOHTO а се изменя съответно със субституциите 5 и 7. Тогава а,, е

елементът, в който преминава а, при прилагане на субституцията

47. Ако @, b, с,... са елементи ΟἹ P, то ще имаме

T (ab) Т-(а,6,,
57 1(α8) TS =(as5_11 б.-1)-(сФ.

Axo ToraBa g,=c, се Hamupa B Р”, като Т води от P B P", 10 @/ =¢
се съдържа B и следователно b,,_,=d ще се съдържа B P, понеже
транспозицията (¢, d) се съдържа в (. Следователно имаме a,=c,, 6,- й
T. е. ако един елемент от P’ се намира B/, то трябва P’ и Р” да ca
идентични.
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С това е установено, че елементите 1, 2, 3,..., n се разпределят

в системи P, P, Р”,... по т във всяка. Понеже л € просто число, TO

трябва т да е равно на п, като по-голямо от 1, с което предложе-

нието е доказамо, тъй като групата M, която e подгрупа на G, трябва

да се слива със симетричната група ΟἹ 7-Ta степен.

Въз основа на предното предложение ще Уустановим следното

предложение :

34. Ако едно неразложимо уравнение с реални коефициенти

от степен просто число има само два имагинерни KOpeha, то гру-

пата му e симетричната група.

:Нека предположим, че групата на въпросното уравнение от проста

степен р не е симетричната група. Ако към областта на рационалност

причислим реалните му корени, броят на които e p—2, групата му ще

се редуцира на единица., Именно друга субституция не може да има

в редуцираната група, понеже възможна е само TaKaBa, която сменя

двата имагинерни корена, Но тогава въпросната субституция € транс-

позиция и по предното предложение групата на уравнението трябва да

е симетричната. Понеже с присъединяването на реалните корени гру-

пата на уравнението се сведе до единичната група, то давата имагинерни

корена трябва да принадлежат на разширената област на рационалност

и следователно трябва да бъдат реални, което противоречи. Впрочем

това може да се установи малко по-другояче. Нека ху Ха са имагинер-

ните корени и X3, Хр...,Хр 8 реалните корени, OT условието, че всяка

реална рационална функция от корените на уравнението е рационално

известна, т. е. е реална

R(xy, Хо Ху Xp)=A+iB, B=0,

следва със CMAHATA Ha i €—i

R(xy Хр Xg...,%X,)=A—i B=A, -

T. е. транспозицията (12) трябва да принадлежи Ha групата Ha ypaBHe-

нието и по предното предложение следва, че тази група е симетричната.

По подобен начин можем да образуваме произволен брой числени

уравнения без афект. Стига именно да вземем Ууравнения от проста

степен с реални коефициенти

xt+a, ж1714-... +a,=0,

KOHMTO имат само прости корени, два OT които са имагинерни, а другите --

реалнви. В това ураввение да изменим малко коефициентите и да ги

заместим с числа

b, b, а
- Е Я А

с с с

в KOHTO by, b,,..., 0, са цели числа, делящи се на просто число ¢, като

b, се дели само на 4 в първа степен и се цяло число, което не се

дели на 4. При това, понеже корените са непрекъснати функции на

коефициентите, може това изменение на коефициентите да бъде така

малко, че новото уравнение да има пак n—2 реални и два имагинерни

корена. Понеже по теоремата на Айзенщайвн въпросното уравнение е
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неразложимо, то по доказаната теорема следва, че групата му ще бъде

симетрпичната група.

Ше се спрем още на уравненията без афект. Ако a=1, @, α...»χᾳ

са коефициентите на едно уравнение OT м-та степен, те резолвентната

функция на Галоа

V=px,+ps Ха ... +PnXn

удовлетворява едно уравнение

φί( ευ

OT п! степен, което при 4, независими променливи е неразложимо. По-

линомът ф(У) е цяла рационална функция от V, а., a,,...,a. Като

поставим вместо коефициентите а, стойности от една област на ра-

ционалност R, може да се случи ᾧ (V) да се разложи в R. Тогава rpy-

пата на уравнението ще бъде истинска подгрупа на симетричната или,

както се казва, уравнението има афект. Въпрос е дали може да се

поставят вместо а, рационални стойности така, че ¢ (V) да остане не-

разложм в областта на рационалност, т. е. групата Г на уравнението да

бъде симетричната. Този въпрост е разрешен ΟἹ Хилберт, който е

установил следната теорема: Във всеки неразложим полином на ня-

колко променливи с рационални коефициенти можем винаги да дадем

на колкото искаме от тях рационални стойности, така че полиномът

остава неразложим спрямо останалите променливи. OT теоремата веднага

следва, че има безбройно много уравнения с коефициенти рационални

числа, които са без афект от произволна степен. Други начини за по-

лучаване на уравнения без афект читателят може да Hame! и в цитирана

алгебра на O. Хаупт, т. П, стр. 567-573. Въпросът за намиране на

всичките уравнения от една степен, имащи дадена група, е решен само

в някои частни случаи,

3. Уравнения на Абел. Ще разгледаме отначало HAKOM помощни

въпроси,. Очевидно всяка транзитивна група от степен просто число

е примитивна. Циклична група от съставна степен е импримитивна.

Така групата от степените на (123456)

G = E-+(123456)4-(135) (246)--(14) (25) (36)+(153) (264) - (165432)

€ импримитивна. Елементите Morar де се разделят B две CHCTeMH

(1, 3, 5), (2, 4, 6)

или в три системи

. 1, 4), (2, 5), (3, 6).

Субституциите на една импримитивна група MOraT да се HapemaT
в една таблица, подобна на по-раншните. Нека

Sl’ Sg, ... ,Sr

да бъдат субституциите, които пермутират елементите във BCAKA ре-

дица, като не ги сменяват с елементи от друга редица. Очевидно те

образуват група G, която ще бъде u. пг. на G. Нека T, e субститу-
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ция, която сменява поне един елемент ΟἹ една редица с един ΟἹ друга.

Тогава произведенията
#

5, Та,...,5. T,

са различни помежду си и от първите субституции 5; така получа-

ваме втора редица от субституции. Ако не се изчерпва с това групата

G, продължаваме така, докато получим цялата група. По този начин

се убеждаваме, че ( може да се разложи по подгрупи

G=G,+G, 74+... Ἐ, Tp_y,

отгдето следва, че pg,=g, гдето g е редът Ha G, а g, — този #Ha G,

Подобно на rpynute H,, Hy,..., които ca съставени OT субституции, пер-

мутиращи само елементите последователно във всяка отделна редица,

без да сменяват елементите в другите редици, ca и. пг. на С и G; и

са подобни. Имаме следната теорема:

35. Уравнението, което се получава с елиминиране

на у между двете неразложими уравнения

fW)=y"+ay "+ ...+a,=0,

¢ (% y)=x"+by ()x" ... +b,4y)=0,
гдето b;(y) ca рационални функции Ha у, има импри-

митивна група и, обратно, всяко уравнение с импри-

митивна група може да се получи по този начин.

Нека y,, Уазз...; У„ Οἃ корените на първото уравнение. Уравнението

за х ще бъде

F(x)=9(x, γυὺφ(χ, Уа)...Ф(о ¥,)=0.
Нека с x;;, Хр...., Ха да означим корените на уравнението

'

φίχ, y)=0. м
Всяка симетрична функция 4; на корените Χ се изразява като

рационална функция на у, и всяка симетрична функция на Uy, Ug,..., U,

се изразява като рационална функция на коефициентите на f(y)=0,

T. е. ще има стойност, принадлежаща Ha областта на рационалност.

Групата на уравнението ( ще се състой само ог субституции, които

не променят такива функции, T. е. оставащи или 4, непроменени, или

ги сменяват помежду си. Тези субституции сменяват значи корените от

системите .

(39) - Хд .κ͵-2,...,χ͵-͵͵

или само NOMeX Ay MM, или елна CHCTeMa с друга cucrema, T. e. G e

импримитивна rpyna. Обратно, нека G e импримитивна група и елемен-

тите х се разделят на т редици по п корена (39). Да разгледаме си-

метрични функции от елементите във всяка редица:

yl':Fi(xil’ Хал oy xin);

те или остават непроменени, или се пермутират OT cy6crm‘yunm'e на G.

Следователно произведението

F)=(=3) (и--у2) Л (ὐ--»,)
не се променя от субституциите на G и ще има коефициенти, при-

надлежащи в областта на рационалност. Ако познаваме у, то BCAKA
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симетрична функция на Χ, Хуаз...) Хл ще бъде рационална функция
на y,;, T. е. ще можем да образуваме уравнение

CP()C, y[)=0,

на което тези числа ще бъдат корени. Но тогава даденото уравнение

като неразложимо ще бъде

Е εφ 21) ¢ (% 3)...Ф (% у) 0

и ще се получава с елиминиране на у между две уравнения от вида (39).
Нека разгледаме сега едно неразложимо абелево уравнение

(40) f(x)=0,
B KOETO предполагаме, че има рационална връзка между два HEroBH

корена х) и Χᾳ:

Групата на уравнението трябва да съдържа субституция S, която за-
мества х) С Ха; нека

(X1 Χᾳ... ;)

е един ΟἹ нейните цикли. Понеже функцията «хъ--0(х.) има стойност
нула, т. е. принадлежи на областта на рационалност, то при прилагане
на S и степените й тя не променя стойността си. Следователно ще

имаме

(42) ха-0(ж4), Ху--0(х5),....1-0(жх,).

Ако приложим една субституция, която замества един от коре-
ните Ху Xg,...,X, C друг, който не фигурира в тази редица, то, както
лесно се вижда, тази субституция ще замества всички корени от тази
редица с корени OT нова една редица, понеже иначе уравнението би
имало равни корени. Ако сега една субституция между корените в
редица (42) трансформираме посредством субституция, която ги сме
нява B други 7, то така получаваме една нова редица от 7 корена,

свързани с релации, подобни на (42). Така, като продължаваме, дости-
гаме до известния ΗΗ вече резултат, че корените се разпределят в т

системи по 7, гдето mr=n е степента му. Групата на уравнението ще
бъде импримитивна и ще сменява или само елементи OT всяка система,

или всички елементи на една коя да е система на всички такива на

друга. По теорема 35 решението на даденото уравнение се свежда

към решение на едно уравнение OT /m-Ta степен и на т абелеви урав-
нения ΟἹ r-Ta степен, резултат, който получихме по-рано.

Под общо абелево уравнение ще разбираме такова, в което всички

корени са рационални функции на единия OT TAX х H ако 0,(х)) и
05(x,) ca два кои да са корена, TO

(43) 8405 (1)--0, 84 (x,).

Едно такова неразложимо уравнение по теорема 29 има група Г
ΟἹ ред, равен на степента му 7, KOATO ще се състои от субституции
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S., a=1, 2,..., n, S;=E, които сменяват X; съответно с Xy, Xg,...,Xn.
ToraBa ΟἹ релацията (43) e ясно, че 88 KOH да ca две субституции ще

имаме

Sa 5745 бо

т. e. Ге абелева група. Обратно, ще установим теоремата

36. Ако групата на едно уравнение е абелева, то

и уравнението е абелево.

Ако уравнението е разложимо, то групите на отделните неразло-

жими делители са подгрупи на общата група и са следователно абелеви.

Остава значи да се ограничим само на транзитивни групи. В този слу-

чай има n субституции S,, 55,...,45, Β групата I, които сменяват KO-

рена х) с всички корени Xy, Ха,..., X, Ἠᾶ уравнението. Лесно се вижда,

че това са всички субституции на Г.

Всички субституции от Г, които не изменят Χι, образуват група Г„

която е подгрупа на Г. Тогава конюгованата подгрупа

Sk_l rl Sk -

се състои OT всички субституции, които не изменят Χ, и понеже Ге
абелева група, то Г. e u. пг., Τ. е. тази група се слива с Г.. Следова-

телно Г, не изменя никой KOpeH, т. е. се състои само от субститу-

цията Ε. По теорема 23 всички корени ще бъдат рационални функции

на единия OT тях, например на X,. Значи ще имаме

Xp="8, (x1):
Субституцията S;Sx ще трансформира х) с

χιξεθείθι (223) |

и понеже 45,45,-:5,5,, ще получим лесно, че

9.16, () 1-- 6, 16 (2<4) ],
т. е. уравнението е абелево.

Върху алгебричната решимост на уравнения от степен р”, гдето

ре просто число, са работили главно Жордан и Силов. Много геоме-

трични въпроси BOZAT до разрешими уравнения. Такова например е

уравнението от 9-Ta степен на Хес, до което се идва при търсене ин-

флексните точки на кривите от трета степен, но на такива въпроси

няма да се спрем, понеже биха ни завели твърде далеч в подробности.

Тях любознателният читател ще може да намери в цитираните книги
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