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жеството на реалните числа.

свойства на това множество,“
I. На всеки две реални унсла ан # съответствува елно реално число,

нарсчено тяхна сума, което се δεπόκῃ с a+-b. Когато осъществяваме
това CLOTBCTCTBHE, Τ. с. когато намираме тази сума, казваме, че извърще1 ваме действнието събирансе. To е полчинено на следните изнисквания:

() a+b=—b-+a (комутативен. закон).

2) (a+b)+e=a+(b+c) (асоциативен закон).

3) Уравненисто а x==b, където а н b ca дадеви реалик числа, има
винаги, и то едно единствено решение OTHOCHO х. Tosa единствено pe-
шение сс нарича разлика на числата b W g K се бележи с b—a, в дей-
CTBRCTO. чрез косто RAMHPAMC тази разлика, се нарича изваждане.4) Съществунва едно слинствено рсално число, което се явява реше-
BHC на Ууравнението @+ τ Ω при всеки избор на реалното число . Това
число ссе нарича нула и се белсжи със знака 0,

Преди да продължим списъка на OCHOBHHTC свойства на реалинте
числа, ще направим няколко забележки.

Асоциативният закон 2) ни дава възможност ΠᾺ въведем понятисто
сума на три числа а, b, ¢, която белсжим са ! b+c, като под този изразразбираме числото (а--Я) -с, или все едно числото a-t (А- r). Аналогичносе дефинира понятието сума на пронзволсн (но краен) брой реални
числа а;, аз,....а,, която се бележи с а, +аз:

По-нататък от дефиницията на разликата А--а e ACHO, Че за всеки
две реални чиела ан b

¢ показано как множеството
изградено, като се излезе от мвожеството на рашно

., -



<38 както пък от дефиницията на числото 0 следва, че 38 всяко реално

сто с 0--а.

Въз основа на изброените дотук четири свойства на реалните чн
исла

могат ла бъдат получени редица други. Така например може да 
се до-

каже, че:

—(—a)=a за всяко а;

0----0, T. е. числото 0 е противоположно само на себе cm;

a—b=a-+(—b), т. е. всяка разлика може да CC разглежда като сума;
както и много други твърдения, на които ияма да CC спираме.

П. На всеки две реалнии числа а и & съотвстствува едко реално число,

наречено тяхно произведение, KOCTO се бележи с ab. Когато о
съ.

ществяваме това съответствие, Τ. е. когато HAMKpaMc това пронзвеление,

казваме, че извършнвамс действието YMHOXCHHC, При това са из-

пълнени следните изисквания:

5) ab=>ba (комутативен закон на умножението).
6) (ab)c=a(bc) (асоциативен закон на умножението).
7) Ако а+0, то уравненисто ax=b има винаги, и то едно единствено

решсение отиосно χ. To се нарича частно на числата b на и се бележи

с .%. Самото действие, чрез косто намираме това частно, сс нар
ича

деление.

8) Съществува сдно сдинствено число, явяващо сс решение
 на урав-

нението ax=a ΠΡῊ всски избор на рсеалното число а#+0. Това число 
се

нарича едияица K сс бележи със зчака 1.
Тук могат да се направят забележки, подобнии на онези, ко

ито на-

правихмсе по-рано. Така асоциативният закон при умножението,
 анало-

гично на това, каето имахме при събирането, ни позволява да 
въведем

понятисто пронизведение на гри и повече реални числа а, йз
,... Τ

κοῦτο бележим с а,а:з... й |

По-нататък за всяко а+0 и за BCAKO b имаме .

а

1
Числото „Се нарича абратно или реципрочно на HHC-

пото а.

Може лесно да се покаже, че

-:--— -а при a#0,

1

т. е. че реципрочното число на числото а с .



Всяко чиело, което е сума ΟἹ единици, €€ нарича 
естествено

L 2: 1 Ἐ, 3=1+1+1, 4=1+1+14+ 1 S=1+1+1+1+1 н ΤΗ
 н.

ΠΙ. Действията събиране Η YMHOKEHRE са свързани пом
ежду си със

следното свойство, нарсчено дистрибутивен 
закон: .

&

9) a(b-+c)=ab t-ac.

С nomourTa на изброените лотук свойства Mor
ar да се

всяко реално число а найример следните“равенс
тва:;

# .

(-1).а- -а, 0.a=0, —=a.

да се сранняват ПО големина, T. € има

сътсъл ла твърдим, че лалено реално число а с по-малко от пдруго.реално

число b, което твърление JAMACBAMC гака: a<b. В такъ
в случай казвамс

още, че числото # с по-голямо ет числото а, което твърде
ние записваме

н така: b>a. При Ттова изпълнено с следното изискван
е:

10) За всски две различни реални числа а H b имаме едн
а от ABCTE

„възможности — ΜΠῊ a<b, вли b<a,
Често сс употребяват също Taka знаците < и 2. Когат

о пишем

а<а, с Tosa твърдим, че с изпълнено или равенството 
ατοῦ, или нера-

венството а<- #. Аналогично а 5 ἢ означава. че имаме или a=b, или α8.
Ясно €, че от валидността на JBCTE неравенства ash и α Β следва

равенството a=b.

Неравенствата a<b, a>b се наричат ΟἹ роги, а н
еравенствата

a<h, azb—Heci1poTr K неравснства.

Реалните числа, KOWTO са по-големи OT числото (0, се наричат п O-

ложителни, а ония, коиго са по-малки OT 6 --от
рицателни.

Числото 0 е сдинственото реално число, което не е нито по
лдфжително,

нито отришпалслно.

Неравенствата удовлстворяват още ς

11) Ако a<bh, #2с. 10 σξε.

12) Ако ash. ¢c&d. 10 а ес“й4 d

13) Ако 0<agh, 0Scsd, τὸ 05ас < bd.

Забележка, Свойс:вата 1) 12) 1 13) o

всякъде знакът 5 бълс заменен със знака 
<.

Като слелствия от избросните свойства могат да 
се установят Η

следните твърдения:

Сумата и произведението на две

жителни числа.

Ако a>b, τὸο —a<<—b. По-специално, ако a>0, то --а<0.

Ако a<-b, τὸ b—a>0 и обратно-

Числото | « положително-

ГУ. Реалните числа могат

лелните изисквания:

ставаг в сила, ако на-

положктелни числа са същао поло-



Y. На всяка двойка Числа а Η р, където а е положитТелно, а p —
произволно реално Число, съответствува едно положително реално
чнело, наречено „а в степен р“, което бележим с а”, Осъществяването
на това съответствие, Τ. €. намирансто на числото а”, се нарина пов-
дигане в степен ипи степенуване не подчинено на следните
язисквания:

14) a®=] за всяко положително Число а.
15) Ака п е естествено число, то «а"--0а... а, където броят на мно-

жителите ΟΥ дясната страна на това равенство е п.
16) (аб5)” --а”5? за всяка двойка положителни числа ὧ b и 38 веяко

реално числа p.

17) агач--а”" “ за всяко положително число а Π за BeAka двойка
реални числа риа.

18) (а”)"--а”“ за всяко положително число а и 38 всяка лвойка реални.
числа Ρ Ἢ (. 

.

19) Ако a=1 и p=0, то a=1.

С помошта на тези свойства на действието степсниуване могат да се
докажат още и слелдните твърлдения:

<) за вснко реално число p.
- 1

ай е 7 ¥ всяко @0 Ἡ за всяко реално р.

Ако } и р«:О, то af< |,

Axo 0-.7а< | и p>0, τὸ а!-1,

Ако θιτ Ξ 1 и μι-Ὁ, 10 a® -1,
Ἂ

1Забележка, Koraro стенсиният покизател р има ΒΗΠᾺ —.
Η

Ι

ALTC пе сдио естестиено чиело, TO често вместо ς ¢ “И служим с азна-
я

b~

ченисто ψ , KOETO сс чете „карен м-ти от а“. Съгласно свойство 18)
30 веяко положително HHCHO а имаме

ἐ }Μ . Щ

[../ αἱ —a, Ja"=a.
Реалните числа притежаваг по-нататък и слелното свойство:

20) Ако а к А ca ane положителни реални числа и ако а+ |, то уранв-
HCHHETO a"—b има винаги, и то слно единствено решение OTHOCHO х.
Тонва решение се бележи с lflg_ А н се нарича „логаритъм отА й ри
ососнова g,

Ясно ε, че при a0, а+ Г и #->0 имамс

ае b,

Лесно ce проверява също, че при a>>0 и 4Ἐ са изпълнени равен-
ствата 

|

log,a=1, log, 1 =0.



Също тъй лесно се доказват равенствата

log, (bc)=log, b+log,ec. log, -§-=Iog_ b—log,c
¥

при a>0, a%1, δ:»0 и ¢>>0, както и равенството

, 108,(07)--р Ίορ, b

при а->0, а+1, b>0, р-- произволно.

Връзката между логаритмите на едно и също положително чиело с,.

взети при две различни основи а и b, се дава с равенството

log,c—log,cloga.

Това paBeHcTBO се получава по следния начиин: Полагаме log,c—oa и

Тов,с--В. Тогава от равенството @*=bP получаваме P—log,a®, или f=
--й log, а, след косто заместваме а и В със съответните изрази. г

У|. Вече споменахме, че ако @>-0, то —a<0, т. е. че ако а+0, то

от двете противоположни числа а и --а сдното с положително, а ApYy-

гото — отрипателно. Онова OT тях, KOCTO е положително, се нарича

абсолютна CTOMHOCT или модул на числото а и се бележи

с [α]. Mo такъв начин, когато а >0, имаме |а|--а. а когато а--0, имаме
laj— —a.

Абсолютната стойност Ha числото 0 no дефиниция приемамк pan-

на на 0.

От казаното лпотук с ясно, че Wl всяко реално число а имаме

а |а| и —a < Ц|.

JlecHo се установява, че ча всяка лвойка реални числа а M # имаме

20) |«+61 а! - ἸΡ].

22) la—-bizla] ibl.

23) " lah|—la] . ΙδΙ.

Hexa забележим още, че, както не ¢ трудно да се види, неравен-

ството |х|<а ¢ равносилно с HEPABLNCTBU га --а<х-а.

УП. Както вече отбелязахме. всяко число, KOCTO с сума от единици,

сс нарича естествено число. Лесно сс вижда, че:

24) СумаТа и произведението на две естествени числа са също така

естествени числа.

Следвашите две свойства, отнасяши се до сстествените числа, носят

специални названия.

29 Принций на Архимед. Не съществува рсално число,

по-голямо ΟἹ BCHYKH CCTECTBEHH числа.

Като използуваме терминологията, въвелена малко по-нататък,

това твърдение може да се изкаже и гака: множеството от естествените

числа не е ограничено отгоре.
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26) Принцип за пълната математическа индук-
ция. Ако едно MHOXECTBO N OT естествени числа съдържа чиелото 1
и ако 0Τ това, че М съдържа п, следва, че N съдържа и л--|, то множе-
ството М съдържа всички естествени числа.

Всяко число, което може да се представи като разлика на две есте-
ствени Ччисла, се нарича цяло Ччисло. Всяко естествеко Ччисло е пяло.
И нанстина нсяко естествено число п може да се представи като разлика
на сстествените числа л--1 и |. Числото ( е също цяло число, тъй като
например 0=1—1. Множеството на естестпените чибла съвпада с мно-
жеството на целите положителни числа. Не с трулно ла сс установи, че:

. 2Т) Сумата, разликата ц произведението Wit две цели числа са също
цели числа,

Всяко число, което се явява частно на две цели числа, се нарича
рационално число. Всяко цяло число е рационално, тъй като за

п
всяко цяло число п имаме n— Ν В сила е твърдението:

28) Сумата, разликата, произпелението и частното на две рацио-
нални числа са също рационални числа.

Забележка, Що се отнася до частното na две ранионални чие-
ла, това твърдение с валидно, разбира се, само когато това частно съ-
шествува, т. €. когато знаменателят му е различен от нула.

Онези реални числа, които не «а рационални, ес наричаг и ранио-
налки.

За да се убедим, че съществуват ирлционални числа, нека покажем.
че например числото „ с ирационално. Да допуснем, че 2 е рацио-

налко число. Тогава ще имаме „2- : " където P I ¢ €A естествени числа.

Можсм при тоава да допусием, че р и ᾧ са азаимно прости, 1. е. че те
нямат абщ делител, различен o1 | (ако те имаха такъв, ниг бихме могли

да го съкратим). Ot равенстпото р-.А!За получаваме пе 242. Оттук
виждамс, че числото р“ е четно, огкъдето пък заключаваме, че и Ле чет
HO число. Тогава p— 2k, кьдето Ж € някас CCTECTBEHO число. Следователно
ще имаме 4К7-242, или 242-4“. Сега пък заключанваме, че числото ¢2,
а заедно с него и числото 4 е четно. И така р н ¢ са четни чиела,косто

обаче противоречн ня топа, че ние ги избрахме взаимно прости. Полу-

ченото протниваречие показва, че числото „ с ирационално,

В сила с по-натаТък следкото твърдение:

29 Гъстота на рационалните м ирационалните
числа. Ако а н А са две реални числа и а-<:-А, 10 съществуват понс слно
рационално MHCAO Γ и поне сдно ирачионално число §, такива, че а« «Р

H a<s<b.

Оттук лесно заключаваме, че между“ всеки AHC различни реални

ченн

> Казваме. че числото с се намира межлу числата й W 5, ака a~c<h нли
bec<a.
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числа се намират както безбройно много рационални, така н безбройно
много ирацнионални числа.

УШ. Tlpean да формулираме слелващото особено важно свойство.
ва множеството на реалните числа, ше се запознаем с някои дефиняция.

Едно множество M, съставено ΟἹ реални числа, се нарича огра-
ничено отгоре, ако съществува такова реално число b, че за BCAKO

число х от множеството M ΜῈ имаме x<b. Числото #А се нарича в ΤΆΚΒΕ
случай горна граница на множеството M. Нека отбележим из-
рично, че самото число А може да принадлежи, а може и да не принад-
плежи на множеството M.

„ Така например множеството NS OT всички отрицателни реални числа
е ограничено отгорс, тъй катб всяко число OT това множество с по-

малко 0Τ числото 0. Числото Ὁ представлява една горна граница на мно-
жеството S, при това такава, която не MPHHALICKH на това множество,
Разбира се, числото 0 не е единствената горна граница на множе-
ството 5 — BCAKO пронзволно взето положително число е също горна

граница на S.

Изобщо, когато cano множество M от реалки числа е ограничено
отгоре, то притежава винаги безбройно много горни граници. И на-

BCTHHA, ако b с една горна граница на множеството M, то всяко число,
по-голямо от b, ше бъле очевидно също горна граница на това мно-
жес тво.

Нека A/ е cano ограничено отгоре множество от рсални числа. Да
си зададем въпроса: има ли между иеговите горни граници една най-

малка, Τ. е. сдна 1акава, която да бъле по-малка ΟἹ всяка друга. От-

говорът на т6зи BLAPOC (който ие с очевиден) с утвърдителен, В това
именио се състои и следното иЗвънредно важно свойство на реалните

числа:

310) Принцип τῷ непрекъснатоаст. Ако едно миожество M
OT ресални числа е ограничено отгоре, го между неговите гарни граници

винаги има CAHA най-малка.

„Тази най-малка торна граница ще наричаме занапред точна
горни граница. Toraea принципът Μ непрекъснатосг може да се

изкаже и така:

Всяко ограничено отгоре множество ΟἹ реални Числа притежава
точна горна граница.

Разбира се, 38 точната горна граница на едно ограничено отгоре
множество M от реални числа имаме също така две възможности — тя

да приналлежи или ла не NPHHALICKH на множеството M,

Лесно можем да съобразим, че ако ичмежду числата X, съдържащи
се в дадено множества M, има едно най-голямо — да го означим с х.,
то това число е TOMHATA горна граница на множеството M. И нанстина

ἽΒΌΠΟΤΟ Xy уловлетворява неравенството XS X, за всяко Ччисло х от M
и «<ледователно € горна гранина Ha множеството M. От друга страна,

всяка друга горна граница b на множеството M удовлетворява Hepa-
венството 7 x,.
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" Възможно е ofavc дадено множество от реални числа да бъде orpa-

ничено отгоре, без то да притежава най-голямо число (какъвто е Ha-

пример случаят с множеството от всички отрицателни реални числа).

В такъв случай точната горна граница е число, непринадлежащо на

даденото множество.

Аналагично на понятието горна граница се въвежда и понятието

долна граница. А MMEHHO едно множество M OT реални числа се нарича

ограничено отдолу, ако съществува такова число 4, че за всяко

число X 0T M да имаме g<x. Тогава числото а се нарича долна гра-

ница на множеството M, Всяко ограничено отдолу множество ΟἹ реал-

Η числа притсжава безбройно много .долии граници. Най-голямата от

тях се нарича точна долна граница: С помощта на принципа
за непрекъснатост може да се установи, че тази най-годляма долна rpa-

ница винаги съществува, T. е. че е в сила твърдението:

Всеяко ограничено отдолу множество от реални числа притежава

точна долна граница. ,

Точната долна граница на сднио ограничено отдолу множество M

от реални числа може, разбира ce, да принадлежи нли да не принад-

лежи на M. Ако множеството M съдържа сдно най-малко число, то това

число представлява същевременио и нчеговата точна долна TpaHMua.

Когато едно множество M от реални числа с ограничено както от-

горе, така и отдолу, TO се нарича NAKPUTKO ограничено. Съгласно

казаното това означава, че съществуват двс реални числа а им b такива,

че за всяко число х от M да имаме asSxsh.

Всяко множество ΟἹ редлнии числа, което не € ограничено, ще нари-

чаме несограничено. Така например множеството от. сстествените

числа, както и MHOMECTHOTO OT целите числа са неограничени (първото

ΟἹ тях не е ограничено отгоре, а второто — нито отгоре, нито фтдолу)

1X. Особено често ще срещаме един специален ἘΜῈ множества

OT реални числа, наречени интервали,

Нека а и b са две реилни числа и инска @< ὅ. Множеството от пвсички

реални числа X, удовле гворяващи иеранвснетвата a< x<lb, ще бележим

(а, 5) и ше. наресчем отворен ниитервал. Числото g e ляв край,

а числото # --- десен край на този интервал. Множеството пък от чис-

пата X, удовлстворяващи нерапенствата a<x<b, ще бележим (а, 6) и

ще наричаме затворен нинитервал. Затпореният интерван (а, ὁ]

съдържа очевидно всички числа OT отворения интервал (а, b), но освен
тях той съдържа още и своите краища -- числата а и В. Интервалите

(а, #8) к (а, 6) се нарнчат полузатворени (нкли MOAYOTBO-
рени). Пърпвият от тях ¢ множеството OT чниелата х, за които имаме
asx-<b, а пторияг — множеството от ония X, 38 които имаме @-<x5b,

Всички изброени дотук внидовс интервали образуват фамилията

на крайните интервали. Освен с тях ние ще работним Η с така

наречените бсезкрайни интервални. ToBa са сьщо специални
множества от реални числа. Така интервалът (g, oo) представлява мно-

жеството ΟἹ всички реалии числа X, 33 .KOMTO имаме х->а, интервалът

(а, o) пък се CLCTOH от всички чнсла X, за които х = 4. Аналогично мнтер-
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звалът (—oo, а) се състон от OHHA реални числа X, KOHTO удовлетворяват
неравенството χ , а интервалът (---со, а)--- ОТ ΟΗΜΗ X, за които х<а.
Най-сетне множеството на всички реални числа също ще разглеждаме
хжато безкраен ннтервал, който ще означаваме (--оо, oo).

ΓῚ

..х. g 4

Черт. 1

-

Като използуваме NOHATHETO интервал, можем сега да изкажем
дефинипията на понятнето ограничено множество по следния начин:

Едно множество M от реални чкиесла се нарича ограничено,
когато съществува някакъв краен интервал, който съдържа всички чис-

ла от М. ; |

Χ, Често за по-голяма нагледност в разсъжденията нне ще изобра-
зяваме реалните числа като точки върху сдна права.Това става по след-

ния начин: В геометрията ссе установява, че ако изберем една отсечка
като единица-мярка за дължнииая, то всяка друга отсечка ще има за дъл-

жина някакво положително реално число — рационално, когато измер-

ваната отсечка с съизмеримц с отеечката-сдиница, нли пък ирационално,

когато е несъизмерима с нея. Обратно, всяко положително реално число
можесе да се разглежда като дължина ΜῈ някоя отсечка.

Да разгледаме ссга сдна права, която е начертана хоризонгално,
и да си изберсм върху нея една точка, която ще ни изобразява числото 0.
След това да си вфемем една отссчка, която ще ни служи Μ единица-м ярка.
На всико положително реално число х Ще съответсглуна тогава HAKIKDA
отсечка — отссечката с дължина х. Ако сдиният край на тали отсечка ClLu-

пада с точката ( и я нанесем надясно върху нашата права, то другият й
край ще съвпадне с някаква Тточка, която именно ще изобразява чие-
лото х. Ако пък нанесем същата отссчка налияво OT точката 0, ще получим
друга точка върху нашата права — тази точка ще изобразява числото

- х (черт. 1). По такъв пачии всяко рсеално число се изобразява като точка
от разглежданата npasa, Обратно, всяка гочка от тази upasa изобра-

зява някакво реално число — това число ¢ положително. когата точката

длежи BAACHO ΟἹ точката 0, и отрицателно, когато тя лежи ΒΠΉΒΟ OT HeN,

Ето заша в бъдеще много често вместо думага реално число ще употре-
бявамс думата точка. Самата права пък, върху която нанасяме реал-
ните числа, ще наречем реална права.

Не е трудно да се съобрази, че ако а н # са двс реални числа, то не-
равенството а<-А е равносилно € изискването гочката а да се намира
вляво ΟἹ точката b върху реалната права. Разстоянието пък между тези
две точки, косто сс дава с зьължината N свързващата ги огсечка и което

ще нгричаме дължина на интерватла (а, А), се равнява на й--а. На тези
именно забележки сс основава онази нагледност в разсъжденнията, която
получаваме, когато изобразяваме резлните чниела като точки.

Нека въведем оше сдно понятие, косто ще срещаме чесго по-на-
татък — попятието сколност на Число нли, KBKTO ще казнаме обик-
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новено, околност на точка. Ако а е едно реално число, вли все

епно една точка от реалната права, то всеки отворен интервал ΟἹ вида

(а--Е, а--Е), където Ε е някакво положително реално число, ще наричаме

околност на точката а. Поради произволния избор на положител-

HOTO число € е ясно, че всяка точка а притежава безбройно много окол-

HOCTH.*

С оглед Ha Hamata бъдеща работа е полезно да отбележим следното.

Ако се положително число,а хи а са две реални числа, то HCPAaBEHCTBOTO

-

[x—a|<e

е CKPHBAJIEHTHO, както зпасм, с неравенствата

—E<X—a<t,

KONTO пък OT CBOS страна €A PABHOCIUIHH с неравенствата

d—g-X<<a+ ..

По такъв начин виждаме, че MHOXCCTBOTO от числата X, удовлетворя-

ващи HCPABCHCTBOTO [χ- -αἰ τ при дадени а и £, съвпада с отворения

интервал (a—¢, а- в),
Накрая нека въвелем за по-голяма улобство едно твърде често из-

ползувано в съвременната математика означение, Когато едно число а

приналлежи на ладено множество M, нисе записваме този факт така:

авМ. Като си послужим € това озицчениее. можем ла изкажем направе-
ната по-горе забележка по слелдинни пачин;

Неравенствато |х--а|-7 & е ранносилна с условисто xela—E, a-t).

Β. Някои предварителни сведения

1. Никой означения:

.

а) Нека п с цяло полежително число. Прнисто с пронзвелението

. да се означава накратко така: л! (чете се „п факториел“). O1 някои съобра-

жения за удобстно нъвеждамке и сихмвола AL ката по дефиниция 0!-1.

6) Нека п е произволно реално числа. а & — цяло положително
Η -

число. Символът ( k)(qc're се п над КУ), с койта се стначава един израз,

ме 96 а

- Понякога с удобно интервалът ( -oc, oo) ла бъде разглежлан също като OKON-

ност на палена точка . По такъв начин тази интервал се явява околиост на BCEXA

точка ὋΤ рсалната права.
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срешащ се при различни въпроси ΟἹ математиката, се въвежда с рае

венството

| πλ. κίι- 1)...(а-Е5+1)
. k! 1.2...k

- τ Когато не само k, но и пе цяло положиателно число Η при това
.k<n, това равенство може да се напише н във вида

ny\ π! .

(k )_ krn—K)!

Оказва се удобно да се въведе отделно ншюлът(
равенството

“

(5)-
за всяко реално ΜΗΌΠῸ п.

в) Често пъти дадена сума ΟΤ л събираеми се записва кратко с по-

мощта на сдин специален символ ---символа X. Това € възможно, Κο-
гато можем да напишем израз, в който участвува някакъв променлив

параметър (например k), така че, като Aasame на тозик параметър после-
дователни стойности, например стойностите от 1 до п кли пък от 0 до
п--), да получаваме съотвестните събирасми от дадената cyma. Ето 58

пример няколко равенства, поясияващи казаното — в дясната страна на

B K0 OT TRX с записана в кратка форма сумата, която подробно с напци-
сана в лявата: .

fl) ς помощта на

Ἔ га*+--*+ч““*=24“-

„

жп χ +sin2x+ +- . 50 ПА Z['sin ka,

ke=}

“

а, +а,+--+а,-- 5 αι.

П. bunomua формула на Нютон:

Ако а ¥ b са две рсални числа, а л е цяло положително число, то

(a-+-b)'=(:;)a" : (’;)a"'lb-{»( я )a'-=b=+--.+(:)b'.

Това равенство HOCH названието формула Ha нютоновия
бином. To може лесно да бъде установено с помощта на прянцяпа

31 пълната математическа индукпия.

-
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III. Радиан, Неравенството [sin χἑ Ξ [χ] "

Навсякъде в настоящия курс, където се говори за ъгли, те ще бъдат

ичзмервани в радиани. Както е известно, един pajHaH е големината на

ъгъла, притежаващ следното свойство: ако опишем окръжност с център "

върха на този ъгъл и произволен радиус, то раменете HA ъгъла отсичат

от тази окръжност лъга с дължина, равна на дължината на ралиуса.
Оттук следва, че ако PAMCHETE на един ъгъл отсичат от CAHA окръжност

с център върха на ъгъла дъга с дължина / и AKO радиусът на окръжността

има дължина £, TO големината на LI WKL, измерена в раднани, с равна на

_i... Ака радиусът на окръжността ¢ |, TO големината на ъгъла, изме-

рена в радиани, ¢ просто равнц на /, Така пълният ъгьл има големина
n

2π радиана, правият ъъл € „ радниана Η т.и.

Нека отбележим следното перавенство, използуващо се по-нататък

в настоящия курс:

| а| 5 а| за всяка ἃ.

(Тук а е големината μ ьъгъл, измерен в радиани.) Това неравенство е
π я

очевилна, когато (а| - . Когато Dw:‘:af::-z— 1 TO се нижда OT следните гео-

метрични съображения: Ако + 408-а й 1Ko опишем сдна окръжност
тт

с центьр О и раднус 1 (черт. 2), то дъгата ВА #” има големина За, а голе-

мината на хордата BB’ е равиа на 2 5т а. Ясно е тогава, че ще имамс

0-: 5 a<<a. При — ;c:aa:f_o неравенството |5а αἱ S 14) следва от това, че

к « . .

в този случай O{——m-::-i- .Η ΟἹ факта, че sin(—a)=—sin α. Hait-ceTne има-

ме sin 0--0, Па такъв начин желаното неравенство € доказано за BCAKO

реално число Q.
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ГЛАВА !

БЕЗКРАЙНИ РЕДИЦИ

Целта на тази първа глава от нашия курс е да се запознаем с най-

OCHOBHOTO Понятие на математическия анализ --- понятието граница.

По-точно ще се запознасм с понятисто Граница на една без-
крайна редица и ще изучим неговите свойства.

8 1. Редици. Огранячени и пеограничени редици

Ще казваус, че ни е ладена сдна безкрайна редица (или
по-кратко -- селна редица) от реални числа, когато по някакво пра-

вило M2 BCAKO естествено число е съпоставено някос реално число. Ака

ς g, означим окова чиесла, което е съпоставено на чиелото I, ¢ η2--ῷ

онова, което с съпоставено на числото 2, и Τ. н., изобщо с а, --онова

реално число, KOCTO е съпостанено на естественото число i, то дадената

редица ще се запиева обикновено гака:

all fl:!""'l-afl:'}!"l

Числата gy, а: н Τ. н. се наричат членове на редицати — a, € ней-

ният пъран член, аз -- втори и T. н.; л-тият член a, сс парича ощенобщ

член на редицата. Числото п пък се нарича номер или индекс

Ba члена a4,

От казаното дотук с ACHO, че всяка редица се състони от безбройно

MHOTO членовс. Разбира oo, някаин ог тези членове (даже всичките) могат

да бъдат равни на едно и Culll0 реаяно число.

Една редица ние считаме 32 далена, когато ни ¢ известно правилото

за получаване на нейните членове. Това правило може да бъде изразено

по различни начини, Обикновено се дава някаква формула 18 пресмятане

на общия член на релицата. Ето няколка примера на безкрайни редици,

записани DO два начина — подробно и посредством формула за п-тия

им член:

(1) 1,2 3,....m..., ἡπῇ a,—n,

2 2,4, 6,...,2n,..., LT a,=2n;

(3) LL L. L., или a,=1;
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ι 1 1  ̓ 1
ОЕ ЕЕ А Em а-;

1 1 .. | . 1

M L ЕЕ А А ЕЕ И
.Етондшшпршсрнзабшьайнн редипи, при която тл-Тият члев

се записва по по-сложен начин:

i;_,. 0.1 0 1 при BHeserHo п

©) , U Б Чуе WIH G 0 ppw четно ;

n+1
5— при нечетво п

) 1, —1, 2, —2,..., ἅπῈ a,=
; при четно ;

( при нечетно п

1 1
(8) 0. 1' 0'_2__, 0. Т,..-! нли ἰῖπ"" _%__ прп четно #.

Една редица може да бъде зададена м индухтивко, Τ. с. по начия

основан на пълната математическа индукция, Например може да бъдат
дадлени нейният първи члекн ¢, м някаква формула 38 пресмятане на 4, -4

посредством ὥᾳ- Така например равенствата .

(9) αι =,2! a’.+1=d.3—l

дсфнннрат редица, първите иняколко члена на която са следните:

2,3, 8, 63,...

Или пьък може да бъдат дадсни @, и а: и освен това някаква формула,
чрез която а, « 2 €€ пресмята в зависимост OT 4, Ἡ &, .. Такава с например

редицата, зададена с равенствата

(10) а --0, a;=1, “π.:“ᾖ +24н: '
въз основа на които получаваме по-подробпо

-

1 3 5

Е А

Най-сетне правилото за получаване на п-тия член на една редица

MOXC да не бъдс записано с каквато и да било формула, а просто да

бъде изказано с думи. Например да разгледаме редицата, л-тият член

на която с т-тото (поред) просто естестиено число. (Едно естествено

число, по-голямо от |, се нарича просто, когато то се дели без остатък

само на числото | к на себс си.) Ето първите няколко члена на тази

редица:

(11) 2,3,5 7 11,13, 17,19, 23,...
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ΕΠ Π1,͵. ᾳῃπ.ςι-ιι

се нарича ограничена отгорс, KOTaTo MHOKECTBOTO ΟἹ нейните
членаве, разглеждано като множество ΟἹ реални числа, с ограничено

отгарс, Τ. ¢. когато съществува такова число B, че а, В за всяко л, Чис-

лото В се нарича тогава ropHa граница на дадената редица. Ана-

логично, когато ChiuecTsyBa Такова число а, че а,>а за BCAKO п, то реди-

цата се нарича ограничена отлолу, а числото а — нейна 10 л-

на гранипа. Най-сетне една релипа се нарича накратко огран -

чена, когато е ограничена и отгоре, и отдолу, Τ. е. когато съществуват

две такива числа й й P, че за всички членове на редицата πᾶ имаме а5

<a,<p. Другояче казано, една PeIMUA с ограничена, когато съществува

някакъв краен интервал [a, В), който съдържа всички нейни членове,
Всяка релица, която не ¢ ограничена, сс нарича неограничена.

Когато сдна редица е ограничена отгоре, тя притежава, разбира сс,

безбройно MHOIO горни границшя, една от KON10 е най-малка --- това с

нейната точна горна граница. Също така всяка ограничена OT-
долу релица притсжава безбройно много долни граници, една OT които

с най-голяма --точната н долна граница,

Лесно се вижда, че редзипите (3) (4). (5), (6) и (8) са ограничени.
(Посачете 18 всяка OT тял по слна горна и една долна граница!) Реди-
ците (1), (2) н ({}} ca ограничени само отдолу, HO не.и отггоре, докато

редицата (7) не с ограничена нито отгоре, нито отдолу. Следователно

редиците (1), (2), (7) и (11) са неограничени.

Упражниения. 1. Напишетс пъриите няколко членц 13 редиците, дадени със елед

HUTC формули:

Е πὶ ὦ, Е А Я fln-;‘;;-

2. Напишете формули 12 #-THTE членове HA редицяте:

3

3, VI, VI

: 1 Ι. 1 .
— р p—— Yy —— р и Γ )

2 4 8 16

Ιι “-Ιῃ Ξιι  ̓-Ξι͵ 3‘ -],..

3. Дакажете, че релипата, NAJICHA с раненствата (9), ¢ неограничена. Уйътване:
Установете с помошта . пълната математическа MHOYKUMA, че а 2.

4, Докажете, че релицата, лалена с равенствата (10), е ограничепа. Упътааце:

Използувайте, че 05:а;,<1, 05а:21. н покажетсе. че ако 0Sa4,=1 и 05а,,121, то
05а.151, €761 което напразете заключението въз оснава на пълвата математи-

ческа индукция.

5. Дайте пример 13 редица, която с ограничена отгаре, HO не я отдолу,



Друг важен пример за сходяща редица ни дава
 геомстричната.

прогресия 
,

@ | . 43, 43

Ще покажем, че ако 0-<g<l, то тази редица с сходяща и lim g"=0. И на-
истина да CH вземем OTHOBO произволно положително число 

Ε и да си

образуваме след това числото v=log, Ε. Тогава при n>>V от неравен-

ствата 0<g<1 и n—v>>0 ще следва 4"7“<1 или, KOCTO е все едно, 4“<.4“.

И така при п>у получаваме 
|

т. ¢. установяваме, че при Π Ν с изпълнено неравенството (3). С това е

установено, че lim ¢"=0.
Да разгледамс и един съвършено прост, но често срешан при

мер.

Нека вснчки WICHOBE на сдна редица са равни Η8 едно и също реално
число а, T. е. нека е дадена редицата .

(s а, Qe @ynn-

B случая a,—a за BCAKO п. Лесно с да се види, че тази редница е
 схо-

дяша и клони към 4. Действително каквото и да бълде положит
елното

число £, неравенството (3) « изпълнено за псички членове на редицата,
тъй като то се превръща в очевидното HCPIUHCHCTEO

|а--а|<-.е.

Torana каквато и стойност да дадем на у, например м- 1, изискването на

дефиницията 32 сходимост ще бъде удовлетворсно. И така hma=a.

Упражиснис. За всяка OT дадените релици дохажете, че € сходищЩа, н 
намерете

границата й:

L 1
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(2) |1а.,--а|<Е.

Числото V., както вече WITHKHAXMC, зависи OT избора на числото € Не
трябва да се мисли обаче, че на всяко положително число € съответствува

едно единствесно число v. Наинстина, ако вземем някое число у т
акова,

че ΠΡῊ п>у да бъле изпълнено неравенството (2), 10 всяко друго чис-

ло V,, KOETO с по-голямо OT V, ше притежава същото свойство, T. €. съ-

шото неравенство (2) ше бъде изпълнено W при п-“УМ;.

Друга особеност, на KORTO желасм да обърнем внимание, с следната:

В дефиницията за сходимост се изискяа инсравенството (2) да бъде из-
пълнено само за онези членове а, на ладсната редица, чинто номера п

са по-големи от иякое число V, За членовсте с по-малки номера не се из-

исква нишо, те магат да бъдат каквито Η да е. Всичко това ни лава осно-

ванисе ла изкажем следното тпърдение:

Ако в една сходяща редица променим стойнастите ΜῈ краен брой

нейни членове, MO сходимаостта на редицата нчма да се наруиши и ера-

ницата й няма да се промени.

Това ¢ така, тъй като съгласно направените забележкн винаги мо-

жем да считаме, че сме изсли числото м толкова голямо, че направените

промени в членонвете на редицата да не се отразяват на ACPHOCTTA на

неравенството (2) при A~V

С подобни разсъждения можем ла се убсдим и във BCPHOCTTA на

следното твърдение:

Ако om една сходяща редица премахнем краен брой членоас μ пък

прибавим краен брой нови членове към печ, MO получената редица е също
сходяща и има същата граница.

За да формулираме кратко друго €AHO просто свойство на схолящите

редици, ще въведем следното понятие: Ако премахнем някои членоне
(краен брой ипи пък безбройно многа) от дадена редица (1)

al, *11:**-1“3#*-*1

но Така, че да останат все пак безбройчо много членове, и 2KO остана-

лите членаве вземем в същия ред. 5 κοῆτο те са били в редицата (1), ще

получим нова безкрайна редмца

(3) dl..t a';:--'l al,lt“-l
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която сс нарича подредица ка редицата (1). Тук л, е номерът на чле-

на a,, в редицата (1), а числото K е номерът на ащ, разглеждан вече като

член на редицата (3). Ясно e, че

Лесно се вижда валидността на следното твърдение:

Ακὸ една редица e сходяща и клони KdM числото @, MO 6CAKA нейна

подредица е също сходнща и клони също към а.

И нзистина, ако редицата (1) ¢ сходяща и lim а,--а и ако за дадено

подожнително Ччниело Е неравенството

| ἰα,---α <&

е изпълнено при n>v, то при A=V ще бъде изпълиено и неравснството

|a,, --а | <.

Това е така, понеже от неравенствата (4) с ясно, че п =k, и следо-
вателно при k>>-v ще имаме и πιῶν.

Всичко това означава, че {{π| ащ --а,
l.‘utur

Едно основио свойство на сходящите редици се дава със следната

Теорема 1, Вслка сходяща редиуа ¢ аераничена,

Доказателство. Нека с дадена сходишата редица

¥
al’_fl2’¢pa'£f~‘-t|

с граница a. Да вземем числото в-1, Οἵ слодимостта на редицата след-

ва, че ще съществува TAKOBA: число ¥, че при ATV да имаме

|в, а| 1

или, което € BCe едпо,

а--!1 «“ й Ε,

Последниге неравенства показват, че всички членове от ладената ре-

дища, чииТо номера са па-големи от у, се намират в иптервала (а--1,
а | 1}, Ако има такива ч.ленове @, конто лежат извън този интервал, TO

техните номера HAMI ла надзминават числото м и следователно те ще

бъдат красн Gpoii, Ясно е тогава, че тщце можем да намерим едия такъв

краен интервал |а, |, който да сюъдържи в себе си както делия иятервал

(а--1, а--1). лака и всички ония членове 4, на редицата, канто лежат

вън OT тази ингервал. Тогава интервальът (o, В) ше съдържа всички чле-

новс от разглежданата редица. А гова означава, че тази редица ¢ огра-

ничена.

Следствис. Ако сдиа редиуа е недграничена, тя е разхидяща.

Сега лесвноа можем да покажем, че съществуват разходящи редици.

И наинстина въз основа на горното следствие можем да заключим, че

найример редиците (1), (2), (7). (9) к (11) от # | са разходяшщи, тъй като

всички те са неограничени.

Не всички разходящи редици обаче са неограничени. Съществуват

редици. KOMTO са ограничени и разходящи.
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Такава е Например редицата

(5) 1,0, 1,0....

Тя e очевидно ограничена. Ако допуснем обаче, че с сходяща, и OIHATHM

- нейната граница с /, то н двете H полредици

- Ί, НН АН

0, 0,...,0,...

(първата от конто е образувана ΟἹ WICKOBETE й с нечетни номера, а вто-

рата — ΟἹ членовете й с четни номера) ше трябва па клонят към I Но

ние знаем, че първата OT тях клони към 1, а втората -- към 0. Получа-

ваме противоречне, косто показва, че редицата (5) е разходяща.

Следващите няколко теореми изразяват други важни свойства на

сходящите редипи. -

Теорема 2. Ако са дадени две сходящи редиуи

а.- aI'---pa“t'-«

u

bl' ь:.....ь..--ц

при което lim a,=ta и lim b,—b, и ако за вслко п имаме α, Ξ ὁ,, то ash.

Доказателство. Да допуснсм, че a>b. Тъй като числото
а - # :

Бъе - ε- Ще бъдсе Β такъв случай положително, ще можем да намерим

такова число Vy, че при N>V, да имаме [0, —a|-<E, и също тъй такова V2,

че при n>-vy да имаме (b, —bdl < €. Ако означим с V по-голямото от двете

числа v, M V2, TO при n>v ще бъдат изпълнени и ABCTC неравенства

la,—al<e и |6,--91<-Е, които могат да се напишат още така:

-

a—c<<a,<a+t и #Я--Ее-76,<#4 .

Но

a b a+b а- »
α--ετ--α---- --Ο-- - rb-}-—z—r-—b-%-a.

Тогава при n>v ще получим b < b-+-£—a--£<la,, Т. е. b,<a, противно

на условието, според коета a,<h, за всяко п. Полученото противоречие
ви показва, че неравенството а ># с NEBLIMOKHO, T. е. че а .

Слелствие. Ако peduyama

" ΗΙ,πξ,.ιι.,π-;.ι-

е сходяща и lima,—a и ако за всякоа п имаме 4,51, където Г е някакво:

реална цисла, то и a=l

Действително, ако заелна ς дадената релица разгледаме и редицата
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жоято, както знаем, € сходяща и клони към /, TO, като приложим току-

ππὸ доказаната теорема към тези две редици, ще получим желаното

+"твърдение.

Разбира се, по същия начин можем да се убедим, че от И a,==a

@& а,2! следва а1

Teopema 3, Axo peduyama

) а), .аз, .. S

« сходяща и клони към а и ако а<!, то съществува maxosa число v, ЧЕ

„при n>V е. изпълнено неравенството a,<l.

Доказателство. Нека §=/—a и нека числото у € взето така,

че при #>v да имаме (а,--а|<Е -- това с възможно, Thil като а с грани-

mata на редицата (1). От последното неравенство получаваме

а,<а4---а41--а-1,

т. ¢. a,<! при n>v. С това теоремата е доказана.,

Аналогично се доказва, че ако lim а,--а и a>/, то 538 достатъчно го-

леми стойности на л, Т. €. 34 стойности на п, ΠΟΤΟΠΕΜΕ OT HAKOC чис-

„ло у, ще бъде HITLAHCHO неравенството а, >

Теорема 4. Нека са дадени трите редици

-

46) Quy йзае Ν

(7) bip ь:.м..ьд,„.,

.(8) διν Саа ечеа Суе
ч

и нека a,5c¢,Sb, за scaxo п, Ако редиците (6) и (7) са сходящи и имат

обща граница |, то и редицата (8) е също сходяща и клони към l,
Докалзлателство. Нека € € пронизволио положително число.

Поради сходимостта на редиците (6) и (7) ние можем да намерим такова

число V,, че при N>V, да имамсе

H такова число V3, че при тп>-уз да имаме

(10) |b—I}<e.

Ако V € число, по-голямо както OT V,, TAKA Η OT V2, TO при n>V ще бъдат

удовлетворени и двсте неравенства (9) и (10).Тези неравенства са равно-

силни с неравенствата

l—e<a,<i+4e, [—e<by<lte,

Ho тогава при n>>v ще имаме

I—g<a, ¢, 56 1--Е,

T. е. I—s<c <! & или, което с нсе едно, [ἐκ-ἰ Ξ ε. С това е установена,

че limc,=1.

Теорема 5. Ако редицата

a;. alg--t’a.’-n*

30



е сходяща и клони към а, то редицата

ιπἱἰ! ‘all “»πτὰ ι“,' "L

€ също схадяща и клони към |а!.

Доказателство. Hexa & е пройзволно положително число.

ХСъществува такова YHCAO v, че при n>v имаме |а,--а|<Е. Но от нера-

венствата .

|a,|—lal S ἰα,---αἹ

laj—la,| 5 la.—al
жт

«<ледва HCPABCACTBOTO

‘ | lal—lal |Sla—al.

ФОттук заключаваме, че при 4>V имаме също

ἱ la.l—lall<s,

< KOCTO теорсмата € доказана.

Teopema 6, Axo edua om двете редици

all д!.-.-.д.,...,

la,h laal .. 141 ,2..

клони към 0, mo и другата също клони към 0,
Доказателство. Нанстина нека в е произволно положително

числа. Неравенствата |(а, --Ὁ) { и | ja,|—0] <& са очевидно равносилни.

Следователко, ако съществува такова число у, че при л>у е изпълнеко

елното от TAX, то при същите стойности на п ще бъдс излълнено н дру-

гото.

Като използуваме тази теорсма, можем да видим например, че

фразглежданата в предишния параграф геометрична прогресия

q. 9% q*.....¢" ...

представлява сходяща редица с граница 0, xorato --1<4<! (а не camo

когато 0<g<1). И наистина при 4--0 това е очевидно, а при --1<4<0

ὉΤ неравенството |4|<! следва (какго знаем от пргдишния парзграф),
че lim 141"--0. Оттук заключаваме, че я lim 4"--0.

Особено полезна се окалва следната

Теорема 7 (теорема за действия със схолящите редицн). Axo редиците

(П) а,, SN N

(12) . РИТ АИ

«а сходящи и lim а,--а, lim b,=b, то редиците

(13) a,+by, а:+6:..... 4,4-6,,...,

(14) a,—b,, ar—b2,...,0,—~b,,...,

(13) ab,, ashs,....ah,....
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са също сходящи. В случая, когато 3,#0 за вряко п μ b+0, сходяща е
също тъй и редицата

iy 4 Ο ἐ

(16) Е 5 ττο

При това | _ |

lim (flu‘l‘b,)::-fl—l-b, ]im(a,,—-—b_ =H' [πῇ anb_r_ab! Iim ':'! .Ξ- .

Доказателства. а) Да разгледаме най-напред редицата (13).
Нека ве едно произволно положително число. Да вземем оше едко по-

ложително число £', за което по-късно ще уточним как и
менно сме го

избрали. Порали сходимостта на редиците (11) и (12) можем да ерим
такива числа у) H vz, Че да имаме la,—al<e’ при n>v; и |b, [« ε'
при π»ν. Тогава, ако у е число, по-голямо както от V4, т

ака Η OT V2,

при n>V ще имаме

Ка,+68,)--(а4+6 = Ка,--а)-(6,--)!

(17)
< la,—al+ |b,—bl <€’ Ἐ εἰ Ξε2ε ́.

v E

Ясно e, че ако вземем € = -5 неравенството (17) при a>v ще ΜΗ даде

” а,+-6,)--(а+6)|< . .

С това с установено, че редицата (13) с сходяща и че

lim (a,+b,)=a+b.

6) Доказателството 3 сходимостта на редицата (14) и на рав
ен-

ството lim (a,—b,)=a—b се извършва по същия начин, като обаче вместо

веригата OT равенства и иеранвсиства (17) се използува с
ледната:

(@, —b,)— (a—b)| = Ка--а) +(d—b,)|

< |a,,—al+1b_-——b|<:£'+a’-*2£’.

в) Да разгледаме cera редицата (15). Преди всичко ще отбележим.
че OT сходимостта на редицата (11) следва сходимостта M на редицата

ιπι}ι ιπἓιιι--ιιπ"'...

Тъй като всяка сходяща редица, както знаем, е ограниче
на, ще съще-

ствува такова положително чиело A, за което |a,|< A при всяко п.
 Hexa

cera € с произволно положително чиело. Да вземем още н
 положител-

HOTO число £, 38 което си запазнаме свободата да определ
им по-късно

как сме го избрали. Като пвземем пред вид сходимостта на
 редиците

(11) м (12), можем да намерим такива числа м, и V2, че при по>м, 14 бъле
изпълнено неравенството |е--а|<Е, а при пТ>уз -- неравенството
\b,—bl<ce’. Тогива, ако у с число, па-голямо и OT vy, Η OT V3, Ще имаме
при поу”
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ια,δ,.-. -αλ͵τε]α, ",---α,5 - α,"---αδ) πε]α,(δ, -δ).} δία,---αἢ]

Ξ|α,}. 1»,-τ.-ἘΠ8].. lo,—al<A . e'+[bl . εξ ει 4-Ὁ|δ}).
¥ £

Axo вземем Е ЯТ . то ше получим при N>V

lanb-—'abl <E.

С това е доказана сходимостта на редицата (15), а също и PABEHCTBOTO

lim a b, ,=ab.

г) Най-сетне Rexa ¢ дадено, че b,+0 3a всяко п и че b+0. Да разгле-

mame редицата (16). Нека изберем едно произволно подожително число E,

а след това оше едно положително число €', което ще завкси OT Ε, но стой-

ността на което ще уточним по-късно. Поради сходимостта на реди-

ците (11) к (12) ще съществуват такива числа V, Η V3, че да имаме

|6,--а|< е” при a>v, π |b,—b|<c’ при n>v; Тъй като числото -'-;J e
също положително, TO OTHOBO поради сходимостта Ha ,редицата (12)

ще съществува и такова число V,, че при N>V, да имаме ιὑ,--ὸι-υ:ἱζ-'.

откъдето :ьнь.к*;! ἩΠῊ Ιὸ,Ι::-'-Ξἶ- Тогава, ако v е число, по-голямо
OT трите числа ν,, V3, V3, при A>V ще имамсе

:;.-:-ΙΕΙἼΠ..“"“’-Ρ-μ..ΓἩ."-“Ηὢ;ι]- 1
b, b εὖ ὁ.}.1Ὁ

«ὦ [B1+€ 1α1)-- - (1а1 + δ])ε ́.

. к Е
ΜἨἼΠΜΒ:ΜΗἹΜΗΞἼΤ" ΠΡῊ л>у ще имаме

e а Ρ
„

Поради пронзволния избор на числото € това означава, че редицата

(16) е сходяща м че ΙῖπιΞ-:-ἶ--

Теоремата за действия със сходящите редици е едно удобно сред-

ство 33 намиране границите на някок редици. Да разгледаме например

редицата с общ член

“ 3πῈ:..]

3 Математически ввализ 33



1
з

Като разделим числителя н знаменателя с n?, получаваме

5,3

С
п----т--т-ч

ъ
1

Както знаем от § 2, Ита —=0. Тогава

#

5 3y . : N Ч 1 ]
lim (2- |а 2—lim 5 „е =i 3 im - lim =2,

lim (3+-};)=1im 3 +lim -f,— lim --3„-.-.-3,

еткъдето

lima -2.
- 2

Теорема 8. Ако двете редици / .

Πμ fi:,...,fl...-..

bl" b’.ni!'b..Q"

га сходящи и KAOKAM KoM една и съща граница |, редицата

(18) a,, ὑυ Σ 6; L. ьшь .. .

получена от тяхното алтернатиано камбиниране, € също сходяща и

клани към същата граница,.

Доказателство,. Да запишем редицата (18) във вида

cl’ ΐ:..ι..ἳ"...ι

Тогава ¢,, _y TM0, и €2,=b, 38 п--1, 2,... 38 всяко положително число Ε

съществува TAKOBA му , че при 7>V, да HMAMC Ια,--- <€, както и такова V1,

че при по>уз да имаме |6,--1|<- εὶ Нека у” е по-голямото ΟΥ двете числа v,

M мз и нека V=2v'. Ако сега m >V, както при m=2n—|, тъй ® ΠΡῊ m—2n

ще HMame a>>v' и следователно ще бъдат изпълнени нераве
нствата

|а,--Д <е 1δ,---ἰ <&, T. е. иеравенството |сА--# Ξ ες С това теоремата

е доказана.

Упражнения. Докажете сходимостта и намерете границите на следните редипи.

. β8ηπῆ —n+2 e+ 5

T у З + 3 2 0= чу ечаг

НЕ „.,"*"."5“"*"3.. n!

3, аТС ааа 4 5. =G +)у - κἱ
1

6 a=; 5 gyttt π τὮ Упътванс: използувайте равсиството

τά - & k+1

sin πὰ

7. a,==—— (а ¢ peanno число). Упътване: използувайте, че —1Ssinm=1, 5



ἄ Π:....,Π-,..ι

<е нарича растяща, ако 33 всяко пл е изпълнено неравенството 4,5

Sa,,i- Ако. пък 2,2d,, 38 всяко п, то тя сс нарича намаляваща.

Растяшите и намаляващите редици образуват фамилията на така наре-

чените монотонни редици. Ако се върнем отново към примеряте

от § 1, ще видим, че редиците (1), (2) н (3) са растящи, а редиците (3)
к (4) — намаляващи (редицата (3) ¢ едновременно и растяща, н намаля-

ваща). Редиците (5), (6), (7) к (8) от 8 | не са нито растящи, нито нама-

ляващи -- те не са MOHOTOHMM.

Всяка растяша редица е сигурно ограничена отдолу, тъй като Ней-

HEAT първи член се явява същевременно W нейна додна граница. Една
растяща редица фбаче може да бъде неограничена отгоре. Аналогичко

и една намаляваща редица е винаги ограничена отгоре, но нс винаги

отдолу.

Както видяхмсе, една редица може да бъде ограничена, без да бъде
„ сходяща. При монотонните редици обаче това е невъзможно.

Теорема. Всяка ограничена монатонна редица е сходяща. При това,

ако е растяща, тя клони към своята точна горна граниуа, а ако е на-

а сЕ | „маляваща — към точната си долна граница.

Vi,
L v, Доказателство, Hexa редицата

л (l) ay, ar,...,0,...

€ растяща н ограничена (случаят на намаляваща редица се третира aHA-

логично) Η нека / ¢ нейната точна горна граница. Да изберем едно произ-

„волно положително чиясла ε. Тъй като / ¢ най-малката горна граница на

редицата (1), то числото /—E€, като по-малко ot /, не може да бъде горна
гранийпа на тази редица. А това значи, че съществува някакъв член d,,

OT редицата, такъв, че g, >!---Е, Но ΟΥ монотонността на редицата след-

"ва, че при n>-ng ще нмаме 4, 24d,,, откъдето

Г-е<а,, <a,<l<l{e.

BOLO И T1axa при n>n, ca изпълнени неравенствата Г-е<а,<!--е, конто са

„равносилни с неравенството .

[α.--{«ε.

‘Hopanu пронзволния избор на числото € TOBA означава, че рцшп (I)
776 сходяща и lim g,={. С това TeopeMara € доказана.

ици.
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Като първо припожение на теоремата за монотонните редици ще

установим известната теорема на Кантор, отнасяща се IO редицк OT

затворени умнтервали.

Теорема на Кантор. Нека е дадена едпа безкрайна ргаща om
sameopenu интервали

[al' bl]l [fl;, bi}m - .,[fl., bx]-" -y

Удовлетаворяващи следните 08€ YCAGBUR:
а) всеки интервал om тази редица съдържа следващия;
6) редицата om дължинцте на иптервалите клони към 0,

Тогава съществува, и то една единствена точка Е, съдържаща се

във всичките интервали.  ̓
Доказателство. Съгласно условието на теоремата интерва-

лът (а, « b, + ,) 6 подинтервал на интервала (а,, #,). Оттук следват не-

равенствата  ́ .

Ω) а,За,а к δεειΞδ,.-

Освен това ясно e, че кнтервалът (а;, #; | съдържа всички интервали

OT дадената редица, и следователно за всяко п имаме

(3) д:%“.**:ьп5ьз-

Да разгледаме сега” двете числови редици

ф а,, P B

(5) ь„ь:.„..ь„....,

пързата OT KOMTO с образувана от левите кранща на дадените интер-

вали, а втората — от техните десни кранша. Неравенствата (2) показват,

че Τ дяс редици са монотонни — първата е растяща, а втората — на-

маляваща, От неравенствата (3) пък се вижда, че те са и OIPAHHYCHHy

Следователно те са сходящи. Нека lim а,:--а, lim b,=B. От неравенства-
та a,<b, получаваме а <. Тогава за всяко Μ ще имаме

(6) a,sasfzs,

откъдето

0sp—asbH,—a,.

Ot apyra страна обаче, съгласно условието 6) Ha теоремата имаме
lim (6,--а,)--0. Оттук следва, че й--а--0, или а--В, т. е. че редиците (4)

и (5) клонят XbM една и съща граница. Ако означим тази обща граница

ς £, To неравенствата (6) ще преминат в неравенствата

(7) аЕ

KOHTO са изпълнени за всяко л ¥ които следователно показват, че точ-

ката Е лежи във всичките интервали [a,, #.).
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Най-сстне лесно се вижда, че точката Е е единствената точка с Ттова

свойство. Ако допуснем, че някоя друга точка Е”, различна ΟἹ тачката &,

също така удовлетворява неравенствата

а, Ξ ΕΞ

то OT неравенството |[E—&'|<bh,—a, н от γοποβηστο lim (b,—a,)=0 би

следвало, че |5--#"|--0, или Е--Е", т. е. бихме стигнали до противоречие,

И така теоремата ¢ доказана.

С оглед приложението на теоремата на Кантор при доказателство-

то на HAKOH други теореми ше отбележим още следното:

Каквато и околност (ξ--ὃ, ξ - δὴ) на намерената по-горе точка Е да

вземем, всички интервали [a,, b,) от редицата (2) с достатъчно големи

комера ше -. се съдържат в тази околност. И нанстина, тъй като

lim #.--а,)--0, ше съшествува някое V, такова, че при n>>V да имаме
b,—a,<3. От неравенствата (7) получаваме

. С-д- ξ ь;-й„ ὀι-'ξ g ь-ап*

Torasa при пу ще имаме

откъдето |
E—d<a, и b, <E+8.

A тези неравенства именно показват, че затвореният wutepnan (а,, b,]
<е съдържа нзияло B отворения интервал (ἔ---ὅ, ξ - δ).

Упражиения. 1. Да се докаже, че редицата с общ член

€ cxoamua.

Упътаане: Покажете, че a,<a, , 8 ς <1,

2. Да сс докаже, че релицата, чнито членове са зададеци с помощта на рае

ствата

ἀ ι ἃ
а =1, ал - τ

Ф сходяща Η да се намери граняцата й.

Упътване: Покажете, че редицата ¢ растища и че ¢, S 2 (неравенството устано-
вете чрез метола ΒΔ математическата инлукция). Границата намерете, като използу«

вате разенството, свързвашо . а Ἡ ал

§ 5. Числото е

В този параграф ще се запознаем с сдна забележителна редица —

Рредицата с общ член

1 L]

Ἐ



=145+ я дт+„.+"("-1) ἑΐπ-ἑ-ι-υἷξΐ

ειᾠᾗᾧᾗ";ΐᾧ,ᾧᾗῳῳ...π-:φι

| +е и ая

Ω͂, 1 !+i!'1+il_i(l“i’:::_i)+' -{--ἐ'-(ὶ-"-:- )(l_nil)'”(l Ξξ-;)

*"'*';:"i('“u-:.n)(’-;"i"i)' (’"F-r-‘“})

Ho при k=2, 3,..., n umame .

1 1 2 k-1 1 1 2 k-1

T. е. BCAKO OT събираемите, участвуващи B израза 3a g,, не надминава
съответното ChOupacmo B израза 3a 4,.,. Последното събираемо B wa-
раза 3a a,.,, което не съответствува на никое OT събираемите B израза

32 а с положително. Следователно а,<а, «;, Т. е. редицата с растяша.
От неравенствата

1 1 2 k-1 1

пък следва, че

a.<:1+1+§1—,+§3+~~+$—1+1+';'+§Tl§'+"‘+'i-'5?l-~_n



1 1

- 2

в така за всякос л имаме д.(з T. е. редицата е ограничена отгоре. Тя e

гограничена, разбира се, и отдолу, ТЪЙ като е растяща. Както знаем
гобаче, всяка монотонна PCOHUA, която.е ограничена, с сходяша.

Границата на редицата с общ член (H— -l-)'cc нарича нецерово”

мчисло н се бележи с буквата е. Може да се покаже, че това число е

"ирапнонално. Ето първите няколко HCTOBH десетични знака:

e=2,7182818284 ..

Числото € сс B3CMA 31 OCHOBA на така наречената естествена (на-

турална) логаритмична система. Прието с естествените логаритми

"ва числата вместо с log, х да се означават с Ш х:

| Yopaumewns. 1. Намерете гранипите на релицяте със следните обши членове:

а) (1 + -;-)“2; 6) (ι -ι--ἔ-)“"; в) (t + uij)h'

k “

1 2. Докажете, че 33 scako wno число Х имаме т (Н--п ) -k,
| Упътване : Най-напред установете твърдението 13 положителни стойности

‘M2 К. като си послужите с пълната математична индукция, проведена па OTROMO-
„ мме ΒᾺ k. За ueava се n'mmnynhc от равснстната

k+1 л+д:+1 u+1u+k+l (l+l)(!+ !:)
1 +
" ” а СаЖа” Η 4ἷ

„След това AOKBXCTC TRRPACHNCTO за пелн отрицателни стойности на k, като ποὸ-
„ножите k= -1 (KBACTO + ς положително число) и използувате при я->я разенствата

Е Γ Ὶ Ι 1 1
' . } Ο - тте Ν РН -

” „ ” τ Ку
К

Η͂ - 3 И - у -

3. Намерете границите на редиците със следните общи членоне :

1- 54я - i Ту

o () е 54) " () o (o)
Упътваче : ИзползУувайтс зад. 2.

§ 6*. Теорема на Болцано--Вайершрас

Ограничените редици, както 3HACM, не са непременно сходящи.

Въпреш това ограничените редици притежават едно свойство, което ¢

-~ CEBPAAHO със CBOACTBOTO сходимост. То с изказано в следната

Ἔ ————

Η « Дж, Непер (1550--1617) е шотлайдски математик, който пръв Ε въвел лога-
.г:щщте B математиката.



Теорема на Болцано--Вайерщрас. Всяка ограничена редица притежава
поне една сходяща подредица.

Доказателство. Нека редицата

(l) anai.‘--,fl-;*--
€ ограничена и кнека [a, В) е сдин интервал, съдържащ всички нейни чле-
нове. Да разделим този интервал на две равки части и да означим с [α,.β}]}
сдни OT така получените негови подинтервали, при това такъв,който съ
държа безбройно много членове на дадената PCAMUA — поне едни от
двата интервала има това свойство, нначе би излязло, че цялата редица
се състои от KpacH брой членове. Да вземем след това сдин член 4, от
редицата (1), който се съдържа в интервала [a,, В,). След това да раз-
делим [a,, В,)| на два равни по големина подинтервала, да означим с
ἴα;, β:}] сдиния от тях, избран така, че да съдържа безбройно много
членове ΟἹ редицата (1), и да означим с @, сдин член от тази редица,
който се съдържа B (аз, В:) и чийто номер пз удовлетворява неравен-
CTBOTO Π2;» , (член с TakbB номер сигурно ще се намери B интервала
ἴα;, В2), шом като този интервал съдържа безбройно много членове OT
фредицата (1)). Продължавайки по този начин неограничено, ние ще по-
лучим една безкрайна редица от затворени интервали

С) ) [u,, ВцЪ [α, βΐ]π Σ [“ιι βι]ι . Σ Ἔ
и сдна редица

(3) ИЕ ЕЕЕ И

съставена от членоне на редицата (1), такива, че σρεία,. В,) и

(4) | п. ("1(:--. ""in‘{wpn

Неравенствата (4) noxassar, че редицата (3) с подредица на реди-
цата (1). Що се отнася до редицата (2) от ннтервалите [a,, В,), T4, както
веднага се вижда, удовлстворява Условията на Ттеоремата на Кантор.

Следователно ще същестиува една точка Е, принадлежаща на всички
тези иктервали. Съгласно бележката от края на # 4 33 всяко положни-
Телно число Е можем да намерим такова число у, че при k >V всички

интервали [a,, В, | да се съдържат в интервала (E—e, E+£). Оттук следва,
че к всички gy, при K>V се съдържат в този отворен интервал и следо-
вателно YyROBUCTROPABAT неравенството

|ещ — 3] <е |
Tosa пък означава, че ргдицата (3), която беше една подредица на реди-
цата (1), ¢ сходяща и клони към Е. С това теоремата е доказана.

§ 7*. Необходимо и достатъчно условие на Коши
за сходимост на редици

Когато искаме, излизайки от дефиницията за CXOAWMOCT, да yCTa-
новим, че дадена редица с сходяша, нис се сблъскваме със следното

неудобство — за да проверим условието на дефиницията, трябва прелд-
варитслно да познаваме границата на разглежданата релдица. Ето зашо
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|
|

а

1

линтересно е да разполагаме с такова необходимо н достатъчно условие

„ 38 сходимост на една редица, в което да не става дума за нейната гра-

” нипа. Такова е Τ. Hap. условние на Коши, съдържащо се в следната

Теорема Η Копти. За да бъде редицата

(Ι) а,, Q2 yeveyllyy...

«жходяща. е HeobxoduMe и docmamsunc за вслко положително число Е да

съществува такова число у, че при m>V и п>у да бъде изпълнено нера-

«венството

Доказателств о, Да установим най-напред необходимостта на

условието. Нека редицата (1) e сходяща и ае нейчата граница. Можем ла
| Е

EAMCPHM такова число V, че при лу да B 4am¢ ln,——atci-i-- Torasa при

Mm>V и пу € изпълнено

с Ε

[α,.--α,} - |а,-а-+а-а,| 5 |а,-а Ἐ1α,.-- αἱ <- Ἐπ| τοε,

С това необходлимостта на условнето е доказана.

Да докажем cera неговата достатъчност. Ще nonycuem, че условието

на Коши, инизказано във формулировката на TCOPCMATA, е изпълнено.

Да приложим това условие прни ἐ--ἰ. Ще съществува такова число v,

че при N>V H т>у да имаме

. la,—a,|<1.

Ако cera фиксираме CAMH член @, чийто номер т е по-голям OT V, TO OT

мюследното неравенство ще получим

а.--1-<а,<а+! ,

мри n>v. Това означава, че всички членове на редицата (1) с номера,

. по-големи OT v, сс намират в интервала (a,—I1, a,, Е 1). А тъй като члено-

вете с номера, по-малки от v, са красн брой. то ще можем да намерим

“такъв краен интервал (а, f], който съдържа всички членове на реди-

mata (1). Следователно тази редица с ограничена. Съгласно теоремата

на Болцано--Вайесрщрас тя ще притежава тогава поне една сходяща

подредица

(2) a.ll дп„,ъ--ч fllt!"‘

чиято граница нека означим ς а.

Ще покажем, че редицата (1) е сходяща и клони също към а, За целта

JA вземем сдно произволно положително число ε. Поради сходимостта

на редицата (2) можем да намерим такова число м), че при A=V,

) ια.,--αἱ < &

Ot друга страна, съгласно условието на Коши, xoeTo предполагаме 3a

язпълнено, ще съществува и Такова v, че

@ [α,--α,1 <+
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\

npr n>v, m>v. Hexa cera n>v. Да изберем nomepa К толкова голям, че:
да са изпълнени HepabeHCTBATA K>V, и п.->у. Torasa въз основа HA нера-

венствата (3) и (4) ще получим :

се

|а --а| < |8, —um+uy—a| £ |а,- ащ | |ащ --αὶ ξ +- =8

И така при п>у е изпълнено неравенството <

la,—a| <e.

Tosa означава, че редицата (1) ¢ сходяща к има граница а. С това теоре-

мата е доказана.

8 8. Реднци, клонящи към безкрайност

Понякога думата клони се употребява Η MO отношение на някон

редици, които са разходящни, А именно оказва сс удобно да сс въведе

следната

Дефиниция. Де казваме, че редицата

(1) @y, Gayeenyyyoss

клони към безкрайност, и ще бележим това maxa:

lima,—~00 wau a,~+oo0,

кагато npu dcexu usbop na положителното число A Μοῦκε да се намери

такова числа v, че при n>v да имаме а,> .

За да поясним смисъла на ΤΗ дефиниция, нека отбележим, че
числото А се взема пронзволно и следоватеслно може да бъде избрано
колкото искаме голямо., Така че в дефиницията в същност CE иска чле-

новете на редицата да могат да станат по-големи OT всяко положител-

но число колкото и голямо да € TO, стига номерата на тези членове да

станат достатъчно големи,

Аналогично: казваме, че редицата (1) клони към минус безкрайност,
и записваме това maxa:

. lim a,=—o0 " a,~—o0,

ако за всяко отрицателно числа B съществува maxosa чиело v, че npu

n>-v да имаме a,<B.
Леско се вижда например, че редиците

1,2, 3,...,n,...,

. 2, 4, 6а,...,2п....

КЛОНЯТ Ккъм со, а редицата

-“-1, —'-2‘ -*3..4„..-"“,..4

KIoHE ΚῸΜ —o0,

Ще покажем, че е валидна следната

Теорема 1. Нека е дадена редицата

(1) a!’ п:,тго,а..оо
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нта.:ь-Озаклквн.Дпобртвшредщж

1 1 1
--,β,;͵αο͵ἦὐ Е еа ЖЖ -ἑ р й в #

а а, а.

„ Axo lim a,=0, mahm—- oo u. обратно, axo lim a,=oo, mohm-—-o
notaaarenc‘rnm Hexa lim ¢,=0. Да си изберем едно nponr

волно положително число A. Ако в--:.-- то съгласно дефиницията за-

подщврвщщщ:сщшвущшоичшпч,чспрнп>чщш

la,—0] <& или, което е нсе сдно, a.<:-—- Оттук ще получнм---:ьл при"

~n>v. Това означава, че lim ——~=m 
|

Нека сега пък Шпа,--оо. Ha вземем произволно положително.

че при n>V I8 имаме g,>>A, т. е. а.>-1-. откъдето получаваме --ςι:

 ̓ἥυτα ι-ζ-ο!-::ε.

Следователно lim ἷ-πθ.

ΠΡΉΜερ. Axo 4Φ»|Π, То за rEOMCTPHYHATA прогресия

i g
лимаме lim g"=oco. Наистина в такъв случай редицата

1 1 1 1
ЕЯ а § Е ЖЖ |

. 4 43 4

х ай

Γ Σ

!.ὶᾳ.: геометрична прогресия с частно -;. . удовлетворяващо неравенствата
ЧЕ(-:”:: 1. Следователно lim *;;a =0, откъдето limg"=oo.

Лесно се дохазват също спедните теореми:

Теорема 2. Hexa редицата

, йз,. .. - , χ εὰ

| Е.сходяща, m. е. нека Шп а,--а, където а е някакво PeasHo число. Ако

За редицата
[Ι ὁι.δ:-ιιι ̓ῥ-'τττ

| Muame im b,= oo, mo

й

Iim (a,+4,)=co

lim (a,+b,)=—00.

ἱ Теорема 3. Нека за peduyama

a"‘di-l..a..‘ PRI



« дадено, че lim a,=a и нека а40. Ако за pedyuama

blp b:l‘*"'bfl{'"‘

umame lim b,=o0, mo npu a>0 umame '

lim g b, =00,
а при а<0

lim аб----600,

Като частен случай на тази теорема се явява THLPACHHETO:
Ако редицата

cl’ El]'-—'{-'.i&r

ITOHE към 00, TO редицата

-с]з '_‘fi:.-n"_'cn,.-o

WIOEE към --оо и обратно.

Теорема 4. Яка за редиците

Ay ат,...,й,...-;

bl’ bzl-tdgbngvct

имаме lima,=oo и limb,—~oco0, mo lim(a,1b,)=00 н lim a,b,=o0o.
Ako пък lim ὦ, 55 --- οο и lim b,— —oco, mo lim (a,-+5,)=—o0 ¥ lim a b, =

=00,

Най-сетне, axo lim a,= oo ц lim b,=—oo0, то lim a, b,=—co,

Упражиения. 1. Докажетс, че {π (firmoo.

иЗ η} -- 5 еаЕ
2. Намерете: а) lim Py 6) Ilm*z‘; + в) lim :

) шъ Уе + мМи-!. А) lim(Va+1-Ja=1).
Va ε1 —Jn -

3. Moraxcre, че редицата, залалена с равепстната @,=3, 4, y=a,’—], клони
към ©©,

> Упътване: С помошта на принципа 38 математическата ниндукция покажете, че



ἅ ГЛАНА П

' БЕЗКРАЙНИ РЕДОВЕ

<. Тази глава е посветена на изучаването на понятието безкрас
ред от реални числа H неговите свойства — едно понятне, тясно свър--
.38BO с понятието безкрайна редица, но нграещо твърде голяма само-
стоятелна роля в математическия анализ.

..

§ 9. Сходящи п разходящи редове

Нека e дадена една редица от рсални числа
ος {) Μμὴ. Uayooo Uy, ..

Axo започнем да събираме последователно членавете на тази редица,
ще получим следните суми:

333и1 +иЪ

- - - L3 - - “

.="1+и1+" " '+uq
HT H |

Да разгледаме редицата

че 5,., Syl S,

Ахо тази редица € сходяща и ако S е нейната граница, то HHE сме склон-
ἘΝ да разглеждаме числото 5 като число, което се с получило като че
и в резултат ΟἹ последователно събиране на всички членове от реди-
цата (1) - една операция, сама по себе си невъзможна. Такъв възглед

Дефиниция. Израз от вида

(2) и иЧе Ἐ ..

: където Uy, из,... са реални числа, се нарича безкраен ред om
„реални числа или по-кратко p e д. Числата vy, из,... се наричат чл e-
Hose на този ред. Сумата

S,=u,tuyt.. U,



e g s, WO g s ο Σ Ύ S ————— .

«е нарича n-ma частична (napyuasna) сума на реда. Най-

«сетне, ако редицата от частичните му суми

“(3) ι Sn Siy-v-;‘s’g]--i

« сходяща и клаони към S, MO редът се нарича ¢ X 0 0 A W, а числота S —

.Мегова CY M a.

„Фактът, че числото 5 ¢ сума Ha peAa (2), се записва с помощта на

разенството

1*(4) 5=и1+"1“+ e +“.+ .. .

Ако редипата (3) от частичните суми на сдин ред е разходяща, то н

«самият ред се нарича разходящ.

Нека подчертаем, че понятието сума на ред се дефинира само за схо-

„дяптите редове. Разходяшите редове не притежават Cyma, Ясно е тогава,

че изразът (2) може, както показва равенството (4), да се схваща като

„число само когато той представлява сходящ ред. В противен случай той

не представлява никакво число.

Изразът (2) се записва 38 краткост още и по следния начян:

5) ἑ Ν
¥ |

Лесно се вижда, че съществуват разходящи penose. Taxa например

редът

1(6) « ]+!+.....[т|-*-....

BCENKH членове на който ca равии Ha |, ¢ разходящ, тъй като редицата

«от неговите частични CYMM

1, 2, 3,....m...,

жакто 3HaeM, ¢ разходяща.

За да покажем пък, че съществуват и сходящи редове, ще разгледаме

следния важен пример: Реда

ще наричаме геометрична прогресия (т. ς. ще употребим

същото наименование, което бяхме използували вече за редицата с общ

член 4“7!). Ще покажем, че когато числото 4 удовлетворява неравен-

ствата --1<:49<:1, редьт геометрична прогресия (7) е сходящш. За целта

да си образуваме HCrOBATA т-та частична сума:

1-е

1-а
5.= 1 +q +-.n+q‘-l_—.



|
% «стойности на g ще нмаме

ι

1

я

Ἔ

Както знаем ot § 3, lim ¢g"=0, когато ---ἰ <g<1. Следователно 38 такива

1- 4 1 1
lim §,=lim

И така виждаме, че пря —l<g<l, т. е. npu |g|<1, редът (7) е сходящ

м неговата сума ¢ Е .1 е. можем да напишем равенството
1-4

1
T 119 +я ееа

Нека отбележим някои най-прости свойства на сходящите редове,

XOHTO следват непосредствено OT самата дефиниция за сходимост на ред:

Axo всички членове на един сходящ ред  ̓

48) и bzt ее Бщ е

умнажим с едно и също число 4, MO полученият ред

« също сходящ и axo 5 е сумата на peda (8), mo сумата на реда (9) e а5.
Нанстина, axo

S."-“'"l +“3+ κ ν +".|

а,-аи;) +ш3+ .. +шщ

то а,-а5, и от lim 5,-5 получаваме limc,=a$.

Axo са дадени два сходящи реда, съответно със суми S’ и 5”, т. e,
ако |

еи иЗ ἘΜ -,

S"E“'t""!'{" .. +1Р-+ " κ

mo pedoseme

(ω, +v)+@Wat v+ -ttt
и

(uy—v )+ (u2—v)+ --- Ἐ{ }Ὲ -

«а също сходящи и cyMama на първил om max ¢ S-S, а na втория е
Sfl_sai- 

|

И наистина, axo

S =uy Рйе и

S.“;Pl‘l' LA SRR Ἔ ην

o,—(u,+v)+ W2t v+ - +(иа А)

P.=(“'1""V1)+(u.t— τ ἈΝ

τοσ,- - δ', τ δ,..", ῥ,: δ ́,-- .Ὲ от lim δ ́,-- δ', lim 5,7--4” получаваме
limg,=5'+S8", limp,—S—S".

ДЛесно се доказва също и следното CBOHCTBO:
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Axo към членовете на един сходящ ped прибавим краен брой нови
членове или пък премахнем краен брой om неговите членове, получаваме:

винаги пак сходящ ред.

Ще докажем сега едно важно свойстьво на сходяшите редове.

Теоремя. Ако редът

(10) μ ἘΜΈ e ие

€ сходящ, Mo редицата от неговите членове

(11) Uy, ' U3, . φ Е

клони към нула.

Доказателство, ΟἹ равенствата

5. ΞΗ и --- +u,

получаваме

(12) - S'.*. 1:-5.:"-1“" . +

Ако редът (10) е сходящ и ако 5 ¢ нсговата сума, ще имаме lim S,=§

и също така Ит S, . =S. Оттук lim (S, ., ,—8.)=0, което поради разен-
ството (12) означава, че Ит u, ., =0, Това пък показва, че редицата (11)

с сходяща и клони към нула.

От доказаната теорема следва, че ако редицата от членовете на”

. един безкраен ред не клони към нула, то той е разходящ.

Като вземем пред вид тази теорема, бихме могли сега още веднъж

Az се убедим, че редът (6) с разходяшщ, без да прибягваме към редицата

OT неговите частични CymH, а само като забележим, че редицата от не-

говите членове )

l‘. I""I«P‘l.lil

не-клони към нула..

Друг по-интересен случай, когато можем да използуваме същата

Teopema, с следният. Да разгледаме отново геометричната прогресия

@ 1+494+42 - Ἐ φητ V...

и да се занимасм с BLIIPOCA 33 сходимостта HA този ред, korato |g]2 1.

Редицата от членовете на реда

в този случай не клони към нула, защото, ако бихме имали lim 47 1-0,
To щяхме да имаме също и Пт |4|"” '=0. А това е невъзможно поради

неравенството |49|"” ! > 1, изпълнено за всяко “, Следователно при |4121

редът (7) е разходящ. И така установихме, че геометричната
прогресия (7) представлява сходящ ред само kKo

гато |4|<1.

Доказаната в този параграф теорема може да се изкаже още и така:

, за да бъде един ред сходяц, ποούχοδι ο с редицата OB неговшите YACHOSE

да клони към нула.
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Възниква въпросът, дали това условие е и достатъчно, Τ. €. можем

ΟἹ това, че редицата от членовете на един ред клони към нула, да

| < четойе сходяш. Отговорът на този въпрос € отрицателен.

щтубшвщшшлшшшшм:пдп

“

ка а Цт-[-
1 1

(13) 1 +-;-+3- еФе

царнча хармоничен ред. Редицата от неговите членове

11 1

„ Тогава ше имамсе | , ,

5 + +2-— 4.-ὄὄ НЕ ЗИ а е1 т > A,

W така получаваме 5,а >A, XOCTO показва, че произволно взетото по-

Жюжително число А не с горна граница на редмцата (14), т. е. че тази

федица е неограничена. Следователно тя не е сходяща, което означава,

’!e редът (13) ¢ разходящ.

§ 10. Редове ¢ пеотрицателни членове

Ако всички членове на един ред

uy иЦе

¥4 неотрицателни числа, то редицата от неговите частични сумя

S ааа Чанел е

ὖ-Ἠιτιι.ιιιιι:ιι ABARN) 49



Е Р ЕЕЕ е -

е растяща. Действително от равенството

. Sfl"‘1= -+Нд *i

и OT тава, че «,,,=0, следва HepaseHCTBOTO

S n-s-SrHl
за всяко п.

+ Както знаем, сдна растяша -редица € сходяща внинаги когато € orpa-

ничена. Ето защо, за да установим, че един ред с неотрицателни членове

€ сходящ, достатъчна е да покажем, че редицата от неговите частични

суми е ограничена. Тази забележка ни дава възможност лесно да уста-

новим следната важна

Teopema (принцип за сравняване на редове с неотрицатедни членове).
Hexa са дадени два реда с неотрицателни членове

(1) Ν /A

и

и нека за всяко п е изпълнено nepascncmeomo u, Sv,. Tozaea, ако редът (2)

е сходящ, mo и редът (1) е сходящшщ.
Доказателство. Нека

ΔΞ ἜΠ Σ Ἐ τ ΥΎ ἜΠ

S, τ Ἔνχ 6 П.

Ясно ε, че 5,/235,”. Тъй като редът (2) е сходяш, то редицата

S8 S_“.‘..

е сходяща и следователно — ограничена. Ако A е такова чиело, че 5,<

< А за вбяко 2, то също така за всяка н ще имаме S’<A, т. €. рсднц.ата
OT частичните суми

# ι #

Sllsz'p»n. IR ..

на реда (1) e ограничена ovrope. Тя обаче, както зиасм, е растяша и сле-

дователно ще бъде и cxoamun. С тава теоремага с доказана.
Нека се убедим чрез някои примери в ползата ΟἹ току-що доказа-

„ния принцип за срявняване. Да разгледаме реда

() Л Ч Л
Σ 9  ̓ Π еалу Т

Членовете на този ред са по-малки OF съответнитТе членоне на реда

1 1

- 1

който обаче с гсометрична прогресия с Частна 4---у и следователно е

сходЯЩ. Въз основа на принципа за сравияване на редове с неотрицател-
пи членове заключаваме, че м редът (3) е сходящ.
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| Да вземем друг пример — да разгледаме реда

1,1 1 1
(4) Ру РР

Ако допуснем, че този ред € сходяш, TO като умножим всичките му

членове с числото 2, ще получим също така сходящия ред

εέ ξε ξ ξ ЕЕЕ

членовете на който са по-големи от, съответните членове на хармонич-

ния ред

-fi'

Е Ἐ.

Ot принципа 32 сравняване тогава ще следва, че и хармоничният ред е

сходяшщ, което, както знасм, не ¢ вярно. Това показва, че нашето допу-

скане 38 сходимостта на реда (4) е било погрешно и че следователно

той е разходяш.

Като се използува принципът за сравияване на редове с неотрица-

TEJUM MICHOBC, могат да се докажат няколхко достатъчни условия 34 CXO-

димост и разходимост, известни под названисто критерни 318 ре-

дове с положителни членове. Ние ще посочим три такива

критерия. Навсякъде при тяхната формулировка ще се предполага, че

¢ даден един ред

(5 и, ие ие

всичките членове на който са положителни числа.

1. Критерий на Далямбер. Нека редицата

ц ς Ма+1
— р Бе ЖИ Ж ЖИ Д

Hy “ oy

ф.. ..

е сходяща и нека ιὶπἥ':' =1. Tocaed:
o

axo <1, редът (5) « сходлир

axo 1"»}, редът (5) « разходящ.

Доказателство. Hexa lim f—‘:-'-—‘-—-'l-:‘:l. Да взесмем такова чис-
„

ло ¢, косто удовлетворява неравенствата /-<4«<1. Както знаем от една

теорема за редиците (теорема 3 от § 3), ще съществува такова число у,

че при пу да имамсе '-":‘-! <g. Hexa πον. OT неравенствата

Vo, + а2? Щ Ал
-:-"”:Ч. - ἢἤν,....0 T"’“—'

.. “л Ny+k—1

хъдето Ке произволно ¢CTCCTBEHO чясло, получазваме (чрез почлсенно
“ м шК

умножазане и съкращаване) :‘ <q', mm

. .

цлъ <я g

<4,
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Това показва, че членовете на реда

(6) tng 1+ ааа Ἐ Щ μΑ Ἐ9
са по-малки OT CHOTBETHHTC членонве на реда

' bny 9 Ἔ Ча, 43 +"*+"н.9.+*“:
който е геометрична прогресия, умножена с нпостоянното число U, . Тъй
като 0<4<1, тази прогресия е сходящ ред. Оттук въз основа на прин-

ципа за сравняване заключаваме, че редът (6), а следователно и редът (5)
е сходящ.

Нека сега lim 21=[>1. Тогава ше съществува тш:пва число V,
by

че ";"::-l при n>v. Ако по>м, ще имаме U, . >и, при n2n,. И тъй
”

редицата

"η., П.„...Н, .. ufln"imfil ΓΤ

е растяша и следователно (тъй като първият й член е положителен) не

клони към нула. Значи и редицата от членовете на дадения ред (5) не
клони към нула, Следозателно този ред е разходящ.

П. Критерий na Коши, Нека предположим, че редицата

а "

и,, V6o Vitg, oo, Vit,,...

"»

е сходяща и че Шта Л. Тогава:

ако 1< |, ревът (5) е сходяш;

ако 1221, ревът (5) e разходящ.
“

Доказателство. Ако {ἰπὶ ψ τ и ако 1<4<!1, то съще-
“

ствува такова число v, че при Μ ν да имаме „/и,<4 или и,<4“. Това
показва, че за достатъчно големи (по-големи OT у) номера п членоветс

на реда (5) са по-малки OT сьответните членове на една сходяща гео-

метрична прогресияя. Следователно редът (5) съгласно принципа за срав-

HABAHE € сходящ.

Ἀ

Ако пък lim \/u,—/>], за достатъчно големи номера и ще имаме
„

Ju>1, т. е. и,>1. Оттук виждаме, че редицата от членовете на ре-
да (5) не клони към нула и значи той € разходящ.

11. Критерий на Разбе — Дюамел. Да определим wucsomo o, om

равенството

. 1 _
(7 “uy, 14 .

и da obpasysame след mosa редицата .

fll, ZflZ, 3“1, LI "fll, а ч.
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Нека тази peduya e сходяща и нека lim па,--1. Тогава:
ако [>1, редът (5) е сходящ;

ако 1<1, редът (5) e разходящ.

Доказателство. От равенството (7) получаваме

-- - "1
Ε L]

Hexa limna,=/>1 и Hexa р ¢ 9HCIO, удовлетворяващо HEPABEHCTBATA

I>p>1. За достатъчно големи номера A, по-точно за л->у, KBACTO V е

подходящо избрано число, ще HMAME пта,>й, откъдето получаваме

П"--ПП.+1:>"". “ фъ

пи,-(п-- 1) κ >(И-1) ¥,

Нека n,>v. От неравенствата

gy, —(Ng+ 1) ааа >(—1)Uagst s

(па+ ааа — (Mg 2) ey Σ > (И — 1) ааа

- - « - - . } - - " + - 5 - . -

(Mg +K) e, 16— (g РК + 1)ty ἐ εἰ (И — 1) нуя

къдесто К е произволно ECTCCTBEHO число, чрез почленно събирансе полу-

чаваме ,

My мА, -οίπο +К + 1) иазакаа 2(И — 1) (a, εὰ ἜΠ йъ)

откъдето “ .

”' ".. »
Un, ΕἸ ае е Ἔ ааа ΞΤ

Виждамсе, че всички частични CyMH на реда

НА ПЕ τ ИЕ а

не надминиват едно постоянно число, T. е. редецата от тези частични

суми е ограничена отгоре. Това показва, че този ред, който € с положи-

телни членове, е сходящ. А тогава сходящ ще бъде и редът (5).

Нека cera lim na,—/< |. Тогава ще съществува Ттакова у че при N>V

да имаме пп.<!, значи

Ml Ny « Uy sy

ἘΠᾺ

i, <N+ 1)y +y..

Да вземем ny>v. От неразенствата

Ry м < (πο 1) κ 11 <е Ξ (g К) Un, 1k
валидни 33 BCAKO естествена число К, получаваме

1

May 14 > g Ше Е
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jmw,%ummm

( μρ . 1 ἜΠΗ 210 ЧР τ oee
са по-големи от съответните членове на реда

g 1,п ча „ а

п + Ν Τ Ν
Последният ред обаче е получен чрез премахване на първите по на брой
членове на разходящия хармоничен ред A умножаване на ΒΟΜΉΚΗ оста-
нали негови членове с постоянното число поил, — значи той също е раз-
ходящ. От принципа 38 сравияване на рсдове с неотрицателни членове
заключаваме; че редът (8), а значи и редът (5) е разходящ.

И така трите критерия за сходимост и разходимост на редове с
положителни членове са доказани.

Нека отбележим изрично следното: Ако при прилагането на който
и да било от изказаните три критерия установим, че границата / е равна
на 1, то този критерий не ни дава нищо н въпросът за сходимостта на
реда (5) остава открит. |

Най-сстне заслужава да обърнем вниманис на факта, че при прила-

гането на критерия ὑ Раабе- Дюамел излизаме от израза -Е;“ --- Съе

щня, който участвува W в критерия на Далимбер. Ето защо към ;ритсрщ
на Раабс--Дюамсл прибягваме обикновено, когато критерият на Далам-

Π “бер не може да ΠΗ помогне, например, когато ltm-—-:“--nl.
„

Пример 1. Да разгледаме реда Σ"Ξ. Тогава ще имаме

На #!1*“-.)!”. Ν ш n" . | 1 Ш. 1 ,

а = τ ι ο ρροταὶ =lim— ре ΙΜΠ-Ἱ
"

Но -Ξ--“.:Ι и оттук заключаваме въз основа на критерия на Даламбер
че разглежданият ред с сходящ. 

|

Пример 2. Разглеждаме реда Σ Ξ - Тъй κατὸ

.'fl-’bl

я

lim „л = lim -Ξ-:Ο-ς 1,

TO този ред € сходящ съгласно критерия на Коши.

Пример 3. Да pasracaame реда ZTlf За този ред получаваме

я--1
#

#



“гн μ м .
Ὡω @+ ча жчч ”

-Тук lim ""‘ =1, така че критерият Ha Даламбер не ΗΗ дава резултат,
Пршгамс критерия на Раабе- Дюамсел. За целта от равенството

п _ 1

πἰ . . 1 1 +a, |

2π-} #„ опредсляме a,. Получанаме а -- „з ”” ТГогава

, β lim πα, -- а 2112

. Тъй като 2>1, то редът е сходяш. ”

” Упражнения. Да сс изслелва дали са сходящи или разходлящи сделните редове:

R n nin + l) e .1. Зя 2. Σ — 3 3. Σἷ!
κ ὶ π--- A}

4 - 
"

” m! 1 . 2n — Цу‘. - . — ΥῚ . -- Σ (2n)! Ν Σ miy 3 . (3" + ')н| я | я

. 1 yn? 
1Ί. 2 [. И. . Y. . ΝΣ (Μ. 1) 8 (' n) и (Ся - 3) 2а

не 1 пе | п |

. 1.3.5...2n = 1) 1.3.5...2n=1 110, . —_—Σ 2.4.6...2я n. Σ T2.4.6...2n n
я- 1 

#i

8 П. Критерий ua Лайбниц

Ϊ Kputepust μῃ Лайбниц се отнася за редове, чинто членове Ο сменят
Шоследователно знака. Той гласи:
-_

' Axo редиата вт положителиите числа

1) Uy My oo Uy s

"намаляваща и клони KBAL пела, MO редът

ЕЕЕ) Uy e



Доказателство. Да означим с 5, я-тата частична сума на ре-
A3 (2). При каправените предположения за редяцата (I) ще имаме

Зан 177ъя ЩИА +1)20,

К {_'Sz-="£n ¥ " υἓᾳ
ТЕ +3<0.

. ЗалЕ5б5ана > Σ Ξ 5

Първото заключение, което можем да направим от тези неравенства,

Оттук получаваме

€, че редяпата

() St δγννον З ае

е намаляваща, а редицата

“ 5,, ааа Зуе

е растяща. По-нататък OT очевидните неравеяства

S, 5 5m<S 158,

заключаваме, че тези две ρἁπιΐπι са ограничени и следователно са схо”
дящи. Ако редицата (3) клони към 5”, а редицата (4) — към S, Τὸ по-

ради неравенството S,,< Sz, . ще имаме 5” 55”, А като вземем пред

вад монотонността на редиците (3) и (4), ще заключим, че

Torasa за всяко Μ ще бъдат в сила неравенствата

0551555 1--5, или 0S5 —-5"Su,.

Тъй като редицати (1) клони по условие към нула, OT последните не-

равенства следва, че 5/--5”, T. € че редиците (3) κ (4) клонят към една

и съща граница. Но тогава н редицата

5 5 ЗАе

OT частичните суми на реда (2), която с получена от комбкнирансто на

редиците (3) и (4), ще Чъ.де сходяща. С това е доказана и сходимостта

ἘΔ реда (2).

Нека забележим, че OT извършеното доказателство можем ΜῈ ΗῈ

вяесчем още CAHO заключение. А именно ако 5 ¢ сумата на реда (2), то

от неравенствата S,, SSES,, а ще получим

(5» 05 5 1--55 5 ауя the

а от иеравенствата S, <S8, ., ще имаме

© 055-5, 255 o 41— Sty ι
Това можем да резюмираме MO следния начин: Axo

К н.+н1+. ПА ЕЕ

е един ῤεὺ. удовлетворяващ условията на критерия на Лайбниц, mo за
пеговата сума 5 и неговата частична сума S, имаме

15--5,15 ш <4 -

56 /



.

Π τ e 'l'- Наистина неравенството (5) ΜΗ дава горното неравенство 33 не-

четни, а неравенството (6) -- за четни стойности на п.

С помощта на критерия Η Лайбниц можем например да покажем,

че редът

2я + 1 Σ + 1
l‘ -l ι - —'l -.ш -
Z( “ nin+ 1) > ( ξ. п
αξεὶ ιιτιἰιἳ

§ 12. Абсолютно сходящи редове

Както знаем, сумата на красн брой числа не се променя, когато

разместим по произволен начин събирасмите — B това сс състои така

нареченият комутативен закон на събнрането. Този закон обаче не с
валиден при безкрайните редове. За да поясним това, AR разгледамсе

следния примсер. Редът

Е Я щ ,

\

както BHARXME, ¢ сходяш. Да означим с S, нсговата л-та частична сума,

а с 5 -- неговата сума. Нека сега разместим WICHOBCTC му MO следния

вачин: да BICMCM най-напред първите два положителни члена, след

това — първия отрицатслен. Ппосле-- следващите два положителни,

след това — следвашия отрицателен и Τ. н. Ще получим реда

П ПА ЕЯ :
Γ Ж Ж --4'- o wors не еф ¢ R W

@ A Tk R B τ
Ахо G, € п-тати частична сума на този ред, 31 частичните MYy суми от

зида су ще имаме

ра : 1 1 1

05 = (' т Т-Т)+(?+Т*Т) Ре (зт:"з:**ц - “Ξε)
! 1 1

.  ̓' ̓ ̓ ́"' ̓ ̓}“(Π ̓"ἆ"- ̓ι'ἓι') ́

Да разместим събираемите B първата скоба, а всеки OT изразите B OCTA-

жаните скоби да намалим, като използувамс, че

24k -2 2(4—2)_ 1I И > )
T340 (@E-)@E—1) (k- %-—1
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Ще получнн неравенството

ι

Cu> 3 1—-1——+——— T “I’*"’l‘ ΞἙ-;Ἱ--'Ἱ"""}' ;—%‘.

KOCTO MOKC да се запише така:

1
ау -> -3-+5д.

Без да изследваме въобще въпроса, сходящ лн е редът (2), или ¢ разхо-

дящ, ясно €, че ако той ς сходящ и неговата сума € G, последното неравен-

CTBO ше ни даде

3) a2 ~+5.

И Taxa редът (2), получен чрез разместване Ha членовете на peaa (1),

WIH € разходяш, или € сходяшщ със сума, различна от тази на реда (1).

Този пример ни показва, че като разместваме членоветс на един схо-

дящ безкраен pen, ние рискуваме да променим с това неговата сума.

Нещо повече, може да се покаже даже че има случаи, когато членовете

на един сходящ ред могат да бъдат разместени по такъв начин, че ново-

полученият ред да бъде разходящ. ,

Има сдна важна катсгория сходящи peaose обаче, при които можелм

да разместнаме 1o произнолен начин членовете им, без с Tosa да про-

меняме сумни?е им. Това са т. нар. абсолютно сходящи редове.

Дефиинция, Едиий безкрасн ред

(4) ty ие уее

се нарича абсоалютноа с ходлящ, ако редът

съставен от абсолоютиите стайности на неговите членове, с сходящ.

Нска отбележим, че в тази дефиниция- не сс говори MO за сходи-

мостта на реда (4). Ετὸ защо ще установим следната

Теорсма 1. Всеки айсолютно сходящ ред е схадящ.

Доказателство. Нека се ganeno, че редът (4) е абсолютно.,

сходящ. Ще положим

Лесно се вижда, че

0S| и ΟΞ ν, .

Да разгледаме редоветс

© . и ие Ае
Η

(7) Wy Lt +. ..

Това са два pepa с неотрицатслни членовс. При това л-тият член на ΒΟΕΚΗ
ΟἹ ТЯХ HC надминава л-тия член на реда (5), който по условие € сходящ.
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Съгласно принципа за сравняване на редове с неотрицателни членове-

редовете (6) н (7) ще бъдат също схолящи.

Но от равенството

¢ ааа
е ясно, че редът

u, ἜΠ χ ΥΎ Р A

се получава чрез почленно изваждане от редовете (6) и (7), и следова-
ἜΠΗ и To# ще бъде сходящ, което искахме да докажем.

Всеки сходяш ред с нсотрицателни членове е абсолютно сходящ.

Ἧεε трудно да посочим н по-интересни пртщерн. Така например редът

-(8) 1__5.,1,.3.‘7_.. +(_1y—l.,+..,

¢ абсолютно сходящ, тъй XaTo редът, образуван or абсолютните стой-
HOCTH на членовете My, както видяхме в § 10 (пример 3), с сходящ,

CumectsysaT обаче сходяши редове, конто не са абсолютно схо-
дяши. Такъв е например редът .

- 1
(9) 1--5-+-;--ш+(»-|)*-!.:.+...

-

Съгласно критерия на Лайбниц той е cxoanuL но редът o1 абсолютните

CTONHOCTE на членовете му е хармоничният ред, който, както знаем, с

разходящ.

Нека обърнем внимание на Това, че извьършвайки доказателетвото

Ha теорема |, ние установихме следното твърдение:

Всеки абсолютно сходящ ped може да се предестави като разлика

"на два сходящи реда с неотрицателни членове,

Именно това obcrosrencrso ще използузваме при докаштслстшт*о на

следната Teofema, която изразява CAHO характерно свойство на абсо-
"ютно сходящите редове.

Теорема 2. При абсо.истно сходящите редове е в сила комутатив-.

MHRM закон,

“ Доказателство. Нека ргдът

(0) ТЕТ Ἐτν

:е абсолютно сходящ йя има сума S. Трябва 1a покажем, че ако редът

(ll) ия.+ин=+*"“+ин;+“ ..

“е получен or реда (10) чрез произволчо разместване на членовгте MY,

те той e също абсолютно схолящ и има сума S.

ο Преди всичко нека уточним: когато казваме, че редът (11) е получен
ΟΤ реда (10) посредством размсесгване на членовете My, нис разбираме

- следното: редът (11) ¢ съставен ΟἹ членовете на реда (10), като всеки член
ма реда (10) участвува, Η To с2умо веднъж, в реда (11). (Hexa подчертаем,

че редицата ΟἹ членовете нг реда (11) не с подредица на редицата от
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Ε -Ξ

членовете на реда (10) — К-тият член на реда (11) e πΤΗ член на реда

(10), но неразенствата п. _; <My, които бяха задължителни при образу-
ването на подредица, тук не са изпълнени.)

Преминавайки към самото доказателство на теоремата, ще раз-

гледаме най-напред случая, когато даденият ред (10) е ред с неотрица-

телни членове. Нека К е произволно естествено число и сь е k-Tara ча

стична сума на реда (11). Ясно e, че ако вземем естественото число т

достатъчно голямо, TO M-TATA частична сума S, на реда (10) ше съдържа
всички членове на сумата а,. Тъй като всички членове на сумата Se

са нсотрицателни, то ще wMame @, S S,. Ot apyra страна, редицата от

частичните суми. на реда (10) с растяща, поради косто нмаме 5.455.

Следователно σι < 5. Това показва, че редицата от частичните суми на

реда (11) e ограничена отгоре. Понеже тази редица също с растяшща,
тя ще бълде cxoamma. При това, ако нейната граница, Τ. €. сумата н

а

реда (11), € o, To ще имаме Ο S,

Ние mowem обаче да разглеждаме и pena (10) като получен от pe-

да (11) чрез разместване на нсговите членове. Тогава горните разсъж-

дения ще ни доведат до неравенството 5256. Оттук заключаваме, че 
с

в сила равснството σ-- 5, По този начин теоремата е доказана за случая

HA редове с неотрицателни членове.

Hexa cera редът (10) с произволен абсолютно сходящ ред. Тогава
ще съществуват два сходящи реда с неотрицателни членове

(12) l‘l "}-Ι':-ὶ-ἰιι ‘-l'--*--.u

Η

(13) “ w2 i R Не

такива, че I, =V,—W, AKO S’ и S’ са CHLOBCTHO сумите на редоветс (ll)
н (13), To 5-- δ ́. 8", Съгласно доказаното редовете

(14) "'n"* "H= !"H ! г[ц 'ἔ" 1

"

(15) » аЕ ЕЕ #

ще бълат също сходящи и също ще HMAT суми съответно и 5””. Оттук

следва, че редът (11), явяващ се разлика на редовете (14) м (15), ще бъде
сходящ н неговата сума ще бъде равиа на 5 - '’ = 8. Що се отнася до

неговата абсолютна CXOAMMOCT, TH се вижда от неравенството ищ 5

5 + а Η OT сходимостта на редовете (14) и (15). С това теоремата е

доказана докрай.
Ще отбележим накрая, че с в сила и следната

Teopema 3. Axa редът

e абсолютно cxodmy, mo неговата сума удовлетворява неравенствот
о

ч

Е":*%й#щ:*
[а1 n=||



- " 1 . '1”_'.-
LD т 2 Σ Ίὐ Σ

==l я«-1

-- а 12.4...2. ς  ̓͵1 ι1.3.(0π--} 1
3 2( DA ру (я - ἢ Z‘ ” 4...2n А
e ΓΤ Ὶ

ς ο (M κ Y
5. Z:‘ -t τ - 6 ΣΞ( м (W)
- [

§ 13". Умножаване ва редовр

Нека ca дадени два безкрайни реда

(') πι-{-ιη-}-...-}-μ-.ξ....

R

(2) Ъ*: -*-Т1+м++ !“.+...

Редът

® Ν

където .

Е Р ЕЕ НЕ А РАТ

ставлява сума OT всички пронизведения OT вида шгу, 38 KOHTO i+j=n-+t1,

По-подробно записан, редът (3) следователно изглежда така:

иу (щ иу ) vy иУИ)

+е τά Ἔ - Ре В)е

Предмст на настоящия параграф е следната теорема, която в изве-

стен смисъл оправдава дадената по-горе дефиниция.

Teopema ва Коши. Ако редовете (1) и (2) са абсолютно сходящи и

имат суми съответно S' и 5”, mo и редът (3), получен om тяхното умно-

жаване. e абсолютно сходящ и сумата му e 55”.

Доказателство, По условне двата реда

Ф |3 |+ ие +е +
к

2 к +е ЕНе ἘΠν, | 5
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са сходяши. ETo защо, ако означим п-тата частична сума на реда (4)

със σ, ́, а на реда (5) -- със в,”, ще можем да намерим такова число K,

че за всяко п да имаме 6,/<Кис, <. Да разгледаме cera реда

Ж (Wil Wl et 1l o
Ако със O, означим неговата тл-та частична сума, ще HMAMC

[

U= Σ | W, |=Z % VetV o 7 |
k=1 К.)

5 9 ( П1 4 AN #101)
Е а1

Ξ ! + 191 +е Π ) (In | + ΤΝ o, ' <K
Виждаме, че редицата OT частичниите суми Ha реда (6) e ограничена от-

rope. Следователно тя € сходяща, значи и редът (6) е сходящ. Това пък

означава, че редът (3) е абсолютно сходящ.

Остава да се занимаем с въпроса за сумата 5 на реда (3). Да озна-

чим с 5," л-тата частична сума на реда (1), ¢ 5,” -- на реда (2) ς S, --

"на реда (3).
В случай че редовете (1) и (2) са с исотрицателни членове, лесно сс

проверяват неравенствата

Snssnr Sn“ ssln‘

Ot тези неравенства заключавамсе, че SSS'S''SS и следователно S=

-55”.
В общия случай нска образувамсе реда

M W мИ 5 А Я

получен чрез умножаване на редовете (4) и (5). Тъй като това са редове с

неотрицателни членове, съгласно Ттова, KOCTO току-що видяхме, сумата

ΟἹ реда (7) ще бъде равна на произведението на техните суми. Така
че, ако ¢,* е л-тата частична сума na реда (7), то

(8) limg,*=limo,'a,”,

където 6, и а,”” ca, KAKTO и по-рано, -тите YACTHYHE суми на редовете

(4) н (5).
Да разгледаме разликата 5,--5,5,”. Ще имаме

! 3„-3.* Sn” | = ш v, + (v,,_1+v,)+-~--[—-u_ (Ρ;-Ι-Ρ;-ἰ--“-ὶ-ν.)Ι

g Ρ ἰ + ( УА-а !+ РАе А 21Ὲ LY Ἔ ἘΠν,})

=g, 0/ —a,"%

Оттук поради (8) заключаваме, че lim (5,—S,'S,")=0, Τ. е. че lim S,=
=lim 5,/5,”. И така S=5'S"". С това TcopeMaTa с доказана.
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. Упражнение. Покажете, че чре:ъ умнпнавзне на редовете

1415 ΤΙ + + ет +

, " вп

жъдето а и В са две рсеални числа, сттп-аш!дпрвда

а Ву
1+“ + β .;.._%9_}_.*_...4_ Lo+ p?_'._;_...

Докажете също, че тези редове ca абсолютно сходящи.





YACT 11

ДИФЕРЕНЦИАЛНО И ИНТЕГРАЛНО

СМЯТАНЕ НА ФУНКЦИИ НА ЕДНА

НЕЗАВИСИМА ПРОМЕНЛИВА





ГЛАВА Ш

ФУНКЦИИ. ГРАНИЦИ НА ФУНКЦИИ

Понятнето функционална зависимост е едно от най-основните в

матесматиката. То е н едно от онези понятия, които играят главна роля
в нейните приложения. В тази глава, след като разгледаме подробно
дефаницията на понятието функция и след като се спрем на HAKOMCHC-

циални категории функции, ше въведем и подробно ще изучим важното
понятие. граница HA функция, лежащо в основата на годяма част ΟἹ на-

шата по-нататъшна pabora.

8 14. ὥγακπεπ

Понятието функция С течение на всковсте с KIMCHANO саоето съдър-

жание. Съгласно съвременното схващане считаме, че ни с дадена CAHA

функция, когато на всяко число X OT едно числово множество M ¢ съпо-
CTABCHO с помощта на някакво правило по сдно реално чисело /(х). Мно-
жеството AM се нарича дефиниционно множество или де-
финиционна област на дадената функция. То най-често с един

интервал или пък е съставено от два или повече интервала, но може да

HMA Η по-сложен вид.

Понякога се пише Бще у-/(х), където х с аргумент или не-

зависима променлива, която ,CC мени“ в M м на всяка стой-

ност M2 KONTO отговаря сдна функционална стойност на зависимата

променлива ).

И така, когато се дефинира сдна функция, трябва да бъдат дадени:

първо, множествато M, в косто тя ¢ дефкнирана (т. е. нейната дефи-

ниционна област), н, второ, правилото, според което на всяко число х

от М с съпоставено някакво число /(х). Много често обаче дадена функ-

цЦия се зАписва с помощта на някой математически израз, без да се спо-
менава изрично KON е нейната дефиниционна област. В такъв случай се

подразбира, че тази функция е дефинирана 33 всички рсални числа X,

за KOHTO нма смисъл написаният израз.

Така например функцията

а) S(x)=x2

е дефинирана 18 всички ргални числа X, T. €. нейната дефиниционна
област е ннтервалът (---со, оо)., Същото се отнася за функцията



2 J(x)=sin x;

тя също € дефинирана B интервала (—oo, o). Функцията пък

(3) 700

е дефиннрана само за неотрицателни стойности Ha X, T. е. нейната де-

финиционна област е интервалът [0, со).
Ако разгледаме функцията ,

“ . Л

70 тя не е дефинирана при x=0. Следователно нсйната дефиниционна

област е съставена ΟἹ двата отворени иктервала (---сор 0) м (0, оо). Де-

финиционната област пък на функцията

145

(5) IO =——7
e съставена от отворените интервали (—oo, —1), (--1, 2) и (2, во). Тя не

е дефинирана за числата -- | и 2, тъй като за тези стойности на х знаме-

нателят на найксания израз става равен на нула.

Във всички посочени примери правилото за пресмятане на функцио-
налната стойност /(х) при дадено х е записано с помощта на някакъв

математически израз. То може обаче na бъде зададено н по по-сложен

начин, като се използуват два или понече математически изрази или пък

по някакъв друг начин. Така с например при функцията

х2 при ΧῈ -1,

(6) / (x)--{ |
дефинирана B интервала (—oo0, 00), или при функцията

при x< — 1,

‘ - Е при —1Zx<0,

(7) f(x)zi 0 при x=0, .

ι при 0«<х<1,

дефинирана в затворсния интервал [—I1, 1),
Най-сетне правилото, с помощта на което се задава една функция,

може да бъде и Takosa, че на всяко х от дефиниционната област M да

съпоставя едно и също число С, т. е. да се записва с равенството /(х)- С
за всяко х от M. Такава функция сс нарича конетанта.

Понякога е особено удобно T. Hap. графично представяне на функ-

циите, при което дадената функция се изобразява с помоащта на крива,
лежашща в една равнина. (Тук думата крива Трябва да се схваша в доста-

тъчно широк смисъл.) Това изобразяване става по следния начин: Нека
е дадена една функция /(х) с дефиниционна област M. Да разгледаме
една равиина с правоъгълна координатна система Оху в нея. На всяко

число X от M можем ΠΗ съпоставим една точка от равнината, AMCHHO
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точката Р с абсциса х и ордината у--/(х). Когато х описва множеството

M, точката Р ще опише в равнината друго множество (една „крива“),
което нне наричаме графика на дадената функция. На черт. 3е по-

казана графиката на функцията f(x)=x* на черт. 4 -- графиката на

Черт. 3 Черт. 4

функцията, дадена с равенството (6). а на черт. 5 --- графиката на фуйнк-

цията, дефинирана с равенството (7). (По-точно на чертежи 3 и 4 са

построени само ἩΔΟΤΗ OT съьотвстните графики, ThH като самите гра-

фики се простират в съшност 10 безкрайност.)

Нека огбележим, че не всяка линия в равнината може ла сс раз-

глежда като Графика на някоя функция. Така например линията, която
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€ показана на черт. 6, не е графика на никаква функция, тъй като евен-
туалната функция, която тя би представяла, би съпоставяла например

на точката X, две различни (YHEUKOHANHW CTOHHOCTE — нещо, което

противоречи на самата дефиниция на понятието функция. За да бъде

една линия графика на някаква функция, необходимо е тя да притежава

следното свойство: да не съдържа различни точки с еднакви абсциси.

Това свойство може да сс изкаже още и Така: ако една права, успоредна

на оста Oy, пресича дадената ΠΗΗΜΗ͂, TO TH я пресича само в една точка.

Лесно с впрочем да се види, че това свойство е не само необходимо, но

н достатъчно, T. €. че всяка линия, притежаваща това свойство, сс явява

графика на някаква функция. ,

ξ 15. Ограничени фупкции. Монотонини функции

Казваме, че седна функция /(х), дефинирана в някакво множество M,
е ограничена OTrope, ако множеството OT нейните функцно-

нални стойности, разглеждано KATO множество от реални числа, е огра-

ничено отгоре. Всяка горна граница на това множество се нарича го p-

ка граница на дадената функция, а неговата точна горна граница —

точка TOPHA граница на функцията. Аналогично сс въвежда

понятието функпия, ограничена отдолу, както н понятнето

долна граница и точна долна граница на функция,
Когата една функция с ограничена както отгоре, така и отдолу, HHE я

наричаме накратко ограничена.

И таки сдна функция £(x) с дефиниционна област M е ограничена,

когато съществуват тахива числа 4 и B, че за всяко х от M да са изпъл-

нени нсравснствата AS f(x)SB.

Всяка функция, която не с ограничена, CC нарича неогран M-

чена.

Ето някон примери. Фупкцията f(x)==sin х, дефинирана в иитер-

вала (—oo, οο), с ограничена, тъй като —1Ssin ΧΞ Ὶ за нсяко x, Функ-

цията пък f(x)—x2, дефинирана в същата област, е неограничена (по-
точно тя не е ограничена отгоре). Да отбележим впрочем, че функция,

която € неограничена в една област, може да сс окаже ограничена, когато

я разгледаме в някоя по-малка област. Така функцията /(х)-- ΧΞ която €

неограничена в интервала (—oo, со), с ограничена например B интервала

[0, 3) — числото 0 е инейна долна граница, а числота 9 — нейна горна

граница в този инптервал,

Една функция /(х) се нарича растяша в дадена област Af, ако

при х) </ X3, къдета X; и х са две числа от M, имаме винаги f(x; )= f(x2).

Когато пък от неравенството лх;«ха бследва строгото неравенство

7Л(х1,)</(х2), функцията се нарича строго растящав M,

Аналогично сдна функция /(У) се нарича намаляваша B M,

ако oT x,eM, ΧΊΕΜ и х, <- х следва, че f(x,) = f(x1), и съответнострого

намаляваща, когато oT х.«<хз следва f{x,)=f(x1).

Растящите и намалявашите функции се наричат с общото име Mo-

нотонНни функции.
.
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Примери. Покажете, че функцията /(х)--х“ е строго растяща

в интервала [0, оо), а функштв](х)::%с строга намаляваща в янтер-

вала (0, оо). /
Лесно е да се BHOM, че степенната функцнция /(х)--х“ , де

финирана в интервала (0, oo), с CTPOro растяша в този интервал, KO-

гато a>-0. Нанстина нека 0<x,< x; Тогава от неравенството :: >1

следва HEPaBCHCTBOTO (-Ξ): >1, откъдето х <.

Аналогично се убсждаваме, че фукнкцията /(х)-ха е строго HaMa-

ляваща в интервала (0, oo) при а<0, |
Също така JicCHO се проверява, че показателната фун к-

ция /(х)--а“ при a>1 е строго растяща в интервала (--оа, оо). Дей-
ствително, ако X,<X; TO ΟἹ неравенствата a>1 и Xxr—x, >0 следва

g~":>1. Оттук получаваме ¢:t—gn—an ( ε ́ H—1)>0, 1. е. @ <a®s

АналогГично се вижда, че функцията /(х)-а“ npu O<a<l e строго

намаляваша в интервала (—oo, o).
Функцията f(x)=sin Χ, където ъгълът X € измерен в радниани, ©

строго растяша в ннитервала ὶ- 3;-, ζ] Нанстина, ако

τ ὐ Ел χξ 3+ лесно се вижда, че

Ἀ Xy + X3 “ Ха = Х) “

Ho тогава от равенството
#

$in x;—sin х 2 cos < sin <

заключаваме, че sin x:—sin x, >0 или sin х;<50 Хо.

Функцията f(x)=cos х с строго намаляваща, когато я разгледаме

в интервала [0, к). Наистина ot неравенствата 05х; «<х:5п се получават

неравенствата

ч Xy --

Οζἁἷἶἱ{π и 0<-- 2:, <.

Тогава

Τ. €. (05 X1<COS X,

Съща така лесно се вижда, че функцията f(x)=1g х ¢ crporo растяща
“ = - хв интервала (-——2- , '2-)' Именно, ако — - «<х)<: Х < -у, 10 ῃ.--χ»---

—X;< X н Ттогава ще имаме

sinx; sin χ sinx;cosx, — sinx,cosx; sin(x; — 1) ~0
τ — ς υ . τ ι , Ἂtgx,—tgy,=Ἐχχ-ίρν, а Χ; 605 х) саз X3 505 X3 со5 х 05 Ха

откъдето Те х «< 18 Xz
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Най-сетне функцията f(x)=cotg х пък е строго намаляваща, когато

я разглеждаме в интервала (D, x). Това сс вижда от равенствата

cotg x;—cotg x, =3 Х2 οΌΞ χι 05 х 55 х - с0 ху βἴπ. ) ὀ sin(x, —x)
2 E*1=5inx, sin x, 516 X, sin x; " X 50 х

Ясно e, че при O<x;<x3<n ще имаме O<xr—x,<W, откъдето

cotg x2—ocotg х <0, т. e. сощ x2<colg x,.

. 2x-4-§
2. Посочете една долна и една TOPHA rpnmmnfiymm}'(x)-},i—_z— в

китервала (1, 3].

3. Монотоннва лк е функцията f(x)=sin х в интервала [0, ж|?

4, Покажсте, че функциита f(x)v-_—.sin’gr e cTporo pmm-wm.%l

ἕ!ᾶθδμπ“ιιιᾧπκιπιι

Една функция /(х), дефинкрана в πῆκος множество M, се нарича
обратима, ако за различии стойности на х от M приема различни

стойности, Τ. е. Xoraro от х, τ ὰ следва f(x,)#f(xz). Това условие,
разбира се, нс винаги с изпълнено. Ясно с обаче, че то ще бъде удовле-

творено, ако функцията /(х) € строго растяща или пък строго намаля-
ваща в множеството М. И така всяка строго растяща, както и всяка

строго намаляваща функция, е обратима.

Нека f(x) ¢ eana обратима функция с дефиниционна област M и

нека N ¢ MHOXCCTBOTO ΟἹ нейните функционаляни стойностни. Да си вземем
едно число yo от Л. Съществува, и то едно единствено число X, ΟἹ M,

за косто /(х.)-- уу И наистина, ако допуснем, че има H друго число X,

ΟἹ M, различно OT X,, 38 KocTo /(х1)-- У ще получим /(х.ъ)-/(х;,), косто
с исвъзможно. И така на всяко число у от У можем да съпоставим по
едно числа х ot M, удовлетворяващо равенството /(х)-- ν. Товц числе х

Ззависи, разбира ce, OT у и поради товя можем да 10 означим с ¢(y). По

този начин дефинирамсе 8 N едни функция. Тази функция се нарича
обратна на функцията f(x). Множеството N ΟἹ функциокалните

стойности на /(х) служи за дефиниционна област Ha обратната функ-

мия φί»), докато пък дефиниционната област Af на f(x) се явява MHOXC-
. CTBO ΟἹ функционалните CTOHHOCIH За ф(у).

От дефиницията 33 обратна функция € ясно, че за BCAXO у от N ¢

изпълнено PaBCHCTROTO

Ле(У))--у,

т. <. числото ( } се явява решение на уравнението f{x)—y относно χ.

Ὅτ друга страна, ако х принадлежи ка M м ako f(x)=y, Te ще имаме

@(3)==x, T. €. 3 всяко х.от M лце бъде изпълнене равенството

φ[}.}}-- .
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Пример. Да ргзгледаме функцията /(х)--х” B интервала [0, со).
ΤΗ като тя е строго растяша в този интервал, тя е и обратима в него.

Коя е нейната обратна функция? Лесно е да се види, че това с функ-

цията @(y)=+'y., дефинирана в областта [0, со). И наистина множе-

Черт. 7 Черт. 8

ството N от функционалните стойности на функцията /(х)--х2 е интер-

валът [0, со) и за всяко число у от този интервал имаме („/у)2-у.
Ясно e, че ако функцнията /(х) ¢ обратима и @()y) с нейната обратна

функиия, 10 φ от своя страна с също обратима и нейната обратна с

функцията /(х).

Както вече отбелязахмс, scaxa строго растяща функцния /(х) е обра-

тима. Лесно ς да сс види при това, че нейната обратна функция () €*
също строго растяща. Нанстина нсека у =f(x)), у:-/(х2) и нека р, <ya.
Torass @fy,)=x; й ф(у:)--х:. Ако допуснем, че X, Z X3, 10 бихме полу-

чияи /(х.,)2/(к:), т. е. у, 2 y: което не ς вярно. Следователно х) <X,
T. ¢. φίν, ) ς φί . И така функицията @(y) с строго растяща.

Аналогично се установява, че обратната функция на една строго
мнамаляваща функция с също строго намаляваща.

Да отбележим оше, че axo «(у) с обраТтната функция на дадена функ-

ция /(х), τὸ очевидлно графиката на Фф(у) ще получим, като вземем гра-

Ффиката на /(х) и разменим ролите на осите Ох и Оу. (Това ще постигнем,
R

като завъртим KOOPAMHATHATA система Оху на ъгъя 5 B посока, NPOTHBHA

Ra тая на часовниковата стрелка, и вземем огледален образ на графи-

ката отпосно ординатната oc.) На черт. 7 с показана графиката на функ-

цията fix)—x® при x20, а на черт. 8 — графиката на нсйната обратна

функция Ф(х)-- Jx.
В 515 виляхме, че функцията /(1)--а“ ¢ строго растяшща при a>-1

Ἢ строго намаляваша при 0<a<1. Следователно винаги когато а->0
Ἢ g% |, функпията «“ с обратима. Нейната обратна функция с функцията
o(x)—log, χ. Тя очевидно е дефкнирана само в muTepsana (0, со), тъй
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като функцията /(хХ)--а“ има, както знаем, само положителни стой-

ности. ΟἹ свойствата на обратните функции получаваме равенствата.

п“-”;:х при х:>0, -

log,a*=x 38 веяко X.

Освен това непосредствено получаваме и заключението, че функцията
9(x)=log, x ¢ crporo растяща, когато ¢>-1, Η строго намаляваща, KO-

rato O<a<l.

Видяхме също, че функцията /(х)-5т X, където ъгълът X € HIMCPCH
ὄ κв радиани, € строго растяща B интервала [-- " -2-] Следователно TS

. - “

е обратима в този интервал. Нейната обратна функция се нарича „аркус

синус от х“ и се бележи така: arc sin χ. Като си спомним дефиницията.

на понятието обратна фунпкция, Можем да кажем: агс sin х ¢ онзи ъгъл
(той е единствен), който, измерен в радиани, се памира в интервала

κ[--2- , -ΞΙ и който нма синус, ранси на х. (Както знасм от геометрията,

такъв ъгъл CHIYpHO съществува при |х|51.) Като вземаме пред вид

свойстРеата на обратните функцин, идвамсе до следцщите заключения за

функцията arc sin х:

1) тя с дефинирана в интервала |--1, 1);

2) исйните функционални сСстойности се намират в интервала.

π κπΊ.

У тя с строго растяща;

4) валидни са равенствата

sin (агс sin X)—x при --15х21,

-п-п -
2

Функцията /(х)--со05 х. както нидихме, с сгрого намаляваща и сле-

дователно обратимве в интервалиц [0, х) Нейната обратна функция се

нарича „аркус хосинус ΟἹ х“ и се залисва Taka: arc cos х. Следователно

агс COS X е ъгъл, кайто, измерен в радниани, се намира в интервала [0, π]

и който има косинус, равен на Y. (Такъв ъгьъл сигурно съшществува при

[Χ|Ξ1 и той с единствен.) Явно ¢, че:

arcsin(sinx)—x при —-—g- ΧΞ

1) функцията arc со5 х с дефинирана в wuveppana |--1, И;
2) нейните функционални стойнасти се намират в интервала [0, я);

3) тя с строго намаляваша,

4) ΒΒΠΉΠΗΗ са равенствата:

cos (агс cos x)=x ΠΡῊ —I=x<1,

arc cos (cos x)=x при ΟΞ χ Ξπ.
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Аналогично се въвежда и функиията агс 15 χ обратна на функция-

1-'3. Ἐ x B интервала (- ξ . -;),асзьщптшифушшяш arc cotg х,

обратна ὰ функцията cotg х B интервапа (0, x). При Tosa се вижда, че:

1) функцията arc tg х е дефикирана B интервала (—oo, 00);

2) нейните функционални CTOHHOCTH се намират в интервала

-+ 5)
3) тя e CTpOro растяща;

4) изпълнени са равсенствата

. tg(arctg х)-х за всяко X,

arctg(tgxX)=x при - <x< 5 *

За фунхиията пък агс cotg х имаме:

1) тя е дефинирана B интервала (--оо, ое);

2) функционалните й стойпости се намират в интервала (0, х);
3) тя ¢ строго намаляваща; ”

4) валидни са равенствата

colg(arc cotg х)-- х за всяко X,

-

arccotg(cotg x}=x при 0<-х«<(.

Упражцении, 1. Обратима ли е фупкцията /(х)-- ζ. лефицирана при x40, и

ако с обратима, Τὸ коя ¢ нсйната обратна функция?

| ! 3
2. Пресметаете в (радизани); arcsin „ " агс sin 1, аес щп(*--*,-)* arccos |,

1 1 .

ar¢cos 0, агс 05 " " 8ζς соз (—-;;)- arctg (—1), arcig 43, arctg 0. arccotg 0,
Yy - "

1 | Ν Ν Ξ π

arc сощ ( - \fj) + агс ъщ (зт ._3_) . агеъ ( 1), arccos{cos 25), arcig (133 ἷ) "
| κ κ π

Щшз(сшз -Ξ) . arccotg (mtg-—;;-)- агс cotg (f:mg 3-:,-) .

Ἄ, Да се изразяг посрелством X

а) sin (агс cos x);

Решение. а) Полагам: а: с05 « --а, Torama 0Ze=n и cosa=»x Hmame
сл

sin (агс со5 х) = sina = V1 7 cosfa - /1 — &%

6) sin (2arc cos x); в) cos (Загс sin x), r) sin (arc 1я x);

2) cos (arc tg x); с! sin (2arc 1 х); ж) со5 (28τς ( х).

4. Да се докаже тъждеството

X

arc τ —— -~ —arcsinx при — - χε .
ч./! - х
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Рещение. Полагаме arcsinx = , Torana ———i-Sus.:—z—lsinn-.r.

sina" 

x 
SὌτ x = 1, — 1, ἐπεπβὰ - τ <а< 'ἓ" Имаме агс ( 1 τὸὶ  ̓π"'ω|1 - sin*a

-=arctg ({ й) = й = arc sin x.

5. Докажете тъждеството

arc sin ————=arcigx н всяко χ.

νΊ + х вя п

1— χ 2arctgx пря x =0

—2arctgx при x 5 0.

| | к π
Решение. Полагаме arctgx = a. Тогава —5 <а< 35 u ἴξὰ -- χ,

“

a) Ако х =0, 10 l;n;fluflsa*(*ifl 0 εΣ 2a < я. Torasa aMamc

ἰ

1 — x¥ I —1g%a С 2 2.
агс соз - аге соз Ty = аге cos (cos 2а) =

: π

6) Ако x =0, τοῖβα =0 n —-2**{:1:;0.0&—2:1{3. Tornsa

1е

1 4+ &%
arc cos = arc cos (cos 2u) = arc cos (с05 (— За)) == — 2a.

7. Hoxaxere, че
¥

π’- 2arctgx при x =1

З

(T
" —R- 2urctygx прих = — L

2arctgx при — ἰχ =}arc sin

8. Докажете равенствато

1 1 1 я
arc tg 5 | arcig ¢ tarctg g 75

9. Докажете, че нко а >0, a1, bZ0b =1, то

1

|орьа

10.Решете уравиесинето .

. 1og;x log, 2x = log, 16 χ.

-log, b =
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§ 17. Елементария функции

Някон от функпиите, конто често срешаме, са добре изучени от-.

давна и поради това е MPHETO да се отделят в категарията на T, нар.

елементарнии функции. Тук спадат преди всичко рацниона л-

ните функиини. ι

Към класа на рационалните функпии се причисляват най-напред

всички функиии-константи и функицията /(х)--х, а след това всички функ-

пии, конто могат да се получат от тези два вида функции (кОонстантите-
и функцията х) посредством неколкократно прилагане на действията

събиране, изваждане и умножение -- това са целите рационал-

HE функцини., кли полинеомите. Лесно с да се съобрази, че всски
полином има вида

J(x)=a,x"+a, "' Ἔ ..ὙἘπ|χ- ἄρ.

Числата a,, @, _q,..-. 0o 0е наричат коефициенти на дадения полином
(a, се нарича owe н свободен член). Ако а,#0, To поливомът е от n-Ta
степен.

Константите се разглеждат като частен случай от полиномите, а

именно като полиноми OT нулсва степен, Основание за това ни дава
обстоятелствота, че всяко число С може да се напише още н във вида

Cx® (където х с произволно число, различно от 0).
Най-сетне ше получим всички рашионални функпии, ако тръгвайки

от функцията /(х)-х. и константите, позволим да бъдат извършени не

само действията събиране, изважлане и умножение, но и действисто

деление. Ясно е тогава, че всяка рационална функция има вида

ς аКИ T КТ +е .(I) f(x)_fi-'x_u'+ b_-;-l’““‘ +“-*+ьд

T. €. тя € частно на два полинома. Korato полиномът, който ¢ B знаме-

натели на тазн дроб, е най-малко ΟἹ първа степен, Τ. €. ΚΟΓΆΤΟ той не ς

константа, функцията (1) се нарича дробна рацнионална фун к-

цияЯя.

Ако пък, тръгвайки отново OT функиията /(х)-<х и константите, до-

пуснем OCBCH четирите аритмсетични действия (събиране, изваждане,

умножение и деленис) 13 бъдсе извършено K действието коренуванс (инлн,

косто с BCC седно, действисто повдигане на лробсн степенен показател),

ще получим фамнилията ΜῈ ирационалните функции. Ето

някон примери 33 нрацнонални функции:

Л(х)--ух при х:>0;
3

FO=2x*+1+35x <1 при x> —1;



Ирационалните функции също се причисляват към категорията на

елементарните функции. Рационалните и ирационалните функции пред-

«<тавляват частни случаин OT Τ. нар. алгебрични функциин“ (те
не изчериват обаче класа на алгебричните функции).

Към категорията на елементарните функции се причисляват също
и следните (PYHKIHH:

показателната (скспоненциалната) функция «а“, където a>0 и а+1,

която.е дефинирана 32 всяко х;

нейнака o6paTHa — логаритмичната функция Тор,х, където а>0,
а+!, дефинирана при x>0;

тригонометричните функции 51 X, со5 X, g х и Cotg х;
техните обратни функпин агс sin х, агс cos х, arc lg х н arc cotg x.

Както ще ΒΗΠῊΜ по-нататък, всички слементарни функцин прите-

жават някои твърде „хубави“ свойства, конто ги правят удобни 32 paboTa.

§1s.rpamn¢mm

Нека разгледаме функцията/(х)-х 5щ -. . Тя не е мфинирш при

x=0, Да си задалем обачс въпроса, какво стнва с нейните функционални

стойности, когато даваме на х значения, все по-близки и по-близки до

числото 0. Тъй като пронзведението х 51 ...ἔ- се CLCTOH ΟἹ два множителя,
първият от ΚΟΗ͂ΤΟ € X, а вторият получава стойности между ---ἰ и 1, ясно

¢, че за всяко х (косто с различно от () функционалината стойност /(х) ще

се намира между —X и х. Геометрически това означава, че графиката на

тази функция ще сс намира между правите с уравнения y=—X и у

(по-точно в ъглиге, образувани от тези ANC прави и съдържащи оста Ox —

вж. черт. 9). Ясно е тогава, че като даваме hi х стойности, все по-близки

A0 нула, на тях ще отговарят такива TOMKH от графиката, които се приб-

лижават все повече до началото на координатната система. Графиката
като че ли „Жсе стреми“ към тази точка. Функционалните стойности /(х)

пък „сс стремят“ към числото . Ние ще дадем на тези разсъжденния

строга форма, като въвсдем понятието граница на функция.

Преди всичко нека обърнем внимание на обстоятелството, че макар

точката Xo—0 и да не принадлежи към дефиниционната област на раз-

глежданата функция /(х)--Х sin -1—— (която се CLCTOM OT двата OTBOPCHM

интервала (—oo, ()) и (0, oo0)), ние мон.г:м да OCTABHM х да се приближаква

* Алгебрична се нарича такава функция y—f(x), която уловлетворява някос
уравнение относна у OT вида

PO+ Р - И1 L+ Py(x)=0,

къдесто Р.(х), Р -а(«х),.... Py(x) са палиноми на X с цели коефицаенти, Τ, €. такава

фунщнн, тпта. поставена HA MACTOTO на у в TOBA YPABHEHME, 1O превръща B тъжде-
«<тно.

Всяка функция, която не с алгебрична, се нарича травсдендснтва.
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към тази точка. Това е така, тъй като точката ху-0 има свойството,

състоящо се, казано накратко н немного точно, в TOBA, че съществуват

точки от дефиниционната област на /(х), намиращи се произволно
ФАлизко До ху Ние изразяваме това сзойство на точката X, като каз „

- Ξ . 2 =x .~к
« y ..'.ι 

-
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Черт. 9

ваме, че тя сс явява точка на сгъстяване за дефиниционциата област на

/(х). Точното съдържание на това понятие се дава със следната
Дефиииция. Едно число хо ще наричаме точка na сгъстяване

за дадено числово множество M, xo2amo във авслка иегапа околност
(ха-6, х 6) се съдържат точки om M, различни от x,.

Да отбележим, че самата точка X, може да принадлежи, а може н
да не принадлежи HA множеството M. Така например, ako множеството M
с отвореният интервал (а, b), To точката 4, също както и Тточката b, ще
бъде точка на сгъстяване за това MHOKECTBO, въпреки че тя не се съ-
държа в него. След тези предварителни бележки ще дадем следната

Дефиниция. Нека /(х) e едиа функция с дефиниционна област M и
нека ху € точка на сгъстяване за M. Ще казваме, че числото Теграница

Ha функцуията /(х) при x, клонящо към ху (или че /(х) клони към i,
когато х клони към х.) и ще записваме moed така:

TM
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ако при всекц избор на положителното число € може да се намери ma-

кова число >0, че om ус ловията хеМ, х+ ху и |х--х|<6 да следва не-

фавенстаото

17(х)--Щ<е.

Тъй като Числото & € произволно, дадената дефшянш:я язисква,

грубо казано, разликата между стойностите на функцията f(x) и “μὸ-

лото / да може да стане колкото искаме малка (по абсолютна стойност),
стига да вземаме такива значения на х от M, които се намират доста-

тъчно близко до ха-- колко близко, това именно се определя от “HC-

лото 6. (Разбира ce, ὃ зависи от E.)

Ясно е при това, че числото 6, за което сс говори B тази дефиниция,

когато TO съществува при дадено &0, не ¢ единствено. AXO намерим

COHO такова число 5, всяко друго положително н по-малко от него число

ще има същото свойство.

 ̓ Възниква всднага въпросът, възможно ли е две различни числа /;

и /; да удовлетворяват разглежданата дсфиниция, T, €. да бъдат и двете

граници на /(х) при х, клонящо към хо. Да допуснем, че това с Bh3IMOKHO.

(Тогава, вземайки в 2'—‘—, ще HAMCPHM такива положителни числа B,

и 83, че при хеМ и х % X4 OT неравенството |х- ха|«-Е; AR следва неравен-

CTBOTO

|f(x)—4,|<c,

а OT HCPaBCHCTBOTO |х--хо|<:6з да следва нсравенството

..(χ] - χ €.

Torasa, axo x#.Xx, с такава точка OT M, за която имаме сдновременно

Jx—xol <8, н |x—xg| <82, 10 ще имаме

#2 =S ()t Χ }. LIS " Ἐ ΠἹ ἰ <2e— μ --ἶ!.

Получаваме противоречивото неравенство |/)-/2|<--/2). косто по-

казва, че нашето допускане за съществуване на ASC различни граници

на /Дх) е било погрешно.

И така една функция /(х) не може да притежава две различни гра-

ници при X,.KJOHSIIO към ха (където ¥, е точка на сгъстяване 33 дефи-

ниционната област на f (X)) — ЛЯ или клони към CAHA единствена грани-

ца /, нли въобще не клони към никаква граница.
. 1

Сега можем да покажем, че нанетина функцията f(x)=xsm- .

дефинирана за всяко x+0, която разглелдахме ΠΡΟΠΗ, клони към 0, кога-
то х клони kbM 0, според дадената от нас дефиниция. (Очевидно точ-

ката ry—0, макар и нспринадлежаща на лефиниционната област на pas-
глежданата функция, се явява точка на сгъставане за тази област.) За

ς . 1
да установим, че lim (х ειπἷ)πο, трябва да покажем, че ако >0, τὸ съ

A=y

ществува такова положигелно число 8, че ог неравенството |v|<é да



ΕΝ

следва ΠΡῊ х4+0 неравенството [χ sin ξ | <&. Ho цпцелта ни ще бъде no-
стигната, ako B3eMeM ὅ--- ε, зашото при |v|<e имаме

ТЯ sin—'-— < |х)|< е., i' x - Ф ж

Да вземем друг пример--лда разгледаме функцията f(x)=cos х

и да покажем, че тя притежава граница, когато х клони към 0, и че тази
граница е 1. Наистина да вземем едно произволно положително чис-

ло €. Веригата от равенства и неравенства”

|со5х- | -- |-- 005 х 25in‘%=2’sin%l-jsin—}}§2-l -I—;-lfi'lxl .

ΜῊ показва, че ако mbepem =g, To при |х|<-6, т. е. при |x|<e, ще бъде

изпълнено неравенството (соз х--1|<Е. С това е доказано, че

limcosx=1,
.0

-

В току-шо разгледания пример точката ха--й0, към която клоне-

ще х, прикаллежни на лефинипионната област на функцията f(x)=cos х

„(тази дефиниционниа област е множеството на всички реални числа).
Нещо повече, читателят навярно с забелязал, че числото 1, явяващо
се грапица на тази функиия при «х, клоняшо към 0, не е нищо друго освен

стойността на функцията сол х при x=0. До същото число бихме достиг-

нали. ако вместо да гтърсим тази граница, просто бяхме заместили х

¢ 0 в израза cos v. Нека велнага за отбележим обаче, че нс:цата не винаги

са таха прости - не винаги граниигта на една функция, когато х клони

KLM ΜΗΚΟΙ͂ TOMKR v, OT нейната лефиниционна област, може да се по-

лучи по такъв лесен начин. Така например, ако вземем функцията

Ν

/ х при x+0
ак

(9 | при x—0,

дефниирана 3 всяке х. виждаме, че lim / () 0 докато, от друг а стпана
л-«0 .

нмаме /(0)-- 1. Сле дователно him f(x)+/(0)
3-κ

Нека към тези пъраоначални ὕς KK отнаско понятието граннна

на функиня 2а добавим оше и следното: Ако функцията /(х) € конетан-

T3, т. е. ако имаме Д(л)- С за всяка х (където Се някакво чиесло), Tu ве 1е

нага се вижза, че за веяка ΤΌΜΚΗ ка itk бъле изпълнене ἴ /(х) Ο 7. ε,
A Х

πὶ C— (.
e т

По-нататък ше ни бълаТ MHOLO подезни следните двае теоречн:

Теорема 1. Нека f{x) ¢ оййена функция с цефиницианиа айласт M
2

“ Tyx имютзуваме NOTHATOTO ни неравенствоа 5та S ς валидно 32 BCRKQ d,
EOT310 BIWTHT & € MIMEPCH R ралнани.

6 Матецчатизески зиатиз a.l



нека ху € точка на сгъстяване за M и нека lim /(х)-!. Axo редицата

А-еХа

(!) | х!!хгтчдлъх.-цппщ
се състои om числа, принадлежащи на M и различни om X, и ако тя кло-

ни към Ху то редицата

(2) Sy, 7 2),.ος fx) .-

е също сходяща и клони към . -

Доказателствао, 3a да дакажем, че f(x,)—/, трябва, като из-
берем произволно положително число ε, да намерим Такова число V,
че при по>у да имаме |f(x,) -I|<e. Тъй като lim f(x)=/, Hue можем да

ἄτιας,

намерим най-напред някакво положително число B, за косто при xeM

и х+хо ὍΤ неравенството |х--хо|- ὃ да следва неравенството | /(х)- /] < ε.

Ot друга страна, от сходимостта на peawnata (1) пък следва, че съшще-

ствува такова число у, че при >у да имаме |х.--Ха|<6. Тогава е яснко,

че при πῶον ше бъде изпълнено неравенството

| f{x,)—1] τ ε,

T. ε. HAMEPEHOTO число v има κ Ἷ caoicTpo. С Topa € }'c'r.maleno

че редицата (2) клони към /

Валидна е също така следната теорема, която в низвестен смисъл е

обратна на току-то доказаната.

Teopema 2. Нека Γ(ΧῚ е функуиля с дефиницианна област M и нека

Xo € точка на сгъстяване за M. Axo за вслка редица

R Хауе

калто се състои от числа, принадлежкейци па M и различни от x,, и която

клони към Хо, съответиата редица от функуирнални стойности

S flx), oo „Л(ха) ..

е сходлща и клони към 4, mo граиицата lim / (Х) същестаува и e равна на |,
A X

ДоказателсТво. Да аземем пвпнзвшгно положително HHC-
πὸ ε. Трябва да покажем, че сьъществува положително число δ, такова,

че при x€M и х+х., OT неравенството |х--х|-<6 да следва неравенство-

то {{{ τἰ ξ ε. Да допуснем, че такова число 6 не съществува, т. е. че

никое положително Число не притежава тона свойство. Няма да при-

тежава това свойство тогава и числото Т и следователно ще съще-

ствува поне едно число X, от M, различно ΟἹ X4 което удовлетворява

неранвенството |x,—X4| <21, но за което |f(x,)—{|>€&. Аналогично ше съ-
. 

1

ществува някос X2 ΟἹ M, х2 + X, 32 KOETO имаме едновременно | X 2— Xg) <3

M } Χ 2Ὲ ἘΞ Ε. Изобщо за всяко п (където п € цяло положително число)
ще съществува такова X, OT M, удовлетворявашо неравенствата X, + хо

1
и |х.--ха|<--. за което |f(x)—!|Z¢e. Да разгледаме сега редицата
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1
Ot неравенствата |х.--хо| <——¢ ясно, че Тя клони KbM хо. Тъй като

освен това имаме х,Е н X,+Xx, 32 всяко п, То OT условията ка теоре-.

мата следва, че редицата .

f(xl)vf(xl)v-*-rf(xs)----

клони към / Не Tosa е невъзможно, тъй като неравенството [{[{χ,}---ἰ Ξ ε,

изпълнено за всички членове на тази редица, противоречи на дефини-
цията 38 граница на редипа. И така направеното допускане, че не съще-

CTBYBA число 6 с желаното свойство, е било погрешно. C това теоремата

е доказана.

Тези две теореми ни показват в същноаст, че 33 понятисто граница

на функция можем да дадем оше и следната

Дефиниция. Hexa /(х) е дефинирана в множеството M и пека ха

е тачка на сгъстяване за M. Ще казваме, че функуията / (х) има граница,

равна на [, при х, клонящо към ха. когато при всеки избор πὰ редицата

+

x.. х:.....х,...-..

състояща се от точки, принадлежащи na M и различни om Χα, която

KAOHU към X4, Ссъответната редица

Л() ) , ... f(x). ...

€ сходяща и клони към !. .

Ясно « OT изложеното, че тази нова дефиниция на понятието грачи-

ца на функция, която ще наричаме дефиниция на Хайне, ¢ екви-

валентна на първонзачалната дефиниция, която ще наричаме дефин и-

ция на Κοιιη."

” Като използуваме дефиницията на Χαῆης, лесно можем сста Да

посочим пример за функция. която не притежав: граница. Да разгледаме

функцията f(x)=—sin ; (черт. 10) K да се запитам“ има ли тя граница,

когато х клони към 0. Да допуснем, че тази граница същсествува и че е

равна на някакво чясло /. Тогава, като образуваме редицата

2 2 2
—— Y ЕЕ ὁ τ а Е ЕЯ

х Ix (Зя- D=

KOATO очевидно клони към 0, ще заключим, че редицата ΟἹ ChOTBETHHTE
функционални стойности

- κ . Зя , (25π-- х
fln—z—-l SlflTn“‘! 410 3 .

R ——— A ——

“ Komm (1789—1857) и Xalime (1821—1881) са WIBCCTHH математици, имащи
големи заслуги 33 изграждането ΒΔ съвременните понятния HA матсматическия анализ
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| е сходяща и клони към /. Ho тази редица e в съшност редицата

.Г“-].! Ι"! ‘—‘] N |

EOATO, KAKTO знаем, € разходяшща. И така достигнахме 1o протнворечие.
ааа

Следователно lim sin -- не съществува.
хе «

+ ι. * . '5———‘. ἱ i [ 1

Черт. 10

Дефиницията на Хайне за граница на функния ни позвалява 1ecio
| да установим верпостта на следниата теорема, коятпо мпогократно e

͵ изпоувелзме по-нататък.

Teapema 3. Нека га dadentt дае арункииа 4) й е(А). κ имат сона

и съща дефинииианиа ойласт ML и нека ха е тачка па сгъстлване за чна-

меесеминна N Axo функаиене #х) и μ Ὺ плат гуцийщи, кагата х клани

къл Ko, те фалалианке Де щ) Σ #6) Ζ } σί } ο притемжиават

* . . м - 'ἶ iCPARUL L AP Х. o кал A g Ο ὐ се ийтисл в за функиичта Σ
Ml

слтчач, кагата «Ъ вАН N+ v, й {πὴ g =0, Ocaen mueag, ика На f(x)— 2
-

Х ч Ἀ τ ς

и {{πὶ е() , те валайни еа слешитиие равенска
А «а

Шша | {{Δ| gxi]={—m,
Ε Ύ

Б | У(У) - (Α}}-τ ἐππι ,
Х-е Ха
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lim Г) () =1,

а Ζ _
,l,'f,' Е) т

Нанстина да разгледаме Hanpumep случая на сумата 1( Σ ( α).
Да вземем произволна редица

.t" х:„„...,х-,...,

състояша се от точки, приналлежаши на M и различни от X, която

клонИ към X, Тъй като lim / (х)--/ я lim g(x)—m. то лвете редици
E τ X"P.ln

" Flx) fled νον ς ) ..

Είχι}, glxa),....g(x),...

€3 сходящи и ΠΡῊ товза първата OT тях клони към /, а втората — към т.
Torasa релипата

Л ὰ ), ЛХх:)+#(х:),..../(х.)-я#(х,),..

ще бъде сходляша н ще клони към /+т. А това означава, че

им κ ) +е (α}} Ξ 1 т. -
J»J.

Аналогично се третират и останалите случан на теоремата.
Съшо така просто се установяват, като сс използува пак дефини-

цията Η Хайне. и следните две теореми:

Теорема 4. Нека / (х) и g(x) имат една и съща дефиниционна област M
и нека хо е точка на сгъстяване за M. Axo за весяка х om M е изпълненца
неравенството /(х)5#(х) и ако cpanuyume Ига/(х). lim g(x) съществу-

1--!,* .!”4.!.

ват, mo

lim Л(х)5 limg(x).
е l‘ Bl Τ

Теорема 5. Hexa mpume фенкуии f(x). g(x) им Щх) имат edna и съща
дефиницианна област M и нека за вслко х om M имаме

Дхзях)5Щ).

Axo х, е точка на есгъстчване за M и axo границите Ш S(x) и Ита #()
съществуват, ката при това имаме ¥y х-.хо

ππὶ f(x)=1lim/fr(x)=—/{,
I‘—":“ а .-!.

то съществува и границата lim g(x), за която също имаме
Σ Y

. lim g (λ)τ ].
«--3а



Hexa добавим още една полсезна

Теорема 6. Axo f(x) и g(x) са две функуии с аобща дефиниционна

област M, а x, е mouxa на сгъстяване за M и ако lim f(x)=0, а функуия-
«Д[.}

та g(x) e ограничена в HAKOA околност на Χχο, то Ит /(х) g(x)=0.
Хе Ха

Доказателство. Преди всичко нека уточним, че когато ro-

ворим 18 ограниченост на функцията g(x) в някоя околност на точката Xo,

ние имаме пред янид, разбира сс, само ония точки OT тая околност, KOHTO

принадлежат на нейната дефиниционна област. Ето защо условието за

ограниченост на g(X) тук означава, че съществува TAKOBA положително

число 6,, щото при хе М и |х---хо|<-6) е изпълнено неравенството |#(х)| 5 K,

къдсето Ке някаква положителна константа. Да вземем сдно произволно
с

положително число ε. Тогава YHCACTO K е също положително. Тъй като

lim f(x)=0, To съществува число 6:>0, такова, че ΟἹ неравенството
ея
х--х|< 62 и от условията хе и х+хр да следва wepascucipoto |/(х)|<

< -’% Ако 8 € по-малкото OT числата &, и 82, то при YEM, х# Xon|x—Xx ol <8

ще AMamMmc 
«

Моде ( = ()я Ἅ < Κατε,

Тъй като ке беше произволно взето положително чнисло, оттук слелдва, че

Пример. С помощта на тази теорема лесно CC установява на-

- L х -

пример, че lim χ sin " —0. Наийстина, от сдна страна, him х--0, а,
хъй x4} FE S

. X

OT друга страна, за BCAKO X имаме |П “я ,Iél.

Ще завършим този параграф със следната

Teopema 7. Axo /(х) има граница, кагато X клани към дадена тач-

ка ху то фуикуилта f(x) е ограничена в ичкиан околност (xq— 8, xg+0)

на точката Χ .

Доказателство. Нека M с дефиниционната област на f(x)

Η нека lim /(х)--). Да вземем числото δΞΞ , Можем да намерим такова
ΕΝ

паложително число &, че когато ΧΕ , х+#х., и (х--лха|--6, да имаме

[ f{x)—I|<l. Ho тогава за всички стойности ка х от отворения интер-

вал (ху-4, хо ! 6), които принадисжат на M и са различни ΟΤ ху ще

бъдат изпълнени неравснствата

ЕС1</00<Е1,

ΚΟΗΤῸ показват, че функцията /(х) е ограничена в тоя интервал,”

« Тук, както к при теорема 6, имаме пред вид само онези точки от ннтервала“»

конто приналлежат иа дефинициопиата област на /(х).
-



Като следствие от тази теорсма можем да заключим, че ако «лна

функция не е ограничена в никоя околност на ладена точка х.. TO тя CH-

гурно HC притежава граница, когато х клони към хо. Такова например е

1
повелението на функнията [ (х)-- „ Около точката ха--0,

Упражиении. 1. Joxaxere, че при всяко ху имаме П x—=x,. (Оттук ше слелва,
Зе

че 13 всяко пяло положителнео число п имаме На χῆτε χ. .)
.I'-b.."

2. Докажете, че axo Imf(x)=1 8 ако [ >0, то Нл / (x) = 1. ‘Fnunn-
X4 Xy т-- Xy,

8¢ използувайте, че

рае - lf(fi—”: Ν ι- ὐ ς

Vi) - ὶ . α]- τ \f Н(х) "
Ξ.Ποἷποὃιισ на задача 2 Зокжете по-сбшото твърление: Ако lim S (x) =

А

н axo [ >0, то lim J fix) = 27 Г 13 BCRKO цяло положително число п. Упътване:
използувайте равенството

«У -ч(а- а1 64 а τ ὴ ἃ).

4. Hamcpore гранисите :

x4 2 af Sy + 6 | XY - |

ЕЕ ЕЕ а ЕЕ

| . 3

τ ltm' -ν ! « ...Ξἷ: ay lim ""f_.._...._._,l - X "‘/..l.:_{; “) !кт---шх “ᾗἱ"-'κ.ι
з..0 χ el х a0 ПО Х

8 19. Разшнрецие на понятнето граница на функиия

С оглед на по-удобин пресмятания се оказва целссъобразно да раз-

ширим понятието границияа на функция, като й иякои случцаи тапорим 18

граница н когато Тя не съществува в емисьл на дадената B ΟΗ ΔΗ ΜΗ

параграф лефиниция.

Ще започием cue слелната

Дефиниция. Нека ¢ дадена функуията Г (х) ¢ дефйиниционна обдласт M
и нека ху ¢ точка на сгьъстчване за M. Казваме, че фуикциящта /(х) кла-

ни към безкрайнаст при X, кланяща към Xg, и зацисваме това

така:.

lim f(x)= oo,
. Ky

ака при всеки избор на положителнота числа A може да се памери такова

положително числа &, че при XEM от перавенствата X+.X, u и |x—rg|<d
да следва неравенствота /(х)> Λ.

Тъй кало числото А може да се вземе ΠΡΟΜΊΒΟΠΗΟ голямо, тази де-

финипия изисква, накратко казано, стойностите на функцията /(х) да ма-
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гат да станат колкото пожелаем големи, стига да вземаме такива стой-

HOCTH X, които са достатъчно близки до точката хо.

“ Аналогично: ще казваме, че f(X) клони към минус без-

крайност при Χ, клонящо към Χρ (където Xo € точка на сгъстя ване

за дефинициоцщната област на / (х)), и ще записваме таваа така:

lim / (х)-- — oo,

ако за всяко отрицателно число B caujecmsysa такава числа 5>0, че

при xeM, х#х. и |х--хо|<6 да имаме /(х)< Β.

Пример 1. Да установим, чет -}!;,-—-:m. 3a целта да изберем
κακῷ

Ι
произволно положително число A. Ако вземем след това & -- ' 70

Ιпря |х|<6, T. с. при IxI<JA. ще имаме х!.-.:..;... „ откъдето -;,-“::-А.

Пример 2. Да покажем, че 11"тп|03„ ----0о при a>1. Ако B ¢
Ха

произволно отрицателно число, да си образуваме числото d=a® . Както

знаем, функиията log, х (когато a>1) ¢ дефинирана и строго растяща в

интервала (0, oo). Тогава ΟἹ иеравенствато |х|-<6, косто в случая (по-

неже х трябва да бъде положително) се превръща в неравенствата 0<

<х<6, следва неравенството log, х«юв, а! - Β,
Лесно се вижда BepHOCTTA на следнита теорема, чието доказател-

ство може да бъдсе предоставено на читателя.

Teopema 1. ека функциите / (Х) и g(x) имат една и съща дсфиницион-
на област M и нека х, e точка na сгъстлванс за M. Тогава:

а) ако Лх) е ограничена а иякаян околпаст na точката X, mo

npulimg(x)=o00 | имаме т { f(x)+g(x)] = по;
=Ky Ko ¥,

npulim g(x)= —co имаме lim [ f(x)+g(x)] = — oo;
« ""»tj « ..,.

6) ако lim Л(х)--а и limg(x)— oo, mo
«Д X τεὰρ, Yo

npu a>0 имаме lim f(1)g(x)= oo,
KXy

-

при a<<0 имаме lim f(x)g(r)— - ὦ;
Xr ¥,

в) axo lim f(x)=o0, limg(x)=oc0, mo
ΓΟΝ ΕΝ

lim [ f(x)+g(x)]—=w0 и lim f(x)g(x)—=00.
X-rX, Хее

Пример 3. Имаме lim(cosx + х)-- - со. Това се вижда от
x=nl)

равенствата limcosx—=1 и liminx= —oco.
el хе



Е
, X .

Пример 4. Имаме lim - -. -- οὦὐ. Наистина знаем, че lim cos χ =
К й x* х-й

Ἢ Ш Ἑ:ω.

До друго разшнярение на понятнето граница на функция достигаме
с помошта на следната

Дефинипия. Нека фупнкцията f(x) е дефинирана в πακοῦ иитервал
от вида (а, со). Казваме, че f(x) клони към числото [, когата Х клон и
кьм безкрайнаст, и записваме това така:

lim f{x)—1,
Л — s

ако при всеки избор HA полажителното число с може да се намери ma-

кова число K, че за х>К да е изпълнена неравенството {{{χἘ-τἰ « g,
Ясно е. че смисълът на тази дефиниции “ Такъв: стойностите на.

функцията /(х) ще станат колкото пожеласм близки до числото / (тъй

като Ε можем да вземем колкото поискаме Μαπκο), CIMra да вземем

стойностите на аргумента х достатъчно големи — колко именно големи,

това сс определя от числото К (което число естествецо ше Ззависи от

избора на ε. Другояче казано. стойностите на /(х) ce приближават

все повече към числото /, когато х става все по-голямо, т. е. когато X

«„клони към безкрайновст“.

Аналогично: казваме. че функиията f(x), dedunupana в naxoit интер-
€a4 от вида (--со, а), клопи към / при X, клацйящо кам Мминус

безкрайност, и записваме тава пака:

lim /Л(х)- .
ЕЯ

ако за всяка Е0 същеставувна такова числа N, че при x-<N да имаме

1У(х)--Д< ε.

Пример 5 Ще покажем, че lim -:l_ -й. Hexa в ¢ произволно по-
X ка

. 1дожително число и нека Κ--ζ-. Torasa при х κ г. е. при A ще има-
1 |

Щ*-;-с:в. коста може да се напише още Така: .Т--.о <L,

Пример 6. Ако a1, 1o lima*—0. Наистина нека е0 и nexa си
@

N o e

образуваче числото N—log, е. Тогава пря х<- ХУ поради монотонността
на функцията αὐ ще имаме О--а -са“ --шева“-т. Следоватслно при
X<N ес изпълнено нергвенството |а4"--01|«<е.

Пример 7. Да покажем, че limarc 12 х ——. Нека Е :>0 и нека си
i Ὶ

Вбразувачг числото K=1g (-‘--r_:) Ако x>K. τὸ поради това, че dynx.

цията arc tpx е растяша, ще имаме δῖς (σ x>-arctg K=arc tg[lg(—-f—e)] =



“
= 5 —¢. Ot apyra страна, имаме и arc tg χζ-ᾧ. Слеловатселно 0 f’ -
--агс 19 χαξὲ ΠΡῊ x>K. |

Па подобен начин се установява, че {{π| arctg х
- n

Xnt—en 2
Естествена се явява по-нататък и слелната
Дефиниция, Hexa функуията /(х) е дефинцрана & интервал om вида

(@, со). Ще казваме, че /(х) клони към безкрайност при х,
клонящо KoM безкрайност, и ще записваме това така:

1

ако за всяко полаожително число A може да се намери такова число K,
че от неривенствота х7>К da следва неравеиството f(x)> A,

Аналогично се дефинират равенстната

lim f{x)= -- οο, lim S(x)=o00, limf(xX)= — oo,
Ε τ Σ } И ] Ε χ <

Пример 8. Ακὸ 4:»}, τὸ lim a*— oo, Действително ла вземем про-
A = в

изволно положително число A и да си образуваме след Tosa числото
K=log, A, Поради монотониостта на функцията «“ от неравенството
ХК ще cneasa @ еК —ghead - 4,

Пример 9. Axo a0, 10 lim х“ — oo, И нанстина нска A е произ-
Кеюя 1

ΒΟΠΗ͂Ο положителйо число и нека K- A%, Както знаем, функицията χ
с строго растяша в интервала (0, oo), когато α:.«Ὁ, Ето защо при x> K

I

ше HMAME X7 - K% —(fa - 4,

Mpumep 10, Axo a1, то lim log, x—o0. За ди се убедим в това,
еее а

да BICMEM произволио положително число A н ла си образуваме чис-
лото К-ай, Поради монотопнестта а функиията log, х. когато e из-
пълнено неравенството х->Ж, ще бъде изпълнсно н неравенството log, v с
=log, K—log, ай - A,

Важно е na отбележим, че тсорема 3 ΟἹ предния параграф, отнасяша
се 0 границите на сума, разлики, праизведение и частноа на две функции,
остава в сила, когато границите, за които се говари в нея, вместо при «х,
KAGHANIO към една точка Xy, се BWMAT при X, клонящо към со (или Dbk
към —oo). Същото се отнася и μ следвашата Ттеарема 4, а тсорема 5
не CAMO остава валидна, когато границите в нея се вземат при x—oo
(HTH x——00), HO също и когато самите тези Граници са равни на oo
или на —oo. Най-сетне теореми 6 и 7, както и теорема | от настоящия.
параграф, запазват саоята валилност при Xx—oo И х-.--оо, след като Β'
тяхната формулнировка изискването за ограниченост на f(x) в някоя
околност на точката X, се замени с изискването /(х) да бъле ограничена
В някой интервал от вида (p, со) за случая х-+со, CLOTBCTHO OT вида
(--τ-οῦ, 4) за случая x—— oo,
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Всички тези забслежки, както н очевилните равенства lim С
Хе gI =lim C=C, където С с една константа, разширяват възможностите 34Ρ Ο .

използуване на споменатите теореми при .решаването на KOHKDeTHH
задачн.

Пример 11. Да се намери границата lim
Же ка

мем пред вид теорсма 3 от # 18 и пример 5 от този параграф, по-
лучаваме

3 ! Ι 1 1ι И Ἂ ς . жеа i Ж. 2x¥--3x 4+ } „ х*хд . 3 .1г+.т x 2На еее е А ееее П. 2.μ I+ 8 χ 3, 3 P 3,+5*l а 3

xt X ;

Пример" 12. Покажете, че lim "Ξ--Ξ-.:Ο, като използузате теоре-
= !

ма 6 от § 18 (отнесена за случая хХ-.со) и пример 5 от този па”
раграф.

Пример 13. Hexa f(x)>0 и нека lim Л(х)-0. Покажете. чеР  ̓а TM

1 
. . 1lim —— < оо. Покажете също, че axo lim X)=0, 1o lim > = oo,l—ll‘j(‘t) ш ' и l—-ulf( ) :-o.qf (X}

Npumep 14. Покажете, че axo lim Л(х)-оо, 10 lim -" -0
iy, .т-..ч*„,(*т, н

Ἡ също така, че ако lim /(х)- оо, 10 lim ff“-:o,
Д чее ὑ Ж ее жа

Понякога се интересуваме какво с поведението на дадена функция
7(х), когато х клони към дадена точка Хь #«:1авайки обаче винаги πὸ»
TONAMO OT Xy, ἩΠῊ, както казваме още, когато клони към ха OTLHCHO,
С оглед на това namame слелнага

Дефиниция. Калзваме, че /(у) клани към чиг юта I, когата Χ
клони отО чсна към X, и зиписваме тава така:

- и Κ(Χ]-- ,
Хее ¥ - L

-

ако. за всяко с >( съществува тиакоква ἃ >0, че om перавенсгивата X 5= х <2
<Xot+8 да ciedsa перавенствато | Л - Ξε.Ψ

Аналогично: казваме, че /(х) клочи към { μ ри X, кланящао om-
ал«еа къл Xq и Записваме тиза така:

hm f{x)—1,
, ¥ %

axo за весяко £>0 съществува такова 30, че при χῳρ- -διιχόχο да имаме
О) <.
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По подобен начин се въвсждат и равенствата

lim f(x)=9oe, lim f(x)=—o00, lim Л(х)--оо, lim f(x)=—oc.
Ε x>xy Ten gy, Χ Ха XX, хе Xy XepXy, X< Xg

. 1 .
Пример 15 Да покажем, че lim i Нанстина нека A с произ-

s, 7
х»й

. 1
волно положителво число. Да вземем ὃ:ἷἷ' Ясно e, че при O0<x<d

1
Τ. е. ΠΡΗ͂ ῦ- χ :i, ще имаме —E—'}A. с KOETO желаното равенство с N0~
каза Ho.

Пао подобен начин сс установява, че [im —l—=-—-m.
, "

:-:0

Ясно e, че ако за някоя функция S (x) съществува границата lim f(x),
хеу

то ше соществуват и границите lim /(х) и lim /(х) като при това ще
х-.х.. X=Xy K K, Kol Xy,

Wmame

(1 lim f(x) = lim f(x)=1lim f(x).
ἄχ Яе ῃ ке Xy « Ха хе

Обратно, ако 4ветеграници lim /(х) н lim f{x) съществуват и са равни
Rusdy, πὸν а Хеяу Ko А

помежду си, TO OTTYK следва съществуването и на границата lim f(x),
като, разбира ce, равенството (1) ше бъде също изпълниено, TesXy

Възможно ¢ обаче границите him Γ(Χ} и bmf(x) да съществуват,
ак Жа, Д Ха еж ¥y, К Xy

без дв бъдат равни помежду си. В Taken случай границата lim /(х) не
Кее

съществува. Такъв е HAAPHMCP случаяг « фучкцияга

дефинирана при х#0, ча коят10, както лесно се вижда, имаме

lim f(x}——1, lim f(x)=1.
к--й, х к.й, %0

Като се върнем отново към доказаните в предния нараграф теоре-

ΜΗ за граници на функции, ше отбележим, че след съответни естествени -

изменения въп формулировките, KOITO читателитТ сам може да извърши,

те остават валилни, когато навсякъде B 1ях нместо X, клоняшо към х.,

вземем X, клоняЯяЩщо Към Ха Τ ΗΗ {Η.ΠΗ ΠΒΝ X, КЛОНЯЩО ΚὙἹΜΜΕ Хь amsm).

„В края Ha гози параграф ще се спрем на няколко теореми, отнасяши

се до монотонни ᾧΝΉΚΗΜΗ, LOHTO HANOMHAT (както MO своята формули“

ровка, така й по самото си доказателстнво) тсоремата от # 4 за монотон-
ните редици.

Теорема 2. Ако функуията f(x) е растяща и ограничена omzope

8 отворения интервал (а, b), mo тя притежива грациица. когата X клони
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ΠῈ
3

отляво KoM b, и тази граница е pasHa KA нейната тачна горна граница

& интервала (a, b).

Доказателство. Hexa- L с точната ropHa граница на f(x)
в интервала (g, b). Да си вземем произволно положително число в.

Числото {.--Ἔ е по-малко ΟἹ най-малката горна граница K вече не е горна

граница на функцията /(х) Ще съществува следователно поне една
точка X, ὍΤ интервала (а, b), за която /(х;)>4--е. Нека сега 6--6--х,.
Ясно e, че 67>0. От друга страна, от MOHOTONNOCTTA Η f(x) е ясно, че

при х.<х«-6 ще имаме /(х,)5/(х). И така, когато х удовлетворява

неравенствата X, <IX< b или, което е все едно, неравенствата b—8-<x<h,

ще бъдат изпълнени перавенствата

"L f(x)S (NS L< L+,
откъдето

wm |/(х)-11|< ε. Следователно lim f(x)=L. г
e 2

Mo подобен начин ссе доказва н следната теорема:

Axo функцуията /(х) е растяща йи ограничена отдалу в отворения

интервал (а, b), та тя има граница при X, клинчща отдясно към а, и тази

гранича е равна на нейната точна дална граница в Фдадения интервал.

По-нататък, като разсъждаваме аналогично, можем да усгановим

и следниите две теореми:

Axo функиичта / () ¢ растяща и ограничена отгоре в кчкой интервал

om вида (а, сс) и ако #. ¢ нейната тачна горпа граница, то границата

lim f(x) смществува и е равиа πὰ [
жк че

Ако фупкцуитна Γ(ΛῪ ¢ растяига п аграцичена атдолу в инлкой интер-

вал om «ида { - е. @) й оака ἰ « нейната μ ална “рпаница, Mo граци“-

цата т Д(А) емцуествуви Ν ¢ раевна на |,
# <. ж

Читателят лесно ше форму.ира G еарУчи, апалобияни на паследе
ните четири, но отнасяние се до намаляващша фунхция ().

Упражиекия. Намерсте граинидите:

“ τ -3 3 | Х2

ве ς Β Δ - ъе) " га) l“ -1

e | А а х
L ну £ Н . и 6. Не ; -
- v 4 Y .-- е у L | Ее κ- Κ'Χ' ̓-,'-|

7. lim~x. B, Ππεῖν α - 1=« } 9 limls χ Ξ А 1)
& « L 7 ае “

v | τ' ΧΞ 8
10, lim -+ . И. На 6у τῖὺςτ 120 На ς L, - s -

м - - “ L - . S ¥
Я W ΑΤ Х 'I’ o — Ἔς A Ὦ 3 ὶ - Γ η -+ 4 + "

13, Като излоалзувате ποδαταςτο феличца,. к нънеща към 20 ἐμ kM --0с), зайте
ACQUHUITHA 18 равенствата { }-τ } я духа на лефиницията на Хайне ¢1 § 18 за ранен-
Clsoto im / (аз--/, τ scesn o га нслежлпаните слъчан оймислете кахви изменения Bal

ey

фармулироявките и локазателстватиа Μ геореми ἐ 2 ат ᾧ 13 са несабхолими, за πᾶ
устаневите, че ясяко OF лалсните 0T вас лчефиниицин с сквивалентна на съотастната де-
Финиция ΟἹ настоящиня параграф.
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. В този параграф ще се занимаем с намирането на две граници, HIpae-

LK важна ΡΟΠΗ͂ в голям брой задачи от анализа,

Най-напред ще покажем, че функцията / (x)=’i';’ . дефинирана при
x+0, има граница, когато х клени към 0, и тази граница е числото |

; § 20. Дъе забележятслни границя

ΎΝἑ

еак ке ——————" аке ак

За целта иска предниоложим на първо времс, че 0-::::-:::-’5-. и нека раз-

wacaamc черт. |1, където X AOB=x, Ясно ¢, че

лицето на ддА 8--плицето на сект. OAB<nuueto на AOBD.

Ако означим с r радниуса на окръжността на черт. 11, ще имаме
Ε ЕЕ Е

! | 1, 1
“ Τ Ρ θϊπ хеу ие . χ,

откъдето получаваме последователно

sin χ χ Β х,

<!

lc‘siflx со5 X

и най-сеТне

) 1>
sin х

>C0S X,

Неравенствата (1) ние получихме при Оа:хк::%. HO тъй като sin (---

=—5in X, а со5 (---Х)--605 х, TO веднага сс вижда, че те ще бъдат изпъл-

нени и при ---;--.:.мо. И така неравенствата (1) са валидни 38 всяко
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x#0, което принадлежи на интервала (—-’—;—, -Ξ-) Това 6 достатъчно, 38

да извършим нашите по-нататьшни разсъждения. Наийнстина, както

знаем в § 18, имаме lim cos x=1. Остава да използуваме теорема 5 от
х-«0

§ 18, за да заключим, че
sin х

И < |.
τ-.«Ὁ

А сега ше потърсим границата на функцията / (х):( 1+ -;-)д при X,

KJAOHRLIO KbM со, и ще MOKAXKCM, че тя съществува и € PABHA Ha числото е.

“Tora впрочем е 38 очакване, тъй като това твърдение € естествено 0606-
115

зцение на известния ни факт, че редипата ς общ член а„=( 1 +—;) е схо-

дяша Η клони към е.

Нека вземем едно произволно положително Число Ε и нека пока-

жем, че съществува τἷκοππ положително число A, че при x>-A да имаме

l(l %--—!—)'-e]-c‘:s.
х

Е LR

Преди всичко, като BICMCM пред BUI, че редиците b,,=(l Ε ἷ) "

l .

c,-(l ς -fi') са сходящи и клонят и ABCTC към ¢, можем да на“грим

такова положително число v, че при п >у да ΟἹ изпълнени неравенствата

1 \nl 1 \»
* ий ааа i e еа e —I(H ") εῖ«:ε Η f(l " ) e](:

ἯΠΗ, KOCTO с BCC същото, неравенствата

(2) r—s<(1+ -ἑ-)“ I«:c-{»z. Β-Ες(ἰ-ἑ-ἷξ-ἷ)'(ε«!-ε.

Hexa cera А-у+| и нека х е някос число, удовлетворяващо неравен-
ството х > . Да изберем слелд това цялото положително число л по такъв
начин, че да имаме л χ 5 Ἐ, (Ясно e, че това винаги € възможно.)
Torasa ще получим последователно следните неравенства:

1

л + |

1 1

<. и

1 1 1

πει - Зе1+
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От друга страна, тъй като x>A, те п--|>Мм-1, или n>v. Като вземем

пред вид неравенствата (2), излълнени 38 BCAKO XA, ше получим

' e-—-a«::(l—l— —i—)x-(e-[-e.

x 11
И така за всяко x>A4 имаме l(l К ) —e,<g. С това доказахме, че

lim (1 + Т:-)“=е.

Не с трудно да се уверим, че имаме също lim (1 #--1- е. И на-Р Р +
ве Y

HCTHHA, ако положим х---1, получаваме

lim (1+ -_tl)“=fim( - -:-)"*.-;пт
ς . oz

се i () ия ()
й-ж ра (l‘— ) еже AT

i

. Е LR, Гуе 1
---пт(1+ ) =tim (1] |) (w Ι-)--ι'.

| ж3 ἐ - й ааа ἐ - ! -

Уаражниения. Намерете граннците ;

B 1 ; αἰπ ῖ oy К К
ι. lim -- -' i, Нм .“ Δ, Ня .

x-=0 м хе Ъ ὰ +

2 κ | | -cosx
Ν - Ну О ' 6. lim ——p—

ай Π κ ае T Х

а ЧПА i Y | τῖ « |
7. Τ| κ ὶ Π - " #. п . , Y, аге т а  ̓
.. « ι .“ . --ὄ ἢ Ἄά , 0 ἴ

- # 4 “ 4

10, } ¥ 3 11, н ει ἄμ 1- " ε}} ς о- | μ τἃ Ν а

o + .ἷ""ἷ , ! х „Е ] ‘t“"l
12, lim -——-} - 13. } т) 4, bm Е +)
e 't + l фе “ . ve R . e "tv .
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Γ

ΓΠΑΒΑΙ͂Ν

НЕПРЕКЪСНАТОСТ

Понятието непрекъснатост на функция е едно от най-характерните
понятия на математическия анализ. Макар че до неговата съвременна

дефиниция се с дошло сдва след изминаването на лълъг път, в една или

друга форма TO зинаги с нграло важна роля в математиката. Непрекъс-”

натите функиин притежават релдица свойства, KOHTO ги правят TBLPAC

удобни за работа.

”

8 21. Непрекъснати функции
Х

" Въвежлайки понятието граница на.функция и дефинирайки сим-

вола lim /(х), ние презполагахме, че хо е точка на сгъстяване 33 дефи-
Ko Xy

ниционната област Af на f(x), HO не изисквахме HENPEMCHHO Тази Точка

да приналлсжи на 7 Нека сега спрем вниманието си именно на случая,

когато точката X, « точка от множеството M. B този случай съ(ществува.

функпионалната CTORHOCT /(хо) и естествено възникава пъпросът, лали

тази стойност съвизаа съб стойността на hm /(х) при условие, че тази
Хе Ky

граница съществува, Когато тези две CTOHHOCTH съвпалат (@ както знаем

от # 18, това не винаги ¢ 1axa), казваме, че функцията Γ(Χ) с непрекъс-
ната B точкита v, Така например доказаното в § # равенство lim со5 -+ 1

| E

изразява непоекъснатостта на функцията COS X B гочката xo=0.

И Tuil нне въвеждаме слелната

Дефиниция. Нека /(х) е функуич с дефиниционна област М ц нека X

е точка om M. Ще казваме, че функуилта /(Х) е непрекъсната

в точката Ху ако тя притежава гланица при X, клоийлщо към Χ, и ако

при това € изпълнено равенствата

lim Л(х)- / (0)
1-*..

Разбира се, тази лефиниция има смисъл само когато точката X,

съдържайки сс в M, се явява същевременно и точка на сгъстяване 38 мно-

жеството M (5 противен случай няма да можем да говорим 38 грани-
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пата lim / (х)). Възможно е обаче (Marap че ние рядко ще срещаме по-
εἰ ὰ Ку

добни случан) една точка да принадлежи на дадено множество M, без
да бъде негова точка на сгъстяване. Такава точка се нарича изоли-

рана точка на MHOKeCTBOTO M,

Ако дефиниционната област M на елна функция /(х) притежава
изолирани ΤΟΊΚΗ, приема се, че f(x) ¢ непрекъсната във всяка OT Тези

Тачки. Допълнената по този начин дефиниция за непрекъснатост μΗ

позволява вече да поставим въпроса 33 нспрекъснатостта на лалена

функция /(+х) във всяка точка от нейпата дефиниционна- област.

Като си спомним дефинициите на Коши и на Хайне 38 понятисето
граница на функция, лесно съобразяваме, че дефиннцията за непрекъс-

натост на една функция /(х) Β дадена точка X, може да се изкаже още и
по следнитТе два начина:

Функуичнта /(х) с дефиниционна област M е нпепрекъсната в тач-
ката ху, om M, ако за σοπκὸ подожително числа к съществфва тоакова
положително число B, че при xeM от неравеиствота | х--х.,|<: 8 да следва

неравенството |/(х) f(x,)| <€ (дефиниция на Коши).
Илян:; Функуията /(х), дефинирана в областта M, е чепрекъ ната

« точката x, om M, ака за всяка редица om числа

x'[ x:;u--‘x'.iqu-*

принадлежащи на M, колто ΚΛΌΝΗ към X'y, Chomaemiama peouya om функуиа-
падлни стойности

ла4ь ДХ 4 £ N γνοςν

e сходлща и клони към /(Х,) (дефиниция на Хайне).

Последните две формулировки н дефиницията Ha понятието непре-
кьъснатост имат гови прелдиметво, че обхващат, както лесно се нижда,

ие само случая, когато Ng с точка HA сгъстяване, но н случая, когато тя

е изолирана точка за мнеожествато M,

Дефиницията на Коши позволявда Ла «е дале просто геометрично

тълкуване на HONATHEIO пепрекъснатост. Наистина нека /(х) ¢ непрекъс-

ната й точката Ха Η нека £ € една положително число, Тагава съгласно

пази дефиниция неравенетвото | {{ν]- f(x)] Ξ εὶ KOLTO € еквиваленшии £

неравенесгнвата
.

J{xn) ες (x)<f(xg)-+e,

€ изпълнено 18 всички TOUKM X, Уудовлетворяващи нперавенството

ἱχπενυ ξῷ, T. е. За веички точки х oT дефиниционната област на f(v).

коитч принадлежат на ΟἸΠΟΠΘΗΜΗ͂ нитервал (v, 6, ху |8) Геометри-

чесхи тона означава, че оцази част ot графиката на функцията Κ [χἿ,

кояго CLOTBETCTAYBA на 1о0зи ингервал, се намира я хоризонталната иви-

ца, заключена между праните с уравиения у-/)(хр)--Е и у-/ (хо)-+ Е

(черт. 12). Тази ивица с Ттелкова по-тясна, колкото по-малко е 4MCe

лото &, Числото 6, определящо интервала (χυ--ὃ, хо +8), зависи, раз-
бира се ΟἹ Ε — когато к с твърдс малко, 8 също може да бъде много

малко. |



Когато една функция f(x) не е непрекъсната в някоя точка Χὺ OT

своята дефиниционна област, казваме. че тя се прекъсвп WIH че с

прекъсната в тазн точка.
Ясно ¢, че елна функция /(х) с дефиниционна област M ще бъде

прекъсната в дадена Точка ха OT M, когато Xo € точка на сгъстяване 38 M-

| € непрекъсната в точката Xo=0. А:птддпошчнм примерзцфущ
„ция, която с прекъсната в HAKON точка OT своята дефиниционна област,
"достатъчно ще бъде да си припомним функцията .

х при хфО

1 при :r—O+

# lmd_m разгледахме и за която HMame lit_r.naf(r)*f(fl)—-fl е прекъс-
. ἘΒΤᾺ в теяката Xxo=0. и

Понякога ce налага да решим следната задяча: Дадена е фупкция-

” та f(x) с дефиниционна област M и точка ху непринадлежаща на A,
жо явяваща се точка на сгъстяване 38 M. Искаме да дефинираме функ-

„цията /(х) допълпнително в точката X, И то по такъв начин, че да по-

лучим Ффункция, непрекъсяата в тази точка. Ясчо ¢, че това € възможно

само когато съществува границата lim /(х) Η че 3 такъв случай mawara

цел ще бъде постигната, ua'millg:pué f(x.,)=limf(x),

„Така например, щфуншта/(х)=хшц-дефшищшт

. х*д.тфщр-щдощштпюпрн χοξῦ с pueamomf((l}:O.m



Ε е получим функция, вече за всяко х, която при това е непре-
късната в точката х„-о. ова е така, защшото, кахто знаем (вж. § 18),

!ппхнш-!-- | ,
x-»0

Axo обаче разгледаме функцията f(x)= :ἱπ-'ἷ, дефинирана също така
camo при χΈΘ, то каквато и стойност да й припишем за точката Xo=0,

тя ще бъде прекъсната в тази точка, тъй като rpanmmmlim sinl, както

видяхме, не съществува.

Една функция /(х) се нарича непрекъсната отляво в да-

дена точка Xy OT своята дефиниционна област, ако тя притежава гра-
вуца при X, клонящо отляво към точката Χ, и ако lim /(х)--/(х.).

хеу XXy

Аналогично /(х) се нарича непрекъсната отдясно в точ-

ката X, ако притежава Граница, когато х клони отдясно към X, Η ако

tim f (x)}=/(xq).
хе(), χ x,

Ясно ¢, че axo една функция /(х) с непрекъсната в далена TOYKA X,
то тя е непрекъсната и отляво, и отдясно в тази точка H че, обратно,

ако тя е непрекъсната както отляво, така н отдясно в точката Xy TO тя

е непрекъфната в нея. А

Една функция може обаче да бъде непрекъсната и само отляво или

пъ само отдясно в някоя точка, Така например, като вземем пред вид

това, което знаем ΟἹ § 18 за функцията x+ L—' , заключавамсе, че функ-
цията

X4 11 при х+#+0
J(x)= "

- 1 при x=0

с непрекъсната отляво, но не и отдясно в тачката хъ--Й0, а функцията

. +|x[ при хФ+0
#(х)--

.

1 при х--0
#

€ непрекъсната само отдясно, но не и отляво при χοτῦ, ФункциЯта пък

11х = при x#0
Я (х)-- х Ρ

10 при x=0

не € непрекъсната HUTO отляво, HHTO OTAACHO B точката x,=0. И трит

тези функции са прекъснати при хаъ--0.
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5 22. Основни свойства на непрекъсватите функцни

Елно mpocTo, но TEBPIC често използувано свойство на непрекъс-

натите функиии се дава със следната

Теорема 1. Ако f(x) e непрекъсната 6 точката Xo U ако ЛД(хо)#0,

то съшествува такава околнаст (ху--8, χο-- ) на тази точка, « коячто

функцията f(x) не си мени Зпака. !

Доказателство. Нека /(хо)>0. Да си образуваме положител-
fx,

Ho число c_—f - Ъ. Ot HenpexbCHATOCTTA на функцията f(x) B точката χρ

слелва. че можем да намерим Takosa число 67>0, че при |х--хо|--6 да
имаме

f(x)— Лхо). (Ц?“) .

От послезното неравснсгво получаваме

S х) -- Л(хо)

откълето

Ге» 9.

Слелователио при хе(хо-ф8. vo 6) имаме /(х)>0. И пака функцията
Л() остапа поло “ителна зи всички стойности на Х от интервала

(χο--ὃ v M

Аналогична се разсъждава B случан, когато /(хо)<0.

Като вхемем пред вид лефинициита на HONATHETO непрекъснатост

μ функция., от CAHA страна, и като си спомним, от друга страна, леоре-

ма Зот § 18, ведиша получаваме следната

Теорема 2. Ако фънкциите ΓΙΧῚ и в(х) са непрекъсишти # дадена

точка X, то функциите 7 (ΥἹ 1 #(х), /(У--е(х), /(Х8(х), в в случал, когато

#(хо)+0, и функуилта %{t—"; га сьщо така непрекъснати в щази тоинчка,
Накратко казано. тази георема твърди, че сумата, разликата, npos

изведението и частното на 18¢ непрекъснати функиия са също пепрекъс-

нати Ффункпии.

Следвашото св.ойстао на непрекъснатите функции, нф което ще

се спрем, се отнася до г ΗΔΡ семславни функини. Прели всичка необхо-

димо с 13 изясним понятие:. съскавна фунхция.

Нека Е(х) е елна функичя с дефиниционна област A, а } ) е някоя

лруга функиия с дефипиционна 00.щсг У. Ако пеички функинонални
стойности на функнцията {{1} ὰ числа, приналлежащи на мн. 0 STRUTO M,

ΤΌ 34 всяко f 0T N можем 1 си образуваме #7 (1)). Так получаваме оче-
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видно еДна функция на / с дефиниционна област N. Тя се нарича с ъ-
ставна фуинкция или ошще функция от функция.

Така например, ako F(x)=sin х За всяко х, а ](!)=+прш=|=0, TO

FIf(t)]=sin—-nmpu 1+0. Ao F(x)=+/x при xe0, =), а f()=t® при
ἐ

1е(---со, ο0), To Н/(1))--4/12- || за всяко . .
Относно съставните функции е в сила следната

Teopema 3. Ако функуията F(x) ¢ пепрекъсната в точка Χο, а функ-

цията /(1) е непрекъсната в точка ty и ака / (го)-- Ха Mo съставната

функуия @(t)= #/(1)) е непрекъсната в точката 1.4.

Доказателство. Нека разгледаме произволна фрелица ΟΤ
ΤΟΎΚΗ

(I) ‘!Iq rzyitt,!n‘-ily

принадлежащи на дефинициониата област na /((), коята клони към ἴρ.
Поради непрекъснатостта на функцията /(1) в точката 7,, редицата от
съответните Функпионални стойности .

-

(2) SUNSUD) e S

ще бъдс сходяша и ще клони към /(г). Ние можем обаче да разгледаме
редицата (2) като съставена от числа, принадлежащи на дефиницион-

ната област пна функцията F(x). При това тази редица клони към X,

тъй като по условие имаме /(1/4)--хуа, Тогава порали нспрекъснатостта
на функцията Е(х) в точката τ редицата

(3) /а) Firaedl, ... ΕΓΠ(}}....

ще бъде сходяща и ще клони към Е(хо). Редицата (3) обаче може да се
напише още така:

@), Ф(12) ... oplt), ...

Нейната граница при 108a ¢ равна на ¢(f,), понеже «(1,)-- FIf (1)) = Flx,)
ToBa имснико означава съгласно дефиницията на Хайне, че съставната
функция @(f) с цепрекъсната в точката (/о. .

Накратко доказаната TeopeMa се изказва така: Непрекъсната функ-

цил от непрекъсната функуия е смуо непрекъспната функуия.

Следващата теорема третира въпроса за непрекъснатостта на обрал-
ните функции.

Теорема 4. Axo функцията /(1), дефинирана & един иийтервал D,
е строго растяща (или пък строга намаляваща) ¢ тази интервал, Mo

нейната обратниа фуикция 44 х) « пепрекъсната във всички тачки UM свал-

та дефиницианна облавт.

Доказателство. Нека /(1) е строго растяща функция. (Слу-

чаят, когато /(1) с строго намаляваща, € аналогичен.) Да напомним, че

всяка строго растяща функция с обратима и че нейната обратна функ-
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f’ ция Ф(х) е съшо cTporo растяща. Да означим ¢ N MHOXECTROTO ΟἹ функ-
пионалните стойности на функпията /(1), което се явява дефиниционна

„ с област на функцията φίχ). Нека x, с произволна точка от N и пека

. @{xo)="1o- Ще разгледаме случая, когато точката го с вътрешна 33 и
нтер-

вала D. (Случаят, когато [, ¢ крайна точка за TO3H интервал, се разглежда

й

1

1

1

ф ;
<.

5 νυν :Lo-d B __ ; !

щ ἰ ! ¢ !
4 !

| ι " |
4

0 f,-f " έῇ ̓ε ч
i

Yepr. 13

NO съшия начин с нссъществени изменения.) Да си вземем произволно

положително число ε. Можем i считаме, че £ с толкова ΜΆΠΚΟ, че точ-

XMTE (а--Е W 1o+ € приналлежа: съшщо на интервала /). Нека Д1гу--Е)-Х;

и (1o Е)- хз. Ясно ¢, че X, < ху.<Хз. Да изберем след Tosa едно поло-

жително число &, толкова малко, че интервалът (xy -0, x,-+8) да се съ-
държа изцяло в интервала (x,, x:) (черт. 13), Axoceraxe N и| х--х.,|<

«ὃ, то ше бълат изпълнени неравенствата х) -<<x-< X2 Оттук поради

MONOTOHHOCTTA на функцията φίχ) ще получим ф(х;)< ф(х)< φίχ). Но

φί τ ι Ἴτε аЕ φίχολ-τε, ()е | εξ φίτο)} ε.

И така получавамсе, че при xeN и |х--хо|<-6 имаме

ю(ха)---Е - plx) < p{xg)-E,
откъдет

[|φ(.}-- ()) τ .

С това е устаковена непрекъскатостта на функцията ф(х) в произволно

взетата точка X, OT нейната дефиниционн" област.

5 23. Непрекъснатост на елементарните функции

„ Както ше вилим в този параграф, оказяа се, че всички елементарни

Ффункциин са непрекъснати. По-точно казано, всяка от тях € непрекъс-

HaTa във всяка точка OT своята дефиниционяна област.
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} ἰ Преди всичко лесно се установява непрекъснатостта на рационал-
| ἷ ните функции. Най-напред всяка функция-константа J(x)=C е непрекьъс-

ната за всяка точка х. Наистина, каквото и да бъде положителното чис-
o £, неравенството |Лх)-У(хо)|< €, което сега се превръща в очевил-
ното неравенство |С--С|«<е, е изпълнсно за всяко х. Ясно е тогава, че
какта и па B3CMEM положителното Ччисло 8, 1o ще уловлетворява из-

| искванията на дефинипията Ha Коши.
| По-нататък също така лесно се вижда HENMPCKBCHATOCTTA Ha функ-
] пията / (х)- х За всяко х. Действително. ако X, е пронзволна точка върху

реалната права, а Ε е произволно положително YHCTO, те достатъчно е
Ε да вземсм ὄὅτεε, за да видим, че когато |х - χυ τἰδ. ще имаме

| 

-

U (x)—f (x| = |Х-ех| <.

OTKLACTO следва, че функцията / (х)--х € непрекъсната в точката Ха
ἧ : Като вземем cera пред вид теорема 1 от § 22, утпърждаваща непре-
# къснатостта на сумата, разликата, произведението н частното на две

| непрекъснати фупкции, можем да заключим най-напред, че при всикоἰ пяло положително число п функцията /(х)--1”" като произведение от не-
' прекъснати функции с също непрекъсната 1π нсяко x. След това, като сиl спомиинм, че общият нид на полиномите ¢

|
'

Sx)=ax"+a, X" Y4 | o, x+aq,
r виждамс, че BCCKN полином с непрекъсната функция 3a sesko χ. Най-
! сетне нсяка рацкондална фУНКЦНЯ ката частно на два полинома е Chilo
| непрекъсиата във всяка точка от своята дефиниционна област. г. е. във

всяка точка, за която не става пула полиномът, намираш се в знаме-I налеля.
Преминаваме къьъм показателната (експоненциалната) функция

[ J(x)=¢a" (където a>0). Ще покажем на първо място, че

(1) lima*~=1.
х-«й

Нека най-напред аг-!. Да пземем едио произзолно положителна
число £, Разбира се, можем да считаме, че ool Да си образуваме слел
това числата log, (1—e) и log, (1 | ε. Кото вземем пред пид, че при
а1 функциятща а“ ¢ строго растища, ще заключим, че при

(2) log,(1—e) τ x<log, (1 - ε)

имаме

() 1-- ὐ = ) —g.

Първото OT числата log,(1—=r) н 102,(1--Е) ¢ отришлелно, а ятарото —
положуипслно. Пергдли лова с ясна, че ако 6 ¢ па-малкото oT чиеслата
Пова (1--2 и log,(} +€), To 01 nepancreTBOTO Χ} τὸ ще следват nepancu-
ствата (2), а оттам -- и нераненствата (3), които пък са равносилни с
неравенството

|« —1]<E.
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С това равенството (1) е установсно при а->|.

Случаят. когато 0<-а<:1, се свежда към току-що разгледания, като
. <е използува равенството

1

=(a"}t -
a*

и като се вземе пред в (д. че B този случай а ! >1. Koravo a=|, равен-

ството (1) е очевидно. : - |

Даказаното paseaciso „Г) в същност ни показва, че функцията

J(x)=a" е непрекъсната в тачката x,=0, тъй като ¢°=1. Но o1ryk лесно

можем да установим нейната непрекъснатост в произволна точка хо.

Наийстина това се вижла OT равенствата

Ит αἷ --- ἢπὶ ааа ο τ τ дата Π ΟἹ 3ал “
ΕΝ Ἀ -πλῷ Хел ,

i

Функинята log, х. където a=>0u a+ |, деф инирана npu x>0, ¢ обратна

HA строго растяшата функция @' с дефиниционен интервал (—oo, oo} и

е също непрекъсната съгласно теорема 4 от 5 22 във всяка точка от

своята дефиниционна об6/аст. |

Ссга вече с твърде лесно да се покаже инепрекъснатостта на степен-
ната функция f(X)— 37 при произвелен степенен паказател а, дефини-
рана при х7>0. (Досега ние сме доказали нейната непрекъснатост само

когато й с цяло число.) Наистина, ако а « иякосе положително чиесло,

различно от единица, в сила е равенството τ --ае4е“ o1 коесто непре-

къснатостта на функцията /(х)-л” следва вьз основа на теоремата за

иепрекъснатост на μ ΒΗ функини. Оттук пък непосредствено се

получава непрекъснатостта на всички ирационални функцни — доста-

тъчно с да се използува непрекмнатостта на рационалните функции и

на функцията /(х)-«х“ при дробен степенен показател и най-сетне теоре-

мата за HENPCKLCHATOCTTA на съставните функции.

За да изчерпим асички елементарни функции, остава да се зани-

масм ошще с четирите тригонометрични функции и техните обралтни.

Да разгледаме функцията 5 х и да вземем произволна точка Χ.

Лесно се вижда нерността на следната верига τ равенства и неравен-

<тва:

Isinx—siny, =2 cos --'Ξ'ἰ sin ¥ "Xl <o 1 .Щф....„„х„;„
Ἔ
-

Ясно е Torasa, Че ako £ € произнолно положително число, TO достатьчно
€ да вземем =g, за πῷ имаме |sin x—sin χ <k при |х--ха|<д. С топа ¢

установена непрекъснатостта на функцията SIN X в произволио взетата

точка х..

Mo аналогичен начин се вижза, че и функииягта со5 х ¢ испрекъсната

за всяко χ. Що се огнася до функиините 12 х и со12 X, 10 всяка ΟἹ TAX с

нспрекъсната за BCAKO X 01 своята дефинициенна област. Това се вижда

Πχ со5 A
τ равенствата tg X е н cmg К ф ΒΜ1 оенова на ТЕОРЕМЗТН за

ς х Ein А

жепрекъснатостта на частноте на две HOODCKLCHATH фЪ*НКЦНЦ-
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Най-сетне функниите агс sin Χ, агс со5 х, arcig х к агс cotg х като

обратни на строго растяши функции, всяка ΟἹ KOHTO е взета в някакъв

интервал, ше бъдат също така непрекъснати за всяко х от своята де-

Ффинишионвна област.  ̓ |

8 24. Четири теореми за пепрекъснатите функпин “

Korato една функпия /(х) е непрекъсната във всички точки на да-
дено множество M от реални числа, пакратко казваме. че тя е непрекъс

ната в множеството M. От пнепрекъснатостта на една функция следват

редица свойства. Особено важни заключения за свойстаата на една

функция могат да се направят, когато тя е непрекъсиата в краен и за-

творен интервал. '

Така например, макар между непрекъснатите функции да се срещат

Както ограничени, така и неограничени, оказва се, че е в сила слелдната

Тео рема 1 (теорема 18 ограниченост), Axo една функция f(x) е ue-

прекъсната а крайпиял и затварен интервал |(а, δ], то тя е ozpanuvena

в този интервал.

За да си изясним по-добре смисъла на това гвърдение, нека посочим

някон CLBCCM прости примери, ΟἹ които се вижда, че заключение“о на

теоремата може да не бъде вярно, ако са нарушени някои OT нейните

условия. Функцията [(.τ).-π-Ξ „ макар и нспрекъсната в интервала (0, 1)

¢ неограничена в пего, Функцията пък, дефинирана с равенството

|
.. при x40π(-τἹ:! х

ιο при x=0,

с инсограничена даже в затворения untepoan [0, 1],

Тези примери, разбира ce, не противоречат на теорема |, тъй като

в първия от тях интервалът (0, 1] не ¢ затварен, а във втория функцията

g(x) ¢ прекъсната в точката хо-0,

Преди да формулираме селедващата теорема, да рач ледаме оше

някои примери. Когато ΜΗ ¢ дадена една функиия /(х), сстествено въл

никва въпросът, притежава ли тя най-голяма (максимална), съответно

най-малка (минимална) слойност. Разбира се, ако функцията не е огра-

ничена отгоре, тя не може да има макснимална стойносг. Но тя може 18"

не притежава ниай-голяма стойност даже и когато е ограничена.

1
И нанстина функцията /(х)-|-- например с ограничсна отгоре Β

безкрайния интервал (I, оо), тъй като всички кейни стойности са no-

малки от 1. Тя обаче не притежава максимална стойност, тъй като ¢

строго растяша в този интервал, което се проверява испосредстаено.
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| Такава ситуапия може A2 бъде напице даже и в краен интервал.

Да разгледаме например функпията #(х)--х2 в интервала [0, 2). Тя e

очевидно ограничена, тъй като всички нейни стойнастни са по-малки от 4.

Ho тя също не притежавна махсимална стойност, зашото, както и да
изберем точката X, OT интервала [0, 2), винаги можем да намерим друга
точка X7z, Taxasa, че ΟΞ χ <x:<C2, откъдето х,<х2?, или я(х.)<#(х2).

. По съшия начин можем да сс убедим, че и функцията

-
<

. х при ξ χ 2

.

дефинирана ἐ затворения интервал [0, 2), не притежава най-голяма croii-
HOCT - !

Разбира се, аналогични забелсжки, придружени със съответни при-
мери, могат да бъдат направени и по въпроса за съшществуването на

кнай-малка стойност на ладена функция.

След; всичко това с очевидна важността на следната !

Teopema 2 (теорема ня Вайершрас). Ако една функция /(х) е непре«
къснафа в крайния и затворен интервал [a, 6), то тя притежава ейна

най-голяма и една най-малка стойнаст.
Както знаем от теорема |, щом функцията /(х) ¢ непрекъсната в

крайния Η затворен интервал [a, ὁ], то тя е ограничена. Това we рече,

че множеството от нейните функционални стойности с ограничено.

Като си спомним сдна от забележките, които нвиравихме при въвеж-
дането на понятието точна горна граница на множество от реални числа,

зактлючаваме, че най-голямата стойност на Л(х), ако съществува такава,
трябва да съвпада с точната горна граница ΝῈ тази функция. Аналогично,
ако функцията /(х) притсжава най-малка стойносг, гя трябва да съв-
пада с нейната точна долна граница.

Ето защо теоремата на Вайсрирас може да се изкаже и по следния
начин:

Axo Pynxyunma f(x) е непрекъснита & крайния и затворен интервал
[a, δ], то тя достига в този интерквил както своята MOYHA горна гра-
ниуа. така и своята точиа долна граница.

< Друго важно свойство на испрекъснатнте функции се дава със след-
HaTa

Teopema 3 (reopema на Болцано). Ако функцуията f(x) e nenpexscnama
« edun краен и затварен интервал [a, А| и ако /(а) Ἐ (δ). а ). e числао, на-
миращо се между /(а) и f(b). то съществува поне една тачка а в интер-

вага (а, b), за която f(a)=)..
< Другояче казано, функцията /(х) трябва да получи поне веднъж

всяка стойност, намираша сс между /(а) и /(6). По-специално, когато.
Л(а) и f(b) са две числа с противни знапци (т. е. когато едното OT тях
С положително, а другото — отрицателно), функцията /(х) трябва Π
стане равна на нула най-малко за една стойност на х междуан #.

С помощта на формулиранитге дотук TCOPEMH можем лесно да на-
Шравим зажни заключения, отнасяши се до множеството от функционал-
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ните CTORHOCTH нва една непрекъсната функиия, Нека най-напрел вземем

една фунхция /(х), която е дефинирана и непрекъсната B някой краен и

затворсн интервал (а, #| и не е константа в Hero. Тя ще бъде ограничена,

както знасм OT Teopema 1. Ако L и / са съответно нейната точна горна я
нейната точна долна Граница, то съгласно теорема 2 ще съшщшествуват две

точки х) H Х2 ΟἹ ингервала (а, ὁ], за които ше имаме f(x,)—/u (х2)--Г..

Тези две точки са различни, защото, ако те съвпалаха, бихме получили

I—L, т. е. f(x) би била константа. Да разглеламе сега точките Xy И X:

като крайища на един краен и затворен интервал. Тъй като функцията

F(x) с пнепрекъсната в този интервал и Thil като тя получава в краншата

му стойностите /н L, то съгласно теорема 3 тя це кезема и всяка стай-

ност, намираша се между 1ези две числа. А тъй като, OT дпруга страна,

никоя стойност на функцията /(х) не може да бъле по-малка от / или по-

голяма от L. то заключанваме, че множеството O функиноналните стой-

ности на f(x) трябва да съвлада със латворения интервал [ L] И така,

ако една функция с лефинирана и непрекъсната в KPacH н затпворен

интервал и не с константа, то множеството от нейните Gy IR Π

CTOIHOCTH представлява също KPACH и затворен интервал.

” Като разсъждаваме по пнолдобен начин, макар н малка по-сложно,

можем да сс убслим, че изобщо, когато една функция с дефинирана н

НЕПРСКЪЕННТН в интервал OT HPOI’HHHHGH вид н HC е константа,. MHOKC-

ството от пейните функционални CTORHOCTH е също иитервал.

За да фюрмулираме по-кратко следващото важно свойство на нс-

прекъснатите функцни, ще пъведем предзарително един нов термин.

Axo функцията /(х) е ограничена в дадено множество M и ακὸ L e ней-

низта точна горна граница, α #-- нейната лочна долна граница, когато х

се мени в M, то числото 4 ще паречем осцилация на функцията

Д) в множеството M,

Ползата от BLECK/UHETO 1π| този зермин, KAKTO и 0T теоремата.

която предстои да фюрмулираме, ще се види едва по-иналатък, когато се

запознаем с лефиницията на поняшщета определен интеграл. Нека Τ

бележим само, че ако /(х) ¢ функция, лефинярапна н ихкое множество A,

и ако х” и X" са две точки o1 M, τὸ стеойността на израза {{{π|}-. {{Ὰ ἰὶ

не надминава осцилацията на /(х) я АТ Μ нгистина, ако / с точната

долна, а L — точната гарна гран ца на /(х) в M и ака от лвете числа

У(х3 и /(Х") първото нацример с по-малко или равно на ътороги.

ще бъдат изпъьлнени неравенствата

1535) .
откълето

A УИе) Луу5 Е L

Последиата теорема, на KOATO ие се спрем в 1ози нараграф, е ς 6 :

HaTA:

Teopema 4 (теорема 32 PANHOMCPNATR ненрекъснатост). Ако фъе

тта [(X) € непрекъснета в едии краен и ἩΜΉΠΟΡΘΗ интервал la, 6) и ако Е

-
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;
4 цията на f(x) да бъде по-малка om е.

‘& положително, число, MO интервалът |а, 8) може да бБъде разделен на
“

Тазн теорема може да бъде изказана още Η така:

" тфртш/(х)еттт„вкшитшт
“[a, ὃ], Mo за всяко положително число Е съществува такева положител-

. но число 6, че във всеки подинтервал на [a, А) с дължина, по-малка от 6,

Ἔ

-

.шщшш/(х)да;юшетв. |

. - Наинстина нека сме си избрали едно произволно положително Чис-

50 в и нека след това сме разделили интервала (а, 6) на краен брой под-
„ интервали по такъв начин, че във всски от тях осцилацията на f(x) да e

по-малка от"ппппптвлпотощлв-;-. Да означим с 6 дължината на

„нвй-малкня OT тези подинтервали Η AR си вземем след това произволен
подинтервал (а, В) на ннтервала (а, #), но такъв, че неговата дължина
#--а да бъде по-малка ΟἹ 6. Съгласно теоремата на Вайершрас, ако L

и Г са съответно точната горна и точната долна граница ὰ f(x) в нитер-
вала (а, В), то ще съществуват в този интервал две точки X' н х”, такива,
че f(x)=L и f(x’")=[ Тъй като разстоянието между точките X’ и х” !
е. по-малко от 8, те или лежат в един и същ подинтервал от онези, на
конто сме разделили иитервала (а, δ], или пък се намират в два съседни
„подинтервала. В първия случай числото |/(х)-/(+х””)| няма да надми-
нава осцилацията на /(х) в съответния подинтервал, която € по-малка

οτ -Ξ- . Във втория случай, като означним ς (р, 4] и (4, r] двата съседни под- .

мнтервала, съдържаши точките X' M X', H предположим, че например

xX'ep, а), x"'elg, r], ще имаме

)= Λ Ἢ Ξ 7 - S@+ Л9)- ὐ Ἢ

51 Λ - ΤΦῚ Ἐ 1/ (@ =S (N < 5-+5 тте

И така и в лвата случая ἐ.-- -ἰ-- 7(Χ Ὁ-7 Π ) ε.

- Нека сега, обратно, като изберем едно произволно положително
„ЗИСЛО £, знаем, че съществува тахова число 6, че осцилацията на f(x)
Да е по-малка ΟἹ Ε във всски подинтервал на (а, А) с дължина, по-малка
ὧτ 6. Да раздслим интервала (а, b) Η краен брой подинтервали така,
че Дьлжината на всеки от тях да бъле по-малка ΟἹ ὅ. Това лесно може
A8 бъде постигнато. Достатъчно е например да разделим [a, 5) на п
равни части, като вземем п толкова голямо, че да е изпълнено неравен-

: А- а
ството т7 <6. Тогава във всеки OT така получените подинтервали

0 -цилацията на /(х) ше бъде по-малка от Ε.
Θ този начин се убеждаваме. че дадените по-горе две формули-

-ровки на теорема 4 са наистина еквивалентни. Използувайки втората от
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Н ц τ — ия Т
тях, JIECHO получаваме следното твърдение (което впрочем също € екви-

валентно на теорема 4):

Axo функцуията f(x) e непрекъсната а крайния и затворен интервал

[a, δ]. то за всяка положитедлно число Ἑ съществува такова паложитеял-

на число B, че при x'ela, #) и x''ela, #) om неравенството ἰ[χ ́ --α Ἐ
следва неравенството [ζ7(χ}}--{Ἠ{(χἽ[-ΞΞ .

Доказателствата на формулираните в този параграф теореми 38

непрекъснатите функции са изложени в следващия параграф.

Упражнения. 1. В трите примера от стр. 106—107, поясняваши сълържанието на

теоремата на Вайершрас, вито една от функипиите /(1),. g(x) н #(х) нс прятсжава най-

голяма стойност. Посочете кое от условията на теорсмата с HAPYIICHO във BOCKM от

тези примери.

2. Определете осцилацията на функпинята f(x)=sin х в интервала (—oo, 4 o0).

Cumo в интервалите [0, πΊ, [0. “ΐ -] μ [-—,;-4- -Ξ-]

2. Pautenere иптервала {0, х) на ΠΟΠΡΉΤΟΡΒΒΠΗ така, че осцилациаята на фуйкиия-
- 1

18 /(х)--605 х вър всеки от тях да бъде по-малка τ 2.

' § 25°. Доказателства na теоремите от § 24

Tyk ще изложим доказателствата на формулираните B предилния

параграф четири Teopemu. Във асички тези доказателства, както чита-

телят ше види, основна роля играес тсоремата на Кантор, която устана-

вихме в § 4.

За да не повтарямс нсски LT, нека напомним, че и четирите TCO-

реми, които предстои ди докижем. бяха изказани NPH едно и също пред-

положение — далени ¢ сдна функция /(х), непрекъсната в крайния и За-

твореи ингервал la, bl

И 1aka, без ди повтаряме самите формулировки на георемите, при-

CTLABUME кьм излагане на техинте докалателства.

Доказателство на теоаремата 33 ограниченост.

Трибва ди докажем, че функцията /(х) ¢ ограничена в интервала [a, #).
Да допуснем противното — че тя не с ограничена в него, Да разделим

този интервал на JAC равни часта с помощта на точката ¢, която с сре-

дата му, Ясно e, че ако функцията /(х) би била ограничена в двата 3a-

творени нитервала [a, «) и (с, #). 10 тя wewe да бъде ограничена Η в

интервала (а, #). Слелавапелно T4 е неограничена понс в сдин ΟἹ тези

два нитервали, който ще означим за удобство с (а). b, Ако сега ра

делим интервана (а., b,] на две равни части, TO също така поне B едната

от неговите две половини, KOATO ще означим ς (аз, #:2), /(х) ще бъде не

ограничена. По-нататък ние можем да разделнм н [65, #2) на две равин

частк и т. H. По такъв начин получавамсе сдна редица от затворени

интервали

[ay, b)) laz, 62) .. .. а #.) - - -,

BCCKH ΟἹ KOHTO сьъдържа следващия и BLE всски ΟἹ коимто функцията f(x)

е исограничена. Освен това b,—a, =5 (6--а) и следователно lim(b,—a,) =
м

110



-- b
=0. Според Teopemata Ha Кантор ще съществува една точка §. принаде
лежаща на всички тези интервални. На ξ е точка от ингсрвала [a, 4],

така че функцията /(х) с непрекъсната в тази точка, Съгласна дефини-
цията Ha Коши 38 непрекъснатост, като вземем числото --1, ние можем
да намерим такова положително число O, че при |x—E|<d да бъде из-

пълнено неравенството |/(х)--7(2)|<:1. Това ще рече, за всяка точка х
ΟἹ иптервала (ξ-- -ὃ, 246) имамес  ̓

SEI<f(x)<f(E)+1.

~ Тези неравенства показват. че функцията f(X) е ограничена в интер-
вала (5--6, ξ ἰ 6). За достатъчно големи стойности на п обаче съгласно
бележката. която направихме я края на § 4. интервалът [a,, #,) ше се
съдържа в интсрвала (ξ--ὃ, 5 +8) и следователно /(х) ще бъде ограни-

чена Η в интервала (о,, 6,). Това обаче противорсечи на начина, по който

постронхме тези интервали. Полученото противоречие показва, че на-
шето допускане за неограничечостта на функцията /(х) в интервала

[a, А) ¢ било погрешно. С rosa теоремата е доказана. ;

Доказателство на теоремата на Вайерщрас.
Ще докажем. че функинята /(1) притежана най-голяма стойност, което,
както видяхуге, е равносилно с това да покажем, че гя лостига своята
точна горна граница. Аналогично се доказва, че /(А) дастига и точ-
ната си дална грапица.

И така нека [ с точната гарна граница на /(х) в ницгервала (а,6). .
Да разчелим този нитервал на двс равни части (а, с) и (с. А). Ясно e, че L
€ гарна Граница на функиицята /(х) както в интервала (а, ¢], така и в ингер-
вала (е. #) Порган това, ако L, ¢ neiirara точна горна граница и (а, ¢,

в Г -- точизта й горна граница й (с, А), 10 пита сдно ΟἹ тези две числа
няма ла надминава . Ако и дисте обаче биха били по-малки ot L, 10
BO-roAAMOTO ΟἹ T8¢ би иредетанляцало горна граница па /(ху) я целия
интернал (е, А). при това такана торна границг. която с по-малка от най-
мадката горна граница. Това ¢ иневазможино, Следонателно none едно

от числата Ly и { : ¢ равно μ L, 1. ¢ числото L « точна горна грапица

на f(X) ке само в инзервала (а, А), 10 сащо н в понс сдин ΟΥ двата HINTCP-
вала (е. с) и (е. 5|. хайто ще означи а с (е, Я,|. Ако сега разделим инш:гр-
вали (а). Б,| на лъе рапии части, TO OIMOBO ще видим, че поне в една

ὍΤ десте нсгови полюзички, която ще озкачим с [u,, b)), числото L се

Явява точна горна грапииг на /(). Раздлеляме след това (аз. b:] на две

равии части н т. н. Нолучаваме езна ргдица от затворени интервали

la,. b)) [as. #:) .... .Те #..

BLE всеки OT коп ¢ созедта горна граница на фунхцнията /(х) ¢ равна на L.

Веднага сс вижда. че :ази рсдица уловяестворява условията на теоремата
на Кантор. Следоязтелно CLCCTBYBA една точка Е, съдържаща се във
всичките интерасли [u,. b)) Ще покажем, че f(E)—L. Разбира се, ние

знаем, че /(5)</ Да допуснем, че /(5)<:4. Можем тогава да вземем
такова число L', което да удовлетворява неравенствата f(E)<<L'<<L.
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Ако разгледамсе сега функцията ф(х)--1/-7(х), To тази функция е нетре-

късната в точката Е и освен това има в тази точка положителна стой-

HocT, понеже Ф(2)-1./"- Д5)>0. Тогава съгласно тсорема 1 от § 22 ше
същестнува такава околност (§—8, Е--6) на точката Е. във всички точки

на която ше имаме +Ф(х)7>0, т. е. L'—f(x)=>0, или f(x)< L. Това показва,

че числото L' е горна граница на f(x) в интервала (ξ---ὄ, ξ- Ἐ δ). Но при

доестатъчно големи стойности на п интервалът [q, ὅ,] сс съдържа из-

цяло в интервала (Е-6, Е--6), поради което L' ше бъле горна граница
на / (х) и в интервала (а,. #,). Това обаче е невъзможно, Toil като #<.

а L беше точната, т. е. пай-малката. горна граница на /(х) B [a,. δ,].

Полученота противоречие показва, че нашето допускане ДЕ)< Е e по-

грешно. Следователно /(5)-4., И така /(х) достига csosid точна горна

граница L.

Доказателство на TeopeMara на Болцано. Нека

7(а#/(6) и A е число, намиращо се между /(а) u 7(6). Трябва да пока-
жем, че съществува точкай oT (4, δ), за която f(a)=A. Hexa разгледаме
най-напред случая, когато /(а)<0 и /(6)>0, В този случай ще покажем,

че в интервала (а, #) има точка ¢, за коята /(а)--0. Да допуснем, че 78-

кава точка не съществува. Тогава, ако разделим интервала (а, 6) на”Два
равни подинтервала (а, с) и (с, 6), то единият ΟἹ тях ще притежава свой-

ството функцията /(х) A2 получава в краищата MY стойности с противня

знаци. И наистина, ако f(¢)>0, то това ше бъде интервалът (а, с), ако

ли пък /(с)<0, такъв ше бъде интервалът (с, bl (Случаят / (c)=0 е n3-

ключен, тъй като AonycHaxme, че /(х) не става никога равна на нула в

кнтервала (а, δ].) Интервала с това свойство да означим с (а;, 6)). Ахо и

него разделим на ΠΡΒ равни подинтерзала, TO OTHOBO единият OT тях

ще бъде такъв, че функцията /(хХ) ще получава стойности с . .противия

знаци в исговите краишща. Този полинтервал ще означим с (аз, #2), ще

разделим след това и него на две разни чести и т. н. Получаваме една

редица от такива затворени нитервали. .

lall bl]! [ai!n bll,. “ .-.[“т ь„].....

че B кранщата на всеки ΟἹ TAX /(х) получава стойносги с MPOTHBHH зна-

ци, Тази редица удовлетворява уславията на теорсмата на Кантор и
следователио определя една точка £, съдържашще се във всички TC3H

интервали. Тъй като функцията съгласно нешето допускане не с равна

на 0 33 кикоя точка от интервала la, b}, то /(Е)+#0, т. е. /(5)>0 или

7(5)<0., Да разрледаме случая /(6)>0. (В случей че /(5)<0, разсъжде-

нията са аналогични.) От непрекъснатастта на f(x) в 1о0чката Е и от не-

равенството f(E)>0 следва, че съществува такъз интервал (Е--8, Е -+6),
в който 38 всяко х имаме /(х)>0. Тъй като [a,, b,] се съдържа изпяло в

интервала (<--6, Ε- δ), когато # се достатъчно голямо, то за такива стой-
ности на п ще имаме едновремснно f(4,)>0 и /(8,)>0. Но ние бяхмс

избралн интервалите [a,, b,] Така, че функпията /(х) да получава в краи”

щата им стойности с противни знаци. Получихме противоречие, което
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). показва, че натето първоначално допускане е погрешно, н следователно

съществува поне сдна точка а от (а, δ), за която f(a)=0.
Остава да разгледаме обшщия случай на теоремата. Беше дадено,

че /(а)#/(5). Можем да приемем, че /(а)</(). (Случаят /(а)>/(8)
e аналогичен.) Тогава /(а)<2.</(6). Разглеждаме функцията ф(х)--Дх)--А.
Тя ¢ очевидно непрекъсната в интервала (а, 6) Освен това ф(а)<0 и
,(ь)::»о. Слелователно съществува поне една точка O, намираща се

между а м b, за която ἡμᾶμε @(a)=0. Оттук получаваме f(a@)=2A. С това

теоремата е локазана. :

Доказателство на теоремата 38 равномер-

ната непрекъснатост. Нека € € произвално положително

число. Трябва да установим, че интервалът (а, 4] може да бъде разделен
. ва краен брой подинтервали така, че във всеки от тях осцилацията на

функцията /(х) да бъдс по-малка от ε. Да допуснем,че това с невъзможно.

Г Ако разделим интервала |(а, А) на два равни подинтервала [a, «) и [c, #)
¥ ако всеки OT тях би могъл да сс раздели от своя страна на красн брой
полинтервали, във всски от конто /(х) да има осцилация, по-малка от &,

то с това бихме получили елно разделяне на целия интервал [a, А) на ча-

сти, което има съшщото свойство. Тъй като допуснахме, че това € не-
възможно., то поне един OT двата подинтеривала [a, с| и (с, 6) не може да
бъде разлелен no казания начин. Да означим този подинтервал с [a,, #; |

и Π разглеламсе след това негавите двс половини. Поне едната от тях,
коаято ше означим с (аз, #;), също така не може да бъде разделена на

полинтервали MO желания начин. Като разсъждаваме все така, ни: ще

получим едлна безхрайна редица от затворени HHTCPBATH

[πν ὑ:ἷ- (аг. 6:).... г[ан Ъ,],...„

която уловлетворява услопията на тсоремата на Kautop. При това ийто
e o1 интераалите [o,, #Я,) не може да бъде разделен на подинтервали
така, че осинлацията ни функцията /(х) във всеки от тях да бъде по-
маляка ΟΥ Ε. Оттук следза. разбира се, че осцилацията на /(х) вън всски

елин от интервилите |a,. b ] « по-голяма или равна на с. Съгласно теоре-

мата на Кантор съшестзува елча точка £, съдържаша сс във всичките

е
интервали (а,, #,). Да си образуваме положителното число „ . Поради

Ъ:прскшнцтосттц на Ффункиията {{1ΆῈ в тачката § ще съществува такова
число 6 >-0, че за всяко х от интервала (1--6, 5 : 5) ще имаме |/(х) -/(Е)1

{'; . ΗῈ

Μξγ--τ ς ЛД(х)< ΧιξγῈ τ

32 достатъчно големи стойности на п обаче интервалът (а,, Я) ще се съ-

- държа изпяло в интервала (ζ---ὦἄ, Е4+6). Ето защо за такива стойности

На п числата f(E) «--;L и /(5) ...ξ- се явяват, както това се вижда ΟἹ πὸ-

следните неравенства, съответно TOPHA и долна граница на функцията

#



7(х) B интервала [a,, #,). Тогава осцилацията на f(x) в този нвтервад
няма да надминава числото . .

(f(§)+——-) (f(&)——)-—%—a

н значи ще бъде по-малка or & Ho във, BCEKM OT интерваляте [а. δ,}
осцилацията на /(х) беше по-голяма или pasHa на €. Полученото протие

воречне показва, че нашето цървоначално допускане е било погрешао,.

С това теоремата е доказана.
#

8 26." Paunomepna unpemnmfl |

Нека една функция /(х) ¢ непргкьсната B една мпод„ствп M oT
реални числа. AKO BICMEM HHWKOT положително число €, TO за BIAKA точ-

ка X, OF M ще същесгвува съгласно дгфинициягта на Кошаи за непргкъс

натост такова положигелно число 6, че от неравенствота |х--х.|<6,
където хеМ, да следва неравенсгвого |/(х)-/(х,)|< 5. Ясно ¢ обаче, че

това число O ще зависи в нашия случай не само OT числото Ε, HO к от точ-
ката X, -- когато избираме 110 различни начини X, в множеството M,

5 също може да получава различни стайностни. Особено важен e случаят,

когато числото 6 може да бъде избрано независимо от точката X, Τ. е.
когато при произволно кзбрано £3-0 съществува такова положително
число O, че за всички точки X, принадлежащи на M, от (х--х |<6 (при
xeM) na следва |/(х)--/(х;)|< 6. В този случай ще казваме, че функцията
Л(х) e равномерно непрекъсната в множеството M. Всичко това може

да бъде изказано със следната

Дефиницниа. Lona функуцуия f(x) се нарича равномерно непре-

късната @ дадено мпожестад M от реални числа, ако за всяка па-

ложитедно числа Е съществува такова полажитеано число O, че за всеки

две точки х u Χ ́ от M, удоалетвадрлаацщи пнеравенството

' —x""| <8,

е изпьлнено неравенствотоа

, Ὑ 7 τε.

Като пример 33 равномерно непргкъсната функция можем да πο-

сочим функцията /(х)--5т х, разгледана в цялата своя дефиниционна
abnact -- интервала (—oo, oo), Ако с е произволно положително число,

то изискванията на дефиницията за равномерна непрекъснатост ще бь-

дат удовлетворени при 6-:е. Нанстина, каквнто и дес числа х” и х””" да

си вземем, ще имаме

lsinx’ —sinx’’| =2 ‘sinx }r—‘ . } съ lS?.lf-:«x— Ее {χ' < !
х 2

OTKBIETO виждаме, че OT HCPABCHOTBOTO |х--х”|<:6 илн -- вс2 едно —

ΟἹ неравенството |x'—x''|< €& следва неравенството |ю x'—sin х”|<Е.

Тук числота 6 беше определено от нас в зависимост OT €, но независимо

oT избора на точките X' и х”, които бяха произволно взети B интервала
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(---00о, o). Това показва, че функпнията /(х)-5ш х е равномерно непре-

късната в този интервал.

Една функция /(х) може да бъде непрекъсната в някое множество A

от реални числа, без да бъде равномерно непрекъсната в него, дори ко-

гато това множество е един краен интервал. Наш:тннв, нека аземем след-

ἜΠΗ пример. Да разгледаме функцията f(x)=— . Тя е непрекъсната в

интервала (0, 1). Нека допуснем, че тя е н равнпмврно непрекъсната в
този интервал. Torasa, вземайки (Η e=1, ще можем да намсрим такова

воложително число 6, че за всеки две ΤΟΊΚΗ х” и-х” от интервала (0, 1],

изпълняваши неравенството |x'—x''| <8, да имамсе | д--тг1-:! Нека
сега χ' е такова число, принадлежашщо на интервала (0. l}, за което да

. 1 . 6 .е " “ #.. "m X<, иА <35, И нека X=X -}-Ξ Тогава [χ ́ - |-ἓ«::ὃ и cne-

mum:morplfimna имаме :Амщтсп Tosa обаче не с така, тъй като

5 5

1 1 2 I
---п- B o e o — | еее а |ἰ i в 3 Y Лу δγειγθδει δγ "
BT

" И така функцията f (x)= - не ¢ равномерно непрекъсната B интерпала
«

” (0, 1), макар и да с непрекъсната в него.
Оказва се обаче, че асяка фуикцил, непрекъсната & eoun краси и за-

творен интервал, ¢ и равиомерно непрекъсната в този интервал.

И намстина точно TOBA € съдъьржението на твърдението, формули-
рано в края на § 24 и получено като следствие от теоремата за осцила-

циите. Именно поради това тазн Teopema ние HUPCKOXME още теоргма

33 равномерната непрекъснатост.

Упражнения. 1. Покажете директно, т. с. без да се нозпазватсе 1A т<сорсмата
за равнамерната неспрекъснатост, че функцията /(х)-х” с равномерцо пепрекъкиата
м интервала (0, 2).

0, ?}- Покажете, че функинята /(1)--42 не ¢ PABHOAEPLO келпрекъснат2 в яптереяла
oo
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' ГЛАВА У

ПРОИЗВОДНИ. ПРАВИЛА ЗА ДИФЕРЕНЦИРАНЕ

Понятието пройзводиа лежи в основата на оназн част OT мате-

матическия анализ, която HOCH . названието диференциално смятане.

То с било въведено преди около 300 години от Нютон (1642—1727 г.)
и Лайбниц (1646--1716 г.)-- създлателите на диферснциалното и инте-

гралкното смятане. Те са дошли до това понятие независимо един OT друг

и по различни пътища. Лайбниц го е въвел, решавайки задачата 3a де-

финиране на понятието допиратслна към графиката ча функция. У Ню-

TOH пък 10 се е появила, когато пожелал да въведсе понятието моментна

скорост на движеща се материална точка.

В тази глава ще се запознасм с дефинкицията на понятисто пронз-

водна, както и с най-просгите свойства на функцните, притежанашщи

производна. Ще изведем иякон основни правила 38 намирансто на прониз-

водните н ще покажем как може да бъде пресметната производната на

всяка елементарна функция.

§ 27. Производна

Нека с дадена функнията f(x), дефинирака B иякоя OKOJIHOCT на слна

точка Xo Това ще рече, че точката х, притежава околност (Ха--Йй, Vo О

съдържаша се изцяло в дефиниционната областа M на функинцяза {{Ὑ}.

Такава точка ше паричаме вътрешна 1 миожеството M. { нециа- 1-

Mo, когата M ¢ инзтервал, весички негопи точки с Η μ ες яа Κπᾶη-

щата му са вътрешни съгласно Τ. дефиниция. .

Да разгледламе графикага на функцията Γ(Χ} н равинината с коорли-

натна системиа Олу На точката x, от оста Ох отговаря гочката

Polx g f{xe) ot графиката на функцията. Да вземем иякоя даруга 1ouka х ΟἹ

оста Ох. приналлсжаща на дадената околност на точката ху „Па нея

отговаря точката P(x, /(х)) от графиката. Дисте 1очки Ру и Р опреле”

лят една пранпа §, секуща на дадената графиха (черт. 14), Уравнението на

1ази секуща, както € известно ΟἹ аналитичната геомстрия, €

() η-- flrg—L . =Lt _«,
X — Ха
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: текушите координати B това уравнение., Ако разглеждаме

х 7 оста Ох като променлива H оставим тя да се приближава

. “ TOMKR X, TO точката P от графиката wa функцията

7 а заедно с нея ще променя положението CH ¥ секущата s,

τ τ CEEYUIAR ше клони KbM някакво гранично положение, когато х

Черт. 15

Am TOBA ¢ така,. то можем 33 считаме, че тя клони KbM

КЕ Я Л ноятп Ще наречем допирателна [тцнг:н-

Π Ξ | "o KbM графиката на функцията f(x) (черт. 13).
й зиачи обаче една променлива права да клани KbM някакво

положение? Нека е дадено уравнение ог следния ΒΗΠ:
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където К(х) и m(x) са функции на X, дефинирани в някоя окояност на една

Touxa X, Ако дадем на х една фиксирана стойност и разглеждаме ξ

Ἡ Ἢ като текущи координати, то уравнението (2) ще бъде уравнение на

права. Когато х се мени, коефициентите в това уравнение ще се изменят,

така че и caMaia права с уравнение (2) ще се менни. Ако двете функцни

k(x) и m(x) притежават граници при X, клонящо към X, и ако lim k(x)=k,,
X-»Xy

lim т(х)--тао TO €CTECTBEHO е да приемем по дефиниция, че променли-
«--Ха

вата права с уравнение (2) клони към правата с уравнение

&) n=Kko§+nq,

когато х KJIOHHM KBM Xg. .

ο ὰ ce BupHEM сега KbM нашата cexyma s ¢ уравнение (1). Коефициен-

тите в ToBa уравнение са функции Ha х. AKO го напишем BLB вида (2,

то ще изглежда така: .

цзш Е+ ( xn)_f_ с) — [ {xg) хе
- Ха X = Xg

Тук имаме

κ - Ξ | те) е А
Х -- Х X - Хр

Ясно e, че функцинте k(x) и т(х) ще имат граници при X, ΚΠΟΉΠΙΠΙΟ към хо,

хогато функцията

). ο φ :

притежава граница при X -+ X,

Тази граница, когато съществува, играс, както ще видим, важна

роля при много въпроси в математиката. В същност нис достигнахме по

този начин 10 OCHOBHOTO понятие на диференциалното смятане, KOCTO се

въвежда със следната

Дефиииция. Казваме, че функуията f(x) ¢ диференцуема в

дадена вътрешна точка Xo от свонта дефиниционна област, когато съ-

ществува грапицата

(5) lim
дчХд

[(ἡ-- х) |

Тази граница се нарича np o 3 6 0 дна на функцията / (х) в moukama Xq

и се бележи с {ἰ(χὼ.

Следователно графиката на сдна функция f(x) притежава допира-

телна в някоя своя точка Ριίχο /(х.)), когато функцията f(x) с дифе-
р:шг::д в точката X, ΠΡῊ това уравненисто на тази допирателна

me е

(6) N—f (*0)=S"(x)E—xo)-

,.
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Велнагта можем да ладем известно геометрично тълкуване на f'(x,).
Числото Γ χοὶ представлява T. нар. ъглов косфициент в уравнението (6)

и ше бъде равно, както знаем OT аналитичната геометрия, на тангенса

M@ ъгъла, XOHTO допиратслната сключва с положителната посока на

оста Ox. -

До понятието произнодна можем да CTHTHEM н MO друг път — при

решаването на елна залач? от механиката. а именно задачата за дефи-

нирането на понятисто моментна ско рост на точка, движеща се

праволинейно. Нека точката Р се движи върху една насочена права Η

нека нейното движение е еднопосочно. Положениета на точката Р върху

правата сс определя от разстоянието Яя ОР до слна фиксирана точка Ο,
Нека разстоянието ОР е известно във BCCKH момент, т. €. нека то да бъде
дадено като известна функипия /(1) на времето / Ако разгледаме два
различни момента ἴφ Η /, то HACTHOTO

 ̓ f(f}—f(l‘a) »
: -- 1,

представлява отношението на изминатия OT точката Р път OF момента г

ἈῸ мамента / сгъм дължината на интервала от време, през който тя се

ч е движелз. Tosa частно се нарича. както знаем, средна скорост на дви-

. жението 33 периода от време от момента f, 10 момента (. Естествено в
тогава да потърсим границата

Π - -Ξτ
. Γж. ра | “ е ἑιι Б

| W ако TS съществува, да я наречем CKOPOCT на движението HA TOM-
ката Β моментат.. Талзи граница, както всче знаем, не е нищо
друго освен производната Ра

T Hexa отбележим още. че частното (4), с помощта на което дефини-
рахме /(х.). често се записва и apyrosve. Полагаме h—x—x, и полу-

чанамс X— X, + Й. При това с ясно, че изискването X AR клони към X,

€ равносилно с изискванетоа Л да клони към 0. ETo защо производната

S'(x¢) може ла сс дефинира и с равенството

и

— f‘.'rq-"!’ Ю-/Н*о) .
f (J‘fl) ιἷ,ῃ h

Hue ше (Ἢ служ" M както с единия, тъй н с другия начин на записване.

Нека вземем един пример за пресмятане на производна. Ще πὸ-

хажем, че функцията /(х)-а е лиферснцуема в почката Xp=3, и ще

пресметисм нейната производна в тази гочка. Имаме

Пга
«3

- ущ P т ; 3)=6.
х-3 1:-!-3:-3 3--ἢ

; И така търсената производна съществува M € равна Ha 6.
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Като си спомним дефинициите на границите lim ф(х) и lim o(x),
KX, те Xy ἄπεχε X< X,

CCTECTBEHO идваме πὸ следната

- Дефиниция. Казваме, че функцията /(Х) e диференцуема
отдясно в точката Χο, когато съществува границата

I (x) — / (Χ ) Л(х. + Я) - /lim  ́ 49 или Нщ е 5) = / (хо)
XXy, Хелъ * =X h—0, > 0 κ "

Тази граница се нарича дясна производина на f(x) 8 точката x,
м се бележи с / «(χρ). .

Аналогично: казваме, че функцуията f(x) е диференцуема
отлявоО в mouRama хо. когато съществува границата

. - fx .lim £ - Л() . Μ Ит
Ry, K<Xy X=X ko0, ko0

Тази граница се нарича лява npouzeodna на Л(х) в точката x,
и се бележи с /" (х.).

Ясно e, че за да гаворим за дясна произподна на една функция
J(x) в дадена точка хо, не с нужно -тази точка да бъде вътрешна 33 де-
финицконната област на /(х), T. ¢. /(х) да бъде дефинирана непременно
B някоя околност (ха--6, ху |8) на тази точка, Достатъчно с тя да бъде
дефинирана в някой интервал от вида (х., хъ δ). Такъв интервал ще на-
ричамс занапред дясна околност на точката Xy Аналогично 38
лява производна може да става дума BHNATH когато функцията /(х)
ς дефинирана в някоя лява околност на точката Χ, Т. C. B някой
имнтервал ΟἹ вида (ха--6, x,).

В бъдеще понякога ще твърдим, че дадена функция /(х) ¢ дефини-
рана м диференцусма в някакъв затворен интервал (а, А). В такива слу-
чан диференцуемостта на /(х) в крайните точки на тозни интервал
трябва да се разбира в смисъл на едносграниа (T. е. лява, CLOTBCTIHO
дясна) диференцуемост. Същото се отнася за диференцусмост Ha функ-
ция в кнтервал ΟἹ вида (а, #) или (а, #).

Лесно се разбира, че ахо една функция /(х) има производна в дадена
точка Xg, то тя притежава също и лява, и дясна производна B тази точка
и при това

TM ι ο - =S .

Обратно, ако функцията /(х) има както лява, така и дясна производна
в една точка Xo и ако тези две NPOHIBOIHH са равни помежду си, то T8 с
диференцусма в тази точка, като, разбира се, пак е в сила равенството (7).

Няком функции обаче, както ще видим, може да притежават KAKTO
пява, тъй и дясна производна в дадена точка Хь без пря това тези две
производни да бъдат равии помежду си.

Съществуват ΠῊ функции, KOMTO B някоя вътрешна точка от своята
дефиниционна област не са диференцуеми? Отговорът на този въпрос
ще се получи сьвсем естествено, след като се запознаем с BPBIKATA,

f[-rn + h)"ftxu) .
---τ--
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която съществува между двете важни понятия — непрекъснатост H ди-
"ференцуемост. Тази връзка се дава със следната

Теорема. Ако функуията /(х) е диференцууема & дадена точка Хо,
то тя ¢ и непрекъсната в тпази точка. /  ̓

Доказателство. От условието е ясно, че функцията

Ф (х)= 7 (х?[ :";{E‘L .
- дефинирана при X+ X, притежава гранипа, когато X клони към Χρ, Η

с че lim @(x)=f"(x,). Тогава от равенството
Ее <

' F(x)=f(x0) + @(x) (x—x,),

валидно UPH X#Xo получаваме

«

ие /(х)-/(хо)4+ {{π| @ (x) . lim (x — хо)- Я(х0),
ἰ 1 к--ха л )

косто показва, че функцията /(х) е непрекъсната в точката X,
Аналогично може да се докаже, че от съществуванего на лява (съ-

OTBETHO дясна) проязводна на една функция /(х) в дадена точка X, след-
ва, че /(х) ς непрекъсната отляво (съответно отдясно) в тази точка.

Ясно е от казаното дотук, че за да бъде една функция /(х) дифе-
ренцусма в сдна вътрешна точка X, от сваята дефиниционна област,

необходимо е тя да бъде непрекъсната в тази точка. Следователно, ако
искаме AR получим пример за недиференцуесма функция, достатъчно ¢

да вземем функция, която с прекъснатг. в някоя точка X,

i

Една функция /(х) обаче може да не притежава производна B дадена
точка хо и когато ¢ непрекъсната в тази точка. Нека вземем например

функцията /(х)--|х| (черт. 16) и нска x,=0. Тогава
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. х«<0 имаме а ----1, а при x>0 получаваме
Ж

X

Ξ +- , Ясно ¢ тогава,
че дадената функрция притежава в точката хо-О0 както лява, така и
дясна производна, а именно

Γαο Ξ ! --а, £ (0) 1tim ! =1,
| лекф, χαὸ * =0, x>0 «

Tyx обаче / -(0)%f" .(0). Следователно границата

' /0) - 70)
x~—0 "

И
Xl

не съществува, T. е. функцията f(x)=|x| не е диференцусма в точката
Xo=0, Maxap ¥ Да е непрекъсната в тази точка,

Да вземем друг пример. Функцията

Ε -ξ-- пря х+0
/ (%)= ;

О πΡΗ л-0,

Ὁ знаем (Bx. _§ 21, crp. '99—100) ¢ непрекъската в ToMKATA хо--0.
нея при Xo=0 имаме ,

. 1

100 - ὐ 23 х
——
се

Х -- Ха «

, |
HEIH‘}—'

“ Ние знаем обаче (вж. § 18, стр. 83---84), че функцията sin ξ не притежава
граница при х, клонящо към Ov Следователно функцията /(х) не е ди-
ференцуема в точката мо--О. При това тя не притежава в тази точка нито

лява, нито дясна производна, тъй като функцията Sin «-Ξ.κικτο лесно се
вижда, няма граница и когато х клони само отляво или пък само OT-

дясно към 0.

Тези примери показват, че испрекъснатостта на една функция в
дадена точка хо не е достатъчно условие 32 нейната диференцуемост.

И така изискването 32 диференцуемост € по-силино от изискването 34 не-

Накрая в този параграф нека отбележим, че освен чрез знака /"(х)
проучзводната на една функция /(х) сс бележи още и така:

df (x) df
τ Μ oo



5 28. Осповии формули 38 дяференциране Ὸ ПА
!ч.

Ще докажем няколко прости, но важни теореми, ΚΟΗ͂ΤΟ Illl!a‘rpe-_‘

дица правила 38 диференцирането на функециите. Първите четяри от TAX
се OTHACAT до диференцирането на сумата, разликатТа, прошщщвто.

и частното на две диференцуеми функцин.
' Теорема 1. Axo функуиите u(x) и v(x) ca дифернплгши в точката X, .

то функуията /(х)-ш(х)4-у(х) е също диференцууема в тазу точка u

P Гедеи ОИ) Ὸ :

ДоказатТтелство. Наистина ' | 7

£ ак)е нщ Ξ LX) р M+ #() - [0 (хо) + V(X)) “
ΓΟΣ Ε - ο Ε X =X,

щ 265) ) рщ T - V(XS (3 ) 4V ().
+ ж-еж, X — Xg P X - Ха

Теорема 2. Ако функуиите u(x) и v(x) ca диференцууеми в тачкш Хо»
то функцията fix)=u(x}—w(x) е също диференцуема в х и

S (xo)=u'(xg}—v (хд

Доказателство. имв.мс

, J(x) -- !(П μ (х) — v(x) — (44(х.) — v(x,)]

=lim fif—’—""—"*?—l ) - () р ()= (х.)
ае - X=X

Теорема 3. Axo функуиите u(x) и У(х) ca диференцуеми в moukama xo,

те функцията f(x)=u(x) v(x) e също maxa диференцуема & masu mouxa &

Л(ха)-и(хо) v(xg)+u(xy) ¥'(xo).

Доказателство. Действителко

..у 7 0) = /(х6) ааа u(x)v(x) — м (X,)¥(x,)
Г (xp)=lim === Ξ ὰ .____.._._P__.__._._x_ х

ΒΝ и (х) ¥ (X) = и (χρὴν (χΧ) + ἃ(χρὴν () -- и(хо) у (X0}
πανχς . X «- Ха

~1lim [Щ]: се , ) ευ 5 Ξ Ὸ ;“д]
τσὰὶ - : o

ущ " (9 - ¥ (%) iy (x) +u(ag). 9 - ῶ
Sy X = Xg ΓΤ Ε Σ Χ - Ха ,

х . щ а



Функцията τίχ), KOATO е диференцуема,. в точката хь, ще бъд:, „какта
знаем, и непрекъсната в нея. Следователно ще имаме “

lim wW(x)=w(x,).
π-ι::.

Ето 3amo получаваме

Г(хо)<-и"(ха) УСо)+и(хо) v'(xy).

Теорема 4, Ако функуиите u(x) и v(x) ca диференцуеми 6. mouxama хо ,

и axo освен това у(х) + 0, то функцуията / (χ):ἷἓἓ е също диференцуема
в тази точка и при това

, W (χρὴν (χο)-ων (xg)

/ αὐ- ТЕ и
Доказателство. Да отбележим най-напред, че функцията v(x),

която € в знаменателя, € непрекъсната в точката X, (поради това, че е
диференцуема в тази точка) и следователно ще бъде различна OT нула не
само Β точката ху HO и в цяла една околност (¥o—3, хо+6) на тази

точка (вж. теорема 1. οτᾗ 22). Ето защо частното (( : CHTYPHO ще има
смисъл в някоя околнаст на X, Да пресметнем сега производната на

тази функция. Имаме .

“() и)
fl (XO)E Ilm! (x) -- {(Ξᾖ!... εἰπὶ vix) v (х!)

иеъ а Ε - )

в --- .ἢς « Ц -κ 09 " Χ - « () ()
, Ο Ἢ '(-'ι, v (“0) ΓΟΝ X~ Ἀρ

- απ| 9  ̓ Ο ὦ) — φ ν ὐ + а (х) »() - и (Xg) ¥ ()
ι’ {".}Ρ Ko dy & = X,

- τ Β (.) = ι (καὶ ааа ΚΟῚ — # () -

ия MM Ty, VG :f_fl.-;:j;"*' "(In)]
μ' (хо) ¥ (хо) — й (х.) V' (х,) |

#

“ " [!' (-ЪЛ"
ill—u

Фармулите, получени B доказаните четири теореми, обикиовено се
записват накратко по следния начин:

( -Ἐν) --и! -Ἐν , (W—v) =u'—V,

R " u v\ ‘v -α μν'
o = v, (

¥

Преминаваме към извеждане на важната формула за производна
на съставна функция. .
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Теорема 5. Axo функуията F(u) е дифед;шщувма в точката U, а
функцията /(х) е диференцтема в точката х и ако /(хо)--иа Mo състав“,

ната функция Фф(х)-- Ε. [(1}} e диференцууема в mouxama Χο и при това

(1) φ (ха)-- Е и (xo).

Доказателство. Да си образуваме функпията

Е (и) - Ε
(2) у (fl)=—{%][ Ξ n: «а) ,

лефинирана при и+иоа Понеже Шт у(и)-ЕЧи) To като дефинираме
TR

допълнително м(и) при u=iy с равенството y(ug)=F'(uy), ше получим

функииня, нспрекъсната в точката Uy,

От равенството (2) получавамс при uu, равенството

(3 Fluy—Fug)=wy(u) (u—uy).

При това с непосредствена проверка се убсждаваме, че TO ¢ изпълнено

не само при Uy, RO B при { Μ .

Да пристъпим сега към пресмятанс на производната на съставната

функциям ф(х). Като вземем пред вид равснството (3), ще имаме

φιχ) - ф(х.) ЕЛ) = ЕН /) -- f(x)]
ΥΤ ДИ gy, T а B W е

X — «а X = Ха ¥ — Ха

Orryx

@' (xg)— lim L 915) ψ ()лщ LS,
X - х х — Ха

1-.1“,. Ее Д-д“

Но функиията уМ|/(А)) v съставена € помоешта на десте функцки у(и)

Ἡ /(х), първата от KOMIO е непрекъсната в TOMKATA Uy, а втората -- в

тачката X, (непрекъснатостта на функиичта /(х) следна ΟΥ нейната ди-

ференицуемост) При гова /(х,) н Torasa въз оеснова на теоремата за

непрекъснагост на саклавни функциц заключанаме, че функиия га ч /(х))|
е непрекъсиата и точката Y, И че слелователно

ῳ | {{1|] - м 7 (ха))- wing) Е i)
ж.

Окончателно получаваме

фл) τ Ρἁἷ.ἷἶιιγἶἆ oh .

което трябваше 1@ се Локаже.“
-

“ Ижа еаин случаЛ,. к«егати msszrensiBoio на ΤΑἸΡ Теорема може ла се н оа-

вЪъргии начително ο πρόστο - τμ ι € „лъчаят,. кюегате ш рачките OT HEKDR соколност

μᾶ χ е изпълнено неравенствотеа /Рауе #л) Tou ΊΝΗ @ налене наприунц, Κ͵Ὶ ἃ τῷὸ

функинята Паз е обратима - де«лециални, коегато тя е «трога MOHOTONHA 8 HAKOX

околпоСст B2 почьата o, Гогава Фермъьа2аз (1) <90 15y мелосоелствено OT аченижиото

равецства

Ε 7 ει μ Ν - Ε ) Π - fixad |
х - Xg fixy- ftxg X - Xg

ΟἹ услояието flx,) 4, Ἡ OT лабслежкатщ, че поради HENPeKBCHATOCTTA на PYIKOHATA

flx) B rouxala x, имаме hm f(v) {Ππ].Ψὕ
Зе ¥
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При работа с тази формула обикновено записваме получения ре-

зултат по-кратко с помошта на следните равенства:

γξ Е(и), u=f(x), γ ̓ Ξ Ε δ ί.

Следва една теорема, отнасяща се до пресмятане производната
обратна функция. Тук ще формуппраж и докажем тази теорема само за

елин специален, но важен случай, въпреки че тя е вярна и при по-общи

условия.

Теорема 6, Нека функцията S (x) е страго растяща (или строго на-

маляваща?) в един интервал D. Axo тя e диференцуема ¢ дадена вътрешна
точка X, па тази интервал и axo / (х.) Ἐ, то нейната обратна функция

ф(у) ¢ диференцуема 8 точката у -/(х.), ката npu mosa

, 1
φ (уП)т!г(х“) '

HoxazxaTtencTno. Heka забележим, че поради crporata си Mo-

нотонност функцията /(х) e обратима п интервала D. Поради непрекъс-
натостта пък на f(x) дефиниционнотоа множество на нейната обратна
функция Фф(у) (което съппала с множествато от функционалниите стой-

ности на /(х)) е също един интернал D,. От друга страна, лесно ¢ да

сьобразим, като използувамсе пак строгата монотонност на /(х), че щом

TOMKATA X, € вътрешна 33 интераала D, тоачката у, ще бъде също вът-
решна за интервала Й,. Това ни позволява да разгледаме въпроса 38

диференцусмостта на функниията ф(у) в точката Y, Знаем, че

φ' (yg)=lim Ο 7905)
а га а

Нашата цел се да пакажем, че панисаната граница съществува и /18 я

пресметнисм. 1 дефиницията на понятисето обратна функция следва,

че 33 BCAKO у ΟἹ дефиниционната област на o) имаме y—fle(y)]. Ето

защо

Pl еО0.) Φ) ФС)

У - Yo Πιφ ὐἹ - 7φ

Функцията ф(у) като обратна na кдна обратима функция е също обра-

зима и следователна ΡΗ ὙῈ 1, ще имаме ф(у)+«(у). Това яни дава въз-

можност 43 напишем последното равенство във вида

чи -еФ(»,) _ !

ку а fle -- ф)) 7

¢ ) — φ)

Ot apyra страна, условисто за дифи:ренцусмост на функцията f(x) в тач-

ката Xy ΗΠ дава ,

PR x - д.“,

Но функцията ф(у), какго зпасм от teopema 4 на § 22, е непрекъсната B

точката уу Ето защо

lim @ ()--ф (»).
ееа
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Най-сетне πῷ забележим, че от правенството yo=f(x,) получаваме

е(хо)-- Х.„ Порали това ще имаме

а ееа

Всичко казано дотук ни позволява да получим следната верига от

равенства: : '

, Π Σ Ο Р
φ’ (уо)< Ш τ τ т εΞ 71е 0ъ

P () — Ф ()

. 1 1
. =lim - - ,

м Τφ - Γ ο С)
ф) -- x,

с което теоремата с доказана. _

Да огбележим накрая още, че равенството (4) може да се запише

H така:;

а 1

/ =T

ξ 29. Производин на елемсентарните функция

Сега ще пристъпим към получаването на формули, KOHTO ни позво-

ляват да пресмятаме MPOHIBOANHIC на всички елементарни функции.

 ̓ Най-напред ше покажем, че производната на всяка функция-кон-

станта ¢ равна на нула. Нанстина нека /(х) -С за всяко X H нека х δ

една пронизволна точка vt ргалната праза. Имаме |

(g tim 8е 7 Мй- Г ащ τ - ς .
Ἀ-κῦ 

л

И лзака получаваме формулата

(1) (Су -0.

Следа това нека пргесмстием производията на функциита /(х)-”,

кълдето степенният локазател л « цяло чиела. Да разгледаме най-напред

случая, когата п е иялоа положително число. При произволно x, ще

имаме

(x,)=lim -
Л ο bt Я Ν h
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ὔἑ И така при пяло положително п за всяко х имаме
(2) (x")'=nx""1.

Hexa cera п e пяло отрицателно число в x+0. Kato използуваме1

| правилото 38 производна на частно и BICMEM пред BHA, че числото —n
] we бъде в този случай положително, получаваме

A0 A

2m(x-+-:— sin-;— A 'ιἰιι-Ξ-
= п —=|jm m( --) li cos

| > “ вещ Τ]) fim g οο
Ако / fx)-ms X, TO ще получим"

Г (хд=|53 ς τ ἢ - Л(хо) 2щ 995 (Хо + й) -- cos x,
“ й ' А-«й П

?- | -2:1:1(%4--%-):111-:* А sin-—;-»
ι < . -„м;-ц-швап(х„+-г)-2зт=-в*м„-

! . 2 .
| И така 38 всяко х получаваме формулите

. (3)  ̓ (sin χ)ξεοοβ χ, (cos x)'=—sin χ.

С тяхна помощ веднага ще wiscaem формулн 38 ᾧἐπκπκκτι: Щ ΧῊ со!Е χ.
! И наистина

я
i

| (tga) = (ξξᾳ-:)’ ;Μ: (cosx)sinx _ costx + 52 х
са5 х cos? х

1
- ¥

«

, ге x — (sin хуoy = () <L сме

sin®x +cos?x 1

а01 х 802 х



от 5 28. -

Нека ф(х)--агс 50 х и нека x, е тачка, удавлетворяваща неравен-
кствата —l<x,<l. Ако arc sin хХа--ир TO Xo=SiDW, W ——;-f:u.-::—i,-

Като вземем пред вид, че функцията Ф(х)--аг: sin х ¢ обратна на функ-
цията f(u)=sinu и че Г(и.):шз и,>(О, ще получим

αὐ-- - 1 1 ---- Nq(x.‘)—f.(..) oSk, Vi—sintm, „ТО χεὶ
Htmnmoxmmpmmmw(——l, 1) имаме .

l -
ν Τ - а |

Нска отбележим, че функиията агс sin хе дефинирана B затворенияинтервал |--1, 1], но формулата (5) с установена само в отворения интер-вал (--1, I). Може да се покаже, че функцията агс sin х изобщо не ς ди-ференцусма в точките х--| K х-1.
Функцията @(x)=arccosx е обратна на Функпията Л(и)--с05 u."Ако Xy е OTHOBO някоя точка ΟἹ отворения интервал (--1, |) u акоагс со05 Хо- и ΤῸ Xo=cOSu, ¥ O0<u,<x. Тогава [ (ug)=—sind +0 g

nopaan sin w,>0 ще имаме

(5) (arc sin χ)" =

1(6) | (arccos x) == —— .
i 1-- χἢ

34 функиията агс COS X, която, както знасм, е дсфинирана в затворсния
интервал [—1, 1], може също ΔῈ се покаже, че не ¢ диференцусма в точ-
ΚΗῚΤΕ x——| и х--|.

Функцията @(x)=arc 1 х е обратна на функцията S(u)=tg u. Нека x,
€ произволна точка ΟἹ реалната права и нека arc 18 xo>=u, Тогава

х
ха-15 g И --5<и,<4 . Ето защо ще получим

φ' (o) = уеу Ξ 605 щ =
1 П.

П(ла) 1 εῖ 1+ .

il!nu-mu_am 
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Следователно за всяко х имаме

M @retgx) = И

Функцията g(x)=arc cotg х пък ¢ обратиз на фунбцията /() —¢otg ε.Ако xq е произволно реално число и ако агс СОТВ X9=utp, TO Xg=COlg муи O<wy<rx. Torasa ще имаме

. — l —_— Bt — е . —. Ф Се) T τ В ме T Ξ 7
Получихме за всяко х формулата

О Ν (arc cotg x)' = -- τ .

Нека cera се занимасм с лодгаритмичната функция. Най-напред да
разгледаме функцията f(x)=In х (т. нар. „естествен логаритъм“, Τ. е.
логаритъм, чиято основа е числото е). Тя е дефинирана, както aua.-.m,
в интервала (0, оо). При x>0 ще имаме

, А 
.т %ot A 3“(!+——- .In (o + Я) - Inx, ΕΝ ж/ 1, A\

Ν чцл "5‘:"“(”&;')%‘
х

: 
#

Ако сега положим z= & " TO ясно ¢, че при h>0u #-0 ще HMIME 21-.ао,
а при h<0 и ἢ -τῦ ще имаме z——o0. Ще покажем сега, че функциятаЛ(х)- а х ¢ диференцуема в точката Хо както отляво, така и отдясно.Haucruna

” (х,)-- lim аХ 1 щ 0 (ι .-..)-п o)l—vfl.i;-n й Ха А-.0, Аха + х,

o I еа х„ ‘xi

¥
.

- “Л() Щщ ( + :) Mm% И т 16 ( 1+ ._"‘_) 3
A0, καῇ Ха 50, A<D Xa

xfi ἔττ - ποῦ

Тъй като дясната н лявата производна се оказаха равни, то следва, чефункцията f(x)=In х ¢ диференцуема в точката хо Но x, беше mpous-волно положитслно число. Следователно за всяко x>0 е установена

9 (nxy ==~



log, x=i— . Подучаваме

, 1 1

9 () у
РА

' И тъй 32 всяко х имаме

ς 41}) () =¢*,

Hee трудно сега. да цодлучим формула пронзводната
та / (π}ἷἓε.:'πμ a>0, а+#1. дост?:тъчвп ἰ:ῃ м -

(cos - )"= —sinx,

¢ 1

- 1
(cotgx) -- - м х
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1

(are εῖ ) '_-_J_l_i—-:?-' (arctg х) =5

! (ἼὉΜΙὙ-':-“ἙΞ;Ξ-' | (агссщвх)*-:--!:х„-

(&) =2 ‘ . @y=cha -

ι (nxy= - - ' (log, ху = ; =

Ще добавим тух и формулите στἱξ 28

(μ ενν =u'+v', (и-- у) τεον —v'.

ὐ τοιήνιιν,. (-ξ-γπ""’ τ y40.

\ " Ε, v=S(x), γ' =F' ().,

Упражневия. Да сс ARMEPNY BPONIBOARMTE на следните функции:

. γεξ- 2. y=2st44x-7 Ν

1 1
З РИ 4. А чу

x3 -] !
S у7 ΕΝ 5 у У

3

7. y=+x. Β. у „у 41,

9., y—=xsinx. 10. y = 5 х. .

11. y = x®sin x + sinx? + sin 2x. 12. y ~1g2x 4 142 х.

13 arct ——— - 14 In cos х

" ι-χ 16 Ν Ξ 2x

15, у- ΑΤ τ ε, Ὦ Ξ bl Ὑ Ὸ ς

2 2x+1 P+ x
17, y=—=arclg—z—" 18, y-arctg — "

» 73 <. J3 КА 81 —x

19. y=e-5. 20. y -- 10 (я (а x)].

ὰ — ἐ- τ
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¥ а: A ow

22. y=x*, [Pemense: Имаме Щ у =xlnx,

1 1
Туг:ь:.;.хн;-: y=x"(lax + 1).]

23, уж(1 χ

1 „ χ. х .

U - а у τ + Т + )

2 4 χ

1 1 4+ xJ2 + 2 1 χ Σ
. γετ τ Ξ = -B IS Σ +z~f'2"m"""

1

om У - Гу

х4+1

- „10, :nfl:mx__l_ Ге а 0< x< |

. Ρ Ε τ RS
arc cos х

8 3. Последонатедни проязводни

Ако функпията [(x) е диференпуема R един интервал (T. с. във нсяка

негова точка), TO нейната производна /(х), чиято стойносг, P4 μ .k,

ще зависи от точката X, сс явява също Ттака функция на х, дефинирана в
този интервал. Тя ΟΤ своя страна може също да бъде диференцуема. Ней-
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ната производна се нарича втора производна на функцията

70 ) к се бележи с 7 ὐ mc%{g—f—"(mmm пишем y=f(x), тя се Be-
2

лежи също ису" или с -ἓξ}. Производната пък на втората производна
(ако съществува) се нарича трета производна на / (x) ит. н. Изобщо
ттата производна на дадена функция у--/(х) се дефинира като
прокзводна на нейната (м--1)-ва производна и сс бележи чрез някой ΟἹ
знаците £(x), T L), ) мли 47 - Производната f(x) се нарича оше
първа производна Ha f(x). Понякога се присма самата функ-
ция /(х) да ce разглсжда като своя „нулева“ производна, тъй че S (x)=
=f(x).

B някои случаин с помошта на принципа WA пълната MATEMATHYRA
индукция можем да получим формули, даващи обшщия вид на послело-
вателните производни на една или друга функция. Ето някон примери:

1. Нека /(х)--е“, Имаме /(х)--е“ и ако /"(х)-е“ за някосл, то
Л Ч(х)--е“. Следователно

/ (х)-е” npr π-ῷ!, 2,...,

HIH даже по-общо

Л (х)-е“ при n=0, 1, 2,...

2. Hexa f(x)=In(1+x). Имаме /*(д):д-::„-; при x>—1. Като на-
мерим няколко последователни производни, JICCHO се досещаме, че
общият вид на производните ще бъдс

(1) fl"’(fl=% 2: при п--1, 2,...(х7>-1).

За да се убеднм в правилностти на тази формула, допускаме, че тя е
вярна за някос л, и чрез диференциране получанаме

ο ρ)π( Σ τ - ) +)у

=(— 1" (я -- 1) (=m) (1 +x)""" 1= . ) — 1
( + x)"+r "

Получихме същия резултат, 10 който щяхме да достигнем, ако във фор-
мулата (1) бяхме заместили п с n4+1. С това тази формула е доказана.

3. Hexa f(x)=sin х. Ако диференцираме HAKONKO пъти тази функ-
Β, ще видим, че всички намерени производни удовлетворяват равен-

Л(х)- βη (х+п -Ξ-) .



По-спешнално то е вярно при πεΞ], тъй като (sin x}’='ms x=sin (x-{— Ξ) .

Щйпштшпрокрщ че ако е изпълнено за HAKOE цяло πο-.
ложително число A, то ше бъде вярно B когато заменим л с n+1. С това
нашата формула с установена 38 всички цели положителни значения
Ba п. Тя с вярна впрочем и при n=0, ако под /“(х) разбираме самата
функпия /(х). И така имаме

“

fl"l(x)=sin(x+u-§—-) при n=0, 1, 2.

Упражиения. Hamepere ῷομμγ:ἷιι за м-тите производни на функииите :

1

1. /(д“)"-;-" 2, f(x)=sinax. 3. f(x)=cosax. 4. f(x)=sintx.

i
S. (M= 6 (γ-τ-αὐ T f(x)=log,x.

8 31. Диференциал

Понятието диференииал, което HA BPEMETO се € считало за едно OT
основните понятия на диференциалното и ивтегралното смятане, днес
нграес второстепенна роля в анализа, В известен смисъл, особено що се
отнася 10 диференциалното смятане на функциите на една променлива,
може да се каже, че неговото въвеждане изобщо не ¢ необходимо. Паня-

THCTO производна се оказва напълно достатъчно, за да бъдат формули-

рани всички по-съществени резултати от тази част на анализа.

Нека /(х) ¢ функция, дефинирана в някоя околност на дадена точка χ.
Да вземем някоя друга точка х--Л, приналлежаша на същата околност.
Числото A се нарича нарастване на аргумента и се бележи
понякога (макар и немного удачно) с А х. Разликата пък между функцио-
нвалните стойности f(X rh)—f(x) се нарича на растване на фун к-
цията и се бележи ς A f(x), а ако сме положили у-/(х), същон с A y.

Следователно имаме

Ау-/(х-А x)—f(x).

Ако функцията f(x) е диференцуема в Тточката х, та, както знаем,
към нейната графика може да се прекара допирателна в точката Р(х, /(х)).
В близост с тази точка графиката на функиията не се отдаясчава много
OT своята допирателна н с известно приближение можем да считаме, че

когато нарастването А х ¢ малко, тя съвпада с нея. Това ще рече да за-
меним нистинската функционална стойност f(x-+Ax) с една приближена
стойност, отговаряша на съответната точка OT допирателната. Уравне-
нието на допирателната е

п-/(23-/"(хХЖЕ--х),
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която наричаме диференциал на функцията /(х) в точката х Ηтшбююш:#(х)щсду. И така gmame

(1) ) 7 (x)A x,ил .

(2) dy=f'(x)A х.
| 

. 

|

(На черт. 17 нарастването A у се дава в отсечката ΡΌ, а диференциалът'dy —c отсечката РТ.)
Ако вземем функцията /(х)-х, τὸ равенството (1) се превръща в

() 4«()--/"(«х)ах,
o ”

() dy=["(x)dx,
ἩΠῊ най-просто във вида

(6) dy=y'dx

косто напълно се съгласува с един OT NPHETHTE по-рано от нас начини
за означаване на производната.

Нека owe веднъж подчертаем, че макар А х н dx да са равни по-
между си, А р и ду в общия случай не съвпадат M HHC можем да заме-
стваме А у с dy само когато работим приближено. Връзката между А х
H Ay от една страна, ¥ ах и dy, от друга, се дава от. дефиницията на
понятнето производна, която може да бъле записана така-

dx L. oAx
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От равенството (8), като вземем пред вид, че ах--А х, получаваме

(9) А у- ду+Ах.4А х).

Равенството (9) покалва, че ΚΟΓΆΤΟ А х е малко, А у нанстина твърде малко
се различаза ΟἹ dy, тъй като разликата между тях представлява произ-
BCACHHC, първият множител на косто се A х, а вторият е функция, която

XJIOHE към нула при А х-0.

За диференциалите на функциите са валидни някон форму#н. ана-
логични на съответните формули за производните. Така например,

axo и(х) и у(х) са две диференцуеми функции, TO за тяхната сума имаме

dlt(x)+v(x)]=[u(x) + и(х)Гах- (и"(х)+-у (хах

--и(х)айх-- т (х)ах-- ади(х)--4и(х).

Попнучената формула, записваме кратко така:

d(u+vy=du-+dv.

Аналогично се YCTAHOBABAT формулите

d(ti—v)=du—dv,

d(uv)=vdu—+udy,

d и vdu - udy

i
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Нека сега е дадена съставната функния у--/(Ф(х)). Ако положим
μτι φίχ), ше имаме .

' ! dy=y'dx=f"T@(x)]. φ Сх)ах-/(и"ах,

HJIH окончателно ..

dy=f"(u)du

— една формула, която по външен вид не се различава oT формулата (5),
зъпреки че тук и не с независима променлива, а функиня на χ.

Диференциалът dy Ha eana функпия y=f(x) сс нарича още ненмн

първи диференциал. Неговият диференциан пък се нарича
втори диференциал на функцията у и се бележи с 4“у. Анало-
гична сс дефинират диференциалите от по-висок ред, които бележим
ς Фу, 4 уи т. н. При TOBA се уславяме при намирането Μ втория ди-
ференциал, третия диференциал и т. н, на далена функция да разглеж-
даме dx като константа. Така получаваме например

азу-«(ду)-- (аууах -(у"ахуах-(у"ах)ах-у"ах?.

(Нека забележим, че изразът (4х)? се бележи за краткост с ах?. Той не
бива да се смесва с диференциала на функцията хХ“, които се бележи
с d(x?). Аналогично (4х)?, (4х)“ и т. н, се бележат съответно ς 4х2, ах“
ит. H)

С помошта на принципа 32 математическата индукция лесно се уста-
новява следната формула за п-тия диференциал на една функция у-/(х):

4" y—yTM дА",
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ГЛАВА М

ОСНОВНИ ТЕОРЕМИ НА ДИФЕРЕНЦИАЛНОТО СМЯТАНЕ

Тази глава е посветена на някоалко теореми, играещи основна роля
в математическия анализ. Като се запознаем с тези теореми, ние ще се
убедим във важността на понятието производна на функция. Така на-
пример ще видим как простото познанане на знака на производната (или
по-общо на няколко последователни производни) ὰ дадена функция
ни дава възмажност да направим заключения за характера на HIMcHe-
нието на самата функция, за характерните особености на нейната гра-
фика. Ще се запознаем също така с формулата на Тейлор, играсща важна
роля при много въпроси от анализа, както M с TeopemuTe на Лопитал,
представляващи удобно средство 32 намиране границите на функциите
в редица случан.

1

§ 32 Локалин екстремуми. Теореми на Ферма н Рол

Понятията локален максимум и локален минимум се срещат при
много въпроси от анализа и неговите приложения.

Дефиниция. Ще казваме, че функцията /(х) има локален мак-
симум в някоя вътрешна точка X, om своята дефинициаонна област,
когато същестаува такава околност (х. -6, хъ+6) на Ха съдържаща сев дефиниционната област на /(х). че за всяко х от тази дколност да
имаме Γ(ΧῚΞ f(x,).

Аналогично /(х) ще uma чокален минимум в Xq когато X,
е вътрешна точка за дефиниционната ob.aacm на функуилта u когата33 всяко X от някоя околност (Χο -ὃ, хо+6) na точката x, e изпълненоне равенството f(x)2 f(x,). |

Локалните максимуми и локалните минимуми ще наричаме с общо-TO име локални екстремуми.

На черт. 18 е показана графиката на една функция, която има лока-Лен максимум в точката ху H 8 лекални минимума — в точките Xy



но не непременно в сравнение с всички нейни фунеционални стойности. j
Другояче казано, един локален MAKCHMYM не € непременно най-голя- !

мата CTOHHOCT на разглежданата функция. Аналогична забележка важи

Ἢ за NORATHETO локален  ̓ΜΗΒΉΜΥΜ.

Y IR
" Черт. 18

Разбира ce, една функция /(х) може да притежава локален секстре-

мум в дадена точка х., 663 да бъде непрекъсната в тази точка. Така на-

пример функцията

0 при х«+0

при x=0
κ

мма очевидно локален максимум B точката хо“-0, като сълцевременно

« прекъсната B тази точка.

Също така една функция, която е непрекъсната в дадена точка хо,

може да HMA локален екстремум в тази точка, без да бъде диференцуема

в нея. Такъв ¢ случаят например с функцията /(х)-- |x|. която има лака-

лен минимум при x,—0 (черт. 16). Както знаем, тя е непрекъсната, но

не е диферснцуема в тази точка.
Когато обаче една функция /(х), имаща локален скстремум в някоя

точка X, е диферсицусма а CLIMATE точка, нейната производна /(х.)

нс може да бъде произволна. В сила е следната важна

Теорема μ Ферма. Ако функцията /(х) е диференцуема а една вът-

решна точка X от своята дефиниционна област и QRO тя има локален

екстремум & тази течка, те Γ(Χο) Ξεῦ,

Доказателство, Да разгледаме случая, xorarto f(x) нма ло-

кален максимум в точката X, (случаят, когато тя има локален минимум,

се разглежда аналогично). Тогава ще бъде изпьълнено неравенството

() S{x)Sf(x0)
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за всяко X ΟἹ някоя околност (хХу--6, Xo1T8) на точката X, Както знаем,

швшпшюшвтш:,фдштсшш

- еел a2y Ἀ %o р X— %o

Axo разгледаме 9aCTHOTO

@ ξ - [l

33 стойности на X, приналплежаши на интервала (ху-6, xp+5) и съще-
BPCMCHHO по-големи OT X, ше видим, че числителят е отрицателен или

нула поради неравенството (1), а знаменателят е положителен. Оттук

заключаваме, че -

ζ{.χὠΞὸ.

Да разгледаме сега частното (2) за такива значения на х от интер-

вала (χυ--ὅ, хо--6), конто са по-малки от X, Числителят с пак отри-

цателен или нула, HO сега M знаменателят с отрицателен. Поради това
заключаваме, че “

/.4(х.)20.

Mo условие функинята /(х) с диференцусма в точката x, Следова-

телно [ ̓.(χ.}- {xo)=f'(xq). И“ така имаме едновременно /(х,)50

и Г(ха)20,. откъдето получаваме охончателно /(х)-0,

Като си спомним геометричното тълкуване на производната, лесно

е да дадем геометрично тълкуване и на твърдението OT теоремата на

Ферма. Както знаем, допирателната към графиката на една функция

| /(х), прекарана през точката Pylx,, Лх.)), има уравнение

N—f (ха)--/ Ὸ ὐξζ--τχ ).

Теоремата на Ферма установява следователно, че допирателната, пре-

каранз през точка от графиката на /(х). в която функцията има екстре-

мум, е успоредна на оста Ox (черт. 19) (при условис, разбира ce, че тази

допирателна съществува, Т. ¢, че функцията /(Х) е диференцусма 8 съот-

ветната точка).

Теоремата на Ферма може да сс формулира оше така:

Ако функцията f(x) e диферейцуема & точката ху mo-3a да прите-

жава тя докалзлен екстремчмум & тази точка, неабходима е производната u

J(xy) да бъде равна на нучла.

Ето зашое. когато искаме да намерим локалните екстремуми на ня-

кая диференцуема функция, ние обикновено най-напред намираме HCH-

ната производна и търсим онния точки, B които тази производна е нула,

Това са елинствените точки, в конто € възможно да имаме екстремуми.

Анулирането на първата произволна в една точка обаче не е още

достатъчна условие 33 съществуването на локален екстремум. Така

например функинята f(X)=x* има производна, равна на нула при хо--0.
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e e .

друга 
,J(0)=0 (черт. 26). |

ς намирането на достатъчни ΥΟΠΟΒΗΗ͂ 18 съществуването на πὸ-
жален скстремум ние ще се занимаем по-нататък.

Друга основна теорема на диференциалното смятане е следката:

Теорема на Poa. Axo функцуията /(х) е непрекъспата в крайния и
3ameopen интервал (а, b] u е диференцуема в "отворения интервал (а, Ь)
и ако освен това [ (a)=-f(b), mo същестаиува none сдна точка E. намираща
се между а u b, за която / (Е) --0.

Доказателство, Тъй ката функцията /(х) е ucnpexncuara в
CAHH краен и затворен ннтервал, то тя с ограничена. Да означим съот-
ветно с L и 1 точната й горна и точната й долна граница в ннтервала[a, δ].

Axo /=L, то поради перавенствата [Sf(x)SL, изпълнени за всяко χ "
ОТ интервала (a, b], функцията /(х) ще бъде константа в този интервал.Тогава нейната производина е нула в целия интервал (а, 6) и теоремата
с доказана,

Остава да разгледамсе случая, когато /<L, Съгласно теоремата наВайерщрас съществуват две Touky х M X3 от интервала [a, b], такива,че 7(х1)-1 и /(к2)-- .. Ποὴς една от тези две точки с вътрешна за интер-
вала [a, А). И наистина, ако допуснем ΠΡΟΤΉΒΗΟΤΟ, Τ. €. ако имаме x, -а,
X2=b WM ПЪК X,=b, ха--а, T0 OT условието f{a)=f(b) бихме по
=L. Нека x, е вътрешна точка за интервала (а, 8). Но f(x,)=/. Тагава
функцията /(х) ще има очевидно локален минимум в точката х,, поради
косто съгласно теоремата на Pepma ще имаме S(x)=0. Ако пък x, ¢
крайна точка за интервала (а, ], To точката хз ще бъде вътрешна., В та-
пвстйтоищсбъдевштпщщлщшнщщмпщпн-
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ἰ ; l ὝΕΠΗΟ пак по TeopemaTa на Ферма ще имаме f*(x2)=0. И така във всички-
Ε "случаин съществува точка Е между а Ἡ b, за която ГЕ)-0.  ̓

1 Геометричното тълкуване на Teopemata Ha Poj e CBUIOTO, KaKTo] ἷ лри Теоремата на Ферма. То се състои в това, че при направените в усло-
вието на TeOpemaTa предположения съществува такава точка OT графи-

| l - XaTa на дадената функция, допирателната B KOATO € успоредна на оста Ox.

706) - /(а)Q) гая

Доказателство. Да въведем ппмпйта функция

е(х)е/(х)- 1O 7 g

Тя ¢ също непрекъсната в интервала [a. А) и диферснцуема в интервала
(а, b). Лесно сс пресмята при тава, че φία) -- Да) и Ф(6)--/(а). И така има-
ме φία)-- φίδ). Значи функцията ф(х) удовлстворява всички условия на
теоремата на Рол и следователно ще съществува понс една точка Е
между а н b, за която ф!(5)--0. Ho

¥ W= (LA L@,А-а

ФОттук получаваме

Ф (ξ)- / (ᾧ)-- 8)70) 0,

ре

€ което теоремата е доказана.

Нека отбележим, че теоремата за крайните нараствания представ-
"пява едно обобщение на теоремата на Род, която се получава веднага B
"случая, когата с изпълнено равенството / (а)--/(6).

й Равенството (1) често се записва и другояче. За целта се полага

Я--А--а и 6=E:: . Оттук получаваме Е--а--0(6- а) или E=g-+0h.
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От неравенствата a<(<b е ясно, че 0<8<1. Тогава равенството (1)
ше се запише така:

Г (а+вл- е+ 770

ROH окончателно

( ς f@+R—f(@)=hf"(a+6h),
където θ е число, намиращо се между 0 и 1.

В равенството (2) Л е положително число (тъй като имахме h=b—aq).
Лесно e да се убедим обаче, че разликата Да +#й)--/(а) може да се прел-
стави по същия начин и когато ἢ с отрицателно (етига, разбира ce, функ-
цията /(х) да удовлетворява условията NI теоремата в интервала
la+h, a)). И нанстина да положим” в този случиай « ~h—a,, а-а); h,,
където Ay =—h, и следователно &, -0й, Тогава

Ла+#Я)--ЛД(а)-ЖЛДа,)---Д(а, - Я1 - τ Π , -- 044)

--й/Ча 1 #--8Я)--А/ а ( -8)4).

Да положим още [-- - 0”. Тогина получанаме

Ла+Я)-ЛДа)- #/Ча O'h).

При това от неравенствата (--0-:1 слелва, че OB’ .| И 1axa равен-
CTBOTO

Sla+h—f(a)=hf'(a . ВА),

ΚΡΆστο й е подходящо подбрано чиело, YAOBNCTBOPABANIO условясто
0<8-<:1, е валидно винаги когато функцията /(х) е диференцуема във
всички точки мсжду а и а-- й и освен това е непрекъсната в самите TOYXH а
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Теоремата за крайните нараствания също може да бъде изтъяку-вана геометрично. Както 3maeM от аналитичната геометрия, правата,
свързваща двете храйни точки A(a, /(а)) и #(6, /(6)) от графиката HAфункцията f(x) (черт. 20), има ypasHemue

y—f ®)= [(E) (x—E). !

От равенството (1) се вижда, че тези две прави са успоредни. И така
теоремата за крайните нараствания твърди, {πε съществува ΠΟῊς една
точка от графиката на функцията /(х), в която допирателната е успо-
редна на празата, съсдиняваща двете крайни точки на графиката.

роса, дали е вярно обратното твърдение и кога, T. е. дали от факта, че
HAXOR ¢yurm нма производна нула, можем да ваправим заключение, |
че TR с константа W кога.

EOATO имаме

Ho /(5)-0 по условие, откъдета Л(х)--/(хо). Тъй като точката х Gemeпроизволно язета в KHHIcpsana [» TO всичкн стойности на функцията съв-падат. Τ, c. тя е конестанта.

Нека отбележим, че за интервала D тYX не направихме никакво огра-ничение — той може да бъде KpacH iUTH безкраен, отворен или затво-



ренцуемостта на функцията f(X) — достатъчно е в тези точки тя да
бъде само непрекъсната. |

Следствие 2. Ако функуията У () e диференцуема в един интервал D
и ако Г(х)>0 за всяко х om D, mo f(x) e растяща в този интерзал. Axo
J'(x)>0 за вслка вътрешна mouxa х от D, mo f(x) е даже строго растяща.

И наинстина нека x, m Χ са две произволни тачки от интервала D
Ἡ нека х < Χ. Като приложим теоремата за крайните нараствания по от-
ношение на интервала [x,, х2), получаваме

Τ ) Ξ Е) (ха--х),

където & е точка, намираща сс между X, и Χ:. Верността на нашето твър-
ACHHE слсдва непосредствено от това равенство, тьй като от / ч520
следва /Сс;,)5 Л (х:), а от /(Е)->0 следва /У(х.)</(х2).

Аналогичноа се доказва, че ако за някоя функция /(х) имаме / (х)<0
за всяко х ΟἹ даден нинтервал D, то /(х) ¢ намаляваща в този интервал,
а ако /(х)<0 3z всяка вътрешна точка х на D, то тя е даже строго на-
маляваща.

Тук също можем да забележим, какго н при следствие |, че когато
интервалът [ е затворен (или полузатворен), не е необходимо да се нз-
исква функцията /(х) да бъде диференцусма в неговите крайни ΤΟΎΚΗ,
достатъчно с в тези точки тя да бъде само непрекъсната.

Нека покажем неднага с някон примери как могат Да се използуват
доказаните две следствия ог теоремата за крайниге нараствания.

Да разгледаме функцията

Л(х)-аге sin х-|-агс со5 х,

дефинирана и непрекъсната в затворсения“ интервал (--1, 1). Тя е дифе-
реицусма в отворения интервал (--1, |) н нейната производна с

4
ущ 1 Ν 1 -

Оттук с помошта на основиата теорема на HHTETPANHOTO смятане заклю-
чаваме, че /(х) е константа в затворения интервал (|---1, 1] За g4 пре-
сметнем стойността на тази константа, достатъчно е да дадем на х
някоя фиксирана стойност 01 тази интервал, например да вземем х-0.

Получаваме

/(0)--агс 55п0+шсозв=-;.. .

По този начин 32 всяко х OT интервала (--1, ( доказахме тъждеството

а "

arcsinx-Harccos χ = - "
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, Cncmmezmmaiemmmmmmycmommum-'
равснства. Hexa да покажем например, че

tgx>x при O<x<—3--  ̓ -2

За целта да разгледаме функцията f(x)=tg x—x в интервала [ο:";-,'

Имаме | ,

' еж

T. е. g x—x>0, откъдето получаваме желакото неравенство.
Да вземем още един пример. Да покажем, че

e€21+x за всяко χ.

За целта образуваме функцията f(x)=e*—1—x. Имаме S(x)=e"—1,
J'(x)=¢€". Тъй като /"(х)>0 за всяко χ. To функцията f*(x) е crporo ра-
стяща в интервала (—oo, со). ο /"(0)-0, следователно имаме /(х)<0
при х<0 н/ (х)>0 при x>0. Това пък показва, че функцията /(х) е строго
намаляваща в интернала (—oo, 0) и строго растяща в интервала [0, oo),
Следоватслно тя достига в точката x—0 своята най-малка стойност,

1. muJI+x=-;—m:inx+-:- при — 1= α « 0,

| 1
2, uruin-z—(\/l +x—-Ji—x =Zarcsinx при — 1 = x =,

. τ
Ilrcsmx-—z— apr 0 =3 x = |

3. aresin(2x*—-1) =

. κ
—2aresinx --- - - при 1 - x < Q.

4. Също така сТпомощта на основната Teopema интегралното смятане докве
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Е тха?--;гпрцхзо.

2 sin χ π
Ἄ, ТЕ-;-Б] прно-::хате

4. (1 +x"Z1+nx при xZ—1 и при произволно цяло- положително число п.
5. (1+x)"Z1+4nx за всяко x, ако пе четно число,

§ 34. Обобщена теорема за крайните нараствания
(теорема ma Koum)

Teopemara 38 крайните нараствания може да бъде обобщена. A HMER-
но валудна е следната теорема, ΟἹ която като частен случай се полу“

чава теоремата на крайните нараствания.

Teopema па Koum (обобщена теорема за крайните нараствания). Axo
функуиите f(x) и g(x) ca непрекъснати в крайнил и затварен интервал
la, b} и диференцусми в omsopenun интервал (а, Б) и ака Я ΧἹ Ἐ за всяко х
om (а, b), то съществува поне една тачка £, намираща се междуаи b,
за крято е изпълцено равенството

ι ο μ

ε) 7786) - ка) ”

" Доказателство, Преди всичко нека отбелсжим, че знамена-
телят g(b)—g(a) на частното, което с в дясната ΟἹ рана на равенството
(1), e сигурно различен от нула. Наистина, ако допуснем,-че glay=g (),
To функцията g(x) би удовлетворявала условията на теоремата на Рол.
Тогава би съществувалда някоя точка от отворения интервал (а, b), за
която пронзводната 2 (х) би била равна на нула, а това NPOTHBOPCHH на
условисто на теоремата.  ́

Да преминем сега към самото доказателство на TEOPEMATA, KOCTO
впрочем MO своята идея не се различава много OT доказателството на

;еореъштя за крайните нараствания. Да си образуваме помошщната
ΗΗ

φ(υ)-- 7 )-- L= 1 (1) g,
Beauara се вижла, че тя € HCOPCKBLCHATA B интервала [u, #) и лиференцуема
в интервала (v, h). Освен това имаме φία)τε 7(α) и 4(6)-/(а), т. с. полу.
чаваме ча)-Фф(5) Функцията φίχ) удовлетворява следоналелно усло-
вията на теоремата на Рол. Ще съществува тогава някаква точка Е ΟἹ ΟἹα
ворения мнтервал (а, b), за която ¢'(E)=0. Ho

o' ()= () НР o ),
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κ

‘mmfi-ceme ,

o @)=r - Ζ Ξ ΖΘ o gy,

γῷ. /0 4w
. ε ̓ ( 2 - g

g(x)=x. Като приложим теоремата на Коши към тези две функциин и
вземем пред вид, че 4(а)--а, g(b)=>, както и това, че g'(x)=1 за всяко X,
заключаваме, че съществува точка 5 от интервала (a, δ), 38 която имаме

'@ 70 -- Πία)
1 ὑ --α

Но това не ¢ нищо друго OCBCH равенството, което ни дава теоремата
за крайните нараствания. '

Ще дадем тук и сдно следствие от теоремата на Коши, което ще
използуваме по-нататък.

Следствие. Нека / (х) и g(x) ca две функции, дефинирани и п.-| пъти
диференцуеми в някоя околност D на една точка , като npu това g(x) 0,
#(х)#0,...,8"1(х)+0 при х+а. Да предлположим освен това, че

/(@)= / (а)-/" (a)=+ = fi"(a)=0,

Е (α)-- Е (a)—=g" (a)= - =g (a) =0,

Тогава 3a всяко х om D, различно om a, имаме

ὰ СИЕ)
с) Е(х) εὐ κ
където Е е някаква точка. намираща се междуаи χ.

Накстина, като вземем пред вил, че Л(а)-#(а)--0, и като приложим
теоремата на Коши, ше получим

. - [&)
g(x) κ(χ) -- κ ( g’

хъдето Е, е точка, лежаща между а и х. По-нататък поради условиетоS(@=g(a)=0 ще имаме

пе) Γάρ L@ χή
εξ ε' (Е1)- κ ὐ 2 (:)



където &2 е подходящо избрана точка, намираща се между точките аи 6, и следоватслно между а и Χ.
' И така чрез двукратно прилагане на теоремата на Коши ;mnymue

Ω Σ
е(х) φ

Τ е+у 8)
, £(x) СЕР+17(5) !

рема 3 от § 18 било поради това, че функцията в знаменателя има rpa-ница нулза, било пък поради това, че функциите, конто разглеждаме,КЛОНЯТ към плюс ἩΠῊ мийус безкрайност.
Първа теорема на Лонитал, Нека функциите f(x) и #(х) ca дефини-рани и диференцуеми в иякол околцност na edna точка а, xamo при това

2(х)#0 при х +а. Нека освен mosa Л(а)-#(а)--0. Ака границата Ита ?:Щ

съществува, то същестаува и границата lim ξ ἔἓ u e usmsaneno pa-
X g

венството

lim '!--{fl-wlim-— ()
ка X)L L€ ()

Hexa cera хе точка, принадлежаща на дадената OKONMOCT на точ-хата а к различна от а. Поради условисто Л(а)--#(а)--0 можем да mumem

() 
{ Γο)- .

5(Χ)ὺ g(x)— g\

Or друга сграна, като приложим теоремата на Коши към интервала,определен OT точките а и х, ще получим

) 
#023 - Г () /
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където Е е някаква точка» намираща се между а Ἡ χ. От равенствата 1). Μ (2) e ясно, че

- Но когато x клони към 4, точката Е също ше клони към а. Ето защо,Г0 . "(E) - 703ὅκο lim="'=7 10 ше имаме lim=, / а следователне i lim 2. — йчеааа ε (Х] ! I e р & {ξ} A и .Ι“-ιιὗ'{'ν) IС това Teopemata е доказана.

достатъчно с да са диференцусми при х +а, а в точката а да са само не-прекъснати. Също така с ясно, че доказателството запазва своята силаи в случая, когато функциите /(х) и #() удовлстворянват условията натеоремата само по отношенние на НЯКОЯ Ллява ΜΠῊ пък дясна околност наточкалта a. В такъв случай границите, 33 ΚΟΗ͂ΤΟ CC TOBOPH B Tcopemara,трябва да бъдат BICTH при 1. клонящо към а отлява, съответно отдясно.Ние си служим с първата TeopeMa на Лопитал за намиране гранни-
цата ΜῈ частното на две функини в случанте, при ΚΟΗΤῸ не можем да
приложним теорсма 3 от # IS, тъй Κατο функиията g(x), която ев знамсе-нателя, клони към нула при X, клоняща към а (тава следва от условието£(@)=0 и от непрекъснатостга на g(x) в точката а), Числителят f(x)ΚΛΟΒῊ също към нула. Ето защо условно казвамс, че първата теорема

0на Лопитал се отнаси no нсопределсни изрази от вида - -
B'mpam Teopema на Лопитал пък се озтнася до несопределени изрази

ΟΥ вила Ξ - Нейното доказателство ς вече по-сложно.

Втора теорема на Лопвитал, Пека функцуиите f(x) и #(х) ca дефини-рани и диференцуеми поне при X #а в някоя околност па точката а и некапри х+а имаме #(х)#0. ИНека освен това lim Лх)--Ит #(х)-- + во (гова
# ч р Хе

означава, че всяка OT границите ш / (х) и Н g(x) маже да бъле било со,
« #4 Д чеа

било —o0). Axo същестаува границата lim {:—(-:fl
ж..ай (1)

Huyama ш%; и тези две cpawuyu са равни помежду си, т. ὁ,Же .

lim £ рщ Χ .
ка В 3 ς К (Χ)

„то същестаува и zpa-

Доказателство. Нека

3 т (%) _е т ра) 7
Ще разгледаме най -напред случая
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късно (и което ще зависи от избраното в). Съшществува такова положи-телно число §,, че 38 а<х<а46, да имаме

а н / ,(в".

Ако фиксираме точка X,, удавлетво
за всяко Χ, взето тъй, че a<x<X,,

теорема на крайните нараствания

еа o |

g(x) —g(x) 2 (

ряваща неравенствата а<х; --α- δ,»

ще имаме въз основа на обобщената

хжъдето ξ ¢ точка, лежаща между х К Х H 33 която ::лвдш;атслно същотака 
|

Ἢ re , '

ξ (χ)

ἨΠΗ

. -
& Σ χ͵( Ο Σ х

Тъй като lim /(х)- т #(х)- + oo, вторият множител в дясната страна: Е ἐξ -α |

, когато (при фниксирано x,) х
кова 6 >0 (можем естеставено да

. 
1 E{x,}

“() _ ε'
( τ L[S

749
. Torasa, като преработим равенството (6) н вземем пред вид (5) и (7),получаваме 

.
ι - E{x,)

Γ |уе TM _ПЕ ”— (:'(m ”")1 7!
ТЕ

/ " [(Хд)) 1~ #04)

@ _ - #03 | gx )L ,ἔιι’τθ 1] T [T | Σ - ἰ κεὰ eyt e
J (x) £ (x)

АкКо cera приемем, че &’ удовястворява неравенствата 0<e’< 1l и 5'«:.:'1 7 г 33
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{x0€TO очевидно ¢ възможно, тъй като MO този начин £’ се определя B
г 33BHCHMOCT единствено OT €), ше получим
Π

AL εἰ700 l,c:.e (2+Щ)«< Ее

при a<x<a-+4. Това означава, че lim ; ξ'ξ’: , По подобен начин се
Х--ей, πῷ

Γι(αὶ
вижда, чен {Ππ| - -ὶ͵ с което равенството (1) е установено и теоре-

Ж ай Ν :-τ:ιἳ x)
змата с доказана.

От самото доказателство е ясно, че тсоремата с вярна и когато ней-
HHTE условия са изпълнени само по отношение на някоя лява HTH пък

дясна околност на точката g, а в заключението става дума за ВЛЙО-

странна (при X клонящо отляво, съответно OTAACHO към а) граница.
Като следствие от изложените две теорсми на Лопитал могат да

се получат още две, конто HHE ще наречем трета K четвърта Теорема на
Лопитал. При тях става дума за граници на функции при X, клонящо към
безкрайност илни към минус безкрайност, T. с, фигуративно казано, τοῦ-
хата а е заменена с безкрайността. Едната от тези теореми се отнася

0
A0 неопределени изрази OT вида ΠΗ а другата -- J0 неопределени изрази

o

ot mm;'

Tpera теоремя ня Лопитал. Hexa функцияте /(х) и R(X) ca дефипни-3

рани и диференцусми в някой интервал om вида (р. со), като Я(х)+0 u
Ε ΧἸῈ в този интервал, и nexa

(8) . Пе f(x)=limg(x)=0. !
Ж ὰ ὰ Ж чек ὰ

Тогава, ако същестаува 2panuyama him ; ἷ; : MO ще съществува и 2pa-
„ «е Ὶ

f (x)
Huyama lim га " ще бъде изпълнено равенствато

Ж ечж ау :

- } τ .

Ξ'Ξ.ε(-τ) _,lf.,.r,n. еа)
Четвърта теорсма на Лопитал. Нека функциите f(x) и 2() ca де-

финирани и диференцуеми « някай интервал om вида (P, со), като ΡΗ
това g(x)+0 и 2°(x)+0 в този интервал. Нека освен товга

Вт /(х)- т g (x)— + oo,

„ 7 ) .Axo съществува границата lim τ MO ще съществува и границата

tim :--З и тези дае граници са равни помежду εὰ т. е.
X
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Нека покажем папример как третата теорема се получава просто с

помощта на пързата теорема на Лопитал. Да предположим,че 1 ΞΞ-:Ι.
A )

ITomarame xz—f— и разглеждаме функциите #Е(г) и G(f), дефинирани така -

Ἑ(ι)--](-:-)π c;(:)=g( }) при 1:0; F(0)=G(0)=0. Тъй като при ¢, кло-

нящо към нула отдясно, Ξ- клони към 00, поради условисто (8) ше имаме
lim F(t)=0=F(0) и lim G(r)=0=G(0). Това означава, че функцинте F(t)
=0, 1>0 Γυνῇ, 10

B G(r) ca непрекъснати в точката (. От друга crpana, при 40 имаме

, o f 1 1 ¢ εἐ{ 1FO= () (—2) я ¢ 0=¢ [}-[-π|

поради косто

Torusa въз основа на първата теорема на Лапитал ще имаме
. Fin
Im - ὐ Ho

г..й, ::.-оа"]

С това теоремата с доказани,
Аналогично с помощта на итората теорема на Лопитал се -доказва

четвъртата теорема на Лопитал.

Третата и четяъртата теорема на Лопитая остават, разбира се,
верни, ако условията им са изпълнени в HAKOH интервал от вида (—oo, р)
и ако навсякъде в лях границите се вземат при X, клонящо към —o00.

Пример 1. Да потърсим границата Ἱἰιπ-ΞΞιΞ . Можем да прило-
хе

жим първата TeopeMa на Лопитал:

1
. 

2

lim ех щ Р
х-й х x-»{} 1

Пример2. Да намерим границата lim tgxIn x. 'flpenmnmc про-
хе«й, х >й

Inxизведението 15 Х п х във вида еТЕ ¥ прилагаме втората теорема на

, Лопитал. Получавамс
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1

lim |а х = lim X Е а -- Бщ sinxsinx -0

хей, х>р 088 Х ;9 χ - ξ χ-τῦ, x>0 « x=0, x>0 X "
510" <

e #

Пример 3. Да намерим гранипата hm—- Прилагаме:
Звшшх

третата теорема на Лопиятал и получаваме

- Ν - . 2

hm - £ =lim tlx ш :,х
Е НН Xty - -τὰῶν σο

2 arcigx 14 ?

след което прилагаме два пъти четвъртата теорема на Лопитал. Имаме

l+.l’ z.l: Ζ

Ε еее Хее τ

Когато две функции f(x) н g(x) клонят към безкрайност (при х,

клонящЩо KbM някоя точка 4, ἩΠῊ пък ΠΡῊ X, клонящо към 00 ἨΠῊ --ω}

TRXHOTO частно Щ може да HMI различно поведение — да притежава
& (x)

или да не притежава граница. Най-сетне caMOTO TO може да клони KbM

безкрайност. Това ни лава основание ла сравняваме тези две функцини

по отношение на „скоростта“, с която всяка една от тях клони към без-

крайност. По-точно даваме следната дефининция (ше я изкажем за CITY-

чая х-.со, очевидно с как трябва да се изкаже тя в случая х-+а или

X-+—00):

” Дефиниция. Ако за deeme функции /(х) и g(x) имаме lim f(x)=lim g(x)
Ж чк Ъ K e ῶ

=00, ще казваме, че f(x) клони no-Gsp to към безкрайност om g(x),

ако за MAXHOMO частно имаме

llm L _
жщ #13

Както знаем от § 19 (примери 8, 9 и 10), за функциите log, x (къдета-

a>1), « (където a>0) и а“ (къдего a>1) имаме

limlog, х - 60, limx?— oo, lima*=o0,
ἄ ] Е чка еак жу

Ще покажем сега, че при χ τροο най-бавно клони към безкрайност пър-
вата от тези три функеции, а най-бързо — третата., Наистина, като из-

ползуваме четвъртата теорема на Лопитал, ще получим

:-нп Цхд- п.па.:-н- х

1

х

Оттук следва, че
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P <

Бе Е Ύ Ἔ Ἕ ῪὟ

=

ke Io’lx

И така функуията x* (където a>0) клони по-бързо към безкрайност
om функцуията log, х (където a>1). "

Да сравним сега функцията X% с функцията а“ (Бъдето a>1). Ако
положим а ==7, то ще имаме x=log,z. При това ясно €, че при х-со ще
EMaMe 2-.оо, Ето защо, като използуваме получения вече резултат, ще
жмаме '

: \a

а“ Σ 2“ )Ξἱ.ἶἷἷ .ΞΞ (log, )® :ΕΞ (!ов.: P
Ὁ това е показано, че функуията αὐ (при a>1) клони по-бързо към без-
крайност от функуията x* (при a>>0).

Упражнения. Намерете границите:

χ. sinx х μ χ--
L Е„Т, Inx 2. li__“}, 3 3 Ξ.Ἠ silx --α

XV 4 xex - ак + 2e*

Ε (.: - 12 x'-ahl_;r:-l (x )
6. lim x*. (Упътване; Предпарително логаритмувайте.)
х.й, x:20 ι

гу ш
7. lim {Ππ---}Ἱ. 8. щъ Σ 9. limx”*ἀτπτῷ,͵ κ ( « ) ;t'-jfi'.f:-fl ] "

“ 
1 ΒΝ 2. lim (1 + 'Ξτ) | 1. lim ...

A Хее — ς
" 5 аге 15 х

мщ (= ). 13. щъ (= йx-.l(’»fl{ 1’"’) ) .:T-(n mtcx)
1 1

"Отговори : 1.3, 2, --е 3, —2. 4 ——- 5. 0. 6.1. 7. . 8. 1. 9. .6 6

2

10. 1. 1.0 12.° ; 3.0 ἢ

§ 36. Формула на Тейлор

Нека вземем един полином от п-та степен

(1) S(x)=a,x"+a,_;a" Vg a, х +а,.. |
Ако дДиференцираме равенството (1) п пъти, ще получим последова-
телно
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Л (X)=na,x"t+(r-1)a, 1734е 42а,х+1.а

7 (xX)=n(n-1)a,x"*+(a~1)n-2)a,_ X +--+2.1.a,,
2 ЧЧ e e e e e e s e e e ΞΕΕ e e e e

7.5 (x)=na(@m-1)...3.2.a,x+(r—=1)(r—2)...2.1.q,_,,

lrom=n@-1...3.2.1.a,

Като заместим в равснствата (1) # (2) хе 0, ще получим

/(0)--а, /"(0)- 11 а /” (0)-21а;,..., [*D©O)=(r—a,,,
, { Ἃ0) - тТ1а,.

Виждаме, че косфициентяте на полинома /(х) се изразяват чрез.
стойностите на /(х) и на неговите производни в точката 0. Тогава ра-
венството (1) може да бъде записано и по следния начин:

1

"!

Ние можем ла обобщим тази формула. като приемем произволна.
точка а да играе ролята на гочката 0. За целта да положим х--а-А

н Л(а-нЯ)- ф(Яя). Функинята

@) mafa+hY+a, (@i == . -а(а-А)+ав
€ очевидно полином OT п-га CTCNCH HA променливата A и следователно.

съгласно формула (3) ше имаме

(4) φ()--φ(): ὴ - T py р κ

От пруга страна,

φίλ)- / (а 1 Я), ф (Я) / (а-+#), @ (2)-/" (а+),...,

ф“ (h)— /"Ч(а i h)

M следователно

Ф(0)- /(а), Ф (0)- / (а), Ф” (0)- / (а),.... ¢TM(0)=["(a).

Тогава рапенството (4) се написва така:

(5) Па+А-Дач L@y @ 0@,
ι 2} π'

MM, косто е BCe едноа, така:

(6 f(x)- f(fl)*i-c](‘:l (x—a)- f; ТЗ (х- а - - + [Е;:-(в)(х- ау.

Равсиствота (5), както и равносилното на него разенсгво (6), се
нарича формула ὰ Тейлор. Hurepecno e, че тази формула

може да бъде видонизменена MO такъв начин, че да запази своята сила

ие само 33 полиноми, но и за твърде шнирока категория OT функции.
"По-точно ще видим, че дясната страна на формулата на Тейлор моеже да
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"Бъде допълнена с още едно събираемо, наподобяващо по своя вид OCTa-
налите, и то така, че новото равенство да бъде валидно за всяка функ-

ция, диференцуема п--1 пъти в някоя околност на дадена точка а. На-

жмстина в сила е СЩЕДЕЗТЕ -

Теорема на Тейлор. Да предположим, че функцията f(x) притежава

първа, втора и m. н. 00 (п-- 1)-ва произвадна в някая околност (α---ὃ, а-+-5)

„на една точка а (тази околност може в частност да съвпада с уялата

„реална права). ἄκο х е една точка om татзи OKOAHGCM, MO валидно € ра-

венството

с) ло-даЕ ке ааа Ф gy,

xsdemo Е e точка, намираща се между a u χ.

Доказателство. Да си образуваме функцията

φ()--"ο)--,)--Ζ 9

Жато днфсрснцнраме получаваме последователно

е (.)--.7, ́ α7-- " (ὦ-- “( ’(κ-σ) -ξξ-(ἷἷ-(:-π"',

н (x)—'j”(\.)—f“ (fl)— " (fl) (x—fl)— (:(Ч (;))! (x_a)l-l

9 (x) =1 )Ό (a).

Ясно e тогава, че

Ф(а)- ф ()-- φ ́ (а)--..--ф”Ца)-0.

Да разгледиме също и функцията Ψ (x)=(x—a)"" ' За нея имаме

y'()=(n+1) (х--а/, у "(х)<(я-+- и(х--а)”72,...,

щ (х)--(а+1)(х--а).

Cnenosarcmio

ψ (α)-- ψ' (a)=vw' (α)-- "-- Ξεψί" (α)τ-0.

Като приложим към функцикте ф(х) н ν (x) следствието от теоремата

на Коши, което доказахме в края на 5 34, ще заключим, че съществува

точка Е, намираща се между а и X, 31 която имаме

ОИЕ (С

у () ПТ () ͵
нли

- o)=Yy v
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Като вземем пред вид, че φίκ (x)=f"+11(x) и у (x)=(n41)!,

лолучаваме

χῶ-Ζ)- 33 6 -αὐ--.. РА ауе П ау

мли най-сетне

) 76)Ξ5} (“Η“!Η(Ι 4).}.-- -ἰ-’υηπ)(π-π)"ἰ“ΐΐι()ξξ e - - α" .

Равснството (7) се нарича обща формула на Тейлор (за

„ разлика от формулата на Тейлор за полиноми). Последното събнрввсип

” в дясната страна .

o490
аъу E—aTM!

<е нарича остатъчен член.

Ясно е, че формулата на Тейлор за полиноми се явява частен случай

ot obmara формула на Тейлор. Наистина, axo f(x) е полином от тп-та

«<тепен, то /“"” "(х)--0 за всяко X, така че остатъчният член ще изчезне.
+

Формулата на Тейлор чесго се записва и другояче. Ако положим

Xx=a+h н B=§:—2’ . ще имаме E=a+0h, като.при това е ясна, че 0 ще

удовлетворява неравенствата 0-<0-<|. Получаваме равенството

Г (п) Ο а) . ЛИ(а + 88)
@) S@a+hy=/f(@)+—=7h+-- AT Й +—wF Bl il

жосто, разбира ce, също носи имсто формула на Тейлор.

B случая, когато a=0, формулата на Тейлор πρηποῦμικε вкда

. а .+1/0 А+

/а)е Д(0)+/0) хуе + е т κτ
м сс варича формула на Ма:лорсн.

Формулата на Тейлор кграс важна роля Β анализа. Така например

HET mC я използуваме при деказателството на теоремите ог следващите

ὰ параграфа. Освен това Тя служи, както ще видим по-нататък, 34

основа на понятието Тейларов ред на функция.

8 37. Достатъчни услория 33 локален екстремум

Виляхме, че axo една функция, дефинирана в някой интервал, е ди-

ференцуема в далена вътрешна точка от този интсрвал, TO анулирането
Ha нейната първа произволна е необходимо условие, 38 да притсжава

ТЯя локален екстремум B тази точка. Toma условие обаче, както се убе-

Дихме, не е достатъчно. Ссга ще дладем достатъчно условие 38 съществу»
ване на докален екстремум:
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Теорема 1. Нека функцуията f(x) е дефинирана в един интервал и|
пека Χο е бътрешна mouxa om тази интервал. Да предположим, че f(x)
притежава първа и втора производна в някоя околност на X, и че emopama
производна /”" (х) е нвпрекъсната в точката xo. Axo /(х.)--0, а /"(х.)+# 0.
то функцията f(x) притежава локален ейстремум в -тази точка, който
при това е максимум, когато / (хо)<0, и минимум, xozamo / (хо)>0.

Доказателство. Да приложим към функцията f(x) форму-
лата на Тейлор за Точката ху като запишем остатъчния член с помощта.
на втората пронзводна на функцията. Ще нмаме

а Ло)е/ () κ- ς Ζ9 α- ο
където Е е някаква точка, намираща се между xo и χ. Поради условието
/Г(хо)--0 ще получим  ́

@) I ==L =y

Имахме mo условие f''(x,)#0. Да разгледаме случая, xorato /"(х.)>0:
Тъй като функцията / (х) с по условие непрекъсната в точката X, тя 16 "
остава положителна в някоя околност (ха-ф8, хо-+4) на тази точка. Ако

сме взели X от тазя околност, то § като точка, намираща сс между хо

н X, също ще принадлежи на тази нитервал. Тогава ще имаме /"(Е)>0
м равенството (2) показва, че за всяко х OT «ннтервала (ха-8, x,+8) е
изпълнено неравенството  ̓

' S 7)χὼ.
„Това означава, че функцията /(х) има локален минимум в точката X,

В случая, когато / (хо)<(, като разсъждаваме по същия начин, ше
стигнем до заключение, че /(х) има локален максимум в хо.

Тизи теорема не може да ни помогис, ако 33 някоя функция f(x)
имаме /(хо)</(хо)-О0. Ето защо ше приведем и следната

Теорема 2. Нека функуията /(х) « дефинирана в coun интервал ш
npumexcasa първа, smopa и трета произвойна в нлкоя OKOAHOLM на евдна

вътрешна точка Ху като при това третата й производна { Π (x) e не-

прекъсната в Xo. Ако (хъ)--/"(хо)-0, а 7 (ха)#0, mo / (х) не припежава
локален екстремум а тачката хф.

Доказателство. Ще използуваме пак формулата на Тейлор.
Имаме

Пю л)е α х) e+ С (e,

където Е е точка, лежаща между X, M Χ.

Тъй като /(х.)-/" (ха)--0, получавамсе

(3) σω)--τοῦς-- : Ὁ α- χ
Знаем, че / "(х): О0. Нека разгледаме случая, когато / (х.)->0 (случаят,
когато { (хо)<0, се разглежда по същия начин). Като разсъждавамс,

както в теорема |, се убеждаваме, че съществува такава околнаст
(xo—8, X4+ 6) на точката X, че когато х принадлежи на тази околност,
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e e ¥

да имаме /”(Е)>0. Да разгледаме cera равенството (3). Когато х при-
надлежи на интервала (ха-6, хо+6), но е по-малко OT X, ще имаме
Ло«</(ха). Korato пък x, оставайки в същия ннтервал, е по-голямо

OT хь изпълнено е обратното неравенство /(х)7>/(х.). Това показва, че

функцията / (х) няма нито максимум, нито минимум в точката X,

Като разгледаме внимателно доказателствата на теоремите 1 и 2,

става ясно, че разсъждавайки по посочения начин, можем да установим

следната обща “

Теорема 3. Нека функуията /(х)е дефинирана в един интервал и

притежава първа, втора и т.н. 00 п-та производна, включителна в някоя
околност на една точка X, вътрешна за дадения интервал. Нека освен

това / "(х) е непрекъсната « χο Да-предположим, че «

Г (x)=S"" (xg)=---= 7! (х)-- 0

и че Γ (х.)#0,. .Тогава:

ако п е четно, то функуията /(х) има локален екстремум в точ-

ката x, кайто е максимум, когата /"Чхо)<0, и минимум, когато

Λ ὼ50;
ако пе нечетно, то функуията / (х) няма докален екстремум в точ-

ката Χο. '

Пример. Да се намерят всички локални екстремуми на функция-
та f(x)=sin? х, Имаме /(х)--3 sin? х cos x. Тъй като sin x=0 при x=mx

(m=0, +1, +2,...) н со5 x=0 при x=(21+1) 5 (1е0, +1, +2,:..),

то точките, в които /(х) става нула, са всички точки от вида x-k-;i

(k=0, i1, £2,..)). Ho f"(x)=6 sin xcos® x—3 sin® χ ὶ лесно се npo-

m.wc,f"(k ;)mfl за четни стойности на k uf"(k %)фо 32 HeweT~

Ἷ

ни стойности на k. Пря това / “(k ;)a——l когато К Hma вида k=4s+1,

и f“(k -;.)ъ-з 38 стойности на Х от вида k=4s-+3. Най-сетне / (х)-а

=6 cos® х--21 45 х созх и f’”(k ζ)φο при четни К. Всичко това ни

дава основание да направим следното заключение: функцията f(Xx)=

=sm-‘x HMA локални CECTPEMYMH само D точките OT вида

-

хе(264+1) . (k=0, +1, +2,...

м тези екстремуми са максимуми при k=0, +2, ... и минимуми при

k=+1, -3,... Всички максимуми €3 равни на |, всички минимуми
са равни на --1.

Нека забележим обаче, че намнрането на локалните екстремуми на.

„ една функция може ла бъде извършено и без помощта на теоремите, из-
ложени в този параграф. Достатъчно e, когато е дадена някоя функция



2. [()-.2 χ. χ )] 2. [(Ξιείη 33—; sin χ.

вътрешна точ-ка Xo OT своята дефинициоенна област, нейната графика притсжава до-
казваме, че f(x) е изпъкналаA3 намерим такава околност (хъ--6, χ, Ἱ δ)

.

вал, лежи под допирателната в P, Най-сетне, ако Л(х) не e ните из-пъкнала, нито вдлъбната, ще казваме, че тя има"инфлексия в точ-хата ху Самата точка Py ще наричаме в TOM случай инфлексн аточка на графиката на J(x) !
На черт, 21 ¢ показан

нала в точката x|, вднъби
Във връзка с въведените MOHATHA ще докажем две теореми:Теорема 1. Нека функцуаиялта f(x), дефинирана в един интервал, едиференцуема два пъти « някоя околност на една вътрешщна точка x,от този интервал и нека S (%) е пнепрекъсната в x,. Axo /" (ха)>0, mo

Л() е изпъкинала, а ако Г (x)<0, тя е адлъбната & таочката Χρ.Доказателство. Нека /(хъ)->-0. Тъй като

S(x). Тази ордината ние можем да изразим чрез формулата на Тейлорпо следния начин:

а) 76) И ж+ Φ ο χ
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лед

o

Ho f*'(£)>0, следователно S(x)>y,
по-високо ΟἹ точката T, Тъй като P

o) <0, се разглежда аналогично. В тозн случай
че /(х) e вдлъбната в точкатаXo



” Teopema 2. Нека функуията f(x).e дефинирана в един интервал и е
"диференцуема три пъти в една околност на вътрешната за този
вал точка х.. Нека освен това f''‘(x) e непрекъсната в х.. Axo / (х.)--0,
а / (хо)#0, то Pynxyunma / (Х) има инфляексия в точката X,

Доказателство. По условие имаме / "(хо)#+0. Да разгледаме

случая, когато /" (х.)->0. (Случаят, xorato / (х.)<0, се третира по съ-
щия начин.) Поради непрекъснатостта на / (х) Β точката x, ще съще-

ствува интервал (ху--6, X+ 5), PbB всички точки на κοῆτο Г”(х) е по-
ложителна. Ако фега вземем едно х OT този ивтервал, то на него ще

отговаря една точка Р от графиката на функцията, чиято ордината /(+х)
можем да изразим посредством формулата на Тейлор така:

() S =S )+ 3+ ау + LR х Ὁ»
. Tyx Е e число, намиращо се между Xo и X и следователно принадлежащо
съще така на интервала (ху-6, ха+6). На х отговаря една точка T от

допирателната !, прекарана към rpaduxata в точката ῥιίχς. /(«хо)).

Ординатата на точката Т, пресметната от уравнението на допирателна-

T3, ще бъде ”

(4) :  ̓ Ξ Ἐ Π (хо хе)

Като вземем пред вид, че /"(хо)--0, и извадим почленно равенствата
(3) 5 (4), ще получим

S0 —y=L58 ()
. % 

У

Първият множител от дясната страна на тава равенство 7@,
31

постоянно положителен, докато вторият (х--х)? си мени знака в за-

BHCHMOCT OT това, дали имаме х>ха, ΜΠῊ X<X, Това показва, че точ-

ката Р ще се намира над допирателната !, когато х се намира вдясно
OT ху W NOJ нея, когато X € наляво OT ху Следователно фунхцията /(х)
мма кнфлексия в точката X4 „

§ 39. Изследване на функции

Теоремите, с ΚΟΉΤΟ се запознахме в тази глава, ни предоставят
удобни средства за работа, когато искаме да изследваме особеностите
на дадена функция /(х), чиято дефиниционна област е един интервал
HITH се състои OT няколко интервала. Прц TORA ΗΗ считаме, че познаваме

тези особености, когато сме определили подинтервалите от дефини-
ционната област на функцията /(х), в които тя е монотонна, когато сме
намерили нейните локални екстремуми, когато сме изследвали къле
тя € изпъкнала, къде ¢ вдлъбната, в кон точки ΗΜΑ инфлексия и пр. Ва-

жен момент от изследването на дадена функция /(х) представлява също

определянето на нейното поведение при X—00 или при х-.--со (B слу-
чай че тя е дефинирана в безкраен интервал),

Във връзка с последния въпрос се въвежда следното понятие:
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Казвамг, че правата с уравнение

(1) y=kx+1

e acumMnmoma Ka графиката на функцията / (Хх) npu х-+со, ако

. (2) lim [f (x)—(kx+1)]=0.

Аналогично npasama с уривнение (1) е acusamoma на графиката na /(х)
при х---0о, ако

() ит [ f()—(kx+D]=0.
Bl

Геометрически равенствата (2) и (3) са равносилнк с HIHCKBANCTO pad-

стоянието ΓῸ (черг. 23) между eama подлвижна точка Р с абсциса х от

графиката на функцията /(х) и точката @ със същата абециса от правата

с уравнение (1) да клони към нула при X—00 (респективио при X—+—00).
Сцпециално, когато уравнението (1) има вида

Г;,.

Τ. е. когато празата, която то представя, с успоредна на оста Ох, го-

варим за хоризонтална асимптота. В този случай условисто (2) или (3)

се свежла до изискването ла същесгвува границата lim /(х), респсктивно
ч ж3

границала lim f(x).

Графиката на една функиия /(х) MOKE да притежава н вергикална

асимитота, Τ. е. да има за асихмптота права, успоредна. на оста Oy, с ypis-

нение ΟἹ вила

X=m,

Това се случва, когато f(x) клони KbM со ἩΠῊ KbM --00 ΠΡῊ X, KTOHALIO
отдясно или пък отляво XbM точката Хху-т. Геомсетрически ситуацията

в случая сс изразява B следното: когато абсцисата х на една подвижна
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калната асимитота клони, разбира фс, към нула (черт. 24), тъй като
това "разстояние е PABIO на |х--х.)|. , .

След тези предварителни белсжки нека видим с няколко примера
как практически се извършва изследването на функциинте.

L Функцията р--х“. Дефицниционната й област ¢ (—oo, οο). Имаме
y'=2x. Тъй като у -Ὁ при х<0 к у >>0 при x>0, то функцията у с строго
намаляваща н интервапла (—oo, ()) к строго растяща s интервала (0, οο).
В точката xo=0 тя достига своята минимална стойност- y(0)=0. Освен
това имаме y'(0)—0, следователно оста Ox се явяна допирателна към
графиката на функцията в точката (0, 0). По-нататък виждаме, че y'=2
Тъй като у” >0 35 всяко X, TO функцията у € изпъкнала в цялата CH де-
финиционна област. Най-сетне имаме lim y—lim y-oo. Графиката BA

& i ΥΤ ]

тази функция с показана“ Η черт. 25, При ucpranero Ha Tam: графика
взсмаме пред вид, че функцията у--х?2 е четна, т. с, удовлетворява усло-
вието у(--х)-- γίχ). Това показва, че графиката й с симетрична относно
оста Оу. -

+

“ Графиките, дадени на чертежите OT този параграф, са построени така, че да
Се ВидЯТ по-характерните особености на рязглежданите функини, без да са положеня
спецнални грижи TCIH графики ла бълат точни, Последното чисто техническо нз-
искванве за точност читатсляг сам би могъл AR осъществи, като изчисли координатяте
на достатъчно голям брой точки OT съотиетиите графики. (Нека обървем внимаяние .
OCBCH това, че 13 удобство в някои OT чертежите, като например черт, 9, 10, 38, 42, са
ἘΊΣΤΗ различни мащаби върху осите Ох и Оу.)
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. 3abesemrxa. Графиката на функипията y=x2 ¢ парабола. Свойствата
на тази крива — една Τ Τ. нар. криви ΟἹ втора степен, се изучават B

аналитичната геометрия.

2. Функцията у--х? “ Дефининнионната й област с интервалът

(--со, со). Имаме y'=3x2 От неравенството у 20, изпълнсно 38 всяко X
слелва, че функцията у е растяща в пелия свой дефиниционси интервал:
Освен това у --бх, Тъй че у<0 при x<<0 и у” =0 при x>0, т. е. функ”
цията е вллъбната в интервала (—oo, 0) и изпъкнала в интернвала (0, со).

При x=0 имаме у(0)--0, у (0)--0, »"(0)=0. Следователно rpaduxara на

функипията минава през точката (0, 0), има в тази точка за своя допира-

телна оста Ох и притежава инфлексия в същата точка, тъй като γ ́ " (0).-Ξ

=640. Графиката е симетрична спрямо началото на коорлдинатната си-

стема, тъй като функшпията у-х? е нечетна, T. с. удовлетворява равен-

ството y{—x)=—y(x). Най-сетне имаме lim у--оо, lim у---оо, Графи-
Е e G ΕΞ Ὶ

ката с показана на черт. 26.

3. Функцията ‘yz „х. Дефиниционната й obaact e [0, оо) При
“ “ # Ι # #.“

x>0 имаме у -- v у =——, < " Τή като у >0 и у”"<0О, то фувнкция-
2Vx 45

та уе cTporo растяща и вдлъбната. Имаме γ(0)--, Когато х клони към 0

отдясно, ¥’ клони към со, което показва, че когато сс приближаваме
по графиката към точката (0, 0), допирателната сключва с оста Ох ъгъл

κ
τ'

на черт. 27. Тя представлява част от една парабола -- параболата с

уравнение р --«х. която € съставена от графиките на функцниите y= x

Ἡ y=—y X

4. Функцията y=—sin χ. Дефиниционната й обласг ς (—oo, οο).

Тъй като GYHXUHATA € периодична с период, равен на 2π, достатъчно в

да я изследваме например в интервала [0, 2π|. Имаме у”-со5 х, ”” -

=-—sin χ. Като вземем пред вид изменението на знеците на производните

¥ γ' (т. е. като изследваме кога всяка ΟἹ TAX е положителна и кога

отрицателна), заключавамс., че функинята у ¢ растяша в интервала [0. ;l ,

се по-близък до Най-сетне имаме im у--оо. Графиката с показана,
Д ч. а

1намаляваща в интервала l*—l- " - Η OTHOBO растяша B интервала ΙΞ;- . 2П| .

вдлъбната с в интервала (0, я) Η изпъкнала в интервала (я, 2π). В точ-
κ Уя

ката х=-1- функп;ията ἘΜῈ локален MAKCHMYM, B точката .т=-2- - Д

кален Мминимум, в точките X=0, х-я н x=2n тя има инфлексия. (Пао-

следното твърденис проверете, като NPECMCTHCTE стойностите на у”

к ¥ ᾷ л1ези точкн.) Стойностите на производната 110)- Г и у(ж)----1
показват, че допирателна към графиката в точката (0, ()) е правата с ypas-

ненне y—Xx, а B точката (х, ())-- правата ¢ уравнение y——x π. Гра-

Фиката е показана на черт. 28. Тя се нарича, както е известно, Ο ΗΗ у-
CoMaa. '

Изследването на функпията со5 х не представлява нещо ново, тъй
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като OT равенството со5 X=Sin (x-q-;-) е ясно, че нейната графика e съ-

щата синусоида, отместена спрямо оста Оу на разстояние, равно на ..,.;_.

Графиката на функцията со5 X е показана Ha черт. 29.

5, Функцията y=tg χ. Дефиниционната област е съставена от

всички отворени интервали от вида ( ;--}-Ι:π. .;,. + (k+ Ι}π) „ къдста k

взема вснчки цели стойности. Тъй като функцията е периодична с πὸ-

рикод %, то достатъчно е да я изследваме B кой да ¢ интерзал от гор-

Ἀ

ἨΜΗ͂ вил, например B интервала {--Ξ-. -Ξ-) . Имаме y'= c;s,;, уе

sin x π κ=2 τοςτῖς . Функцията у с растяща в интервала (“'““ἵ . --) вдлъбната е в
Н

иктервала (--Ξ'-. D) и изпъкнала B интервала (0 д) В точката (0, () тя

uma инфлексия. Допирателната в тази точка е правата с уравнение

y=x. Освен това знаем, че lim g \-__. —oo, lim tg х--оо. Следователно
« я а

д*щ-.:::р-ч- Буе ЗА Ч Е а

2 2 2 2

графиката има вертикални асимпТати — както при точката χ - - Ἐ така

«“

м при точката х--у (а следователно и изобщо при всички точки OF

<“ +) Г ( чна Yor ”вида х-- +Кп), рафикала е симетрична! относно началото на копр-

динатната система, тъй като функцията tz хе иечетна. Тази графика e

показана на черт. 30.

Изследването na ф; вкцията COIE х не вьш.ржа ΗΟΒΗ MOMCHTH, тъй

като cotg хот- ( ἰ -2-). Графиката на функцията сощ х е показана

на черт. 3].

6. Функцията y=arc sin Χ, Дсф:шшшошшта й област е |--1, 1]-

При -1<х<| имаме y'= \’.: =) {l-;; — . Функциягта е растяща.
-х

Тя е вдлъбната B интеравала (—I, 0) и изпъкната 8 ичггазата (0, 1)
В точката (0, (0) графиката й има 30 дапирагелна правата с уразнение

y=x. Функцията агс sin х ¢ нечетна, следанвателно нгйната график«а е
симетрична относно началото на координатната система. Тази графика
с показана 8 черт. 32.

Разбира cc, изследванего на функцията агс sin х би могло да сг H3-

върши и другояче -- CAMO въз основа на факта, че тя е обратна на фулк-

цията 5щ X.

Изследването на функцията агс соб х се извършва по подобгя на-

чин. Нейната графика е показана на черт. 33,

7. Функцията y=arc tg χ. Дефиниционната й област е (—oo, се)
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«ФРункцията с нечетна, следователно нейната графика e снмвтрнчнд от-

HOCHO началото на координатната система. Имаме y'= ] γ" Ξ
l+x‘ ,

= — ζἶἷξξἑἦἷ' Функцията е растяща Β интервала (---οὐ, со), изпъкнала е

в интервала (—oo, 0)ъ е ; длъбната в интервала (0, oo). В точката χεθῦ тя

мима инфлексия. Правата : уравнение у--х е дппнратв:ша ньм графн-

ката в точката (0, 0). Освен ToBa имаме lim y= . lim y=— . Cre-
X — Де ,.'ι:-ᾳ:ι

"дователно графнката има две хоризонтални асимптоти — правите с

уравнения y=-~3- Hy= -Ξ- Тази графика е показана на черт. 34. (Из-

CJCNBAHCTO на фунщпята arc tg х би могяо д. бъде направено и само
въз основа на това, че тя ¢ обратна на функцияга 4 x.)

Функцията arc cotg х се изследва по подобен начин. Нейната гра-

фика с показана на черт. 35.

8. Функцията у-е“. Дефиниционната й област е (—oo, oo). Имаме
Ууе у”--е“. Следователно функцията € винаги положителна, растяща

Ἢ изпъкнала. При това имаме lim е“ —0, lim е“ . оо, Следователно гра-
A il ак Н

фиката има сдна хоризонтална асимптота -- оста Ох, към KOATO тя се

приближава при X——oo. Графиката е показана на черт. 36.

9. Функцията г--п χ. Дефиниционната й област e (0, oo). Имаме

γ- : .),» ́--- :, „ Функцнията е растяща и вдлъбиата. Тъй като lim y——o0,
X~ я

графиката има една вертикална асимптота --- оста Оу, Имаме освен

това hm im y=oo. Графиката ¢ показана на черт. 37, (Функцията ¢ обратна

на фуикцннта е.)

ς 10. Функцията ν--' --ἰχ! τῦν--Ἰ}]. Дефиниционната й обласг е

(—o0, 00). Имаме 5ι ́--3τ:.-. δι--9. 1(χ3.-.-7Κκ. - τ П(а-3), »'=

=6{x—1). Като изслелваме знака на у”. заключаваме, че функцията у
е растяша в интервала (—oo, --!1), намаляваща в интервала (—I, 3) и

отново растяща в интервала (3, ос) Ясно e, че ὙΝ ще има локален мак-

CHMYM в точката X, —— и локален минимум в точката хз-3. Като раз-

гледаме пък у”, виждаме, че функцията у ¢ вдлъбната в интервала (—o0, |)

H изпъкнала в интервала (|, co). Точката xy;—1 е инфлексна. Най-сетие

мимаме hm Щ } οο lim у --оо. Графиката е показана на черт, 38.
Е еж се

П. Функцията y= "Н"; Дефиниционната й област ¢ съставена

OT интервалите (—o0. 3) и () , во). Имаме lim y=—oo, lim y=co.
| - — 7 д“-*-:-. x{% x-—“--;l—,x:n iz-

3
„ Следователно правата ς ураанение X==—- € една вертикалиа асимптота

M2 графиката на функцията. От друга страна, имаме lim y=lim ;--—l- .
ае . Хф а
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което показва, че правата с уравнение уш-;- е хоризонтална асимитота.

Па-нататък намираме уг„г%)т, откъдето заключаваме, че функцията у
е намаляваша и в двата интервала на своята дефиниционна област.
. 

" 0 

| ; 3Тъй като имаме у! -- T функцията у ще бъде вдлъбната при X<y

х изпъкнала при х::--;-. Графиката с показана на черт. 39,
Забележка. Графиката на разглежданата Ффункция с хипербола.

Хиперболите са частен случай от т. нар. криви от втора степен. TexunTe
геометрични свойства се изучават в аналитичната геометрия,

12. Функцията у---; 7 Дефиниционната й obnact ¢ (—oo, co).
! , - О -3а+1) (к- 

,Намираме у” = ἰξζ ψὶ}3 ̓: ́-(ἷῖξἠἶ ̓ξἷἴ -—'l-.. Kato wicacasame знака ma у”,
заключаваме, че функцията у € намаляваща ΠΡῊ x<—I, растяша при
-Ἱ χἸ # отново намалявашща при x>>1, И така тя притежава локален
минимум в точката х) ----| и локален максимум в точката x:—1|. По-

к 5e B
: С аеу

цията у с вдлъбната в интерпала (--оо, --.), изпъкнала в интер-
вала (--./3, 0), отново вдлъбната в интервала (0; \'3 ) и отново изпък-
нала в интервала („3, оо). Освен това имаме lim y—lim y—0, следо-

Де i Ж еа

нататък намираме р --6 . Следователно функ-

вателно оста Ох се явява асимптота на графиката при х-»--оо и при
X=+00. Забелязвамс също, че функцията у е нечетна, следователно гра-
фиката и ще бъде симетрична относно началото N2 координатната си-
стема. Тази графика ¢ показана на черт. 40.

13, Функицияла }-:-f;:,} . Дефиниционната й област е съставена
от интервалите (--оо, ()) и (0, co). Имаме lim y=o0, Ищ y=limy=0.

жч А ч s Σ м

И така оста Оу ще бъде вертикална асимптота, а оста Ох -- хоризан-
тална асимитота на графиката на функцията p. По-нататък намираме

- Δ τ 3 
.Y= ἑ, . Като изследваме измененисто на знака на у”, заключа-

ваме, че функцията р е намаляваша в интервала (—oo, --.2), растяща в
интервала (—2, 0) и намаляваща в интернила (0, oo). В точката X, =—2

x+3тя придобива един локамен минимум. Тъй като у”-- τ . То функ-

цията у е вдлъбната при χ --- и изпъкнала при x>>—3. Графиката с
показана на черт. 41.

&

14. Функинята }“:ὡἓ . Д сефиниционинала й област е съста-

вена OT интервалите (—oo, 1), (1, 2) и (2, oco). Имамс

, Ααθίχ - ἄχ -- 'ίἰ)- ΧΞ - χ τ х)
YT G ετ А 3 4 D)
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жъдето X;=3— V3, x:=3+/3. Следователно функцията уе растяща.
ъпри X<Xx;, Т. е. B интервалите (--оо, 1) w (I, x;), намаляваща е при
Xy <X<X3 T. е. в мнтервалите (X, 2) и (2, х:2), и отново растяща при
х>хо, Τ. €. в интервала (X2, со). Тя има локален максимум в точката ж
и локален MHHHMYM в точката хз. Нека обърнем внимание още и на 06-
стоятелството, че y'(0)=0, което показва, че при х--0, T. е. в точката
(0, 0), графиката има за допирателна оста Ох. После памираме у
" 2x(Tx? — 18x + 12)
= -ητὰ -  ̓ Тъй като квадратният полином 7x2—]18x+12 не

се знулира за реални стойности на х и следователно е винаги пола-
„жителен, то заключаваме, че функцията у е вллъбната в интервалите

(--со, 0) я (1, 2) н е изпъкнала в интервалите (0, 1) к (2, оо). Umame
освен това Ншу:ш, lim y=—00, hm ¥——0¢, lim yY=00, СЛЕДОВЯТВ]ШВ-

A, #< - о к--1, 271 x-»d, χ 2 ле) кл

правите с уравнения х--| и x=2 са зсимптоти на графиката на функция-
та у. Имаме също Шп y——o0 Η lim у-оо, Като извършим делението

К ааа Ж . жа

ва полиномите, намиращи се в числителя и в знаменателя на функция-
TR ), получаваме

(4) y=x+34+—-" —

«“

Тъй хато lim ауе уу Σ —0, τὸ равенството (4) ни по-

казва, че правата с уравнение у-х |3 се инняна асимптота на гра-

фиката на функцията у при X——oc И при х-оо. Графниката ¢ показана
на черт. 42.

15. Функциита у-- . Дефиниционната й област ς (—oo, oo)

за.ца i 3

Имаме y'= ";xi‘%_ ἷ;ϊἓ“ „ следователно функцията е pacrania. Hefinara
графика има в точката (0, 0) за допиратселна оста Ох, таъй като y'(0)=0,
Намираме след това

у"-4 Зх- “ 41{ -3-_3/3_}{.:- \ff}
- — 

— р

(x4 1) (x* ¢ 1)?

откъдето заключаваме, че функцията у е изпъкнала в иитервалите

(—oo, — „3) к (0, \:43) и вдлъбната B интервалите (-—--./3. O)n (Jf. 0o),
Имамс lim у-- οο K lim y—oo. След xato извършим делението B израза
z“ ἤδν ) Ж τ

T+ получанаме

( а 2Е .5) - ¥ Л: - l

Тъй xavo lim . e =lim 2x -0, от ' :. . ЕЕ s =0, PaBeHCTBOTO (5) се вижда, че
жее ¥ - } . . 77 1

правата с уравнение y—2v c асиматота на графиката на функцията у.
Да отбележим накрах, че графиката е симетрична относно началото на

: 
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координатната CHCTEMA, тъй като φγιι,κιιπᾗτε }Ὲ нечетна. Тази графика е .
показана на черт. 43. |

16. Функцията у-- . Дефиниционната it област е (—oo, со).
“х+1

Имаме y’=—(§x jfi— Следователно функцията у е намаляваща B интер-

вала (---со, —--;-) и растяща в интервала (—--;-. со). Тя има един локален

- 1 .. il__' +Ix—2MHHHMYM B Тточката X=~= — 5 - ΗΞΙΜΙΙΡΜΙΒ } Ξ — са Ч- 17 -ῤ

ιχι + ”-’t' ¥ д 17 [ . 2 ἘΞ 8

© ъдлъбната в интервала (—oo, х;), изпъкнала в интервала (χ,, Χ
и oOoTHOBO вдлъбната в интервала (Χ}, οο). По-нататък виждамсе,
че lim γ----} и lim y=1. Следователно правите с уравнения у----) и
и ес А чеж

y=1 са две хоризонтални асимптоти на графиката на функпията »--
първата при.х-.--со, а втората при х-.оо. Графиката ¢ показана на
черт. 44, Ἷ

t‘l

17. Функцията у-- τ - "Дефиниционната й област се състои от

ι

интервалите (---οο, 2) и (2, со). Имаме γ'-- (ΞΞ-ἐ, ; следоватселно функ-
цията у е намалявашща при х<:3, 1. ¢. в интервалите (—o0, 2) и (2 ,3)

и растяща при x>-3, T, е. н интернала (3, оо), Намираме y”z‘ifi%}_-_fi:;fl-) .
Тъй като е“ >0 и x*—6x-10:>0 3a всяко х (последното нсравсш::тщ: след-
ва ет това, че квадратният тричлен х“-6х410 не се анулира за реални

значения на X), то знакът на у” зависи само OT знаменателя. Следова-

телно функцията у е вдлъбницта B интервала (---са, 2) и изпъкнала в интер-
вала (2, со). Имаме освен топа П 1-0, lim y=o00, lim y—=—o0, lim уе са.

P p———— Γ а ЪЕ 1 -πΦΔ Ха
И така оста Ox ς хоризонтална асимптота, а правата с уравнение X =2 —
вертикална асимитота на графиката на функцията γ. Графиката е пока-
зана на черт. 45,

18. Функцията р--х-- sin х. Дефиниционната й obnacr ¢ (--οὦ, со).
Имаме y'=1 | cos х. Тъй като ! > 0 за всяко х. то функцията у ¢ растяща
При това у (х)--0 при x=(2k+)n (k—0, Ἐ, +2,...). В съответните
точки графиката ше притежава допирателии, успоредни на оста χ.
По-нататък имаме y''=—sin χ. Функцията у ще бъде изпъкнала във
всички интервали от вида ((2А--1)я, 2ΚπῈ и вдлъбната във всички интер-
вали OT вида (2km, (2k-+1)x), където k=0, -1, 42,... Във всички точки
OT вида x=nn (я--0, 1, 42,.,.) функцията у ше има инфлексия, тъй
като у (лк)--0, у""(ли)40. Графиката е показана на черт. 46,
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Упражнения. Да се изследват функнпиите:

1. уе -Зх. 2, у  ̓.;3-

Ε 2y ΒΝ

7. y=sinx+cosx. 8.γ- χε 3,

Hepr. 26
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y=cosx

Γ - - W S -W —— ече . ае НИе Ш етеi Н: A W W це и ЧН чне сещ и

Черт, 29

W e аЩе πῦ τν и чи πωπων " τ — W сщ W е AN W И AA NS e —— . ὦπν—— ς — S w i LI I e ΒΝ Ν Β

e — W Ж W W - - παὶ Ж W . ὼ ὰ μ
Черт. 30
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Черт. 33
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Черт. 46
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ГЛАВА УП

Понятието неопределен интеграл възниква съвсем CCTCCTBCHO, KO-

гато си поставим за задача да дефинираме действието, обратно на дей-

стането диференцирансе. Оказва се обаче, че мсестодите 33 извършването

на това действие, което сс нарича интегриране Η се CLCTOM в намира-

HCTO на една функция, на която познаваме производната, са много по-

сложни, отколкото методите за диферсенциране. Ηὴς ще се запознаесм

постепенно с различни мсетоди, позволяващи ни ὰ интегрираме някои

специалнн, но все пак достатъчно широки класове от функции.

8 40. Дефиниция н най-прости свойства

на нсопределените интеграли

Нека с дадена функцията /(х), дсфинирана в caun интервал. Ще

казвамсе, че функцията F(x), дефинирана в същия HHTCPBAT, € 11 P M M M-

тивна функция нли HCOBPCACHCH интеграл на фувк-

цията /(х), ако F(x) с диференцусма в този интервал и Е"(х)--/(х).

Така например функцията F(.x)z--;- x? ¢ примитивна на функцията

/(х)<>х2 в интервала (—oo, οο). В същия интервал функцията F(x)=sin х
се явява ΠΡΗΜΗΤΗΒΗΝ на функцията /(х)- 0605 χ.

Когато сдна функция /(х) притежава поне една примитивна #Я(х)

в някой мнтервал, то тя притсжава тогава и безбройно много прими-
тивки в същия интервал, тъй като всяка функция ot вида F(x)+C, къ-

дето С ¢ константа, ще бъде също примитивна на /(х). И наинстина,

ако F(x)=f(x), то (Е(х)4-С)--/(х). Лесно е да се види при това, че

други примитивни функции дадената функция f(x) няма. А именно

валидна с следната

Теорема. Axo Е(х)е примитивна на Pynxyuama f(x) в един интервал,
mo всяка друга примитивиа на /(х) има вида Е(х)4-С, където Се ня-

каква Koncmanma.

Докхказателство. И наистина нека Ф(х) с произволно взета
примитивна функция на / (х). Да разгледаме функцията ф(х)--Ф(х)--(х).

Имамс 9'(x)=0'(x)}—F(x)=1(x)}—f (x)=0, т. e.¢’(x)=0 за всяко х от
ладсния унтервал. Тогава съгласно основната теорема ΒῈ нинтеграл-
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< ното смятане функцията φίχ) е константа в този интервал, т. е. Ф(х)--С,

“ нли Ф(х)--#(х)-С, откъдето P(x)=F(x)+C. ~
За да отбележим, че функинята Е(х) е примитиана на дадена функ-

ция /(х), пишем |

| Ге F(x)=ff(x)dx.
При това записване функпията f(x) се нарича подинтегрална

функция.

По-късно ше покажем, че всяка функция, непрекъсната в един интер-

вал, има примитивна в този интервапт и че следователно символът

f Дх)ах има смисъл винаги когато /(х) е непрекъсната.

Тази глава we Obac посветена на методите за пресмятане на при-

митивните функции. Във важността на тази задача ще се убедим по-
вататък — когато в следвашата глава изучаваме теорията на т. нар.

определени HHTCTPATH. 
,

Намирането на примитивните функцки на дадсна функлия f(x) се

нарича ннтегриране на f(x) В основата на интегрирането на

функипните или, ΚΑΚΤΟ ше казваме още, на пресмятането на несопределе-

ните ннтсграли лежи следната таблипцпа:

ι κ ὐ р г

f.t"d.\.=::ll+€' (πῷ -1). а еа! КС (x+0)

fsinxdx=-msx+ C. fcosxdxmsinx-{-c.

=18 ер = oA Ἐ,

. fe" dx=¢"+C. f’—?—ri—-arc tg x+4-C.

| ἹΞ-ΞἘ:Μ:: sinx | C.

-ἆΐ;-ἶ:ωμ ι а +С (а+0).
«

Естествено всяка от т«ези формули може N2 се прилага 18 такъв интер-

вал, за който е дефинирана сьответната подинтегрална функция.

. Доказателството на формулите в таблицата е очевидно. Ще по-
кажем само как сс установява вТтората от тях. Трябва да проверим,

че при x+0 имаме (In |х| -i—C)’=-£—~. Нанстина в интервала (0, co) имаме

In (х|-С)-(а |x})'=(In x)'=71-. а в интервала (—oo, 0) получаваме

In (Jx]+ C)'=(n |x{)'=(n (--х))”<- "Tl_»':.-:—i“
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Постепенно ще се запознаем с методи за пресмятане на различни

ввдове нсопределени интеграли, като във всички случан ще се стремим

датсведем търсения кнтеграл към един ἩΠῊ HAKonAko от табличните

интеграля.

Обикновено константата С се HIMycxa — не се пише, но се подраз-

бира. |
Първата формула от таблицата на основните интеграли веднага

ни дава възможност да пресметнем редица интеграли. С нейна помощ

получаваме” например

f dx=—gx*,

1g'—-f.t'*dxn —x"l=— τ'

31

ffidxmfdexz-g—xT=-§-J ,

dx -4 s ¥ 3
T Е*]Х Тдхд-гхт"г-з- у,хз.
ν χ

B случая, когато подинтегралната функция е константата |, с по”

мощта на същата формула или още по-просто чрез непосредствена про”

верка получаваме

f dx=x.

Hexa /(х) и #(х) ca две функции, притежаваши примитнани функции

в някой интервал, Тогава тяхната сума — функцията /(х)-#(х), също

прктежава примитивна K при това имаме

ф Лигод+а(«уах- [ΠΟγάκε [ε ) άν.
Също така, ако /(х) има примитивна, а Х е константа, то функцията

К/(х) MMa също примитивна и ¢ в сила равенството

(2) Ге/одах-«к [70 dx.

BepHOCTTA на последните ABE PAPCHCTAA се YCTAHOBABA много просто,

Наистина имаме

(Глодах+ [gax) =([7ax] ε{{πῷ dx) =7 () ο
KOCTO показва, че функцията

ff(x)dx-l-fz(x)dx

е примитивна Ha функцията f(x)+g(x). С това с доказано pascHCTBOTO (1).

Равенството (2) пък следва от PaBcHCTRaTa



(k f 70 ἄἧιἐ( f / (x)dx)"---—kf (x).

Равенствата (1) к (2) вече ни позволяват да пресмятаме някои най“

TIPOCTH неопределени ивтеграли. Ето някон примери:

х 43y da= [(ἀπ' +12x+9)dx

=4 | ах+ 12 | хах+9 [ dx |

—--;—-.:’-»6.1"+9x,

+1 d 1 -
f"\/; dy= f-..,f;dx-é— З%щ[хт ах+ | х 2ах

Упражиения. Ди се пресметнат следните интеграли:

4

Ξΐξ f\f;d:: f{x-i-l)’dx: f"*zd:: f“*‘fl+u+3d:~.
«

8 41. Виасянс под знака на диференциала

С оглед на по-голямо удобство при пресмятанията уславяме сс

38 следното:

Ако ф(х) се диферснцусма функция, ще пишем

а) ГПееде xydx= Глода oo
Когато прилагаме това равенство, ще казваме, че внасяме

функцията 9(x) под знака на длдиференциаяала или че

извършваме действието внасяне под знака на диференциала. То се съ-

ΓΤΌΗ в това, че вместо функиията @'(X), която с пред диференциала,

написваме под диференциала сдна нейна примитивна функция. С други

думи, интегрираме функиията ф!(х). Ето защо можем също да пишем

с) [ 79 dx= [Π) 41φ } 6],
където С е произволна константа.

Съшщо така ще имаме (въз основа на разенствата (1) и (2))

к Глодав(а- / к/одаеса- [Π0}) κ е() [fmdke+Cl,
. кълето К к С ca константи, а @(x) ¢ диференцуема функция.

Ето няколко примера 33 внасяне под диференциала:

f 51 х CO5 xdx— f sin xd sin x;
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f х1а xdx =1 f In хах2;

f (2.- 1}" dx= ) f (2χ-}}" dzx=_‘1—f(z е1) d(2x+1).

Hexa забележим omle следното: 3a всяка (yHKIHA, притежаваща

I примитивна B някой интервал, имаме очевидно

dff(x)dx:f(x)dx.

Ot apyra страна, 38 всяка лиференцусма функция f(x) е изпълнено

Г«лое)-/0д.
} Тези двс равенства WM показват, че знаците | и а взаимно се унищо-

шт. #

Ползата от действието BRACAHC под знака на диферсенциала се вижда

| ясно ΟἹ следната

Tcopeua. Нека за нлкакъиъв интервал D имаме

&) Jrds=Fq).
Axo @(t) e dudepenyyema функуиля, дефинирана в някой uwmepeas D,

стойнастите на колта прьнадлежат на интервала D, mo в unmepsa ,
ла D, имаме

| () {Π|φΦ ) 4φ 0)-- Е р (.
Доказателство. Преди всичко интсегралът от лявата страна

на раяенството (4) може да бъде написан така:

(5) [rleme (ar.
Ι От друга страна, като използуваме правилото 38 диференциране на

съставни ΦΥΗΚΙΙΜῊ и вземем пред вид, че в нитервала D имаме Е (х)-/(х),
ще получим равенствата

{ φ(}}}" Ξ Β φ )φ )-: Π{φ }}φ ́ (1),

валидни 28 всяко г oT D). Виждаме, че праизводната на функцията

Flo(1)], намираша се в дясната страна на равенствота (4), с равна на

подинтегралната функиия на интеграла (5). С това теоремата е дака-
зана.

| Тази теорема HH позполява, HAKPATKO казано, във всяко PABEH.TBO
| от вила (3) да заместим променливата X C произволна диференцуема

функция @(¢) (стига стойностите на тази функция да принадлежат на

интервала, за който е валидьо равенството (3)). По-специално всички

формули от нашата таблица на основните ннтсграли запазват свохта ва-

пидност, ако заменим в тях HABCAKLAC променливата х с някоя диферен-
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цуема функиция ф(1). Тази именно последна забележка заедно с действието.

нвасяне под знака на диференциала ни дава възможност вече да пре-
смятаме много неопределени интеграли.

Ето някон примери: “

1. f e xdx= 1f ееае ο

2. f’sinxcusxdxzrfsinxd sin x:-—;—-(sitl x)’-—*—;—-— sin?x.

. [ἐΞ [T {{ ая)
fxlux-f fil:x =In(ln х) npa χ !.

5. fsxn 2xdx— 5 fsiu ltdefl—-; - 05 2x.

6. [ςιτ-ωγὠ::-ξ--](ππ.μ)ω;ιτ: ;-Ιςπκωγάᾳκω)

=4 (2x+3) .

Ί. [„/2”:+1ах--!:-[мз“х-.:-щзм!д„]"42".?4-шшн)

(a>0, -а<х«а).

10. fsin’xdx=—fsin*xdmsx—-—f(l—cns’x)d со5 х

= —fd cos x-i-fcus‘ xd cos x— — cosx+-; cos® χ.

11. Ιεὶπῖ:άχπΙῳάχπᾧΙἀ-ᾧ]ωεῃ ἀχ
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1 " 1 1. 1 ς

12. fcos’xdx= %wdx=-%-fdx+-;—fm§2xdr

= x+-—1— cos 2xd 2x—= L x—]—-%- sin 2х.
2 2

Ех cm! 
к

13 SinXCosx sinxcusxzf *:х ἱε:ὶ(ὓζ:::ΐ)-
cm’x

x

Θ
ь х

14 ах | dx Ν cos? ""z"; dig 3

2 соз 3 μ 7 1 5

Ot задача 14 получаваме

dx х κ π π
fcmX-ln "3(1""7) ( 2"""-*““:‘“2)

Упражиемия, Да се арссмстнат следните HUTETPAIN:

д“ хах

а4. f...i_‘t— 5. f dx . 6, ft"dr. 7. fe*‘l xd x.
_ x+ |

Jx+2

dx dx xdx xdx
. - 9, - 10, ееее . b B ————f“x‘ 4 - χ . ае sz+x=

xtd12, f3 Τ :, 13. fcns’ xdx. M. fsin Sxdx. 15, fsin’lrdx.

16. ἶἱιἷἷἷ " 17. f cos ке “ фу 18, f g x dx.
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5 42. Интегриране по части

Важно средство за пресмятане на неопределените интеграли е T, нар,
формула за интегриране по части. |

Нека и(х) и νίχ) са две функции, диференциуеми в един интервал р.

Torasa, както знаем, 38 всяко х от D имаме

[μ(χ) W(x)) =1 '(x)v(x)+u(x)v'(x).

Tosa paBeHCTBO показва, че функцията и(х) v(x) ¢ примитивна на функ-

пията и () ν(χ) μίχ) v'(x). Следователно имаме

u()y @)= Г ¥ @)y () dx+ Ги(х)у (х)ах,

косто MOXC да се напише още така:

u(x)v (x)= [7(x) ди(х)+ [uxydv (),

или окончатежно

(1) { ае ()е v ()= [ ) du ().
Равенството (1) се нарича формула 32 ннтегриране N O

части. Ние ше прибягваме към нея, когато желасм да IPCCMETHEM инте-

грала, който с в лявата страна на равенството, но интегралът, написан в

дясната му страна, с по-достъпен за пресмятане. Ето някои примери.

1. fhn dx=x lnx——fxdlnx-xlnx-fx—%— dx

=xlnx-fd_:—xlnx—x=x(lnx—l) (x>0).

2. f.x lnxdxn*-;—-flnxd.t‘z-;:-,a’jnx-——li-fx’dlnx

1 1 1 1
Ξ-Ξ-Ι’Ιπ.τ- Ξ-Ι;τά:ιΐ -Е-.тд!пд-н-д х

-

3. fxcasx d.::-fxd sip X=X sin x—fsinxd.xzx 5 x 4-cos Χ.

4. f.re"dx=fxde’=xe‘—fr’dx=xe‘-—c’.

5. ff’ sinydy— fsin..rdc“=e‘ sin.r—fc' d sin х

=g sinx—fe’ cosx айх-е sin x—fms xde*

πεεῖ εἰη Х —€* со5аА + fe‘dcns::
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=g" sinx-e‘max—fe’sinxdx,

откъдето получаваме ,

fe‘ sin х dx= —%—c‘(s’inx—cosx).
.

Аналогично пресмятаме f е“ cos xdx= -;- е“ (sin x4-cos х).

6. Формулата 38 интегриране по части се използува при пресмята-

HETO на следните често срещани интеграли: 
:

+

fv’si:x_’dx Β внтервала (— oo, o),

fy’a’—xzdx Β интервала (—a, a),

където a>0.

Ние ще пресметнем подробно първия ΟἹ тях (начинът за DPECMS-

тането на другите два ¢ анвлогичен). Имаме

f\/a‘-{-x‘ dx= ; [x Jal+x*+atin|x+ Ja’-i—xi[].

7. След xaTo се запознаем с общия метод 18 интегриране на ра

ционални функции, ще видим, че твърде често при това кнтегриране

се достига до интеграли от вида

ах щ

(α3 + )’

където а е HAKAKBA KOHCTAHTA, а п € цяло положително число. Ето Eax

чрез известни преобразувания, между които и използуване на форм -nata

38 интегриране по части, пресмятането на този интеграл, който за крат-

кост ще означим с Л. може да се сведе към пресмятането на интеграла

¥ ST

[ — dx а I R αἢ - χ Х2 ах

2= | @ = χ 67 | (υ + Зу ат | @ хъ



1 dx 1 а χ
-т]„:„ T | [αἴ τ χἢ»

= А ааал ае | е(а ) ааа

=Ъ!т1„,-.2-;,-] х (424-х2)7" ἀ(αἢ - ΧὮ

1 1 -

=l m A + аг f ка (a®+x7)TM""
щ + 1 х dx

Tt 20-- ἢ) αΣ [(a' Φ αὐρτι )@ π-:π]

| & (1= ааае e а ер
И така получихме следната рекурентна връзка:

ч

аИу
«а 3T Ἃ(24-- 2)α1 (@ + хя

Като приложним този метод п--| пъти, нис ще изразим I, в крайна смет-

ка посредством интеграла

) dx
1= f ааа

жкойто се пресмята непосредствено.

Упражиения. Да се пресметнат слелните интеграли:

1. f:’lnxdx (x > 0). 2. |x*sinxdx. Ἄ, |ае χ.

4 Ιὠ:ι.-:(.ι:}«!ἷι 5. Ιαῖ-:ἵά: (- VS< x < Я)

6, |arctgxdx. 1. fxan:lgxdx. 8. fx’mlixdx.

9. f lruin'xdx. 10. f xarcsinxdx 1. f x* аге sin х dx.

dx dx
——— 35 4312. Ι(Ι-ι-π’)' .. аз ху 14. Ι; 410 χ εἰ χ.

§ 43. Интеграли от amaa [sin"xcos"xdx

Прк пресмятане на кнтегралите

а) [ а жа [ sin® х cos” хах,

хъдето т и л са произволни uchn THUIA, постъпваме по различен начия

в зависимост от разните случан, KOMTO могат да се представят за стой-
ностите Ἠ m Η A.
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Преди всичко ще отбележим, че пресмятането ἨΒ интеграла ..

се извършва веднага, ако m=1 или п--1, Найстина имаме .

Гу f sinTM х cos х dx= f sin® xd sin x=

1 ἄμ ἘῈ -
msm х npa те-!1

| Injsin x| ΠΡῊ m=—1,.
м =

I,.,.=flinxcos".xd.x=-fcos"xdcosx=-
” 1

ИЕ при "+-1 .— ч..

— n+1

—Injcos x| при n=-—1,

AXO поне ΠΗ OT CTCNCHHHTE показатели т и пе нечетно положи- ὶ
телно число, например n=2k+1, където Х е цяло положително число,
то пресмятането на интеграла . „ може да се сведе към разгледакия вече

случай DO следния начин: .

fl..nuufsin"xcos"” xd.x=fsin‘x¢as"xcoudx

_f sin TM x (1 —sin? х) cos xdx. "

Като развием (l—sin? x)* по формулата на нютоновия бином, нме ще
представим /,, м ΚΌΤΟ сума на интеграли от вмда /, ,.

Аналогичноа постъпваме с интегралите OT вида [y, (където К

е цяло положително число), XOMTO пък представяме като сума на MHTC-

грали от вида /, ,.

Пример 1. fsin‘xcns-"xdx

=fsin‘xcus‘xdsin x==f sin® x (1 —sin?x)? 4 sinx

\=fsin"xd 5 x—zfsin'xdsin х +fsin“‘xdsinx

=--.1Т- Н? x— %—- sin? х +-:Т sin'! x,

B ofums случай пресмятането на интегралите J,, HIHCKBA H3BC-

стни преобразувания. Ние ще посочим начините 34 получаване HA три

рекурентни формули, с помощта на които можем да доведем пресмя-

TAHCTO на всеки интеграл от вида (1) докрай.

I. При m%—], като използуваме формулата 38 интегриране по

части, можем да преобразуваме интерграла Х.„ Mo следния начин:

1,„„-:!5511" х сео05" х ах
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= f sin®"xcos"" lxdsinx= ᾖἷἷἕΐ со5"7 ixdsinTM ἰχ

=t соБ xsin®TM*1 x— 1 Ξ χ ο χ
т+1 + 1

. — n— - -

εἰ хео5"7 ἰ χ lfun'"‘.tms' Txdx.
т+1 - m+ 1

И така получаваме ,

(2) ае sin® oS x4 A T а-

Аналогично ΠΡῊ n+—| получаваме

. 1 Μ ῸΝ -
(3) а =571 sin® ! х са5“” 'a+n 77 1«--τι e

име
11. Винаги можем да преобразуваме /,, по следния начен:

Т fs‘in‘xms' ;dx:fsin""”x(l —cos?x)cos" xdx,

| откъдето получаваме

ι (4) Ιιι. -=!--ь п-,--ьиг
! Аналогично се получава

(5) 1...“:1-..-: ’ιι!.ι-!'
Да отбележим, че като използуваме фо рмулите (2), (3) (4) н (5)

можем да изразим интеграла [, , ΠΡῊ т#--1 посредством иктсграла

..ъ а при Μ ---ἰ --чрез интсц:щлп А ъ

111. Когато m<0 и n <0, 28 препоръчване ¢ (axo изобщо се налага

някаква преработка B дадения интеграл) да се започне със следното пре-

образуване:

Ie А f sinTM 2 cos"xda = f sinTM х cos" х (sin? x4 cos? х) dx,

OTKLACTO получаваме

(6) IP- ..-."5" "yl .+!Пя .. 2“

Лесно е да се вили, че с nomowra на формулите (2), (3), (4), (5) т
(6) можем да сведем пресмятането на всеки интеграл от вида (1) към
пресмятането на един или няколко от следните интеграли:

. dx dx
sin x dx, cos x dx, εᾶ τ T

. sin χ cos х dxfsmxcos.\ dx, dx, ST dx, f_w,
со5 X sin х 501 ο х

. dx dxπἓ Νf 5112 x dx, f со5 х dx, а! ττ’
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воето вече се извършва непосредствено.

Пример 2. fsin‘a.ms*xdx

-—--fsin’x са5 ?А 4 соб8 χε--- -Ξ-- 51η5χ а са5 х
4

.——-—-—;—- sin’xms’x-{—--;—fcos'x dsin®x

—-—:;—-sinixms’x+fsin’xm‘xdx

1 | | N= ——5—sin’xcos’ x-+ | sin? xcos? х (1 —sin? x) dx

= -ἰ-ἓ- sind х cos? x+ | sin*xcos* xdx— f 510 Х со5 х da.

Оттук получаваме |

(7) " [sin*xcosixdx=— -Ξ- sin? х со52 х + -%-fsifl‘ х cos? xdx.

Остава да преьмтш иктеграла

| fsin’ xcos*xdx,

BOCTO ще направим отделно. Имаме

]ззп*хсоз“хдх=-[вйпхш1хашвхт--%-].вйпхдсов*х

==———§—-sinxcos’x+—;—fms*xdsinx

= ---у- 3Щ А саз х+Т cos*xdx

=-%—-—sinxms’x+%— cos? x (1 —sin? х) dx

= ——;— sin х cos? х 4 -i-—fcos‘x dx— -'—-fsm‘.x- cos?xdx,
3

OTEBACTO

(8) fsin’xcas”xdx::-— —i—sinxcos*x-}--:—-[ са5 х dx.

Най-сетне .

(9) f cos’xdx= -ἔ- f (1 4cos 2x)dx= -;——x-_l- :-— sin 2x.
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Ot равенствата (7), (8) и (9) получаваме стойността на търсения HETErpar.

Пример 3. ]% dx

sin xd co8 х 1 . -32 ее ня funxdcos x |

: sinx 1 fdeinx_1 жх 1 [ dx

"""'.ῖ"""ῖ'"’" ἦἰἷ": cosizx 33 | с0 х

l sin х 1

=73 m‘x_l_t"r'

+

e-

dx

Пример 4. f‘fm - -

sin* x - coet х sin x dx

п] шхг.““] d+dn.|: v,
dcosx dx
ατι[ςὩἢ ==t К

Nnmmmomnmmfmx ΜῊ ¢ познато (BX. пример
14 от § 41), можем да считаме задачата за решена.

Пример 5. I’i"“' dx
Cos х

- ιὶι':(] cna'x)d =fΣ 4χ-- jlin‘ xcosxdx

чее 'X - ..-f' с0 X¥dx— [sin?xdsinx
соа х

dx 1 3w dx . 1 .4=‘f¢mx —fcmxdx--i—:in x—fmx sin x— ——sin’ x.

flmmam:namrpn.mf dx .с х който знаем да пресмятаме.

Нека да забележим накрая, че понякога, като използуваме една ἘΠῊ

друга тригонометрична формула, можем да опростим пресмятанията

на даден ннтеграл от вида (1), без да прибягваме към HKTO сдин от πὸ»
сочените методи за преобразуване на този интеграл. Така например

мнтегралът

f sin? х cos? xdx,

хойто ние пресметнахме, когато разглеждахме пример 2, може по-просто
Да бъде пресметнат така:
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fsin‘x cos? x ах=+ (2sinx ms&?fidx

= Ι sin? 2x ἀχ-- —— f (1 —cos 4 x) dx

;—%.-fdx—-g—l—fcmmxduu - - 1 4х.

Урпвражиения. ΠΡΟΟΜΕΤΗΣΤΕ нитегралите :

L |

1. ffin’xcm"xdx. 2, f::,:dx. 3, ffin‘xdx.

sin' х dx
4. fcns‘xd‘x. | 5, [тхй:. 6. f!ii_n'X‘

dx | 3 а А
7 ο х и sin? xcos? х

8 44. Vofrerpupane чрез смяна ΠᾺ промепливата

Един метод, който твърде често се използува при пресмятането

на неопределените интеграли, с T. нар. интегриране чрез смяна Μ про-

менливата или Kuterpupanc чрез субституция. То се основава на след-

ната

Teopema. Нека функучята /(х) е дефинирана в един интервал. D,

а функцуията (1) e дефинирана и дифсренцуема & иитервала Dy, xamo

при това производната й ф(1) ¢ страго положителна (Гили пък σπιροῦο

отрицателна) « този интервал. Да предположим още, че множеството

от стойностите na функцуията чр(() съвпада с Ὦ. Ακὸ за интервала D,

е изпълнено равенството

( [riemidem=Fm,
mo 3a unmepeasa D имаме

) [7x)ydx=F ())
където y(x) е обратната фупкцуия на функцията φί!).

Доказателство, Преди всичко нека отбележим, че от усло-

вието, наложено на р"((), следва, че функцията ¢(t) е строго MOROTOHHA

и следователно обратима в интервала D,. Да напишем още веднъж

равенството (|) в следния вид: .

Ле (04-#(1).
Така написано, то ΗΗ показва, че за всяко / от D, имаме

&) | F()=fTe(")]o@)-
-
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"Тъй като ψίχ) ¢ обратна функпия на функцията ¢(f), то, OT една страна”

1 ще имаме Ф(х))--х, а, от друга страна, съгласно правилото 38 дифе
1 ренциране на обратни функцин ще получим

Следователно
1

(Fly 0=/ (9 ψ ΟἹ се /е

.С това теоремата ¢ доказана.

Тази теорема е в известен смисъл обратна на теоремата от 8 4l.

Нанстина, AOKATO TAM видяхме KAK MOKEM да пресмятаме нитсграла

) [ riemda ),
когато познаваме интсеграла

) Гу xyax,
тук, обратно, получавамсе BLIMOKHOCT да пресметнем втория OT TCIH

два интсграла, KOTATO знаем пъраеия.

Теоремата 13 смяна на променливата ще използуваме, когато же-

лаем да пресмсестнем интеграла (5) и когато Moxes Taka AR подберем
фуинкцията ф(1), удовлстворяваща условисто на тсоремата, че инт

егра-

лът (4), получен чрез заместванс на x с @(f), да бъде па-достъпен 34 тре-

тиране. След като пресметнем интеграла (4), връщаме се OTHOBO към

променливата X, като в получения резултат замсестваме 1 с функцията

y(x), обратна на функцията φί!). Обикновено при решаване на зад
ачи

OT този тип KAIBAME, че извършваме субституцията x=q(t).
Пример |. Hexa да решим интеграла

fJa*-—dex (a>0) в интерзала (—a, a).

Да направим CySCTHTY (MATR х--а 5щ f, където г се MCHH B интервала
ἘΞ π К .

σΞ'5] Β този интервал им2ме (a sin () --а (05 t>0 u cc проверява

лесно, чЕ условията HA TeopeMaTa са изпълнсни. Torasa ше имаме

F(r)=f a@—a*sinlrdasint=a? f J1—=sin?tcost 41

=a¢fm5=fdz=alf_‘—+ ;щи d:=-‘-’;- ἀτ ἷΙι:ο:ΖΜἩ
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! а а аА - , ,  ́ |

,.,..'Ξ... t+-"-'-,-finrJTi i . |

Обратна на фунхинята х--а 5in 7 е очевидно функцията агс sin =

дефинирака в интервала (--а, ). Ние я получаваме, :нтпрешвс,тщ
_mume,pummmxsznmt mncno: Ето защо пяшем 1=

.-ш:пп-- нимептнполутрезтт Като вземем "пред

Пример 2. Дд пресметнем fl!fl‘m

d

в интервала (~—oo, со). м:щсм да направим субституцията .τ а1щ .

хъдето ἰ се MCUH в mepnm(—-;'-. 2) Tyxmm(atgt)= с0537 >0.
Въз основа на TCOPCMATA за смяна на променливата ще получим

Ν datgr а 1 1 4+ соз 2/

Е) т“?]т“т*т]-:-“
_ 1 εἐ. - 1 151 ."""2'55""1«:_’ sin 2¢ 515 (Н- ТЕТ :)

Обратната функция на x=a Ρ 1 ¢ функцията 1--агс ι;Ξ-. дефинирана

за всяко х. Ето защо за целия ннтсрщ (---οο, се) ще имаме

dx х х

TR (‘““3 o Σ .ιΐ)'
С помощта Ha една проста субституция се пресмятат лесно HHTe-

гралите OT вмда

ах -

(6) fа рх а "
където р и а ΟἹ константи, удовлетворяващи условието p*—4g<0. (Това

е случаят, в който, както с известно, квадратното уравнение х?--х-+а4--0

няма реални корени.) В този случай можем да направим субституцията

.“ εἐ --р-*-.(7) хе
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“ която ни позволява да се освоболим OT члена ΟἹ първа степен в знамена»
теля. Навстина ше имаме

Ρ

. Ἐ

: Ι 41
1 “ + π" ‘

който се пресмята непосредствено. Стойността на търсения иитеграл (

ще намерим, като в получения резултат заместим гс X+ #. Това ¢ обрат-

ната функция на функцията” г '; „ XORTO намираме просто, като решим

равенството (7) относно . “
Пример 3. Да пресметнем интеграла

dx

O — 344

. Tyx pi—4g=—7, следователно интегралът е OT разгледания по-горе

) тип. Правим субституцията x=r+~;~— и получаваме

3
Г + — :

4( 2) аг 4*.[ 4
ЗА 3 1

(’*'T)“’('*'i")‘” м е+
| 2

d—1

V7 (Ξ..-..)'Η"..κῖ ..
. V7

Тъй като 1=x— i, та получаваме OXOHYATC/IHO

εἰχ 2 arct Z.t-—?-_

fx*-3x+4"',j7' 8 “
Субст итуцията (7) ἨῊ позволява ΠΗ извършим пресмятането Η на

интеграли от вида
ах

Vxt+px+a

a При 7oBa Tyk тази субституция ἨῊ довежла винаги до резултат, Т. е. +„



ἰ

Пример 4. Hexa прерметнем кнтеграла.

ах

Ге = >t
Правим субституцията x=f—| и получаваме

4а-1 41

ν -- ὀ τ 2{ -- ) -3 e τν - 4
Ho 1-5х4+1, поради което получаваме

f dx емХ/ 32 -81.
Vi F2x—3

Упражиекикя. Пресместиете интегралите:

ах ах

dx . | ____il‘x .

3. X+ x+3 ‘ 2x* — x + 3

etz 41  ̓ =5+ 2x

Β 45. Интсгриране на рациопални функции

Ще се запознаем с сдин общ метод, който ни позволява да интегри-

раме всяка рацконална функция. Както знаем, общият вид на една pa-

цконална функция с

“ ПО
| i ι

където Р(х) м ((х) са полиноми. От алгсбрата с известно, че ако CTC-

пента на Р(х) е по-висока или равиа 8 степента на Q(x), можем да из-

вършим делението на полиномите и да получим представянето

Y

Тук S(x) н R(x) ca също NONWHOMH, NPH TOBA CTENCHTA HA R(x) e по-ниска
ot степента Ha Q(x). Тъй като интегрирането HA полинома 5(х) не пред-

ставлява проблема, можем от CAMOTO начало да допуснем, че в предста-

вянето (1) на рационалната функция /(х) полинамът в числителя P(x)
е OT степен, по-ниска OT степента на поликома B знаменателя оСд.

Също така от алгебрата е известно, че полиномът Q(x), както всеки

полином, може да бъде разложен на прости множители от пързва и

втора степен, т. е. да се представи във вида

(2) Q ()=C(x—ap (x—bP...(x* +px+a) ...

Тук C,a,b,...,p. 9.... са реални KOHCTAHTH, а степенните
 noKasa-

телиа, В...,>,... са цели Ἡ положителни. При това числата а, b, . . .
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‘€4 реалните корени на уравнението Ο(χ)τεῦ. Следователно множителите

от първа степен ше липсват, когато това уравнение има само комплекс-

ΜΗ корени. Множителите OT втора степен пък отговарят на комплекс
-

ните корсени на ypasHeH: To Q(x)=0, когато то има такива. Както знаем, .

ἘΧΟΜΠΠΕΚΌΜΗΤΕ корени а цва OO два имагинерно спрегнати. На всеки

. два имагинерно спрегнат) корена ше отговаря сдин множител от втора

“етепен в разлагането (2), «ойто те анулират. Поради това. множителите

от вида Х24рх-а ще удов: CTBOPABAT условието ръ--4а<0 и няма да

- могат да бъдат разложени на множители от първа степен с реал
ни

„жоефициенти.

: Като се има пред вид разлагането (2), може при направените пред-

-люложения за степените на полиномите P(x) н O(x) да се покаже чрез

. разсъждения OT алгебричен характер, KOHTO ние няма да привеждаме,

че рационалната функция (1) се разлага в сума ог следния вид.

НН A A
х - g

B

И-‘3) +-(::Йг +(х - ю*"!
"

i " - - + „ - - - - - - + . « - L] - ¥

M, x+N, | Myx + N, M,x+ N,

(x'+px+¢)"+(x'+px+q)"“" ot ΣΥΣΕΧ,
„

Ι - - - - - . - - 1 + - ι - - а - « -

Отделните събираеми в дясната страна на това равенство с
с на-

-ричат елементарни дроби. Те са два вида — едни, които OTro-

варят на множителите OT първа степен в разлагането (2) и имат в чис-

лителя си константа, и други, KOHTO отговарят на множителите от втора
степен в това разлагане к имат в числителя си линенина функция. При

тарни дроби, колкато с стойността на нсговия степенси показател.
Разлагането (3) свсжда интсгрирането на рационалната функци

J(x) към интегриране на еслемснтарни дроби. Те са, както Beue отбеля-

захме, два вида. Елементарните дроби от първия вид, Τ. Ε. OT вида

A
(х- а)

<е интегрират непосредствено. Що се отнася κῸ слементарните дроби
OT втория вил, Τ. е. от вида

-

"

M+ N ,

( + рх - 9

то тяхното интегриране сс извършва чрез субституцията x=:——-§- (тази

"субститучция, разбира се, ¢ излишна, когато р-0). Получав
аме

А

-



L]

μι. # M+ N
2 4

- А *
:. 51 РΠ Σ

Ако положим 40 ;" P g2 (ToRa можем да направим, тъй като 49——?’.‘:»6)

к Ν---Ξ-- M=K, πουπεπημηῦ интеграл се разлага на следната CyMa:

;  ̓ # 4 dr

R | Г
Първият OT тези два интеграла сс NPECMATA веднага, като BHECCM [ под.

знака на диференциала, а с пресмятането на втория се запознахме B

5 42 (пример 7). ,
- Разбира се, при този метод не € AOCTATLYHO само да се ἨΔΜΕΡῊ раз-

mraflc'm?za) и след Tosa да се напише разлагансто (3). Преди да при-
стъпим към интегрирансто на елементарните дроби, трябва още да

. намерим констанвтите A, A2,..., A, By, 8:....,В8,......М),ЛХ,, M,

Na,... M, N ..., които участвуват в разлагането (3) Пресмята-

нето на тези константи може да стане по различни начини. Ине ще по-
кажем при конкрстни примери как сс извършва това. Обикновено започ-

ваме с това, че в равенството (3) сс есвобождаваме ΟἹ знаменатселя Η

получ аваме равенството на два полинома. По-нататък можем или да
дадем на х няком конкретни стойности, или пък да приравним коефи-

циентите пред еднаквите степсни на х в полиномите от лявата M ΟἹ дяс-

ната страна на полученото равенство. И при двата начина ссе получават

числени равсенства, в които остават като неизвестни търсените KOHCTaH-

ти. Те се пресмятат M0 правилата за решаване на системи уравнения.

Ще илюстрирамс казаното с няколко примера.

Пример . Да се представи като сума на слементарни дроби
функцията

l &

Г) агул

Най-напред нап crame paanaraflc;rnv хе x—6=(x—2)(x+3), откъдето
имаме

1 4 B

Frr—6 r-2Tx+3
+

След освобождаване от знаменателя получаваме

1-2(х4+3)+8(х--2).

Като положим х--2, намираме A=—;~, а при x=—73 получаваме Β:--ξ .
Следователкно

1 __1 ! LI
x4+ x—06 5 x-2 § x+3
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— Пример 2. Да разложим фунхцията

м8 41
| Aoy S τ .

Тъй като степента на полинома B числителя е по-висока от степента.
ва полинома в знаменателя, най-напред извършваме делението и полу-.
чаваме

| χ - Ἔχ + } -х-3+ ὄχ +3x+1

χ 3χθ4. ТОИе ὶ + Ἰχθ 4343 + х

| 6x* + 3 1

6m. Поради разлагането x*+3x4+3x2+x=x(xL 1)’ ще имаме

е+ 3x + ] A B B B
χ ἄχ9 ЗАе х +(.:+1)д+ (х + 1) +х+1 ,

откъдето получаваме

6x3+3x+1=A(x+1)*+ B, x+ Bax(x 4 1)+ Byx(x + 1)2.

След. разкриване ΗὮ скобите приравняваме косфициентите пред х3,
χ Χ, както и свободните членове OT двете страни на полученото ра-“
венство:;

A+ 8,=6,

JA+BM-28,—0

JA+B, + B2+ B, = ,

. A=

Оттук намираме

A=1, B,=8, 8:-- --13, В,-5.

Следователно ще имаме окончателно

х 82 + | 1 8 13 5
fl+3x’+]x3+xnx"3+-}"+ ( . 1P а + ΠῈ +:€+'i'

Пример 3. Да разложим на слементарни дроби функцията

2 2χ + 3

Л() s
Поради разлагането x'—sx24x—I=(x—I)}x2+1) ще имаме

юъъя Mx4+ N

еме хе РА +

откъдето

X2+ 2x+3=A(x2+ --(МхаМХх-1).

Kato прниравним коефициентите пред еднаквите степени на х, поду-
чаваме

A+-M=], —M-+N=2, A—-N=3.



Оттук намираме
A=3, M=-2, N=0.

Следователно HMAME

-

, X4+ 2x Ε3 3 2x
i —— Y

P rx—1 χ- ῖ ῖ

ж1 е( 42004 1)+ 237 =(F 1P — (V2P

X l=(2 ψ2χ - D) (3P~ 2 +1).

И така ще имаме

1 Mx + N Px+Q

P Р чЕ S R Iy ey
Karo се шобош OT знаменателя, получавамсе

l=(Mx+N)(x‘—-J2x+l)+(Px+Q)(x‘+J§x+l).

Чрез сравняване на коефициентите достигаме A0 следната CHCTCMA

уравниения OTHOCHO неинзвестните константи:

М+Р-0,

N+Q+J2(P—M)=0,

M+ P+2(Q—N)=0,
N+Q=1.

“Тази система е очевидно еквивалентна HA системата

M4+ P=0, N+Q=1,

M-Pu-‘;. N—Q==0.

OTTYE намираме

1 1 1
=——y P=—_- , N=Q=—
242 23 2

4Следователна

1 1 x + 2 1 х- А
—— це И Γ ς < н —

χ Ре ЧЧ ИЕ Т χἰ.--.λχειῖ

Упражнения, Да ссе пресметнат следните интеграли:;

ах 1 х+1 !
и fm' Ore. 3 In x+4l
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3. χ χ χ O -Z-aret:x-r-Tln ръл

. [--ἰ τ Отг. -;—m-fi%:_;l}_’—,-!—%mfiz—?:.—'_

o Ξ om еа| s

+ f(:::—::_l!)idx' Отг. “;“;*%"?гг+з:?з-цпчаз?-

9. fx‘d:l" Orr. ὠἷἳπἓὕἕξξὗἑπἁαεὢἑπωι:.

8 46. Иитегриранс на някон ирационални функции

За разлика от това, което имахме при рационалните функции, 38
RHTCIPHPAHC на ирацнионалните функции не съществува общ метод.
Нещо повече, по-голямата част от ирационалните функции притежават
такива примитивни, които изобщо не могат да се нзразят чрез елемен-
тарните функции. Само 33 HAKOM специални ΚΑΤΟΓΟΡΗῊ ирационални
функции съществуват метоли за интегрирането им. Общ. принцип е на-
мирането на полходяша субституция, която позволява да сведем пре-
смятането на даден интеграл ог ирационална функция към пресмятане

на интеграл от рационална функция, Ще се спрем на някоий от тези спе-
циални категориин ирационални функции, за KOWTO TOBA с възможно.

Най-напред ще разгледаме такива ирационални функиии, в които
променливата х н няколко нейни радикала

By Ν  ̓ι-

„“” У/хц;!п-*-о JI‘-"
#

са подложени само на т. нар. рационални действия, Τ. с. на действията
събиране, изваждане, умножение и деление. Тук пу. 1:2,..., n, са цели
положителни числа, а M), тз,....т, са цели числа. Функции от този
ἩΜΗ͂ винаги ΜΟΓΔῚ да бъдат интегрирани. Това става, като вземем най-
малкото общо кратно К на числата ny, пз,...,!, и направим субсти-

туцията

хе



Т[рвтшсубсштущяшщрцтщпрештптпщщ:с

цели степенни показатели. Като вземем пред вид, че

ах К” 1dt,

m:mo,umnqficrmmmmemmmflmpamm

«функция ня 1.

Пример 1. Дая пресметнем интеграла

--»ς-ὄ - --τ при x>0,

„ v’x + 1

TipasaM субституцията х--/“ н свеждаме даденая интеграл към днте-«

¥ “

Описаният метод може да се използува м при функции от по-сложен ”

мид, а кменно ΠΡΗ͂ такива функции, при XONTO вместо радикали на х

имаме радикали на ня:шп дробно-линейна функция на х от вида :31
(тук а, b, а,, b, са константи, удовлетворяващи условието ab,—a; b-l-O}.

Предполшш, че тези радикали

"y) PRSI δὺΝ Ἀ —_—
(1) J ax + b \m J ax + й \m J ax + -

щх-Ч-Е и щ:-!-Б;) еа le"}'E)
Хкъдето числата Ay, N2, ..., N, са пак целк и ΠΟΠΟΣΚΗΤΟΠΉΗ, а ту, M3, ...,

m, са цели) са подложени само па рационалните действия. Интсгрира-

нето на функции от този вид става чрез субституцията, определена от

равенството .
ax + b ὰ

@ X

къдста К ¢ най-малкото общо KPATHO HA числата Ay, N2, .. ,п,. Накстина
от равенството (2) получаваме .

διἐκ — b |

а-ай
(3) x=

И така х се явява рационална функция на /. Освен това BCWIKH радика-

πΗ (1) преминанват B степени на г с цели степенни показатели. Най-сетне

от (3) получаваме

Ν ай -- а b k-3
dx= *ш-а.:бг” dt,

така че ¥ множителят, който идва ΟἹ dx, ни AOHACK една рационална

функция на г. В резултат получаваме интеграл от рационална функция
ΒΔ I

W,



х+1--1, .

жоято ни дава x=[9—], щшштшегрвлштдощлшшв-
шдотрншюш фпщц

tl

Ὰ ' —6 —----dt

Пример 3. Да разгледаме интеграла

fvi:—!_‘fg-:—-dx при x>1,

memmm;nmm

1+l_‘

-*3_:-71‘—4.:
«w.,.,
Χ -

W правим субституцията
l #

" . 2ае
Оттук получаваме

е+

g =

Пресмятаме (за удобство) предварително dx и получаваме

- 44
J.I:*—(mdl

Torasa даденият RHTErpan сс преобразува B интеграла

f(’.!+l)(f'-1)’ f(t+ P¢-n
Увражнения, Да се пресметнат следните ятсграли:

dx 1+J‘—Jx=
L — 2.14+ |“ f 1+J_
Η f_.f;u.d,,_ . [--.Σ---

«“яъ)



5.] xdx «: fl-\!x-i-laxi
Раеу 3

А 14+ Vx+1

1—x dx 3 --α -

. .[41-*-:. tl--x)" . f Ι-Ιι-:ὡ"

5 47. Субституции на Облер

Интегралите от вида !

а) [καὶ Мах + Бх + вах,

където R(x, „ах 4+5х+с)е сдин израз, в който променливата х и ра-

дикалът /ax2+bx+¢ са подложени само на рационалните действия,
също могат винаги да бъдат пресметнати. Това става с помошщта на

три субституции, наречени субституции на Ойлер.
I. Първата субституция на Ойлер може да се изпол-

(2) ψ αλϊ Бх се /а х +1.

След повдигансе в квадрат двете страни на това равенство и проста пре

работка получаваме

l‘l_c ф

7 ъл

Виждаме, че х се представя кате рацнонална функция на 7. Замествам
намерения израз 18 х B дясната страна ἨΛ равенството (2) и изразявам

радикала „/ах -БВх4+с също като рационална функция на г. Най-сетне

производната на X, която ще се появи в израза за ах, като производна

на сдна рационална функиия ще бъде също рационална функция на 
1

От всичко TOBA е ясно, че след HANPABCHATA субституция интегралът (

сс превръща в интеграл от рационална функция на г

Пример !. Да направим в интеграла

fs/xn+jx+ 2 dx (x>0)

субстит уцията

Намираме
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"Тогава даленьят интеграл преминава B интеграла

1 (а - 21 428

Ζ [( -- 2)|-- ἢ dt.

П. Втората субституция на Ойблер може да бъде из-

ползувана в случая, когато квадратното уравнение ax?+4-bx+4c=0 има

{mmnnmpummmeAmrmfnpmnunfl,m,mm
MMAMC разлагането |

| ' ο axt+bx tc=a(x—a)(x—f).

Bropata субституция на Ойлер се дава с равевството

Q) Va(x—a)(» —B)=t (x—a).

OT равенството (3) след повдигане B квадрат K съкращаване на MNO-

жителя х--а получавамсе

ιι!'-βι.
Χ τ —

3 τ

И така х с представено като рационадлна функция на /, Като заместим

тщшсрснняюрюзхвтапстшщштто(з).щвт-

лучим радикала „/ах? +Бх-+с,също изразен като рационална функция
на г. Най-после и изразът за дх ще представлява една рационална функ-

ция на /, умножена с 4!. В резултат след извършване на субституцията

интсгралът (1) ще се преобразува в интеграл от рационална функция на /.

Пример 2. Да разгледаме интеграла

ах
et - ΠΌ О Д 3.
αι ἰ καἴ-- Ту - 3 Ρ -

Тъй като х1-2т-3-(х- ( (х-3), можем A2 направим субституцията

Jx - 1)(х-3)-4(х+1),

OTXLACTO намираме

14 Математически ΔΗΔ ῚΜ 209



Разглежданият интеграл след субституцията ще ни даде HETErpana

di

| 2fI'+3'
Ш. Третата субституция на Ойлер може да се из-

ползува, когато с->0. Тя се дава с равенството

(4) „ах χ fe=xt +e. )
След повдигане B квадрат и съкрашаване HA X получаваме

“ -а

Отново ΠΟΠΎΤΗΧΜΕ X, представено като рацнконална функция на /. Не-

говата производна ше бъде също рационална функция на f. Като за-
местим израза за х в дясната страна на равенството (4), ще получим

и радикала /ax¥+bx-c, изразен като рационална функция ня f. Всичко
τοβ ни убеждава, че след извършване на горната субституция интегра-

лът (1) ще се превърне в крайна сметка в интеграл от рационална
фунхция.

Пример 3. Да разгледаме интеграла

f , dx

χ. ψ x+1

при х>( и да направям субституцията

νἰ χ - Те Ε

Получаваме
2+

#т

откъдето

ауе г*н-] P+t+1
ЕЕ Е = a g

и

Р+1+|

След заместването стигаме до нптегршш

е+0+1

2!: ((-- Ἐ ἢ at.
Упражиеннии. Да се пресмегнат следниге интеграли :

) (x+49/x"+3x -4  ̓ 5 Yx+4

f dx x4+ Ve x 1
_—— Omwr. π͵ ̓ - Ξ ΞΞΞΞΞΞΞΞΞ.

A+0)Ve+x+1 Ξ-ί-.τ-!--ι!.τ--:-.κ-ὶ-Ι
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dx xJT+ VAT. orr. 1
> ( + жа1 13 х а1) |

” 4. —;—1-"‘;_:'54;. orr. m(x-i-JFI'i)‘—mu”];:z-

x+/Fxx+1
5. ах.

х+1+73-5+:+1

2 2 ψ F 1
Orr. Jm'fi-s-—m еле =2

+I+23§+I+l§

5 48. Иктеграли or диференциялен Gamom

Ще се copem momeemnmpnlmrplnortpnmmm

” функикни, 8 именно HA интегралите OT вида

а) [ (ax* +-by dx,

където степенните показатели m, л K р са рационални числа, а

коефициентите @ H b са пронзволни, различни от иула, константи. Тези
интеграли HOCAT името ннтеграли от диференциалсен

бином. Има три случая, в които тези интеграли могат да бъдат пре-
сметнати.

Първи случай. Числото ре цуяло. Втпзнслучпйше най»

много два радикала на X, именно XTM M X", към ΚΟΗΤῸ са приложени ра-
ционални действия. Следователио интегралът спада към разгледания

вече от нас първи тип интеграли от ирационални функции (еж. § 46) м
неговото пресмятане ΜΗ € познато.

Втори случай. Числото 5?— е уяло. B този случай правим
субституцията

-

ах" + #-1.

Тогава .

χι- (!:b)n

— e |

dx=-—£~ (!-_—b) = dr
апа

След заместването получаваме .

„4+1!
ЩН |

ш f (........ " а

Първият множ:;тел под иннтеграла е рационална фунеция на !, тъй като

 ̓ - - 211



т+1

нмаме само ако числото p e дробно (което е дбпшнмо) Но в този слу-

чай пак имаме интеграл OT разгледания първи ΤῊΠ интеграли OT ира-..

цконални функции.

Пример 1. Да разгледаме интеграла

. f -’i,-!-}x—.vdx при x>0,

Tyx имаме m=—I1, n=4, psz-;é. Bumname,’ m4-1°
- Ξ

] +x4=st,

1

x=(t—1)*

l -
ε!.ι--ἦ-- --1ὴὺ 4dr.

След заместването стигаме до интетрала

ι [ν{ἱι
4 ΐ

който, както знаем, се пресмята с помощта на субституцията

Получаваме следния кнтеграл ет UL O функция

1 и?

. fH* ἰ 4
"- Е

Трети случай. Числото -, 1P “ улло. В тозн случай, ако

»

напишем интеграла (1) в следния видл:

fx"'”‘" (a+hx Ρ dx,
ту

и положим mi-+np=m,, —n—n,, p=p,, ще видим, че числото *п“х

цяло. И инаинстина имаме

m+1l m4np+1 π #7

fl; - - Я й "

Като вземем пред вид Това, което извършихме във втория случай,

заключаваме, че субституцията .

albx "=t

ще ни доведе до интеграл OT познат THM.
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«

1

„„ Пример 2. Да разгледаме интеграла
i

#. 
3

4 Ι; J1+x3dx.

Tyx m=1,n=3, p=--;-. Чуислото "'-ἷι--}-μῄει.ἁ цяло, Ето защо предста-
-вяме дадения интеграл във вида

¥

3

' J.x’ х7241 ах
# правим субституцията

х-341-1.
Оттук намираме |

. | x=(t—1) 7

=

който, както знаем, се пресмята посредством субституцията (=ud. Тя
ни довежда до интеграла |

и?

"]Пд"-

HMoxazano® ¢, че Korato 13 някой интеграл or диференциален бином
не е налице нито слин OT разгледаните TPH случая, той е нерешим, Τ. €.

той представлява функния, XOKTO ие може да се изрази чрез елементар. .
вите функции. Такъв с например ицтегралът

Гу ах,

< a1 m+l 1 С 3

Изобщо при пресмятането на неопределените интеграли, т. е. при
намирането на примитивна функция на дадена функция, ние считаме

Ттази задача за решена, когато намерим тази примитТивна, изразена по-

средством една ἩΠῊ няколко елементарни ΦΥΉΚΠΜΗ. Далеч не всякога

'

“ За първи път това с направил големият руски математик П. Л. Чебишев
{1821—189%4), пра .
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обаче TLPCEHATA примитивна (макар Ἡ да знаем със сигурност, яе тя съ-
ществува) може да бъде изразена по такъв начин. В такъв случай сим-
воОдъТт

Ллодах

ни дефинира една трансцендентна функция, която не се изразява чрез
слементарняте функцни.

Освен За интегралите от диференциален бином, неспадащи към
HEXOH OT споменатите три случая, доказано с и за редица други неопре-

делени интеграли, че не могат да бъдат изразени посредством елемен-
тарните функции. Такива са например интегралите

fc"dx. fsinx’dx. fmsx’dx, f_‘:_dx. f“';‘dx, с0я ..
«

а също M всеки неопределен интсграл, който може да се преобразува в

MAKOH от тях посредством една кли друга субституция, в която участву-
ват само елементарин фунхцнии.

Упражиении 1. Пресметисте следните интеграли:

L ———5:' dx Orr ев .
ἘΝ ме

- ) |

1 1 | VTF χἰ - χ

.. [”“;”** От. ра Г + в |а ”
, 3_ . 3 3

3. J—;——{-{d.‘. Отг. 2(4 + \/x)‘f‘..
Еу |

И ЕЕ НА Е
2а „(Г+ 255

TL Покажете за всеки OT следващите исопредслсни HATCTPANH, че не MOXC A

бъде мзразен посредством enemeRTapuwre функцни (като го преобразувате, ако има

нужда, чрез подходяща субституция в някой интеграл, за който тава с доказано).

# 4
dx 1‘_._;' ау

L Ш- 1. x’ - ΓῚ ‘—I——v—_}-.—g— -Л f T+ ах 3 [ Ξ ах
ах . sin х ἁ"'4. o х 5, .[7;-!:. δ. dex.
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8 49. Интсграли от рационалкин функции на εἰχ й COSX

-'_'_'(]) f R(sinx, cosx)dx,

гжъдето R(sin x, со5 х) е израз, в който над 5щ X и COS X са извършени
.CAMO рацконалните действия, могат винаги да бъдат пресметнати в
интервала (—X, я) посредством субституцията

x=2arctgt,

mmnpcmmnnmerwmmpamummdmmml
Нанстина имаме

:':lg—f-
»

1

ο-.ι; друга страна, при —RN<X<K са изпълнени равенствата

« 4

; } Ὑ НЕ

εῳ τ 1+ 8} 5 |

Оптук. получаваме

| (2) s;nx=l+:,' msx—m-

Освен това

( dx= 2 #.
_l+t'

Ясно e, че след заместването на 5П x, cos X и dx B интеграла (1) ще no-

лнучим интеграл от рационална функция на I,

Пример . Интегралът

dx

24 κἴπ α + 005 х

пюсредством субституцията х-2 arctg 1 и формулите (2) се преобра-
зува в интеграла

2 fl’-}- 2t +3

Hexa да отбележим, че когато sin х и са X участвуват в израза
# (sin x, со5 х), повдигнати в степени само с четни степенни показа-

тели, за предпочитане с субституцията |

=arcigt,

която позволява да пресметнем WHTerpana (1) в интервала (“‘l;" “Ξ“)“

Тук имаме
1=tg χ

“
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мя пе

и поради тъждествата

Е Ὴ ὐ el e Ὴ
„

получаваме

ε: 123 м Зуе а(3) ο хеу 205 хл

От друга страна, |

| ἆ.ἳπῖ'-ἷἷἰ di,

така че интегралът (1) OTHOBO ще премине B интеграл OT рационална
функция на г. При това. лесно с да се съобрази, че в този случай субсти-
туцията X=4arc ΙΒΧ ще ни доведе до такава Ра[шоиална фш:, в

която съставлявашите я полинеоми са ΟἹ по-ниска степен, отЕОлкото

ония, до конто бихме стигнали, работейки със субститупията х--

-2 агс Щ .

Пример 2. Да разгледамс интеграла

—_j‘-—L—d #
I + 3Щ х

Като прилагаме субституцията х--агс 8/ Η използуваме първата от

формулите (3), стигаме до интсграла

| 4

2 4 }

Субституцията пък x=2arc 18 1 npeobpaiysa разглеждания никнтсграл
в интеграла

IR _

Упражисния. Пресметиете следните интеграли:

1 | ах . ах , sin.tmsxd

. f$+4sinx 2. а + с0 х 3. (3 + cos х x-
. [- .. еве ς |

и 8 —4sinx + Tcos х 5. (3 ἜΒΙΑ χᾧ + 2cos х) «.

sin® х йх

6. fl-&-sin’xd‘x' 7. f4sin’x+3cns’:'
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TO

ГЛАВА Vill

ОПРЕДЕЛЕНИ ИНТЕГРАЛИ

Повятието опрелелен интеграл € едно от най-централнияте не само

B математическия анализ, но н в математиката въобше. Задачи, чието

решаване ΒΟΠῊ по естествен начин до това понятие, са били разглеж-

дани оше в древността. Все пак сс счита, че то с било въведено в окон-

чатслен вид през XVII Β. o1 двамата създатели на диференциалното и

интегралното смятане — Нютон и Лайбниц, които ca работили неза-

висимо елин ΟἹ друг. Основният техен резултат се състон в тясната

връзка, която те са установили, че съществува между такива две на

пръв поглед стояши далеч сдно OT друго понятия, каквито са понятията

опрелелен интсграл и проилволна ча функиия, В какво именно се изра-

зява тази връзка, прелставнляваша едно от най-забележителните откри-

ὍΜΗ в математиката, ние ще видим, KOTATO се запознаем със съдържа-

HHETO HA важната теорема, наречена в чест на нейните велики открива-

Tean Ттеорема на Лайбниц и Нютон.

§ 50. Една задача за лице на фигура

Нека ¢ дадсна една нсотрицателка функция f(x), лефинирана в

крайния и затворен интервал (а. 5) Нейната графика ще се намира

изцяло над оста Ох. Да предположим owe, че /(х) е ограничена в този

интервал, и да си поставим задачата да пресметнем лицето ка фигурата A,

заградена o1 графиката на функицията / (х), оста Ох и правите с урав-

нения х--а и x=b (черт. 47).

Залачата, която Ттоку-що формулирахме, в съшност не е добре по-

ставена. Тя нс може 12 има смисъл, докато ΜῈ сме дефинирали самото

понятие лице на фигурата 4. Разбира се, когато това е иякоя позната ΗΗ

OT слементарната геометрия фигура, например многоъгълник, нис

знасм какво се нарича лице на тази фигура. В общия случай обаче това.

е понятис, което предстои да бъде дефинирано.”

* Тази задача -- задачата Ἢ лефиниране на понятието дице HA фигурата 4,
« частен случай от по-обшата залача — да се лефячира панятиета лице 33 HAXOA A0~

статъчно щирока XITETOPUS равнинни множества. Ние ще се спрем върху тази OO

обща залача в гл. XL
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Й така ние искаме да определим едно число J, което да наречем
лице на фитурата A. Разбира се, това число не може да бъде произвално.
Следвашата конструкция ще ни подскаже на какви условия трябва да
отговаря Το! Да разделим интервала [a, 5) no произволен начин на под-

#

7

.„д

»
2 Ζ2

ᾶ ὄ .

Ἄ

Черт. 47

интервали (черт. 48). Точките на деленис да означим с x,, Х2,..., X, . 15
Ако положим още a== X g, #--х., то интервалът (а, #) сс разделя на следните
подинтервали: .
(l) [х„, х!]з !х!т х?]г** . t[xlr..h xw]*

Тъй като функцията f(x) е ограничена в ynrepsana [a, b), тя ще бъде
ограначена и във всеки негов подинтервал, Да означим с M, точната
горна граница, а с т, точната долна граница на /(х) в интервала
[%: .1, Χ} к да образуваме сумите

(2) J“Zmi (χι-ται ἡ)» S=Z M, (x,—x;_4).
#1 4е §

Тези две суми се наричат съответно малка M roxama сума на
Дар 6y за функиията f(x), отговарящи на разделянето (1) на интер-
вала (а, 6) на подинтервнали. Те могат мнаго лесно да бъдат W3-
тълкеувани геометрично. Да разгледаме сумата s. Всяко ποῆηο събираемо

Черт., 48 "

mx,—x, .1) може да бъде изтълкувано като лице на един правоъгъл-
ник — правоъгълника, за основа на който служни отсечката, определена
върху оста Ох OT точките X; , и X;, а 38 височина — отсечката с дъл-
жина т . Тъй xaro за Всяко X OT интервала [x; з1, x;] имаме / (х)>ту.
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Illl._-i
"

ACHO €, че този правоъгълник изцяло ще се съдържа във фитгурата, 3arpa-

/mesa от графиката на функцията /(х), оста Ох н правите с уравнения
, ХХ) а B х--х, (черт. 49). Тогава сумата ; ще представлява лицето HA
"един многоътълник, който е съставен от п правоъгълника от описания

Черт. 49

BHA и очевидно се съдържа във фигурата A. Този многоъгълник HHC ще

наречем вписан във фигурата A (черт. 50).

. Като разсъждаваме аналогично, можем да изтълкуваме S също-
XaTo лице на многоъгълнияк. Това ще бъде един многоъгълник, който
ПЪк изцяпо съдържа фигурата А и който ще наречем описан около A.

Той също е съставен от п нравоъгълника, отговарящи на л-те подинтер-
мала в разлелянето (1) (черт. 51). Височината на всски от тези правоъгъл-
ници € равна на точната горна гранинца на функцияти /(х) в съотвестния

подинтервал. .
. И таха на всяко разделяне на интервала (а, 5) на подинтервали от-

- Товарят чрез описаната конструкция два многоъгълника -- единият —

вписан във фигурата A, другият — описан около нея. Естествено е да
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понскаме търсеното от нас число [, което желаем да наречем ли це

на фигурата A, да бъде по-голямо или равно на лицето на вписа-

ния Η по-малко или равно на лицето на описания многоъгълник, Τ. е.

Да удовлетворява неравенствата. |
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Η разделянето на интервала (а, А) на подинтервали може да бъде
осъществено по безбройно мното различни начини. При всяко такова

разделяне ние желасм да бъдат изпълнени неравенствата (3), Възможно

ΠΗ е това? За да отговорим Il този въпрос, ше забележим най-напред,

че неравенството

(4) 155

е валидно не само когато 5 Η 5 са малката и голямата сума на Дарбу,

отговарящи на едно и също разделяне на интервала [a, 5) на подинтер-

вали (M когато то с очевидно), HO и когато малката сума § е взста при
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¥,

"едно разделяне, а голямата сума 5 -- при друго. Действително 5 ¢ ли-

щето ΒΔ някакъв многоъгълник P, съдържащ се изцяло във фигурата A,

-g+S — липето на друг многоъгълник (2, който пък съдържа изцяло фн-

гурата A. Ясно €, че многоъгълникът () съдържа изцяло многоъгъл-

guxa P, от което велнага следва неравенството (4). (Ha черт. 52 е по-
-казан един пример —c x,’, χχ', ху, Х.”, х.” са отбелязани точките, които.

осъшествяват едно OT пвете разделяния На интервала (а, 5] на подинтер-
вали, ἃ ¢ х,”, х:”, х ” -- точките, осъществяваши другото.)

” Нека иемсм сега едно произволно разлеляне на интервала [a, 5)

на подинтервали и си образуваме съответствуващата на това разделяне
голяма сума на Дарбу S, Съгласно неравенството (4) сумата 5 ще бъде
по-голяма от малката cyma на Дарбу s, образувана при кое да е разде-
ляне на интервала (а, 6) Това означава, че множеството ΟἹ малките

суми на Дарбу, косто ще получим, когато разгледаме всички възможни
разделяния на интервала (а, 6) на подинтервали, ¢ ограничено отгоре н
че 5 с сдна негова горна граница. Да означим с 1 точната горна граница
на това MHOACCTBO. Тогава ше имаме

&) 155.

Но сумата 5 беше пронзволно взета голяма сума на Дарбу. Поради
това нсравенствато (5) показва, че множеството ΟἹ големите суми на
Дарбу с ограничено отдолу и че числото Ι с сдна негова долна граница.

Ако означим с / исговата точна долна :рапнш!. то ще имаме

(6) 1<1 -
Съгласно нсравенствата (3) търсеното от нас число 1 трябва да бъде

CAHOBPEMEHHO горна граница на множеството от малките суми на Дарбу

и долна граница на множеството OT големите суми на Дарбу. Следо-

вателно то трябва да удовлетворява неравенствата

( 1511

Ако имаме /<], To съществуват безбройно ΜΗΌΓΟ числа за /, за XORTO

са изпълнени неравенствата (7). Korato обаче за някоя функция имаме
I— TO търсеното число 1 ссе определя 110 един-единствен начин. B този

именно случай ще считаме, че 34 фигурата А може да се дефинира поня-

THETO лице н под лице на фигурата 4 ще разбираме числото I=Jt=1.

8 51. Дефинипия ка опрелелен иптеграл

Това, което низвършнхмсе в предишния параграф, с почти всичко,
необхолимо 33 въвеждането на понятието опрелделен интеграл. Остава
да добзвим оше малко, за да дойдем до дефиницията на TOBRR важно-
NOHATHE.

Hue разглсждахме в предишния maparpad едлна неотрицателна и
ограничена функиия f(x). Cera ше се освободим от прелиоложенисто

за неотрипателност. Нека с далена функнията f(x), 33 която ще пред-
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положим сама, че е дефинирана и ограниячена в крайния Η затворен

мнтервал [a, δ]. Да разделим, както н преди, тозн интервал по произ-
волен начин Η xpacH брой подинтервали. Тези подавнтервали пак ще

означим така:  ̓

а) [χον 4 [χιν 4)е В еа Х”
където Xo=a и x,=b. Като означим oTHOBO с M, и ; съответно точната
торна H точната долна граница на /(х) в интервала [x, _,, x,], ние обра-
зуваме малката к голямата сума на Дарбу, отговаряшщи на разделянето
1). Те са

(2) #< Σ т (Х--Хр.4), 3=z M, (x,—x;_,).
=1 :ἐξΞαὶ

ч

‘Cera обаче не можем да дадем такова просто геометрично тълкуване

на сумите 5 н S, както в случая, когато /(х) е неотрицателна.
Функцията /(х) беше по условие ограничена в интервала (а, ὁ].

Да означим с / една нейна долна граница и да разгледаме функцията
@(x)=f(x)—I. Ясно e, че φίχ) е неотрицателна, Освен това, ако m,” н
M|’ са съответно точната долна м точната горна граница на функцията
@(x) в интервала [x,_,, x,], то не е трудно да се съобрази, че ще имаме

m'=m—|, M!=M-—I.

Оттук получаваме |

| ту т/! + , M=M+l

Torasa сумите (2) Morar да се напишат по следния начин:

5=|2!(т.“+!)(х.-х:-.)*=;т? (х.-х.-„>+г;:(х.-х.-д.

Ω)

5- Σ Μ +) (xi=xi_)= DM/ (xi—xi )+ З ааа)
- , ἐπεὶ "Ἱ

Обаче

(4) Z(xi _xl-l)le _xu"t’xz"'xl'i'"“ -Fx,,—x,,_1=‘x.-x,=b-a_
Ξ

Ако cera означим с &' и δ' сумите на Дарбу за функцията φίχ), отгова-

рящи на разделянето (1), равенствата (3) ΗΗ дават

(5) 5--  ̓ {{{8---αἢ,

= 5’4 I(b—a).

Тъй xato функцията ф(х) е неотрицателна, TO, както знаем ΟἹ предяш-
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. ния параграф, множеството OT сумите 5” е ограничено отгоре. Нека I'

€ неговата точна горна граница и Hexa Г пък е точната долна грнннцв
на ограниченото отдолу множество от сумите S’ Ннезнцвм че

46) Г 5Г.

Като вземем пред вид равенствата (5), заключаваме, че множеството
OT сумите 5 ¢ също Така ограничено отгоре, а множеството от сумите 5

« ограничено отдолу н че ако означим с / точната горна граница на пър-

вото, а с 1 точната долна граница на второта от тях, то ще имаме

O _
I=I'"+1(b—a).

“Torasa от неравенството (6) и pascuctsara (7) следва, че

{ 155
И така за всяка функиня /(х), ограничена в интервала [a, b), дефи-

нирахме две числа — чиелото Ξ явяващо се точна горна граница на

множеството от нейните малки суми Η Дарбу, и числото А представля-

ващо точната долна граница на множеството OT нейните големи суми

на Дарбу. Първото OT тези две числа ще наречем долен интеграл,

а второто --горен интеграл на f(x) в интервала (а, b). Неравен-
ството (8) показва, че 13 всяка ограничена функция долинят кнтеграл

не надминава гориня. Когато за дадена ограничена функция /(х) ¢ изпъл-

HCHO равенството

49 I1=1,

ще казваме, че тя с интегрусма в интервала [a, ὁ]. Числото

I=I=1

<е нарича определен ннтеграл на f(x) B този интервал и се

озвачава така:

ff (x)dx.

Чиелото @ се нарича долна граница, а числото b — ropHa граница
на написания определен интеграл.

Нека обърнем внимание върху следното: Определеният интеграл,

жакто видяхме, с едно число. Поради Tosa e безразлично с какна буква
е означена нвзаин:нмата променлива в подннтсграшштв функция. Това

ще рече, че вместо f S (x)dx можем да mHUICM f Л( или

ff(u)a‘u HT н
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Ние вечс видяхме как може да се изтълкува геометрично опреде-

леният интеграл, когато функцията f(x) е псотрицателна. В общия слу-

чай това тълкуване не с валидно. Въпреки това обаче съществуват из-

вънредно MHOTO възможности това число да бьде изтълкувано по елдин

или друг начин, като бъде свързано с най-разнообразнн въпроси OT

областта на приложенията на математиката.По-спешиално голям брой

въпроси от физиката водят именно до определени интеграли.

Нека подчертаем ошще веднъж, че ние въведохме MOHATHETO определен

интеграл само за функции, за които е изпълнено равенството (9). и тези

функции нарекохме интегруеми. Не всички функини, ограничени в дадсн

ннтервал, τ интегруеми. Така например функцията, дефинирана Β

интервала [0, 1) с равенствата

. f(x)=0, когато х е ирапионално,

ЛД(х)<-1, когато х е рапнонално,

не е интегруема. Действитслно, както и да разделим интервала (0, 11

на подинтервали от вида (1), във всеки от тях /(х) има точна долна

граница, равна на 0, и точна горна граница, равна на 1, (Това с така,

понеже както рапиопналните, тъй и ирационалните числа, както знасм,

са разположени навсякъдс гъсто върху реалната права,) Тогава

Ж - Σ 0.(.1'.-3;,,,)Ἑ0.

«а

L

.ς-.-.ΣἼ (X, =% )= X, τ Хе ].

а!

И тъй всяка милка сума на Дарбу с равна на 0, а всяка голяма сума на

Дарбу с разна на 1. Слелователно /—0, I=1 и 15

В следващия naparpad ше видим, че исяка функция, която е непре-

KLCHATA в краен и Ззатворен интеряал, ¢ интегруема o него. Оттук ше

следва, че фигурата A, която ралглежлахме в прелишния параграф,

има лице винаги кагато неотрипцателната функиия /(х), чиято графика

я огражда отгоре, е непрекъсната.

Сумите на Дарбу, с които си послужихме, за ла дефинираме onpe-

деления интеграл, предстанляват очевидно елно средство за неговото

пресмятане. Да Се следва този път обаче е Tpyano н пнеудабно за работа.

И βες пак в някои специални случан, например, когато функцията /(х)

с констянта, това не ¢ сложно. Наистина нека /(х)-- С за всяко х в интер-

вала ', Б). Както и да разделим интервала |а, #| ка подинтсрвали, във

всеки ΟἹ TAX точната горна M точната долна граница на функцията са

равни на С. Тогава 3z сумите на Дарбу ше получим

1е 91 σαι- ха)-С(6-а) |
21

224 -



|

|

S=Z C(x,-—xi,,)=C(b—-&).
f=1

Следователно както всички малки, така и всички ΓΟΠΌΜΗ CYMH Ha Дарбу
ca равни на С(6--а). Оттук следва, че 

'
1

в

. ]ω::σ(ο-σ).

И Taxa ние вече познаваме стойността на определения интеграл, когато

Жгршшпп функиня е константа." По-специално получаваме ра-

то

' fdx=b-a. |

“  ̓ J
По-нататък ше се запознаем с сьт общ метод 18 пресмятане на

опредслените интеграли, с който можем да си служим винаги когато
подинтегралната функция f(x) е нспрекъсната. Този метад се основава

на споменауата вече тесорема на Лайбниц и Нютон.

Засега ше отбелсжим само, че излизайки от самата дефиниция на

определения ΜΗΤΟΓΡΑΞ, можем да установим лесно следното HCroBo

свойство:

Ако функпията /(х) ¢ интсегруема B интеразла |a, А) и axo за всяко X

ὋΥ този интервал тя удовлетворява HCPABCHCTBATA

(10) та/(х)5М,

то
ε}

(11) m(b—-a)&f}'(x)dxgh!(b—a}

Достатъчно ¢, разбира ce, ла разгледаме случая, когато M e точната

горна, а т — точната лолна граница на f(x) в интервала [a. #). Ho то-

гава числото M(b—a) се явява eana спешиални голяма сума на Дарбу 38

функцията /(х). а именно онази, която съответстнува на случая, при

κοῆτο интсрвалът [@, #| е „разлелен” на едиин-сдинствен подинтервал --

на самия себе си (този случай не се изключва в нашата дефининия). Чис-

ποτὸ mi{b-—a) се ярява пък малката сума на Дарбу, отговаряша на Cb-

шото това „раздсляне”. Определеният интеграл обаче е горна граница

на множеството OT малките суми и лолна гранинца на множеството OT

големите суми на Дарбу. Оттук веднага следват неравенствата (),

« В случая, когато C> 0. ΤΟΊΗ͂ резултат напълна се съгласува с геометричното

тълкуване на опрелеления интеграл, тъй ката фигурата 4 в този случай представлява

правоътълник с основа, равна на #--а, и с височина, PasHa па С.
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Като следствие от Току-щшо доказаноато твърдение получаваме:
Ако f(x) е интегруема в интервала (а, Я) и ако /(х)20, то

f Σ

Нанстина в този случай можем да вземем m—D и да приложим лявото

от неравенствата (11).

§ 52. Интегруемост на нспрекъсватите функции

Както вече споменахме, към категорията на интегруемите функицини

спадат всички непрекъснати φγί:κιιπ; Това именно е съдържаннето на
теоремата, която Сега ще докажем.

Теорема. Axo функуията У (х) е непрекъсната в крайния и затворен

интервал [a, 6) то тя е unmezpyema 6 тази интервал.

Доказателства, Както знаем, от непрекъснатостта на функ-

цията /(х) в крайния и затворен иинтернал (а, А) следва, че тя € 0

чена B този интервал. Нека /¢ / ( CLOTECTHO ΠΟΠΉΜΗΤ и горният интеграл

ка функцията /(х) в интервала (а, b]. Трябва да докажсем,. че те са равни

помежду си. Да допуснем противното. Поради неравенството (8) от пре-

Г- /
дишния параграф това означава, че /</. B такъв случай числотоеЕ = i—a

ще бъде положително, Ще си спомним cera теоремата 3a pasHoOMepHaTa .
непрекъснатост от § 24, Съгласно тази теорема можем да разделим

интервала (а, &) на краен брой подинтервалн по такъв начин, че във всеки
ΟἹ тях осцилацията на /(х) да бъде по-малка от €. Нека тези подинтер-

вали са

(хо Χ} (у Х2)е Ха ς 4ν Ха)

хъдсто ху-а и x,=h. На това разделяне на интерниала (а, 6) на под-
интервали ще отговарят една малка и една голяма сума на Дарбу. Това

са сумите |

(1) .τ--ΣΜ, ХХа) Η 5“ΣΜ|(-Ἠ - )
i=l =l

където с т; и M, са означени CLOTBETHO TOMMATA долна и TOMHATA горна

граница на f(x) в интервала (х, _,, х,). От дефиницията па долния Η rop- |

ния пнтеграл следва, че .

.s;_.:‘:{. I<S.

От тези пък HEPABEHCTBA MONYTABAME

(2) I—IsS—s.
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Като извадим почленно равенствата (1), ще получим

[. “

=1 #1

=2(На""тд (χ,-- χ.
=t "

“ Ho разликата M,—m, не с Нищо друго освен осцилацията на /(х) в иинтер-
вала [x; _,, x;). Следователно ще имаме

8-:-::ΞΣ (x(—x;,_)=¢(b—a).

ἱπεὶ τ»

Като си спомним как бяхме избрали €, последното неравенство добива.
вида .

(3) : S——s-:::T—_{.

Ho неравенствата (2) и (3) си противоречат. Следователно нашето пър-
воначално допускане ¢ погрешно. И така нмаме /--/. С това теоремата

е доказана. Ν

Нека да подчертаесм, че условието за нспргкъснатост на сдна ᾧγωκ-
ция с само достатъчно условие 33 интегруемост. То не с необходимо
В същност категорията на интсегруемите функции с "далеч по-широка OT -
тази на непрекъснатите. Така може да сс покаже, че ако една фупкция е

прекъсната в красен брой точки на един интервал M при това с ограни-
чена, тя е интегруема в този интервал. Друго достатъчно условие за wivre-

груемост € условието функцията да бъде монотонна в даден кратч и

8 53. Суми ma Риман

Hexa отново да разгледаме сдна функция /(х), д:фичярача и огра
ничена в някой интервал [a, δ]. Да разделим ичтервала [a, А) на краен

брой подинтервали и във всеки от тях ΜῈ изберсм по сдча точка. По
такъв начин, ако подинтервалите на разделянето са

[хф х.]. [I,, Izl "." 5 [I, - т .Т.],
“

където ху--а, X,=b, то нис ще имаме n точки &,, Ез,...,Е „ избрани

така, че

х .ng-gxg πΡἩ i‘:l! 21 T |п-Cymm # #

| 1 - ὔπΣἶίξὓ(-ΐὶ-Χι-ι) |
1 -



се нарича сума на Риман. Тя зависи очевидно ΟἹ начина на разде-
лянето на интервала (а, 6) на подивтернали и ΟἹ избора на точките

&2y, B .
Axo образуваме сумите na Дарбу

3=2та(1:"3:-:) Β Ε'ΞΣΜἱ(-Ἡ"Χτ-ι)-
=l 1--1

отговарящи на същото разделяне на интервала [a, b), то поради не-

равенствата |

πἰ Ξ Έ ΞΗ,,
изпълнени 3a #-1, 2,...,л, ще получим

(2) 2595465

И така сумата на Риман по своята стойност се намира винаги между CLOT-
ветните суми на Дарбу.

С помощта на римановите суми ние ше формулираме и докажем
сдна теорема, която ще сс окаже твърде полезна за непосредствено
следващата наша работа. Предварително обаче ще въведем оше едно
поазятие. ;

Hexa ни е ладена сдна безкрайна редица от раздсляния на интервала
Га, &) на подинтервали. Това означава следното: Най-напред сме раз-
делили по някакъв начин (а, А) na подинтервали. Получили сме едно раз-
делянс, косто сме нарскли първо. След това но някакъв нов начин от-
ново сме разделили (а, ] на подинтервали — получили сме друго раз-
деляне, коесто сме нарскли второ, и T, н.

Да означим сега с 6, дължината на най-големия от подинтерва-
лите, получени при NLPBOTO разделяне, с B2 — дължината на най-голе-
мия ΟἹ подинтериалите, получени при вторато разлеляне, и т. н.. изоб-
що с 6, — дължинцта на най-големия OT полинтервалите, получени при
п-тото раздлеляне. Ще казваме, че ци е дадена слна изаребняваша
редица от рачделяния μ интервала (o, 5) ни полинтервали,
когато релдицата ΟἹ числата

6y, Ba,...,8,....
клони към нула.

Лесно можем да посочим примери 1a издребняваши peaMuM от
раздсляния. Такава редица можем да получим, ако нанпример при пър-
POTO ралзделяне разделим интервала (а, 5) на лвс равни часли, при вто-
рото на три равии части и T. H., изобщо при #-TOTO разделяине ro раз-

делим на н- | равии чести. Тогава б„-чь-:" ие ясно, че lim 6.--0.
"

Друг пример за изаребнияваща релица ΟἹ разделяния можелм да
получим по следния начин: При първото разлеляне делим Гв, А) на две
равни части, ΠΡῊ второто делим всяка ΟἹ ΤῊΧ също на по лве равни части,
така че интервалът е разделен на четири раяни части, при Ттретото раз-
деляне той се оказва разделен на oreM равни части и т. и, Тук пък имаме

ᾧ - .
0,= *z—;;-" и oTHoBO lim 6,--0.
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Да преминем сега към теоремата, за която вече споменахме.

. Teopema. Нека функуията / («) е непрекъсната в крайния и затворен
интервал (а, b). Axo е дадена една издребняваща редица от разделяния

на интервала [a, b) на подинтервали и ако при всяко om тези разделяния
си образуваме по една риманова сума за / (х), mo редицата om така полу-

чените риманови суми

(3) а„щ....ь.о.,...

е сходяща и клони към интеграла f f{x)dx.

Доказателство. Hexa € € седно пронзволно положително число.

Трябва да намерим такова число V, че при по>у да имаме

5

(4) σ,-- ff(x)dx <E. и

Ще използуваме теоремата за осцилациите от 8 20. Съгласно тази

теорема ние можем да намерим такова число 8>0, че във ΒΟΘΚῊ поинтер-

вал на (а, b] с дължина, по-малка от 6, осцилацията на /(х) да е по-
с

малка от положителното числа „----> От друга страна, дадена ¢ една

аздребняваща редица от разделяния на интервзала (а, b] на подянтер-

ΔΉΠΗ. Това ще рече, че ако

8;,0:2.....0,....

са дължините на максималните подинтервали, получени при последо-

вателините разделения в тази редица, то lim 6,--0., Тогава ще съществува

такова число V, че при п >у ще имаме 5,<:6. Нека cera разгледаме л-тото

разделянс на интервала |а, Я). На него отговарят сдна риманова сума o,

м две суми на Дарбу s, н S,, 33 конто са изпълнени следните NCPUBCH-

ства:

(5) 5.,5а.55,..

Знаем също, че
А

(6) :.,ьз]лхшгз„

От веравенствата (5) и (6) получаваме

[ & |

(7) σ, — J’f:x) ал £S5, -5, .
| a

Ако подинтервалите н3а л-тото разделяне cu

[xg х Вл x2] oo ааая Ха

кълето ха--а, Xxo.=b, то сумите §, н 5,, подробно написанни, са
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-"-‘Z m; (X —X;_,), S,=Z‘M;(x‘— ie1)-
i=1 =

Tyx, както винаги, ¢ m, н M, сме означили CLOTBETHΟ точната долна и
точната горна граница на / (х).в интервала (х, |, х,). Тогава

(8) Ξι-'ῖι-'Σ{ΜΓ-Μί) (.T.-‘I‘_I).
[ |

Hexa cera предположим, че n>v. Torana ще бъде изпълнено HepaBeH-
CTBOTO 6,-<:6, T. €. най-големият подинтесрвал при л-тото разделянс ще
има дължина, по-малка от 5. А това знач :, 

и, че дължините на всички пол-
интесрвали при това разделяне са по-малки от & н че следавателно, съг-
ласно избора на числото §, осцилацията на /(Х) във всеки от тях ще
бъде по-малка ат ь-%-а - Тогава от равенството (8) получавамсе

- i ΓΤ К

6) Зе ра D =)=y, (b—a)=c.

Най-сетне от (7) и (9) следва, че при п->у е изпълнено неравенството

fl.-ff(x)dx‘ifl.
| b

косто показва, че редицата (3) ¢ сходяща и клони към [ Да) dx.

а

Нис ще използуваме тази теорема н следващия параграф, за да до-
докажем някои основии свойства на опредсления интеграл. Тя обаче
нма H важно самостоятелно зиначение. Така например при много въйп-
POCH Τ фШШТа естествено се достига до римичнови суми, след коесто с
помощта на току-що доказаната теорема се преминава към определени
интеграли.

§ 54. Основин свойства па определените интеграли

Свойствата на опйреденените интеграли, KOHTO ще докажем в ΤΟΊΗ
параграф, в същност са валидни винаги когато интегралът съществува,
T. €. при произволни интегруеми функции. Ние обаче с цел да опро-
стим нещата ще установим тези свойства само в случая, когато подинте-
гралните функции са непрекъснати.

сега към формулирането и доказателството на тези
OCHOBHH свойства.

I. Axo /(х) е една функуия, пепрекъсната в интервала (а, 5), а C е
едно реалко Число, те

-
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А в

‘@ f Cf(x)dx—C f f(x)dx.

&

Доказателство. Ако интервалът е разделен на подинтерва-

лите .

() [χο. х) (у χ ν « X аА

където хо--а, X,—b, и ако във всеки ΟἹ ннтервалите [X,_,, х,| е избрана πὸ
една точка Е , то можем да образуваме римановата сума σ 11 функцията

f(x) и римановата сума с” 38 функпията Cf(x), които ще бъдат ChLOT-

ветно
&

o= Zf (ξ) (xi—xi )
1.

&

¢ - Σ Cr(EN(x;— x;_,)
ἐ-- }

Ясно с, че . .

(2) o'=C(o.

Hexa cera, e дадена една издребняваща редица от разделяния на

интервала (а. ) на. подинтервали, като същевременно при всяко OT тези

разделяния с избрана и по една точка в сьответните поднинтервали, Ако

означим римановата сума, отговаряша на мт-тото разделяне за функ-

цията /(х), със o, а тази за функцията С/(х) със в,”, то съгласно ранвен-

ството (2) ше имаме

a,'—Co,.

Оттук, като използуваме TEOPEMATA OT предишния naparpad, заключа-

ваме. че ¢ в сила равенството (1)

П. Axo функуиите / (Х) и g(x) ca пнепрекъснати « интервала (а, b), mo

bb b

(11) f{f (x) +g{x)}d.t=ff(x)dx %-fg(:r) dx.

Дохчазателство. Ако е ладено някое разделяне от вида (1)
на интервала (а, b] на полинтервали н е избрана MO някакьв начин по една

точка §, вън всски OT подинтервалите [x; |, х,), To можем да образуваме

римановата сума с” за функиията /(х), римановата сума o'’ за функция-

та g(x) и римановата сума с за функпията /(х)+#(х). Ясно ¢, че

k

o' = Σἶἷξε)(ἷξ-ιἳμ „
i=1

Х

Π""’Σἓ () (=X
=1
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k

o= Σ 17 (6) + # ( (xi—=x,_,).
#1

Следователна

(3). σεεσ'Ἐσ ́",

Нека вземем сега една издребняваща редица Бт разделяния на интер-
вала (а, 5) KA подинтервали и нека на -тото разделяне отговарят рима-
новите суми: а,” за /(х), а,” за g(x) и o, за /(х)--#(х), образувани при
един H същ избор на точките §;. Тогава съгласно равенството (3) ще
получим

0-=ПДГ+П.1!!

откъдето OTHOBO въз основа на теоремата от предишния параграф идва-
ме до заключенчето 3a верността на равенството (П).

Ш. Axo /(х) и g(x) са две функуии, непрекъснати в интервала [a, b)
и удовлетворяващи перавенството )

(4) . Jx)sglx)

за авсяко X от този ицтервал, mo

» в

(111) f [(x)dxsS f g(x)dx.
а а

Доказателство. Ака е извършено разделяне от вида (1) на
внтервала (а, 5) на подинтервали н с направсн избор на точките Е, в
тях, то за римановите суми с” на /(х) и 9” на g(x) ще имаме

А

м σ ́ -- Σἶ(ξι) (х,- Xl
(:

κ

ὕ“:Σἓ(ξε) (χ,-- X1
[, |

OTKBLACTO поради HEPABCHCTBOTO (4) ще получим

(5) α' Ξσ ́ ́.

Да вземем сега една издребияваща редица от разделяния на [a, А)
на подинтервали и да означим със в,” и б,” съответно римановите суми

за функциите /(х) и g(x), отговарящи на #-ToTo разлеляне и образувани
ΠΡῊ сдин и същ избор на точките Е.. Поради HepaneHeTROTO (5) ше имаме

σ"' ἓσ"'ἰ.

откъдето, прибягвайки отново към теоремата от предишния параграф,

ще получим неравенството (ИП.

IV. Axo /(х) е една функуция, пепрекъсната в [a, δ]. mo
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г

А »

av) |ледах |« 1701 dx.
-

Неравенството (Г) "ледва от неравенствата

Τ)Ξ 7 κα -76)5/(

и ot свойството (Ш).

V. Ако функуията f(x) e непрекъсната а интервала (а, b] и axoc

е една вътрешна точка от този интервал, то

v ]' f(x)dx= f e d;+f / (x)dx.

Доказателство, Hexa интервалът (а, с) е разделен на подкин-
тервалите .

(6) o' х [χι ́, Хуе ДХеъ α, 1
а интервалът (с, #) -- на полинтервалите :

Ὃ же” ' . ж” хуе (A ,
където Χο --а, χ =X, =¢, χ '=b. Ако вземем всички подиинтервали —
хакто тези, KOHTO участвуват в разделянето (6). така и онсзи, които уча-

ствуват в разделянето (7), ще получим сдно разделяне на целия интер-

вал [a, 5) на подинтервали, косто ще наречем получено от обединяването
на разделянията (6) и (7). Hexa си имзберем no една точкиц ;" във BCEXK от

интервалите [.τ,ἶ...ι, χ Ἱ и по една точка Е,” във всски OT интервалите

[X;—1 Х| и си образуваме след това PHMAHOBHTEC суми

Ρ

o' -- ΣΙ(ξς) (X —Xim1),
i=i

4

““ἜΣΙ(ξ;")(Χ;"-Χ;-ὓ-
11

Като съберем с” н с”, ние очевидно ще получим CiHA риманова сума

за функцията / (х), отговаряша именно на ToBa обсдинено разделяне на

интервала (а, #) на подинтервали. Ако означим тази сума със O, TO ще

имаме

8) а-а-б”.

Нека сега с дадена елна издребняваща редича от раздсляния на

интервала [4. с) на полинтервали и една издребняваща редица от раз-

деляния на интервала (с, b]. KaTo обединим п-тите разделяния Ha [a. εἹ

¥ [c, А|, ще получим едно разделяне на целия интервал (а, b). По този
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начин получаваме една редипа от разлеляния на интервала [a, #), която

очевидно е съшщо издребняваща. Ако означим съотвстно със σ, ́, O,

и G, римановите суми на f(X), отговаряши на л-тите разделяния на
интервалите [a, εἾ, [ς, #) и (а, b), образувани при някакъв избор на точ-
ките 5 и Е,””, 10 съгласно равенството (8) ще имаме

ип=п.!+вп!!-

Остава най-сестие отново да се позовем на теоремата от предишния

параграф, за да получим равенството (У).

Разбира ce, с помошта на принципа за пълната матсматична индук-

ups можем aa обобшим равенството (V) за случая, когато интервалът

[a, b] с разделен на т подинтервала от вида

Ге, (,], (суъ, 23 .. КС 4 8]

кълето т с произволко цяло положително число. В този случай ше имаме

й е “ А

f f(x)dx= f S (x)dx+ fЛ(хуах 4ot f f(x)dx.
ΓῚ Ω͂ г. T~

За да депълким списъка на OCHOBHHTE свойства на определените

интеграли, нека добавим TYK и свойствато, което докалахме в края на

55. |  ̓

VI. Axo /(х) е интегруема а интервадла [a, #) и ако т и M са съответ-
по една нейна долна и една нейна горна граница в този интсервал, mo

»

(V1) m(b——a};}_ff(x)dxéM(b-a}.

Към венчко изложено в този параграф ше добвавим следното

Символа
»

(9) ΠΌ

ние дефинирахме засега само когато ¢ даден един интервал (а, δ), в

който разглеждаме интегруемата функция /(х). Tosa ще рече, че трябва

A4 имаме а<-#, т. e долпата границша на инте рала трябяда да бъде по-

малка ΟἹ Горната. Оказни се обаче целесъобразно ла дадем смисъл на

символа (9) и кагато долната граница пна интеграла е по-голяма от гор-

ната, и даже в случаян, когато TOPHATA и долната граница са равин. Това

се постига, като най-нанред при @ =-b дефинираме символа (9) с помошта

на PaBCHCIBOTO

[ а

(0) f f{x)dx=— f Six)dx.
Е 4

Тук B дясната страна на PaBEHCTROTO имаме определен интеграл, раз-
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биран в смисъла на нашата първоначална дефиниция, тъй като 6<а
(предполагаме, разбира ce, че f(X) е интсгруема в интеравала [b, а)).

Ако искаме сега да дадем смисъл на символа (9) в случая, когато

a=b, и то така, че равенството (10) да остава в сила и в този случай,

идваме πὸ необходимост до дефиниционното равенство

an “ f f(x)dx=0.

Целесъобразността на дефинициите, KOHTO ладохме с помощта HA

равенствата (10) н (11), cc вижда от слелното: Раненството (У), което

доказахме в този параграф. бе установено OT нас при условие, че TOY-

ките а, Р н ¢ уловлстворяват неравенствата @-<c-<h. Лесно може да се

провери сега, като сс ΒΊΟΜΔΤ пред вид равенствата (10) и (11), че равен-

ството (V) остава в сила при BCAKAKBO взанмно разположение на точ-

ките @, b к . бсз3 да се изключва и евентуалното съвпадане на някои от

тях (стига, разбира ce, функцията f(x) да с лефинирана и непрекъсната
във всички интервали, които се определят OT тези TOUKH).

§ 55. Teopema зя средните стойности

Една проста, но полезна теорама при опредслените интеграли ¢
следната

Теорема за срединте стойности, Axo_ функцуията f(x) е непрекъсната
в крайния и затворен unmepeas |(а, bl mo съществува пане една mouxa 5
в този интервал, за която е изпълнена равенството

#

а) f fx)dx—f (@) b—a). ”

Доказателство. Да означим ечи M CLOTRCTIO точната долна

и точната горна граница на /(х) в интервала |(а, 6). От неравенствата

ms f(x)=M

следва, както 3BACM, че

[

m(b—fl)éfflx)dxés‘f (b—a).

Оттук получаваме

(2) тайб <

Поради непрекъснатостта на /(х) съществуват, както знасм от теоре-

мата на Вайершрас, две точки x,, X: от интервала ТГа, 6), за които

&) τ flx)=m, flx)=M.



Можем да считаме, че тези двс точки са различни. Накстина, ако х, --22,
то бихме имали m=M, откъдето би следрало, че J(x) е константа. Този
случай обаче може да се изклюни от разглеждане, тъй като теоремата
тогава с очевидна. И така точките X, и Χ2 определят един интервал,
По отношение на Този интервал нис ще-приложим към функцията /(х)
теоремата за междинната стойкост от 5 24. Като вземем пред вид ра-
венствата (3) Η перавенствата (2), ще закточим, че сътествува поне
сдна точка Е, намиращша се между X, Η X2, за която е изпълнено pascH-
CTBOTO

b

[π κ

f f§)=—a—b—_—;‘- "

Отгтук се получава равенството

| а

(M [r@dx=r©o-a |

и теоремата е доказана,

Нска да отбележим, че доказаното равенство може очевидно след
умножаване с (--1) да се инапише във вида

[ / (x)dx= /(Еца - b).

Следавателно равенството (1) остапа валидно HEIABHCHMO OT това, дали
долната граница на интеграла с по-малка от горната или обратно — при
сдинственото усповие /(х) да е непрекъсната в затворения интервал,
определен от тези дяе Точки, )

Korato функцията /(Х) ¢ исотрицателна, на равенството (1) може
A3 сс даде просто геометрично тълкуване, Наистийа то изразява това,
че в интервала (а, #| съществува точка Е със следното свойство: лицето
на фигурата, заключена между отсечката с краищша a и Я върху оста Ох,
вертикалните прави, миндаадщи през тези две точки, и графиката на /(х),
с равно на лицето 8 правоъгьлийка с основа същата отсечка и висо-

чина, равна на /(Е).

9 56. Теорема на Лайбниц и Нютон

С важната теорема на Лайбниц и Н 10TOH, заемаща пентрално място
в диференциалното и изтегрална смятане, се устанонява в случая, Ko-
гато f(x) с непрекъсината функция, ο ὰ проста връзка между понятията
определен и нсопределен интеграл на /(х) — дпе понязия, стоящи твърлде
далеч едно от друго по начина на CBOCTO въвеждане.

Съдържанието на тази георема, както и идеята за нейното доказател-
CTBO имат ярко изразен IeOMCTPHYEH характер, който особено просто се
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вижда, когато функцията /(х) с неотрицателна. И наястина нека f(x)
e една функция, дефинирана и непрекъсната в един интервал D, H нека а

e някоя точка ΟἹ този интервал. Ако х € друга точка ΟἹ mHTcppama D,

10 /(х) като непрехкъсната в крайния и затворен интервал, определен QT

точките а и X, ше бъде интегруема в този интервал. И тъй за всяко х
o1 D можем да си образуваме определения интсграл

ff(.')dt, .

Стойността на точи интсеграл представлява оченилно една функция на x°*

дефинирана в ннтервала [a, ). Да означим тачи функция с #(х), Оказва
ἐ се, че тя е примитиана функиия на /(х) а инзсрвала ), 1, е. че имаме

Е(х)--Д х) ῷὦ всяко х ΟἹ Й. За да се убедим п това, трябва да разгдле-

даме изралза

(l) . РЧЧ +-ь::-тг-(593

и да BRAMAL, че при произаолно X, or D той клони към f{x,), когато Л

клони KbM нула.

Нека функпията f(x) с неотрицателна и нека Я->0. Тогава #Е(х.- )

и Fix,) могат πῷ бълат тълкувани като лица, сто зашо и разликата
#Е(ха--й)н-- НХ) можем да разглеждаме като лице — HMEHHO като лице

на фигурата, показана на черг,. 53. Ако положителното число й с малко,

стойнеостта на /(х) в интсрвала |Ху Хо- /) поради непрекъснатостта на

7033 малко ще се отличава от /(х), поради косто и лицето на разглеж-

даната фигура ше бъле приблизително равно на лицето на правоьъгЪъл-

ника, имаш OCHOBA, равна на Й, и височина, равна на f(x,). Другояче

казано, разликата Е (хъа-й)-#Е(х,) we бъде приблизително равна на

hf(xq), а частното (1)--на f(x,). При Това грешката, която правим,

Ἂ
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вземайки това число за истинска стойност на частното (1), чуе става всс
по-малка, когато вземаме все по-малки стойности за A. Това навежда на
мисълта, че частното (1) клони към f(X,), когато h клони към нула. Как-
TO ще видим веднага OT изложеното по-долу подроебно доказателство
този резултат e верен и без предположението за неотрицателност Ha

7Под.

И така ще установим следната

Teopema wa Лайбниц и Нютон. Лко функуията /(х) е непрекъсната
в един интервал D, те функцуията

) F(x)= f ΠΌ
b

е диференцуема & този интервал и 3a всяка х om D е изпълнено равен-
cmaomo |

(3) Ε. Ξ

Другояче казано. F(x) е примитиавна функция πὰ /(х) в интервала D.
Доказателство. Неках с произволна точка от интервала D.

Ако х--Я е друга точка OT този интерпвал, TO ще имаме

“4+А +
Fex + Я) - Е(х) .:;[]](г)а*!- ff(r)df]

ка l f .гша;:-:-?ь (94- f πηὠ];---;- T}mw.

Kato приложим към последния интсграл теоремата за средните
стойности, ще получим

Е(х +) - !ἱςξ)-

където ξ ς HAKAKBA точка, намираща се MEXAY X и X -+A4. Ако оставим A
да клони към O, то точката Е ще клони към χ. Ето защо, като вземем
пред вид непрекъснатостта на /(х) в точката х, ще получим

Е () а T DL а £ )= £ (0

С това papercTBOTO (3) е установено и теоремала е доказана.
Нека отбележим впрочем, че ако Й е Краен и затворен интервал от

вида (а, b], то, както с ясно OT направсните разсъждения и както това
се съгласува ¢ нашата уговорка or § 27, равенството (3) трябва да се
взема в точките а и b съответно в слединя вид:
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F'.@=f@), F (6)--/(ф6).
Teopemata Ha Лайбниц и Нютон ни дава сдин прост начин 38 npe-

смятане на опрелелените интеграли ΟἹ непрекъснати функции. Наистина

нека да пресметнем стойността на интеграла

:

@) - f[(x)dx,

където f(x) e eana функция. непрекъсната B интервала [a, b]. Axo obpa-
зуваме функпията F(x), дефинирана с помощта Ha равенството (2),
ще имамс -

- &

f f(X)dx=F (b).

И Taxa задачата е да сс пресметне #Е(6). Нне видяхмс, че F(x) ¢ cana при-
митивна на f(x). Ho функцията f(x) има безбройно много примитивни,
всяка ог който, както зицем, се различава от F(x) с констанга. Нека
познавамс някоя (коя да с) примитивна функпия Ф (x) на /(х) в интер-
вала [a, Б). Ще имамсе

Fx)—=®(x)- Ο

88 да пресметнем константата С, нека вземем х-:а, Получавамсе

Εϊα) - Φ (a)+C.

Но F(a)=0, следователно C— —d(«). И така за всяко х от интервала
la. А) с изпълнено равенството

Е(х)- Ф (х) --Ф(а).

Специално при x=56 ще получим

] Ε{δὴ--Φ (h) -1 (a),

ΠῈ окончателно

(5) f / (x)dx=®(b) - (a).

Ot изложеното €2 вижда, че за да пресметнем определения интеграл
(4), трябва да пресметнем най-напрелд неопределсения интеграл

[;“(.т) dx,
T. е. да намерим сдна примитниана функция Ф (x) на функцията /(х), след
което да приложим формулата (5). Тази формула за по-голямо удобство
при прилагането й се записва още и по следния начин:

b

239



където под | Ф () | разбираме разликата ᾧ (5)—0 (a).
Примери,.

1 n
arctg x| —=arctgl —arclg0= 7у

0 :

“ . Б
ча

2

1

{f_dx _

n «

т Ν 3 T

2. fsin‘xdx_w -ff(l—maz.x)dx=%-fdx—%fcoslxdlx

2
5 = - л

2 2 2

я а

Ра Ху
2 + "“2(24"2) 4 (0-.0)---;

«а я

2 2

3. fln,rd.:r-—-lxlnxz-fxdlnx .
1

ι

Σ

=~(2in2-1In li—r{dx-zln 2--].: I’uzmz—-L
!

Hexa отбележим, че равенството (5) остава валидно н когато ὦ)»

при ycnosue, че /(х) ¢ непрекъсната в интервала [b, а). Наистина тогава

ше имаме

& а

ff(x)dx= —!!(x)dx-— @ (a)~ D (b)) = D (b) - Ф(а).

Най-сетне равенствота (5) с очевидно, когато a=b.
От теоремата на Лайбниц и Нютон се получава следното €A € A

ствие: .

Axo функцията f(x) e дефинирана и диференцуема, а нейната npo-

изводна е непрекъсната в един unmepsa.t D и ако а е точка от този интер-

вал, те за авсяка х om D £ изпълнено рпвт::*твштш

(6) S ()= / }Ὲ _[ { ()αι.
#

Действително функцията /(х) е една примупивна на своята произ-

водна /(х) в интервала D и равенството (6) се получава непосредствено

от формулата (5), приложена за подинтегралкна фуукция /(х) към HHTCP-

вала, определен ΟἹ точките а B Χ.



2 я

т T
и . 2 dx- 3 d 0 - “-ιὶ 2. [ -ιπ-ι3 502 xdx ТЕ 3 ) o= 0"-1“0‘-"‘83

b 4

+

“

T 4 х

3. fsiu'xm’.t χ. Отг. е” 4. [sin‘xdx. Отг, -;-.
д -

-7

2 Г Ὶ

ах 24+ 7 —5. . OmmiTY' δ, |/ ах. Om 247| ЕЕ 3 [ +
+21n0(1 + V2).

1 4 4

ах 1 к х 1 κ
т. че. че # PR πυσήμῳν ἥρ . ἰ μ ἰ ὐ # . = -](м-»х*? o o+ . | гу τ τ ТЕ
- 0

8 57. Смяна на npovenIusara в апределените иннтеграли

При пресмятането на определените интеграли понякога е удобно
да се прибегне към смяна на променливата. Тя се основава на следната

Теорема. Нека функцуичта /(х) е непрекъсната а интервала |a, δ],
а функцуията (1) ¢ диференцуема и притежава непрекъсната проилводна
& сдин инптервал (а, В). като нейните функционални стойности принад-
лежат на ицтервала (а, #). Нека oceen това

ф(а)-а, @(P)—b.

Тегава ¢ & сила равенството

ь A

(1) f fix)de = f Лейл4Ф(0.

Докалателства. Равенствато (1). което искаме да докажем,
може да сс запише във вила

ь β

2) |/одах- f flo (N9’ (1)dr.

Да разгледаме функциите

Е (и)-- | f(x)dx|
* 16 Матемматачсски SRAYNY 241



еее g г
Ф(5)- f Πφ (0«.

Първата от тях ¢ дефинирана в интервала [a, b), а втората — B ннитТер-

вала (а, В). Съгласно теоремата на Лайбняц и Нютон те са диферен-
цуеми и

(3) ЕЧи)-/(и) при asush,

Φ ́(5)-: Π | φ9}}Φ ́(5) пря « 515В. “

Нека си образуваме сега съставната функция Flo(s)], която очевидно

¢ дефинирана и диференцуема в интервала (а, B), н нека пресметнем ней-

ната производна. Като вземем пред вид равенствата (3), ще получим

{Flo(}' = ΕἼφ(:)] φ (5)-- φ(5}}φ ́(5)-:- Φ  ́ Ὁ).
Вншме. че двете функции ЕТ«(5)) н Ф(5) имат една и съща производна

B RHTepBasa [a, В), следователно те се различават с константа в този

интервал. И така ще wmame

(4) Ε[φ(5)}--Φ(:). С.

За да пресметнем константата С, нека дадем на # стойността а. Ще

получим

ΕἸ φία}} -- а) + С.
Но

Еф(а))- Fla)=0, ®(a)==0.

Следователно C=0 и pasencrsoto (4) придобива пида

НФ(5))-- Ф (s).

Ако дадем сега на 5 стойността Й, ще получим

ΕΓφ(β)})}--Φ (β),

или поради условнето Ф(В)--А:

F(b)=0(p).

Последиото равсиство, написано по-подробно, ни дава равенството (2),

което пък, както нече отбелязахме, не е нищо ApPYro освен, другояче

записано, равенството (1).

Пример. Да пресметнем интеграла f Jat—x*dx посредством

= + ο
субституцията Χ--ὦ Sin /. Функцията а 55 г ще разгледаме в интервала

[ ,—;——]‘ Имаме

asin 0--6, asin ξ =a

R JIECHO се вижда, че всички условия на теоремата за CMAHA на променли-

вата са изпълнени, Тогава
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1, ь[ (α — x!]’ dx. Οὐτ. Ξ.ἷ.ἑΞ.

n

H d
2. _T—E—_" οτε. --Ξ--+ саз х 

3 3

l «
1 1 κ3- - orrq- e . уе м[fl+l . M T

Б 585. Ηωτμ:ωῤομωμ остатъчния член във формулата
на Тейлор. Форма на Коши

Формулата на Тейлоп, валидна за функцин /(х) Диферснцусми
n+ 1 пъти в някоя OKOMHOCT на точката а, има, както знаем, нида

F =1 @+~ ',‘;') =)+ 152 (e —ap 4L Ὅκ - + R,21 я

Изразът :
Ιγι’ .

( R~ Gt кау
сс нарича остатъчен член във формулата Ha Тейлор. Както ще видим,
остатъчният член R, може да бъде записваян н по други начичлк и Това
обстоятелство се оказва полезно при редица въпроси, при които се
използува формулата на Тейлор. Когато R, ¢ изразсн чрез paneHCTBOTO
(1). казваме, че сме записали остатъчния член във формата на Лагранж.

Ще покажем cera, че ако /““” 1(х) е непрекъсната в разглежданата
околкост KA точката @, R, може да се запише във формата
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Ν : ле П (2) | Л,-ъ-- f ( Ί Ὶ SN (n)dt,

наречена интегрална форма на остатъчния Ччлен. Наистина, интегра-

райки последователно по части, получаваме

τ [στ οο θο ες [σπη ῳ

L[ 4 α-- "

LIS ря (a)+;-,;-—'_—fi-,f α- 7 (1) ds

% """Δηῄ" - “r"'(n- a)!f(r—~')'"dfl' мО

(f-')""f""'”(f)=-Лцд) (x— fl)"-}-r——-—n‘

e ffl"-"md(x—r)"'=~‘i‘-‘f,;,’-§-‘3-’(x—a)'

-1

-ξ («--а) а [(x-:)" гу

ча [ D )
== (A= Ty ) T

Haii-ceTHe, като ΠΊΟΜΟΜ прелд вид, че

f £ () dt—f (x)—1 (@)

ще имаме

Л(х)-/ (@)+ jfi@) (x— 8)- .-- 'ὗ""ἷξ"ι('ἷ'“)"ἦ"
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ЗА

+ът | еууе @ ar,

m следва paseHcTBOTO (2),
Интегралната форма на R, позволява да изведем още един запис

на остатъчния член. HaHCTHNHA, ако към интеграла в дясната страна на
равенството (2) приложим теоремата за средните стойности, ще по-

. Лучим

В (х-- Бу 0 (E)(x—a),

където Е е точка, намираша се между точкитеа н x. Ако 8-52-“, то
X -- й

0<0<1 н ше имаме 5 --а+ 0(х--а), Torasa R, ще придобие вида

- ай а1 - 0у .с) к 5 Ξ 9 В ευ ()
IR, 8X0 х--а--Й, вида

« а
@) ͵:ῳ|τ--υ (a-+0 &),

Korato използуваме този начин 33 изразяване на R,. казваме, че сме
записали остатъчния член във формата на Коши.

8 59. Μητογραπα в несобствев смисъл

Ако една функция f(x) с дефинирана и непрекъсната в някой интер-
вал (а, ), който е отворен отдясно, или пък с дефинирана в интервала
[a. δ). но е непрекъсната само в интервала (а, b), то тя може и да не бъде
интегруема в този ннтервал. Тя с обаче непрекъсната и следователно

интсгруема във нвсски интервал ΟἹ вида (а, В), където a<p<b.Ecrecraeno

с тогава да се запитаме дали интсгралът

в

f f(x)dx,

който представлява функпия на B, дефинирана в интервала [a, b), при-
тежава гранипца при Я, клонящо отляво към b. Ако тази граница съще-

ствува, то ние ще я приемем по дефиниция за стойност на интеграла

Β

() f f(x)dx,

който ше наречем интеграл B HeCOBCTBEH смисъл WIH по-
кратко несобствен интеграл, а за самата функция /(х) ще
хазвамсе, че е интегруема в несобствен смисъл B интервала (а, ὁ]. Казва
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се също в този случай, че несобственият интеграл (1) есходя щ. И така

Той се дефинира с равенството

аа

f 7 (x)dx=lim 70 ) ἀχ.
Bt p<b

«

Ако пък границата, написана в дясната страна на това равенство, не

съществува, то казваме, че и несобственият интеграл (1) не съществува

или че е разходящ. На един разходящ несобствен интеграл не се

приписва никаква стойност, така че символът (1) в такъв случай не пред-
ставлпява никакво число.

Аналогични разсъждения MOraT да се чаправят, когато вместо
интервал от вида (а, #) имаме mutepsan от вида (а, b, т. c. интервал,

отворен отляво. Естествено несобственият интеграл на една Ффункция

/Л(х), непрекъсната в нитервала (а, 6), ще се дефинира с равенството

в ь

/ (x) dx= lim S (x)dx.
а--я, B> 8

а е4

Пример . Wmflf(x)m:h-:- е дефинирана и nenpe-

късната в интсрвала [0, 1), следователно може да се постави въпросът

за сходимостта на несобствения иитеграл

1

ак .! 1 - ὰ

1

Н Л ТJ 1-x p-?actj\/ I - x μ-..'.ι p<1
=—2lim (ν{1--β-- 1)-- 2.

В--1.8<1

Имаме

o=

И така разглежданият несобствен интеграл € сходящ и HETOBATA стойност

¢ равна на 2.

Пример 2. Функцията f(X)=— е дефинирана м непрекъсната в

интервала (0, 1]. Сега ще имаме

lnx|'=lim (—lna)
. Ὦ а

—-—-li —= lima—-n,ar.:-i а-й, ай
Но границата, до която достигнахме, не съществува (TH е равна на со)
и спедователно несобственият иитеграл
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1
2,

1

dx

[ ;

е разходящ.

Съществуват още един ΒΗ несобствени интеграли — Τ ̓ нар. несоб-

ствени интеграли в безкрайни граници. Ako една функция /(х) е дефи-

вкранва н непрекъсната в някой интервал от вида [a, со), то тя е инте-

грусема във всекн интервал от вида [a, ), където p>a. Можем тогава да

се занимаем с въпроса, лали интегралът

2

f /одах, ,

който е функция на p, дефинирана B интервала (а, co), притежава гра-

ница при р, кланящо към безкрайност. Ακὸ тази граница съществува,

то HHC я означаваме така:

@ j £ (x)dx,

и я наричаме несобствен интеграл в граници 0Τ g 10 oo.
Kassamc също, че несобственият интеграл (2) е сходя ш win че функ-
цията / (х) с интегрусма в несобствен смисъл в интервала (а, со). И така
имамсе по дефиниция

»

f ) χ = lim [ f(x)dx.
н „е

d

Ако границата, ΚΟΙ͂ΤΟ е B дясната CTPaHA HA това PABCHCTBO, не съще-

ствува, то несобственият ннтеграл (2) се наричи разходяшщ н не му

се приписва никаква стойност.

Аналогично по дефиниция имаме

където f(x) е функция, дефинирана и непрекъсната в интервала (—oo, а).

Най-сетне, когато сдна функция /(х) е непрекъсната за всяко х от

реалната права, въвеждаме следното дефиниционно равенство:

с g п

]Л-тшх= ]дх)д„!шш.
-

Интегралът B лявата страна на това PaBEHCTBO € сходящ, когато €& CXOe

дящи н двата интеграла, написани в дясната му страна.
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Пример 3. Да разгледаме несобствения нитеграл

Py P

' .

а . d |

я

И така интегралът е сходящ и неговата стойност € —- -

Пример 4. Да се занимаем с несобствения нинтеграл

dx‘

-

‘f.__hm =lim [Inx|" =limIn р-- со,

Тук получаваме

рекеа! | peewm

„ Следователно разглежданият несобствен интеграл ¢ разходяш.

Ако две функции f(x) и g(x) са интегруеми в несобствен смисъл B

HAXOR инуервал, то тяхната сума /(х)<+#(х), както и тяхната разлика

ЛДх)--#(х) са също интегруеми в несобствен смисъл в този ннтервал.

Това се OTHACK както за несобствени интеграли в крайни граници, така

Ἡ 38 такива, ΚΟΗ͂ΤΟ са взети в безкрайни граници.
Действително, ако f(x) и #(х) са интегруеми в HecoOCTBCH смисъл

например в ннтервала (а, #), 10

в в

lim Г1) rg)dx— Ш f "Ὸ lim [ g(x)dx,
fl-b fich “ β-τὰ, В < o

β β ) Β

lim [/ (x)-g(x))dx— lim | f(x)dx— lim g(x)dx.
β’δι В «<а < b, b Н | В-ей, В <b :

Тъй като границите, написани в лесните страни на тези равенства, съ-

щшествуват, ще съществуваг Η границите, написани в левите им CTPAHH,

При таза ще имаме

ὀ & »

f Х (x)+g(x))dx= f f(x)dx+ f g(x)dx,



f [f(x)—g(x)) dx— f 7 (x)dx— f g(x)dx.

Ако вместо интервал от вида [z, b) имаме интервал ot вида (a, δ], раз-
съжденията MO същество остават съшите. По подобен начин разсъжда-

ваме и когато имаме несобствени интеграли в безкрайни граници.

Упражиения. YCTAHOBETC сходимостта или разхолимостта на слелните HECOG-

ствени WHTErpanu:

dx π
T 1- τ ΒΝ ОТГт N

Vivsiz—- o 2
=

1' [P —, ΜΝ

2. I. L+ X gy Отг.ч,?ч!-.зцп-!!вгпв!;.
. .-ᾧ0ἃ 2 2
ῷ

oy

3, [__49x | Отг. InT.
x4+ 4x - 5

dx - к
4. Ш ааая —

{{ х Om. 3

5. fflr-’d:‘ Orr. 2.
Е

8 60. Принцип зя CPREEWBAHC при пессобствените иннтеграли.

Абсолютна сходимост па несобствени ицтеграли

Понякога е от значение да зинаем дали даден несобствен интеграл

ς сходящ ити He, без да се интересуваме ог неговата CTOHHOCT, В такъв

случай ¢ желателно да можем да отговорим на този въпрос и без да при-
бягваме непременно към самата дефиниция за несобствен интеграл,

(За да приложим дефиницията, πῊς тряйбва, както знаем, да пресметнем

преди всичко елин неопределен интеграл - което дори когато сме в

. състояние ла го ΠΊΒΒΡΙΠΗΝ, може да бъде свързано с дълги пресмятания.)
В това отношение извънредно полезна е следната теорема, която е

. B известен CMECHLN аналогична MR принципа 30 CPABHABAHC на редове с

неотрицателни членове. Hue ще я формулираме за случая на интервал

ΟἹ вила [a, b), като € ясно как ще изглежла тя в останалите случаи на не-

собствени HHTCrpany.

Теорема (принпип 32 сравняване на несобствените интеграли). Нека

функциите f(x) и g(x) εὰ дефинирани и пепрекъснати в интервала [a, b)
и пека за всяка X om тази интервал са изпьлнени неравенствата
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( ο 0</09<209.
Тогава, ака несабственият интеграл f g(x)dx e сходящ. mo cxodaw e

o

b

и несобственият интеграл f S (x)dx.

ἐ

Доказатселство, Да разгледамс функциите

B B

F(fi)=ff(x)dx и ссш=!мю ах,

дефинирани за всяко В от интервала [a, δ). Като вземем пред вид неот-
рипцателнастта на /(х) и g(x), лесно с да се убедим, че Е(В) и G(B) са ра-
стящи. Нанстина, ако a<f, <P.<h, 10 !

By в By

F@)~F )= [ /одих- f f(xydx= »[ £ ()dx20,

й By B

G(B,)-~G(P)~- f g(x)dx— f g (x) dx= f g(x)dx20.
“ «“ By

Освен ToBa от неравенствата (1) следва, че 3a BCAKO В от ннтервала (а, )
имаме още

(2) F(B)= Οἱβ).

Дадено e, че границата lim G(B) съществува. Поради монотонността на
β-ἱὕ, βῖἆ .

функцията С(В) оттук следва, че тя е ограничена отгоре. Като вземем
пред вид неравенството (2), заключавамсе, че и функцията Ε(β) ς orpa-
ничена отгоре в интервала [a, ). Поради нейната MOHOTOHHOCT тава е
достатъчно. KAKTO знаем от теорема 2, § 19, за да твърдим, че грани-

цата lim F(B) съществува, което именно HCKAXMC да установим.
fA—b, В<я

Предн да направим иякои приложения на доказания вече принцяй
за сравняване на несобствени интеграли, ще пъпедем едно понятие,
което напомния понятието абсолютна сходимост на безкраен ред.

Ще казвамс, че несобственияг интеграл ΟἹ една функция / (х)еабсо-
лютно сходящ, когато несобственият интеграл ΟἹ функцията

(Л() ¢ сходящ.

Казва се B този случай също, чс функцията /(Х) сабсолютно
интегруема в несобствен смисъл в дадения интервал.

Лесно с да се види, че всеки абсолютно сходяш несобствен интеграл
с схолящ. Нека покажем как се установява това в случая на несобствени

интеграли в крайни граници. Случаят на интеграли в безкрайни граници
сс третира по същия начин.
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| Ге удовлетворявнат неравенствата

05е(051/(х), 0SA(x)s1/ ()]

@ следователно съгласно принципа 33 сравняване CA интегруеми в не-

: собствен смисъл в интервала (а, b). Ho тогава ше бъле нитегруема B

| несобствен смисъл и тяхната разлика. Имаме обаче

| #0--(х)--/ .х).
И така несобственият интсграл

ff(x)d-t

е сходяш, косто трябваше да докажем.

Една функция / (х) обаче може ,да бъде интсгруема в несобствен

смисъл в някой интервал, без да бъдсе ибсолютно интегруема в него.

Tawa например нятегралът

Γ 7

Ω) fsi:x dx

с cxonany, o не абсолютно сходяш. Прели всичко нска лабслежим, че макар подинте- |

гралнала функция да не с лефянирана при х -0, тя притежава граница, равиа, както

Знаем, па 1, когата х клони към 0, Ето зашо, считайки, че сме дефинирали израза
sin x
ме лопълнително при α --ῦ, приписвайки му стойност 1, нне получаваме слна функ-

ция, която всяе ¢ нс сама дефинирана, на и непрекъсната а целия ннтервал (0, - со),
включително Η Β лсвия му край - точката 0 По такъв начин е ясно, че интегралът (3)

не с некобствен MO отношение ΒΔ лявата си траница — тава е един несобствен инте-
Грал а безкрайни граници, дефиниран, както JUACM, посредстном PABCHCTROTO

ῶ Ρ

Е 5П“ ΞῈ Σ εἰχ = limf х ах.
χ . ) х

Да се занимаем с интсграла, стояшт men знака lim в горвото равенство. Съг-
ласво казана:о по-горе това с един обикновен определен интеграл, Той може да сс
преработи така:

&
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ει

Ν 2 4
sinxd sinxd mnxd sin х а во5 х
- Че = - dx + - 9% = - 4%~

0 я 0 я

' 3 т

π'
2 Ρ

-- ἰ sinx vos x # со5 х

!-х“дх- РЯ τ dx
я

1

31

5 r

— [ sinx . со5 р cmxd

ᾷ κ

т

Ὅτ получените пакрая три събирасми пъраота е число, независещо от p- За вто-
ΟΌΝ Ιрото събирасмо поради неравенството Ρἔ'! Ξ - "Μᾶμε

cos
lim —' =0,
й-«оа '

cosx| 1|За да изследваме TPETOTO събираемо, ще излезем OT WEPABCHCTBOTO аЕ

" ще забелсжим, че нссобстаесният интеграл

i

dx

el
я

2
€ ΟΧΟΠΗ͂ΙΝ (това се провсряца испосредствено). Оттук въз основа на принципа за

акъ

| саз x |сравияване на кесобствени интсграли заключанваме, че и интегралът р йх

а

саб х€ еходящ. Това пък означава, че иессобстиеният иптеграл тдх е абсолютноа

й
сходящ и значи сходищ. Следонателно границата

#

ΕΝ х

мя | ὰ
ка
2

съществува. По тоази начин се убеждаваме, че границата, написана B ἶιιωιι:ιτπ страна
на равенството (4), съществуна, T. €. че иесебставеният интеграл (3) е сходяш.

Нека видим cera, че този интеграл не е абсолютно схолян, т. €, че границата

(5) lim [ )8 X
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е сътествува. Да си вземем елно произволно положителнво число 4. След това, из-.

"ползувайки ΦΑΚΊΒ, че хармоничният рел с разходяшт, да вземем цялото положителяо
‘§ECIIO п толкова голямо, че да имаме

1 1 1
1+-2-+-3-+“*+ м >34,

“Най-сетне да вземем р ππ. Тогава ше имамс

Е ка я ἀπ

Ἐ 1539 х |3 х |
JTJI; РК x Ч

0 k=1 (К

1

π | «а = !(В-т)п
Ξ D τ f [5π χ } χ Σ ) 5z f |sinx|dx =

k=1 ( A=l s(k—Tn

м " ͵ Я Ρ ν | ι “
1 Е 1

А а А

И така 18 жсяко положително число A4 можем да NAMCPHM такова P, че ΒΔ имаме

'

аъ x

Това покалва, че гранииата (5) не съшществува (TR ¢ равна на 00}.

въе

ΜΙΠ 4

Стойностти на интеграла f—--;- ах не MOKEM непосредетвено да npes
0

сметнем, тъй като подинтегралната функция не притежана примитивна, нзраляяаща

се чре слементарните функини, С елнн начин 33 пресмятане на този интеграл ще

се запоънаем н 5 84,

§ 61. Kpurepum за сходимеост и разходимост на несобствени

интеграли

ПРННШ!ПЪТ за сравняване на несобствени интеграли може да се из-

ползува за получаването на HAKOM достатъчни условия за HHTCIPYCMOCT

и неинтегруемост на функиция я несобствен смисъл, известни ката K P M-

ΤΌΡΗΗ за сходимост или разходимаст на несоб-
ствени интеграли. Ние ше привелем четири такива критерия.

1. Ако функцуичта f(x) e непрекъсната & някой интервал от вида

[a, Я) и axo тя удовлетворява в този интервал неравенството

(1) ху §*(———°-'
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Действително, ако покажем, че а- χ)’- € интегруема в

несобствен смисъл в разглеждания интервал, TO OT принципа за сравня-
ваме на несобствени интеграли ще следва, че / (х) е даже абсолютно MHTe-
груема в същия ннтервал. Непосредствено се получава

b в

f А dx=4 lim Ιᾗῖ:"ΐἓ“ί lim l(b—;)'—’* в

(ὁ - x)* B+, p<b B—b, B<b
а

-- . це [(b—BY—* —(b—a)t—4 = 4 (ὁ -- α)" τἰ - μ βεὶ 1--λ

H желавото Твърдение е установено.

В случая, когато имаме ннтервал от вида (а, b], неравенството (1)
трябва да се замени с неравенството

ае

Тук, разбира ce, също се изисква да бъдат изпълнени условията А >0
λε!.

От доказания по-горс критерий можем да получим следното след-
ствие, което с по-удобно за работа:

Следстине. Ако /(х) e пепрекъсната в интервала |a, b), респективно
а интервала (а, b}, и ако грапицата

lim [ (x)(b—x)*,
к-.й, Kb

pecnexmuano epanuyama

lim f(x)(x—a),
Ἄ X o8

b

съществува npu някое 34<:1, mo несобственият интеграл f f(x)dx e

a

сходяш.

Действително нека /(х) е непрекъсната в интервала [a, В) к нека
съшествува първата от написаните граници. Torasa функцията
S(x)(b—x)*, а следователно и нейната абсолютна стойност ( (6--х)“ ще
бъде ограничена в някой интервал от вида (b—9, b). Ot друга страна,
непрекъснатата функция |f(x)|(b—x)* е curypuo ограничена в крайния
и затворен интервал (а, b—3). Оттук следва, че тя е ограничена в целия
интервал (а, δ), т. е, че съществува такава положителна константа 4,
която удовлетворява неравенството
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S @b—xP s A

-за всички ΤΟΥΚΗ OT TO3H интервал. Ho последното неравенство е оче-.

вядно равносилно с неравенството (1).
Случаят на интервал от вида (g, Я) се разглежда аналогично. .

Пример 1. Да изследваме сходимостта HA несобствекия интеграл

2+ χὮ 7Ε, fdl—.fldx‘

(Интегралът е несобствен, понеже подинтегралната функция не е дефи-
мирана при x=1.) Имаме

2а

70)- J(l -+
ὝΤΗ xato функиията

1

+ x?
χ ча) =

« непрекъсната в точката х |, то тя сигурно притежава граница при

" Χ, x<1. Тук А--1/, Следователно разглежданият интеграл е сходящ.

П ример 2. Нека разгледаме исспбстненни интеграл

f η xd χ.

(Интегралът с нссобствен, тьй като Ш х не с дефикиран при x=0.)

Да вземем KOC да с число A, удовлетворяващо неравенствата 0<1<1,

M да потърсим границата

Што Ха х.
a0, x>0

Жато положим x— : . ще имаме (вж. § 35)

. 1 #Iim x*n x=hm——-ln—-—h '
=i}, 29 ееа t" ἰ ΓΕ Σ I

=0.

!

Жледователно интегралът J In xdx е сходящ.

П. Axo функуията f(x), nenpexscnama в интервала [a, b), удовлетво-

рява а този интервал HEPABEHCMAEOMO

2) Т2



Ν

хъдето я е положитедна констапта, mo несобственият шапеграл

f S (x)dx e разходящ. -

Наистина да momycHeM, че този интеграл е сходяш. Torasa pb3 основа
ка принципа 32 сравняване ще заключим, че несобственият интеграл от

л
Шпв 3 е също сходяш в интервала la, δ). Обаче чрез непосред-

ствено пресмятане получаваме

5

fb dx=A Ц ]ь“х шя lim h:(b«—:t‘)’ll
: β-εὖ, fl«:b‘ Besb, Ὸ Μ

=—A lim [In(b—P)—In(b— .ь»: в([ ( β) π( -- α}] ΞΞ οο

И така нашето допускане за сходимост на разглеждания несобствен

интеграл e било погрешно. Следователно той с разходяш,

Да забележим,. че когато се касае за интервал ot вида (а, b). нера-
венството (2) следва да бъде заменено с неравенството

където A € пак положителна константа.

Доказаният критерий за разходимаст ΜῈ иссобствени интсграли

също позволява да се изведе ΟἹ ΠΟΙ Ο CANO CACACTBHC, което се оказва

удобно за работа.

Следствие. Нека /(х) е непрекъсната а интервала |а. b), респективно

в иптервала (а, Я). Якао границата

ππὶ ζΓ(ν)( -- x),
LY TR

респективио границата ͵

hm ( ι -- ὶ
Х-ей, 4

съществува и е разляична от Η (1O ее назво.1ч9ва да бъде pasna на oo
А

или на —oc), то несабственилня: шикеград j Γ(τμὲς ¢ разходяшщ.

Пример 3 Да изслелвамсе схолиместта на кесабствения интеграл

п
-

Qe+ | |
.τ--Ξι,ι-Ρδάΐ

ὃ

(Тозк интсграл е несобствен, тъй като Знаменателят на подинтегралната
функция става нула при x=2,) Имаме '
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]l 2x +1 2xr + 1
1 а еч гР  ̓

А Ὑχῖὲ като функцията |
ПА 2х+! (z_x)__hJi-l
| 19 -5х + 6 7 3—x

£ очевидно непрекъсната в точката х--2 и получава в тази точка стойност,

,Шшщщпшпрщешадрашщрашшшщляшхчъ

| X<2. Заключаваме, че разглежданият несобствен интеграл е разходящ.

Ш. Axo функуията f(x) « непрекъсната s интервала (а, oo), където

a>0, и ако в този интервал удовлетворява неравенството

| /
! | Ἱἶ(ἷ)Ἱξ’;ῖ'

където A € положителна константа, а 7>1, mo несобставеният unmezpas

: ΕΙΐ(κ)ὠκ e сходящ.
„

: Α
Действително достатъчно с да покажем, че функцията =5 ¢ инте-

грусма B несобствен смисъл в mrrcp“m [a, со), Това се вижда обаче
веднага с непосредствена проверка. Нанстина имаме

- »

f—’%— dx=Alim ἷἷίΐ-ῖ-'“!-- ΙΞΜΙΓΜἹ
« ΓΣΣῚ х

„ «

4 . 1 1 A

=g а [;т::г *-;ш]-д-„т;п
Оттук въз основа на принципа 38 сравняване следва, че функцията /(+х)
ς даже абсолютно интсгруема в ичтервала [a, оо).

Ще ладем и тук едно следствие OT току-що доказания критерий за

сходимост, улеснявашо нашата работа с несобствените интеграли.

Слелствие. Ако функцуията /(х) e непрекъсната в интервала (а, со)
м ако съществува границата

lim x* f(x),

къдета ).>> 1, mo несобственият интеграл f J(x)dx e сходяшщ.

Пример 4. Да разгледаме несобствения интеграл |

x -3

!??zd"

17 Математически asaTind 157



Имаме

Тук A=2. Тъй като границата

lim 2738

IV. Axo gyuxyusma / (х) e мепрекъсната « интервала [a, oo), xsdemoa>0, и удовлетворнва неравенството

γοὺς .

, 

-

npu A — положителна коистанта, то песобственият интеграл f 7 χ

„е разходящ.

Действително, ако допускнем, че този интеграл е сходящ, то ще бъде
ясходящ Η интсгралът от функцията ! Той обаче е разходящ, тъй като

Следствие, Ακὸ ¢yкцийта f(x) е инепрекъспата в иптервала (а, са)и κῸ границата

lim x )

същестаува и е различна om иула (но се допуска да бъде равна на oo идли
e

~—a0), MO несобстветят интеграл j J(N)dx e разходящ.

а

Пример 6. Да разгледаме интеграла
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-

3x—2
/ D ex4l dx..;."_%1

T ах+1 πον τ B2rx+l Ъ

“Следователно интегралът € разходящ.
Пример 7. Да изследваме сходимостта на интеграла

а

dx

lnx

Or § 35 знаем, че lim ;= =co. Спедователно интегралът е разходящ.
га!Х (

i 2 4

dx x dx1. !'ἷ 2. T dx. .3.. [m
JZ—:

«

1 2 ΓῚ Tsfil
х + со5 х 44, f;{-:r_ix-i-ldx’ 5. I‘J_ dx 6. f*x—; dx.

--} 0 o

“Ir*+x—3 “x’-x+l “x'—l

i ὃ

4+ x4 х
10, -*d i1, а . ἜΞΞΞΕΞΞΞ, "!ἁ κ б[ 2 х 12 [[х =i

5 62°. Интегрален критерий на Коши 3a редове

с положителни членове

Понятието несобстаен интеграл ни позволява да получим следното

необходимо и достатъчно Уусловие 32 сходимостта на един безкраен

ред с положителни членове, известно под името

Hurerpanc критерий на Коши за редове с подложителни члепове.

Aro функипята f(x), дефинирана и непрекъсната в интервала [1, oo),

е положителпа и намалягаща, mo безкрайният ред
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(3) f f(x)dx=lim [ f(x)dx.

Οτ πργι'π mi ” ΓῚ k

4 fix)ds= 7 (x)dx.[ ! ἓ λ:[! -
Тъй като поради монотонпоста на функцията /(х) в интерв

ала

[k—1, k] са изпълнени неравеРствила {{ι.--- 7 0 }Ὲ .1.(1Χ}, ше имаме

А

ΠῈ f гозаха /(Е-1),
o1

откъдето поради PABCHCTBOTO (4) гслучаваме

!(2)+!(3)+*--»ъ*!(п)5[/(х)йхз!(п-ъ/ш-|----+Лп-1).;
1

От тези неравенства, като вземем пред вид равенството (3), 
е ясво, че

ἈΚῸ редът (1) е сходящ, сходящ ще бъде и интегралът (2), а също,
 че и

обратно -- от сходимостта на интеграла A(2) следва сходимостта на

реда (1). |

Пример. Да изследваме реда



< а зависимост ΟἹ това, дали е сходящ HIH разходящ несобственият натс

dx

xinx

не ¢ съществено TOBa, че BMECTO антервала [1, со) сме
(2, со)). На последния въпрос обаче можем да отгово-

P

2

r

dx . X Г dlnx . ..

!xlux:hm[_x_‘%?_h,m Ю х -—fii\i\ln(lnx)

—lim(In(in ) --Та (1а 2))=o0.
1 фе

И тъй несобственият интеграл (6) е разходяшщ, значи ра
зходящ е и ре-

дът (5).

261



ГЛАВА 1IX

” РЕДИЦИ MIPEJIOBELOT ФУНКЦИИ. СТЕПЕННИ РЕДОВЕ

В тази глава, след като въведем понятнето равномерна сходимост
- и докажем няколко TCOPCMH, отнасящи се до редици и редове от функ-

ций, ще се спрем спедиално на Τ, нар. степенни редовс, KOHTO нграят

важна роля както в матсматиката, така и в нейните приложения. Ще ce

запознаем с разни мстоди, позволяващи ни да прелставим дадена

функция като сума на степенен ред или, както сс KA3BY, да развием тази
функция н степенен ред. Едно такова представяне, когато то е възможно,
има голямо както чисто TCOPCTHYHO, така и практическо значение по-

ради това, че то ни дава BLIMOKHOCT да получаваме приближени изрази

за дадената функция, които представляват полиноми, А полиномите
(ΜΠῊ целите рационални функцин), KAKTO знаем, се ἩΒΉΒΩΤ в ΜΎΒΟΟΤΟΗ
смисъл най-простите функции — в смисъл, че при тях променливата х

€ подложсесна само на най-простите аритметични действия -- събиранс,

изважданс и умножение. Основно средство за развиванс па функциите

B степенни редове се явява познатата ни ot гл. VI формула на Тейлор,

която ни довежда до понятието Тейлоров ред на функция.

§ 63. Равномерпа сходимост

Ако с дадено едно множество АТ от реални числа н ако на всяко
естествено число п съпоставим по caua функция /(х), дефинирана в M,

TO ще получим редицата от функции

(l) fl(x)!f!(x)l .. « ,];(х), e e
«

При всяка фиксирана точка х ΟἹ M редицата (1) прелставлява една ре-
дица от числа, която може да бъде сходияща или разходяша. Множест-
вото N от ония точки X, 38 конто редицата (1) е сходяща, сс нарича нейна

област на сходим ост. Границата на редицата (1) зависи, разбира

се, от х и представлява следователно една функция на X, дефинирана в

MHOXCCTROTO Л.

Да разгледаме сега една редица от функции от вида (1) с област на
сходимост У и нека f(x) с иейната гранична функция. Съгласно дефини-
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дията 38 сходимост на peasina ΟἹ числа, ако хе точка от N, a се положие
ἜΠΗ число, то ще съществува някакво число у такова, че IIPH n>v

имаме

ΟῈ ) «ε.

Ясно ¢ при това, че числото у ще зависи OT това, как сме избрали точката

% н числото ε. Особено важен е обаче случаят, когато редицата (1) се
такава, че числото у може да бъде избрано независнмо ΟἹ точката «.

Дефиниция. Нека редицата от функуии

(0 L0, Sl
16 сходяща 30 всяко х от едно множество Ν и нека f(x) e нейната граница

Κι ε, че редицата (1) е равнамерно сходяща в N, ако за

положително число е съществува такова число V, зависещо само от
но-не и от X, че при N>V неравенството

2() Мх)--Дх|<е
μ

ἷΞ'ι': изпълнена за всички точки х от Ν.

К Пример. Да разгледамс рсдн.тцатв от функции

в  ̓.ιι|’ι . Пе

. sin 2x sinax
slnx' - L I . п ж. ..

: Лесно с да се види, че нейната област на сходимост е интервалът (--са, οο)
и.че граничната й функиия ¢ константата 0, Нешо повече, тя с даже рав-

номерно сходяща в този интервал. Наистина нека e>>0 Η нска си обран “
_ 1
: зуваме числото v=-—, При a>>v за всяко х ще имаме

Ι'“.ἷ.".."μῃ ΙΞ-ΙΞἜ”ΙΙ. ἓ]"“-ἷ .L:-.a,
я n п Y

Tyx uncnoro v 6е избрано само B IABACHMOCT OT £, а HEPABCHC1B
OTO

ἐΌ ΝЕЕЕ
| |

е изпълнено ΠΡῊ Π Ν 38 всички числа х от интервала (— во, οο). Следова-

телно изискванията на дефиницията 32 равномерна сходимост
 са ὙΠ Β -

„летворени.

Що се отнася до съществуването на редипи OT функции, конито не са

равномерно схолящи, то в следващия параграф ще посочим пример за

такава редипа.



'ἷ'Ιι  ̓ ΞΜΤΠΜΡ!ΠἩΝΜΜΜ
l Значението на понятието PABHOMEPHA CXOAHMOCT се вижда OT важ-
; ната роля, която то играе в теоремите, с KOHTO ше се запознаем B този

|! параграф. . |
. Първата от тези теореми разглежда следния въпрос. Ако сдна ре-

μ дица OT функцини е сходяща 38 всяко х от CAHO множество Ν и ако всичкиJ нейни членове ca (yHKUMH, HEUPEKLCHATH B N, можем ли да твърдим, че
. граничната функция ще бъде също непрекъсната B N? Отговорът на този

въпрос в общия случай с отрицателен. В това се убеждаваме ΟἹ следння
Пример. Да pasracaame редицата ot функции

i

ц

l ; х АИ ..
К в затворения интервал [0, 1). Всички нейни членове са непрекъснати ᾧγηκ.

| ции B този ннтервал. Както 3uaem, тази редица (която е геометрична про-
| гресия).клони към (0 при 05х-<«:1!. При х-- ! пък -всичкин нейни членове са

ἱ- ' равкви ΗΒ | н тя клони към |. И така редицата е сходяща в затворения ΜΗ-
ἑῖ „ Ттервал [0, 1]. Обаче нейната гранична функция -

_f Onpu 05х<1
j{x)—{ 1 при x=-1

не € непрекъсната в този HHTCPBAN — тя е прекъсната в точката X=].

Този пример показва, че не винаги гра гицата на сдна редица OT не-
прекъснати функцини е също непрекъсната.Толкова по-интересна се явява
следната

Теорема 1. Axo peduyama

() μο) Ν α),.....Χ0}.....

от функции, непрекъснати в edno мниожество N, е равномерно сходяща
в N, та грапичната й функуция Лх) ¢ също непрекъсната в М.

Доказателство. Нека х е Touxa ΟἹ N. Ще покажем, че /(х)
с непрекъсната в тази точка. За целта да вземем произволно положител-

HO 0 ε. Тъй като дадената редица OT функцин е равномерно сходяща,

ще съществува такова число у, че при A>>V неравенството "

L —f(D) <<

ще бъде изпълнено 34 всички точки х ΟἹ N. Да разгледаме cera някоя
функция /(х), номерът п на която удовлстворява неравенството л->м.
Това е no условие функция, непрекъсната в точката X, Следователно
съществува такова положително число O, че за стойностите на х ΟἹ N,

за конто имаме |х--х|<-6, е изпълнено неравенството

FRGETNENTESAE

Torasa при |x—x,| <8 ще нмаме
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х а

- ее(е 70 ) (0) Л ) - κ ) Ἐ А (ка)-- S (xo)]

3 - κ ε- ΕἸ (ха)-- Л(хо)<-5 +5-+5-=E.

нхме такова чт W 5, че ΟἹ неравенството |х--хо|«<6 следва me- ,

o | f{x)—f(x, |< ε. Това ознабава, че функцията Лх) е непрекъс-

в точката X, Но таза точка беше произволно взета в множеството

„М. Следователно f(x) е непре съсната в N. |

След като разполагаме с току-що доказаната теорема, нека се вър-

отново към разгледаната преди това редица

χ ЧН Ч

“Всички нсейни членсове са функцин, непрекъсязти в интервала [0, 1]. Ако

| допуснем, че тя с равномерно сходяша B TG W ингервал; 6Η следвало, че

и нейната гранична функция с нспрекъсната. което обаче, както видяхме,

не е вярно. И така тази редица може да ни послужи като пример на ре-

.дипа от функцни, която е сходяща в някакво множество от точки, но не с

равномерно сходяша в него.

Теорема 2 (теорема за почленио wuterpupanc). Нека е .дадена редицата

ет функции, непрекъснати & един краен и затварен интерва, [a, b). Ако тя

« раявнамерно сходяща в този интервал и f(x) е нейпата гранична функуия,

mo редицата om определените интеграли

&

и ' ff:(x)d-\'- 'l’fz(*‘i)d-‘.m, ff.(x)d.r,,..

€ сходяща, като npu това

ь »

lim ff‘(x)dx ;-ff(x)dx,
ΓῚ &

Доказателство. Преди всичко нека забележим, че KAKTO знаем

ΟἹ теорема |, граничната функция Л х) ше бъде също непрекъсната Η сле-

дователно интегруема в интервала (а, #).
. с

Нека € е елно положително чиело. Тогава числото а е също

положително и поради равнемерната сходимост ще съществува такова

число у, че при поу ще имаме

- | Е

Fu Г1 ς

Е

38 всяко х ΟἹ иятервала [a, b]. Това нсравенство показва, че числото „„ —

е горна граница на функцията 1|/,(х)--Ах)|, кагато п>у, Evo защо при

л>у ше имаме
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# А -

я : - Ι:Ι!.;' (x) dx !f(x) dx’ U, (0= £ d|j / 09- 7021 x‘

]

s [ Ξ ὁ--ῶ ε,

с което теоремата с доказана,

Полученият резултат може да се запише още и така:
-

b b

limff"(x)dxrflimf_(x) dx,

поради KOETO тази теорема се нарича съшщо Теорема 18 грани-
чен преХход под знака на интеграла,

Теорема 3 (теорема за почленно диференцираине). Hexa редицата от
функуии Н |

Л(х)1 f;(x) g ἐ 4 и ‘.f;(.l'), P . «

е сходяща в сдин интервал Р и клани към Дх) и инека всички нейни членове
са диференууеми, ¢ праизводните им - пепрекъснати функции в този ин-
тервал. Ако редицата om произвадните ,

LSy (),

с равиамерно схадяща в Р и клаони към ф(х), mo функуията Дх) също e

диференууема и

{ )-- ()
за всяко χ от D,

Доказателство. Да си вземем една точка а от интервала D.
Ако х ¢ произволно взета точка ΟἹ /, To, както знасм (формула (6) or
§ 56), ще имамсе

Дне лл

Следователно :

limy, (x)=lim f, (@) + П f 7 ()αι.

Ако разгледаме редицата ΟἹ производните в затворения интервал, опреж
делен ΟἹ точките а и X, TO към нся можем да приложим теоремата за

почленно интегриранс. Ще получим

)= f(a)+ f ¢ (1)dt.
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въз основа на теоремата на Лайбницн и Нютон заключаваме, че
;) e диференцусма B точката х и че /(х)--ф(х). ΤΗ като х беше избрано-

Ὁ B MHTEepBana [, теоремата е доказана. | .

8 65. Редове от функции

Множеството N ΟἹ точките X, за KOHTO € сходяш даден ред ΟἹ функ-
. #

.1) μι(χ) Ἐ μ9 (χΧ)- ς . a4 ..,

| )ὲ варича негова област на сходимост. Сумата 88 реда (1) е

“ очевидно функция на х, дефинирана в N.
Повятието равномерна сходимост съвсем естествено се пренася

за редовете ot функцин. Ще казваме, че редът (1) e равномерно.

сходящ B множеството NV, когато редицата от неговите частнчнн суми

„ . 51(),5:0),..., 54(х),.
е равномерно сходяшща ΒΝ.

Теоремите 1, 2 н 3 o1 предишния параграф веднага ни дават следва-

щите три теоремни, отнасяши се до редове от функиии.

Teopema 1. Ако всички членаве на реда

и,(х)-и2(х)+..и()+...

санспрекъснати функции « едно множества N и ако тай ¢ равномерна схо«.

дяшщ в N, mo неговата сума щЩх) е съща пспрекъсната функция в N,
Теорема 2 (теорема за почленно иптегриране). Яко pedom

(1) με(Χ}} Χ} .. ς Ἐ 1

членовете 1A койта са непрекъснати функции в затапрения унтервал

la, b). е равномерно сходящ в този интервал. MO редът

ь А “

]"ι (I)‘fx-%'fu,(.x):!x ξω, §fu‘(x)dx+,..
. . а

схадящ и axo сумата на реда (1) е щх), mo имаме

п А » b ,

[и(х)д.г=]ид(х) ах-+ fu:(x)dx-hm-;-fu_(.\)dx{-m

Teopema 3 (теорема 3a nowiemmo диференциране). Нека редът om функ-

μῃ

u (x) +aa(x) .. ε, (X)L

е cxodqwy в edun интервад D гъс сума щх) и нека всичките му членаве са

диференцуеми функуии, а произвадните им — непрекъснати функуии e

този интервал. Ако редът

и (х)- и () .. .С) |
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« равномерно сходящ 6 D, то функцуията и(Х) е диференцуема и 3a вслко

. om D имаме ,

ςΗ ( ξ ) ἘΝ. (x)+. ., }Ὲ ο

Всяка от тези три теореми се доказва, като се разгледа релицата

ΟἹ частичните суми на дадения ред и към тази редипца се приложи съот-

ветната теорема, отнасяща се A0 редици от функцин.

” Съществува едно твърде удобно достатъчно условисе 33 равномерна

<сходимост на ред от функции. То се дава със следната

Теорема 4. Нека е даден редът от. функции

1) w () +u(x) 4 ...-ἘῈῳ(χ) ῊῈ ς |

дефинирани в едно множество N, и пека 21 всяко х от N и за всяко п

са изпълнени неравенствата

(2) 1„() | £ a,,

къдета а, са някакви положителни константи, Ако числовият ред

« схадящ, то даденият ред om функуии (1) ¢ равномерно сходящ a М.

Доказателство. Преди всичко ΟἹ HepasencTnara (2) н от прин-

ципа за сравняване на редове с неотрицателни членове следва, че редът

[μ{Χ}}-Ὁ () ἜΌ ἜΠ (-

€ сходящ за всяко х ΟἹ N, т. ¢, че редът (1) ¢ лаже абсолютно схоящ в

множеството V. Нека u(x) с неговата сума. Да въведем слелните озна-

чения:

S ()= ( ) τ (x)+ ..+ их),

G, | 4;+... ..

По ycaosue редът (3) ς сходяш. Това значи, че числовата редица

а,.б;.....п.....

€ сходяща и клони към някаква граница с. Да вземем едно произволно

положително числоа ε. Ще смъщестрвуви такова число v, че при пу да

имаме

Ι[σ,---π| | - Ε ̓

Тогава за всяко х от Л ΠΡῊ п>у ще имаме

[5,(Χχ]---ῆ(Χ}}--- щ а (х)--и, - С) 4.

Sty (] м - 01 ..

A това означава, че редът (1) е равномерно Сходяшщ,

Пример. Да разгледаме реда

sin 2x , Sinnx
“) SIN X ЕЕЕ
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!

i

в

si::u: i—fi-':?

Ἢ OT сходимостта на реда

1 1 1
Е ЕЕ ЕА |

която се установява лесно чрез критерия на Разабе--Дюамел, следва съ-”"

тласкнво Теорема 4, че редът (4) с равномерно сходящ.
«

§ 66. Стеменни peaose. Област ma сходимост

Степенните релове са елна спецпнална категория редове от функции..

Важната роля, която те играят B математическня анализ H неговите при-.

ложенния, сс обяснява с обстоятелството, че техните частични суми пред-

ставляват полиномн.

Общият вид на един степенен ред е следният:

(у а,+ах-на +...+аж +...

Числата ὅο. 4, @3, . ... 4, ... се HAPHYAT негови косфициенти.

MHOXECTBOTO OT TOYKNTC, 33 конто с сходящ един степенен ред, ce

Bapuda негова област на сходимост. Тя може да съвпада с мно-

жеството на всички реални числа. Такъв ¢ случаят например със следнния.

степенен ред: |

х x* x4
(2) L 545, ЕЕ

Наинстина Hexa х #0 и нека към реда

ΙΡ Ν

) I+ !%:Ч- '13!'+'"+ liii"'*"”
приложим критерия Ha Даламбер, Имаме

; И К 3 ol ЕИИ ККъ НИhm(lu-i-l)! Я 3 )шПш„+1--0.

Получената граница ¢ по-малка or 1, следователно peast (3) е сходящ,.

а това ще рече,. че редът (2) е даже абсолютно сходящ за всички х#0,

Ho той очевидно е сходяшщ и ΠΡῊ х--0, И така степенният ред (2) е сходящ

38 BCAKO X, Τ. €. негова област на сходлимост € инитервалът (--со, со).
Има една стойност на X, за която всеки CTENCHEH ред е сходящ —

това е числото (. Съществуват -обаче степенни редове, които са разхо-

дящи за всяка друга стойност на х. Ето пример за един такъв ред:

(4) 1-ἘΠῚ χ- 2! еН! 4

Axo образуваме при х#0 отношението

- 
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1)}χ "
ΤΎ Ε τ 1)1)

тиждаме, че 38 достатъчно големи стойности на п то става по-голямо

0T 1. Оттук получаваме неравенството

еО >я Χ ῚΝ
4 /

изпълнено 538 всички стойности на π, по-големи от дадено число. Това на

локазва, че редицата

1, 1Π|Χ], 21 |x|3%,..., nl|x[%,...

не може да клони KbM нула. Ho тогава няма AR клони към нула н реди-

цата от членовете на реда (4), който следователно ще бъде разходящ.

 ̓ И така неговата област на CXOAMMOCT се състон от една единствена

точка — точката 0,

Разгледаняте два примера представляват, така да се каже, крайните

-случай, KOHTO могат да се срещнат при степенните редове. Съществуват,

разбира c¢, степенни редове, чиято област на сходимост не CLBOAAA'C пя-
лата реална oc, нито пък се състои само ΟἹ точката 0. Такъв пример ΒΗ ;

„дава познатата геометрична прогресия

"(5) 124 ..

която представлява един CTCNCHCH ред, сходящ, както знаем, при |x| <1

и разходящ при |х|21. Неговата област на сходимост е следователно

отвореният интервал (--1, 1).

Ние ще покажем (и това е извънредно важен резултат), че областта

на CXOAMMOCT на един степенен ред (когато тя не се свежда 0 единстве-

ната точка 0) е винаги интервал, я то интервал OT специален вид. Преди

всичко ще докажем следната |

Теорема 1. Яко степенният ред

а,на,х-на,х4...-ах"+...

е сходяицщ за тачката ху, те той е сходлуц, и то абсолютно, за всяко X,

Удовлетворлващо неравенството [Χ} -Ξ|Χο],
Доказателство. От сходимостта на числовия ред

следва, че редицата OT нсговите членове

dg, a4y X g aixfizn .. 'Ι“ιχὓ" Ἐ π :
кпони към нула. nnpa,nn това тя е ограничена н можем Да НВМЕРНМ та-

кова число A, че за всяко л да бъде изпълнено неравенството

(6) |а,х.Ч S A.

Hexa cera х) е число, удовлетворяващо HCPABCHCTBOTO |X, | < |х.|. Torasa ;

числото q-—-.’--" ще удовлетворява неравенствата 0<54-:1. Да pasrne-



A7) а,+-ах. +азх, 2 . ax .

“За неговия общ член g χ " имаме

]а-х,„Ч:-*
χ .

nnf;fixfli h‘l хо!

ι ὋΤ полученото неравенство и OT принципа 32 сравняване на редове с
аготрицателни членове следва, че редът

„ lagl-+ lay x|+ 2121 { ... ἘΠα, χ " +...

« сходящ. Действително HETOBHAT л-ти член € по-малък WK равен HA п-тия

-шсн на геометричната прогресия

A+Ag+HAQ+...+ AG ...,

i

Ι жоято е сходяща, тъй като θἘφε .
в Това означава, че редът (7) ¢ абсолютно сходящ. Тъй като точката

х, беше произволна точка, удовлетворяваща керавенството |х, [ < |x,l, то
! шремвта е доказана,

От тази теорема слелва, че когато един степенен ред е сходящ за

BCAKO X, той с и абсолютно сходящ за всяко X.

S По-нататък OT HCR следва също, че ако даден степенен ред е разха-
„дящ за някое X,,-TO той € разкодящ и за всяко X, YAOWICTBOPABAWULIO не-

равенството |x| >) X, ].

Cera ¢ лесно AR се установи следната важна теорема, която дава OT-

товор на въпроса за вида на областта на сходимост на един степенен ред.

Teopema 2. Нека ¢ даден един степенен ред

(0) а„+а.хазх? .. a4

Тогава или той е абсолиютно сходяц за всяко X, или е сходлицр гамо при

x=-0, или най-сетне съществува CONO положителна числ0 г със следното
«свойство: при |х|-- г редът с абсалютно схадящ, а при |X|>r ¢ разходяш).

Доказателство. Нека допуснем, че ладсният ред нито € аб-

«олютно схолящ 33 всяко X, нито пък е схолящ само в точката x=0,

“Трябва да покажем, че в такъв случай съществува положително чиело

г със свойството, изказано във формулировката на теоремата.

Да означим с M множеството от ония числа X, за които редът (1)
€ сходящ. Ако допуснем, че това множество не е ограничена отгоре,

ще заключим, че редът (1) с абсолютно сходяш за всяко х --случай,

който ние изключихме. Наистина, каквото и число х да си вземем, чи-

слото |х| няма ла бъде горна гранница на MHOXECTBOTO M. Зиачи ще съ-

ществува число X, което приналлежи на M (т.с. за което редът (1) е
«ходящ) Η за което имаме |х|<:х,. Ho тогава съгласно теорема ! редът

ще бъдс сходяш и за точката х.

Следователно множеството M е ограничено отгоре. Да означим с

г Herosata точна горна граница. Тъй като M съдържа числото 0, To

числото г е неотрицателно. Ако Ouxmc имали обаче r=0, то редът би

бил сходящ само при x—=0 — случай, кайто също изключихме. Наистина

e
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e Σ Τ см e

при r=-0 редът € разходящ очевидно 38 всяко положително χ. Ho той ще ,
бъде тогава разходящ и 38 всяка отрипателно х — OT неговата сходимост
32 някое отрицателно число χὶ ΘΗ следвала сходимостта му и за-всички

положителни числа X, по-малки от [χ,]. : |

И така r>0. Нека х е число, удовлетворяващо неравенството [χ] - 7,
Torasa |х| няма да бъде горна граница на множеството M, Τ. €. ше съ-

ществува число х, от M, такова, че | х |<х,. Оттук следва че редът (1)

е абсолютно сходящ в точката Х. :

Ако пък хе число, За което [χ| γ, TO можем да вземем такава число
X;, Че да имаме r<x;<|x|. Ако допуснем cera, че редът (1) е сходящ
в точката х, той ще бъде сходящ и в точката х;, което противоречи на
дефиницията на числото r. ,

По такъв начин установихме, че степенният ред (1) е абсолютно схо-
дящ при ἰχ τ и разходящ при |x|>>r. С това теоремата е доказана.

Положителното число 7, което въведохме при доказателствато на
тази теорема, се нарича радиус на сходимост на дадения сте-

пенен ред. Прието с да се счита, че когато един степенен ред е сходяш 38
BCAKO X, той има радиус на сходимост X==00, ἃ когато ¢ сходящ само за
точката 0, неговият радиус на сходимовт ¢ r=0. По такъв начин можем
A2 говорим 38 радиус на сходимост при всеки степенен ред.

Нека отбележим, че в теорема 2 не се говори нищо 38 сходимостта
на реда (1) в крайните точки на интервала (--г, г), В действителност ние
и не можем да нзкажем никакво общо твърлдение, отнасящо се до тези
две точки — редът може да бъде сходящ в едната OT тях н разходящ в
другата или пък да бъде сходящ и в деете, ἩΠῊ най-сетне разходящ н B

И нанстина геометричната прогресия (5) ни дава пример 3 стеренен
ред. който има радиус на сходимост, равен на 1, и който е разходящ в
ABCTC крайни точки на интервала (--1, |).

Ето още два примера, които ще ΗΗ убедят, че действително са въз-
можни и другите два случая, 34 които споменахме:

Степенният ред

| . .

9) e Ξ Ἐ.

има радиус на сходимост r=1. Действително достатъчно е да го разгле-
даме 38 положителни стойности на χ. Като приложим при x>0 критерия

на Даламбер, имаме

Оттук следва, че при 0<х-<:1 редът есходящ, а при x>1 -- разходящ,
което показва, че имаме r=1. При x=1 редът (9) е разходящ. тъй като

в този случай той се превръща в хармоничния ред, а при x——1 той

е сходящ съгласно критерия на Лайбниц. И така неговата област на
сходимост е ннтервалът |--1, 1).

Да разгледаме най-сетне степсенния ред
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10) Π ξ τ Ἐ.

При x>0 получаваме

ц же - n3

СПЕ Σ =
:Оттук въз основа Ha критерия на Даламбер заключаваме, че редът (0

‘e сходящ при 0< х 1 и разходящ при х->| и че следователно неговият
„радиус на сходимост е г-- |. При х--1 получаваме реда
Ε “

1 1 1
ЕА

(за който с помощта на критерия на Paabe — Дюамел се установява, че
„:е сходящ. Но rorasa редът (10) ше бъдсе даже абсолютно сходящ и при

I же--). И така неговата област на сходимост е затвореният интервал
[—1. 1]. |

Ще отбележим накрая, че от теорема 2 можем да извлечем още и след-
ното

Следствие. Яко степенният ред

do-ta X+ axi+. .. +ax"+...

'. има радиус на CXOOUMOCI г, то той е равномерно сходяицу 638 всеки интер-
.- вал от вида |--с, с), където 0-<с< г. (Kozamo r=co, mosa твърдсение ¢
вярно за всяко полажително числа с.)

Нанстина твърденнето слелва OT сходимостта на числовия ред

laol+ а| + 1а22|+...+ 149 | +....

OT теорема 4, 5 65 и от неравенствата

|а < (а,с”),

изпълнени за всяко х OT интервала [—c, c].

Упражневия. Определете ралиусите ΝῈ схолимост на следните степении редове:

/ Σ:’;-:-. 2, Z(—l)‘*‘;*;- | з. z-:-;-;,:-.
..) A=l

= - Ε а

{2η}} n! 2
4. Z-(;!}‘, . 5, Σ .б. Е“! х".

м +-1 --- | я

- хя —1.3.5...(;r—1)
1. Z(L’n—l)h 8 7.4.6...2n Ἂ

F 1TM | [ T |

18 Математичести анализ 113
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§ 67. Диференциране на степениите редове

Ако диференцирамсе почленно даден степенен ред

( ayt-a,x4+ax*+...+ax+...,

TO B резултат ще получим OTHOBO един степенен ред, а HMEHHO реда

(2) а,+Зазх+- ..щ χ -

3ΞἹἘἹἨ͵ΠΠΕΙΗΗΕΙΕΙ!ΒΗΠΕἘἨἘΠἩἨΤΒ

Теорема 1. Степенните редове (1) и (2) имат един и същ радиус на

сходимост.

Доказателство. Нека означим радиуса на сходимост на рела

(1) с r, а този на реда (2) с r’. Да вземем сдна точка х, от интервала

(—r’, г"). За тази точка редът (2) ς абсолютно сходяш, т. е. сходящ

с редът .

lal42]azx, 4. . +nlax," Ἐ

Ако умножим този ред с числото |Х) |, ще получим сходящия ред

|еъ [ З|а2х, | .. π|α, χ " Ἔ....

Тогава ΟἹ очсвидните неравенства

lax"lSn ΙΠ..-'ἆἁι"Ιτ

изпълнени 38 всяка п, и OT принципа 32 сравняване на pcnuic с неотрица-”
телни членове ще следва, че редът (1) е абсолютно сходящ 32 точката X,.

Тъй като това беше произволна точка ΟἹ интервала (-—r', r'), 10 редът

(1) се оказва сходящ за всички точки от този интервал. Следователно не-

говият радниус на сходимост г не може да бъде по-малък ΟἹ r'. И така

имаме

(3) γ Ξν.

Нека сега х, е точка от интервала (—r, г). Да вземем едно положи-

TENHO число X, Уудовлетворяващо неравенствата |х,|<хо«<г. Редът

(1) ше бъде абсолютно схолящ за точката χ. Поради това редицата ΟἹ

неговите членове

ao‘dlxu"agxflliciiifln’rflli*ua

ше клони към нула и следователно ще бъде ограничена. Heka А е такова

число, 32 което € изпълнено неравенството

|agXe"l £ A за исяко п.
Да разгледаме реда

(4) @)+ :За, X, | 4+ na, хъ |-

и да образуваме числото 4-- l‘:’ | . За общия член на реда (4) имаме
0

„ х; -l
1 « -|nu, x2 " |=|na,

_leax"} A
w1 X0 - 7я

а 2 а1

х, Ἢ ξκ,"ρ  ̓
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вземем пред вил, че 0<:4<1, и използувамсе критерия на Даламбер,

ce, че редът

1429+ .+ng"" "+...

: сходяш. Неговата сходимост, разбира се, няма да се наруши, ако ум-
: Α

всичкитТЕ му членове с числото к Ето защо ΟἹ неравенството

I

1

което нвече доказахме 33 всяко п, Η OT принципа за CPABHRBAHE на редовс

« неотрицателни членове ще следва сходимостта и на реда (4). Това

„означава, че редът (2) е абсолютно сходящ 33 произволно взетата

:точка x; от интервала (—r, r). Следователно неговият радиус на схо-

едимост с най-малко равен на г, т.с. имаме .

!5) 2.

От веравенствата (3) и (5) получаваме най-сетне

r=r’,L

жоето MCKAXME да докажем.

Нека полчертасм обаче, че макар степенните редове (1) и (2) да имат

ждин H същ радиус на сходимост, техните области на сходимост могат

-и да не съвпалат. Това ще рече, че в крайните точки на интервала (—r, г)

| двата реда могат да имат различно поведенис. Така например степсн-

| “HHURT ред | -

Ἐ НН С

"както видяхмсе в миналия параграф, има за област на сходимосгт интер-

:гвала |--1, 1), докато полученият OT него чрез почленно диференциране

степенен ред

Е ... К Е ...

¢ разходящ при х--- !| и има за област на сходимост отворения ἩΙ͂Ι-

тервал (-1,1).

Степенните редове са особено улобни за работа порадли валидността

на следната

Теорема 2 (теорема за диференциране на степенните редове). Сумата

Дх) на един степенен ред |

1) а нах-нах1+ Lo a X+ οο

е диференцуема функция 11 6CAKA вътрешна точка OM неговия интервал

на сходимост и при mosa

{6) Г(х)--а, +2a,x+ ... +na,x*" 1+ ..

Доказатслетво. Kakro знаем ot teopeéMa |, редовете (1) κ

, ) имат един и същ радиус на сходимост r. Нека xe(—r, г) и нека с с

- 9HCIO, уловлетворяващо неравенствата |xi-lc<ir. Съгласно следствието,

което получихме B края на предишния параграф, степенният ред (2) е

равномерно сходящ в интервала (--е, c]. Тогава Bb3 OCHOBA на теорема га

" ο ὶ 215
εἰ



на сходимост.

В заключение нека отбележим, че ако интсгрираме почленно стс-
пенния ред

() "а,+амх ау . а 4 ..,

чийто радиус на сходимост € г, полученият степенен ред

3 tl(N a’ox~£-a.‘-r——-+uz-£-+J-n+a Ν Ν

има същия радиус на сходимост, тъй като редът (1) се получава от него
чрез почленно диференциране. Нещо повече, въз основа на теорема 2
можсем да твърдим, че сумата на степенния ред (7) представлява cana

ги празят твърде удобни за работа. Ето защо, както вече имахме случаяда отбележим, Твърде с желатслно дадена функция f(x) (когато това евъзможно) да бъде представена, поне за някоя част от сваята дефнни-цнонна област, karo сума на степенен ред или, както се казва още, дабъде развита в степснен pen.
Един основен метод за постигането на т

T. Hap. тейлоров ред,

В 3 36 бяхме доказали, че ako Лх) ς функния, п 1 пъти диферен-
цусма в някоя околност на една точка @, TO за всяка точка a+h o1 тази
OKOMHOCT с валидна следната формула, наречена формула на Тей-лор:

ази ΠῈ е нзползуването на

() f(u—i—h)—f(a).i.f}(?_"}fi_}_u__l_ fl:!(a)h. | #..

Изразът R, се нарича остатъчен член o ἩΜΩ͂ вила

Д! .

@ R, - ( Φ 1)1 75 (a+-8h),
където B е число, намиращо се между η |.

Нека сега с дадена една функция Л х), която e безбройно MHOTO пъти
диференцуема в някоя околност (а--6, а |-6) на една точка и (тази окол-
HOCT може N4 бъде в частност и интервалът (—o0, 4-со)). Ние можем да
напишем тогава формулата на Тейлар при всяко цяло положително
число л, Това ΜΗ навежда на мисълта 1A си образувамсе следния степс-
нен ред на променливата Л:
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га 2

а)п*ш Pf@ L8y L@y, А
11 2

A ΡῈΠ се нарича тейлоров ред на функцията /(х) относна точ-
ата а. Ако означим с 5, неговата (л-+ |)-ва частична сума, то формулата

на Тейлор ни дава

CHO €, че ако 38 някоя стойност на Я имаме lim R,=0, 10 ще имаме и
т S,=fla+h), 1.c. редът (3) ще бъде сходяш и неговата сума ще бъде
„равна на Ла--А). За ония точки а + й от интервала (а--6, а ~8), за конто

“ това Ε изпълнено, нне казваме, че функцията Лл) се развива в тей-i
τ

"“доров ред. Обикновене това са точките от някой интервал от вида
Дь-б. а--5),), явяващ се полинтервал на интервала (α- -ὃ, а+65). В та-
"Къв случай казваме, че f(x) е развиваема в тейлоров ред в околността!
-:ι'ιζᾳ--ὄ,. а--А,) на точката а ΗΠῊ по-кратко, че f(x) сс развива в тейлоров
qm: около точката а. 33 точките от споменатата околност имаме

1414) fa+hy=f@) i L@ / κ SR Ll Т НИ

„Ако паложим @4 " - v, равснството (4) се написва така:

.  ̓ “ (

‘(5) f(X)—f(a)-}-{-i-{?l (x а)+!-:-,-5:)(х-а)3+т +’—-—R%{-‘-'-)(x—a)'+-u

Β специалния случай, xorato a=0, получаваме т. Hap. маклорснов
„ред на функцията Лх), който има вида

46) ) τ <С) .. @

#7) Вуе е1(0 х),

където 0-78-21.

„ Kora1o 32 всяка точка х or някой интервал (---ὃ, δ) с изпълнено ра-
"венството

(8) 76 ) - ) : Θ . Ε e еа#й 2! n!_

казваме, че f(x) се развива © маклоренов ред в този интервал. Tosa ще се
Осъществи, когато за всяка от тези стойности на х остатъчният член R,

клони към нула,

Ние ще получим ς 8 маклореновите развиТия на някон ΚΟΉΚΡΕΤΗΝ
“фУНП!НН- Тези степенни развития се използуват ЧесТо в математическия
анализ,

Да разгледаме функцията Лх)--е“. Тъй като 18 нея /“Чх)--е“ и сле-
дователно /“Ч(0)- | за всяка π, то нейният маклоренов ред е следнияг:

. 

1 
' ,

(9) l-i-.—:-!x-}-fixi-}-m.;.h! X e
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Ние изследвахме този ред в § 66 и видяхме, че той с абсолютно сходлящ
за всяко х, Т.е, че неговата област на сходямост € интервалът (—o0, o).
Cera ще покажем, че HeroBaTa cyma за всяко X е равна на #“, т. €. че в
целия интервал (--со, 00) е изпълнено равенството

κ χὮ x"(10) g'=]-|-}-..t:+fi+...-!§“fi ..

Както видяхме, за целта трябва да нзследваме остатъниия член

Σ
R = ейх"Ἐ ῚΤ ΠῚ е.

Нека х с произволно число. Имаме

(Ш . ш„уд.Ш"*-“ е!!
("+ 1)! ”

«|По-нататък разсъждаваме по следния начин: Изразът -(':!f-]—-}-; представ-
лява общият член на CAWH сходяш ред, тъй като редът (9), както отбеля-
захме вече, е абсолютно сходящ за всяко х. Но редицата от членовеле
на всеки сходящ ред клони към нула. Следователно имаме

. [{χ|5

m . ча Γ .lim ὰ , Ὁ1 =0
Оттук и ΟΥ неравенството (11) следва, че lim R, —0. С тава с доказано, че:
функцията е“ с развивасма в маклоренов ред в интервала (—oo, οὐ).

Да вземем сега функцията Длх)-5ит х. За нея имаме (вж. 5 30)

[ (x)=sin (x+u~-§-) (#=0, I, 2,...).
“Оттук получаваме

ft-;(g)—_:sinn-:— ὮΡΗ n=0, 1, 2,...

Имаме / (0)--0, / ( 10 (0)-(--1), k=0, 1,2, ... Следователно макло-
реновият ред на функцията 5т х ще бъде следният:

и т x! . . ул

Т!-Г!"-.-ЗТ"”““*"("-]). Г.?.н":*:“*""
Остатъчният член тук е

εῖ .

Β.:--Π'ζ 5 sm(flx-i— π-ἕ-)

Ὅτ неравенството

„е
15 + Τ

по същия начин, както no-rope, се убеждаваме, че lim R,=0 38 всяко х
И така функцията 5т х е развиваема в маклеренов ред в интервала
(--оо, οο). Следователно за всяко х е изпълнено равенствота
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яе хя -ὶ'-----:-ι--ιιι-ι- - -Ι- "it A S By Sl Sk Ξ τ Ἐ

По подобен начин получаваме и маклореновото развитие Ha функ-
„Щията cos x. To е слелното:

- χι г

cosx=1—7, 37— (е 1)*(;)! +е

-и € ΒΆΠΗΠΗΟ също така в интервала (—oo, oo).

Да разгледаме и функинята f{x)=(1- x)", където т е пронзволно ре-
ално число, дефинирана при x>—1, Лесно получаваме

.

LU =mim—=1) .. . (m—n+ 11 <x""" n=1.2,...

[T —m{m—1). .. (m—n+1) npn n—1,2, ...
„ Като използуваме означенията

т)дт(тч Н..дт -я + 1)

n, Y

ше запишсем маклореновия ред ὰ функцияга (1-+x)TM по следния начия:

(12) 1 +(";”)х+ (’g)x’ Ве + (’:)x"-i-

Изследването на остатъчния член тук noxassa, че lim #,.-20 при
- χ .1. И така функинята (1 -x)TM с развиваема B маклоренов ред

- BHHicpeana (—1, |). За всяко х от този ннтервал € изпълнено равенството

| (13) O+x)=1+ (т.)” (т)х1+--- | (”*)хщ.„-
] 2 п

Наинстина нека х е число ΟἹ интервала (--1, 1) н нека представим R,
във формата μ Коши, която получихмсе в 5 58“. Ще имаме

mim—1)...(m - т)
— (I =0 (1 4 0x)""1,

ааа

Бе oo, ὑπτττν

o μ

ΜΗ

- Τ, ς ι { - н) . I — 0R _m(m ἜΝ

. ) " Δ Σ ox
- -).(14-0.1"“'.

]ἓτο вземем пред вид, че ἰχ τ } 0<:8--1, виждаме, че 0- ΡΗ < Ги че

ἌΚΟ т--1, τὸ (1-- 8Х) 7 (1 Χ а ако т2!, те (]} Оууе-!

S(l+|x ' Слелователно при m<1 имаме

(14) Ry ἘἸΕ Τ Do } e gy,

« anpemzl

(15) Ἀρ Ξ тя | + руе
Ако към peda
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(16) Σ |mgm-lzl;i.gm-n)l |χ|5 :

к

приложихкг критерия на Даламбер, виждаме, че той ¢ сходяш. Следова-

телно общият му член клони към нула, Оттук въз основа на неравен-

ството (14) (при m-<1) или (15) (при т > 1) заключаваме, че lim R,=0. И

така равенството (13) е н сила за всички х от отворения интервал (--1,11).

Hexa забележим впрочем, че равенството (13) е налидно и 3ax=1,
когато m2 1. Hauctruna при т и x=1 редът (16) с също сходяшщ, както

можем да се убедим с помощта на критерия на Раабе — Дюамел, н за-

ключението сс извършна отново въз основа на неравенството (15). При

m=1 пък равенството (13) е очевидно за всяко х (B дясната MY страна в

този случай всички събираеми след второто са нули).

Редът (12) се нарича биномен ред. Равенството (13) представ-

лява очевидно обобщение на формулата

(14) A+ =1+(T)x4+(5) 2+ +(0) x",
валидна, KOTATO те цяло положително число. Наистина,. когато т ¢

тцяло положително число, коефициентите (n) C& равни на нула при
пет+|,т+2,... и равенстаото (13) преминава в равсиството (14).

Упражинения. Като използунате степснните разнития на Φγπὗππιτε et 5 К.
cas х н (1 +x)TM, намерете степсините разнитин и посочете интервалите, в които те
Ὰ налидии, за следните функцин;

1. f(x)=e"" 2, J(x) = sin 2. 3. f(x) - cos?x

4. [(x) =sin*x, 5. /(х)- sin2xcosx. 6., /(х)-- cosdxcosx.

1 1 еее

4

10, f(x)=+/t -- x% M, 2 - --.-ς ,

§ 69. ἤργγη начини 18 развиване на функции
в стецении редове

Освен използуването на тейлоровия илни маклореновия ред същес г

вуват и други начинни Дадсна функция Л х) да бъде развита в степенен ред.

Hue ще посочим чрез конкретни примери HAKOH от тях.

1. Един такъв метод с преди всичко използуването на познатата ни

формула за сумата на геометричната прогресия

1
() l—-x=1+x+x1+'"+x"+'”t
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при --)<х<1. Ето няколко примера, поясняващи как се и

вършва това.

” Пример!. ФункинятаЛ х)-- ,l;_,,,

!_WC‘IFK‘{E& прогресия по следния начин:

се представя като сума на една -

! i—"g-;=l—x’+x‘—~-.+(—l)'x"+-~* при ixl<l.
1

ἴ Пример 2. 38 функцията flx)= 2-:1;— HMaMe

1 1 1 1 Χ αθ =~

Е КЕЗех 2 х

. -3

1 х τ
еЪ Ъу Е e e при [χὶ ς 2

Ἱ'ἱ'ΐ-ῖ

х 2 23 " . 3

Герния: метод може да бъде използуван м след предварително 
раз-

„ЯЛагане на функцнията на сума от елементарни лроби. Ето едии пример 38

такъв начин на работа.

Пример 4 За да развием в ред функиията f(x)-—x,?:z;'_}, най-

напред я представяме като сума OT две слементарни дроби. Получавамсе

2 ε ́Ἑ 1 [ +7_l

Trix—-3 4 x—=1'4x +3

Имаме

L _L__—g__!-(1+x+x3 кае 4 X" ее) ΠΌΗ Ε -
4 χ- 2 м

M

τ Л 1 !
4 χα3 4.3 l+-£—

3

? х х“

OTKBICTO
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П. Друг метод за развиване на функции в степенни редове е методътна почленното интегриранс. Нис ще го приложим 38 получаването на двеважни развития, KOUTO често се използуват в математическия анализ.Най-напред да разгледамс функцията" Лх)-- Г (1--х), дефинирана
при x>—1. Като диферснцираме, получаваме f7(x :ἷ.:-ἕ" Нов отворе-
ния ΒΗΤΟΡΒΔΗ (-1, 1) имаме

1
гул 

н g | PP

Ακὸ интегрираме почленно степенния редл, написан в дясната страна натова равенство, ще получим степснния гед

(2) x— ’.gi+;..i_‘.,+(..|}-.xlii+...

1който интегрирахме. Следователна ¢ (х) 7 уе

Двете функини Дх) и ф(х) нмат седна и съща NPOHIBOAHA B интер-вала (—I1, 1) и следователно тяхната разлика с KONCTAHTA в този интер-вал. За да пресметнем тази константа, да дадем на х стойността 0. Тъйкато f{0)=0 и ¢(0)=0, то заключаваме, че Дл) -- ф(х) в интервала (—1, 1).И така получихме равенството

& .\-5

2 3 : Η
валидно при --1-:х<:1, Може да
точката х--|.

Наистина при 0- Χ | редът (2) удовлетнорява условията накритерия Ha Лайбини, Ето защо съгласно бележките, ΚΟΜῚ Ο направих-ме след доказателството на този критерий в § 11, ше имаме

се покаже, че то остава валидно н за

При

откъдето получаваме равенството

In2— l-é_-;-f;._,.. H—1)y-! ..: Ε ---



Като втори пример ше разгледаме функпията Лх)--агс Те χ. За ней-
1

| вата npoussoanaf (x)=y,; имаме

1 ι . | -
: +х:=1-х=+;4...„+(-1)*35= 4 при -1<х< Г.

Като интегрирамсе почленно степенния ред от това равенство
, получа-

ваме степенния ред 
|

жж хе

е) х**т+"5--"*+(-1).2-„-+-1- “

чнвято сума @(x) c диференцусма в нкнтервала (--1, 1) и има 32 производна
1

B тозя интервал сумата на реда, който интегрирахме. И така ¢'(x)= ἘΝ

Ot равенството [χ)-- ф (х) заключаваме, че функциите Л х) и φίχ) се раз-
личават с сдна константа в интервала (—I, 1). Но тъй като Ло)--<ф(0)--0,
40 тази константа с нула. И така имаме Дх)--ф(х), T. е. получаваме раз-

BHTHETO

x!l αἱ
x κ

ἰ (4) πτσἳε.κ::::--ᾗ- 4 -'~5~—-~——«-+(—l)'bI ] + е..

валидно при —1 < x< 1. Може да се покаже, че 10 с валидно и при x=1,
и при x=—1.

| Наистина, ако 0-<x< 1, τὸ peast (3) удовлетворява условията Μ

критерния на Лайбниц, поради косто ще имаме

x”n)’

2573
1 ταν

ὶπειε.τ-(.τ-ξ-}-----;-{-ιγ' ; τ Г)

При х-1 получавамсе

1 | 1

-"‘“3‘-("T'*""T(—‘Tm)i‘ém'
огкъдето следва PABEHCTBOTO

| 1 1 a |

По този начин виждаме, че PABCHCTBOTO (4) е BAPHO при X—= 1. То с вярно

и при к----), защото при замяна на х с —X двете страни на равенството

(4) само CH сменят знака. Нека забележним, че равенството (5), като
 BIC-

к

мем пред вил, че аге (е I_T, може да се запише и така:

1 1 1 1
π.-4(1- ’ἷτ'ἷ""“-Ἕ("ἹΓ ЗА + I)

| ΠΙ. Най-сетне степенните развития на някои функции могат да с
е

' получат и посредством метода на почленното диферснциране. Ще по-

кажем това с сдин пример. Да вземем функицията Д) ιἷ-ΙἹ:Ρ . 3abenni-
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BaMe, че тазн функция € производна на функцията ф(х) = L за
жоято имаме развитието 

"

ФС) 4 хе χ

валидно в интервала (---ἰ , 1). Тогава, ако диферснцираме почленно този
"степенен ред, неговата сума съгласно теоремата 38 диференциране на
"степенните редове ще бъде равна на ф (х) в същия интервал, Но ф (х)-Дх).

И така получаваме разпитието

*[1-3*5]-5-=1 4-2x L 3x%4 "*+flx._l+’";
валидио ΠΡῊ -|-- хе ],

Упражиении. Да се развият я степенни редове CACONNTE функини, като се посочат: съотвстните интервали, в конто TCTH развития ся валидни:

1 x4 1 x .1. !(x)-}_l_x. 2. ”‘fl"'x!-;-s 3 f(x)= τ ρτΣ; Τ κ

2х + 1 κ
4. ( ):Ι.Ηᾧἷ-("--]} S. fix)=ln(l+x¥). 6 f{x}nlufi х
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ἰ ЧАСТ Ш

й ДИФЕРЕНЦИАЛНО И ИНТЕГРАЛНО

 ̓ СМЯТАНЕ НА ФУНКЦИИ НА ДВЕ.

НЕЗАВИСИМИ ПРОМЕНЛИВИ





ГЛАВА X

ДИФЕРЕНЦИАЛНО СМЯТАНЕ НА ФУНКЦИИ

НА ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ

Дефиницията на понятието функция на две н повсче независими про-

Wm в логическо отношсение не се различава сънцествено от дефини-

W на понятието функция на eana променлива. Що се отнася 10 дДи-
' ermnnannom и интегрално смятане на функциите на няхолко незави-
"сими променливи, TO макар до голяма степен и да се развива по обра-
ma, KORTO ΜΗ дават функциите на една променлива, BCE пак в редица

" пунктове изисква разработката на някои цови илен и методли. Оказва се

"обаче, че с достатъчно тези HOBH моменти да се развият за функциите на

две променливни, след това те по правило без особени затруднения се

лрщщ:п за функпинте на повече променливи. Поради това тази глава
ч |' € посветена почти изключително на функцинте на две независими про-

Теорията на функциите на няколко променливи, разбира се, има не

по-малко значение за приложенията на матемагическия анализ от тазн

На функциите на една променлива, тъй като природиите процеси, които

атдслннтс паукни изучават, много често ни ловежлат до нсеобходимостта
, ОТ разглеждане на функции, зависещи именно от иняколко, а не само от

една промсилива.

!

8 70. Тоачки в равнината и в л-мерното NPOCTPRHCTRO
к

- Ilpeas да преминем към изучаването на функциите на дес и повече

езависими променливи, ние ще се погрижним най-напред да придадем

/M3BECTHA геометрична нагледност (доколкото това с възможно) на на-

11 щите разглеждания подобно на това, което правсхмс при функциите

Jy ἘΔ една променлива. Torasa изобразявахме различните значения на apry-

Жмента като точки OT елна права, а на функционалните стойности съпасга-

ΒΆΧΜΕ точки ΟἹ слна равнина, като получавахме по този начин Τ. нар.

Трафика Η дадената функция. Подобно неща ς улобно да бъдс напра-
‘BCHO при функшните на две променливи. Що сс отнася до функциите на
три и особено 10 функциите на повече ΟἹ три променливи, гам геометрич-

„Ната нагледност вече се губи. Въпреки това редица идеи, почерпани от

. Жеометричния наглед, който имамс при функциите на две променливи,
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запазват своята сила и при функциите на произволен брой променливи.
Ето защо най-подробно ше се спрем именно на функциите на две незавн..
сими ΠΡΟΜΟΗΠΉΒΗ.

Казваме, че ΗῈ е дадена функцията Лх, ¥), когато Ha всяка двойка
числа (х, у), взети ΟἹ някакво множество M, е съпоставено съгласно ня-
какво правило елдно трето число, което означаваме с Лх, у) и наричаме
функционална стойносТ. Множеството M, което в случая представлява
множество ΟἹ двойки числа от вида (X, J), се нарича дефиницион-
HO множество кли дефиниционна област на дадената
функция.

Тук, както виждамс, ролята на „аргумент“ играят двете числа х
и у нли по-точно двойката числа (X, у), взсти при това B определен ред —
числото х е първата компонента, а YHCHOTO у — втората компонента на
аргумента. Ето защшо говорим по-точно 33 наредена двойка
реални Числа (х, у), Като си спомним, че реалните числа изобразявахме
като точки от една права, естествено стигаме до идеята наредените
двойки числа пък да изобразянамс като точки ΟἹ слна равннна, в която
с въвелена ирапоъгълниа координатна система Оху. Тогава на всяка двойка
числа (Х, у) ше CHOTBEICTHYBA точката, за която тези две числа се явяват
коорднинати относно въпедената координатна система, т. е. точката с
абснциса х и орлината y. Обратно, на исяка точка OT равнината ще съот-
вестстпува една наредсена двойка реални числа — двойката, образунана
От ибсцисата и ораннатата на тази точка. По такъв начин ние можем ви-
наги когато става дума за наредена днойка числа да употребяваме тер-
мина точка п равнината. Също така, когато говорим за множество
OT наредени даойки реални числи, можем Ππ си служим с израза мно-
жество OT точки в равнината,

Понякоги подобно на това, което се прави в геометрията, ще озна-
чаваме дадени точка в равнината с едниа ὄγκμα (обикновено главна ла-
тинска). Например 1е казваме: дадена е точка Р. Ако при това нскаме
изричноа ля отбележим и копрдинатите на тази точка, ще я записваме,
както в аналитичната геометрия: Р(х,у). По такъв начин разполагаме
C три различни начинц 30 означаване i една и съща наредена Двойка
реални числа,

Що се отнася no графичиото представяне на функция на две незави-
сими променливи, то 32 неговото осъщестаяване се налага да прибег -
нем вече до тримерното пространство, Това става по слелния начин:
Преди всичко аналогично на това, което имахме по-горе, наредените грой-
ки резлни числа се отъждестаяват с тачките на тримерното пространство,
Β касто е въпсдена една правоъгълна координатна система Охуг, така че
на тройката числа (X, у, :) съответствува точката с абсциса х, ордината у
и апликата Ξ и обратно. (Тук също, разбира сс, nanena точка (x, y. <)
може да бъде 3anucana във вида P(x, у, 2) или пък просто чрез Р.)

Нека е ладена елна функция f(x, +) с дефиниционна област M. Мно-

бъле разглелано като множестнво от точки, лежащи в координатната рав-
нина Оху на тримерното пространство (черт. 54). Ако сега означим. със
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Σ функционалната стойност f(x, ¥), Т.е. ако въведем равенството 2--

=f(x,3), то на всяка точка Р(х,у) от M ще бъде съпоставена по сдна

точка от пространството — именно точката S(x,),z). Когато точката

Р се мени в MHOXCCTBOTO MM, точката 5 ще опише в пространството едно

Черт. 54

множество (една „повърхнина”, както бихме казали), кастоа и представ

лява графичното изображение на дадената функция (черт. 55).
Нека отъбележим още, че в математиката е пряста следната абст

рак-

ция: каквото и ла бъде пялото положително число N, наредените л-ор
ки

реални числа от вида (Х), Хуе ча X,) също така се разглеждат като

„точки“ в елно NPOCTPAHCTED — 1е образуват T. Hap. п-измеримо или "
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. тази терминология реалната права e

едномерно пространство, а равнипата — двумерно пространство. Някоипонятия от дву- и тримерното пространство се пренасят съвсем сстествено
за произволно п-мерно пространство. Така например, както е известно
ὍΤ аналитичната геометрия, разстОянието между Ase дадени ΤΟΉΚΗР(хо. у) н ' (χ" ̓, } в равнината се дава ς формулата

О НР Р)е TR Sy,
а разстоянието между две точки P'(x', ), :

ното пространство -- с формулата

γ(Ρ ́, P ==Xy Ξ Ἔ S
Тава e основание, KOTATO са дадени две точки P'(x\P‘”(-rl”, xlfli

‘s 
]'n-x;'-rt--tar") Η.. Х”) в п-мерното пространство, нзраза

(D r P Р) Ма И УПУе к СИу

разглеждамс като едноизмеримо пространство, т, с. когато са ни да-
дени две рсални числа х” и х””, формулата (1) ни дава

r(x’, х) —x7) =[x — " s
резултат, KOHTO също така сс съгласува с нашата представа за разстоя-
нис, тъй като числото |х"--х"| ие е нишо друго освен дължинала на интер-
вала, определен от точките X' и х”, 1, е. дължинага на отсечката, свърз-
ваща тези две точки.

Понятието разстояние между дис точки ΜΗ позволява по съвсем
сстествен начин да дойдем и до понягисто за сходяща редица ог точки
в A-MEPHOTO пространство. Именно щ калааме, че редицата om точки

(2, ' Р„Р;.-...Р....
е сходяща и клони към дадена точка Py, когато разстоянието междн
точките Р, и Py клони към нула, m, е. kocamo редицата от числа

(3) Py, Р,), τίρος Р,),.... (P, Ρὼ....

е сходяща и има за граница числото 0. ,

Горната дефиниция може да се изкаже и другояче. За простота да
разгледаме случая на двумерното пространство. В този случай редипата
2) може ΠῈ се запише подробно по следния начин-:

Ριίχι, »"), Ру(ху. у) ... ., Py ), ...,
а общият член на редицата (3) ше има вида

разстоянис по показавия начин,TO се нарича п-мерно севклидово пространство.



r(P,. Pfl)=\/(xi-xn): 'ΐ'-υ'ι-)"σ)ἰ.ι
кълето с х Η Vg са означени координатите на граничната точка P, Като

вземем пред BRI, OT една страна, неравенствата

ЪХ.--Ч„Ъ s J(—"i"xu):“i‘(}'t_yy

а, o1 apyra, неравенството

ά(ἓ.“π,)’ 'i"U’n"‘J‘a_)l Ἐ ΊΧ, -- Χρ] Р аУ

става ясно, че условието редицата (3) да клонпи към нула е равносилно с

YCAOBHE10 да клонят към нула редиците с общи членове |х,--х.| Η |а--Уа|-

Това пък от своя страна означава, че изискаането peduyama с обир член

(х.. У) да клони към точката (Χο. γο) € равносиано с изисквапето двете

редици om реаални числа

х...т:,....х.,-..

и .

Л. Ry SRR

да бъдат сходящи и да кланят съответпо към Xo й Vo

Разбира сс, всичко това важи HC само 33 редица от точки в равни-

ната, но Η за редица OT точки я пространство с пронзволен брой изме-

рения. 1o този начин условието за сходимостта на една редица от точки

в п-мерното пространство се заместна с условисто 33 сходимост

Η8 п редици ΟἹ резлни числа — именио редиците, съставсни ΟΥ сьотвелт-

ните компоненти на точките OT далената редица.

Ясно с сега, че ако една редица от точки

ΡΙἹ'ΡΞΙ““' ́ἹΡ.."“'

« равнината (или изпабщо 6 п-мерното пространства) е сходлища и клони

към точката P, mo всяка нейна подредица

Ρἱ.'ᾳ Ρἰ'ι----,Ριμ.α..

е също сходяща и клони също към P,

§ 71. Bunose точкови множества

Понятието околност на точка, което бБяхме въвели за точките OT ре-

алната права, може да бъде въведено 18 точките от произволно л-мерно

пространство. При това неговата роля във въпросите на математическия

аналниа € даже по-очевидна именно когата разглеждаме точки B про-

странство с две нли повече измерения, отколкесто при точките OT реал-

AaTa права,

Да се снрем отново на двумерното пространство. Нека с дадена точ-

ката (X0 у.). Да разгледаме един квадрат D (с пронизволна дължина на

страната), страните на който са успоредни на координатните OCH ¥ който
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има 38 център (Т*Е- пресечна точка на диагоналите) точката (x,, Vo)
(черт. 56). МиожестТвото OT BCHYKH точки, влизащи B TO3H квалрат, но
нележащи върху страните My, ще наречем околност на “-чката

{τον Vo)

НИ

Ό LT ак #р ай _R_B 5 4

Черт. 56

Ако дължината на страната на квалрата D означим с 25, 10 ясно
€, че условисто една точка (х,у) да се съдържа в споменатата окол-
HOCT € равносилно с изискването да бъдат изпъьлнени двете неравенства

ἰχ--τλ - 8, [}-- }ο[ : .

Тъй като съществуват безбройно мпого квадрати OT посочения вид,
всяка точка в равнината ще притежава очепилно безбройно много окол-

ROCTH.®

По аналогичен начин се въвежда понятието OKOJHOCT и 38 тачките
OT пространствата с по-голям брой измерения. В тримерното про-

странство ролята на |квалрата се изпълнява от куб със стени, успорелни
на координатните равнини, к с център точката (Xg, Vo, 24). Точките (X, 1, 2

лежащи в такъв куб, се характеризират с трите неравенства

[N—.‘fgl“:&. [y—¥ol <8, i:*_:tll <8,

&

B п-мернота пространство roBOpHM YCHOBMO 33 „л-мерен хиперкуб“,
HHHTO точки HMAT KOOPAHHATH, YAOBACTHOPABALUN HEDABCHCTBA OT слелния

вид:

Матеж 1 6, |x,—x0<d, ..., жка а| - δ.
.

“ Tosa не e елинственият начин за въвсждане 1] DOMRY HETO околност на точка в
PaBHRIATA. Често няпример под OKONAOCT на слна такава точка се разбира мнажествота,
състояшо се OT точките, конто влизат в елин кръг с иснтър задената точка н произво.
лен разиУс, но не лежат върху контурната му окръжност. От гледише обаче на въпро»
сите OT математическия внализ този пачин ня въвсжлане на попятието околнест не с
съшествено различен OT анзи, хойто вече NOCOYNXME и крм който пк се придържаме b
ΤΟΊΗ курс.
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Специално в случая, когато п--Т, т. е. когато нашето простр
анство е ре-

алната Пправа, торните п неравснства се свежлат до е
линственото нера-

венство 
.

което е изпълнено 8 всички числа х от отворения интервал (χ
ο--ὃ,

χο -6). По такъв начин се убсждаваме, че въведеното Ттокущо MOHATHE
околност € обобщенние на OHOBA, с което си служехме по-ра

но.
Използувайки понятието околнос: на точка, лесно 

можем да се

убсдим, че лефиницията на понятието сходяша редиц
а от точки B π-

мерното пространство, която дадохме в предишния параграф, м
оже да

се изкаже н така:

Редицата от таочки в п-мернато пространствно 
|

Р:.ьР:т.!-г.Рь*ь-.

€ сходяща ий кайни KoM точката P, ако за всяка околност D
 на точката

P, същестауваи такова числ0 . че при K-V всички точки P, om редицата

се съдържат в D,

Cera лесно ше стигием до дефиницията на някои понятия, отнасящи

се πὸ взаимното разполдюожение на гочки и множества, Тези п
оцятия пък

от своя страна ще ни позволят да дадем удобна характер
исгика на ня-

кои видовсе множсества OT точки, играещи важна роля по-
ната гък.

В дефиницните и разсъжденията, KOHIO следвагт до KN 
на гози

параграф, с безразлично какъв с брояг на измеренията на про. е ране гвото,

косто разглежламе — 1е остават н хила ᾶ произволно ч-мерио про-

странство.

Нека н едно пространетво с дадено иякакво множество M, Едиа
точка Г ат същата пространства се наричавът ре ш на ча Η ΟΗ

вото M. каогата тя притежива такича иколност., колта с
е състай -

уяло от таочки, принадлежащи на Μ ЕЪна точка ( се нарича външн а

5 M, ако притежава окдлнаст, състочии се изучла ат точки, пеприн
ай-

лежащи па M. Най-сетне една аночка К се наричи каонтурна за мю

мжествота M, ака тя не ο дъгнрешна, нито вътина за M.
Лесно « 13 се съобрази, че условисто елна точка да бъде ко

нтурна

ча лалено множество M може да се изкаже още така: «вслка нейна oRoa-

наст съдържа както точки il Ὑ тика и точки, непринадлежащи на
 M.

Оттук пък слелза, че ако R ἐ слна коитурна гочка Ha множестното M,
могатТ Да се намерят даеес Р!:ЛПЦЦ ΟἹ [OUKM — елната:

Ριι P‘ ιιιιι r‘ 2 жеа B

съставена Ot точки ет M. . anvrata

CHLOIVALLE се еТ ΤΟῊΚΗ, непанналаежащи не A, коите редици KACHAL Ὶ

лвете) към Гочката #. (Прелоставяме πρκαθαιςιζτβοτς KL ἢ гатсли.)

На черг. 57 «а показани елно множество Mn paamm’fna и три гачки
P. Ои R, явяващи се CLOIBITHO вътрешна, външна и контупна 1о0чка 3а M.
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МЧерт. 57

Що сс отнася до контуриите му точки, то някои OT тях могат да му при-надлежат, други — не. Именно това последно обстоятелство ни довежладо следните две дефиниции:

| Едно множество om точки се нарича от в оренд. когато то несъдържа нито една своя контурна точка (т. е. когато то съптада съссвоята вътрешиност). '
Едно множество от точки се парича 1amaopeno, когато тосъдържа всички свои контурни точки (т, е. когата съдържа своя контар).Разбира ce, дадено миожество ΟἹ точки може Aa ие бъде нито отво-

рено, нито затворено. Това ще бъде гакаи, когато Τὸ съдържа само частOT CBOHTE контурни точки, HO не всичките.
„Примери: |. Точките, лежащи в един кръг в равнината, но не ивърху ограждащата го окръжност, абразуват отнорено множестно.Нис ще наричамс това множество o 18 o рен кръг. Точките пък, ne-жащи в един кръг, BICT 3380 с контурната му окръжиост,образуватзатворено множество, което ще HAPHYAME затко рен кръг. Анало-

гично ще употребявамс термините отворен квадрат, затворен кпадрат,
огворен многоъгълник, затнорен многоьгълник Η пр.

2. Нека е дадена една права и равнината. ΚΌΜ са нейните контурниточки? Какво множество е npasara?
3. Дайте npumepu на ΟΥΒΟΡΌΜΗ и затворени множества B гример-

ното NPOCTPAHCTRO.

4. Ако вземсм множеството, съставено ΟἹ всички точки на разглеж-е
даното пространство, т. е. цялото пространство разглеждаме като езно
множество OT тачки, TO това множество няма кон турни точки, Слелова-телно TO € едновременно огаворено и 381 варено.

Лесно може да се докаже следното свойство на затворените мно-жества:

Axo миожеството M е затворено и ако редицата

Р.1 Ρπᾗιύι!Ρἰ,ιιιῄ

294



“

гъставена om теочки, принадлежашщши на M. е сходяща и клони към P,

то точката Р съща принадлежи на M.
Нанстина във всяка околност на тоачката Р се съдържат точки P,

OT дадената редица - - това ΟἹ гочки, приналлежаши на M. Оттук e ясно,

че точката Р не е външна за множеството M — тя е негова вътрешна нли

контурна точка, Множеството М обаче е затворено и слелователно то

съдържа както всички CBOH вътрешни, така и всички CBOM конзурни точ-

| ки. Следователно точката Р приналлежи на M.

В същност вярно с и обратнато - ако една множество М съдържа

| граничната тачка па всяка сходяща редица, съставена от точки, принад-
Ῥ длежащи на M, mo това ипнажгества е затворено. (Нека читателят сам

докаже това.)

| Ще Залем ощше следната дефининия:

Едно мчножество ат точки « равнипата се нарича 0 ἀρ ΠΗ U Y CH O,

кагата mo се съдържа изуяло в някай квайрат. Едно множество от точки

в тримернато праостранства с ограничено, кагата ( гъдържп изилнла «

! някой куб- |
| Леско можем да се убсдим, че както в равнината, Тъй и в тример-

| ното пространство тази лсфиниция с равносилна със следната:
| Една smunxcecmao едограничена . когатое разетолнията на всички

l | негови тачки 06 иякоя фиксирана точка (например 00 пачалото на Koop-

! dunamnama система) не падчииават дадена положително число.

| Така изказина, дефининията запазва валиднастта CH 30 произнолно

i п-мерно NPOCTPRICT BO.
| Примери. Весски отворен, както и вееки затворсен кръг в равни-

] | HATA, прелетапляви ограничено множество, Всяка права в равииннига e
| неограниченоа множества. Ивицата o7 равнината, заградена между две

l успоредни ирави, μ прелстаялява пример з2 неограничено множество.

| § 72. Непрекъснати фуйкини

Понятисто ограничена функиния се пренася бе3 изменсния

| за функините на няколко променлиаян. Елна такава функция се нарича

ограничена, когато с ограничено множеството OT нейните функцио-

нални съойности. Точната горна граница на това множество ссе нарича.

тпочна терна граница на самата функиия, а точната му долна граница —

гочна долиа граница на функцията.

] Важниото понятие непрекъснатост на функция на няколко APOMCH-
}ι ливи се ΒΌΒΟΚΗΣ, както и при функините на елна променлива, посрелством

две еквивалентни дефининин — на Коши н на Хайне, Ще ти изкажел 14

случая на IBC промеиливи.

l Дефиеникя на Кошт. Фулнкцияти Π Χ} се napuva непрекъсната #
l ΓΟΝ точка (X, v ) am своата пефичицианна nodaem M. avo за всяко no-

; лаожителна чис.:0 Е съществъува такоава положително число O, че за всчка

| точка (X, х) em M. за келтае еа & сила перавепствата

!
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Ε Τ П

е изпълнено и неравенствота

7 ) ~f (o yoll <e.
Дефиняция na Хайне. Ф ункуията fix,y) e непрекъбната в точката(ко, У0) от дефинициониата си област M, когато при всеки избор на ре-

;

(‘rl!}'i)l (x..'!! J‘I) Σ -'τιι ;Р.) ¥k

състояща се om точки om muoxcecmsomo M u KAQHRIQ към тачката
(xo. Уо), съответната редица от функционални стойности

f(xh.rl):l f(*rh .FZ) е.е -f(xh ,Π,) L LI ,

е сходяща и кдани към /(хо, Yol

Axo дадена функимя /(х, у) с непрекъсната в сдна точка (x,, ¥,)
и ако разгледамсе функциинте на сдиа променлива ф(х)--/(х, У0) ny(r)=
=f (X0 у), получени чрез фиксиране на единия ΟἹ аргументите, тези двс
функцин очевидио ще бъдат непрекъснати — първата в точката X, а
втората --"в точката ра. Както 1це видим обаче в следвашия параграф,
OT непрекъснагостта на функциите ф(х) и у(у) съответно в точките Xo Ἡ
Yo OLUC не следва HENDCKBCHATOCTTA на функцията / (X, у) и точката (хо, γο).

Както и при функциите на една променлива, лесно се установява,
че ако две функиии /(х, у) и Е (х, у) са непрекъснати в дадена точка
(хХо Уо), TO сумата, разликата, произвелението и частиото на тези две
функции са също непрекъсиндати фУункции в тази точка. Разбира ce, когато
става дума за частното, трябва ΔῺ се предположи owe, чея (ха У) 0.

Също така с разсъждения, полобнии на OHCIH, които извършихме при
функиините на една променлива, сс доказва н следното просто, но важно
свойство на непрекъснатиге функции:

Яко функуията [(x, у) е непрекъсната & тдчката (Ха Vo) 4 чка
Л(х. Ха) %0, то същестаува гтакава околиост на танчката (X, Vo). в
KoAmo фуикуичта не си мени знака.

По-сложен ¢ въпросът за пренцсянего на теоремите ΟἹ § 24 към
функция на две и понсче променливни. Въпреки това се оказва, че след
подходящо препелактиране. косто впрочем не € много очевидно. те също
Остават Β сила, За TPH ΟἹ тях, и именно ἫΙ теоремата за ограниченост. за
теоремата на Вайсршрас и за теоремата за равномерната непрекъсна-
TOCT, ще покажелм още сега — D настоящия параграфи в § 74“, киква фор-
мулировка изилобиват в случая на двс променливи н как се доказват Β
103и случай (а п-чепното пространсгво нещата стоят аналогично).
Некг обърнем пнимание на кева. че във всички 1ях условието дадена
функция У ) да ὅν - неизекъсната в един краен и зетворен интервал
fe. А). се замиестад с условието далена функция /(«х, г) да бъде непрекъс-
ната в едно ограничена и затворено хмножество M в равнинатТа (такова
множество се нарича компактно множестваоа).

Теорема за ограпичецост. κῸ функуилта [fix, y) e нецрекъсната в
едис ограничено и затворено минажество M, тл e ограничена в M,
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Teopema на Вайершрас. Axo функцията fix, у) е непрекъсната в

юграниченото и затворено мпожество M, то тя достига в M както

£E09MA течна гарна, така и своята тачна долна граница.

Преди да формулирг ме следващата теорема. ще въвелем елно. пово

понятие. Нека е πΆποησ' 1 з ограничено множебгво M. Да вземем две про“

: изволни негови точки . I | измерим разстояннието между TAX. Тъй каго

"M с ограничено, това разлтояние ше бъде по-малко от някос фиксирано

положително число, което M зависи от избора на лвете точки. Tosa 03-

- начава, че ако взсмем BCHUKH възможни лвойки точки, съставени ΟἹ точ-

| KM, приналлежашщи на M, и разглезаме множеството на разстоянията

межлу тях, TO това множестап ог чиела ще δ'ης огриничено отгоре.

Неговата гочна горна граница се нарича диа метър на множество-

те M.

| Така например длиаметърът на сдин кръг в равнината (в смисъла на

' тарната дефинишия) съвпада с дължичата Kt кой A4 с негов днаметър,

разбиран B обикновения гесоме гричен смисъл; диаметърът на €OHH прапо-

; ъгълник е равси на дьДжината на неговия лиагонал: диамсетърът на сдин

триъгълник съвпада с дължината на пай- олямата му страна: и т,н.

” TeopcMa 2 PABHOMCPHATA REUPCKLCHATOCT. Яко фуикнията fix, у)

е непрекъсната в дграниченота й затварено ΔΗ ΟΗ υ M и ако

£ € една положително числда, MO съществува такова паложително

число 6, Че вът всяко подмпожество на M, имащшщо фдиаметър, по-малак

от O, осцилацичта па фтикцията Дх. 31) е па-малка от к.

Разбира сс, и ΤΥΚ осцилацияуа на сдна функиия / (х, г) π η κος

множество ХУ се дефинира като разлика между нейната Ο TOPHA и

нейната точна лолна границиа в N,

Ясно €, че ег теоремата за осцилациите следвц пелнага твърлсинето

(което « фактически еканвалентно на твьрдението ὰ лепремата):

Ака функуията f(x, у) ¢ непрекъсната « сдно дграничено и заптиорено

мнаожество M u"'m:a Е ¢ произво,.то по ο часай, то τ Ο Μ

такова паложителна числа 8, че при (ха. Ρ )EM (X, 3)ЕМ от перавен-

ствата

18 4 5Ὲ Ἔ ече

слейва неравенствота

| f{-ru } -ἷἰ.-ἳ:ι 3:1ἷ "κε.
- -

Функиция, KOAID притежава изказаното по-чосе CHOHCIHO в някое мно

жество M, сс нарича равномерно непрекъсната2 B M. F10 защо

| reopemuaTa може да се изкаже OLUC и така:

! Ака една функиия /(х, у) е непрекъсната « пграпиченото п затворено

| мноажестала M., та е и павномерно испрохъглата в Al

| Докалалслетвото па формулираните по-горе три тсореми ше бъле

. мзложенов καὶ 74". Що сс отнисм 10 теоргмата на Болцано ΟἹ ¥ 24, нейното

пренасяне 32 (yHKILIH на ἸΒ8 и попече пломекливи ще отложим 34 по-

| чататък — то ¢ направено в § 98,
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5 73*. Теореми na Кантор и на Bomuano—Baiiepsapac
в равинната !

Теоремата на Кантор, която доказахме в § 4, след полходящо видо-
измененис на нейната формулировка може да бъле пренесена и за лп-
мерното пространство. Ще я формулираме и докажем за раннинатла (в
случая на NPOM3BOAHO м-мерно пространство нешата стоят аналогично),

Множеството от точки (х, у) равнината, чиито координати улов-
летворяват HEpABCHCTBATA |

asx<h, cSy=Ed,

където а--В и (Ξ , представлява един затворен правоъгълник със стра-
HH. успоредни на координатните оси. Именно за такнва праваъгълници
се говори в теоремата на Кантор 38 равнината, която следва.

„ Теорема. Нека е дадена редицата от затворени праноагъдлници

(Ι} ! «ΒΗ Οἓιι-'ὑῃι;-"ι
където правоъгълникат D, е зададен ¢ неравенстната

(2) Σ c,Svsd,
и нека са изпълнени следните YCAOBUN,

8) за вснко п правоьъгълникът D, съдържа правоъгълника D, ., (m е
D,., е vacm om D,);

6) im(b,-a)=0 u lim(d, -- } Ξ ,
Η il Y Η

Tocasa съществува, и mo една единставена точка (5, n), съдържашща се
във асички прадаоъгълници от редицата (1).

Д оказателство. Изиекването правоъгълникът .0„ Да Ch-
държа Β" . Ρ изразява d)fil{‘l‘mll‘:t:l(fl чрез перавенствата

fl”ga“-r“ Ъ„Ц:Е„ь„, г“„“„З„г„.„ duulgd‘.

ОПУ“ заключаяц ме, ЧЧ кактоа редицата от интервалите

(е 6,), P39 (RPN 17 ) RO
така и редицата от интеравалите

ffl,dll‘ {{'z, d;], - ,[f‘" du]t‘ ..

удовлстворива условиягта на теоремата ΜῈ Kamiop ΟἹ § 4. Слелователно
1Ὲ съществуват едно слинс гвено чисно &, съдържащо сс във всичките ин-.
тервали (а,, #,), и едно единствено чиело N, съдържащо се BLR всичките
интервали [c¢,, «,). Torasa точката (&, M), ἽΜΗΤΟ коорлинати удоялст-
воряваг 32 всяка п неравсиствата

Ξ Ξ н ,=n=d,
ще ссе съдържа във всичките правоъгълници D, от релицата (1), като ΠΡΗ͂
това тя ще бъде очевидно (поради слинствеността на числата S иц) и
CIHHCTBEHATA точка с това свойстнво.

С това твърдението в теоремата е установено.
С оглед на приложенисто на тази теорема при доказателството на
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ὶ теорсмите на предмюшния параграф ше направим, както M ΠΡΗ Teopcmata
Ι на Кантор от § 4, още следната допълнитселна бележка:

„При условията на горната теорема, каквато и околност U/ на точ-
ката (ξ, ἢ) да вземем, всички правоъгълници D, с достатъчно големи но-
мера се съдържат в (/. -

Нанстнна wexa U с квалрат, зададен с неравенствата

Б--б6«<х«Енб. n—0<y<n+b.

Порали условнето 6) на теоремата ще съшествува такова число у, че при
п>у да имаме

| by—a,<<8 ν d—c, <5,

. T.€ страните Ha правоъгълника D, зададен с неравенствата (2), при

по>м ще станат по-малки от 6. Тъй като точката (ξ, n), явяваща се център
' Ha квадрата U, с в същото време Н точка от D,, а страните на квадрата
U имат дължина 25, ясно €, че при п ->у правоъгълникът D, ще се съдържа

wiusno в U. :

Теорсмата на Болиано-- Вайсгрищрас се пренася без изменение за

педици от точки в равнината (Η изобшо в п-мерното пространство).

При гова и нейното локазателство остава по MACK същото. И така в сила
] с следната

. Теорема ня Болпано--Вайсршрас. Всяка ограпичена редица om тачки
] в равиината

At -

притежава поне една cXoo0Nwd пойредица.

Доказателство. Тъй като редицата (2) е ограничена, ще съ-
] ществува някакъв затворен иравоъгълник D със страни, успоредни на

коорднинатните оси, κοῆτο съдържа асички нейни 1очки, Да разлелим

този правсъгълник на четири елнакави по-малки правоъгълника и да озна-

чим ¢ Й, един ΟἹ тях,избран така, че да сълържа белбройно MHOTO точки
] ΟἹ дадената peanua. Нека P, с една тачка ог peanuata (3), принадлежаща
! на Й;. Да разделим след това и D, на четири елизкви прияавоъгълпика

и да озниачим с Dy един ΟἹ гях, в KORTO се садържат безбройно много точки

] o1 peanuata (3), a ¢ P .- слна такава точка ΟἹ тази редица, която се
съдържа B D, н за която освен тояа имаме п.-ял,. Прюдължавайки по

този начин, ще получим едана резица C1 затворени правоъгълници

(4) DDy ....D.....

която Уловлетворява очевилно уславията ни TeopeMaTa Ha Кантор, и

слна редица ет точки '

(5) З,П*Рл:чът*-Рндтаь.,I

KOATO е подрелица на резицата (3), Нека P с« оанази единствена TOMKA, KO#-

то съгласно теоремата на Кантор се съдържа пъп всички правоъгълници

Р,. н нека U се произволна околнаст ка точката P, Съгласно бележката, |

KOSTO направихме слел доказателетаото на теопремата на Кантор, за

достатъчно големи стойности на А всичкн провоъгълкици Dy, а следова-

TETHO и всички точки P ше се съдъьржат в U Това означава, че рпелицата

(3). която с подредина на резниата (3), е схоляша и клони към Ρ По 1a-
къв начин 1еоремата е доказана.

! 
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5 74", дпш:тщпп.щ Теоремате от 8 72

Преминаваме към доказателството на трите теореми, формулврщ
B предишния параграф. Както ще видим, осповна роля тук. играе доказа-
ната от нас Β § 73* теорема“на ΚΔΉΤΟΡ в равинната.

Доказателство на теоремата за огря*ннчвнвст
Далено e, че функцията /(х, у) е непрекъсната в ограниченото н затворено
множество M. Tpabea да докажем, че тя ¢ ограничена. Да допуснем че

функцията /(х, у) не е Оограничена н M. Да взсмем елин квалдрат D със

страни, успорсдни на KOOPAHHATHHTC OCH, съдържащ ограниченото мно-

жество M, и да го разделим посредстаом средните му линии на четири

еднакви по-малки квадрата. Поне един От тези четири квалрата — да го

означим ς D) — ще съдържа такава част M, oT множеството M, в която

функинята /(х, у) не с ограничена — B противен случай тя би била orpa-

ничена в M. Да разделим Dy също тъй на четири сднакви по-малки квад-

рата (представляващи -- всеки от TAX, вече една юшестнадесста част от

D) н да означим с D, един o1 тях, избран гака, че,функцията /(х, у) ли
бълде неограничена в онази част M; от M, която се съдържа в него (такъв

квадрат D, curypuo има, нначе /(х, ν} би била ограничена в M,). Про-

дължавайки MO този начин, ние ще получим седиа редица от затворсни

квалдрати ,

. Βῃῃἁ...ιιῃμι.., .

YAOBACTBOPABAWA очевидно условията и теоремата на Кантор. При това

всски OT тези квалрати D, съдържа такава част M, 0T множестнвогто M,

в която функцията /(х, у) пе е ограничена, Ако (Е, 1) « онази единствена

тачка, KOATO според теоремата на Кантоур се съдържа вьв всичките квал-

рати D,, и axo U ¢ произволна околност на тачкита (£, п), то-съгласно δο:

лежката, която направихме непосредствено слелд JOKBUTCACIBOTO на

тази теорема, всички квалрати D, с достатъчно грлеми номера ше се

"съдържат в { Оттук следва, че във исяка околност на точката (&,n)

се сълържат точки от M, откъдето пък заключаваме, че тази точка не

може 14 бъле външна — Тя с или вътрешна, или контурниа за M. Нае мно-

жеството M с затворено, следователно го съдържи не само всички свои

вътрешин, по й всички свои контурни точки. По този начин се убежда-

ваме, че точката (E, п) e точка o1 M,

Поинсже функцинтц Л(х. г) е испрекъсната в точката (£, 1), ще мо-
жем да намерим, прилшайки гчриницията на Коши при е--1. такова no-

ложигелно число B, че 01 церлавействата

m ‘ |к--51«:8, Д

за точки (X, Г) ΟΥ M да слелва неравенетвота

С) х) fG, η -

Неравенствата (1) определят един квалрат (/, явязаш се околност Π

гочката (3, п). За достатаъчно големи сгойпости на л квалратът D, а сле-

дователно и множеството M, ще се сълържат в LU, Слелователно за
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точки (X, у) от M, ше бъде изпълнено неравенетвото (2), което

може да се запише още така:

Aem—1<fx V)< ДЕ)-НТ.

Оттук виждамс, че функцията f(x, у) € ограничена s множеството M,

противно на CBOACTBOTO на това множество тази функция да бъде неогра-

ничена в него. Полученото противоречие показва, че нашето първоначал-

HO допускане, според косто функцията /(Х, ) с нсограничена в множест-

вото M, e било погрешно. C това теоремата с доказана.

Доказателство на теоремата на Вайсршщрас. И

тук е лзадена една функция / (х, у), непрекъсната в ограниченото и затво-
рено множество M. Съгласно предишната теорема функцията Дужх. у)е

ограничена в M. Нека L е нейната точна горна, а [— нейната точна

долна граница в M. Ще докажем, че числото L се явява стойност на функ-
цията / (х, у) за иякоя точка от множеството M (аналогично сс доказва

същото за числото /).

Да вземем, както в предишната теорема, елин KBaapaT О със сграни,

успоредни на координатните OCH, съдържащ множеството M, и да го

разделим на четири равни части. Понс едун Τ така получените по-мал-

ки квалрати — нска го означим ς D, -- ще съдържа такава част M, or

множеството M, в която точната горна граница на функцияти /(х, у) е

равна на L (ако 108a не би било така, 10 гочната горна граница на / (х, +)

в цялото множество M би била по-малка от L). Разделяйки D) също на

четири равни части, ше означим с Й, един такъв от новополученигте още

по-малки квалрати, че Η в съзържшщита се в него част M, ΟἹ множеството

M функцията f{x, у) да има тачна торни граница, равна на L, и т.н.

Получавамсе редица от затварени квалрити

D,.D,...,D_, ...,

всеки ΟἹ KONTO съдържа такана часг A, 01 множкестваото M, B която функ-

цията /(х, 1) има 32 своя точна горна граница числого L. Тази редица.

от квадрати удовлстворява условията на теоремата на Кантор, значн

съществува някаква точка (5, 1), съдържаша се въа всичките квалрати ..

Както в прелишната теоремц се убежзаваме, че шчката (¢, n) принад-

лежи Ha M.

Ще покажем, че ЛЕ, n)=L. Да допуснем, че тови ке € BAPHO и че сле-

дователно имаме /(Е, п)<- L. Axo L, e Ттакова число, че /(Е, )< #< 4,

τὸ вземайки пред вид, че фуинкияята f(x, у) « непрекьъсната в точката

(E. п) н че ξ η -,--0, ше намерим гакава околност U на (ξ, п), че

ла им2ме /(х, γῈ--, -0 32 всички точки 01 ἸΔΊΗ околнаост. Но за доста-
Тьчно големи п квадратите Й,.. а значи и множествата M, се съзържат

изцяло B (!. Слелователно за всички точки (х. г) oT M, ще бъдс в сила не-

равенството f(xX, т)---/,1-70. или Bce едно неравенството

f('t? :Ι’) - Ὶ

което показва, че числото L, е горна граница на функцията f(x,)) в

множеството M. Ho това е невъзможноа, тъй като , τ , а L е точната,

-
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T. е. най-малката Fopfia граница на / (х, у) Β M,. Полученото противоре-
чие CC дължи на допускаянето, че /(Е, п) + L. ( ледователно Toma допускане
е погрешно; B сила:е равенството /(“, тфвь..;игша функцията /(х, у) .

. Както вече казахме, анало-достига в M своята точна горна граница L
THYHO се установява, че тя достига п M и своята точна долна граница /.

Доказателство на теоремата 32 равно мерната
непрекъснатост. Отново е дадено, че функцията /(+к, у) е непре-
късната в ограниченото Η затворсно множество M. Нека £ e ¢aHO поло-
жително число. Трябва да устапновим съществуването на такова положи-
телно число 8, че във BCAKO подмножество на M с диаметър, по-малък
ot 6, осцилацията на функцията /(х, у) да бъде по-малка от ε.

Да допуснем, че такова число 68 не съществува. Това значи по-точно,
че каквото и положително число 6 да вземем, BHEATH можем ла намерим
такова подмножество на M с диаметър, по-малък QT 6, в което осцила-
цията на / (х, у) е по-голяма или равна на ¢, Следоватслно ще съществу-
ват подмножества

M, My, ... M,... |
на MHOXCCTBOTO M, такива, че диаметърът на M, с по-малък от . "85

същото време осцилацията на /(х, у) във BCAKO OT THX е по-голяма или
равна на Ε,

Да вземем, KAKTO н в предишините две теореми, квадрат D със страни,
успоредни на координатните оси, който съдържа множеството M, и

да разделим този киадрат на четири елнакви по-малки квадрата. Поне
сдин OT 1CTH квадрати — да го озпачим с D, -- ще има общи 10Mxu с бел-

бройно много ΟΥ множествата ΜΌ Ако разделим D, също тъй на четири "
слнакви по-малки квадратчета, отново ще намерим между тях поне един

Ди го означим с D, -- който има общи точки с безбройно много от мно-
жествата М,. Продължавайки така, ще простроим една редица от затво-
рени квадрати

b, D,... 0жж

всеки сдин OT конто има общи точки с безбройно много ΟἹ множествата
M,. Тази редица удовлетворява очевидно условията на теооремата на
Кантор. Следователно ще съществува една точка (Е, п), съдържаша се
във всичките квадрати D,. Както и преди, можем да се убедим, че тази
точка принадлежи на M. Тъй като функцията /(х, у) е непрскъсната B
Toukara (5, 1), ще съществува такова число 8, че при

(3) [χ---ξὶ| τῦ, |γ--η| --δ,
когато (x, у) е точка от M, да имаме |/(х, y}—fif,,n)l-fl:-;«. или BCC едно

(4) S @ M= τ Ὑ. »)«7ξ,. πη)..-Ξ-.

Неравенствата (3) определят една околност U на точката (ξ, m).
Да разгледамс и по-малката околност ¥ на (£, ц), определена чрез не-
равенствата
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. в 5 .(X =gl <= y—nl<-=5--

Ако п ¢ достатъчно голямо, квадратъг D, ше се съдържа във V, Да взе“
мем в D, сдлна точка (x,. у.), принадлежаща на такова множество M,

1| чяйто номер Х удовлетворява HEPABEHCTBOTO + ι::-ξ- (това можем да.на-
правим, тъй като D, има общи точки с безбройно много от множест-

ἦ W вата M;). Тъй като една точка от M, — точката (X, 1) -- се съдържа в
околността К на точката (5, п), τὸ цялото MHOKCCTBO M, чийто дизметър,

1 А] както знасм, е по-малък OT 7 и следоавателно по-малък OT х Ще се съ-
| ἈΡ̓ κ в по-голямата нейна околност U, която Gewe зададсна чрез не-
. -равенствата (3). Това се вижда ot факта, че за всяка Точка (x, у)
o7 M, ще имаме

1 А

k
ι Ἢ

| | ι ὃ
У 5 УА) НА + <6.

Оттук заключаваме, че за всика точка (X, у) ог M, ше бълат изпълнсни не-

равенствата (4): Следавателно числата /(5, n)— ’; и /(Е, n)—}—; са съе

J BCIHO долна и 10pHA граница на функцията /(х, у) в множеството M,,
OTKLACTO пьък следва, че осцилацията Ha f (v, у) в M, няма да надминава

чиелото

(75 η)τ )= (e η)-- τ )ττῖτε

τ е. ще бъдс по-малка от k. Тази осцилация обаче беше по-голяма или
равна на с. Полученото противоречие завършва доказателствого на3 теоремата.

§ 75. Частни произволни

Ъ Нека с дадена функцията f(x, у) с дефиниционна област M и нека
(X5, ¥o) € вътрешна точка 32 M. За стойности на х, ΘΠΗΊΚΗ до x,, точките
(+. У0) сигурно принадлежат на M. Ако разгледаме функцията f(x, у)
за такива точки, 10 поради това, че втората им координата е NOCTOSHEA,

ше получим в същност функцията, зависсща само ог χ. Нека означим
тази функция с @(X), т. е. да запишем

Ф(х)-- Дх, γ0).

Тъй като функцията «ф(х) с снигурна дефинирана B някоя околност
(xo—B, хо4-6) на точката х., TO можем ΠῈ поставиям въпроса за нейната
диференцуемост в тази точка. Ако пронизводната ф Χ} съществува, TO
казвамс, че функцията /(х, у) едиферснцуема частно относ-
но х B точката (χο, У) а самата производна ф ἴχο) наричаме частна
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Е И “ производна OTHOCHO X на фуншиита](х, У) в точката (хо. ка
и я бележим | - '

, О 7 (x,,/ъ 5) нли 2 3)
Когато не желаем да отбелязвамсе точката, B която сме диференцирали,
може да пишем просто

' Δ
| S, или ax "

или HAR-CCTHC, ако сме положили z=f{x, y), пишем

” ил .к I}I ¢

Аналогично, KATO излизаме OT функцията

дефинираме частната производна на функцията / (х. г)
относно у в точката (xy, yy). Тя е равна на произволната м (у) (ко-
гато тази производна съшествува) и се бележи

“ С, +S, (X0 ¥o) или 9 Γ (X, #) ‘:y Yo) |

нли по-кразко

дΣΤ 7,

а ако сме положили Z=f(x, }), същео н чрез

͵ ς
, . На  ̓

Като си спомним дефиницията на понятисето производна на функция
на една независима променлива, ще получим равенствата

Δίκω К. pod - fUx,. ка)}-; (X0, Jo)—lim
- 

А

н 
-

f ",1'0! Jf*,.):lim Щ[х
ш ¥o) |

1 
o 

п

По аналогичен начин се дефинира частните игоязволдни и при функ-
ините на повече OT две променливи. Така за функнията wu=/f(x, y, 2
те ще бълат ΤΡῊ на брой и ше се означават

, , ¢ du o ф
„„ Sy £ nan РН

За разлика ΟἹ частните производни пронзволните на функциите на слна
промеклива се наричат обикновени производни.
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Практичебкото намиране на частните производви на дадена функ-
ция на две или понвече променливи се извършва по правилата за диферен-

циране на функцни на една променлива, като се взема пред вид CAMO оная

променлива, по отношение на която диференцираме, а останалите про-

менливи се разглеждат като константи.

Примери: 1) Ако z=sin (x*+y7), то

z,'=2xcol (х14у2), z,'=2ycos(x14y?).

2) Axo u=x lrctg-%-: TO

хе - Ху ̓ι.ΞἨι!νἷι “,'=ml ull-—— π:ΐι

38 функините на една променлива беше в сила теоремата, съгласно

която от Диференцуемостта на една функцния /(х) в дадена точка ο

слелва нейната непрекъснатост в съшата точка, Тук би могло да се до-

пусне, че OT съществуването на двете частни пронизволни f,'(Xg Vo) й

, ῳ У) ще следва непрекъснатостта на функцията /(х, у) в точката .

(х. o). Следвашият пример обаче ни показва, че това не е така.

Да разгледаме функцията /(х, у), дефнинирана с равенството

|

Γα, D=

32 BCHYKH точки B равнината с изключение на точката (0, ()) и отделно де-

финирана в тази точка с равенството /(0, 0)--0. Лесно ¢ да се види, че

тази функция ¢ диференцуема частно както OTHOCHO X, така Η OTHOCHO у

в точката (0, 0). Наистина имаме

7 ( 0)=lim 25 9 6. 0) р
Ἀ--ἢ ке 5

, а SO k) - f(0, 00 | σ-ὖὺ
, (0, ОЗ-ЩТ--- ““F”"‘”*’“"'“{fl : =0

Ot npyra страна обач#. функцията /(х, у) не с NEOPCKLCHATA B TOYKATA
(0, 0). За да се убедим в това, да разгледамс редицата от точки

която очевидно клони към Точката (0, (0). Ако допуснем, че /(х, у) е

непрекъсната в тази точка, то съгласно дефинипията на Хайне редицата

п п

ше требка да бъде сходяша и да клони към /(0, (), т. e, към 0. Но това

не € така, тъй ката 38 всяко п имаме / (; .Ξ = ; Следователно функ-

пията f(x, у) с прекъсната Β точката (0, 0).
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Упражнения. 1. Hamepere частните производни на следните Ффункпий:

. L z=x4 »"-- Заху, 2. а ἰχ τ νε,,
. 

Ἀ
. х 8 "

3, :--Ιπτπ--“ 4, T - Де
. ¥ 

b

х. . xyи : Ф пя 
.5. :-Ιϊ{: + γῈ + аге р у 36. и - ἄΓΟ μ ς

7. uw=xysin(xy:z). Β, u - xy%

Π. Пронерете, че фупкиията й

Зу
Σ Ξ Ξ.-γἱ

Ὑ 4 8

удовлетворява уравнението

” де ς
E—;x-&- ;;уцо,

§ 76. Частни пронзводни от по-внисок ред.
Равепство на смесените производин

Частните производни £, '(x, у) и f,'(x, у) на "дадена функиция f(x, у)
се наричат още пърни частни производни на тази функция.
Когато съшествува! във всички точки ΟἹ инякаква област в рапнината, те
представляват също така функциин на Χ Η 1 Ἢ като такива могат съшо A4
притсжават свои частни производни. Тези произволни се наричат втори
часткнки проилзводни на функцията /(х, ). Те са четири на орой
и сс получават по следния ничин: От /, (v, 1) чрез диференциране относно

х получаваме /,4х, у), а чрез диференциране относно у τ произнодиата

jf,,(x. V). Ог/, (Х. г) пък цолучавамке CLOTBETHO f,','. (x, 1) n j';a{.r,,y}. Te
сс означанат Ο и така:

Ἂ ἀδ Ξ Ω
Ἐ - #

o дхоу ” Ay ox ду?

HIIM ако сме положили :1-/(х, у), така:

422 42 Σ δὲς
- τ 

4 Б I Е

oxt ” дахбу ! дудх ” йу

Макар че вторите частни производни на една функция на лдве про-
менливи са четири па брой, две ΟἹ тях, а именнио Τ. нар. „смесени произ-

а: 3

водни“ flm{— и ὗ}ἷτ , Се оказват, както ще видим, равни по межлу си пъв
всичкн TOYKH, в които те са непрекъснати. Следоватслно при Tosa до-
пускане за непрекъснатост имаме в CHIMHOCT сяама три вгори частни про-
изводни. В 1082 се CLCTOM съдьржанието на слелнага

Теорема. Axo частниане праизвадни .ιζ,.(.,τ, У) и ἔγνίχ, у) на дадена фулке
ция 7 (х, 1) съществуват в иякоя аколчаст на точката (ха, Уо) и ака те
са непрекъснати в тази точка, MO в сила е равеинството

306



f:: (xqs yn)"f;x(xm Yo)-
Доказателство. Ще излезем от равенството

() 17 (xo+h, yotk)=f (χοτ ἀ, γ ἘῈ [Πχον УК) (x4 УеЛ

=L/ (xo+h 3ot k) —f (% yot- KIS (¥o+h, γὼ τ (%0 7γ0),

B което h B & са някакви NPOH3IBOMHO взети различни ΟἹ нула величини,

които обаче засега ще разглеждаме като постоянни. Ако въведем функ-

HUATE

o(x)=f(x. yo+k)—f(x, γὼ,

ч(У)-/ (xo+h, 3)—f (X γ),

TO равенството (1) може да се HANMING във вида

2) @ (Xg+h)—9 (xg) =¥ ( - Κ)--ί (¥o)

Като приложим към двете страня HA равенството (2) TeopemaTa 38 край-

ните нараствания, получаваме

(3) Ἀ φ' (τ Ἐθι #)--Ку" Ο9 θ;1),

кълдето 0, я 0, са числа, намиращи ссе между 0 и 1. Но равенството (3)

може да се напише по-полробно така:

Η Ιἷ; (х„-%*-в, ht .j’q’l"k)“f; (%4’91 ht .Ρι)Ἱ
(4)

-К|/; (xg+h, у, +0,;К) ‘f; (xq, ¥o+0;K)].

Hexa cera разгледламе функциите

ρ ) /И (ха8,Й, У) .

Ч(Х)п/,* (х, }’Η’Β:ι’ΐ}-

С тяхна помощ равенството (4) се превръща B следното PABCHCTBO:

ι

Ἂ

(5) Я ἰρ(»ο τ Κ)-- Ρ (90}} =k 4(χα Ἐ 1)-- Φ (хоЛ.

Като приложим OTHOBO тсоремата 33 ΚΡΝΉΜΗ ὰ нараствания, този път

към двете страни на равенството (5), получаваме  ́

(6) hkp' (v | θ51)--κλφ' (хо+0, ),

хъдето 0,1 0, са пак числа, намираши се между θ |, Като вземем пред

вид дефяницията на функциите р(у) н 4(х), равенството (6) ще ни даде

(7) НЕ 1) (5640, k, yo+0,k)— ЯК (х.+8,Я, yo+0,k).

Нека cera съкратим множителя ik и най-сетне, като се възползуваме OT

обстоятелсгвото, че Л и Х бяха взсти произволно, да ги оставим дакло-
няг към нула. Ще получим

(8) lim Δ ̓ (x, 0,k уу --8,А)- Не /а (ха-+0,Я, y,-1-0,k).
д--й Κ- ὐ b—all, К -



Порали непрекъснатостта на функциите f:, (x, у) = f;.(x, У) B точ-
κατὰ (xq, ¥o) равенството (8) ни дава окончателно

#

f;(xm J’n)=f;x(xm Yo) ΕΞ Ξ
Твърлдението в тази теорема може да бъде изказано и така: Пря

условие, че търсените частни производни на дадена функция са непрекъс-

нати, редът на днференцирането няма звачение (т. е. все едно е дали ще
диференцираме най-напред относно X, а след това относно у или обрат-
но -- и в двата случая ще получим един и същ резултат). ,

По-нататък във нсички общи разглеждания ще считаме, че усло-
вията ὍΤ тази TCOPCMA са изпълнени, и ще приемаме винаги смесените

производни за равни помежду CH.

Частните производни на вторите частни производни на дадена функ-
ция на няколко променливя се наричат нейни TPETH частни производни

¥ Τ. н, Разбира се, ако ¢ изпълнено условието за непрекъснатост, прави-
лото, според което редът на диференциранс ¢ без значение, остава в

сила. В такъв случай например третите частни производни на функ-
цията :2--/(х, у) ще бъдаТ BCHUKO четири на брой, а именно

| АК ИЕ Д Π 'z

ὀχ ὀχέὺν ' axayt ' Gy

Всичко казапо в този параграф за функцнии на две независими про-
менливи по очевчден начин се пре" ася и за функции на повече от две про-

менливи. Начинът 1A означаването па частните произнодни при такива
функцни с ясен, а що се отиася /0 1COPEMATA 30 равенство на смесените
производни,тя също остава валилиз, Така,ако Л(х, у, :) € функция на три

променляви, за която например втог ите частни производни /,; (х, у, <) и

f; (X, ». г) съществуват в HAKOR OKONHOCT на елдна пътрешна точка
(хо Yo. 2) OT нейната дефиниционниа абласт и са непрекъснати в тази точка,

то като разглеждаме функцията ф(х. 2) —f(x, ¥o, :) ( получена посредством

фиксиране на втората променлипва) и приложим към тази функиия на

две променливи доказината току-що теорема относно точката (X4 24),

ще получим ф.. (Ху. 2)7 oy (Ха, 2), което очевидно не е друго освен ра-

венството

fu (Xos Yoo zo)=f:x(?:m Yor 76)

H306mo за вторите частни производни на разглежланата функция ше
имаме при предиоложението 33 непрекъснатост слелните равенстнва:

Ff ал Δ δ7 ау ау
ПЕИ —— ф фе жнн Ὦ

dxdy ” дудх" дуде 0zo0y ” ὑεὺχ χ dr

33 третите пък частни производни (пак при предположението 38 непре-
къснатост) ще са B сила вече голям брой равенства, например равенет-

вата

' δΊ δΓ
χτὸν дхдудх ” йу дх2

¥
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ὁθ #4 ὁ / #2 + / o /

Jxdyo: ахо:ду дудгдх Oydxoz д:дхду “ д:дудх”

както и много други. Аналогични равенства могат да се напишат, раз-
бнра се, н за SaCTHHTE производни от MO-BHCOK ред. |

Упражневия, Т Намерете вторите частни произаодии на следните функции!

11, Намерете нвсички втари я трети частни ΠΡΟΒΊΒΟΠΗΝ на функциите:

1. ка (ху). 2, :u-%-+-£-. 3, ие

ΠΙῚ. Проверете, че Qys.UERTE:

В) 2 - εῖ + ух + ; 6) :-x:in{--l—-‘;—-
YAOBACTBOPABAT съответно уравненията: .

a ἓ-ἓὧ“ξἆἷ;-ἁ 6) x‘¥-+hy£%+yl:=—;§-u,

5 77. Диференциранс на съставни функцин

„ Нека функцията F(x, у) ¢ дефинирана в някоя околност нз една точка

(χο, Уо) от равнината и нека са дладени освен това две функции WA една
променлива /(1) н #(г), които са дефинирани и пепрекъснати в някоя окол-

HOCT на една точка ἔρ от реалната права. Ако при това са изпьълнени ра

венствата /(1,)- ху и g(fg) =y TO порали NENPCKLCHATOCITA на функ-

циите /(13 и я(1)с ясно, че когато ге близко до 1, стойностите на /(г)и #(1)

ще бълат близко CLOTBETHO 10 Xg H νυ. Гова означапна, че точката от раве
нината (/(1), #(1)) ще бъле близко до точката (Ха, У) н следователно ще се

намира в дефиниционната област на функцията F(x, у). Това ни Лава въз-

можност да си образуваме за такива стойности на г израза #ТДЛ1), #(2ф,

който очевидно предстанлява вече функция, зависсща само ΟΥ . Тази

функция наричаме съставна функция. 33 съьставни функции от

този вил е валидна слелната

Теорема. Нека функуичта Е(х,у) притежава пепрекъснати първи
частни произвадии & пякая околност на тоачката (Хху, yg). Нека освен това

двете функуии /(1) и #(1) са диференцуеми в точката 4, и удовлетаоряват
равенствата -

T (1) — Ха #(га)-- Го-

Тогава състлаената функция

ей)-- #/а) #())
е диференцуема в тачката [y и при тава

(1) QU =F, (x5 ¥olf (o) + Еу (¥ VB ([0).

Доказателество. Знаем, че

ψι (' }=hm е( + п) — Ф () .

Y я
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Като вземем пред вид дефинипията на функцията off), ще имаме

#( Ἐ )- φ #(/а, + M £ ( Ὁ #1 = ΕἸ Ω 80
А A

Да положим | | ”
(С) Τ —ft)=k, g(toth)—g(ty)=1.
Оттук

f@otD)=xo+k, glto+h)=yo+L
Като наползуваме тези означения и направим HAKOM прости, npcobpasy-
вания, ще получим

φίί» +#)- е() Е(х, + К. yo+ D - Е (хо. у)
й " Я

(3)
ς ἕᾳα, + К. у, +) - F(xg, γε + 1) + Fxe, o + ἢ - F(xg, Уе) .= 5 e T 2

Да въведем помошнните функции

Px)=F(x, yo-td)

q(»)— F(xg, y).

Като си послужим с TAX и използуваме теоремата за крайните napactnas
ния, получаваме следните равенства:

Е(х,+К,. yo+N—F(x,, Yo I —plxy +k)— p(x,)
“)

=kp' (Xo+OKk)=kF ο 40,К, е+ /)
Η

Ρίχον У ἢ)-- F(xg, ¥o)—q(ye | ἢ - φ )
(5)

. - ἰ 6 Ὁ0,)-- Ε 16+ 0)

където 0, и 0, са дес числи, намниращи се между 0 u 1,
Като вземем пред вид равенствати (3), (4) и (5), а също и равенет-

вата (2), ще получим

φί ς + #) -Ф(4)(6) еал а

:Рд, (х„-! 0|kr ya_i_!).{'up_t_fi:‘— !.“д] “Ч*Р„ (.Тт )**о+933)“!" | д::: K”n]_

Функциите /(е) и (/) поради условисто за диферениуемост са ис
прекъснати в тачката [, OTTyk следва, че когато Л-0, ше имаме също

k=0 η #-.0.

Нека cera 3 ascre страни на pasencinoTo (6) вземем грансща upn Й,
KAOHAHIO към нула. Καίο CH спомиим, «е произподните #. (X, г) и Ε, ς у)

C1 неспрекъсквати в тоеката (g, Vo), а функции ге 7(1) и #(1)--- лиферсницусми

в точката Γρ. ше зилим, че равенството (6) премннава в желсното павене

ство ([Ἀ
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Резултатът, получен в тази TcopeMa, се написва по-прасто, когато не

желазем ла отбелязваме точкнте, в които са взести произволните. Така,

ако положим == F(x.y), х-/(1). у--#(1), равсиството (1) ше се напише B

следния BHI:

- щ ” μ Т

? ге а ХРу ”

Ако вместо функпията F(x, у) разгледаме функция на три нли ποπό-

че промендиви, 10 като разсъжлаваме по полойбси начин, ше получим

формула от сроден вил. дясната страна на която ше съдържа толкова съ-

бирасми, колкото се броят на незавнсимите променливи. Например, ако

1-- В(и, у. w), u=f(t), v=g{r), w=»5(r), 10 ще имаме

. ὀἷ “ d: “ аг в

O1 apyra страна, вместо функцните 7(4) и #й1) също можем да wic-

мем функиии на JIRC нли повече променливи. В такъп случай формулата

(1) (както и нейното локазателство) не се променя съществяено. Трябва

само при исйното записване обикновените производни да се заменяг с

частни. Така, ако :- F(u, v), н--/(х, у), v—=g(x, у), τὸ ше имаме

: а: ди 8: фъ
| еея пъл й

εκ ди ἷ!ἷ o ἐκ

ξ ὦὲ du ὑ ov
е A κι

ΠΗ Ji ду Ἐ Π )

Най-сстне, ако с помощта на функцните #(и) и /(х, у) си образуваме

състанизта функииня = — ДУ(А. 1)), 10 намирането на иейните частни про-

изводии става въз основа на теоремата за диференциране на съставни

функиии o1 1лава У, # 28 (тъй като тук елната OT незаписимите промен-

ливи считаме за постоянна величина). Ще имаме

г - ἐ εἰ Σ ч. Π
E=F Sy, .v}l;,g “ν =8 i, J‘)lg,f:'

или по-кратко, зко положим п-/(Х.т):

Σ Ν им а: , ди
е ее И)я - — и -ἰ )dx oy F (:) ду

Ще отбележим още, че като приложим неколкократно правилото за

диференииране на съставни функини, можем ла намираме н частни про-

извосни ΟἹ па-вивак рел.Таке нгпример от равенството (7), като вземем
. " ὧξ

прел 5ΒΜ.... че не само функцията Τ. нс 1t нейните частии произеводни „ И

а

oy ба съставии функиции, ще MOy s

БК щ , z
:”-—( X r)x'i— Х”

ал
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’-fl’r " 422 й otz Π oz T oz #аХ +2дт x')"-i-;-’—;y z"!"d}'x +5}—y .

Пример 1. Ако са дадени дветс функции F(x, у) и /(х), с помощтана конто е образувана съставната функция

e дЕ δΕ " | '
и ФЕ ἄ #Е ., дЕ .,еи ау 0) ааа а

Пример 2. Axo с nom на функцията F(u, у) си образувамесъставната функция | | 
)L]

ще имаме

Σ ΕῈ 96 ¢z oF Ὦ
аЕ Yo 4у Зу Ха

I.
По-нататък ще получим например за: Ξ:":ἰ; :

ф аЕ 2 ФЕ еЕ Ὶoy = 4% а + ху ка Р) аЕ 2”

2=F( :-)

Като положим за краткост пио- ξ ч„ ще имаме

2y ἰ o 1,

а:Като диференцираме ax оТтносно X, получаваме

Намергте apyrure две втори частни производни!
Упражинеяня. 1. Нека 2=F(x, у) x=5in", p=cost. Hasepare σ

0tz Ἂἔῆὲς Ζ2. Ако:-г(щ.нчщт:ш :*- да се намерят o soxt' dxdy B gyt "
a* ΟἿΣ3- Al‘b:-——-—F(u. V),u=.x+.y.v;=x_y, HEHBDETE ἓἷ-, Ξ

.

ах ду " Е?
4. Нека : - Е () м и Ἐ. Проверегсе равенството

gz @2z ἁ: 92 |
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: на точката (Xo У) и непрекъсната в тазн точка. Да разгледаме двете
"точки (х-Я, уа) Η (x,, Yo+k), първата от KOHTO сме получили, като сме
дали на абсцисата x, някакво нарастване A, а втората — като сме дали
на ординатата у нарастване k по такъв начин, че тези две точки също да
прицнадлежат на околността . Ако въведем означенията

м

Zo=f(xq, γο), Ζι =f(x1. Уо), z2;=f{xq, ¥
TO и TPHTE точки (X, Yo, Tp), (X:, Κὰ. =) и (ха Ἐ. 22) ше newar върху по-
върхняната 5, явяваща сс графика на функцията :--/(х,у). От ана-
литячната геометрия ¢ известно, че равнината, MHHABaWA през тези три
точки, има уравненние

() ξ -- ал LT (6--ха)+ :,1 *? (η -- »),
ι }Ὲ

където &, п н ( са тскущшите ΚΟΟΡΠΉΜΟΤΗ.
Ако оставим нарастванията Я и К ΠᾺ клонят към нула, TO X, ще клони

хъм х. а у; — към у, Поради непрекъснатостта пък на функциятаЛ(х. у) в точката (x,, ка) както лъ Така и г ще клонят към гу. Това ще
рече, че точките (X4, Vg, 2,) и (Xq ¥y, 7)) Ще клоняг към точката (xq, Vo,
го). Какво можем да кажем 3a равкината, която се дчва с уравиението (1)?” Тя, разбира ce, ще променя овоето положенисе, тъй като косфициентите B
уравнението N, KOHTO са в смщност функиини нали K, ше сс менят. Въпро-
CBT € дали тези функции притежават гранпица, когато ' M Х клонят KbM
нула. Да напишем по-подробно ΤΕΊΝ коефициеити:

в . 8 78. Тотален диференциал :

Нека ¢ дадена една функция f(x, ¥), дефинирана в някоя околност D

ἷ
|

Q) „Ал B A . »ὼ - AL I
X — Ιῃ д

и

О) Ξ τ ἕν К. Уе + Е) - Sy
Y1 — Yo k

¥ +

Ясно ¢, че изискаването ΓΟΊΗ функции да притежават граници при
h—0 в Х-0 не с нищо друго освен изисквансто функцията /(х, у) да при-
тежава частни ΠΡΟΜΊΒΟΠΗΗ както OTIOCHO X, Thil и OTHOCHO у в точката
(х. )o). В такъв елучай подвижната равинна, дадена с ураанението (1),
ше клони към едно гранично положение — към равнинага с урзипение

(4) “ Ξ9 =f.; (хш „Рд) (ξ - хо) “Ἴἷἷ}. (“ἷατ J’n) {fl . Ъ)*
Съвсем естествено е aa наречем тази равнина лопирателна ра Β-
HHHa към графиката на функцията /(х, у) н тачката (o Yoo Z0)-

B близост ¢ точката (x,, y,. o) графиката ΗΔ функцията / (х, /) не e
твърде отдалечена ΟΥ допирателната равнина, прекарана в тази TOYKA.С известно приближение можем за някоя малка околност на точката(xo У) да заменим частта от графиката на функцията /(х, у) KORTO
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съответствува на тази околност, със съответната част OT допирателназа
равнина. Това ще рече, че ако нарастванията Ах и Ay са твърде малки,
ние ще заместим функционалната стойност /(х- Ax, уу | Ay) със стой-

ността на апликатата на онази точка ΟἹ допирателиниата равнина, която

съответствува на точката (xo+Ax, yo+Ay). Тази стойност ние пресмя-
таме от уравнението (4) и получаваме

(- 26 “ΡΙ; (хт *п) A x""'f; ' (-’"m }'o) Ay.

Torasa нарас гвансто na функцията

Аз-/ (ха-НА х, У.-НА у)- / (ху а)
ще бъде заместено с приближената стойност

ζ" *:о “-!..; (хд, УВ) Δ X +fy' (хш .Ἱ"σ) Δ J’-

Тази приближена стойност ние наричаме тотален анферсенициизал
на фупкцията z—f(x, у) в точката (ха, ка) и бележим с dz. Написан вече
не специално за точката (o, Г.), а за пронзволиа точка (X, ). в която съ-

шествуват частните производни ( (х, у) н , (x, ¥), злой има вида

dr=f"(x, MAX+S, (α, У)Ау.

Пря функцията /(х, +у)-- ху ше получим

dx= L.Ax |} 0.Ay,

а при функцията f(x, у)-- Δ' получаваме

dx=0.Ax+1.Ay,

Следователно Ax—dyv n Ay—dr. Evo защо тоталният диферснциал на
сдна функция :-/(х, г) обикноцено се записва вънв вида

dz=—f " (x, уаха4 7 , (x, уду,

μΠῊ HO'KPHTKU

у Η(5) ἀτ- τ ἀχ Ὶ Sy

При функциите на повече от две променливи тоталният лиферен-
цнал се въвежда с полобна формула, лясната сарана на която съдържа

толкова събираесми, колкото е броят на независимите променливи. Така
за функцията и-/ (х, у, :) ше имаме

Ε ди
ди- ς йХ - - oy Чу + :: dz,

Какта при лиференциалите na функциите Ha една ΠΡΟΜΘΉΠΗΒΒ, н

тук могат ди се изведат съвесм лско формулите

(6) d{u+v)=du+dv, .

() εἰ (μ —v)—du—dv,
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(8) а(ит)-уйи--иау,

(9) а и ие

|
1

|
където и и ¥ са функцни на две нли повече NPOMCHIHEH.

Да разгледамгс сьставната функция :-- ΕΓ (1), 2#(1)). Нейният диферен-

| пнат като дифегренциал на функпия ὰ една променлива ще бъде

ес” dI.

Ot друга страна, ако приложям 2-- #(х, у), x=f(1), ¥=g(t), то cLrnacuo:

правилота 38 дифергнциране на съставни функции ше имаме

. Oz ,
| Ч е нне ' н

Следоват слно

| . . ..

(5), макар че ссга х H у не са вече псзивисими променливи, а фупкции на ¢,
Също така, ако имаме 1-- Е(им, v), и-ЛД(х. 1), v—g(x, »), то за тотал-

1

Ι

Ч !! Получихме формула, която MO външен вид не се различава OT формулата:

l ния диференциал

на съставната функция

ще получим

dr ди dr ἐν εἰ ot Σ ἂἐν
z__—— o —— - ааае РН _*_L ме < Ν Ν Ν .

а (du dx υ dx)d\“(du uy_}dr ay)d}
а: . ч „А 2Т fdv . ὃν ς
"ἷιἷ(ἷὖ #х 4 ;l}‘ d})fl o (“Ι JXT“,)’ d})l

или океоенчателно Ν 3
[ἐδ е

те du+ --- dv.а “2 =+ v d

Отново получихме формула OT типа на формулата (5), въпреки че тук

вече μ M v са функции на дпс независими променливи Η du и ау са техните

тотални диференцниали.

Ако пък имаме == F(u), и-/(х. ¥), 10 за = ще получим

| 4:-- Е () 2 ах-+ Е () 2 dy— F ) ( ах-+ у αν.
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ἘΠῚ най-сетне .

м #:Е (ω)αΐμ,

Фформула, която MO, външен BRI нзглежда точно както формулата за да-
ференциал на функция на една незавнсима променлива (въпреки че Тук
« е тоталният диференциал на функция на две променливи).

Пример. Да намернм тоталния диференциал на функцията

z=arctg -%- .

Имаме
dz— 1 Х x’___xdy-y&x
Ν ει ευ e τ

xl

Тоталният диференциал на функция на няколко променливи се Ha
рича още и нсин първи тотален диференциал. Тоталните κ
ференциалн" от по-висок ред сс въвеждат последователно: BTOPHAT то-
тален диференинал е тотален диференциал на първия, третият е тотален
диференциал на втория и т. н, Те се означават сьответно с dz, #2 и пр.
При тяхното пресмятанс диференциалите на независимите променливи
се присмат 30 константн. ,

Нека намерим например втория потален дифсренциал на функцията
z=f(x, у). Имамс

. s ., 0 κdz=d(dz)~d (5;‘ ах+ 55 4,)*

0 : 4 : . 2 &

(di‘ dx | дх Пу dy) dx +(bx_d—} ἐχ τῈ дуз dy) dy
_6’{-‘ 2а #: - di: >

С помощта на принципа на MATCMATHYHA га индукция лесио се устано.
вява следната обща формула за п-тия готален диференциал на функ

цията :1--/(х, v}

. ἐπλοὺνδαΜ " "= - n\o"z.-(„)д-дахч( | )ἝΙ,,,,-ΒἹ ае шу+.„+(„)5„-аг.

Унпражненит. Т. Намсерете готалния диференииал на функиията:

1, z=xy - у χ. 2, :=*::::-:— 3. u=arctg%‘
Τ| Hamepere втория тотален цифелекинал из функцията:

1. 2= ε, 2, =z - arcsin -——-—x———:. 3, ἀ -- -------Ἐ--.--
" ξ ΑΤ τ : τ у + τ
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8 79. Неявин функции

| При много въпроси ΟἹ анализа и неговите приложения Cpeniame функ-
пин, при конто зависимостта между независимата пременлива X и зави-

симата ¥ е зададена с помощта на някакво равенство, което не искаме

нли не можем ла. решим относно у. Такива функции се наричат Η Ε Α͂ ΒΗ и

функции. Тяхното въвеждане става с помошта на следната

Дефияниция. Нека F(x, у) е функуия с дефиниционца област M. Каз-

ваме, че уравнението 
.

(1) F(x. y)=0

onpedean у като неявна функция на X в едно множество О върху реал-
Nama права, ако съществува някаква функуия у-Дх), дефинирана в D, за
която са изпълнени саедните две условия:

1) за всяка х om D точката (х,/(х)) принадлежи на M,

2) за всяко х om D имаме

Е(х. /(х))-0.

Самата функиция г-/(х) сс нарича неявка функиия, onpene-

лена от уравнението (1), Накратко казваме, че тя удовлетворява

TOBA уравнение.
X

Taxa например функиията у- ;= ;. дефинирана за всяко X, се On-

ределя като нсявна функция ΟἹ YPRBHCHHCTO уе Ауе =),

Функицията пък » - ν |--х?, лефинирана при --15х251, се определя

неявно OT уравнението х7ч+ yi—1-0.
Не винаги обаче една нсявна функция може явно да се пресметне,

както в дадсните два примера. В повечето случаин TOBY с невъзможно и

имснно тази с причината за вънежзането на самото понятис неявна функ-

ция, Такъв с например случаят с кеявната функция у--/(х), определена

ΟἹ уравнението ¢''—ypi=0.

При това не всяко уравнение OT Buaa (1) onpeacan ипсявна функция.

Уравнението

ХЪеу 0

например не се удовлегворява OT никаква функция, 10 не определя ни-

каква неявна функция,

От лруга страна, €O уравнение може 11 определя не само caua,

а повече нсявни функцин. Така уравнението

хд*-т-у:-Ъ =0

се уловлстворява KAKTO ог функцията ¥—+'I—x3, тъй н от функцията

уее - χ Те и двете са неязни функции, опрезелени от това урап-

нение.

Тук няма 11 се спираме на въпроса, кога едно уравпение OT вида (1)

опредедля наистина cann иеявна функиия. Отговорът на гози въпрос,

както и на аналогичния въпрос OTHOCHO неявни функции. опредзелени от

сисгема уравнения, ше бъле лален я § 81". Сега ше се спрем само на вьп-
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"роса 38 пресмятането на производните на дадена неявна функпия, кога-

| TO 3HaeM, че тя същесгвува и е диференцуема. .

Нека неявната функция y=f(x), дефинирана в един интервал D върху
реалната права, сс опредсля ΟἹ уравнението

(1) Е(х, y)=0. .

Ще предположим, че функицията F(X, у) притежава непрекъснати частни

производни спрямо х и спрямо у OT толкова висок ред, колкото ни € He-

. обходимо за нашите по-нататъшни пресмятания, а също, че и функцията ,
! У (х) притежва първа, втора и т. н. производни. От дефнницията на паня-

THETO неявна функция знаем, че ако в равенството (1) заменим промен-

ливата у с/(х), TO ще се превърне в тъждество, T, с. ще HLAC изпълнено

за всички точки х от интервала D. Това означава, че функцията, написана

1 в лявата му страна, ще съвпада с константата () в този интервал. Слелова-

телно HCHHATA производна също ще бъдсе нула. Като диференцираме по

правилото за CLCTaBHK функции и помним, че у е функция на X, получа-

ваме

дЕ ФЕ .
(2)' ax Foy ¥ =0

oF

“'- -щд;дх--
. у дЕ

&

{Tyx, разбира cc, трябва ще да се предположи, че %Ефб. Условия от

стакъв вид ние ще считаме п разглеждланията от TOM и следващия пара-

граф винаги за изпълнени,)

За да намерим )7, можем да излезсм от намерения израз за γ'

или пък да диференцираме равенствато (2), което е също тъждество.

Вторият or тесзи два начина ни дава

Е #FF L, Ε а #Е

дх5+2дхдуутду*»1 ТЪТУ =0.
Оттук след заместване на у” с намерената CTOAHOCT пресмятаме г”,

По този начин можем да пресметнем всяка производна на функцията

y=J(x).
Пример L. Нека г се определя като HeAsHA функция н2 X OT ypan-

пението

sin {(x+}—y—0.

Karo диферснцираме, получаваме

(3) cos ( Ὑ Π- " Ὑ -τὸ ξτῸ,

откъдего

со5 (x + у)’ R A ЕЕ КЕ} .

I —cos(x + +)
-

- и ς
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ἼΠο нататьк диференцираме равенството (3):

—s.n χ τ ΥἘ Зу cos{x+ к ” !! <-0,

с .откъдто след 3uMeCTBAHE на γ ́ с намерения израз получазваме

у .. sift{x - т)
«а - '——_fl——-—r*

} Π 050 τ 1
Π μἷπ мер 2. Нека у е неявна функция на х, определсна от уравне-

нието
(4) eun__j.z:().

Kato диферснцираме, ше получим

ве(24+у")--Зуу--0,

откъдето

. ааа
у *-Пт*

От уравнение (4), което нсявната функция у превръща в тъждество, по-

лучаваме εὐΛ ο Σ , поради KOCTO можем още да пишем

„ Зу
y"'?_ ¥

-

Намерете у”"!

Нека сега разгледаме уравцението

в KOCTO учасТвуват три променливи, Нис можем подлобно.на това, което

имахме преди, A0 определим (при известни условия, на койито тук няма

да се спираме) едната от тези променлипи - например 2, KATO неявна функ-

ция на останалите ase. Но това ше бъле veve функция на две промен-

ливи.

Дефиниция. Уравнението

(5 Flx, y, 2)—0
определч Σ Kamo нечвна функция на X ку A инякоч oogaem N в равнината,

κ съществува функиич 1-- [{χὶ V), дейинирпана # N и удаалетварлваща

слейните уславия:

1) за вслха mowsa (x, у) от N точката (х, v, Дх, р)) принадлежи па

дгфиниционната айласт на функцуията F(x, v, 2)

2) за весяка точка (x, у) om Х е изньълисно равенствота

F(x, у f(x, У--0.

Па аналогичен начин се Дефннпрн и нежвните Ффункцин на попече

ΟἹ OBt променливи,

Намирането Ha производните HA 14KHBA HCABHM функции ctana no

същия начин, KAKTO при нсявните функции на седна променлинва, само че

сега ше става лума за частни произеодни. Нека например намерим

δ ̓ῇᾷἪ а:
щ ¥ 4y 33 неявната фунЕция I, опргделена OT урависнието (5). KaTo sic-
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:

Ϊ

мем пред вид, че след заместването на г с тази функция в уравнението (5).
TO се превръща в тъждество, и като диференцираме това тъждество от- |
HOCHO X, ще получим .

9Е ξ oz -

дх 0z дх.

Оттук

: oF
0z ox

ὃχ Ε '
ι ὧξ

Като диференцираме пък OTHOCHO у, ще имаме

oF 0К | ι
dy Σ dy ' и

откъдето |

дЕ j

o _ ж # ,
, 0 | |

dz !

Намирансто на частни произведни OT по-висок ред става чрез по- !
нататъшно лиференцирансе па намерсените нзрази,

Пример 3. Нека Σ се опредсля като неявна "функиция на х и у от п
YPABHEHHC O 

|
со5?х-са5у-| cosize=1.

1

Диферснцираме отросно х и получаваме I

. . ¥—2cos xsin ¥—2coszsin 2е Ξ-ΞΞΟ.
иди

. . ΓῊ
sin 2x +sin 2z, 3а -0,

откълдето

Аналогично чрез диференциране на даденото уравнение относна у
получаваме

HamcpeTte вторите частни производни на :!

Упряжиения. [ Намерете у Η γ ̓ за нсявниата функиия у, определена OT слелните
уравнелия:

1. χ' - ЗАб р у - . 2, еак Ц уеу g,
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W

x Ζ
1, 2 —3xpzr=1. 2. z=ye%. 3, -Ξ-:Ἱπ-ἷ-ι-ῖ.

ΠΤΙ. Намерете всички първи н втори частни производни на HEREHATA функцяя г,
определена от ураяненията:

. x84 232V 2x-=0. 2. X4+ ¥+ 2z=2¢%
-

§ 80. Неявин функини, определени от CHCTCMN уравнения

Когато вместо едно уравнение, съдържащо две нли повече промен-
ливи, са дадени няколко уравнения, разглеждани съвместно като система
уравневия, можем при HIBECTHH условяя да определим OT тази система
всче NC сдна, а няколко ненвни функции, При това е необходимо броят
на всички промсенливи, участвуваши в ладената система уравнения, да
бъдс по-голям от броя на самите уравниения. Тогава пък броят на неяв-
HHTC функции, KOHTO се определят ΟἹ дадената система уравнения, с
равен на броя на уравненнията.

Ще се спрем по-подробно на най-простия случай -- случая на сикште-
ма от двс уравнения с IPH промендиви.

Дефиниция. Нека #(х,у, :) и С(х, v, г) ca две функции с обща де-
финиционна област M, Ще казваме. че системата уравнения

(1) F(x, y, 2)—0, | G(x, у, :)--0

определя у и : като неявни фуикции на х в някос миожестиао D върху Пейл-
ната права, ако съществуват две функуии у-</(х) и :--#(х), дефинирани в
D и удавлетваряващи следните изисквания:

1) за всяко х от D точката (х,/(х), #(х)) принадлежи на M,
2) за всяко χ om D имаме

Flx, f(x). g(x)=0 и G(x, [f(x), g(x))=0.
Karo предположним, че функциите F(x, y. :) н G(x, ¥, 2) притетка-

BAT всички частни произволни, които са ΗΗ необходими, и че неявнлте
функции у-/(х) и :θαρίχ) също ca диференцусми, ше покажем как се
пресмятат пронзводните 3", 2°, у””, =", н T. н. Като вземем пред вид, че
след заместването на променливите у и г B системата уравнения (n,

CLOTBCTHO с HEABHHTC функции f(x) и #(х) двете уравнения на Taly си-
стема сс превръщат в тъждества, ние диференцираме тези дее тъждества
и получаваме

Ω) ауе еие

което е нова система от две ураанения. Ако разгледаме у” и 2z’ като не-
HIDECTHH, ние вижламе, че това е систсма ΟἹ първа степен с две неизвестни,
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която знаем да решаваме. Така намираме у” и:". Ако искаме да намерим
cera у” и χ ́ ́, диференцираме уравненията OT системата (2). Получаваме
две нови уравнения, в които след заместване Η γ' Η ' с намерените из-
рази ще останат като неизвестни само у”” н г"". Това ше бъде пак една CH-
стема с две уравнения от първа степен с две неинзвестни. Решаваме я и

Пример |. Нека уи х се определят като неявни функини на х от
системата уравнения

| Xt+y+r=2,
Диференцираме н получаваме

ХИЕ <

}" +2'= < | ,
откъдето намираме

¥ X +1z ' X4yy W e С Е -ῷἢ] *
γ-τ γ»-- Σ

Диференцираме по-нататък и пресмятаме у”” и :”. Получаваме след-
ните изрази:

—EAAEEN ц н у τ ) τ
τ τ и Е ре

Да разгледаме още и случая. на неявни функции, определени със си-
стема ΟΥ две уравнения с четири исизвестни.

Дефиниция. Нека Е (х, у,и, и) uG(x, v, u, v) ca две фъупкуии с обща
дефиниционна област някакво мпожество M 8 четиримерното простран-
ствоа, Ще казваме, че системата уравненияч

() Е(х, y, u, #)--0, С(х, y, u, v)=0

определя к U у като несявни функуции на X и у в иякоя обласетт N & равнината,
ако съществуват две функуии и-/(х, у) и v=g(x, у), дефйинирани « N, xou-
то удовлетварнват следните условия:

1) за всяка точка (x, у) om N точката (х, у,/(х, у), #(х, +)) при-
надлежи на M,

2) за всяка точка (х, у) от N имаме

Е(х, у, ЛД(х, ») #(х, у))--0 им Glx, y, f(x, y), g{x, у))-0.
„Намирацнето на частните производни на дефинираните по този начин

две неявни функции се извършва чрез диференцирауе на равенствата (3),
KOHTO след заместването на и и v CLOTBETHO с /(х, у) и» (х, у) се превръ
щат в тъждества. Като диференцираме относно х, ще получим

дЕ oF du | OF ov

дх You sz tor ὃς =0
oG G G &

oxtouaxtoror=0.

у еа

” Тук неизвестини Ο търсените частни производни ἓ Η Ξ- . Тъй като те
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участвуват в една система уравнения ΟἹ първа степен с две неизвестни,
тяхното намиране не представлява вече, принцяпно казано, никаква

трудност. Като диферснцираме пък равенствата (3) относно у, ще полу-чим.

дЕ Ε ди , oF ov

o Ta Зу T ау =0 /
0G и ὁδὸν
ду μ ὃν  ̓ ὧν dy

du v
Tyx нензвестни ca ῷ, Ἡ o " Остава да решим получената система

"уравнения OTHOCHO тези нензвестин.

Що се отнася 10 пронзводните ΟἹ по-висок ред, пътят за Тяхното пре-
смятане е ясен. Той води винаги до решаване на система с две уравнения
ὍΤ първа степен с две HCHIBECTHH.

Пример 2. От системата уравнения

; χἈ γεμεν

x κπίημ

y sinv

ину се определят като неявни функцнии на х и у. Като диференцираме

дадените уравнения относно х, ще получим

ди Oy

: 733

1 ξ ди 33 Oy
ча мя R ие К СКТАИ . нне р

у sinv ox sin®y dx

откъдето пресмятаме

du sin'y + ysinucosy dv sinv(ycosu — siny)
— s R i Ще e R

ox } sin(u Ἐ +) " ox ¥ s (и + х)

du ὧν
Намеретс a Нау " xato диференциирате далените уравиесния OT-

HOCHO у Η решите получената система OTHOCHO търсените производни.

Упражнения. Т. Намерсте γ' и τ ́, axo у и Σ са неявни функиции, определени от
слелиите системи уравнсния:

1 ХЪу Т =322 2. со5 Х + с05 у +cosz—1

) X+y+z=a. ¥4y =,

П. Hamepere първите частни производни на неявните фулкини Ν H ¥, ONPCACICHN
от следните системи уравнсния:

Ху + ш =1 [xr‘_"'"+2m=l

L x+y 2. "-“ щ 2 . 1"αν = 2 ye* T χ Ἦ



§ 81." Теорема 18 съществуване на неявии функция

” Този параграф е посветен на формулировката и доказателството на
| теоремата 32 съществуване н2г неявни функции. (Впрочем тя съ-ържа п
; една твърдение 32 единственост, порадн косто може да бъде ааречена
} | теорема за съществуване и единственост на неявни функцикь.) Най-на-

пред -- в теорема |, се разглежда случаят ΜῈ неявна функция, опреде-
| лена OT едно единствено уравнение, след което обшщата теорема 38 съ-
] ществуване на HCABHH функцин — Teopema 2, се доказва по метода на

пълната математична индукция, като сс използува теорема |. Изложе-
1 ното доказателство € наистина доста дълго, но почива на твърде ясна Η

естествена идея. Нека забеслежим още, че се касас за едно твърдение ΟἹ
локален характер, т. €. твърдение, отнасящо се не до пялото дефинниикон-

но множество на разглежданите функцин, а само до някоя околност на
' сдна точка OT това множество. |
1 С цел "да обърнем внимание върху най-характерните MOMCHTH във

формулировката на теоремата, ше я изкажем най-капред в най-простияΙ възможен случай — случая, когато една нсявна функция на една промен-
! лива се определя от едно уравнение от вида F(x, y)=0. B този случай тя

; се формулира така: :
1 Теорема. Нека функуията F(x, у)е дефини рана и непрекъсната а някоя

. окалност D на точката (Xo. ¥o), а частната й праизводна F,'(x,») съ-
| щестаува и също е непрекъсната в D, като при това F(xy, νο)τ и
| Fy'(x0. Уа) + 0. Тогава съществуват такова положително число ὃ и такава
! функцияч /(х), че:

а) функуията Лх) е дефинирана и непрекъсната в интервала
| (χο--ὃ, xo+8);
| 6) ЛХ(ха)-- Уа;

в) при χείχο--ὃ, Ха |6) точката (х,/(х)) принадлежи на D и при
| това F(x, f(x))=0;
| ῶ г) ς (x) e единствената .функчия. удовлетаоряваща изискванията а),

и в) !

{ д) axo vacmuama производна Е ;’ {x, у) съществува ие неспрекъсната
| D, mo Дх)е диференцусма в (х.,-6б, х, +6) и при това

___F.l' (x, } {(χ}} .
70)- Е ТЪ

Тази теорема се явнява частен случай or следната
Теорема 1. Нека функцуията F(xy, . .., ХУ)е дефинирана, неп рекъс-

ната и притежава непрекъсната частна производна F,'(x, , .. ., .. У)
& някоя oxoawocm Р на точката (x\°, -..., x.° уе) в (m+1)-mep-
ното пространство, и нека F(x,®, ... x,0, уе) =0, F,'(x,9, ..., x.° »°)+0.
Тогава съществуват maxasa аоколност U на точката (x,%....x% в
ni-MépHomo пространство и такава функуия Л(ху....,х.), че

а) функуията f(x;,...,x.) е дефинирана и непрекъсната в U,

6) f(xi.nn ... х„“):у“;
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( Е(х..... %, fix,,...,x.0)=0;

г) f{x,,...,x,) e единствената функция, удовлетворяваща изисква-

нията а), 6) и δ):

| 2) axo частната праизводна Е Ха .. .. Ха У) съществува и е не-

, прекъсната в Ὦ. то csujecmsysa и ¢ непрекъсната а U частната произ-

| водна Г (X; . ..., Х.) като npu тава |

ι Υ2 )
ξ | ( ) f-l"( : + ') F,'(-tj,--l“ хн. I(Ih**“ ϊ-}ι

i Даказателдлство. Ще считаме, че околността D е зададена с

неравенствата

ἶιἷι-'-ἷιυἷ <. .. |.г„,--.т.“[ “ξέι Ἱ}'“-}'σἸ "::dr

Където 4:-0” Ще предподожим освсн гова, че F,'(¢ % ..., x,% ) >0
(случаяг F,'(%,°% ....%.0° ) Ὸ се разглежда аналогично). Тъй като

функицията Е,(«х)...-. v, У) ¢ непрекъсната в точката (x,% ..., Ха ¥,
то ще CLMCCTRYBA такова р -0 (можем да вземем p-<d), че при

. |ае) τ р, ..oy IX—X0<p, [ἘὩ } τρ
да имаме

3 Еу Ха ey Ха У) 220,

Тогава ΟἹ mcpascucisoro F'(x, % .., Χ, 3)=0, изпълнено при

1e(3P—p, 3% Ε p), заключаваме, че функиията Q¥ )= Р(х9, .. α, У) ς

ciporo pactawa я интервала [ -р, ” . р) Тъй като @)% =0, 10 ще

имаме Ф(у”-р) #й н φίβόροευθ,, . е F(xO0 ..., 0. 0—p)=0 и

Иу е Х8 9 ер) 0 Порали непрекьъснатостта пък на функцията

И. Ха У) в D можем да намерим 1акова 670 (8-<p), че от nepu-

венствата

(4) lx, x©, %<8, ..., lv,~x,038

да «следват HCPADEHCTBAEA |

(δ) Е(ху. .. Ха ς ρητῦ и #(ху, ..., Ха 29-ρ)"»0.

Миожеството OT точки (X, .. ., х) Β пемерното пространетво, удовлет-

пворяваши неравенствата (4). предстанлява една околност на точката

(x,% ..., х) Ние ще означим тази околност с U и ще дефинираме в
нея една функиеиня /(х;,.... Х) по следния начин. Нека (x,', ..., Ха )

с произволно взета точка OT U, която ще считаме фиксирана за MOMEHTA,

Тогава можем дза разгсежламе F(v, ,....X, . К) като функция само на

у - да означим тази υ κ η в “ (у). Неравецествотоа (3), приложено KBV

точката (X, , ..., vl У) 6е1а сс ни дале L0 за vy р. 30 Гр).
което показва, че непрекъснатата функпиия (уе CTPOro пастяща в иптер

вала |19--5.у2 - . От неравецствата (3) оЗаче имаме у(9--р)<08 и
¥(1%+p)=0. Оттук слелва, че съшествува. и To елно единствено . IS0 ),

ἷ намираше се между к--р 1 υ τρ. 3а което « изпълнено раненството

vy 1=0.T.e. Fix, .. ..x. У )7-0. Това число μ ́ ше присмем 38 CTORHOCT

ка функцията Я(х.,..-. х) в избраната точка (х,”,.... Ха Ἀ

к
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“ И така вече дефинирахме функцията f(x, ,..., х.) B множеството
U. От самата дефиниция е ясно, че О . .. а α, )<-)9, че за всяка
точка (X ,...,х.) ΟἹ U имаме (x, soves X S (X1, « . . , Χ, ) Ε, както н че
€ изпълнена равенството (1). С това ca установени твърденията 6) Η в)

Cera ще покажем, че фувкцията f(x,,..., х) е HCMPEKBCHATA във
всички точки на множеството U. Нека вземем отново една точка
(χι ́, .. х) от U и нека y'=f(x,",..., х.”). Да вземем и едно произволно
положително число ε. Можем да считаме, че CMC взели Ε толкова малко,
че да имаме у?- -р«< у--Е н у Ἐ ε- 4 р. Това € възможно, тъй като % —
--р<у <y’--p. Ако разгледаме отново функцията X(y)= Εἴχ,",..., χρ ́, ν).
TO поради равенството X(y')=0 и паоради това, че 40) ¢ строго растяща,
ще видим, че у(у“--е)<0 н x(y'+e)>0, т. ς, Flx,'....,x." у--Е)<0и #Е(х,”,. .. ха”, У) >0, Използувайки още веднъж непрекъснатостта
на функцията F(k;,...,x_, у) в D, ще намерим такова чнело 6":>0(, че
OT неравенствата

(62 | ,хГ-“х! Ἴ'ζὃ’ аА 13„-*3„*[*:5. |
AR следват неравенствата .

U Fxy ..., Ха y'—8)<0 и F(x,,...,x,, y'+E)>0.

При това можем да считаме δ' взето толкова малко, че точките
(x1,. . ., х.), удовлетворяващи неравенстиата (6), да не напускат U, От не-
равенствата (7) cera заключавамс, че за исяка точка (х,,.... W)y Чиито
координати удовлстворяват HCPABCRCTBATA (6), единственото чниело ¥,
намиращо се между }°—p н 394 p, за KOCTO € изпълнено равенството
Flxy κ ο υ .. Хм ¥)=0, се намира между γ ́--- и Μ ε, Тъй като това число
у не с нищо друго освен f(x, ,..., х.), то получаваме

Оу Ха) (" Х„)) е. .
С това е доказана непрекъснатостта на функцията f(x,,...,x,) в про-
изволна точка на множеството U, т. с. доказано с Η TBLPACHHETO а) на
теоремата.

Прястъпваме към доказателството на твърдението г). Да допуснем,
че в някоя околност (/“ на точката (x,%,..., x.%), която бколност мо-
жем да считаме съдържаща се в U, ¢ дефинирана една различна от
{(xy,...,x,) непрекъсната функция f*(x, ,. .., x,), такава, че да имаме
ol х) н |

F(I“. *-Фхпп ft(xh'* *1-:‘-)}:0
за всяка точка (X, ,...,X,) ΟἹ U* Това, че функциите f(x,,....x ) и
7 xy ..., x,) са различни, означава, че за някоя точка (x,',...,x_ ') or

f(-zlli .. x-')#f* (xl’i κ κ хн.)“
Да разглеламе тачките (x,’,..., x,'), където 0 5151 и

N'=x24+1(x'—x%, k=1, 2,..., m,а =Xy к κ

и да означим с т точната долна граница на стойностите на I, 33 конто
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я

«8) еи oo КА (е T2
Ясна e, че 1>0. Ако т->0, 10 3Ὲ 0St<t ше имаме /(х.”,...., Х.)

=f*(x,". ..., х.). Като вземем прел вил непрекъснатостта на функциите
{{π|.... Х.) Н (X, .. .. . х„), заключаваме, че ще имаме също

. Л(уе хдт):!.(хпт!--*! ХА)

Оптук е ясно, че τεῖ. Ако ут-/(х,Т, .. .. % Ξ Χ" . . . χ Ὦ, 10
γζἷιρν <3+ p. Ето защо, опирайки се отново върху непрекъснатостта

2 на двете разглеждани функцин, ше можем да намерим такова §, >0,

че 1--6, < | и при т</<т-6б, да бъдат изпълнени както неравенствата

ере Да . .. ха)< ) +р,
така и неравенствата

| | | »ῆ-προ (хХИ. .. х.а)< И +р.

| Ho тъй като при т«1:т+6, точките (x,',....,x,") приналлежат на
U®*, а следеователно и на U, 1o ще имаме и равенствата

F(xl'v N xn'r f (‘xlit е.. κ n.))flo
H

Ἐ(χιίνου, x Г (-, x.'))=0.

Както лнаем обаче, 3a псяка гочка (x;,...,Xx.) oT U съществува" mex-

ду уй--р и 9 +р една сдинствена стойност на у, 30 която с в сила равен-

CTBOTO

}:(xl ааяаниа ιτ"., }.}ἙΟ.

Оттук заключаваме, че ΠΡῊ τ [-.τ &, имаме

ДИ .. «А /Хуя Ха)
и слелователно точната долна граннца 4 CIOANOCTHTE [, за които е

изпълиено неравенството (8), не може да бъдс по-малка от +т+5;. Това

противоречи обаче на определенисто на числото т. Полученото проти-
воречие показва, че нашето лопускане 33 съществуването на функция

f*x,...., Х.) с посочените по-горе свойства е било погрешно. С това
е завършено доказателството на твърдението г) за елинственост.

Най-сетне да се занимасм и с твърдението π). Да допуснем, че не

само част"ата производна F,'(x,,...,X,, У) HO също тъй за някос #

и частната пройзводна F, (X, ,..., X,. У) съществува H € непрекъсната

в D. Ще покажем, че в такъв случай фунхцията flx, ,....Хх.)“е диферен-
пуема частно OTHOCHO x, във всяка точка 7. Нека (x,,...,Xx,) ¢ произ-

волно взета точка от L' и нека точката (X, , . ... X, а X,/ X, oy, 000X,
където h+0, принадлежи съшщо на И. Axo (v, ,...,x )=y и

flxg е. x4 x;=h x,<y,..... X )=)+k, Τὸ въз основа на равен-

ството (1) ше имаме

Е(х. .. Ха ¥)=0

и

Е(ху .. .. X; o X;—h, X210y Ха УЧНА)<0,

Тогава ше получим
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 ̓ разлики, написанни в средните скоби).

0-- βίχι .. х x,4h, ееае еа Ха УЧК)--Е(ха . .. Ха +)
Ъ[Р(х.“[ ка Xy ὰ XA, Хреруче еа Xy J’+k)’“‘F(x.l А Ky }'+k)lHFx .. X УЧА)--#Е(х . .. ) “

=hFy (X ... X, _y, X, 4 0,h, Xiviseosy X УА)
+й1=;у1 (ΙΙ ι"'τ'τιιυ .Р+ flzk}: # и

където 0 - 8, <1 и 0< 0,<1 (последното равенство е получено с помощта
на теоремата на крайните нараствания, приложена поотделно към лвете

Следователно ще имаме )

- Т- F,'(xh-'-, *rmu.r'*'fllk)
Karo вземем пред вид, че

-

k=f(xi ааквка ,I‘-__“, I“-}fl,x,”,.. .,x_)‘—“f(xl υκα .,х„],

+

. St 1 ὰ s Д . o ς Νe h ‘

F;‘('tlt“'! Xi-v Х + 0, b, Xistivevs Xy ¥ + k)

Оттук, като използуваме Това, че поради непрекъснатостта на
Лжу е.. х) имаме Ш А --0, закмлючаваме, че функцията / (х,...., х)е

#-«й

диференцусма частно спрямо X, в пронзволно WICTATA точка (X;,....x)
и че

= <. т
#»

Да ΜῈ Ра (хХа ее χαν )
# Lo s Σ " 1*”,*[.!:*......3„„ )’)‘

С това е доказано и равенството (2). От това равенство се вижда н непре-
къснатостта на /.(х; ,... , x,) в U. По тази начан теорема | е доказана
декрай.

Общият спучай, при който срещаме неявни функции — случаят, Ko-
гато няколко исявни функции се определят сдновремснно от една си-
стесма уравнения, е предмет на следната по-обща

Теорема 2. Нека функциите

(9) ГК(.Т.....-хт]-*1..„.)).), k_ltzfl*inyn'
са дефинирани, непрекъенати и притежават непрекъснати частни праиз-
водни относна праменливите 2у G=1.2,....,n) в нлкоя околност D на
точката (%, ... X% 0 ,... , 2) в (т |-п)-мерпото пространство.
Да предположил още. че

(10) Fofx® . ... x0 »° ..., , ) ΞΟ, k=1, 2, ... ἜΝ
й
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11) КТ Y

ι . . . . F

„Ккъдето

Р*,[=(Ръ)!:(х1в,*“-1хд[е| *.?хп..-.г.];.В)! k_—Il"’"l‘ п. ἱ:ΙῄιὑιῄΗᾳ

szm съществуват такава oxoswocm U на moukama (x,°,...,x,."%) в

M-MEPHOMO пространство ц такива функции

(12) Slxy oo Х.)ь k=1,2,...,n,

че:

а) функуиите (12) са дефинирани и непр къснати # (/;

6) fi(x°...., x=pl 1ὰ Κοτεὶ, 2,. ς πὶ

в) за (х......, x ξ имаме

(13) (6. JAPI SN 1 £ T, ) ке A ¢ SR N ) 7 2

и

(14) А(хХуж.... хАЛ(Х. o) il ι . . XN=0,k=1,2,... п

г) функциите (12) образуват eduncmeenama cucmesma от п функции

удовлетворлваща ихзискваничта а), 6) и в);

д) ако за някое Г частните производни на функциите (9) относно
променливата х, съществуват и са непрекъснати в D, то ¢ U съществ Τ

и са инеспрекъснати частните производни на функуиите (12) атносно x;.
Доказателство. Ще докажем теоремата по метода на пъл-

ната MATCMATHMHA индукиня, приложена относно π. При n=1 теорема 2

преминава, както всднага се вижда, в доказаната вече теорема 1. Нека

сега п > |. Ще допуснем че гсорема 2 е вярна винаги когато брюят на функ-

циите (9) (който « равен на броя Η променливите у,) е по-малък оти, Η

ще разгледаме случая, който ни е даден във формулировката на тсоре-

мата.

Ще считаме, че множеството D, 33 което се говори в условието на

теоремата, € опрелелено ог неравенсгвата

хе Х0 «1 (i=1,..., тъ 'y—yli<d (j=1,..., a),

хкъдето d>=0.

Тъй xaP0 детерминантата, написана в лявата страна на неразенство-

то (11), е различна OT нула, 10 поне един OT нейните слементи ше Obae
също различен oT нула. Нека такъв е например #.„ По-полробно запи-

сано, ще имаме

(F‘.)jr. (;{::o' тяу T-n‘ 'νιοῃ ве ф }'.D):#O-

Tosa неравенство ня лава възможност, прилагайки теорема 1, да наме-
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ΡΗ͂Μ едно положително число 6),, по-малко от 4, B една функпвя

8(1"„- Σ :.Ῥ.-τ)ξ такива, че:
1) тази функция е дефинирана и непрекъсната в (т--л---1)-мерната

околност U, на точката (x,°,..., Χ, , ¥%. ... 3% _1), определена чрез
НФЧШствап '

χ τ αρβὶ <8, (i=1,..., m), Бу |<6, (=1,..., n=1)

2) изпълнено е равенството

а5  ̓ | # ( Хнь γρ.ννν Mo)=3%
3) за всяка точка (x, те Ха Ууъча н« Ля .) OT U; имаме

(]6) (Х„....хд, у!!***тувп..п g(xlw-'rxn- )*ммч]“.-:))Ед
н

([7) F-(xi ч***тхдт » ЕЯ Ve oty г(хдг*.-тхмт у......у„,.))=0;
4) функцията #(х),...., X Fr oo .., M 1) е диференцуема частно

OTHOCHO промсеяливите у; ..., .. B U, и нейнните частни пронизволдни
са непрекъснатн в (/,, като при това имаме

(18) gy, (el 2 а)е Е =1 п-1).

Да разгледаме сега при А--|, 2,.... n—I| функциите

(19) Οιἰχι e i s Ха Уръкека Ул . а)

.е βι(χ, .. .. Ха У еа еал Xy Хая Vi У а))

и да сс убедим, че тези л--| на брой функции удовлстворяват условията#

на теоремата а околността Uy на точката (Χ ,..., x,0% м0 , .. .. 4}.
Тяхната непрекъснатост н диферениусмост относно Уракекеа а .а. Kak-
TO и непрекъснатостта на техните частни производни в U, се виждат вел-
нага. От равенствата (15) и (10) пък следват равенствата

Ο (0 0% ¥° ..., Ул -а)-0, k—1,.... n—1.

По-нататък Hexa |

6:.12(31);3 (%0 χρῖ γιβνοςς }'Ξ-ι)ι

където ἅτξξὶ,..., πποὶ; Р-!,.. .. п--), Вземайки пред вид равенствата
(18); получаваме

Π
" бмт 1.j—Fk.- ἷ;:'  ̓

Ето 3awo me имаме

" Gy . .. Gl...-l
L] . - -

Gn-l-l .. . Gu—i. n—13

L



e

F.'. »,.

=] = " - £ " ее

Е Fau-s
F-—'I.l—"‘Fl—hl i:‘—:i F""'l .-1 'Ρ.-ι - Fl.n‘

F Fpn-

= Ε, ΠΑ͂ΡΕ
F--II—FF-—LH ’—_;:1- . + е г.-т.--:-"г--п*?:”! ο

Ра .. Е ο 1

Ε, -

F-—‘J F.'lt.-'- —;‘-;-‘:‘

‘Fl 4 " Fm--—l l

FIJ .е Fl..-

i Fl-l е Ρι.ι

Mo такъв начин виждамс. че функциите (19), чийто брой е n—1, найстина

удовлетворяват всички ὙΟΠΟΒῊΝ на reopemu 2 в"(/,. Следователн
о ще съ-

ществува в т-мернота пространство някакна околност #/ на точката

(x,°,...,x,"), определена ΟΤΊ неравенствата

i.r,-—-xf]*‘:fi lj=l, 2,..., т].

в която са дефинирани л--! на брой функции

(20) Sulxy oo Ха k=12 ...,n—l,

като при това:

1) функциите (20) са непрекъснатни B (

2) в сила са равснствата

(21) fi(x® ..., x0)=x" k=1 2,..., n—1;

3) 38 (х) ... .0 X JEU имаме

(22) (-xlr--*?xuifj(xl'n-*'sxg)« ----- ];,1(1„.....1:*.,))6[!1
:11 Н

(23) Οιίχι , ееа Ха Л ааа „„ Ха) ..е wf._x(xl Σ х.))*-":от
k=l,...,n—L
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Нека ссга дефинираме в U функцията fi(x, ,..., х.) чрез равенството
(24) (е XD TE X s Ха Л ае еа Ха) ееа ааае Х

Ще проверим, че системата от функции fi(xy , ..., х) k=1, 2,.. . n,
B KOATO освен функциите (20) е включена owe и функцията (24), удовлет-
ворява твърденията на теоремата 2, OTHACHUIA се до функциите (12). в
околността U на гочката (х.”,..., x,%). Непрекъснатостта на функциите
ΤΑ ..y Х„) B множеството U ¢ очевилна, значи твърдението а) € H3-
пълнено

;Парадн равенствата (15), (21) н (24) ще имаме

Л( .. Ха) .

Последното равенство заедно с равенстьата (21) показва, че и твърде-
нието 6) е изпълнено,

ὰ всяка точка (Χι ,.... х) принадлежаща на U, от (22) и (16) слел- «
ва (13), а от равенствата (19), (23), (17) и (24) следват равенствата (14).
С това е доказано и твърдението B).

Що се отнася до THLPACHHETO д), несговата проверка (извършена чрез
математична индукция OTHOCHO п с помощга на равенство (24)) вече не
представлява TPYAHOCT и може да се предостави на читателя.

Най-сстне ще се спрем на твърденисто г) за единстненост. Неговото
доказателство, косто само ще скицираме, се опира на следното допъл-

кително тТвърдение: |

Околността U на точката (x,", ..., х.!), за която се говори във фор-
мулировката на теоремата (Η коя10 вече построихме по-горе), може да

бъде определена по такъв начин, че да притежава следното свойство:
съществува положигелно чиело P, такови, че за всяка точка (X, ,.... х)

от U единствената л-орка числа ру ..., ), удовлетворяващи HCPABCH-
ствата

#

W—p<y<y®+e (k=1,...,n)
й павенствата

Е ey Хае Ураее еа УА) 0 (k=1,...:m),
-

с л.орката, състояща се ΟἹ числата

=l ,...,x) (k—=L,....n)

Изказаното твърдение може да бъде доказано N0 метода на пълната

математична инлдукция (при 1--| то 02 установено при локазателетвото

на Teopema |), След 1083 тпърлението г) на теорема 2 се доказва с по-

мощта на разсъждения, полобни на онези, с които локазахме гвърде-

HHETO г) на теорема ἰ

Така доказателството на теорема 2 е завършено.
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82. Формула на Тейлор за ΦΥΗΚΊΗΝ на дяе променливи

При функциите на лве променливи съществува. формула, носеща

-името формула на Тейлор, която е полдобна на познатата ни

фриула на Тейлор 32 функпии на елна променлива и която се извежда

шснвп с помошта на споменатата формула.
ς Нека функпията / («х, у) е дефинирана и притежава частни производни

до (п4+-1)-ви ред включително в някаква околност D на точката (Xo, Vo) и

' HEEA всичките H Ччастни производни са непрекъснати в тази околност,

Да вземем друга точка (xy+h, yo+k), лежаща също в D, След TOBA да

образуваме функпията

@{t)=S (xo+ht, yot+ki),

където Л нК разглеждаме като постоянни, а ἰ — като променлива. Ko-
гато променливата г се MEHH в интервала [0, 1), точката (xo-+At, yo-+kt)

ще описва отсечката, съединяваща точките (Xo Vo) Я (хо-Й, yo+k), и

| еследователно също ще лежи в околността D. Поради условията, на коиго

подчинихме функцията f(x, у), оттук следва, че функцията ¢r) ще бъде

дефинирана и п- 1 пъти andepenuyema в интервала [0, 1). Това ни дава
право да твърдим, че формулата на Маклорен

Ф(!)тф(онт-.-чз (0)+ 37 ф"(0)+ +--ф***(0)+л

€ валидна за всяко [, удовлестворяващо неравенствата 05/5 ). Тук имаме

tl‘.l

м ! '3’{"'1{9:), .

където B e число, намиращо се mexay 0 н 1,

При t=1 получаваме

1, ι,, . ,

(D Ф(1)-Ф(0)+ 170 (0)+ 559" (0)+ --τ - -!-ψἱ ηοΗ..Μ!.ΙῬ.φιι 1.(0).

Нашата най-близка цел сега ще бъде да напишем подробно равен-
ството (1), като изхождаме ΟἹ дефиницията на функцията «41):

φί!)-- Π(Χοτ , yo+ki).

Диферснцираме последователно тона равенство и получаваме

| - ф (r):f “(xo+ht, yo+ki)h +f,'(xfl+ht Yo+kt)k,

+ЛГа(ха . ),—I-kr)k’

С помощта на метода на пълната MATCMATNYHA индукция намираме

oTM τ /0 (x, +-4t, y,+k:)h'-;-( ;‘){:_-;(xu—g-m, Yo+ k) К
« #

+"*+( н) :г(хд*%-й!, } ὴ Κ".



-y
Wy

Ὅτ тези равенства следва, че

Ф(0)-- /(ха 7}0),

φ' (0)--/,/(ха. γο) +/ y (ха Yok,

Ф (0) = Ха(хо YW + 2/ га YV υ yo) P,
'—‘-——l-fl_‘fl-—--———-h——_———-—-:-_‘

Ot друга crpana, имаме

@ ()=/f(xy+h, yo+k).
Следователно равенството (|) се превръща в следното:

42) S(x+h, у, +*]=!:(.хо- Yo) "f‘T!‘{' U (o YY1, (X0 7o)k

| T U o YoM 215 (X У) АК хъ γρ K

+ #

ка o 0+ (1) х у

+(: )f_f,:’(-xm )"l) kl]"""R-'
"Тук имаме

1 4.;.("ἷ ),г;.; " х 4-8А, у +0 КА К

+.„+(:: ξ) SO ς Ἐ 0, у„+вьшч].

където ве някакво число, намниращо се месждуби 1.
Формулата (2) се нарича формула на Тейлор за функциие на

две незавясими променливи.“

м Отщлптщодпшлтп:гепщ че за верността на формулата (2)не е необходимо точката (хо +А, у» #) да лежи в няхоя околност D на точката ἔχρ, ув),

дефининионната област M на ята f(x, )) да предположим, че OTCCYKATA, със.диняваща точките (хо, ур) Н (хо++Й, уа +#), лежи изцяло във вътрешността на M.
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Ние ще направим веднага едно приложение на Tasu формула. Както

τ Β 8 75, една функция / (х, у) може да бъде диференцуема частно
спрямо X, така и спрямо у в дадена точка (X, Vo), 663 да бъде me-

.. В Ттази точка. Cera можем абаче да се убедим, че ако нейните

частни производни [,'(x, у) н /,(х, у) съществуват в една окол-
. Ha (xg, Уа) н са непрехъснати в точката (X,, o), TO непрекъсната е и

функпия /(х, ). Наистина от формулата (2) при n=0 следва,

S (xg+h, »ο Ὶ К)-- / (хо, У) "

ТИ o+ 0k, е8А /, (5 L0h, 3 Ἐθ ЮК.
нспрекъснатостта на /,(х, у) и /,(х. у) в точката (хо, Vo) това ра
ни даваека

1е / (xg+h, у К)- /(хо, )).ί. N0, kD

„ KOCTO именно показва, че функцията / (х, у) ¢ непрекъсната B тази точка

5 83. Максимум н минимум на функции ня две променливи

Нека е дадена cana функиия f(x, у) с дефиниционна област M и
нека точката (хо, o) с вътрешна за M. Казваме, че функуията Л(Х, ») итма
локален максимум в точката (X, Vo), ака а някоя OKOANICM на
тази точка е изпьлнено неравенстаото

() , у)5/(ха У)

Аналогично функуията /(х, у) притежава локален миним ум α
точката (ху, ¥,). ака 8 някоя околнаст на тази точка е изпълнено нера-
веиството 

'

(2) 7(χ, у)2 /(хо, Уа).
Локалните максимуми и локалните минимумяи на CIHA функция и тук
сс наричат с общото име локални екстремуми.

Слелващата теорема ΜΗ дава €110 необходимо условие за съществу-
ване на локален екстремум.

Теорема 1. Ако функуията f(x, у) има локален екстремум в точката
(x5, У) и притежава първи частни производни в тази точка, то

ДХу ya)—=f, (x5, yo)=0.
Доказателство. Да разгледаме случая, когато f(x, у) има ло“”

кален максимум в точката (X4 yo). Ако образуваме функцията @(x)=
=f(x, Ув), То неравенството

Лх. y S /(ха Ρο).

ΚΟΕΤΟ с сигурно язпълнено B някоя околност (ха--6, χο δ) Ha x4, може да
се запише във вида

φίχ) Ξ φίχο).



Следователно функцията ф(х) има локален максимум. в точката хаи
съгласно теоремата на Ферма ще имаме ш (х)->(0, или, което & все едно,

Л χο, Уо)--0. '
Аналогично, като разглеламе функцията Ψ ()--/ (хо, }), получаваме

!,г(хш Уо)*-"-"о* | |
Случаят, когато f(x, у) има локален минимум в точката (x,, Уа), се

разглежда ΠῸ същия начин. -

Анулнирането на MBPBHTE частни производни обаче не е достатъчно -
33 съществузансто на локален екстремум, В това можем да се убедим, “
като разгледаме функцията

Л(Х, у)е γ}
в точката (0, 0). Тук имаме /./(0,0)--/,/(0, 0)--0. Ho функцията няма нито
покален максимум, нито локален минимум B тази точка, тъй като при
X>0 н y>0 имаме 7(х, у) >/(0, 0), а при х<-0, y<0 имаме /(х, у)</(0,0)
и следователно не съществуна такава OKOMIOCT на точката (0, 0), в която
Az бъде изпълнено неравенството (1) или лък неравенството (2).

Cera ще се запознаем с една теорема, даваща достатъчни условия за
съществуването Η локален екстремум:

. Теорема 2. Hexa функуията /(х, у) има непрекъснати първи и втори
частни произвадни в някоя околнаст на точката (X, V,) +

Axo “

(3) Л (¥, )ο) ";Ι; (ха yo)=0

и.

(4) , f ιΞ ἴχρν Yo —rf at‘ (xp, ) ; (X Yo)<< 0, '

то / (χ, у) uma локален екетремум 8 точката (xg. v4). При това той ¢
минимум, когато /л (х, yo) >0, и е максимум, когато Γὰ (x4, уа)<0.

Дохазателство, Ще ралгледаме подробно случая, когато

(5) Ха (ха. 30)<0.

Случаят, когато fo (хо. у) >0, се трегира съвсем аналогично (не е въз-
можно да имаме [1i{Xo, ув)--0, тъй като тогава би се нарушило неравен-
cTBOTO (4)).

Да въведем за удобство функцията

@ (X, » =Lay (X, у)-Да(х,. M) alx, γ).
Неравенствата (4) и (5) показнват, че функините fi: (х. у) иф(х, )) ca
различни от нула в точката (x4 vy). Съгласно предположенията на тео-
ремата те са и непрекъснати, поради което ше запазват знака CH в някоя
околност D на тази точка. И така за всички точки OT квадрата О ще имаме

й

Ха(х, у)<0 и @(x, )<0.

Да вземем сега, сдна точка (хо-+Й, yo+k), принадлежаща на D.
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првложим формулата на Тейлор при п--1 и вземем пред вид ра

(3), ще получим

ia
Ε

: (6) . f(xg+h, yo+k)=1(xq, ¥o)

# Ξι' ],а(х.-!-ей. Уо+5*)д*+Йц(Х.+%. Yo +8k)hk

" Ἐγράνεθα, o0k,
„където 0< 8<1.

Нека положим за краткост

а- Ха (х.+8Я, у,+0К), В -/.,(х.+В8Я, y,-+0k),

с-Га(х,+8А, yo+0k).

- Тогава равенството (6) може IR се напише възв вида

! | ) S (ха+Й, yo+k)— [(ἃς, Ἱὦξ';"[ὠἰ'ἱ"ἶὖἆἑ-ἰ-ἁη'
' Тъй като точката (χο ВЛ, y,+ 8Х) лежи върху OTCCYKaTa, съесдиняваща

точките (хо, Vo) Η (хо“Я, уо- k), тя също сс намира в квадрата D н следо-

вателно са инзпълнени неравенствата

} Га(х,+8Я, 3,4+8Kk)<0 и Ф(х,+0Я, y,+0k)<0.

С нашите означения последните две неравенства се записват така:

| (8) a<0 и bi—ac<0.

Не «а cera преработим израза B дясната страна на равенството (7).

| Имаме |
- ай 4 2bhk + СК) ττ 5= [(@ h* + 2abhk + 62 Κ' -- b* k* + ack?]

1
== Кал + bk 1 + (ac — 63) k).

- Оттук, като вземем пред вил неравенствата (8), вижламе, че

(9) < [ah* - 2АК + сК21 < 0.

Най-сетне равенството (7) и неравенството (9) показват, че

S(xo+h, yot+k)—f(xa Уа)50.

И тъй произволно взетата точка (Xy+Ah, yo+Kk) OT околността О Ha TO4-

хата (X, Vp) уловлетворява нисравенството

Л(хоа+й, ¥o+ k) E (у Уо).

Това показва, че функцията /(х. у) има локален максимум B точката

(хд. Vo)
Heka забележим, че когато прилагаме тази теорема, можем при опре-
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делянето на това, дали в точката (¥, У) функцията / (x, у) има макси-
мум или ΜΗΗΗΜΥΜ, да си послужим с /4(хо, у) вместо с / “(Хо, Уо),
ТЪъйЙ като неравенството (4) ни гарантира, че тези две числа имат един и
същ знак,

Без да се спираме на доказателството, ше отбележим оше, че ако
са изпълнени условията на даказаната теорема, но BMCCTO неравенството
(4) имаме неравенството

(19) ” ;у (X0 9)-/ x’ Χ, ¥o)S ; χον р) 0,
то функцията /(х, у) няма локален екстремум в точката (Xo, Vo).

Ако пък имаме равенството

(1 " Πανίλο, 20)τῦα (Xor oM s, ¥o)=0,
TO € възможно както да имаме, тъй и да HAMame екстремум. B това мо-
жем да се убедим, като разгледаме функииите /(х. У)у и #(х, γ)--
=x*+y*. И за дветс функцин равенството (11) е изпълнено в точкага
(0.0). Но първата от тях, както видяхме вече π TOIN парзграф, няма лока-
лен скстремум в тази точка, докато за втопрата с очевидно, че притежава
локален минимум в точката (0, 0).

Пример Ί, Да намерим локалиинте скстремуми на функцията

L у)е χρ εχ υ
Намираме

Sy == ДИ | За-1

Ἡ решаваме системаги уравиения

χ -

ᾳτ i'z*l':"'.

Единственото решение на 1щзи сисгема е x— |, 2--0. Това ще рече, че
производиите /(х, у) и ι ς у) се анулират сдлновременно само в точката
(1, 0). От друга сграна, имаме

Ι.Ι'. (.τ, ‘1‘]22, .fqr (.*Е. ._‘*'}:' 1., !уд (.\:'l _i‘)=2

и следователно за весхка точка (X, 1) ще имаме

Χ α, M= Га(х,. У/а(х, ν)-- —3<0.

И Taxa дадепата функция има един-сдинствен локалсн екстремум в
точката (I, 0). Той е MHHHMYAM, ТЪЙ като jj:f(l. M) =0. Стойностга на ca-
мия минимум е /(1, 0)----1.

Пример 2. Да потърснм локалиите екстремуми на функцията

e, у) а 25222 14
Намираме

Л(х. у)- 42 Ay 4y, Σ , 1)=4r3—4y |-4х

и решанаме следиата система уравнекия:
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-

xi—x4y=0

62 | } 1 χτ--γεῦ.

Чрез почленно събияране получаваме

ху --0,

или

(13) (x+y) (x* —xp+yY)=0,

Jlegro е да се убедим, че изразът

(14) χ Χ Σ
става нула само пря х--у-0О. Нанстина, ако ху <0, то и тряте събираеми
в този израз са неотрицателни н той може да бъде равен на нула само ако .
всички те са нули. А това ще рече, че х-у-(О, Ако пък xy>0, то от.ра-

„ венствата

х ху уе Зхуф у ἘῈ ху(х- у) χν
виждаме, че изразът (14) се представя като сума от две събираеми, пър-
BOTO OT KOHTO с неотрицателно, а второто — положително, T. €. че той с

различен OT нула.

И така вторият множител в уравнението (13) може да стане равен на
нула само в точката (0, ()). Анулирането пък на първия множител ни дава

(15) y=—Xx,

OTEBACTO, KATO 3AMCCTHM B първото уравнение на системата (12), nony-

чанаме

χ. - =0,
ἩΠῊ

{x?—=2)=0,

При x=0 or равецството (15) nonyvasame y=0, T. с. стигаме пак до точ-
ката (0, 0). Най-сетне равенството

x*—2—0
заедно с равенството (15) ни довежда до двете точки (—y/2, „2)и {β.

-ν2}
Намнраме по-нататък

Ла(х, =122 =4, / (х, у)-4, [(x, у) 12 #:--4.
Ако положим

φίχ, γτξα, у) - ὰ (x, , ),
ще имаме -

φίχ, y)=48(x?+y*—3x%7).

φί--ν2, V2)=48(2+2-12)<0,

OrTyx получаваме
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9 W2, --„37)-48(242-12)<0,.

И тъй B точките (—\/2, 2 )n(\/.l_,—-«]f) функцията f(x,)) има
локални екстремуми. Те и лвата са минимуми, тъй като

Самата стойност,; на лези минимуми е

f(=VZ З) /6/3, <.)е --8,
“

Що се отнася до точката (0, - 0), теоремата от този параграф не ни
дава нищо. Hue можем обаче с непосредствени разсъждения да се убе-

дим, че в тази точка функцията няма екстремум. Наистина, от една сгра-
на, имаме

7(0, y)=y*=2y=p¥y?—2)
— израз, който е сигурно стрицателен за малки по абсолютна стойност
значения на v, От друга стрпана пък, ΠΡῊ у--х ще имаме

f(xu .ϊ,-'τ- Зхд.
който израз е винаги положителсен npk х #. Оттук виждаме, че BBB всяка
околност на точката (0, 0) функцията /(х, у) приема както положителни,
тъй и отрицателни стойности, докато /(0, 0)=0,

Упражиснни, Hamcpere всички пок: ΠΗ екстремуки на фунхините :

1 пъе) δὰ τ αθλίωχνο γῆ, 2, ащ кеу χ Iy, Ἄ, се ху 4+ бху.

I 1
4. 2~ x4 xp +у 4 И къдлето х >0, у > .

5. Ζ : 5 Х si0 κ (х Ку), Kuaein О«<х«, О< в π.

6 с (2x* + ΓΩΝ

§ 84. Диференциране под знака на нитеграла

Нека с дадена една функция f(x, у), дефинирана и непрекъсната B
правоъгълника D, даден с неравенствата

(1) asx<h, ЗА

При фиксирано у (взето произволно в интервала [e, 4)) функцията
J(x. у) прелставллва непрекъсната функция на х в инштервала [a. B). Mo-
жем следователно да образуваме определения интеграл

f f(x, y)dx,
Стойността Ha този интеграл ще зависи, разбира ce, o1 избора на точ-
ката у и ще представлява следователно функиия на у, дефинирана B ин-
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тервала [c, а). За тази функция ние ще докажем следната теорема, която

се използува на много места в анализа и неговите приложения.

Теоремя. Неха функцията / (х, у) e дефинирана и диференцуема частно
спрямо у 8 някакво отворено множество, съдържащо праваьгълника D,

зададен с неравенствата (1). Ако функцуиите /(х, у) и /,(х, у) ca непрекъс-

нати в Р, то функуията

&

с0 [76 y)ds

. « диференцуема в интеравала (с, а) и при mosa

#»

@ & ()= f , (α, y)dx.
i

Доказателство, Да изберем едно пронзвблно положително
Ε

число с и да образуваме след това числото o Тъй като функцията

J5'(x, у)е по предположение непрекъсната в затворения правоъгълник D,

ΤΌ съгласно TCOPCMAaTa за равномерната непрекъснатост от § 72 ще съ-
IMECTBYBA едно число O, такова, че OT

<8, kl< 5

да следва неравенството

у (е +А, Κ ἘΑ)Ό ж. Pyt

Да вземем сега елна произволна точка Vo OT интервалиа [¢, d]. Ще no-

кажем, че при 1А|<6 имаме

b

О) 1Щ.:;З.Чз!.. f {, (%, γο) ἄ.κὶ-ζι:.
| : |

откъдето ше следва, че

Π

() Ф (у,)-- j [y (%, у) ах.

Нанстина имаме

А

Ф Х) - Ф 1
(5) (Yo + : o) - Е][/(х, Yo tk)—f(x, )) dx.

Нека cera да фиксираме x, взето произволно в интервала [a, b), и да раз-

гледаме функпията м(у)->/(х, у). Тази функция, явяваща се функция само

на y, ¢ диференцуема в интервала (с, а) no предположение. Прилагаме към
нея теоремата за крайните нараствания по отношение на затворения ия-

тервал, определен OT γ2Ὺ Η yo+Kk, и получаваме
¥
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V Оъ+#5)- уу) Ку (v,+0 k),
яди по-подробно

където 0< 8<1. Като заместим в равенството (5), получаваме -

- ь “ и

й

Тогава, ще имаме

ὄ
Φ k) — @..Щ: (o) _ f £, (%, 0) dxl

o |
“ь . 

в

m'ffx'(xr .Ἱ"π"}'θωάχ-[{;('”' Yo) dx -

озкъдето

b
Ф k) — Ф 4(Уа + Д {J’!)_ff’ (x, yg)dx

(6)

b

5 f Uy (х, yo+0k)— 1, (x, уф|ах.

Hexa cera [ἀ| < 8. Очевидно e, че и 105 |<:6. Тогава nopaan избора на
числото 6 при асяко х (междуан b) ще бъде нзпълнено неравенството

у (x, yn'{'ak)hfr’(xi Yol < --h-a
Последното неравенство показва, че в нинтервала (а, Я) чиеслото£

b—g ““ ABABA горна граница на функцията, написана B NABATA страна на

това неравенство, Ето защо ще имаме

А

7) иуе 081 ( plix< 2 by

От неравенствата (6) и (7) заключаваме, че при (k|28 ще бъле изпълнено
неравенството (3). Оттук следва, че функцията ФО) е диферениуема вточката yo и че е в сила равенството (4). Но тъй като точката ), беше
B3ETA произволно в интервала (с, d), то с това е доказано H THLPACHMETO натеоремата.
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. Ще отбележим, че равенството (2), което TOKY-IIO доказахме, може

: да се запише оше и по следния начин:да
» . b

1 Uf(x- J‘)dx) -“-!Ι,'(:τ, y)dx. |
i "

Ето заще лдоказаната теорема се нарича теорема за диферен-
| циране под знака на HWHTerpana.

Пример. Ще използуваме теоремата за лиферснициранс пол днака на нете
ι „грала, 33 да пресметнем сгойността на весобствсния интсграл

B § 60 виляхме. че този инте рал € сзсляш (по пе абсолютно сходяш), C пед да го пре“

CMETHEM, HCRA въвсдем функцията

Ρ(ὕ)“-!ε ак -s";x- ах.  ́

| Тази функиня с лефинирана за а 0. Нанстина прн а > 0 написаният по-горе несоабствен

интсграл ¢ абсодлютно сходящ (тона се нижда миого лесно с помощта на критерия 38

сходимост на несобствени интет рали ς O 1крайни граници), а при а-(й( имаме

Преди всичко ше докажем, че Ффункцията #(а) е нпепрекъсната при a0, т.е.

че имаме

(8) lim Fea)y - F(0).
-0, « -0

[

. ахДа нъемем €IHO положителна число € KATO имаме пред вид, че интегралът f ττ е
1

сходяш, ше можем 18 намерим такова число р (по-голямо от 1), че да имаме

ах Ε

Р ”
sin х) .

Числото р ше считаме по-нататък фниксирано. Отчитайки, че - - 51 за вснкох
“

me получим (при й 0)

Е

1 .

Е а) - Е (0) | - Ξ[:π“-“-“ - ἀχ
L]

»

а]п-щ-щд*х-ъ
0 ἰ
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Поради меравенството [ε ς 1<1--е-<2, напълнено при 0< xS p, ще имаме
. 

ν.

(10) И [lt;”—lldep(I—t_‘“').
#

[ 4

Ho при x2 | ma> 0 имаме

(-] e
e _ | ! - “"“"{l-i-ng

ω созр + | cosx 1 х.

А

оз- 35 ;
е

това се нижда лссно, като се използва например маклореновото развитие на фунхцията
#2). Ето защо ще получим '

- 
.

[« - s ‘”ls e 4,
ἐ 

Ρ

откъдето въз осцова на неравенстната (9) ὶ (10) ще имаме

1 Н|F@ - ! 4 (# + ?)и-гчгн -.

Тъй като ш: e =], та W достатъчно малки положителни стойности на а ше бълс
, цъй

изпълнено неравенствота

| Fla) - Е (0) « ε,

€ което € доказапно pascHCTBOTO (8),

Нека cera разгледамс функцията #(0) като граница (при o> 0) на редицата от
функцнии

(ll) ‘Fl(u)t Р,(п),.„,д,(ц)„„, и
където

.

Fl (а) = ffi'_n‘r 'llfl Σ ах.
Ж

“ Тук,хакто обикновено сс прави в тахива случая, сме избягнали на някои места
знака lim, считайкни, че смисълът на написаците изрази е ясей и притозя по-кратък
вазия на записване,
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ἰ

β

ΤΑ вземем едно произволно положително число Oo. Ще покажем, че към редицата

411) можем да приложим относно интервала ἰπο. ос) теоремата за почленно диферен-

циранс от § 64. За пелта трябва да установим, че редицата от производните

412) Е, (а), Fy'(a),..., Е„ (а),.-.

Ἔ равномерно схоляша в този интервал. Въз основа на теоремата за диферевциране под-
-знака на интеграла получаваме

F, (@) = — ft"'usinxdx.
м }

lim Ε, (а) = .- fc"‘““:inxdx
N

ι
.

(написаният в лясната CTPAHA на равенството иссобствен интеграл е очевилно абсо-
лютно сходяш). Сега при ааа 1 имаме

ifc"""d:-—- < \ -
а

я ἰ

1
Изразът а, еая обаче може ла бъле направсн по-малък OT всяко положитслно

число €, стига да иемем п дастатъчно голямо. Оттук заклшючаваме, че редицата {(12)e
O CNOANOIA B интервала (U, o). Това ни дана оскование да твърдим, черавномерн

Ффункцията Fla) ς диференцусма в ΤΌΗ ните рвал и че

Е (а) - га Ε, (а) # < fe‘“““ainxdx.
я

υ

- К

-[:““’ἠπ:ά:π]ἁ"ωάωι:“ е7 гая х
а lo

+aJ:""“cnsxdx=-—l -ι-π!ι-"'"ἑεἰππ- -1 +ale εχ
0

.

«а o

+n’f¢‘“‘"sinxdx = - l+n“”¢_“"sinxd:.

.
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“

R, πΤ
ве

i

< [eersinrar - - g
0 .

Спедователно при ааа uMame

1 в
I + «

Тъй като пу беше NPOMIBONHO положително число, послелното равенство ще бъпе из-
пълнено за всяко ἃαἃ» 0. Оттук следва (¢ помощта на основната Тебрема на интеграл-
ното смятане), че при a> O имаме

(13) Fla)=—arciga | C,

където С с някаква константа. Това равсиство ще бъле изпълнеспо н при а - 0 порала
неспрекъснатостта на функцията а) при a=0, която установихме по-рано. За да пре-
сметнем константата С, нска забележим, че

Е (а) = -

o

ΙΡ(π]Ιε!ε'"“"ἑ.τ“:-ἑ--

Оттук е ясно, че

lim¥Fi{a) « 0.
[y

“

ἄχ - τ

при с 20 имаме

Е (4) - -ξ- arcigua,

"--- —



ГЛАВА Х! ”

МЯРКА НА РАВНИННИ MHOXECTBA

Тази глава с посвстена на едно обобщение на понятието лице на
многоъгълнник в равнината. Ще покажем, че е възможно това обобшение“
да бъдсе въведено за седна достатъчно широка категория равнинни точе
KOBH множества н ще го наречем мярка (за разлика от познатото. ни OT

слемситарната геометрия понятие липе). Съществуват различни начини

да бъдс постигната тази цел. Пътят, който ще следваме, ще ни доведе до .
т. нар. мярка на Пеано--Жордан. Това понятие ще ни бъде необходимо.
по-нататък ΠΡῊ дефиницията на понятието двоен интеграл.

5 85. Някои понятия 0T теорията на множествата.
Теореми за контурите

Преди да преминем към излагансто на теорията на мярката в рав-
нината, ше се спрем на някон дефинициин и твърдения, конто ще изпол-

Ззуваме по-нататък. Те се отнасят A0 равнината, HO HMAT смисъл и за-
пазват своята валидност за ΠρΡΟΜΊΒΟΠΗΟ A-MEPUO пространство, а HAKOH OT

TAX -- цо-специално онсзи, който ще разгледаме най-напред, вьобще за

множества от най-общ вил.

Ще започнем с въвежлдането на няколко OCHOBNN понятия.
Ако са дадени две то“ковн множества А и В и ако вснчки TOYKH OT

множеството А принадлохат на MHOKECTBOTO # (черт. 58), казваме, че
Aenoasmuoxecrso на B, и бележим това така:

Ac Β

Hexa A и B ca oTHOBO лве точкови множества. Точките, които при-
надллежат поне на едното от тези две множества, образуват множество,

наречено обединение на множесгвата 4 B # (черт. 59), което се бе-
лежи с

. AU Β.

Точките, принадлежащи както на множеството A, така и на MHOWE-
ството B, образуват множество, което сс нарича сечение на множест-
вата # и B (черт. 60) и се бележи с

AnB.

.
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Най-сетне множеството, образувано от точките, принадлежащи на A,
HO непринадлежащи на В (черт. 61), се нарича разлика на тези две
множества и се бележи с

A—B.

Черт. 60 Yepr, 61

Вън връзка с дефинициите на последните две понятия трябва да на-
правим следната важна забележка: В математиката с оглед па известно
удобство пзи разсъжденията относно множества е прнето да се разглежла
ит.нар. празно множество, т. е. множеството, KOCTO не съдържа
никакви точки и което € прието да се счита 33 полмножество на всяко
друго множество. Тази абстракция се оказва твърде полезна, Така на-
пример, ако HC разполагахме с празното мнпожество, въведеното по-горе
понятие сечение на две множества А и B би било лишено ΟἹ смисъл, KO-

гато тези две множества нямат общи точки, Съшщо така NOHNTHCTO раз-
лика на множествата A и B би изгубило смисъл, когато A е подмножество
на B, Ние избягваме тази опасност, като допускаме възможността било
сечението, била разликата на две множества да бъде празна множество.

Нека отбележим още, че понятието обединсине на две множсества по
съвсем естествсен начин се обобщава за произволен краен брой множества,
Под обединение на множествата Ay 4)3,...,4, разбираме мно-
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Ι п , съставено OT всички точки, конто принадлежат на поне едко
Ἱ тези множества. Факта, че А е обеднинение на множествата A,.1

Az, ..., #.. записваме така:

” 
-

A-_—* U A,— -
=)

%

#

8

Черт. 62 Черт. 63

'

А

Черт. 64

Ще се обърнем сега към множествата в дадено л-мерно простран-

ство, Β § 7] ние нарекохме контур на едно множествО множеството

OT BCHMKH негови контурни гачки. Нека ссга са даиденн лве множества A

и Β. Да означим с Х xonrvpa на мпожеството 4, 4 ¢ Ку -- контура на

множеството Β Нека освен гова означим за краткост ¢ А обепшшннсто εΔ
-

контурите A, o Г. €. нека

K=K, UKy

Axo cera означим ¢ K' контура на множеството A |J B (черт. 62), ς Κα ́" -

KOHTYpa Ha множеството A п B (черт. 63) ис К” — контура на множест-

вото 4--8 (черг. 64), τὸ

{ K=K, K'cK, K'"cKk.

38 пример ше докажем първото ΟἹ 1634 TPH твърдения, яменно твър-

дението, че К” с К. Трябва aa дакажем, че всяка точка, която е контурна

за множеството A U B, приналлежи поне на едно ог множествата K, и

К. Да вземем произзолна точка P, явяваща се коштурна за Ау 8. Тази

349



лпритежава такава околност D', която се състои изпяло от TOYKH, непри-надлежаши на 4, а също и такава околност D', която пък се състон Bi-
1470 OT точки, непринадлежащи на #. Ho в такъв случай по-малката or
Тези две околности ще бъде съставена OT точки, KOHTO не принадлежатнито на A, waTo на #. Това ще означава, уе точката Р е външна 18 MHO-
жеството А B, косто не е вярно, Следователно тази точка трябва дабъде контурна поне за едно от ABETE множества A ¥ B, т, е. да принад-
лежи ὰ множеството K, U К. С това е доказано, че К"с К.

. Доказателствата на твърденията К” < К и К"сК, коинто се извърш-
ват с подобни разсъжлсения, ще оставим на читателя.

Тези три твърдения относно KOHTYpHTE на обединението, сечението |
разликата на две множества, записани с формулите (1), нне ше наречем
накратко TCUPC ΜΗ за ЕВНТУР"ТЩ

Я 86. Псеано-Жорланова мярка в равнинаТа

В следващите разсъждления ще играс основна роля понятието много-
Ъъгълна фигура в равнината, което ще B LECACM сега. Това понятие е малко
по-сложно ог познатото ни ΟἹ в«лементариата геометрия ΠΟΗΉΤΗς много-
ЪГЪЛНИК, KOCTO TYK ше означапваме с термина прост многоъгълник.
А именна под много ΤΝΗ фигура ще разбираме всяко мио-
жество в рдвенината, косто или е MUOTOBE LK, или може ΛῈ се разгледакато обединение на kpaen брой многоъгълници.

По тази начин и понятиего многоъгълна фигура пключвамсе и
TUKHBA фигури, KONTO и елементарната гсометрия не е NPHEIO да се

разглеждаг като многоъгълници. Тека например на челт, 65 е показана
една многоъгъьлна фигура, която ог глелна точка на елементарната гео-
метрия предстаолява ие един, а лза с4::2гоъгъьлника, Фигурата, показанана черт. 66, е също многоъгълна, тъй KATO тя може, както читателят NCCHO

350



1е

ππὸ съобрази, да бъде разлелена на няколко части, всяка от които е много-
гъгълник. (Тя можс даже па се представи, Η TO MO няколко начина, като

1 | обединение само на лва многоъгълника. Покажете как.)
Освен Това за удобство в разсъжденията ще разглеждаме празното

1 Г жмножество също като многоъгълна фигура.

Ha фигура -- можем да пресметнем гова лице, каго представим дадената
многоъгълна фигура като обединенис на няколко просги многоъгълника,
конто нямат общи точки (освен контурни), и след тона съберем лицата
на тези многоъгълници. Ще означаваме лицето на дадлена многоъгълна
фигура A с s(A). Тъй като се условихме празното множество да CHHTAME
съша 33 многоъгълна фигура, ще приемем, че то има лице нула.

Ог самата дефиниция на понягието многоъгълна фигура е ясно, че
обединснието на две M повече многоъгълни фигури е пак многоъгълна

фигура. .
# Сега ще преминем вече към онези разглеждания, които ще ΗΗ дове-

дат непосредствено до дефиницияга на понятието мярка в равнината —

понятне, косто, както вече огбелязахмес, трябва да ссе яви като обобщение
па познатото ΠΗ от елементарната FCOMETPHA понягис лице.

Нека R е ограничено мнажество от TOYKH в равиината. Една многа-
ъгълна фигура А ще наричаме вписана B R, ако тя се съдържа заедно

ц с KOHTYPA си BLO вътрешносТгта“ на множеството R, Многоъгълната

1 urypa # пък ще наричаме описана около R, ако тя съдържа мно-
Ϊ AcCTBOTO R заедно с неговия контур във вътргшносгта ΟἹ (черт. 67).

}g Важпо ¢ да отбелсжим, че HHE познаваме лицето на всяка многоъгъл-

+ Нека напомним, ч> вътр:шност на едно мчаж:ство я равячачзага 2 мнажггного
OF неГоавите вътрешни точки.
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Тъй като множеството R е по предположение ограничено, то си-
гурно съществува някакъв квадрат, описан около R. От друга страна,

празното множество, което, както знаем, се съдържа във всяко друго

множество, ще бъде вписано в R. Ето защо винаги можем да говорим

Черт, 67

за впясани и описани многоъгълни фигури, каквото и да бъде ограниче
HOTO множество R.

Да разгледаме MHOXCCTBOTO ΟΥ JIMUATA на всички описани около R
многоъгълни фигури. Това е едно множество ΟἹ положителни числа и
следователно TO ¢ ограничено отдолу. Неговата точна долна граница ще

наричаме горна мярка на множеството R и ще я бележим с p(R).

Ако разгледаме пък множеството от лицата на всички вписани в Я мно-
оъгълни фигури, ще видим, че TO е ограничено отгоре (всички тези ли-
ца са по-малки например ΟἹ лицето на ладен отнапред квадрат, съдържащ

R). Тачната горна граница на това множества ще наричаме долна
мяркана Ки ще я бележимс . (Я).

Горната и долната мярка на сдноа множества R удовлетворяват
важно неравенстно. За да го получим, ще разсъждаваме така: Да вземем
произяолна Многоъгьълна фигура A, вписана B R, и произволна много-
ъгълна фигура B, описана около #. Ясно e, че фигурата А ще бълде впи-
сана и във фигурата Β. Тогава лицата на тези фигури, както знаем o1 елс-
мситарната геометрия, ше удовлетворпяват неравенстваото

() s(A)< 4(#).

Axo сега разгледаме фигурата В Kato фиксирана, 10 неравенството
(1), изпълнено 32 всяка многоъгълна фигура A4, вписана в K, ще ни лове-
де до заключението, че

() H{R)Z s(B).
Като вземсм пред вил след това, че B Gewe произволна многоъгълна фи-
гура, описана oxono R, неравенстаото (2) пък зне ни доведе до церавен-
CTBOTO
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. " B(RYSR(R). ΕΞ

Едно равнинно множество ще наречем U3 MepuMmo®, ако за него
неравенствотоа (3) преминава в равенства, M. е. ако

R)=p(R).

' такъв случай обшата стойност на числата p(R) н p(R) ще наричаме

мярка вли лице ὰ множеството R Η ше я бележим с pu(R).

Лесно се вижда, че когато R е обикновен многоъгълник в равнината,

както неговата долна, така Η неговата горна мярка ще бъде равна на

лицето My**. Следователно всеки многоъгълник R в равнината е изме-

римо множество и неговата мярка u(R) не е нищо друго освен познатото

HH OT елементарната геометрия лице, Τ. Ε.

H(R)=x(R).

По такъв начин виждаме, че въведеното понятие MAPKA на измеримо рав-

HMHHO множество с действително обобщение на понвятнето лице на много-
ъгълник. '

" От геометрията « известно, че лицето на един ΜΗΟΓΟΒΓΈΠΗΜΗΚ не се
променя, KO подложим този многоъгълник на едно движение в равни-

ната, в коаято той лежи. Същото, разбира се, се отнася н за лицето на
всяка многоъгълна фитура, а оттук и за мярката на произволно HIMEPAMO

равнинно множество.

От изложеното дотук с ясно, че мярката (Я) на едно измеримо рав-
HHHHO множество K е винаги неотрицателно число. Ние ще се спрем мал-

KO по-подробно на случая, когато това число е нула. Тъй като Η долната,
и горната мярка на всяко множество са неотрицателни числа, TO 3 да

покажем, че дедено равнинно множество Я има мярка нула, достатъчно ¢

лоради неравснството (3) да установим, че Ш(Я)-0. Ето 3awo, като си

прнпомним дефиницията на числото μί Α), идваме до заключението: .

Едно равнинно миожества К има мярка нула, когато за весчка поала-

жително число € може да се намери такава мнагоъгълна фигура, коаята е

описана окола К и която има лиуе, по-малка om g,

Оттук сс вижда велнага, че всяко подмнажесптао на една миожество
с мярка нула има също мярка нула.

Не ς трудно също да се види, че абединението на краен брай мно-

жества с мярка нула представлява също така множества с млрка пуча.

Накстина нека R, Ж,,..., R, са п множества с мярка нула M нека

R—.R. .

“ По-точноа измерима в Пеазно-Жорданов смисъл, тъй като съществуват м
други начини 33 въвсжлане на понятнето мярка.

** За цпелта © достатъчно да забележим, че когата ὃ даден един обикновен
многоъгълник, CBHICCTEYBAT както вписани в него, така и описани около него

многоъгълници (можем да разглеждаме даже подобни на дадения). лицата 5Ἐὸ

ковта се различават колкото яскаме малко от неговото липце.



Да вземем едно произволно положително число &, Ще опишем около всяко
MBOXECTBO R, такава,многоъгълна фигура B,, която нма лице, по-малко

- Е . . .

Е .. м 
. .„ OT—- Torasa обединението U 8, ще представлява една многаъгълна фи-

k=1
l.‘ ч. - . 

π “

гура, описава около R, с лице, по-малко от A~ T. е. по-малко от ε.

, KaTo примери за множества с мярка. HYNA Β равнината июе посрчим:
BCAKC множество, съставено от една нлян от краен брой точкаи; с така

всяка отсечка в равнината, както M всяко множество, съставено OT краен
брой отсенки. Във всички тези случаи читателят лесно ще покаже, че с
изпълнено формулираното по-горе условие 38 това, щото мярката на
едно равнинно множество да бъде ранвна на нула.

Накрая ще посочим сдин важен пример 38 измеримо мипожество.
| f\m J(x} с неотрицателна функция, нспрекъсната в крайния н затворен
иктервал (а, b), то множеството A, заключено между графиката на тази
фуккция, оста Охи правите с уравнения X=a и x=h (черт. 47) ς измеримо.
Читателят си спомня, че още в 6 50 ние разгледахме залачата за опреде- .
лянето и пресмятането на лицето на тази фигура. Ако проследим отново

онова, косто тогава нзвършихме, 34 да определим търсеното лице, лесно
ще се убеслим”, че чяслото, до което достигнахме, а именно определения
интсграл на функцията / (х) в нитервала (а, #), не ¢ нищо друго освен мяр-
ката на множеството A, Следователно можем да запишем

А

(4) μ(4)-- f Л() ах.

§ 87. Условие 18 измеримост

Нека R ¢ измеримо равнинно множество и нека ке произволно поло-
жително число. Можем да намерим такава многоъгълна фигура A
която с вписана в R и лицето на която удовлетворява неравенството

а) #()>н (#)----

Също така ще съществува многоъгълна фигура В, описана около R,
на която пък лицето ще удовлетворява BEPABCHCTBOTO

@ $(B)< p(R)+ - |
(Съществувансто на Taxusa фигури A и B следва or дефиницията на по-

+

.

* Tyx трябва да сс има пред вид обаче, че OMEIN мвогоъгълници, конто B
#50 чарекохме вписани във фигурата 4, както и онезн, KOETO цпарекохме описани
около неся, ме са вписани, съответно описани в смисъла, който вложихме в тези
термани в тази глава. Ето защо при сегашните разглеждания с нсобходимо мно-
гоъгъдниците ΟἹ § 50 да бъдат замгнени с други (напримгр подобни на тях), конто
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«исла.)
. ТТъй като R етрщштю.штю%пшщот

.

„

И така свъществуването при всяко -0 на тахава описана около Х

многоъгълна фигура B и Такава, впнсана Β К многоъгълна фигура A,
“ за конто е изпълнено неравенството (3), е едно. необкодимо условие, 38

„ измеримостта на множеството #. Tosa условие обаче с и достатъчно.
Нпстннз нека сега, обряпю. за дадено ограничено" равнинно множество
К e известно, че при всеки избор на подожителното число € съществуват

многоъгълна фигура A, вписана в R, к многоъгълна фигура B, описана
около R, лицата на KORTO удовлетворяват неравенството (3) Toraaa or

' неравенствата

J(A)é_t_l(R)Su(R) 5 “(8)
щд;ит всрввснстип

05Щ(#)--(#) S .(8}.--“(4)-«ε.

Тъй като положителното число Ε бе произволно, вервввншнта

OSp(R—p(R)<e

трябва да бъдат изпълнени 18 BCAKO положително чнг.шон А това с въз-

можно само когато щнъ-р(н)ч:о Τ, €. когато Щ(#)-- μ(Ἡ) Я така мно-

жеството R с измеримо.

Тези разглеждания лежат в основата на до:штшштшто на следната

твърде полезна

Teopema. Необходимото и достатъчно условие, за да бъде едно ozpa-

ничено равнинно множества К измеримо, е неговият контур да има мярка

" нула. |

Ще скицираме доказателството на тази теорема. Нека най-напред

ни € дадено, че множеството R с измеримо и че £ € едво произволно поло-

жително число. Съгласно направените по-рано бележки ще съществуват

две многоъгълни фигури A и B — първата, вписана в R, а втората, опи-

сана около R, чиито лица ще удовлетворяват неравзнството

() : s(B)—s(A)<e.

Разликата B—A Ha двете многоъгълян фягури 8 Η A4 ще съдържа кон-

тура на R (черт. 68). OT друга страна, лесно е да се види, че тя ще пред-

ставлява многоъгълна фигура, с лице, равно на разликата OT лицата ма

фигурните B Η A, т.е. лице, по-малко от е. Съгласно разглежданията OT

края на предишния параграф това означава, че контурът на множеството

R има мярка нула.

CA вписани, съответно описаян в смисъла на сегатното изложенис Ν «μπτὸ
muwfimmmmmmnime
очсандно MOXT леецо да бъде направено.



Нека сега пък, обратно, е дадено, че контурът на множеството рима мярка нула. Да изберем едно произволно положително число ¢
и да опишем около контура на R такава многоъгълна фигура D, липсто
на която е по-малко ΟἹ Ε. Може да сс покаже — което вече не с Просто и
което тук няма да ΠΡΆΒΗΜ, — че фигурата D може да бъле представена

като разлика на две многоъгълни фигури # н A, първата от които € опи-сана около R, а втората — виисана в R (черт. 68). При това ясно e, челицето на фигурата D ще бъде равно на разликата 5#(8)--5(А). Следова-тално неравенството (3) ще бъде изпълнено, а това, както видяхме, с
достатъчно, за да заключим, че MHOKCCTBOTO R е измеримо.

Доказаната veopema дава една твърде удобна характеристика на фа-
милията на измеримите множества. OT нея се вижда, че обединенисто надве или повече (но, разбира се, краен брой) измерими миожества, кактоW сечението, а също така и разликата на две измерими мнажества са
пак измерими мнажества,

Нанстина, ако две множества A и Β са измерими, то техните кон-тури K, и К ще бъдат множестна с мярка нула. HO контурът на тяхнотообединенис AU #8 (както и този 1t тяхното сеченве A N # ΗΠῊ тяхната раз-лика A—B), както знаем ат 5 #5, ще бъде часг от множеството K, U K,
и следоватслно ще има също гака мярка нула,

Ot друга страна, cera можем да видим, че графиката на всяка функ-ция / (х), непрекъсната « един краен и затварен unmepaad (а, #), е множество
€ mapxa нула. Това е така, защото тази графика е част от контура на
измеримото множество A, за косто стана дума в края на предишния пара-1pagd. (Разбира ce, не е съществена това, че там ставаше AYMa за неотри-пателна функция f(x).)

“

Ние вече отбелязахмс някои основни свойства на пеано-жордановатамярка в равнината, като например това, че тя ¢ винаги неотрицателночислао, както н това, че тя се явява обобщение на понятието лице на много-
ъгълник. Сега ще установим още някои важни нейни свойства,

Теорема 1 (теорема за адитивност). Ако R, u R, ca две измерими
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Ж Н(А U RY=(R\)+R(Ry).

Доказателство. Hexa & е произволно положително число.
Да впишем в множеството R, една многоъгълна фигура 4,,8 в множест-

вото R3; — многоъгълна фигура А, DO такъв начин, че да имаме
"

с) s(AY>RR)~ 5+ s(A)>pRY— <.

След това да опишем около MHOXCCTBOTO R, мнагоъгълна фигура B,,
а около R; — многоъгълна фигура B;, така че да са изпълнени неравен-
ствата

3 $(B) <BR)+—5> $(BY<p(R)+ -:.

Обедвнението A, U A, ще представлява многоъгълна фигура, вписана
в множеството R, U R;. При това многоъгълните фигури 4, н A, сигурно
нямат общи точки, поралн KOETO ще имаме

@ < ALY AD=5(A)+5(4)).
Ot apyra crpaua, обединението B, |) B, ще бъде многоъгълна фигура,
описана около R, υ R;, за която очевидно ще имаме

(5) s(B, у 8;:25(8;)+58В;).
- Множеството R, U'R; като обединение на две измерими мпожества

€ също измеримо. Неговата мярка ще удовлетворява инсравенствата

A, uA)SH(R, υ RYSs(B, и B)).

Поради pasencreoro (4) и неравенството (5) получаваме

$(A,)+5(A)Su(R, υ R)) 55(8;) +35(B,).

Kato вземем npea вяд след Tosa неравенствата (2) и (3), ще имаме

(6) μΚ ) Ἐμ( κ )-- ἐξμίᾶ, и #,5ЩЯ;)+ЩЯЕ:)+е. .
Неравенствата (6) са равносилни с нсравенствота

ἱμι , U ) - μ(Ά.} + Щ К)) Ξ ε,

OT коста поради ΠΡΟΜΊΒΟΠΗΜΗ избор ΗἹ числото £ следва, че

(M μίβι U R)=p(R,)—p(R,).
Нека забележим, че равенството (1) с помощта HA метода HA MATEMA-

тичната индукция може лесно да сс обобщи за произволен краен брой из-

мерими множества. А именно, ако R,, R,,... R, са п измерими мна-

жества, BCCKH Две OT която или нямат общи точки, или имат само кон-
турни общи точки н ако



υ T1я

Ὶ а

μ()-- (К
Ге !

Теорема 2 (теорема за монотонност). Ao R, н R, ca dee измерими
множества и ако Н,г.*Вд, mo

μ(Αι)ξμίκῳ).
Доказателство, Поради условнето ι R; ще имаме

Ry=R, U (f}'z"‘Rl)-
Множеството R;,—R, XaTO разлика wa две HIMEDEMH MHOXCCTBA ще бъде
измеримо. Освен това двете множества R; и Ry—R, нямат общи точки.
Следователно въз основа на предишната теорема ще бъдс в сила равен-
ството

-

. P(R)=P(R,)+ (R —R,).Оттук nonysasame  ̓ ' !
®) μΑ ) S (я)

Teopema 3 (Teopema 3a полуадитнвност). Axe R, μ R, ca две изме-
рими множества, MO 38 MAXHOMO обединение UMAME винаги

(9) μίΚι υ RISH(R,)+ u(R,).
Доказателство". С помощта на равенството

. К.у К. К, U(R,—R,)
NPEACTABAMC множеството R, U R, като обединение на лвете измерими
множества R, и Х ,--Я,, конто очевидно нямат обдщи точки, Ето защо въз
осноза на теорема | ще имаме

MR и R)=p(R;)+p(R,—R,).
Ot Teopema 2 пък следва, че (R;—R;)Su(R,), поради което получаваме

(10) (R, U R)Sp(R)+1(R,).
iРавенството (9) може също посредством метода на математичната

индукция да се обобщи за произволен краен брой измерими множества.
Това значи, че ако

н

н=ия ,
1.::4

н(#)5 (R
фе | .

Свойствата адитивност, полуадитивност и монотонност на пеано-
жордановата мярка, които установихме, я правят удабна 38 работа.
Ot друга страна, порадни тяхпата естественост, която ги прави задължи-
Телни 34 всяко NMOHATHC OT този род, те показват, че така въведеното по-
HATHE с удачно обобщение на NOHATHETO лице на многоъгълник B равни-
ната.
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§ 89. Мярка в тримервото пространство

Като разсъждаваме по съшня начин, както ΠΡῊ въвеждането на поня-

TRETO мярка в равнината, можем да въведем H поняткнето мярка в три-

мерното пространство. Това е вече елно обобшение на познатото ни
понятие обем на тяло (което в елементарната геометрия се въвежда 33
.

«

Ъ

i | z={ ;

0 ЗИ
ἽΠΠΓ У

ἠ μ
ж ,;lfl'l ;

Черт. 69

някои специзлни тела). Тук ролята на многоъгълните фигури се изпълня-
ва OT многостенни тела, които аписваме или описваме около дадено три-

мерно множество. Под многостеяно Tano разбираме такова тяло, което

¢ обелинение на краен брой многостени. Полученото no този начин по-

нятие мярка в тримерното пространство се нарича също псано-жорда-

нора мярка и има съшщите основни свойства, както псано-жордаповата

мярка в равнината.”

ааая

" Съдържашщата се B тези някалка реда програма нма тези педостатък, че ако
искаме, следвайки 5, да нъвелем нанятиесто пеано-жорданова мярка в произволна

п-мерно прастранство, тя е трулно изпълнима. Тези трулнасти обаче могат да бъдат
избягиазти по следниия начин. Нека под термина отворен, съответна затворен л-ме"“ „

правоъгълник разбираме множеството OT опези точки (хХ), Xy ..., «) В л-мерното

простраяство, чинто кос рдинати уловлетворяват HCPABCECTBA от внда

а<х1<#, (1--1, 2, .. л)

а, 2х,5А5, (i1, 2,...,n),

кълето а;<Я). (Ясно e, че ΠΡῈ тати терминология двумерният правсъгълннк в съще

BogT € обикновен правоъгълник CBC страки, успоредни-на коорлинатните оси, а тря-

CROTBCTHO ΟἹ вида
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С оглед на HAKOH разглеждания от следващата глава ще отбележим
следното:; Нека в тримерното пространство ἐ дадена правоъгълна коор-

- Динатна система Oxyz и нека R с измеримо MHOXCCTBO B равнината Оху.Да разгледаме една равнина, успоредна na равнината Оху и намираща
6е над нея на разстояние { (т. е. равнината с ypasucHHe z—/, където / е
положително число). Ако през всяка точка на MHOKCCTBOTO R прекараме
прави, успоредни на оста О:.(т. е. перпендикулярни на равнината Оху).
TO отсечките, които се отсничат от тези прави между равнината Оху в
равнината с уравнение z—/, ще образуват едно цилиндрично тяло (черт.
69). Това тяло се оказва измеримо и неговата тримерна пеано-жорла-
нова мярка е равна на произведението

Lu(R),
където Щ #) е двумерната мярка (лицето) на равнинното множество R.

По-нататък, когато става дума за тримерната пеано-жорданова
мярка, ще използувамесе 38 това понятие също и обичайния термино бе м

#

мерният е паралелепипел CLC стени, успоредни на координатните равнини.) Нека сеусловим обединсиието na краен брой «-мерни правоъгълници да напичаме п-мернасдементарна фигура. Леснос ла се ΒΗ πη, че вко при изграждането на теоприя-та на псано-жорлановата мярка, косто извършихме в § B6—BB, вместо с многоъгъл-Βμ Фитури си послужим с елемен гарни фигури, тази зеория gAMa πὰ претърпи особениизменсения. В същото пореме всички напранвени разглеждация могат направо да бъдатOTACCEHH към произволно л-мерно пространство.
Ако въпреки това в подробнато изложение на двумера ия случай прелпочетохмемногоъгълните фигури, Това бс продиктувано сдинствено от съображения за по-го-пдяма OPOCTOTA и нагледнаст.
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ГЛАВА ХП

ДВОЙНИ ИНТЕГРАЛИ

Въвсждането на понятието лвоен интеграл сгава. 1o начин. следвзщ

"идеята за въвеждането на понятието опрелелен интеграл. Ho тук нещата

се усложияват OT това, че сега разглеждания га се извършват не B един ин-

тервал, взет върху реалната права, а в едно равнинно точкаво множество.

Ето зашо беше необхолимо прелварително да се ἸΒΠΟΊΗΔΟΜ с понетисто

пеано-жорланова мярка на PABHHHHH фигури.

Ще отбележим оше, че за разлика ог двойните и въобще /многократ-

ните интеграли определените интеграли or функции на едиз промендива

се наричат още прости интеграли.

5 90. Дефиниция ня двоен интеграл

Нека e дадена една функция f(x, у), която има за дефиниционна 06-

ласт PABKHHHOTO измеримо множество R. Ще предполагаме, че функцията

Л(к, у) ¢ ограничена в R.

Черт. 70

Да разделим областта R на краен брой измерими подмножества
В,, Ry ..., R, по такъв начин (черт, 70), че всеки две OT тях или нямат

общи точки, или имат само контурни общи точки, Когато по-нататък

в тази глава говорим за правилно разлделяне на някое измеримо рав-

нинно множество на подмножества, винаги ще имаме пред вид разделяне
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от такъв вид. В слунай на такова раздсляне, както знаем, е валилно ра-
BEHCTBOTO

μ ἷ“)ἓἑ и (#)).

След това означаваме с Μ и т, съответно точната горна и точната.
долна граница на /(х, у) в множеството R, н образуваме слелдните две
суми, наречени съответно малка и голяма сума на Дарбу за функ-

цията /(х, у): -
:

“

пе mp(R), 53) Mp(R).
#--1 ‘ =1

Като разглеждамс всички възможни правилии разделяния на o6-
ластта R на подабласти, извършени по споменатия начин, ние ще полу-
чим безбройно много малки суми и безбройно много големи суми на
Дарбу. Точната горка граница на множеството на малките CYMH на
Дарбу ше наречем долен двоесн интеграл на функцията Л(х. у) в
областта # и ше я означим с £, Точната долна граница пък KA множеството
от големите суми на Дарбу ще нарсчем го рен девоен интеграл
на /(х, у) в Ки ще я азначим с / Ε помошта на разсъждения, полабни на
онези, които проведохме при дефиницията на простия интеграл, ше полу-
чим неравенството

( 15Ξ|.
При извършнвансто па тези разсъждения ше се наложи в определен

момент да се използуна геаметричното значенис на сумите 5 и S в слу-

чая, когато функиияти /(х, +) ¢ неотрицателна. Такова геометрично тъл-
куване не е трудно да се даде по подобие на това, косто направихме при

дефиницията на простия интеграл. Тук трябва да вземем пред вил, че
всяко 01 събираемите п сумите х и # може да се рачгледа като обем на
сдно тримерно ципниндрично тяло ΟΥ видла, за който стани лума в края на

последния параграф от предишната глава.

Функцията /(х, у) ще наречем интегруема в множеството R,
когато € изпълнено рапепството

I=1,

а общата CTOHHOCT на долния и горния интеграл B тази случай ше Ha-
речем даоен интеграл на функцията f(x, у) в muokectpoto R

н ще означаваме така:

@ S S 7 γγάχαν.



;*(Множеството Ж се нарича HETETpanK OB MK A област, а функцията
#(х, У -- подинтегрална функпия.)

В случая, когато функиията /(х, у) е неотрицателна и интегруема

ъ R, на двойния интеграл може да сс даде следното геометрично тъл

куване: Да прекараме през всяка точка на множеството R ΠῸ една права,

ycnopenna на ocra Oz, и ΠᾺ разгледаме тялото G, образувано от отсеч-

ките OT тезин прави, които са заключени межлу равнината Оху и графи-

ката на функцията /(х, у) (черт. 71). Това тяло се оказва измеримо, а

двойният интеграл (2) представлява неговата тримерна мярка, T. €. него-

вият обем.

Лесно можем да се убелим, че когато фуякцията /(х, у) ¢ коистанта,

тя с интегруема във всика измерима област R. Нанстина, ако /(х, у)- (С

за всичкн точки ΟἹ R, 10 при всяко разделяне на множеството R на под-

области Ry, R,,..., R, ще имаме

Оттук заключаваме, че за всяко измеримо равнинно множество Я имаме

Г Гс ах ау-Сиц#).
к

Специално, кагато / (х, 3)=1, получавамс важната формула

(3) ff dxdy=u (R).
к

известна като формула за пресмятане на лияца чрез

ABOWHU интеграли.

JlecHO сс вижлда също, че ако множеството Я има мярка нула, то
всяка ограничена функция f(x, у) е ннтегруема в Я н има двоен интс«

грал, равен на 0. И наистина, ако p(R)—=0, то при всяко разделяне Ha R
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на подмножества В,, R;,..., R, ще имаме p(R)=0 за всяко от Tesm
подмножества. Тогава всички малки и големи суми на Дарбу ще бъдат
нули и следователно ще имаме -

j;ff(x, у) ἐχ ду-0.

Ще докажем следната теорема, която дава едно важно достатъчна
условие за интегруемост.

Теорема. ЯАко R е измеримо и затворено равнинно множество и
функцията /(х, у) е непрекъсната в R, то тя e интегруема в #.

Доказателство. Ако p(R)=0, то твърдението на теоремата,
както видяхме, е изпълнено. Ето зашо ще предположим, че p(R) 0.
Да допуснем, че между долния Η горния двоен интеграл на функцията
Л(х, у) " К имаме строгото неравенство

(4) 1<i,

-
Ἢ ΠᾺ изберем положителното число ε- ) ” Съгласно TeopemaTta 38

равномерната нспрекъснатост от 572 ще съществува такоава число &,
че във всяко подмиожество на R с диамсетър, по-малък ΟἹ 6, осцилацията
на /(х, у) е по-малка ΟἹ Ε.

- Cera да разделим правилно Х на подмножествата R,, R,,..., R,
по такъв начин, че днаметърът на всяко OT тези подмножества да бъде

по-малък 0T § и да образувамс суми ге на Дарбу хи S, съответствуващи на
това разделяне. Като вземем пред шид иеравенствата

ssl и 1<5,
молучаваме

Г- 155 —s=>"(M,—m)u(R).
i=]

Тъй като за всяко ἐ имаме 8,-ту)< Ε, ще получим

е.

- μ Г- 1
1-1<Е δὲ p(R)=cu(R)= — " u(R),

11

I—{-f::!-{._

Последното непвярно неравенство ни показва, че нашето допускане 38
валидността на перавенството (4) е погрешно. Следователно имаме

а ' 
-

. =!‘

.

Τ. е. функцията е интегруема.
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8 91. Суми ва Риман

Нека, след като сме разделили правилно измеримото PaBHHHHO мно-
жество R на подмножествата Ry, Я,,..., R,, изберем. по сдна точка във
BCAKO ΟἹ тях. Ако означим с (&, п) точката, която сме избрали в R, 10
сумата

U’Zf@l . M) ())
ἐξω |

се нарича сума на Риман. Ако 5и 5 са сумите на Дарбу, сьответ-
ствуваши на същото разделяне на R на“подмножества, го лесно се вижда,
че

15955.

Преди да формулираме теоремата, която е аналогична на теоремата
33 римановите суми при простите HHICTPILTH, ше въведем н TYK донятието
„излдребняваша редица OT разделяния“ на дадено мнажество R.

Нека с дадена сдна редипа от правилни PA3ACARHHA на измеримото
множество К на подмножества. Да означим с &, най-големня ΟἹ диамет-
ряте на подмножествата, конто са се появили ΠΡῊ k-TOTO разделянс. Ако

редицата

51‘ 6:‘ [ T κ ὰ Б. g % % %

KAOHH към нула, ше KAIBAME, че дадената редица OT раздлеляния на MHO-

жеството R с излребияваща. |

Θ

Mo начин, подобен на онзи, чрез който локазахме теоремата от
§ 53, можем да установим н слеяната

Теорема. Нека R е измеримо и tamaopeno smuoxcecmae, а Γ(χ. у)е
една функуцич,. нспрекъсната в #. Ака е дадена edua издребняваща редица
от разделчиич на множеството # на падмнажестка и акао ΡΗ к«слка раз-
деляне OM тази редица си обралуваме по една римани«ва сгма. те редицата
om тези суми

σιι пз,.....пд..ъ.

lim u.—fff(:c', Y dxdy.
£

€ сходяща и

8 92. Осиовни свойсгва на двойните интегралия

С помошта на теоремата ог предишния параграф посрелством раз-
съжлдения от THOA на онези, които използувахме при установяването на

свойствата на простите интеграли, можем да локажем следните основнн
свойства на двойните интеграли:
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I. Ако функцията /(х, у) е непрекъсната в измеримото H затворено

развнинно множество R, а С ¢ константа,- то #

{) j;fcf(x. у) дх dy =C'Lff(r. y)dx ду.

П. Ако функцинте /(х, ¥) и g(x, у) са непрекъснати в измеримото и
затворено множество R, то

а) f Af[Γν »+g(x Ж ах ду

*-——-j;ff(x. y)dxdy+f‘fg(x. ydxdy. !

Ш. Axo функциите /(х, у) и g(x, у) са HENPEKLCHATH B HIMEPHMOTO

и затворено равнинно множесгво R и ако те удовлетворяват за всички

точки OT #Я неравенството

Л(х, y)sglx, +),

+

1

TO

(1) ͵]͵͵{ω. У) dxdys_f;fg(r. yydxdy.

1V. Axo функцията /(х, у) ¢ HERPEKLCHATA B HIMEPHMOTO н 3aTHOPCHO
равнинно множество R, 10

(1v) | f,. Σ „Гл Луе уНах ау.

V. Ако R, u R, са две измерими и затаворени равнинни множества,

конто нямат общи точки или имат само контурни общи точки, Η ако . функ-

цията / (х, у) с непрекъсната както в R, така н в R,, Τὸ

«а) Луе пакау [ [Π Ὸ naxdy+ [ Гу ( зуадх ау
KUR, r,

Paibupa ce, последното paBeHCTBO NOCPEACTHOM математическа

инлукция се обобщава 3a спучая Ha произволен краен брой множества
R.,, R,,....R,, ofip;uynanm правилно разделяне на измеримото Η

Ὶ

затворено множество R= U #.. B този случай имаме
ἐπεὶ

]!/(х, y)dxdy=ZfJf(x. Y)ydxdy.
i

=1

VI. Axo функцията /(х, у) € непрекъсната B M3MEPHMOTO н затворено

равнинно множество R и ако за всички точки от R тя удовлетворява не-

равенствата

m<f(x, Y)SM,
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T0

(VD) mn(R)é_f;ff(x, y)dxdy= M p(R),
¢

- Hera полчертаем, че изложените току-шо свойства Ha двойните ин-
пеграли в съшност са валидни не само 33 непрекъснати, но изобщо 38

интегрусми функини. Впрочем доказателството на свойство VI даже в
този най-общ случай сс извършва съвсем просто с разсъждения, подобни
на онези. посредством които установихме в края на § 51 анапогичните

HCPABCHCTRA 34 простия интеграл. .

8 93. Пресмятане па двойните интеграли

Да cc пресметне CIORMOCTIA на даден двосн интеграл, като се из-
хожда OF самата дефиниция на това понятие, в общня случай е практи-
чески безналсждна за решаване задача поради нейната сложност. Ето
зашо е извънредно важно ΠᾺ се запознасм с другни методи, които биха ΜΗ

довели по-просто до желания резултат. За съжаленисе нис не познаваме

такива прости методи ΠΟΡῊ в случая на непрекъсната функцния f(x. у),

ако AC сме направили допълнителни прелположения за вида на интагра-

ционната област R. В този параграф ще педим обаче, че такъв метод съ-
UICCTBYBA 33 една специална категория интеграционни области -- BCC пак

достатъчно широка за практическите нужди на математиката и нейните
приложения. Чрез този метод пресмятансто на даден диосн интеграл се
CBOA MM към последоватселното пресмятане 113 лва прости интеграла.

Нека са дадени две функции φίχ) и ψ (x), дефинирани u непрекъснати
в един KpacH и затворен интервал (а, ], които удовлетворяват в този HH-
тервал неравенството

φίχ) =y (x).
От ToBa HepaBcHCTBO следва, че графиката на функцията Ψ (χ) ще

лежи изцяло над графнката на функцията φίχ) (макар някъде тезн две
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графики и да могат да се допират). Да разгледаме областта R, която се

огражда отдолу от графиката на функцията φίχ), отгоре OT графиката на

функцията Y (X), а отстраци — OT правите с уравнения х--а H χεῦ

(черт. 72). Тя сс дъстон OT точките (X, ¥), чиито коорднинати Уудовлство-

ряват HCPAaBCHCTBATA -

(1) asx<h, PxX)Sysvy(x).

Област от такъв вид ще наричаме криволинесн трапец.

Поради непрекъснатостта на функциите φίχ) и ψ (X) криволинейният
_Tpanen R ще представлява, както знаем, измерямо множество в равни-

ната. Лесно се вижда също, че то е и затворено. Нека отбележим освен

това, че мярката Щ(#) на криволинейния трапец R, определен чрез не-
равенствата (1), се дава с равенството

b

@ . ка [ty (-9 ) dx.
" o

Това се вижла BEAHAra въз оснона на PABCHCTBOTO (4), дадено B края на
ξ 86 и на agMTHBHOCTTA на пеано-жордановата мярка,”

Именно в случая, когато интсграционната област е криволинсен

трапси, ще се запознаем с мейд за пресмятане на двойните ннитегралн.

Предварително обаче ще установим слелната

Помощина Ттеорема. Лко функуинта ДЛДух, у) ¢ nenpexscnama &

кривалинейния mpaney R, зададен с пераквеиствата (1), те итнегралът

4l |

(3) j Six, 1) ду
443

съществува 1 веяко фиксирано х от unmepsosa [a, bl и представлява
неп рекъсиата фуикция на Х в този ийтервал.

Доказателство. При нсяко фиксирано х 01 ннтеринала |a, b}

функцията / (х, у), разглеждана като функицня само на г, се испрекъсната
в интервала (Гф(х), ψίλ)}. Ето зашо тя me бъде инцтерусма в този интер-

вал и ще можем да образуваме иптеграла (3). (Тази бележка, казано по-

m——— s g

* Па-точно казано, равенството {2) с« полъчави велнага 01 равенствато (4)

в § 86, в случня, Korato функиията LX) (4 слелокателна и щА)|) « нестринателна. Ко-

гата условисто 18 неотримателност не « изпълнено, ще вземем такопва числа M, че да

имаме 441) п ча хе а, #) и ше разглелиме кримлине ния трапеи Ry, спределен от

исравсиствата

a=x=b, pix)—m= y = yix) m

Тъй като MHOKECTBOTO R € получено ἩρΡΦῚ CAHO RCPTUERNHO преместване на мясже-

ството R, тези две множества имат елиакви мерки. А мярката HE Х, поради нестри-

цателнастта на функините φίτ τ и ψ χ}-- 8ὲ ше се дава с RETErpana

b b

f w(x) m)—(p(x)- т) 9х - f ἴν () - Ф ()) ах.
« а



точно, се отнася за случая, когато Ф(х)< (х), на ако #(х)-- ψ (x); #вте-

гралът (3) очевидно също съществува н е равен на нула,)

Нека нокажем cera, че функцията

1 ча

4 F(x)= f f(x, y)dy
-(«)

с непрекъсната в интераала [a, А). За целта ще отбележим най-напред,

че функциите ¢(x), у () н /(х, у) са ограничени, Ето защо можем да наме-

рим такава константа K, че да имаме |Фф(х)|5 К н {ψ(}}Ξ . Κὶ за χεία, 5)

B |/(х, УК за (х, y)ER.
Да вземем една точка x4 OT интервала (а, 5) н едно произволно поло-

жително число €. Поради непрекъснатостта на функциите «Ф(х) и у(х)

в точката X, Η равномерната испрекъснатост на функцията /(х, у) в

R ще съшествува такова 8>0, че OT неравенството |х--х.|-76 да следват

иеравевствата

(5) ἰφ( ) --φίχω! χ ' ἰν ) - (х9)!< 3z
и

(6) 7α, D=1 (e У <

(стига точката х да принадлежяи ma [a, 5), а точунте (x4, +) н (¥, У) -
на R).

Нека cera х e точка ΟἹ кнтервала |(а, b], за която имаме jx—Xxg| <&,

Ще разглеламе два случая. Първо ще се спрем на случая, когато ф(х„)*-:т
=y (х.). Torasa F(x,)=0, порш KOCTO ще BMaMe

|F (x)—F (xp)| = | F (x){ = f I (x, )dylSK(v(x)-tpm)
o)

=K Ку ()= () +(® (x0) — @ } <K . 2 е<е

С това непрекъснатостта HA F(X) B точката X, с YCTAHOBCHA B разглежда
ния случай.

Остава да разгледаме случая, когато ф(ха)<му(х,), Сега можем да

счятаме, че числото 6 сме взели ΠῸ такъв начин, Че OT HLPABCHCTROTO

|x—x,] <& да следват оСсвен неравенствата (5) н (6) още н неравецствата

() φίχ)ς- γτ н ψίχ); φίχὼ.

Налага се по-нататък да сс разгледат пооТделно следните четири въз-

можни подслучая:

D φίχ)ξ φίχ, w(x)2 wlxa):

2) φίχ)ξ φίχ)Σ, W(X)<wlxo)
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3) φίχγφίχο, Wx)2 м(ха); .

Ф Ф029<9е(х,). W(x}<wlxy).

Ние ше разгледаме първия ΟἹ тях. Останалите се третират пе подобсен

начкни. И така ще приемем, че са изпълнени неравенствата

(®) φ ξ φ н ψοὺΣ ψαὺ..
Като вземем пред. вид, че поради неравенствата (7) и (8) всички Ha-

писани по-нататък интеграли имаТ смисъл, ще имаме

| () o}

1Е(А)-Е ί-τ.)Ι:Γ Лх, уау- | 7 (Χο. )4ду
| τ χ} φίτ,}

φιχο) ч() -3 ч(К) l

= f 7α, Ydy+ Г/(, y)dy— f О y)dy— ]/(х„. » d.vl
o(x) жа) ψί xy) 44)

чх) $ix) | ψίι)

Ξ f 1£(x, )= (Xor У4ау+ f е y)dy+ f Χ (X0 31 4у
«) φ #()

S 3% ( (хо)-9 (D + КТу ()-ч () | + K19 ()~ 9 ( )

с с с

ζἷἷ'ἶκ'ὶ' Κ'Ἕ“ΡΚ’Ἰ:ΗΕ.

По този начин се убеждаваме в непрекъснатостта на функцията F(x) в

произволно взетата точка X, ог интервала [a, ). С това теорсмата е до-

казана.

Сега вече да преминем към главната теорема на настоящия пара-

граф,. посочваща начин за NPCCMATANC на двойни HHTCIPANM B криволи-

нейни трапеци.

Теорема. Нека φίχ) и y(x) са две функции, дефинирани и непрекъснати

в интервала [a, А) и удовлетаоряващи в този интервал неравенството
P(X)SW(X). Axo функуията J(x,y) е непрекъсната а криволинейния

т рапец R, зададен посредством не равенствата

(1) asxsh, φί(ξγ ч(х),

mo

b #3()

(9) f f 70, уах ду-- [ [f 7α, уму] ах.
к " %)

Доказателство. Heka с е пронзволно поло жително число“
” Тъй като функцията /(х, у) с непрекъсната в ограниченото и затворено

множество R, ще можем да намерим съгласно теоремата за равномер-
вата непрекъснатост такова положително число 6, че във всяко подмно-
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жество B2 R с диаметър, по-малък OT 6, оспялацията на f(x, у) да бъде mo-

малка O ἷἷεὦ“ След това нека вземем едно естествено число п. Да pa3-

сгледяме функцийите

м (D)= 4)4у (-0 ()], k=0, 1,..., n.

Очевидно А(х)-ф(х) и A (x)= у(х). Освен това поради неравенството

@(x) S y(x) ς ясно, че 32 всяко х OT интервала (а, δ] ще имаме

м 09 53А(х), “ Е-0, 1, ...

косто показва, че при всяко Х графиката на функцията A, (X) ще се намяра

над графиката на A, _,(x). Да разделим по-нататък HHTepsana [a, Я) на

п равни части посредством точките

flzxm x_l ека .х.%ь

и да прекараме през тези точки вертикални правни. Тезя прави заедно с
графиките на функциите A, (X) ще разделят (пря тона правилно) областта
# нап? подобласти (черт. 73), всяка от конто представлява едия по-малък

криволинеен трапец. Ще означим с ἄμ гриволинейния трапец, определен

чрез sepancacraa'ra

X ΞΧΈΧ,, A (D) Ξ Ξλ,().
Ако вземем WHCIOTO п достатъчно голямо, можем да направим днамет-
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ΓΓΤ
— Бе Щ ΓΤ Ὶ ΓΤ

-ряте на всички R; πομπαπ ̓ ΟἹ избраното по-горе число 6. Тогава,

езначавайки с M, к m,, точвата горна я точната дояна граница на / (х, у)
в MEOXECTBOTO Βα. ще кмаме

Да разглодаме сега функцията
ч()

ΕΟῚΕ f f(x, y)dy.

Както видяхме в вомощната теорема, тя € непрекъсната, а следоватслно W

витегрусма в интервала |(а, ἐ]. Ще излезем от равенството

fF(x)de=37 f F (x)dx.
b x|

T ———

. no-nonpofim B TORE MOXEM Al се убедим по следния начин. Hexa ре такова

положително число, че от иеравенстното |X'—X''|<p AR спедват исравсиствата

5
o (x) -- φίχ" } <-§~ и Ἰψ(χ) —wix) | <5+

Да означим освен това с Х някаква койстанта, такава, че да имаме ἰφ ΧἸ IS K и а1
S Κ за x€la, b). Ще нземем CCTOCTREROTO число п толкова голямо, че да са изпълнсне
исрансиствата

b~ b~е< 2К &

X

Axo cera (x°, у) м (x”, у”) са дяе TOMMN, принадлежащи HA хриволинейния трапец
flu, O

[y =y =]y -- а )]+ | M) -- . (х”)| + |За (χ) — у |

5 λι (%) = За-а(х7) + | A () - За (χ}} Ἐ A (χ“) — Ry g (χ .

Mpa това

1 Ж ὃ
ME) - а χ τὸ τ (у () - φ " 2 — < 5 -

Анвалогично

, " &
λι («”)- My ) < 5 #

b—a

Ot npyra страна, lx—x* | {-—an, поради което

|2 («7 -- За (="} | = (1-5)е«)-е0 +) - ме

5

4

5 5

2 |е67)- φίχ } + |(4 () - W) | < τ ἐπε
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я м

ке Σ | s nar
k=t A0

еткъдето

f F(x)dx= Σ]’ [Σ 7„. /е 9 Jyfdx.
k=1 А0О)

Като вземем пред вид, че в множеството #. е изпълнено неравенството

f(x, y)S M, ще получим ,

» s = я ἂμν)

ΙῬ(.τ)ὡπ::Σ f[ ];(.:.ушу]дх

a % “
. 52 f [;Ем„(х.(х)-ь.„.(х))]дх

l-l-‘.‘

- Σ Σμ.. f (A4 () -- А -а (%)) 4х.
ΓΊΕΤ Ὶ #а

Съгласно формулата (2), приложена за кризолинейния трапец KX;,, имаме

#

BRa)= | 04 09- а ( 4х.

Cnenosarenno

!г(х)дтзвхм„р(н„) -5,
ай ἔτεὶ

Ετὸ затшо ще μῈ

Н _ 8 . B & B
[,» ) <-g+g+tg=735"

, δ- ῶ &
Като въсмем пред вил, че ееа < κ T най-сетне за разстоянасто межлу

τοῖεπιε (х“, Υ7 w {τ ́ ἡ ") ще получим

’fi 6 5

O 38 заключаваме, че лмаметърът ΗὮ мниожеството Я;, е по-малък от 5.



където 5 ¢ гонямата сума B2 Дарбу, отговаряша на резглежданото раз-
деляне на областта Я на подобласти. Анапогично се получава

# : 5. κ ,

f!(x) n'xgz Σ my μ(Κ.})-Ξ 5,
(е К

където 5 е MANKATA сума на Дарбу за същото раздсляне. И така изпълнени

са неравенствата -

, :

ssfr(x)dfss.

Ho в сила ca също тъй м исравенствата

Ξ j; [1x. »dxdyss.

Следователно ще имаме

5-3 "

ь

j;ff(x, .P)J.i:dyufp(x)gx

'-'-’ΣΣ(Μ“""’""Ἱ и(К) :
ее } Хн #

< Σ Σ PR =y BR)=e
il #.)

Поради пронзволния избор Ha числото € заключаваме, че е B сила pa-

венството

в

f; f f(x, y)dxdy= f Е (x}dx,

KOCTO не ¢ нищо друго OCBEH равенството (9).

Пример . Да пресметнем двойния интеграл

 ̓ X _dxdГе»

където К Ε правоъгълинкът (черт. 74), даден с неравенствата

05 χΞ4, 15у23.



4

—_‘I‘I(\:"Ffi-s/;*-i- t)dx-—-—f\/x’«{-‘?dx’-——sf\/x’-{—l dx®

L +) L—-—(zsz_oz) -}(173'-1)

- + (125- 27)--(17417-1).-33--»/!7

lf-t
ΕῚ

(24+9)” L'=‘—-

Пример 2. Да npecmeTHEM двойния интеграл

f ху? ах ду,
к

кълето Я ¢ триъгълникът (черт. 75), образуван от пресячането AR правите

с уравнения

y=0, x=1, y=x.

Tyx областта R е криволинеен трапец, който се Ъпределя OT неравен-

ствата

0<х51, Ξ γξα.

Тогава формулата (9) ше ни даде
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Пример 3. Да пресметнем натеграла .

f; f (x+y)dxdy,

където областта R е оградена or napabonarta с уравнение y?=x μ правата
с уравнение x==2 (черт. 76).

Тук криволинейният трапец R се задава с неравенствата

Тогава ще имаме



2,
& tE=l

Съгласно формула (2) от § 87 търсеното πΗΠῈ се дава с двойния ин-

взст върху областта, заградсна от дадената елипса. Тази област е caum

криволинесн трапец, определев от неравенствата

—aSx50, --Ἔ уат-а ς γα-" ψατ χ͵

Получаваме

41...g

ffdxdy=f f ду dx—z-—-f\/a‘ --χξ ἀκ.

В получения определен HATCIPan правим субституцията х--а #а f:

я

2

.][ЗХд!=2-: fJE‘-a’sin‘tamtdt
κ x
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Пример 5 Да се пресметне обемът Η тялото, оградено OT по-
върхнините с уравнения =x2+4 )3 y==x? pl=x, z=0,

Това е cano циляндрично тяло с образуващи, успорелни Ha ocTa
Oz, което отгоре се огражда от параболоида 21-х24-у2, а отдолу от ORa-
зи област в равннната Оху, която с заключена между двете параболи
y=x*d y?=x (черт. 78). Тази област е един криволинсен трапец R, който
може да бъде зададен с неравенствата

0sx31, х 5узХ.

Следователно за търсения обем ще получим

Г.у”

];[(.9+у*)дх 4у=![;[(х=+у*) fl'y]dx

1 ; Τ 4
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Мека отбелсжим, че един криволянеен трапец R може да бъде зада-

Лей и с две функции φί ) и Ч(у), конто са дефинирани м непрекъснати в

накой мятервал (а, 5), лежащ върху оста Oy, м ΚΟΉΤΟ удовлстворяват в

тозя ивтервал неравенството

е0)2 ч().

В такъв случай областта Я се задава с неравенствата

(10) asysh, o(y)Sx3 ж()

(черт. 79) м вместо формулата (9) имаме следната формула:

Е Ἐ

а) ]}!(κ. y)dxdy-—-f“f(x. y)dx]a‘y*
е Ф

Пример ὅ. Да пресметнем интеграла

Ге dxay,

където областта R е оградена ot хиперболата с уравнение ху--1 и пра-
вите с уравнения x=0, y=1 и y=2 (черт. 80).

Тук К с криволинеен трапец, определен с неравенствата

. 15у<2, Oéxé-;-'

и формулзта (11) нм aasa



По-нататък за краткост ще наричаме един криволинесн трапец Η O р
мално разположен относно оста Ox, когато той е зада-

ден с неравенства OT вида (1), н нормално разположен OT-
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'-:ὧ;:ι'ο ocTa Oy, xoraro той е зададен ς неравенства от ΒΗπε (10).

Ж +

2 Увряжаения. Пресметисте следиите двойни киътсграли:

11-' L ff_é%,mlcm.nmmmncmipnn
Ж

Ξ
Отг. 34 ”

2. J’ xydxdy, xupeto R ¢ областта, оградена OT правите ¢ YPABHCARK

ι

Xml, y=1 x4 y=1,

7
Отт. 5

3. f’[:dx dy, къдлето R ¢ областта, оградена ΟἹ правите с уравнения y=0 .

} " , y=2-x !

O 7у

4. f[ xytdxdy, където R ¢ кръгът, ограден τ окръжността « Уравнение:

x4t
, Отг. 0,

5. ff{x + y)dxdy, където R с частта от пъраня квадрант на PEBHMURTA,.
“

« която с оградена от елипсата с уравинсние 247 ¢ у? = 1,
«

6

6. f f(x’ + »)dxdy, xapero R e obnacrra, оградена OT правите с Ypan-
“

BCHEA y = X, X = 2 κ хиперболата ¢ урависние ху = Ί.

27
Отг. 3

7. Пресметнеге лицета на ofnacrma, сградена ΟἹ параболата с ypasucupe-

3 τ x* и правата у « 2.

8

. ξ,εωξψππτπποδπιππ. заградена ΟΤ астройдата ς ypas-

нение х? 433 -а? (а7>0). ,

Отг. *гм*.

381



-.-.
Ἱ

| 
Отт. Гу

п.дяоедтобвкьтшшо. OT ΡΆΒΒΕΝΗΝΤΕ y=1, 3=0,параболичаня циляндър p=x* и параболонда е.у τ

Отг. Ἴρς "

( x=f(u, v), y=glu, »)
дефинират сдна трансфоармация, изобразявашща мно-
жеството К в някакво множество R, лежащо в равнината
Оху. Когато с дадена една точка (и, +) от R’, точката (x, у), Ἰπῆτο коор-
динати удовлетворяват равенствата (1), се нарича o 6 раз на точката

Една трансформация, дефинирана с равенствата (1), се нарича o 6-
ратима B дадено множество G’ от равнината Ouv, ako всски две раз-
лични точки от ( имат различни образи, т. с. ако винаги когато (u,, v;)
н (43, ;) ca две различни точки or G, различни са и точките (X, у,) и
(x3, У) определени от равенствата

х =(f(uy, v,), yi=gluy, v)

xy=f(uy v,), Ya=guy vy).

а) функцните f (4, ») и gy, +) ca непрекъснатя Η притежават непре-
хъснатни първи и втори частни производни в някое отворено мнвоже.
ὍΤΒΟΤΟ U’, съдържащо R':

6) трансформацията (1) е обратима вън вътрешността на миножест-
вото #”; .

в) детерминантата

L@ у) / ( νὴ

g0 vy g, т)
< PRINHYHA OT нула във вътрешността на R’.

Смяната на променливите в двойните интеграли се язвъртва въз
основа на следната

А(и, v)=
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Теорема. Нека трансформацията

ф . хеДи, #) # У-а(и, т)
& регулярна в измеримато и затворено естве  ́ от равнината Ouv,

xoemo се uzobpaissa чрез (1) & изм и 3amsopeno множество К

om равнината Оху. Ако функуията Е(х, у) е непрекъсната в множеството

R, mo

(2) f.fF(.r, ») dxdyszF [f(u, v), g(u, V). A(u, v)idudy.
к

Нке ше прилагаме тази теорема най-често, когато множеството R’ с

криволкинеен трапец в равнината Ὅμν, в който случай знаем как да пре-

смятаме двойния интеграл, стояш в длясната страна на формулата (2).

Доказателството на изказаната по-горе теорсма € доста сложно и

вяма да го излагаме. Ще скицираме само един път за изработването на

., такова доказагелство (далеч не единствено възможен, разбира се), който

в се отличава с това, че извършените"за целта разсъждения ше ΠΗ помогнат

- Ὰ възприемем формулата (2) като естествена.

' Да разделим правилно множеството R’ Ha подмножества R, ', Ry, .. .,
R, н да вземем по сдна вътрешна точка (и,, νὴ във всяко OT MHO-

жествата R, При фиксирано /да приложим относно точката (и), у,) към

функциите flu, v) и в(и, у) формулата на Тейлор с остатъчен член, изразен

1 чрез първите частни производни. Ако (и, у) е точка от R’ и ако #-:-й--и,
. Х у--у,, ще получим

Ди, ν):ἷζπμ v ]:(”.*** 0,h, ν Ἔ 0,!:)!:+/,*(и,+ 0,4, ν Ἔ 0,k)k,
ξίμ, У)- #(ир v)+g,(u,+ 0.4, v,+ 0.k)h+g,"(u,+ 04, v+ 0.k,' където 0< 0, <1, 0<0;<|. Korato диаметърът на множеството R’ с

малък, малки ще бъдат и |А| и ( | и поради непрекъснатостта HA JACTHHTE

пронзводни стойностате на тези проязводни в точките (u,+ 8,Я, v+ 0,Х) κ

{u;+ 0k, v+ 80.4) ще бъдат близки до стойностите им в точката (¥, »)).
Ето защо образът на всяка точка (и, v) от R,’ при трансформацията (1)
ще бъле точка, близка до образа на (и, ») при следната линейна Tpancdop-

| мация:

(3) ЦЦ» ?)-*::]Ти„ ?‘)’F’L:(H;. "ι) (u—u‘)'i'.’;ll(u‘, V‘) ‘V‘"""F‘)‘

к μίμ, v)=g(u, v,)+g, (4, v)(u—u)+g,’ (u, ν) (v—,).
Тъй като съгласно YCNOBHETO в) 38 регулярна трансформация детерми”
вантата

;f.‘ ("i-t "Ἱ) f-‘ (uh V‘) i

g, (иа v) g,/ (u, ""ι)ἰ
€ различна от нулаз, тази лянейна трансформация ¢ обратима и преобра-

зува, ΚΑ͂ΣΤΟ е известно OT аналитичната геометрия, всяка многоъгълна

фигура A’ с лицпе 5(4°) от равнината Оиу в многоъгълна фигура 4 в рав-
нината Оху с лице .

Δίμ,, v)=
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фе

оФразите им при трансформацията (3): MHOXCCTBOTO R; ще има мярка,
приблизително равна на ἰΔίν,, v)|.u(R,").

Ако сега предположим, че множествата R, образуват ΟἹ своя
„ страна също Ттака правилно разделяне на множеството R, и ако
Ди у)--Е, ξίω,, v)=n,, то сумата | -

( Σ Ες, пдн(#)
ἐ ὶ

ше бъде приблизително равна на сумата

) 2 F W G v), g УИА v)In(R,).
йе

На сумата (4) с една риманова сума 18 функцията F(x, у), а сумата (5) —
риманоза сума за функцията Е(Ди, v), #(и, у))А(и, .)). Както знаем ат
§ 91, ако разгледаме една издребняпаща редица от разделяния HA мно-
жеството Α ́, съответната редица ΟἹ риманови суми (5)ще ΚΠΟΗῊ към
двойния интеграл, написан в дясната страна на равенството (2). При това
песно може да се види, че разделянията на R’ от една издребняваща ре-
Анца ще преминат при трансформацията (1) в такива разделяния на мно-
жеството R, KOHTO от своя страна образуват също тъй издребняваща pe-
дица, и следователно съответните BM риманови суми (4) ще клонят към
двойния интеграл, написан в лявата страна на равенството (2). Най-сетне
остава да покажем, че разликата между сумите (4) и (5) ще стане колкото
си пожелаем малка по абсолютиа стойност, стига да вземем достатъчно
малки днаметрите на множествата R,’, образуващи разделяне на R°,
Оттук след всачко казано ще следва и равенството (2).

Изложените тук разсъждения могат да бъдат разработени подробно
до степсята на редовно доказателство, но това е свързано с известни TeX-
нячески трудности, поради което няма да го правим.

Пример 1, Да се πρεομέτης двойният интеграл

ff dxdy ,

κ Лъ 2xy +у

където R е успоредникът, заключен между правите с уравнения y=0,
¥=2, y=x, y=x+1 (черт. #1). Тук областта R може да бъде зададена
с керавенствата

384



0=y<2, Обу-х51.

От друга страна, подинтегралната функция може да бъде записана така:
1

νἸτὺ - х)

те

Това ΗΗ помага да съобразним, че задачата ще се опростич, ако въведем

нови променливи 4 H у посредством равенствата y=u, y—X=7, откъдето

получаваме трансформацията

0 r—u—y, you

Областта R е образ при разглежданата трансформация HA правоъгъл-

ника R’, зададен в равннната Оиу с неравенствата

0<и52, 05т51.

Лесно се вижда, че трансформапията (4) ¢ регулярна в #” (тя e регулярна

във всяко множество OT равнината Ouv). Тук А(и,]):!. Ето защо ще

имаме

dxdy _f dudv

fj./: Σ ΣΣΩΝ „!г-: ἐ νθ
ч.

21 2

:![!“ἷἷ,-ἷι-;'] ди- 1(1 +Jf).fdu=2|n(l+\/2_).
6

Пример 2. Да пресметнем лвойния интеграл
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- | баанащ О
( -— — - - - - ι ς

| ];[х*йдха[г

в частта Ж от равнината, заключена между четирите параболи с уравне-
ння y*=px, γτεσχ, x2=ay, x3=by (където 0<p<q, 0<<a<b) (черт. 82).
Областта R може да бъде зададена посредством неравенстватаще i тт Ν Θ ия ————

у = px

, Ἂ
| #.

”

Черт. 82

» <XΡΞ Ἕἕἄι a= " <b

Това ни навежда HA мисълта да въведем нови променливи им M v с равен-
ствата

+

х  ̓

OT KOHTO достигаме до трансформацията

3 3

(5 x=+uy?, y=+utvr,

Областта R се явяпа npHTasu трансформация o6pa3 на правоъгълника
R’, зададен с неравснства?Та

PSu=sq. agvgh.
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!
Читателят лесно ще провери, че трансфоръ:шит (5) с регулярна в R’,

.Също тъй лесно се пресмята, че A (v, v)=—7 - Ето заща ще получим

. ]

ffx=y*dxdy=-;-f!u=rwud.-.:-;—f[.fm]mru
# г й

=§17*(0’-*b’)(q’-!”)-

le.muwmmmflmflwnff#fi_:
R

където R е областта, огралена OT правите с YPADHCHNR у = ax, у -фх, x 4+ у = p,

X +y=q (0<а<е, 0<2<9).

Отг. (агс А — arctga) 65 -:- .

2. Да се пресместие липето на областта, огридена ΟΥ правите y=ax, y=bx

м хиперболите хунр, xy=q (0<а<й, 0<р<9).
1 b

Отг. 5 (4 - ра <

§ 95. Смина чрез полярни координати

Една много често използувана смяна на променливите в двойните

мнтеграли се състои във въвеждането на т. нар. полярни координати,

Всяка точка Р(х, у) в равнината освен чрез CBOHTE две декартови коорди-

нати х н у може да бъдс определена и със следните две числа (черт. #3):

1) HEOTPHUATERNOTO число р, даващо разстоянието на точката Р до

началото ΜῈ координатната система (;

2) ъгълът B, който сключва векторът ιἷ)ἷ, наречен радиус-вектор,
с положителната полуос на оста Ох, измерен в посока OT оста Ох към

OP. Той се приема за положителен, когато с измерен в посоката на часов-

никовата стрелка, и за отрицателен в противния случай.

Числата р н В се наричат полярни координати на точката

Ῥ. (Когато точката Р съвпада с точката O, ъгълът й се взема произволсен.)

От геометрични съображения се получава следната връзка между

декартовите координати X и у на точката Р и нейните полярии кхкоорди-
нати: .

( x=pcos 8, y=psin .

Ние ще разглеждаме pasesctsata (1) като една трансформация.

Функциите / (8,р)--р со50 н g(0, р)--р sin 0 притежават ачевидно непре-

къснати пъран и втори частни производни в пялата равнина О бр (B xos-

то 8 и р играят ролята на декартовни координати). За детсрминантата

Δίθ, р) получавамс

со58 --οΞἰπθ
А(В, p)= 4200 pcosd =p-



Ако φίθ) н ψί θ) са две неотрицателни функции, дефинирани й не-
прекъснати в някой интервал [a, В), то множеството R в равнината Оху,

състоящЩо се ΟἹ точките, чиито полярни координати O и р удовлетворяват

неравенствата

(2 es 03B, Ф(9)5рР2 ч( 9)

Черт, 83

(черт. #4). сс явява образ (при трансформацията (1)) на един криволинеен
трапец R, лежащ в равнината О 0р н съставен от точките, YHHTO декар-

TOBH коорднинати € и р удовлетворяват същите неравенства (2) (черт. 85).

В случай, че

(3) В--а52к,
не с трудно да сс провери, че трансформацията (1) е регулярна в криволи-

нсйния трапец Я". Ето защо винаги когато ¢ изпълнено неравенството (3),

можем да извършвамс смяна на променливите чрез трансформацията (1),

прилагайки теоремата към криволинеен трапец R’, зададен в равнината

Овр чрез веравевства от вида (2).
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Нека забележим, че въвеждането на HONAPHA координати при пресмя-

TAHC ΒΔ даден двоен интеграл с особено целесъобразно, когато било Β
подинтегралната функция, било в дефцввцнт на интеграционната

област участвува изразът х2--у?, тъй като този израз, както показва
ΡΑΒΕΒΟΊΒΟΤΟ х!--у--р?, се опростява много при тази трансформация.

ff dxdy .

v”l+x’+y‘

където R ¢ кръьгът, ограничен OT окръжността с уравнение xi4pl=|

(черг. 86).

Тук областта Я може да бъде зададена чрез следните неравенства

относно полярните координати O н р в равнинага Оху:

05 0 Ξ2π, 05р21!.

Същите неравенства определят в равнината О θρ един правоъгълник R’

чийто образ сс явява R. Съгласно казаното по-рано можем да приложим

Теоремата 13 смяна на променливите и да извършим трансформацията

(1). Ще пояучим

dedy | f _p‘d_de

ff\”-l'x’*l-.?’ ! жр!
Ε

2я А

rf[ p(l+ph) Ηρ] ![!ί!-ρ)  ̓Ξ ̓έρ ̓]ἄθ
а ιὖὸ
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axo К е облаетта, която лежи над оста Ох и се намира между Дасте кон-
цеснтрични окръжности с уравнения х2--р2--1 и х14-у2-4 (черт. #7),.

Тук областта R може да бъдс зададсна със следните неравенства от-
носно полярните координати 6 и р в равнината Оху:

Ξ ΌΞπ, ΙΞρΡΞ2
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Същате неравенства определят в равнината O θρ един правоъгълник Κ',
който при трансформацията (1) се изобразява в К. Ето защо, извършвай-
ки тази трансформация в даления двоен ннтсграл ще получим

ffydxdy:ffp‘siufld&dpmf fpwp sin 6 49
R в 0 Π

.

1

υ

Пример 3. Да пресметнем двойния интеграл

51пВ de_—[s,n θ 40... -.....1
1

ffv"r‘—}:yz dxdy,
X

взет B кръга R, определен OT окръжността с уравнение х | yi—2x=0

(черт. 88).

Ако въ гедлем полярни координати, уравнението на дадената окръж-

ност придобива вила

p=2 ςονθ.

Ето зашо областта R може лда бъде зададена с помощта на следните нера-

венства OTHOCHO полярнитеЕ координати в равнината Оху:

— 585- , 05ра са0.

В равнината Ο θρ тези неравенства определят един криволинсен трапец R’

чинто абраз при Трансформацията (1) се явява областта R, Ето защо, из-
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са съответно р-- 2 5in B и p=1. За пресечните им точки ще имаме ] - sin0,
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&
-

ἄπα sin θ5--Ξ - Значи тези пресечни точки ще имат полярен ъгъл съответно
2

5
д,- 3;- #8,=— x. Ето защо областта ше се задава с неравенствата

" 5853 π, 15р<2яа0.

Тези HEPABCHCTBA определят в равнината O θρ един криволинсен трапец

R'. Извършвайки смяна на променливите чрез трансформацията (1),

33 търсеното липе ше получим

5л

& рае

ffdxa’y:ffpdpdfl=f[fpdp]dfl
Α ~ Ξ" в

3

in in in

р 2а 4 1 φ
. =...;...Л„:| deazfsinzfldfl—-z-fdfl

я ! а ε1
6 г :

3а in

& . а

1 : ες κ

в ι"-
- &

НЕ 5 N κ Ч
Ε Y ЛЪл

3 2 373 2

Пример 5. Да пресметнем обема на тялото, огралено от парабо-

лонида с уравнение

хъу а1

им равнината Оху (черт. 90).

Това ΤΆΛΟ е оградено от равнината с уравнение :-0 и парболоида,
чието уравнение можем да напишем във вида

r=1—(x*+y3).

ETo 33110 търсесният обем ще се лава с двойния интеграл

JJu—x—ydxay.

където R с областта, определена от сечението Ha параболоида с равни-
ната Оху. Това сечение е окръжността с уравненис x*-+yi=1, следова-

телно R е кръгът, определен OT тази окръжност. Въвеждайки полярни

коорлинати. можем ла зададем този кръг чрез неравенствата

05852к, 05р<1, |
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ΚΟΗ͂ΤΟ определят в равнината О бр един правоъгълник R. "Тогава, нз“вършвайки смяна посредством трансформацията (1), ше получим

ff“ - α-- γὴ dxdy-_-.ff(l ~p*)pdp doR &

ἡ А п 1 1 ! 1 3. 
- 

- |2 21 
--. " =N,

_ff(p р?) dp dfl--flzp  ̓ *38-4 a’fl—2
¢ Lo 

0 
9 а

и

.д

——— 

Н) 
=

o

Черт. 90

Mpumep 6. Несобственият HHTErpan

fe_"’d.t

ради TOBA, че неопределенияг интеграл от функанита «“€ елементарни функини, Тук ще посочим един метод за пПоасон, при койти лобра услуги ни оказва Теорсемата за сдвойните иннтегГрали,
Като представим um терссувашия ни инптеграл във нила

не може да бъде изразсн
ресмитане на интеграла на

мяна на DPOMCILIMBHTE в

- а o

[e""’d.r = fe“"‘d.r +[c"""dx
= ф

B нзвършим B пърния OT интегралите, написани в дясната страна на TOBA развевство"субстатуцията χ: --, виждаме, че
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из“

finpa.zm TOBA ше имаме

[=4н3=зпщ:„
м " я

кълето
я

I, — [E‘"JI-

Умножаванки почлснно равенствата

„ м

Т Ξ !ἁ'“""ἅ.!, ]. - f,r—y: dy,

8

„ я μ π

!: = fr"" d'xjr“"‘dy J [e“‘"’“”dy dx.
υ ῳ

Като си спомним формулата за пресмятанс ня лвойни интерали, можем да пешеъе

44) А "ΙΙἁ"“"' ̓ ̓ ̓'"’ ̓’ά.ι ду,
ι"-

къгето R, с квалратътТ, зададен 8 равнината Оху с неравействата

0=xzn, Ozy=n

Ако в ABOAHHA интет: пал OT равенството (4) извършим смяна на променлините, нъзеж-

лайки полярни ксоюрдинати посрелством трансформацията

(я r=pcos b, ¥ psin 0,

I: „]]г""*мрнв.
R"

кълсто R, с пнази област B равинната Офр. чинто образ при Tpanchopyaunsra (1)
се явява Я,. Тъй като уравиенията на правите х -п и | -и, записани с полярни коорди-

" Η

нвати, прилобинват съответно ΒΗ ΠᾺ ρ-- соч 0 W есе ясно ¢ от теомстрични

съображения, че квазратът Я „маже да ке разглеждиа KATO съсгавен OF два триъгъл-

нека 4, B Я (черт. 91), конто се задават съответно чре следните неравепства OTHOCHO

полярните KOOPIHHATH 8 н р:

те получим

0-0- 4 i с8



УИзвършвайки вьв втория OF последните aua интеграла субстилуцията #--
ънждамс, че той се р. инява на първия ОТ τῆχ, Така получаваме

2 -ᾷ Ν „ 4 Ν я?

1..‘-[(1-: ““:”)пгп : _fs o
0 

0
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-
con’B < ι!"""

L "ἘῈ

От друга стлака, порад R очевиднато неравенство е имаме

ч

. “ »»Ἢ |
—— ”

ῦ- |е m’gdflsj—e""’.

Оттук заключаваме, че

n

T o

откъдето

х

tim L=

мли най-сетце

vE
liml, = 35—+

Следователно

f ε" χ R
Б

Упражиения. Пресметнете следлиите двойни нитеграли:

dxdyΝ f —— . KWIETO R е частта OT кръга, определсн от окръж-
АТ + ( + уу

BOCTTA с урависние 2%+ у =2, xomro се намира над ости Ox,
“

Orr. н2 + V/5).

2, f f (x*+)*)dxdy, където R ¢ кръгът, определен Of окръжността с
K

Уравиение x4y —4y=0.

Отг. 24 к.

> J ‘f xydrdy, където R ¢ частта ΟΥ първия квадрант на равзнината,

която с Заключена между празиге с YPaBHERES у-х и y=x+/3 н oxpammocrure
C Уравнения Ау — 1 м χξ у9,

5

4. ]%Р-гг dx dy, къдесто R с областта, заключена межлу NBETE окръж-
K

BOCTR с Ууравнения x°+ ν"-- χ. μ x4 p?f—4x=0.

224
Οτε, 5
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„

6. Π обема на „тялото на Вивнани“, пежащо. във вътрешността ιιι
<ферата ху 4212 μ на пилиндъра X243 =ry,

§ 96. Тройни интегралн

Нека с дадсна функцията / (х, v, г), дефинирана и ограничена в една
ἬΣΜΕΡΗΜΒ област Ο в тримерното пространство. Като разделяме no
различни начини множеството () на краен брой измерими подобластн н
«гобразуваме след това съотвстните малки н големи суми на Дарбу, до-
<THTAME до NOMATHETO TPOCH нинтеграл. Тройният Hurerpan сс означава

така:

\ ffflff(x* у, 2)dxdy dz,

Ἢ има OCHOBHHM CBORCTDBA, напълно аналогични HA свойствата на лвойния
мнтеграл. По-специално стойностга на интеграла

#

< равна на obema (тримерната мярка) на областта („тялото“) Q.
Функцията [ (X, ¥, 2) е сигурно HHTCIPYEMa B MIOACCTBOTO Q. xo-

гато тя € непрекьсната B HETO, а CAMOTO MHOXECTBO () с ΒΏΜΕΡΗΜΟ и 3a-
творено.
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Да се спрем на следния спсциален случай. В координатната разнина

„Оху е далдено сдно равнинно измеримо множество #. Дадени са и две

„ функпии @ (x, у) и ψία, у), дефинирани н непрекъснати в Ж и удовлетво-

| ряващи в R слсдното неравенство:

) φίχ, )= wix, ¥).
i

Да npexapame през всички точки Ha множеството R npasH, успорелни Ha

оста Oz, и да палгледаме множеството (J, съставено от отсечките, които
се отсичат ΟἹ тези прави Η са заключени между графиката на функцията

@(x, у) — отдолу. и графиката на функцията у(х, +) — отгоре (черт. 92).

Точките (х, ¥, 7), принадлежащи на множестваото (2, се характеризират

ο следните условия:

(2) (x, УЕК. φίχ, )<< ч(х, .

За множества ΟἹ вида на описаното множество ᾧ ¢ в сила следната

теорема, лаваша метод 38 пресмятане на тройните ннитеграли.
Teopema. Нека Я е измеримо и 3ameopeno миожество в равни-

неста Оху и ипнека @(x, у) uvy(x, у) са две функции, дефини рани и непре-
къснати & Ж и удовлетво ряващи в R перавенствато t1). Яко функцията

Лх, у, 1Ὲ е непрекъсната в областта Q. 3ucadena посредством перавен-
ствата (2). то определеният иштеграл

ч( ж. »}

f f(x, y, z)d:
Ф(х. 5}

съществува npu вслка фиксирана точка (x, у) om R и представлява непре

късната фуикция « К. При това е в сила следнота равенства:

Е) ffff(xu ¥, 5) ах ду dt=-ff Т;,(Х, ¥, z)dz] dx dy.
¢ R =, 2)



Пример 1. Да пресметнем тройния интеграл

"дх ду ат

ffdf +x+y+2)

където Q е областта, оградена OT равнините с уравнения +х-- 0, y=0,
2=0, x+y+z=1 (черт. 93).

Тук Ο се onpeaens от условията |

където R пък OT своя страна се задава с неравенствата

Следователно формулата (3) ще ἨῊ даде

dxdydz - аха

ffj(l+x+.v+=)' f.f ! (1+х+у+:Р 4
1 ееа

"""‘Tffc L
1 1 dxdy

=% f ;[ axdy+ 5 f f (e +у
-

) !„..„„„-...[м ....!...„

ее3)е .

Пример 2, Да пресметнем тройния интеграл

f -ξ | /. :dxc.iydz.

където областта ( e оградена от конуса zi=x2-+y? и равнината z=a

(a=>0) (черт, 94).

Областта Ὁ се задава с условията

(х, y)eR, „4)2:5а,
където Яе кръгът в равнината Оху, определен ΟἹ окръжността X3+ yi=g3,

Ето защо ше имаме

ἐ



ше получим

f f f :dxd_rd:-—-;-— f f (a*—p?) pdpd8,
е К.

където #” е правоъгълникът в равнината () θρ, определен от неравенствата

05 852я, 0Sp<a.
И тъй

Упряажнекия. Да ссе пресметнат тройните интеграли:

1. f f f adxdyd=z, кълето ( ¢ призмата, оградена от разнинете х-0,
υ

7Ξ-ῦ, =0, y=h, x+:=aia>0, h>0.

ath
От1г. 5

26 Математежески putiind 401 :



«

! Отг. -, abe.

3. ffJ(I’-}-}"}: еиу йг, къдсто @ е obaacita, оградена ΟἹ конуса

x4y —21=0 н сферата A%+ 3+ %=1 и нзмираща се над раянината Осу.

| Отг. 547

8 97. Смяна 85 променливите в тройните нипеграли

Смяпата на промепнливите в Зройните интеграли сс изпършва въз

| основа на георема, апалогична на тази при двойните интетгралн, Една

трансформация

( х-Ди, ν, м) к--яи, v, w), 2--Ди, v, w)

ше HAPHYAME регулярна в дадлено множество (2" OT пространствого

Quyw, ако: а) функциите /(и, v, и“), glo, v, и) и Яи, v, w) са непрекъснаги
и притежават ненрекъснати частни ΠΡΟΜΊΒΟΜΗΝ в някое отворено ΜΗῸ-

жество, съдържащо (2"; 6) трансформацията (1) с обратима във вътр:шо!-
ногтта на (') ш) детерминантата

Ιι' (“" r' “‘.) fl" ("1‘ γὶ “г) fwr (“t rt “‘.)

А(и, v, ) τ (и, v, w) g (й, г, н) #„Чи, v, )

M_' (v, vy м) #/ (и, У, н) A (o, W)

€ различна от нула във вмтгразиността на Q.

Ако трансформацията (1) е регулярна в измеримото и затворено мно-
жество (2” в простринсгяото Онуи, коета се изобратлява в измеримото и
затворено множеставо (0 в пространставото Охуг, и ако функиията #(х, v, :)

с непрекьсназа я (2, τὸ

fffr (x, ¥, Ddxdyd:
ο

=-f f .Γ Е |/(и, v, w), g, ς w), e, v, м)|А(и, v, м) diededw.
υ

Една често използувана емяна на променливите с въвежлането на

Τ Π полярни координати я пространеството (илисфе-

рични координати), Всяка точка Р(х, Г. 2) в npocipancraoTo

{J.ry: C;:‘ определя OT следниге три числа. наречена полярни KOODANIATH

черт. 95);

1) ризстоянието р Ha точката Р o иачалото ( на KOOPAHA1HATA си-
стема;
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2) ъгъла 0, който сключва радиус-векторът OP с положителната по-

луос Oz, измерен в посока от оста ΟΣ към вектора OP

3) ъгъла @, който „сключва положителната полуос Ох с проек-

цията ΟΡ’ на вектора ОРв равнината Оху, измеренв посока от оста Ох .

към вектора ΟΡ ́. ) '

чак ече не . ὧρ ὰ чи ὰ ле те

От геамстрични съображения лесно се получават следните връзки

между декартовите коорднинати X, V., Σ н полярните координати р, #8, ф на

една точка Р от пространството Охуг:

(2) x—psin θοοςῷ, y—psn Osing, == рео5 6,

Равенствата (2) могат да се разглеждат като една трансфоармация.

Тя се оказва особено улобна за пресмятане на тройните интеграли, KO-

гато било в поднинтегралната функиия, било в дефиницията на интегра-

ционната област участвува изразът χὶ τ -2?, който мнеого се опростява

благодарение на равенството ху ча: -р".

38 детерминантата А(р, 0, ф) при трансформацията (2) получаваме

518 со5ф pcosBcosp ~—psinBsing

Alp, 8, φ)ὴ-- 515 855 ф pcosBsing psinQcosop|,

cos O —psint 0

ἘΠΗ

Δίρ, 0, φ)--ρ3 5щ 0.

Пример . Да пресметнем тройния ANTErpan

[{[ ὔ[ ЕЕ Е ах ау аг

в кълбото @, оградсено от сферата ху |21-1,
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Кълбото () може да бъде зададено чрез следните неравенства за по-
лярните координати в пространството ΟΧΥΣ:

05 05хя, ὈΞ ῳ Ξ2π, 05р<1.

Тези неравенства определят елин паралелепипед Ο' в пространството
О Вфр (кълето 8, ф и р се разглеждат каъо декартови координатн). Не с
трудно да се провери, че трансформацията (2) е регулярна в тази парале-
лепипед. Ето защо ще получим

!]!Ч*ха.;.у!.*.::!ахдуд:-!]!рзвш0д0дгфдр
o o

| 
.

flf‘[[s;nejpidp]dfid@-—_—.-;—f'[sinedud@.

„ Tyx R’ е правоъгълникът, определсн OT неравенствата

05 05я, ὑξῳπκ2π.

Поради това ще имаме

21 i

[][„/хг гу ἘΞ- dx dy dz— :f[fsinfldfl]dm
b o Lo

͵ 2а | 2ч

χ L ъ,. я ае Ε .- 4.[; cusfludtp zfdtp--fl:.
а ὑ

Пример 2. Да пресметнем тройнни интеграл

fff: dxdydsz,
4

взет B кълбото O, оградено o1 еферата 2 | p? p =222,
Уравниението на сферата, занисано с помошта Ha полярни координати

в пространството Охгуг, ¢ р-?соч #. Ето зашо кьпбото Ο може да се
зададе поередством неравенсгната

τς 0Se<2r, 0<р<2со0.
-

ῃ Ξῇ Ξ

Означанайки с Q' областта, която тези неравенства опрелелят в простран«
ството О Вфр (където 0, ф п р еа декартови координати), лесно е ла Bu-
дим, че грансформацията (2) е регулярна в (?". Поради 10Ba ще имаме

ΙΙ]: dydydz— fffp’ sin 0 cos 0 40 do dp.
6 4

Последниият интеграл въз основа на формулата от предишния параграф
ще бъде равен на
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е0В

f[lfp’dp]siuecosfldfldm,
и g

където R’ е правоъгълникът, определен OT неравенствата

0<05- , 0<фа2я.

Следавателно

[]!Мхдуь]::-:-!!;р* т;“““зшвшвамф

“ .

м т

;4fjsin9cos’9dfld¢p--4[ fms’fid(-casfl) εφ
 ̓ 5

г

2 4a--]—qup-— Σ
. й

Пример 3 Да пресметнем обема на тялото-(2, оградене OF елийе

Х: Ϊ : :2

COUM а Р23 - L. '

Търсенният обем се дава ¢ интеграла

[{[ „!ахага:.

Извъпшзайки транеформацията

А-- й 1 --ἰας W,

за KOATO ALy, v, wi—ahe (и кочео е очевилно регулярна във всяка о6-
πᾶζι, ποτκηξ υ

[Γ[{[«κὰν а--аве [{{{πὲἀν 4к,
е .

кълето Ο ς къ тпара, 0ape Wi аг ер2рата ” «еу н -- , Тъй като ия

теГрал ка

. .ff Г:ш εἷν ιἔν
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дава в същност обема на това кълбо, той е равен на ;п. Следователно

търсеният обем € равен Ha -ξ- παδε.

; 
Г dxdydrl- 

3
Упражнения, Да се пресметине тройният muTerpan jjfl Ὑ τ τ Ξ

където O с областта, намираша се между сферите Е Урапнения χ 24 :1--1 @
X84 5347329,

Отг. 4π.
2. Да се пресметние обсмът на тялото, оградено от сферите с уравневия

ху 31 и 34422220 н съдържащо се във вътрешността на всяка
τ тяк.

19
Отг. ру



I TABA ХИ

КРИВОЛИНЕЙНИ HHTEIPAJIH
#

Понятието криволинеен ниитсграл HIPAC важна роля B приложенията

на математическия анализ — преди всичко във физиката. кълето редица

въпроси естествено довсждат ло нсговото използуване,

§ 98. Kpnnn

Hexa /(1) и git) ca ase функции, лефинирани в слин интервал [α, В).
Когато промсеснливата г приема всички стойности ΟἹ @ до [} или, както

казваме, когато тя описва интервала |« β]. точкатки P(x, у), чиито коор-

динати сс определят ΟἹ равенстиата

4 х-ЛДи, y—glr)

ще опище в равнината Охг елне MIOKCCTBO от точки L, KQE10 наричамс

xpusa Равенствата (|| се наричат параметрични уравнени #

на кривата L, а промснливата г-- па ра мет ъ п. Точките „#(Да), #(а))

Черт. 96

н B{fiB). gif}} пък «е наричат CLOTECTHO начална и крайнка точка на кри-

вата L (чепт. 96). Понякога вместо термина крива се използува и терми-

нът дъга.

Една и съща криза L може да бъде заладена с различни парамелтрични

уравксния. Така например, ака #(f) « строго pacTawa и непрекъсната фупк-
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цяя, дефинирана в един интервал ἰα,, В,), за хоято ща,)->-а и (B;)=P, τὸ
уравненията

(2) x=flu(), y=gu)
представят същата крива L, която се дава с уравиенията (1).

Когато функциите /(1) и #(г), участвуваща Β парамстричните урав-
нения (1) на кривата L, са непрекъснати в ин тервала (а, B), ще наричаме и
самата крива L непрекъсната: когато те са дифгреницуеми в този
интервал (при което в точката T се има пред вид "дясна, а в точката й —
лява диферснцуемост) ще наричаме кривата L ди ференцуема;
когато /(1) и #() ca диференцуеми, а техните производни /Г(1) и #7(1) —
непрекъснати в интервала (а, В), ще казваме, че кривата L е неп рекъс-.1 нато диференцуема; най-сстне, когато- интервалът [a, fi] се раз-
пада на няколко подинтервала, във всеки от KOWTO кривата L с диферсен-

| пуема, сьответно HENPEKLCHATO диференцуема, ше наричаме L части ч-Ι HO дифсренцуема, сьответно частично непрекъснато
диференцуема. Ако пък условието 3a дифгренцуемост, непргкъс-
ната диференцусмост или частична нспрекъсната лиференцуемост се
удовлетворява само от функцията /(1), ще наричамс кривата L дифе-
PCHUYCMA относно X, съответино непрекъснато диферен-
пуема OTHOCHO х иличастично непрекъсната диференцу-
смаотноснох; аналогично въпеждаме термините: крива L, дифе-
ренцуема OIHOCHO у, непрекъсниато диференцуема
OTHOCHO у и частично HCOPCKBCHATO диферен- .
цуема относно ),

| Kpunata L ще наричиме проста, korato равснстазта

| 9 ΠΎ и е))
й с могаг да бъдаг едновременно изпълнени за лис различни стойности. Ги 4 на параметъра / ог интервала (а, ], ако поне еа от тях е!

“

Черт. 97 Черт. 98

ΗΗ OT краищата ΗΔ този ΜῈ геразл. [ COMETPHYHO това означава,
ча: кривата / не CC самопргсича, т. с. ияма вил, подобен нл показация
на черт. 97 или пък на показаняя на черг, 98.

8



Нека обърнсм внимание, че при дефиницията на MONATHCTO проста

крива не сс забранява равенствата (3) πα бълат низпълиени, когато г--а
н 1 "-еЙ, т. е. допускат се равенствата

{) Κα)-- 7 (β),Ἠ κ(α)-- μ().

"Такава проста крива, 32 която са изпълнени фавенствата (4), Τ. е. начал-

ната и крайната точка на която съвпалат (черт. 99), се нарича

Черт. 99 Черт. 100

затворсена (това понятис нс трябиа да сс смесва с пенятието 3a180-
рено точково множество в рзенината),

Ако една проста крива L ne ¢ затвоарсгна н ако A ¢ нейната начаилна
и

точка, а 8 -- нейната крайна точка, 1O т1я сс означава U0 и така: 48
Е еа

(макар това означение ла не ¢ съвсем гочно). В такъв случай В.4 ще озна-
чаза сътщата крива, но описзна в обрагната посоки — o1 # към 4. Ако

, х-/а). ей) (а515

Yepr. 101 Челт. 102

S

са парамсетричните ураачгния Δ крив2 га A B (оицсана в посока ot A към

В). то лесно се съобразява, че уравиечията

Хеъ #2) ( βΞῊΞ --ο)
енн

1е представят кривитеа B4 орисгна в поеока or B въм {
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Ако простата крива L е затворена, то съшщо така можем да ΓΟΒΌΡΗΜ

за две посоки на описване на тази крива -- положнителна и отрицателна.

Една, макар и немного лочна, но наглелна дефиниция е слелната: Счи-

таме, че дадената проста и затнорена крина се описва в положителна πὸ-

сока, ΚΟΓΔῚΤ Ο при нейното обхожданес

областта. която т1я загражда, остава

отляво.
- —

Ако АЯВ и BC ca psc такнива

незатворени криви, че крайната

точка на първата OT тях съппада

с нначалната точка сна втората

. (черт. 102) ше cuwtame. че те

абразуват, заедно B3ICIHM, слна

крнш* KOATO ше означаваме с

ABC пли простас 4 {C. Ако донусием"

че началната точка 4 на пъраата

крива съпнпада с крайната точка С

A Ha птората, ще NOAYMHM една 1u-

" крива, KOATO ше означани-
M

Yepr. 103 ме в тази случай с ABA. Тази кри-

на ще бъде "проста, ако двете криви

2В и BC инямат лруги ofwn лочки ocken точките A4 и Я (черт. 103).

Изоби:го, ако 14 Я3я;..... Я .. Ὰ п незатворени криви, взета
в такък рел, че началната течка на ΒΟΝΚΙ OT 18X, като се започне OT вто-

раза, ὄ с «райната точка на предишната крипа, ше считаме, че
,,-———-.

те образуват CLIWO елна крива — kpuuaita A A, . Ако npi това A, cun-

“ Оспование ὰ тева ΜῈ лана абстоятелествато, че B посочения СЛУЧЯИ ние лесна
MOWEM да си съставнам параметрични ураевнения ня така солучената хриеа. ПНайстииа

нека :

A, oy o) =S

са параметричнии уравиения на крината АБ. а

x—=fult), χ - иге .)

и -

са паразметричии урависния на kpusatd ЯС. Toranp, пътсжлайнви fysruprnre

) при ἀ : .
Τ - | _

- ПЛи-В, Ἔ 5 вги κ 8 (R ] P, Py

fl”_{g:w при a1 P

2200 — В, + а) сри βι: ἐπβι + (Fr— и)
-

—

MOEEM да запишем парамстричиите YPELUCHRE ка кругата A0 нъй £pld

където ¢ сс мени B иктериала (аз, By + (Ва--- #2.
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пала с A,.,. ше получим затворена крива. На черт. 100 простата крива
ра а .. o

AD се съставена oT npocTHTe криви AB, BC и CD, а на черт. 101 простата.
ц — ὰ

затворена крива / е съставена ΟἹ простите криви AB, ВС и СА.

Нека L с нспрекъсната крива, задлдалена с парамегричните уравнения

) x=[f(t), y=g(). ostsh,

и нека P, (х.. У)е точката OT тази крива, получена 34 CTOHHOCT на пара-

местъра Гу T. €. хо-/ (10), Уа77#(г,). Ако P(x, у), кълето x=f(r), У--2(1), е
друга точка от кривата L, 1o правата, определена от точките P, u P,

има уразнение

(Ξ---τ ) - ἰοὶ —(N—pox—xg)=0

(тук Е R n са текуши коарлипатни). Това уравнепис може да се запише

и така:

(E—=SuN(g)—gti) (η--τἶὴὶς ( } (ἡ -- Π ) Ξ ,

или пък ошще така:

(5) Е0) - (е) (i—f(fn)l—!m Sῇ} #

Ако ссга оставим 1очката Р да се придлижава кьм Р (лругояче казано

ако г клони кьъм 1), То правата P P ще менч coocio положение, Тази

права ше сс сгреми кьм елно гракачко полежение, Kol itto косфициентите

прел ξ и ἢ в хравнението (5) (предетиалдялащи функцдин ия г) притежават
при L, клонящо към Lo, Граници, при тева сахича, които не C и дьете пули.

Това ще бъде така, когате функани ц £ (1) i μ e шисеренцуеми н 10ὴ-

ката Lo 00 Г1) и #/1) не са счпаярсеениео ἄν ε, Те ава уравнението

(6) в MG х Ге) 0

ще бъде уравненис на слна праза, LU2BINL през точхата Ру KORTO е
естестаена да нагечем тинтентТта ἩΔῊ денипателна към кри-

вата L в точката Р..

Кагато Ффункуцичга {{ и g(f) ет париметричните уравнесния (1) ca

диференциусеми и (7)) и 6 } не са еднозременио нули за никас г ΟΥ ἩΠΠΕΡ-
вала (а, [}, кривата 7 има доапирателиа 508 всяка ΟΗ точка.
Такава крива сс нарича гладка, Ако ингерзалъг [o, ἢ] се разпала

на иняколко полиит:2овала, вьв вс25и OT ΚΟΙ Θ 2 изпълнено условието 34

глалкаест. «ривата А ше ΔΡΗ Σ частична гладка.

Ετὸ анколкоа поимера 33 ΚΡΉΠΗΣ

1. Параметричните уразкения

(7) N—Cas !, y—sinf

upn 05:25т ни 32837 едиз пооста и 133482 кое«ва, B същчост една полу-

ОкръжноесТ -- онази полуохрижнозт А от окръжността с урависние
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хъ4-у<-|, която сс намира над оста Ох, и то описана в посока ΟἹ Точ-
хата A(l, 0) към точката #8(--1, 0) (черт. 104).

2. Същите параметрични уравнения (7) при 0<1<2х ни лават една
проста, гладка и затнорена крива — окръжността с уравнение X4y =],
“описана в положигелна посока (черг. 105), |

3. Параметричните уравнения
{8) х-аво51, y—bsint
пре 05/252п ни данат съшщо една за 1 BOPCHA, проста и гладка крива — елий.

ка

сата с уразнение :, + ;, --1, описана п положитслна nocoxa (черт. 106).

4. Всяка отесчка п равнината с проста и глалка крива. Както знасм
OT аналитичната геомстрия, отсечката, емглиняваща дисте различни точки

А(х.., р) и B(x,, у2), притехова следного параметричио представяне:

(9) хех, ф (ХаетА в ==,
където 0515 1.

Когато отеечката АЙ е успоредна на оста Oy, например свързва точ-
ките A(a, с) и #(6, с), къдета 4~ b, иараметричните п уравнения могат да
"бъдат записани най-проста MO следиия начин:

(10) X—=1, уее (а<1:<5).

Когато пък отсечката 48 с успоредна на оста Oy и св ързва например
точките А(с, а) и B(c, b). където 4-<:й, Тя мож: да бъде зададена с napa-
метричните уравгчиния

(11) x—=g, y—i (а5г й).

5. Графиката на есяка функция /(а), лефиниоана в един интервал
(а, b, представлява нраста крива. Тази нраста хриза « кепрекьсната и е He-
прекъснато дишеренцугма отчосно X, когега /(х) « непрекъсната в интер-
вала (а, А). Тя ¢ гладка, когато А) е л:иерепгичуема с непрекъсната npo-
изводна B гози интервал, Haneruma rpuginziea на £(v) може 2a бъде 3ае

дадена с помощта на следиите параметрични уравчения:
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1612 χτει, y=fl1),
1 къдета αΞιΞ . .

' 6. Ако ( 0) с елна неотрицателна функция, дефинирана в седин ин-

тервал (а, В), то множеството ΟἹ точките, чиито полярни координати, θ Η
р уловлетворяват уравнението

7 P==¢(9L

| !

7

' й
Черт. 105 Черт. 106

представлява също слна крива. Тя може да бъде зададена със следните MR-

раметрнчни уравнсння:

x—@(8)cos 0, y—¢( 0) sin 0.

Тази крива ¢ непрекъсната или непрекъснато диференцусма тогава, 
ка-

" тата функицияга ¢ 9) е такава.

В заключенис на настояшия параграф ще покажем как въвед
сното

тук понятис крива позволява да пренесем 33 функциите на лдве про
мен-

ливи теорсмата на Болцано ΟἹ § 24.

Fone множества M от точки « равпината ще наринчаме лине йнао

свързапа. OKO всеки две негави точки чогат да бъдат свързани п
о-

гредствам непрекъсната криваи, пежашиа изцл.0 ¢ M. Това означава,

πο-ποπροῦηο казано, че винаги когато (х;. Δ} 5 B(x,. г) са две точки

01 M. съшеству на Ттакава непрекъсната крива L. ¢ начална точка 4 и крайна

точка B, всички точки на кояте са тоачки OT M (черг. 107).
Сша можем да локажен следназа

: Теорема на Боалцано. Нека фъунксуичта Е (х. у) e nonpesscuama а

cono el свързана лиалеестево У и пека (). Δ ¥ (X, ) са две точки

и M. Ако Fiy, ν «« НАу y.). TO същестаува такава точка (2.4)

от Δ, за която имаме Е (5, )T A



- ΞΞ-.-Κ Α

Доказателство. Тъй като точките (x,, у) и (¥, у;) принадле-
жат на линейно свързаното множество M, те ще могат ла се свържат по-

средством такава неспрекъсната крива L, всички точки на която принадле-
жат на M. Axo :

X _'f (‘ )1 .Γ:ε(ηἆ

където a S5 βὶ са параметрични урзанения ΠῈ кривата L, то функциите

Ло)и а(гпце бъдат непрекъснати в интервала (и, ), като при тоза ше имаме

х -ЛДа), γ,--ἰἀία) ху.-Л(В), ν,-- }

Тогава функцията ф(1)--#1/(1). } им бъде лефинирана и непрекъсната

в крайния к затворен интервал (и, ), Тъй като

wla) - Е(х,, у,) и ФфФ(В)- Flx, ),

та фа) A : ψίβ) исъгласно теоремата за междиннните стойности o1 524 ще

съществува гакана точка T ег интервала (а, [}, за която me имаме

ф(1)--2. Ако E=f(t), n—glr), 10 -

FI& η)- Π 1{τΆ. ρ(1)}-- ψίτ)--λ,

С тава теоркмата с локазана,

§ 99*, Дължина на крива

Нашата залачц сега ше бълг да дефийнляме по пелесъобразен начин

понятието дължина на KPHBA и да посочич метод за нейното пресмязане,

Нека L ¢ кризи, зададена с параметрични урависния

Χ, r—gl)., uwz:ish

” Да раплелим ичтервала [a, β] н2 подинзеравлли NOCPEICTBOM точките

2Т П. ууе Щ --Й, КЪлето ¢ а (2-1,2,...,), и за всяко г ла

означим с Р, точка га с координати х,--/(1,), r;—=g(1,). Ако съединим no-

следователне точките Py, Р,,.... Р, с отсечки, ще получим една начу-
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агча линия. която ше напсчем виинсана в кривата L (черт; 108). Же-

лагЗки да опрелелам елно число, което да наресчем дължина на кри-

вата Г.. слествено с да считимсе,че дължината на получената по този начия

начупсна линия с по-малка ΟἹ дължината ,на кривата L, HO че в същото

BRIV, можем да направим лължината на вписаната начупена линия кол-

P

"

P‘l ΡΙ-Ἱ

Черт, 108

хото пожедлаем близка до „истинеката” дължина на кривата L, стига да

васмем точките P, лостагъчно гъсто върху L, Така по естестаси начин

идваме 10 следната

Дефициция. За свдна крачза L ще казвамг, че има крайна дължина

(пли проста, че има дйължича), ако мноместьота oM дьажините на

вниганите « нгч начущени линиий ¢ ограничена отеар“. ТП*ПННЛН горна

грапица пна таива множгетао ще пнаричам: йдьлжина на кривата L,

С оглед на онава, KOC 10 следва, ще направим елна бележка, Пека чрез

накос разлеляне на интереала (е, () i полинтервали есме получили на-

чупсиата линия L', пписана в далената крина Lo Ако KLy взетяте точки

на деление зобавим ноли, ш стигнем до HOBO, па-дробно разделяне на

интсрвала (а, В), на косто ш отговаря нова начупена линия LTM, съацо вии-

сина в L. В такъв случай дължината на начупената линия #”” ще б6ъде по-

голяма или равна на дьлжината на начупената линия . Това е Таки, за»

щето при построявансто на линията ἐ Π асяка OT огсечкигте Р. P, сь-

ставяши линияга .. се замества с някож начупена линия, саързваща точ-

καὶὸ Р и P

Главнияг резултат на настоящия параграф се съдържа B следнала

Тшреиа. Всяка нен лекъснато аифергизиру2ма крияа L nua дъл«

мжина. Aw o

( x=fu) ry=g(t). azr=f.
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са параметричните й уравнения, то нейиата дължина d(L) се дава с ин-
теграла

:

; Β

С) d(L)—= f ν 7 τ (

Доказателство, Нека L ¢ непрекъснато диференицуема крива с
параметрични уравнения (1). Да разделим по прбизволен начин интер-
вала [a, В) Η подинтервали. Ако

където f; <t (i=1,...,k)ca точките на деление при това разделяне, к
ако P, за всяко Г ¢ точката ΟἹ кривата L ¢ координати х,/(1,), y=gl1,).
то дължината на впиганата в L начупена линия PoP, . .. P, ¢ равна на

&

ZJ(ln_— ж.0:
4 |

Използувайки теоремата за крайните нараствания, можем Μ пишем

ХХа a=f0)=f(1, . ) - AN (e 1) |

УУ a8 )—glt; . Σ Ο Ν

Лдло т, κ τ ca тачки от инзервала [r, |, 1,). Тъй като функцните
(1) и α ) ca по предположение нспрекъснати и слелователно ограни-
чени в интервала (а, В), го неравенг:тниата(/"(1)|5 К и g’ (NS К ще бълзт
изпълисни за всички гочки на този интервал при полходящ избор на
константата X, Ето защо за дължината на начупената линия Р.,Р,...»Р,
ще нмаме

А
A .

Σκἶ(ἆ’; — X, )Ὲ 0 ""JT:-L)’ == Σ '.ν ́ ̓| ́ ̓ ̓' ̓ (1,)+ " „1;)-“1“*,1-1)
(ἐ τε "

А

SV2K а 4 )=v2K (B—u).
=1

Вижламс. че льължината HA вписаната в KPUBATA L нач упена ляния,която по-
лучихме ири едно ΠΡΟΜΊΠΟΠΗΟ раздасляне на интервала (а, В) на подинтер-

вали, не налминава сдна константа, независеша ΟἹ начина, O кой1о с из-

вършено това разделяне. Това показва, «е множество:о OT дъзжините на
всесвъзмежните пачупени линни, вписани в 1., е ограничено отгоре и че
следователно кривата А има дьлжина.

Нека ceta € е произволно положително чиесло. Поради pannomepHara

нспрекъснатост на функциите #3/) и κ } Ὧ}: #"З(г) н unteppana [α, А
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d. ΟἹ тези две функиви I3 бъле по-малка от
можем ΠΗ͂ намерим такова положително чисдо 3, че осцпилацията на всяка

€

й -
на То. В) с дължина, по-малка ΟἹ &,

От друга страна. дължината # /) на кривата L по дефиниция е rou-

ната горна гранипа на множеството OT дължините на всички начупени

яннии, вписани в L. Ето 3810 ше съшествува такова разделянс на интер-

вала [α, В) на подинтервали, че ако означим с A дължината на онази на-

във всеки подинтервал

чупена линия, вписана я Г.. кояТто се получава ΠΡῊ това разлеляне, ла

нмаме . :

(3) КЕ) ε.

Нека приемем, че гочките Ha леление при това разделяне са азпачени,

както по-предн. са- Гу £y ... . ἢ - Й, кълетат, εὐ При топа можем лд

CHRTAME, че са изпълнени оаше н нерапенствата

(4) f‘-t',_;*'f:‘i (-[-.. l'fl#ik)l

Наистина, ako за някоев разделяне на [u, В), за KoeTo ¢ изпълнено неравен-
ството (3), неравене г вата (4) не τῷ изпълнени, TO нис винаги можем да

лобавим HORH точки Η деление, гака че при пнопото по-дребниес разде-

ляне (4) вече да са изпълнени. В същото време дължината На новата на-

чупена линия, вписана Β 1„ която 1е получим при HOHOTO разделяне, Clh~

гласна нанравената no-pano белесжка пю 61,10 по-голям2 или рапнца на

λ н слелователно по-чголяма н oT ἀ{{}}--

За стойността на 5 бяхме получили израза

ὰ

).-Σ Χἔ τ ЕИ A

251

къдета T, и т,“ са точки, приналле жаши на интервала [1, . /) Да

образуваме и сумата

А

а- Σ V'f-;(\:‘)_*?:’”‘”h_;‘ 2

[T |

получена, ката 34 всяко | На MECTOTO N2 С сме поставили T, Ако ¢pab.

ним тези две суми, ше имаме”

ечч ие ил к

-0 = . Π η τ εῖ τ S gt =, )

ξ Ξ Fg‘u‘)_g- {ti‘)a“‘i_rl-l)'
=1

“ . T)r изцолзуваме 1:»1-(5310 а даказваие неравелетво

ψ Ξ b - κ τ ὶ е . τ||β. ,

валявдно за произвални реални числа o, В W г.

Φ Матсматичетти апалит 417



Ο Ξ--8 :.ΞΠ ΊΞΤ ΎΌ ] —— ..

Тъй като |т;--т,”|<:8 38 всяко 7, TO като си спомним как бяхме подбраличяслото 6, ще заключим, че

κ

&) il—u}gflju zt(fi_fi-l)‘—‘a':n“&—(fl—fl)=fla
ἐ--

От друга страна, сумата o, както веднага сс вижда, сс явява седна ри-
манова сума на функцияга ἰ (1)--273(1), образувана за разглежла-
ното разделяне на интервала (а, fi] на подинтсрвали, Ако 5 н s ca су-мите на Дарбу, отговаряшщи на същото разделяне, |0

(6) 15956,
Съто гака umamc обаче и

В

) sgfv’?”(r)-i»i”_{?)dfg&

цията „//(2)4573() в интервала [ty -а, Δ. Вземайки пред вил неравен-
ствата (4) и условието, HA косто подчинихме O, ще пидим въз основа на
нерапенствата (6) и (7), че

Да означим с m, и M, точната долна и точната горна граница на функ-

Β 
&

а- f У) ( «| S5 а 57 (Mi—m)(r—1,,)
| ( 1

*

. “

‘::'r_i," Z("i_fd-t)“a"{ “ ( --αἡ -- ε.

Оттук поради (5) ше имаме

3

|

μ

;;;ι-πΗ.Ἱπ"Ιᾳχ':(:Η ἓ'ἓἷᾗὠ!«τῖἓε.
Ξ |

ἘΜΗ

Β
(8) λ-ΞΕζ! .,„/[*2(:)-5-3"3(7):1!-::?.-3-38.

%

Най-сетне, като комбинираме неравенстлата (8) с неравенството 43),
както Ἡ с очевидиото неравенства 2.<4(4.), ше получим
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а (1) -36< f NI 87 dr<d (L) + 2,
@

откъдето следва, че

B :

53(1")—[\/’?1{!)—%-3"1{!) dt%{]a.

Тъй като с беше пронизволноа взето положително число, OT последното

неравенство следва равенството (2). С това теоремата с доказана.

Накрая нека вилим какъв вид придобива формулата (2) в два важни

частни случая. .

KaxTo вече отбелязахме, ако Д х) ¢ функция, притежаваща непрекъс-
ната производна в лален интервал [a. b). нейната графика е глаДка крива

L, притежаваша параметричнитТе уравнения x—1, у-ДЛи), където ἃ Ξ 1 Ξ .

Torapa 33 нейната дължина получаваме

&

(9) d(L)= f У () dx

Korato пък кривата L е заладена с уравиение от вида p- @ 0),
аз 85В, където 8 и р са полярните координати, а ф ¢ диференцуема функ-

ция с непрекъсната производна в интервала (а, В), кривата L се представя.
както зиаем, с парамсетричните уравнения τ φί 0) cos 0, y= φί 8) sin 8,

Тогава

(φ (8) οο5 0) 4 (ф (0) а 0) --ф” (0) cos? D+¢* (0) sin? 0

F (8) 51 8442 (0) οοκὲ D =02 (0) + @2 (D)

M 38 дължината на L получаваме

а

(10) d(L)- f „ е49) - o (0) 6.

ФормулитТе (2), (9) (10) най-кратка се записват така:

β

а {L)::j Mg,

[:

където х-/1), г--#(1), α Ξ1ῚΞ В;

B

4(1)-: f 1157 dx,
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Π Ξ Ξ ΓΓ Γ , ΤῈ - Ὸ -

хъдето у-/(х), asxgh;

В

d(L)—fv"pf pide,
4

където p=@(0), o< 05Ξ8.

Упражниения. Пресметнетс дължината па следните криян,.

I v=alt—snt), у--а(---со51); Ο Ξ ι < 25 (инклоилда), O1r. fa-

2. p=ull | «аз 9) (xapauonsa), Отг. M.
2 2 2

Lot Пу τ μ (нстроила) Упътвайе. Представете крината параметрично
Отг. ἕω.

Начертайте посечените по-горе крнии.

9 100. Дефиниция na H’pmmm}m нитеграл

Нека е далени cana крива / е парамет рични уравнения

(1) e--f(r), - ἐ Ὶ,

хълето u Ξ - . Нека осиен гтова с дадена функцията Fix, 1), за която те
предположим, че Π βΤῊ й облцст съдържа /. Да разделим ин-
тервала [u, | на краен Gpoit полинтеряали, ицацример е«ледните:

(2) “о! ’1]- “Н Гд], .. -[ἡ. - -'.ι]ι
къе

Ο Ν

и във ΒΟΣΚῊ OF 1o подинтеряали ¢, 1| да си изберем по слна точка г...
Ще nupeaess следните озпачения:

‘:.‘__'./ (T,‘)- ПГ".[НТ;Ъ

Тачките РА 11 очевилно разлеляг крипата £ на но-малки дъги, като.
T

ври това за всяко г огочката O, (5, 1) лежи на лъгаза £, P (uepr. 1Yy,

Нека cera обралупаме сума и

&

(4) А- З δίξι, nx =)
ἐ 1

В следвашия параграф ще видим, че има BLIPOCH. пра конто естествено
се сгига до суми отТ такъв вид. Предмег на този mapa раф е следната

Теорема. Нека кривата #.. задайдена ¢ параментричиине уравненил

х Е) ντορί) (asrsp),

" пепрекъсната и OUGCH това непрекъснато диференцигема отщи Ky X и нека

Е(х, у) е функуия, дефинирана ц непрекъсната във всички теочки на кривата
L. Яко ¢ дадена едиа издребичваща редица от разделяния иа интервала
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ἴα, В) на подиптервали и ако за всяко om тези разделяния си образуваме
'm0 една сума Ἂ ат вида (4), mo така получената редица от cy i

.(5) ll'}vzlnna‘l“-vt

#

е сходяща и нейната гранипа не Зависи нито от начина, по. който са из- -

й
7

» ἔιΞό

v 8 ф

A=p,

Yepr. 109

вършени отделните разделяния, нита OM начина, по който сме избрали
по δόνα точка « отделните подинтервали при тези разделяния,

Доказателство. Нека излезем от едно фикскрано сна интервала (а, β] на подянтервали, имашщо вида (2). m&uu;u?:;u_
τ във всехи ΟἹ подинтервалите [/, _,, () н XATO изнолзуваме отново озва-
ченията (3), образуваме сумата (4), която може по-подробно да се на«
пише по следния начин: “ ;

уе D ει , ! ()~ )2
й 4

+

Като приложим теоремата за крайните нараствания към разликите
S()=t -1), ше получим . :

| 
|

ъ=2 Е / (), в () (21--11-),

където τ е число, което, както н T,, се намира B интервала (¢, _,, #|
. Ot друга страна, да разглеламе функцията :

. Ф()- ЕДиг), gOIf(1),
която съгласно Условията на теоремата с непрекъсната в интервала (а, Ble
Axo образуваме римановата сума ¢ 3a тазн функция, отговаряща на раз- .
глежданото разделяне на интервалв [a, В) и на направения избор на точ-
ΚΊΉΤΕ 1, ще получим ' ”

-
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Η

σ τ-“-"ΣἙ (7(1), £ (1S ὐ (4--11-4).
i—=1

“ Torasa ше имаме

k .

h—0=3 ЕЕ) κ } / &4~ (g1, .
ἔσεξ,

Нека А е някаква горна граница на абсолютната стойност на HC-прекъснатата функция F 7 (1), #(:)) в затворения интервал (а, β] и некаозначим с & най-голямата or осцилацинте, конто функцията /1) при-тежава в отдедните подинтервали (2). Тогава

“ Ἂ

R=als ЗИе #аН () - е -
ἐξ.ἢ

.-ὶ

ὰ

<. К.Е(г,-:,„,)швкш-п). #
ἐκ- 4

Нека сега си стмним, че ни
от разделяния на ин гернала (а,

да образуваме за него сумите

беше далена сдна издребняваща релипа
[]. Да вземем л-тото o1 тези разлеляния и
А нас при иякакъв избор на точките T,Тези ane суми да означим сега съответно с A, и с.. AKO OCBCH това озна-

чим с 8, най-голямата ΟἹ осцилациите на. функцията /"(1) в отделните пол-интсрвали, участвуваши в п-тото разлелянс на интериала (ао, ), 1o съ-гласно Тон8, което нече пидяхме, ще имаме

Поради непрекъснатостта на функцията /”(1)
[, B можем с помощта на теоремата за осцилац
Πππὶ ε, -- ς Ето

B затворения ннтервал

инге да заключим, че
защо от "неравенстнвота (6) следна, че

lim (4А--6.)-- ,

О: друга страна, поради непрекъснатостта на функицията 1(1) рели-
цата ог нейните риманопи суми

п[:“!п---тпп:ч-*
Ε

KITOHIE към f p(r)dt. Тогава o1 равсиството
ἐὰ

β в
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-заключаваме, че резицата (3) е схоляша и
τ

£

lim &, — fcp(:)d:.
= 4

С ToBa теоремата е доказана, тъй KATO € OYEBRIHO, че HAMCPEHATR

гравница на редипата (5) зависи само 01 функциите 7(1), е1) и #(х. т) н от

"интервала [a. Bl .
Нека забелсжим, че доказаната Teopema остава валидна и ако 3aMe-

ним условието за непрекъсната диферениуемаст на кривата Д относно

хе условието за частична непрскъсната днференпусмост относно дх.

"Необходлимите 32 случая лопълнителни разглеждания могат да се предо-

ставят на читаТеля.

Всичко изложена лотук ΜΗ лава основание Tt разглежламе границата,

към KOHTO клони реднизта (5), като чиело, KOCTO е напълно опредслено,

KOFR10 са дидени кривата L и функцията #(х, у) (сзига те ла удовлетнворя-

ват условията на доказаната Teopesma). Това число ше наричаме K ΡΗ 8 o-

динеен интегтрал o1 Fly, vidy, BieT върху кривата /., и ше го 03-

начаваме така:

fF(_t, y)dx,
п

или ako A u B са CLOTBOTMO Началната н крайната теочка на кривата L:

fF(.r.. у) ах.
AR

При 1082 ние виляхмсе, че гова число « PUBIO на един определен μῈ геград.
Като напишем noapoGuo функинята of), ше получим

. в

(7) /.Р(.„т:, _r;d,u;_fF[fm, g Ζ )de,
AB а

Ако клината 1 е частичноа непрекъснато лиферениуема OTHOCHO у и

ἄκο нместо ὐ с«умата 14) излезем от су мата

а

#. -ЕР[;„ , τ
ἐτεὶ

τὸ като PAICLSATASANC по същ нчин. ше ΓΥΉΓΗΕΜ до понятието криво.и:.

неен интегралот F o, vidy Bepay кривата L, който ще означаваме така:

jFr.r, ъу ил fF (x, »)dy.
- 

“

4а#

Пгри ссва ше ичаче равснстасто
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щ ч ц — " к s Е
В

(8) Ι Fx ))άντ- | Е1/0), ауе (е
48

Пример 1. Да пресметнем криволинейния интеграл

[ угах,

къдста Е е полуокръжността, зададена с уранвиенията

x=acos/, y—asin t, 0Sr<n (а->0).

Ще имаме

H а

[J" d.r:a’[sin* tdacos [-τ -—a’fsin* rdr.
. 0

Пресмятаме този ONPCACHCH интеграл и получаваме

Ге ре

Пример 2 Да пресметнем криволинейния интеграл

 ̓ ! (x* 1 }») dy,

където 4. ¢ частта o1 параболаза ¢ уравнение г- ¥°, свързваща | OMKHTC
(0, 0) μ (1, 1),

Тук имаме параметричните уравнения

хе ἐπ , 0<1<1.

Тогава
1 1

[(„,ч:д+у)4у-!(г3+13)613-2](#н*ъш

ааа . РЯ--s'\' . 4 ΐ' [„-"3"*"-“*
Ако аземем кривита L, заладена с параме:ричните уравнения (1)

HO Описана в обратна посока, T. с. от точката #1 ЛВ), я ()) kM точката
# (Да), #а)), то ката напишем паримстричните уравнения на лъгата
а

ΒΑ вьв вида

:f_'f(—-f }1 Y=g (—‘I )ч

кълето «-В5г5 —a, ще получим
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e

fF(.x. y)d.r—-—fFU‘t—:}. gt / (—rt)de
” -

а

- -]г (F L), g Σ ) ετ

T. €.

(9) fF(x. Vdy— —fF(x. ууах.
84 я

Mo съшия начин получаваме

(10} [Fx. ndy— - [Fx υγαν.
” 5

Ако при условията на теопремата OT този параграф с лалена и една

Ффункиня щ ), която с CTPOTO растяшта и диференцуема с непрекъсната про-
изводна в някакъв интервал (а;. Й,| и за която еа и злшлнени равенствата

ща,1 . ) — B τὸ параметричните уравнения

(П) τ (щ 5)), кащ А,

кълега @, <3< [}, представят, KAKTO имахме случай вече 1a ет бележим,
сътате криве [, коятр Oe зададена с уравненията (1), Като изхождихме

ΟἹ параметричните уравнения (1), получихме

B

[F(:c, y)d‘xsz (1), g (D) (1) τ

На axo в определения интеграл,. написан В дясната сграна на Гова ра-

венства, изнършим смяна на променлиянТе посредством вубетитунижята

τ ι } TO ще получим

. 8,

’le. _%')di—fF [f (s, ЕУ (ὦ ()) и ) 45
Ἷ

Τ. е. ше стигнем O съшия ингеграл, който бихме получили, ако бяхме

излезди ог параметрични:е уравнения {{{]. Същата бележка се огнася,

чбива o2, Η 22 криволинейния интеграл | Е х, уму.Р Р

Друга също почтТи очевилна запележкз : слелната: Axo и-у-тЙ, 1

Точката С( у). #(у ) разделя кривета 4B, залалена с уравненията (1). на

две дъги — дъгите С и CB. Тогава ot равсиството

]П!ш. 2/ (11аг
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v B

-fifflf(:), g (DS (:)dr+fF[f(f). # (Π]} ́ (1) 4
с 

т

получаваме равенството

(12) Ле »)αχ-- [Ἐπὰ| зах+ [ Fx, ууах.
AR ае Β

Аналогично имаме

(13) [Επ, γγάν-- Г Е(х, may+ [F& »nay.
Al AC ξῈ

От друга страна, когаго една крива L е съставена от краен брой не-
затворени, непрекъснати и частично непрекъснато лиферениуеми относно

" ἤ e

Xy респектгивно OTHOCHO ¥, дъги A A Ady, ..., £, A, ., N0 зефиниция .

приемаме, че“

f F(x, у) йх
Π

(14)

- ЛЕф, нах+ Ге γάχ ееа [P ууах
A4, A A, ΕΝ

и

Г P и
ааа

(15)

7 ]Р(К. е# + th.'r. My g+ f Fix, yydy.

s, A j::‘u'l
Нека забележим oute, че когато кринала L е затпорена, очниаченията

f Е(х, χ и [ Е (х, у) и
i

грябва ла бъзат причлружени с указание B коя MOCOKA с« оицедна тазц кри-
ва. Ако L е езна проста загеорена крива и ака ¢ /.” олкачим кривата .
описана в подожизтелна посока, а с 4 - съшщата крива, ониесзна Β огри-

цатедна посока, Τὸ очевидно

“ Десна сс вижда, че до същате раненства бихме стигнали, ако бихме азслн
A

опвова парамстрично ипредставяне на криявата A 4, KOCIO сЕ палъучана Ul papis-
- S~ а Е

MCTPHMIIHIC прелставяния на кривиге 4,4., A Ay, ..., A, 4, [0 начина, паказан
в болежката пол диния sz стя. 410
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ДГЕ«к, у)дх -- f F(x, y)dy, tf F(x, у) ду- -- [ Е (х, y)dy.
Li‘ L— , -

Най-сетне ще пишем по лефиниция

),Γ [P(x, 3)dx+Q(x, ¥dy]— | P(x, у) ἀχ J‘ О(х, у) д4у.
#

А

Нека споменем специално няколко прости примера на ърннолпнейнп

интеграли. които ще срешаме н по-нататък в нашата работа, Когато AB
¢ отсечката, свързваша двете точки Alx,, Ρ ἢ Мх. у ) използувайки

параметричните н уравнения

{[6} X=X, =1 ТЕ НЕ Ρ ἘΜ АН

кълето 0<151, ше получим

1

(17 fl ‘d.rzf(.r: o) Ш =Xy —X,
AR 9

и

" i

(18) j ! .d}"f(}';—}'g)df — V=Y
а

„

Ако отсечката АЙ е успоредна на оста Оу (и следователно X, - })ν

TO първата ΟΥ ABCTC функции, участвувнаши п параметричното прелставяне

(16), ¢ константа. Ето зашо 34 всяка функция #(Х, у) тогава ς имамсе

(19) fF(.r, vydx -,
Al

—

когато пък отсечката 48 ¢ успоредна на ocTa Oy, ше имаме

(20) Ге oo,

Накрая нека забележнм, че ако ἐ € непрекъснато диферениуема крива н ако

Flr.y) Е К, τὸ 8 силда © неравенствато

::frm, vrds =K.dil,

къжто dill ¢ лължината на кривата L

Hancrama, axo

се ДИ, y=gi1) ἰα ΞῚΤΞ βὶ
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«а параметричните уравнения на краватя L, ше имамс

B

l[ch. yrdy | — ff'lfu_l. Π (0 4| :
A A

:';‘Kf!f'(flla‘!:ifl'j VIO T а = K. d (L),
% 

«

Анало ично се устапониаяа и неравенс тяста

[Г(.с. уту] =K 4 ([.

У пражиении. Пресметнете с-лелНите крияолинейни ннте рали;
. -- 

κΝ I{x"’+r*]d1. Khizio A8 с частта ее слинсата с уравнение „ 4 у =1,

свързешша точките AW, 1) и B(V2, Ὁ) καὶ лпежаща н първия квадрант

ж
От “j ч” Ξ-

а1. [{1 twvldy, къщ Al ς OIWCHKIB LA,
AR

Β Ὶ τ

определени ΟἹ течките # (0, Δὲ αὶ

5
Отг. '3

+ [т.г.»!.. εἰὐν}, където AN ¢ o ὙΜΠΕῚ DT хинерболата с уравнсине & b = I,
а |

FORIO свързва почките A1, 1) 4 B{I, -r) -

ὥτγ З

4. !Гпу да4ае"ру, къцето Ге "риъгълнякаг, айуе делен Y поченте ли 1y,

Bi2, и СИ. н описан и посака, обратич на посоката на часонниконата стрелка.

. 4
Отг. Зе 4,.--- 7
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8 101. Един пример от физиката

Тук пе се спрем на елин ΒΌΠΡΟς OT физиката, приа който се стига до

криволинеен HHTCrpan. Както е известно, ако върху елна материална

тачка, лвижешща се праволинейно. действува постоянна сила, чиято по-

сока съвпалда ¢ посоката на движениета на матсриалната 1очка,то рабо-

тата. която Τ Ἢ μ нзвършаа за даден ПЕРНПЦ ὍΤ времес, с раннп Ha Црп-

извелението OT големинатга на силата и изминагия път. По«гложен е слу-

чаят. когато посоката па действувашата постоянна вевила Е ne съвпала с

посоката на движението на матерналната Точка. В гакъв случай. ако Р н

О са сьптветно проскиуините на нектора Е върху коорлзинатните оси Охи

Оу и ако движештата се правослинейне точка с изминала отсечката Л) A, B

посока ΟἹ точката 4,(x,,1,) към точката A (v, v.) τ извършенага ра-

работа сс лава с нзраза 
-

Ple, х ( ка )

:

ὰ «а къотвеТтно проекцииТе На вектера A 4, върху еси-

те Uy μ Л.

Нека cera ПНРЦЧСТРПЧНИТС Ъ“ГЩВНСННН i i

( х- Uy v—glt) а52

пре лесталя:т една проста и глалка криняа Л с начална гочка A flu), σία )

кранйна точка 8елъ Ρ βῊ ἢ нека вдна материална Точка описта тази крива

в посака от 4 къч Й пол лейстВвиетео На някакни кнай #, Koo не е no-
+

стокина. Тъй като силата Е се мени, нейните проскини пърху координат-

ΠΗ и Qv i O3 ще бъдат функцни нд 380 τ коардинати ки ий подоня-

ната тюочка Ла означим 6Η проскцини CROTBETHO с POy } ὶ (Жх, 1) н

да презпо ъжим, че те са нейрекъснати фУНКЦиИ ΜῈ Ха . Залачата с« да

се дефинира понятиетео работа, изпъфиена през премк на авнижението На

ΜΗ ΡΗ Δ ΤΑ точка пе Крипата Хм ὰ εὐ намери начин 30 пиеемятането

НнНиа ΤΑ ΊΗ РДЦНЗЦА.

За а решим Τ ΤΗ залача, Ν ΠΗ ΘΗ н заместваме ¢ една по-

проста. която ΒΗ е позната.За целта разлеляме интераала fo, | на красн

броц полинеразан. Нека тези пелицтервали κᾷ

2 П. Б И. 14 Дащ .
кълето

Ц-“дгй”-з. . Ξ {ξῇβι

и пека изберем числата τ .. .t 1ака, че Пе . 4) upn

еЕ Т2 „Е Да въведЗемо азнпаненията

Т Р Т =00 ПЕ И

-

1314 Бе НЕ =) 11-0. Г.-...А)

Ἡ да разглецаче ТочкиТе

4 -“’u!".'} ‘LL ."!,1'\1~ F,l’. κ -.'ἰ,ιΙ Хае .‘_J.)" B
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σιίξι, ηι), Ομξ,, ) ,...., μξ 1y )

Нашият метод се състон в това, че заместваме кривата L, по която
се движи разглежданата материална точка, с начупената линия, съставена

ог отсечките AA,, А;,А,,..., 4,..14) (черт, 110),

Като считаме, че материалнатщц точка описва тази начупена линия
ще приемем осиеи това, че когато ги се движи 10 далена огсечка A, A,

върху нея действувц постоянна сила и за проекцни 1A тази постоянна сила

върху коордицатинте оси ще приемсем проекциите на силата Ε,
———

KOHTO отгаварит на гочката C,, лежаша на дъгата A, (A, T. е. ще при-
смем, че те са сьъответно P(E,, 1) и Ο(ξ,, д,). Тогава работата, която ма-

Ттериалната точка извършва при движениеТо си по отсечката 4 _ A, ше

Оъде равниа на

P(E, (X χ Θ &, η (v, τταν )ὲ

а работата, извършена OT нея след описзането на пялата начупена линия,
ше се дава с израза

k

Z[P‘Efl' np} ("‘;_"'i-x)":'Q(Ee* Пд)(-тн -:Г.--,]].
ш -

Ние имаме оснонание да считаме така получената сума за приблизи-
Телна стойност иг търсената рабата, толкова по-близка до „истинската“.
колкото по-Гъсто е разделянето (2) на интервала (а, В) на полинтервалнк.

Тази сума обаче, когато вземем една издлребнявата редицна от разлеля-
нмя на ивтервала [u, В), клони, както знаем, към криволинейния ин:с-

грал
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- !f [P(x, ууах-+О(х, y)d¥].

Ето заше ние по дефиниция приемаме, че работата, която се извършнва,
когато материалната точка описва кривата L 1101 действието на задената

il

сила F, се дава с горния криволинеен интеграл.

§ 102. Случай, когато криполинейннят нитеграл
не зависи OT пътя на интеграрането

Има езин важен случай, при който сгойността на криполинейния -
тегал

( 1Г [P(x, ydxt Q(x, #а1

зависи CAMO ΟἹ началната и крайната точка на непрекъснатиата и частично
непрекъснато диферениуема крива /., Mo KORIO се извършна иянтегрира-
HETO, но не и ог самата крива L, сти! а тя да дежи изияло в иякоя отиапред
дадена област D н равнината Oxy. В този случай нис ше казваме пакрат-
KO, чее криволинейният интеграл (П не зависи OT пь-
тя на интегрирането в областта D

Ще локажем следната

Теорема. flexa D с сдно отварена и динисано свързина миоместаа
в равиината Oxy и нека функцуиите Р(х. у) и Оцх. г) са иепрекъснати
в D. За да ие зависи интегс ралът (1) om nams на μ пиранета н пбласт-
та D, с неийхоаима и досптатъчна ийа същесткува такава iy s
D(x. ), dedunnpana и dufepentiyesa частца какта егпрями X, така и
спряма |к Р която удовлетворяда « О павенствата

(2) Ф,. [.Г* уъ.. Р(Х, ..ν)ι- Φ; {I, V) " Q ("τ' y)"

B такъв « пъчай, ака Ala,, й,) и B(b,, b.) са съответно пача пийпа ц клай-
ната тачка па кривата L, лежаща & D, имиме

с) 1P χ - О(х, 2)41 Wby, δῃ- ᾧ ( а)
g

Докатзлателетво. Ще установим най-цнапрел необлодимокстта
а условиеТо на теоремата. Да предположим, "с криволинейнияг инте-
грал (11 не Зависи от лътя На интегриранети а облаетта 0 и 13 аземем една
Фиксиграна Точка A{Xg, .) OT гали абласт. Ако (W, у)е нроцзвелина Точка ΟΥ
сбластта D) то кримолинейнихг антеграл (1), 3@l върлу кеяго и ла било
непрекъсната и частично непрекъснато диференцуеми крива L, свързнаща

Тези две ΓΟΜΚῊ И деждюша в DL ше зависи сама 2г точката (х, у) и може да

бъде азначен по следния начин:

{5, #1

Ф (x, y)-.—.j [P(x. yydx -О(х, y)dyl.

Глъ Яе
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Ще покажем. че функиията Ф (x, у), дефинирана с помошта на това
равенство в областта N, е диферетуема частно както спряма X, тъй и
спрямо у във всички точки на тази област. Наистина нска Bix,, у;)с

една произволна точка от областта Л и нека числото Л е взете така, че

8(xy,) С( « !?,у,)

A{ X, )

Yeps. 111

гъочката COv - v st ай лежи п D, Ще запишем стайностите d(a,. г 3
и Φίν, -Й.а, | с помотщта На рявенстиата

еащ 1  ̓

Фу у) - [ [Py, у) ах+ Отх, 1)4)
а vpl

"

(J.| ! ἠ. 'l‘)

Do, +h oy — f [P(x, ) ώχ- Ο , ») (},

ε. Ку

кълето пъйвичт крийслинееи gniel pidi € взег Π някаква лш:юрсзщусмп

крива Lo евърлнана Гочки ге (л i) й #(ху. К,) и лежаща” в D, а вто-
ΡΗΒΙ — Пе кривата, съставена е4 кьщата ἰ А н ΟἹ отТсечката 8С (черт.

П1) Поради tond, че отсечката BC с успорелиня ни octs Ох, ше имаме

Ф + γ1} πἘ χ _r;)—-f[F(.‘c. ndx+Q(x. vydy]
Ие

Xy b

-.ffit;\:, у)й: =fP(.r, х) dx.
Bl Ж

!

“ Порадзи това, Че плинейно свързанеата миожества D ς отворено, всска лъе

HCTOBH ΤΟΎΚΗ могат да Бъдят спързани с крива, KORID с не само непрекъсната, HO

" диференцуема 1vE обаче няма 13 сс спираме на докаталелствата на τοῦμ Факт.
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Към последния получен интеграл (който е обикновен определен инте-

грал, а HC криволинеен) прилагаме теоремата за средните сгойносги и
получаваме

Φ[Ιι P, }'I)—(D(Ilt yl):-hp(g‘l J'!)v

където 5 е-число, HAMKPALIO се между X, и X, +A.

Като използуваме непрекъснатостта на функцията #(х, 3), ше полу-
чим

“ = + - Ф фФ„:. ‘.‘xh У:)=Нтф„" +е г„-*--*--(х лА ) Н Р(Е, y)=P(x, γὺ.
А ἀ - κ

Тъй като точката (х;. y,) беше избрана произволно Β областта D, то ς
това равенството

Ф (x. ))=Plx, у) .

с доказачо за всички точки от тази област. Па аналогичен начин се вижда,
че

Ф,(х,. у)-((х, у),

Ще преминем сега към доказалтелстлото на достатъчността на усло-
BHCTO на теорсмати. Нека ни € извсстно, че съществува една функция

D (v, ν). даефинирана и диферснцусма частно спрямо х и спрямо ¥ B οὔ-

ластта П и уловлетворяваша в тази област равенствата (2). Нека ¢ дадена

и една диферениусма крива L с параметричии уравнеьия

x—f(1), y—glt), a<r<p,

ACABULE изцяла в облалта D, началната и крайната точка на KORTO са
съответно A(uy, а,и #(6;. b,). Съставната функция

RN --Φ (SN #(23),

дефинирона в интервала (а, В), е диференцусма в този интервал и

е(ФАИ) #й0) D, #(е .

Като вземем пред вид равенствата (2), получаваме

Ф) Ρ ) (O (1) QU #й .
Тогава ше имаме

f [Pix, ¥)dx 1 Q(x, 1) а|
L

в

-1 Рй #йИО 7 ἢ), κ (0}} (1] dr
=

£

- f Q' (1) dl —@(B)— @ (а)- Φίδι. b)—D(a, ay).

14КОТ ая Π IS ЗЕ ЖИ 
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С това равенството (3) ¢ доказано в случая на диференцуема крива L,

Ако L е непрекъсната и частично непрекъснато ,:шфсршщусча крива,
в тт

съставена от незатворените дъги A A,, 24“ е.. ,A,A,:., (където 4,=

=Ad, A,.,=B) и дежаща изняло B В, TO като запишем нвсяка от Точките

A; съответно чрез (4, 4 ;), ще имаме

f (PG5, Йахг Qs ») - У [ 1P пах+о(х, ал
ἘΞΕῚ Α

;Σ[Φ[π’. ́’ ̓. “') Ф(й..дд)!

ἱξὶ

=@, Σ ")--Φ (@, а,)-Ф(6,, b}—D(a,, a,).

По такъв начин равенството (3) e доказано в общия случай, а or Tosa pa-

венство инспосредствено следва, че криволицсейният интеграл (1) не зависи

OT пътя на интегрирането в областта . С това доказателството na тео-

ремата с завършено,

Често, за да отбележим факта, че елна функция Ф (х, у) удонле творява

равенствата (2), казваме, че изразът

(4) P(x, y)dx+Q(x, y)dy
представлява нсин пълесн диференциал. Ето зшищо Toxy-mo доказа ата

теорема понякога ке изказва накратко така:

За да не 1ависи криволинейният шипсерал (1) om пътя на интегрира-

пето « дадена атворена и лийейна свързана ойласт D, е необхадимо и до-

статъчна подинтегралнияе израз (4) да предстааплява пълен диференциал

на инякоч функция.

ἰ;

Черт. 112

Нека отбележим оше следнота!: Когато кринвата L е затворена, на-

чалната и крайната й точка съвлнадат и равенството (3) ни дава

(5) ΙΓ [P(x, ¥)dx кО(х, ¥)dy]=0.
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И такха, ако криволинейният интеграл (1) не зависи OT пътя на нитег-

рирането в далена област D, той е равен на нула върху всяка затворена,

непрекъсната к частично непрекъснато диференцуема крива или, както
казваме накратко, върху всеки затворен контур, лежащ Β D. Вярво е и

обратното — ако криволинейният интеграл (1) e равен на нула върху всеки
затворен контур B D, той не зависи от пътя на интегрирането в областта !
. Нанстина нека L, м L, са две непрекъснати и частично непрекъснато
диферсниусми хриви с обща начална точка 4 и обща крайна точка #.

„Ако означим с L;' кривата L,, описана в посока ΟἹ B към A, то кривите

L, н L," ще образуват, заедно взети, елин затворен контур L (черт, 112).

Тогава ще имаме

=-Lf[P(x. »dx+Q(x, y)dy]

- [ [P(x, y)dx+0Q(x, 4 + [f [P(x, y)dx+0(x, ») 4)

- Lf [P(x, ¥)dx+Q(x, ν) ἀν)-- { [P(x, ¥)dx+Q(x, 4)

откъдето

(6) [ [P(x, »)dx+Q(x, y)dy]= [[P(x, у) ах+ ( (x, y)dy).

4 103. Hamupane μ функция, пораждаща пълен диферслциал

Във връзка с доказаната в предишния параграф теорема възникват
следните два въпроса:

а) Когато е даден един криволинсен интеграл or вида

а) [ [P(x, y)dx+0(x. y)dy).

как може да се yiHae дали подинтегралният израз представлява пълесв:

дуиферснциал на някоя функция, т.е. лали съществува такава функция

Ф (x, ¥), която да удовлетворява равенствата

(2) Ф.! , у)- Р (х, +), Ф, (x, ¥)=0(x, +)

в дадената област П.

6) Ако знаем, че такава функция съществува, хак може тя да се на-

мери.

ряогшворите на ΤΕΊΗ два въпроса се дават с помощта на една теорема,
към която сега ще преминем. При това отговорът на първия от тях се

съдържа в самата формулнровка на теоремата, а що се отнася A0 отго-

вора на втория въпрос, той се получава в процсса на доказателството на

тази теорема. За простота ще докажем TCOPEMATA само за случая, когато
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областта D с правовгълник със страни.,
или пък съвпала с пялата равнина, въпреки че IBBPUCHHETO й меже σπбъдсе доказано и 38 области ot по-сложен вид.

Teopema, Нека областта Р е отадрен правоъгълник, зададен ¢ нера-венствата

(3) a<ix-zh, c<yad,
пли пък е уялата павиина и нека ca дадени две функуии Р(х, у) и Qfx, V) непрекъснати и притежаващи пиепрекъснатие частни произвадни в областтаD. За да съществува фупкуия Ф (x, y), дефипирана и дифсренигема частноспрямо X и спрямо ге Dy удовлетворяваща в D равенствата

уепорслни на коорлинатните оси,

(2) PG 2) Р (х, 1), By, 2)-О(х, +3), |€ необхадимо и достатачно за всички точки от П да бъде изпълиесно pa-«венствота

(4) P, 1)-0,(х, ¥).
Доказлателетво. Необходимоста на условието 44) се виждаведнага. Найнстина or ранснствата (2) получавал:с

Φι - ι 1), @) ν).- Q. (х, 1),
OTKLACTO порали непрека«патостта на функциите Р (α, o ( , +) слел-ва равенството (4) въз оснояс на 500ремета за репенство на емексните npo-HIBOAKHK от 70,

«

Ще сс занимаем сега « вь роаса сщ лостатъчнастти на услението (4).Kato предлолагаме, че rona YO ΡΗ е ичпълнено в областта D, e намс-ΓΗΜ такава «ункция Ф(х, 1), л.( пенрана я D, която Yiaouw.reigopaea ра-венс т ната (2), При гова ш2 ичали: NPCT et случая, когато областта D еправоъгълник, залален с нерапенствата (3), но разсъжденията 11O съвселOHEBILICH начин се пргицеят и за случая, когазо D с цялата рианина, кой-TO случай в въщност ¢ по-при CT,
Да вземем enno фикеирана v, ΟἹ интеΡά (@, 6) и при пякакво фикси-рано ¥, взето ог циитерияла (се, ), с4 образуваме опрелеления интеграл

+

(5) | ̓ PG п |
X,

кълего vy e ΠΡ(ἹΗἸΒΠ.ΠΗΣἹ TONED ( 4
лява очевилно функцин на v и 1
MOCTABINM за цел

и ервала (o, #), Този интеграл npeacras-
" дефипирани в οὔπδοττα D, Не ще сиAV намерим елна такана фупкция y()) на променлива-та ν, дефиниране и диферениусма в интервала (¢, d), че фуккиията

By, г)-- fPu., У) -y (1)

A3 притежанва свойстватл на търсеназа ΟἹ нас функиия. При тоя2 Ясно οЧе както и лда изберем ψί."}, равенетнота

O ΕΝ =Py, т)
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ще бъде изпълнено във всички точки на областта D. Нека изразим сега,
че B D ¢ изпълнено и равенството

Фу(х, у)-0 (х, »). '
Ще изнолзуваме теоремата 38 диференциране под знака на интеграла от
§ 84, приложена при фиксирано х към интеграла (5), като диферснцира-
ме“ относно у. Ще получим

i

#

" .

(6) О (х, »)Ξ f Py (e, у)« у ().
ж. 4

Оттук ще намерим (i) като ΠΡΗΜΉΤΗΒΗΒ функиия на разликата
x

() О (х. +у)- j Py (1, уа

Ag

B ннтервала (с, d). Tosa ¢ възможно Ja бъде направено CAMO ако разли-
ката (7) е функиия na единственага променлива г. Но случаят е имсино та-
къв, тъй като частната производна на тази функиция спрямо х с равна на

О (х. =P, (x.y),
израз, койго порали равенството (4) е равеи на пуда за всички точки OT
областта D, Fosa показва, че функцията (7) е константа 1O огношение на х
в интервала (@, #) при всяко фиксирано к or интервала (г, 4), T. е. че тя
фактически не зависи от х, a ¢ функция само на у,

Обикновено при решавансто на хконкретни залачи OT този пид инте.
гралъг #5) се записва като неопределен интеграл, тъй като тана не до-
вежда ло никакна неяснота,

Прамер. Да се намери функцията B (X, у), пораждаща пълния
диферсенинал

(8) (х-- ЗАу : (44 ЗАу
Палагаме

Pix, 11— 3е 3t Oy ν)-τ - λυθν
-

“ По-пцезробно това стона така. Нека дДепумнем, Че ττν vy, Н ΠΕΚῊ ру © еааа произ-волна точка ег итервала G, 4) Избираме & - 0 гака,. че интсрвалкът [γ--ὅ, гастг81AR Се съпържа MU0 в интералала (¢, . н разглеждаме Ффупнецията Plr, г) в Ззагиоренияправоъгълвик, опредзелен Τ пепавснствата

*532!% Xy ἆὓ-ὁἓ} Ξ!ὕ - 0.
Τοῦν плавоъгълник лежи изице 10 я D, поралди KOCTO εἰ отношение KA него са изпълнениУвлОовията на Теаречата га зиференинране 110 1 знака на ичтеграчла, Това ни позволява
A4 извършим В интеграла (3} Зийелечииране итногно У а точката ту Ца тъй KaTo ваOc взето ираиззолно OT ицтеразла (¢, «) Τὸ Lo важи 3а ясички ΤΟΜΚῊ OF Τ йатер-Бал,

Случаят, ΚΟΓΆΤΟ х тлу се разглежла MO сещия вачин. Ш се огнася до случаяХ- Аъ TO TUL е по-прост. T кага Тогана райсцкстаото (6) се получаша,. О63 изобщшия да<С прибягва към зиферснииране пот зчака на низеграла.
-
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и виждаме, че условието (4) е изпълнено. Следователно търсената функ-
ция Ф(х, у) сигурно съществува. Съгласно описания METOX 38 нейното на-

миране ще имаме

Φα, я- Гоз+3ю)ах+м 0)- +3 24+у0).

Ще диференцираме това равенство OTHOCHO у и ще вземем пред BRI, че

. | Ф;,(хз }’):ρ (х, y)'
Torasa ще получим | ,

Y2 Зхуе ЗА ИО)
RIA

: ц )=y
откъдето

| !

v(y)= - ».

Следователно

χ 4 3
(9) Ф(х, у) еру

Лесно с да се провери, че така намерената функиня @ (х, у) дейстлаително

поражда дадения пълен диференциал.

Като използуваме получения резултат, нека пресметнем например

криволинейния интеграл

(10) [ 102 4+ЗхуЗуах+(394-342 у) 4ду),
\

където L ¢ никаква гладка крива, свързваща точките (—1, 1) н (3,0), Тъй
като изразът (B), който CTOM под интеграла, представлява, както вече

видяхме, пълният диференциал на функцията Ф(х, »), даваща се с равен-

ството (9), то съгласно формулата (3) от # 102 стойността на интегаала

(10) ше бъле

®@, ο)--Φ(-|, )8 5.“.
A T 7%

Упражнения, Прссштмту: следните криволинсйни интеграли, азстя яърху πρὸ»
изволиа гладка криня L, свързваша посочените две точки, като предваритслно по-
кажете, че NOU HETerpana стои навсякъде пълен лиферснииал, и намерите съптастната
функция, пораждаша този диферсициал:

1. Ir ((2к+ Зу)ах++(Зх--4у)ау), къдета L свързва точките (0, 08) и (2, 4).

Отг. — 4.

2. [(Zysin xdx-cos2x dy), където L свързва точкнп[-:-. Ἱ) к (-Ξ.. 2).

1
Отг. o "

438



3. f[yxz‘ dx+(x=1)*dy]. кълето L свързва точките (0, 1)# (1, 2).
Οττ. 1-

§ 104. Формула на Грян

Забележителната формула на Грин JaBa сдна връзка между поня-

тията криволинеен и двоен интеграл.

За удобство ние ше наричаме една област в равнината нормално

разположена относно оста Ох, ако нейният контур представ-

лява проста затворена крива и ако тя може да бъде разделена с помошщта

на отсечки, успорелни на оста Oy, на краен брой подобласти, представ-
лявашин криволинейни трапепци, нормално разположени OTHOCHO оста Ох,

всеки два ΟἹ конто илн нямат обши точки, или имат само контурни общи
точки. (На черт. 113 ¢ показана слна такава област, която е разделена на

пет криволинейни Tpaneua.)

Аналогично една област ще наричаме нормално разполо-

жена OTHOCHO оста θ)}. когато контурът й € проста затворена

крива и когато тя може ла бъде разлелена поередством отсечки, успо-

редни на оста Ox, на красн брой криволинейни трапсця, пормално pas-

положени относно оста ().

Когато елна οὔπασι в разнината с нормално разположена както от-

носно оста Ох, така и относно оста Oy, ще я наричаме нормално

разположена в равнината. Именно за такива области се оТ-

нася и формулата на Грин, която се основава на следната

Теорема. Нека R е една затварена област, пормално разположена

относна ocma Ох, и нека функиията #Р(Х, у) е непрекъсната и притежава

непрекъсната частна праизводна Р,Цх. у) в някаква отворена абласт D,

съдържаща R. Ако ¢ L e означен контурът на R, описан в положителна

посока, mo

а) [P, пах«- [ Геу @ ndxdy.
& к



Ako пък областта К e пормално разположена относно вста Оу.а О(х, у)е
фуикция, която е непрекъсната и притежава пепрекъсната частна про-
изводна О/(х, т) в D, те

с) Jow пау- [ fa.  ́ paxdy.

Доказателство. Hera най-напред R e криволинесн Tpaneu, nop-
мално разположен OTHOCHO ncTa OX, зададен ¢ неравенствата

asxsh, Л(х)5у5/4).

Tyk fi(x) и fi(x) ca две функции, пепрекъснати в затворения интервал
(в. #).

Както знаем, имаме

« h f:‘:l

(3 fl Р, (x, у)ах ау — [[ { " ( у d,r] εἰχ
ὰ Π fitx)

»

- j Ρ 2 (X0 — P(x, fi(x))] адх.

Ot apyra сграни, ако означим ¢ L, графиката на функцията у -f,(x)
а с /., гра | нхата на функцията и--/(х) и ако 4, и B, са съотпетно начал-

ната и крайната точки на #. а A, 0 #8, — началната и крийнцта точка на

ἴ : (черт. 114), 10

ὰ Ly

I 4~ ¥=5H(x)
.y

! 4

! |

| τ . τ8ι еа τ ο
| п

ееее — =

!

Черт. 114
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то вземем прел вид, че отсечките B, B. it А .4, са успорелни на оста Oy,
εἰ κατο използуваме 38 кривите L, и Д . параметрични уравнения OT типа

на уравненнията (12) ΟἹ § 98, получазаме

: [Pix, хуах- [ Р(х, v)dx— ΖΓ Р(х, у) ах
: L 1 s .

& &

= [Pz Л) ах- [ 15 /аСхуах.

Ῥαβομοτβαᾶτα (3) и (4) ни лават равсенството (1), KOETO MO ΤΟῊ начин е

доказано 31 случая, когато K с криволинеен трапец. разположен нормално

сотносно ocra (х.

Hexa ссга Х с произвелна област, нормално раезположена огтносно

оста Ох. Ката я разаеслим на криволинейни трапеци R χ ..., R,

ше нмаме, ΟἹ една страна,

() ff P, (х. уах dy—-ffP,'(x. wdxdy+-- =
o i

- f f P, ς узах 4у.
”

От друга страна, ако с [, означим коптура инз областта R, описан в
положителна посока, ше имаме за BCRKO г (кьаето 1- |, 2, ..., 1) съгласно
формулата (1) за криволилесн трапец

(6) fP(x, vydy— — ffl-‘,‘(.r. Vdydy.
- k‘

Всеки o1 uHrerpaanic .

Г P(x, vydx
I’i

може 18 бъде предстазен като су ма OT няколко криволинейни ичтеграла,

едни сг KOMIO са взети върху отсечки, усапредни на оста Oy, и следова-
телно са равни на нула, а зруги — върлу части от контура L на областта

R, и то B посока, съзпадаша ς положителната посока на опиеване на за-

Ттворената крива L. Ето защо Ше имаме

() J Ре пахънее- [ P, пах- [ Р(х, хуах,
2. L L-

Като съберем равсиствата (6), където i—1, 2, ... ¢, и вземем пред вид

(5) u (7). noayuasase OTHOBO равснството (1), сесга вече доказано за в.яка

област R, нормално разположена OTHOCHO оста Ох.
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По аналогичен начин се установява и равенствота (2), отнасящо сс
38 области R, нормално разположени OTHOCHO оста OF.

Най-сетне, когато R e едпа област, нармално разположена в Лавниа-
ната, чрез събиране на равенствата (1) и (2) получаваме

Θ [ [P (5, ) dx+Q (x " dy)= / [10. (x. у)- Ру (x, у) ах ау,

което и представлява именно т. пар. формула па Грин.



ДОПЪЛНЕНИЕ

РЕАЛНИ ЧИСЛА

B осповата на нашия курс по математически анализ лежи попятието реалио

число. Основиите свойства на реалните числа бяха изброснни в уволиата част па на-
стояшия учебник. (;era постаняме 33 залача ла покажем как може πὰ бъде построс-

BO множеството на резлнитс числа, предполагайки, че YHTATCART позпава лобре мно-
жеството ва рационалните числа. (Да припомним,»че рационални паричамес ония

числа, ΚΟΉΤΟ могат да се прелставят като частно на две пели чис ла.)

W така ше считамсе, че разполагаме с множеството на рацчионалните числа я

познаваме техните свойства. Използувайки тели числа, тъй да се каже, като гра-

дивен материал, MHE ще постронм някакви нови обекти, KONTO съшщо ще наречем

числа - - реалин числа. Отъждествявайки няхаи от така построените рсални числа

с известните ни от по-рано рационални числа, ше можем да разглеждамс множествотоа

на рсалните числа като едно разширение на MHOXCCTBOTO на рапионалните числа.

Съшевременно ще вндим, че множеството на реалните числа нанстина притежана

всачки онсзи свойства, ксята бкха изброени в уводната част на курса. Разбира с:г, мо-
жем δὰ си спестим праверката на онин CHOACTDA,KOHTO се OTHACAT само де естестиени-

те, ислите или рационалните числа, тъй KATO Ще считаме, че тезк свойстна, както be-

че казахме, са HIBCCTHH от поерано, и

Построяването на множеството HA реалните числа, MIBLPLICHD, X370 сс тръгне

ΟΥ множеството на рационалните числа, може ла бъде осъществено по различни на-
чини. Метолът, койта ше използуваме за иелти, 2 дъвестен под името метод на Деде-

ΚΉΜΗ͂.

§ 1. Дефициция на реално число

За дис непразни множества A и B от рационални чис на ще казваме, че образу-
ват база на реална число или OPOCTO база. ака те притежанат следните свойства;

1) 32 всяко число а ΟἹ A и Ἢ всяко число # ог B имаме а5;
2) при всеки избор HA поеложителнато (рашнонално) чиело с съществуват TA-

кова число а ΟἹ A и такова число b o1 B, че А--а«:Е.
Когато пве множества 4 w B от рационални числа образуват база на реадно.

«чусла, ше изразивяме това, KATO въведем 13 ΤΑῊΝ базла означениесто (4, B). Ще счи-

таме, че всяка База (A, Я) представя елно резлно M0 @, Β ше пишем a=(A, В),

множеството Я ше варечем ляво, а множеството B - чясна множество на

Ще далем cera слелната дефиниция:

Ще казвамеа, че щбазн (4.8) н (A', B)ccexDHDANCHTHH помежду CH, Η

ше пишем (A, By={A’, B"), axo ot

aed, beB, a'ed’, b'eB’

-

сдедва, чес



32 да имаме обаче правото да пишем знака „Д-.-““трябва да покажем, че ако (4, 8), (Α', B'), (4”, 8”) са три бази и ако (A, 8) =(4", B,(A, B)y=(4", B'"), 10 (A", B)=(d4", 8”), Да допусисм, че последното равенство не ¢изпълнено. Тогава или ще същест _ 
;

фе съшествунат числа а от A н от B, такива, че b—a <.Ho ot равсиството (4, B)=(A', В") следва, че < b, а от равенството (A, 8)-(4”, В")---
чеаса“, Така получавамс

1

b—a<4a'—b"’ K 6--а,

@. Полученото противоречие показиа, ча (A4, B')=(A", #7.Ще считаме, че DCHYRHA, EXBHDANCHTHM помежду си базн представят едно я същореално число, Axo например (A, #) к (4", 87) са дре еквивалснтни помсжду ся бази,ΤῈ представят едно и също число а Η нис можем 2а пишем а-(4, #) силя пъкa=(4', #"). По този пачин вече сме постронли миKorato нн е ладеил cana база ( A, В),рационалкно чиело r, TAKUBA, че за шелко « ет A & изпълнеВсяко # от B — перавсиството г 20 (1т. с, такова число r, което се намира, таха ла ссКажеЕ, м е ж Π миожествата A н Я), ΝῈΗ пък TAKORA чиело г нс съществуави. Ше нилимведнага < прямери, че тези два случая нанстина се срешат, В пъррия случай ще казваме,че базата (A, Д) ¢ рацион GAHD Ἡ че тя предсгавя едно пационално чис-A0 — именио онова рашюналио число £, косто удорлетворяна посочените по-горенерансицства, Във ютория слУчай 1е кизпаме, че бачата (A, 8) сиракисналнанче тя Apeattaum ΠΗ н рицнонално чиело,Необходимо ¢ ири тона ла отбележим, че когато една бала (4, 8) с рационална,ТЯ предстицая елко единстиено рационално WHCAO 7, 1. 6. че ΗῈ с възмажно дя същест.BYDAT две различни рипионални чнсfla Ρ Ὴ γ ́, удоилетвюряваши сдиопременьо Hepa-пеистната a5 r наб ” 30 всички числа @ OT A 1 нерипенствита b2 н ц A ' за всичкиb ot #. Нанстина, ако гора би било пъзмижно Я ако например r <.r*, то при всеки mbopΜῈ часлата а от Я нлу B бихме имали b~ r'—r, каето нротиворсчи ма свойството2) от дефиниицната Mo 6: 1
Смъще така ¢ Ἡσοδχοπμμν - Σ<l JLEBEM, че пко едия балв (4, B) прехсташи елио рацио-нално чиесло г, TO нелка LU T TR 24 ek база (A', B') представя същото рапнонал-

: W същестнува число 1y’ OT A’ за косто @y’ г,ΒῊΜ ще същес тауна чисгл by’ or ', за KOETO Оу . Да разеледамае първия OT тези лваслучая (въп яторим случай се разеъжлина аналогично), Тогава 5г неравенството@S r, звалиличу за псяко ὦ ΟἹ Ay и иг нераненстиото #2 By, изпълнена 3а исяко b ov &,Ще следва, че нераненстиота b—a2u'—r с в енла ἢГ1 всеки избар на числата « отиА or B косто отнаво протинарсчи из свойстоото 2) от дефиничията на база.ΠΟΓΟΉΗΜ сега примерни за рийнанални 1 иращиеоналии бази. Hexa r е рационал-не числа, To може да бъде представсно по различни начици чрез биза ua реалночисло, Ела 1 яколко примерд 18 такова предстаняне:

11) множеството A сс CWCTOH OF числата от нила γ =3 " а миожествота

1B — or числата or аида κ - g =12}

“ За читателя, MPMBAKHAN към по-абстрактии разсъждения Ἡ запазнат с поня-тисто релация на екнивалентност, ше отбележнм следното, Въвеленото по-горе nons-THC еквивалентност межлу две бази представляса нанестина едлна релашия на Сквива.BERTHOCT — рефлексивносття и Симегричността на тази релация са оченидни, а ней-ната Транзитнаност бе току-що установена. Вместо )ά казваме, че сквизалентиитепомсжду си бази „предеставят " сдпо резлно число, по-дойре би било, разбира ce,
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2) множеството 4 се състон OT всички рапионални чесла ¢, удовлетворяващи

неравенстватс а<г, @ мнажествотао Β — o1 всички рационални числа b, уловлетворя-

ващи неравенството Л г.

| 3) множеството A е съставено ΟἹ всички рапионални числа 4, уловлетвнаряваша

неравенството а r, а множеството #. - ΟἹ всички рапнонални числа b, удонлетворя-

валти неравенството D> г;

4) MHOETCTBOTO А е съставено ΟἹ всички рацеонални чясла а, уланлетворинащи

неравенството а: 7, а множеството B — ΟἹ всички рационални чниела.йЯ, удовлетворя-

ва:пи неравенството B2 г.

5) множествота 4 се състон OT всички рационалии числа а, удовлетворяващи

неравенството ¢S г. @ множествота B — ΟἹ BUMMKM рашнонални числа b, удоялство-
ркваши BEPAREUCTROTO #2 г;

6) множеството 4 сс състон OT ъсички рапиовалии чясла @, удовлстворяващи

неравенството @ <r, а множеството Й —- от слинственото числеа .

7) множеството A се състон от всички рашионални числа а, улавлетворянащи

исравснвството ὦ Ξ г. а множеството # — OT COINACTDCHOTO чиело ε:

8) множеството А се състон от сдинстасното число r, а множесгвото B — от

всички ранионални числа b, удовлетворяваши неравенеттото #: г.
9) множеството А ( състон OT единственото число &, а мноежеството #- -от

всички рационални числа b, улонлетворявяашщи неравенството #2 εὶ

30) множествато 4 се състон ΟἹ едииственото число г, а MItOXECTBOTO В --
същюо ΟἹ единственото число T, -

Читателат би магъл сам μὰ продължи този списък от различни начини за 10

строиване на базн, предзстаняши μά εη рациеонално число г. В съшщност лесио се разча

бира. че тези различци начини ка безбройно миши, Измежду всички CXDHDANCHTUHN

помежду си бази, представяшн 35 εῆ рациопално чиело r, ие отбележим сдпа спе

циална --- онази. която поставихмсес ча поглзана място в посочените токушо примери

и при която както JIABOTO множества Л. така W JINCULTO множество Я се състоят OT

сдинстасното число 7. Тази Обаза, която € а известец CMUCLIE μ Τ ΟἹ ΒΟΉΜΚΗ

йъзмажни, UK наричаме станлартна 6 VA на μ Η г.

Неки сега ра sracusee пример на ирацконилниа база, Да означим с A мниожествато

OT всичен поаложител.и рапнионални чиел1 @, 10 καμτὸ 47 -2, κ Я — множестноти OF

ония полежителни пайнойаеин чнеда b, 1 κύμ ο Δή . , Да се убелим инай-напред в

това, че множестизта A и B ебралунаг Gaw. Скайстнвато 1) от дефниниията на базц
€ очевилно изпълнено За да проверим свойстеотоа 2), AR влемем седно произволяе NO-

ложително рационално WHEIO к, а CICA тива елна TAKORN CCTCCTRCHO чиесло X, че

-ξ- DB Ν AR PRITACIAME числата от вила | :ἷ ἐ където / . 1,?,... , n. Тъй като
чеи числа са раепипналкни, квалзтът на BOAKO OT тях € MM по-малък, WY по-голям

ΟἹ 2 (какта знаем, не същестяува райноналко чиело, чийто квадрат с 1), 7. €. асико от

Тих ΠΗ ΜΗ или на A, нли ὰ #. При това първото от тези числа -- числото ,

OMEEHAND прицаилежи на A, а послелното -- чиглето 2, на миожестьото Я. Нека

. Kk #
Е Зу Е най-голямото of чиеслата 14 1 -0, 1,3,..., н), косто приналлежи

ἀ --- 1
на множеството A, То:зна Ая и числига | " принадлежи на B, На

1 = k4 1) 3 В ! Ε
τ а ) ι " n < |

С това и снайствата 2) в установсно. И така множествата A и B образлуват база.
Да AANTYTHEAL, че така построесната база (A, #т поелстаая някос озиноналцо число 7.

33 числатео τ (коснъ аясвилне с ποποκητο } имаме J3C възможности - WAM . r2-22,

μᾶμ γ: 2 τδυνισιβοτο ἐΞ Τ, какТто ἸΗΒΕΉ, € нивъллнъужно). Нека разглезаме най-

напрез ¢ YAk - 2 Да изберем палижителнотео рационално ялсло й N0 такъв назлн,

да се жаже,. че гсалпите числда - ΤΟῦ са просто хласовете Ml еканаллентносг, ка

хоито с помещта на тазин релация за CXEHBATSHTROCT €2 разазаа маок:иствого OT

τ бази,
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че (r+h'<2 Tosae ръзможио, тъй хато желяното неравенство

| 4 Зу <2

ше бъде удовлетворено, зко вземем k<1 и οὗπεπτὁιι:πσ:ιτπιππξ...στπ

: 2424 , |

коесто пък е равносилно с перавенството

„ 4+Й ще принаплежи тогава па MHOKECTBOTO A к следователно Tpabea κ уловлстьорява
неравенството г | #5 г, косто е певъзможно, попеже Л-> 0, И така случаят #2 <2 с невъз-
можен

Да разгледаме случан 2> 2, Да потърсим сега такова положително рационално
число Ay, че да имаме (γ-- )1;}» 2, нли Boe сдно

r‘-—lfl:fi-h;":‘a 2.

Това nepasenctso carypio ще бъде изпълнено, ако

г*-?гйд >2.

Последното неравенство пък е PABHOCHING с неравенството

косто (поради условисто «“ -- 2) очевидно може да бъде удовлетшорено за иякое поло-
жително чиело Л. Тагава числотоа #--Й#, ще принадлсжи на множеството Я н следова-
телно ще удовлетворява церавенството + - r. Топи обаче дротиворечи на неравсн-
ството A : 0, И таки случаят 2: 2 се също певъзможен. Венчко тора ποκάλπη, че на-
шето допускане, cnopes което базати (A4, Я) с рационолна, ¢ norpemmno. Следавателно
тази базв с ирацианашща — тя предстаня сдно врационално чиело, (Читателят се до-
сеща, ралбира се, че товя е числото „/2 ,)

Ревалните числа ице разделихме на дна катсгории: рапйнсналин — KOMTO се пред.
ставят посредством рационални бази, Η ирапионалии --- конто се представят ΟἹ ира-
цианалия балзн. Както вече отбелязахме, осяко пацконално число г MOWE ла бъге пргде
ставено посредством пякоя база (фактически посредетв м белбре Йно много скикад.
лентни памежлду си бази), Τ. е. всяко рацшюнално число r поражда, така да се каже,
едво реално (или, ако се изразлим с FOPHATA термннологна, едпо рачионално реално)
число. Ще атъждестиньм рацисналното число г с породекото ΟἹ пега реално число м
ще белсжим това реалнио число също с «, т. €. ако (A, #) с слна база, предстаяяща pa-
циОоналното числа £, τ пиншем r={A4, В) По такън начин ще разглеждаме множест-
DOTO DT рациовалннте YHCAD KATL част OT множеството на рсалните числа. При това
мнажестеото на реалните чиела, какта яече се убедихме, € елно истинско разширение
на MOOMECTROTO на рационалните числи — TO не само съдърпжа в себс си ъсички ра-
UHOHAHIK чнсла, HO съдържа Η такина числя, KOMTO пе са рационални и конта наре.
KOXMC мрационалян.” 

:

“ Във spwika с въведената дефиниция на понятнето реално число некяа 3adene-
жим следното: Колкото и сложна да изглежда па пръв поглед имлеята, според която
слна реадно чясло се представя с помошта на безбройна много различим (но екавява-
TTCHTHE помежду си) бази, тази идея пе би трябвало да се схааща от читателя като съ-
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§ 2. Сума н разлака ня PER/IAN числа

| Некас, -(#5, В) но; -(A, B;) са две рапни числа. Да означим с Я мвожеството
" ще всички зритметични ракнонални числа, имащи вила @, | a;, хъдето ΟἸΕΗ͂,, na €A
} ас B множеството на BCHYKN аритметячни рацисналнии числа от DHOA by КВуъ KW
“ дето bER,. bEB,. Лесно се вижда, че множсствата A и Я образуват база. Нанстина

; от неравенствата . 5 Й..а;56, следна неравснството o,+a;Sb,+b,;. Освен това, axo
) же произнално положително (аритметична рационално) число, ще същестауват а

Е

| ur.«ltnb,mfl.,mwb,—a.f 'R и също тъй ще същкествунат a; от , B &,

o1 Β ̓ taxwsa, че ὅχ-αἹ < ';" Torasa (6,-+6))-4а, Ἐ a))<e. Числото a=(A4, #) ще

, маречсм по пефиниция сума на числата Q) Ν а, и ше ΠΗΙΠΕΜ

Tipean всичко необходимо е Ja се убслим, че далената дефиниция па сума на два ре-

1

алпи числа « XOPEXTHA, τ €. че тя нс зависи от избара на базкте, с конто сме си послу-

жили 38 прелставянето на тези amc чнеслиа. Нанстина, axo

‘:-' ( (A Βυκίά.5.,, (A Βρα(Αὐ B О τὰ

. ()

ἓ Q) (4., B)H(A; B)=(A), Βιγ τ  ̓ Β ̓

Тора сс инжда всднаги, гъй като при @,€4,, b,€B,, 0,64/, #. ЕЙ,", u,EA;, biel,
(а, ЕА,". b,'€8,’ несраненствата @, b, a," by, a, by, ay b, които са B сила

. порали равенствата {1}, осигуряват неравсистза га

d‘,lfljéb.""‘bf Η ἂῄἰ'ἰ"ἓἶξὖ.ἦ’ὑ;ι

KONTO пък оаначават, че с н сила равейството (2).
Да отбележим още, че. както е е трудио ла сс ниди, B случая ив пационални реални

| числа вънсдената дефиниция на сума BOAM A0 съшия PCIYATAT, до който стигаме при

l CLONPANCTO κ APHTMCTHURTE рационални чнсла, T. €. че ако к н ς са две аритметични
рапионални MHCAR и r, : Τ. Ξ Γ M ако, от друга страна,

(3 γιξίά,,. #. r;-(4; 8.\

та

(ф r={4,, B)) (4, By

вършеноа нова за него. Н съвност po полобен начин стп:г ue;zma ¥ при лефиницията
12 4

πᾶ рапионалните чиела., Тав2, че цапример дрйбщт:-дч ааа BT B 08 равни

помежлу си, фактически означава, че едно рашнояално числа е иредставено посредст-

вам безбоойно много различни деойки цели чясла. Разбира ce, при реалните чиспа

случаят с все цак по-сложен, тъй като базата ня едно PEAINO число вече ς « двойка.
часла, а πεοῖχδ мпожества, всяко OT които се състои OT едно HAR повече (8 общия

случай безбройно много) папнойвални числа.
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„ Намстина поради равсиствата (3) при g,e4,, bieB,, ауя з, bR, ще имаме винаги
#

ааа 56 'Ε!':ἑ га
откъдето получаваме

¥



E Нанстина 14 поставим ня мястото Ἠδ Е реалното число В i (—a). Ще wmame

" αὉ (8+--а)--а-(( -а) + В-(ич (--ὴ + R—0+B=P+0=p,

За ΠΆ вилим, че Това уравченис няма IPYTR решения, нека опяачим с у кос 00 € негово

| решение, т. с. пекас Ὑ Й. Тогава 1Ὲ имамсе

: T--YiO=y+lx+(—a)]

| 4т+а)+(--а)

] =(x | γὺ}ὃ:{-- Β Ἐ{ o)
lr l‘m PCAINOTO число Й # (—a) « слинственато решение на ураянението (7), Tona чиеле

ll ще означаваме 33 по-кратка с fl—a н ще наричаме разлика WL резаните числа e a

] . Y10 този начин е покалано, че PEATNOTO число P | (-α е ргшение на урарнението (7).

Слелователно чажеън 13 пишем

. От дефивниинята на разлика нсанжрелствено слелва например, че за всяко реално
число й пъл

ачфо и 0—q = Й ,

Лесво се вижда съта, че акой и Й τ дяс бсалин чиспа, TO

«-—ju ι В)е Ш

н

-οἰ.-[} τὮ -а.

§ ) Нарежлзис ня реазлните числа.

Абселмютиа стониост

Даден у реалние числа g ΥἘ ς #) ше наричаме 1o деофиниция положигелнаи г

е пиниече Ui (A N - U «оегато MUORECTINTO Я съдържаи пане сдно щизгизжи TSI

{Η " o μῈ YB3 ΡᾺ се yficquu, -;c'rop;y-mu далендата дефиницщия с
κορκειιμι, . зонукисм, чеа 4, 8 [ὦ B н че 14. #1 -0 Гоетина съншетпува чакопа а

OT A, а кесста μ ε, Й С μ ς саойството 2) ае лгфипицията на база ще ъще
СТВунат 1ащица Ν чЕ Й, Σ Пчук попучацаме ¢, - O, έ Но go-
ради PABSICTEOTO (A, B) ( й)) ше имаме π by, порами KOCTO закличаваме, че а, > ,
И така (1, На Θ C Таца aofes LHORTIR на ταειρε | 4 8 ий HOUSEHE ! ) HHONOAI ΠΗ

реално пе S0 € устанобсна.

e казваме, че рсалнота чне и C O [ рицателниа, и ще нашем o - ( каглто

а имаме -=4 “ Очевинлдно ΤΗ дефициациа с равнекнина на Ο ΣΗ Δ: уекалното число

а 15.Йрике напичаме зтйинателно,. KOTETO мнежеетшиеа 8 сълържа εέ сдна аге
μοτειιαν Π i MOyt βωπμε μ ὙΗἋ] чиксла #

Ol wa fll!ULfl е ж. Н.а, че ΠῈ Γ Η Ϊ ν ужнантан На O τ йпоеложителна PELTHD число ¢ αὐ-

-фипцателпеа н ὐ Qi « Lhi'it че ῳ Π κ πῷ LINYHO GT HY 10 реаини ι ¢ μ TTOMRI-

телиа. ο CICREI e, [ e 16010 чесиче O кне ¢ HHTO πΤ , ALY отрицд-

i челна

Когато o3 1M 22001 люе T2 WM числаа и Й, ие казоаме, чей ς Π ἰ ὦ ΠΉΜῸ OF
fl (Ml че В S MOt βιι κ Ve αἵ κ κ μ а В аъ fl U τ πῇ, kol еО жиО
W0 - P « патожителна.

ι . Яснас, че акас βὶ тосигучеова - Йили й . Па такъв начни реа THATE числа могат  ́
B2 се сравняват πῷ голсмина, Тава MMIME пред ς κ 5 τῷ кознаме, че в MUOKECTBOTO

а ва геалните чисаа с вънслеес сано ниреза dare ИлИи че пува мнажества с паредека.
С исл 28 ирилалем на аефиницията на неравекствот и > ΤΚΌ Β ¢ 0, която ла

бълс по-у-изана за рабета. ле презположим, чеш (A, B) ( - (C. Оу Като си кномним
| ACOMHMUMSTA ка раздика ни 07 SO, вижале, че реалаоко число --Β можсе да бъле
Ἱ UPCATTARCHO чрез една ὅστι. ὑπόστὺ κυμσχοος B0 из окоято се състон OT осички числа OT
ре Bz a—d, където μξ , 4е0, Тогава, вжмайки прел нид зефиницията на шолажително
# μόσ τ чиело. ἘΜ τ нозкожемесзелконо Π ΒΗ Σ акси Β .Щ ий W, 10 исра--

|

Ι

1

| ί ὰ .ol
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инс;пзш а В сзначава, че същестазунат понс CIHO а ОТ A и понс слно d.oT D, такива,
че а>й.

С помощега на ичказаното правяло л.оже лесно да сс покаже, че:

акоа«Ви <y, τοῦα Ξ Ύ
ако а-В н γοδ, то g+y<p-8;
ако wf, To -ат-Й.

-

Ще каззамс, че за дое реанни числа ц и Й с изпълнено HECTPOTOTO нгравенство
a5 B, когато инмамсе ἡπ «--Й, или п -- В. Нека u=(4, B), В--(С, D). Спомвяйки си 2ебфи-
ницията на равенстаото (A, B) (С, D} и на строгото пераненетво (A, Я) <(С, D),
можем да заключим, че нестрогато перавенстис « < B, или (A, 8754(С. D), с равлосилно
с WIHCKBIHCTO 33 всяко й от A Ν 12 псяко o ог () да е изпълпено нсравснството е< d.

От поглелната белсжка петосредствоно слелпа, че ако a5 ὶ ὶ ΠῈ Β, то а-В.

Без труд сс прозеряша също, че:

sxo ай н β’3γ. TO а-у;

ako α Zff 0 Y8, 10 a--y-fi4-8;

ико az=f, τὸ -τἶςὄ -- .

Kotato eanoto ΟἹ джелте реилни числа, които CPIABKABIME, © рашконално, ладените
по-горе дефиницин 13 иераненства могат малко A4 сг опростят. А именио ако а-(А, #Я)
εο пезлно, Де - €10 пационално число, TO неравснетрото « с £ с равпоснлно € Μ1-

- кването да същестнуна такова а от A, 3а което ча имамс 15 ¥, а неравенстрото й = F ~—

с изкоеването B ияхов # ot # да имаме #<. Пес γρογότο пък неравеяство αὦ κ оъла-
чава, че WUINC иЗе ἼἋ AN я ΟΥ A, в нсстрогого исривонствр аг — амалогично,

че имл #7 к за Всико й or B, Опук между дру τ слелер, че ἀκὸ τὸ = (A, 8), 1o

. ξ Ξ

за нсяко ὦ of Я и Ἴ всяко b ог Й,

Найсги ata 7, н ὰ ка Ἀπ PRI рациовалии числа, го нерацпелетвота г <

(как““ μ не-трюгото неразенства г, 5 ;) очевиано с изпъпнено госана и само тогажа.

когато 10 € изпъзнено межзу TAN, раизглежлани ката цригметияни рашионални числа.

По-голямото от числата й н --а HAPHIOME абсолюгиая стойност ня чи-

слаго ш м го белгжим ¢ 1а!. Ясио e, че τ а| 2.0, като нри тоза 125 0, ακὸ α τ .
От друга страна, (0] - 0. |

Heka g и си ame пеални чиела. Ог нсранвенстаи ка

аЗи н <
следяа, че

B w4 Bа

а ог неразвенствата
- -ибщ n -85 Β

с.една церавонетяото

—(n с Ву аИ 1R

Остук получанаме бахлиниа U PABSHCTAU |

μ ι Ξ - В

От развенствоте пък :

а-(а Β. β

' а В Я
ς τοῦ

откълето поалузанаме

(LR TR TN L)
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§ 4. Произведение ¥ частно ΕΝ реални числа

Шаштдазищшпщщшюпппишшч
mmm&n.mmummy&mtmmmmmm)

A,Wmmmma;‘a’;an’—wmmm&mfl
,mm

удовлетворякат неравевството b5 δ', то двойките множества (4, B), (A, В”) н (A", B)
mmu&nunmmfiam,enmmnfiaumu.m. 

-
Axoa—(A. 8) с ὐ положително реадно число, то, избирайки числото @',

зн:шопвшюрнитрштпъртне,шшъвщчщч:д:юнивп*:тш можем дя

дуцирзна база. .
В,) на,- ( #;) ca де положителии реалия числа,

представсии с HEKOK свон положително ни бази. Да означим с 4 мпожеството
(@3 където MEA,, аА а € B — множеството на всички

чнсла OT видла ὁ b, кълсто b€B,, #,ЕВ,;. Нска проверим cera, че множествата A я B
образуват Gama. Като вкземем пред вид, че (4, В,) м (4 5 8;) бяха положитслно педу-

пирани бази, велнага виждамсе, чс от псравействата a,5b,, a; 5 b, следва неравен
а,а, 5 b,b,, с което свойството 1) от дефииицията па база е . Задап

и eaito число #у o1 Я;. За попожителното число u'—m-gf ще същестнуват YHCAQ

а, от A, b, 01 В.а, τ А, н Р; от Я .. такива, че b, аЕ Σ При това MO~
жем очевидно O3 считаме , че 51 δ ε ́.
Тогава

““ὦ ( 4) ка Д --а ) «δι Т Е α O (TR T L

И така множествата A н Я цанстина Jfipnymt'finu. Peannoro чясно a=(A, B) ще
наречем по дефиниция прои теедение на числата а,7(4. #8)) и uy={A; B)) и ще пи-
зием

a—aa, жи а Да δικ4.. B "

Не ¢ трудна лля се убелим, че токучио дадената лефиниция с копектна, Т. €, че тя пе

заниси ΟἹ специалини избор на базите (A, 8,) н (AL, £;), стига те да са положително

релуцирани. Нанстини нека (А,, 8#.)-(А И B M A, 8;-(яг. B/, като при voan
B ScTUPHTC бази, които участауват в тели равснстаа, са положителио релуцирани. Ако

а СЕ*! Ха bIEflI' "!'E"' 1*! ьЪ.ЕВП,т ".:EA 34 ”ὑ,'ξπἰ-ι Π;’Ε-"Ι ]'. b;‘EB]" TO 0t MHHHuum за l!fl-
«сястно на двс базм ще ¢ncasa, че

ΙΔа,5ая, Π Ξ ει a.<h;, a.‘:-ébh

откълето ше палучич

ща; Ξ ι by, с агау 66

А това азпачава, че € 9 силя паменството

{!"ι. BIJ (4“!1- -flfl' {-‘Igra ”ιἼ {Η;’. Β.ΞἼΦ

Нека отбележим πτπτηαιϊος κὲ ако г Η К. 63 а PAHLONA ΠΗΝ положителин рсалии чис-ла,.

τ произетаециста нм, получена О т5зсна галчата 0P, сънсаза, както 5слнога

се RME LY, ¢ резницне ящ ὐγκδιμόναδ T + „метичашиаа μ Π RO гу
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(За да се убедем н това, достатуъчно е да представим тези лре PRUHOLANHE чясла по-
средством техните стандартии Gatu.)

Camo така лесно ге установява, че:

8κο O<a<P и 0<т7у-<5, то ay < ps,
вко 0<а<В н - ὙΞὃ, то ar<Pa. .

След ката разполагаме с дейнницията 32 пронзиеление на Λς положителни реалинчисла, TPOHISCACHACTO ня две пронизволин PEAMIN числа ше дефинврамс DO следнияначин:

[ul.IBl. axo « 0, B0 нлн а<0, β--Ὁ;( " af-- --(94.И), ака a0, В<О нли α -Ὁ, B2 0;
0, ако α-- инли й-0.

Ὅτ тази дефинкиии слелва пелиата, че ча всски ве реалии числа а и Й ᾶμ

Лесно може да се нили, че за произнеденисто 1 реалин числа остенат P сила EOMY-TATHBHHAT н BCOUHATHAMKRT JAKOH, изразени чрез раненствата

. ай —Pu
5

 

|

@y -ч(Ву). .
Най-напред тези лес райенстна сс установлоат и клучав,. когатоа ΠΟΜΈΎΚΗ участвувалив тях рсалии числа са попожителни ( н 10300 случий те се нинаш следсъвис ΟἹ факта, че
KOMYTUTROHANT, съответино асоциативиият закон « и сила 30 иранзоеленисто на арят-
метични рашноналки чниела), 4 слел това абщата им пализифк т се прошерава пь оскова
на дефиниционниатое рашеин:гас (1) Пека споменем LINC, ч6 чсоинатинният лзакан 1M
позволямла πῷ гонорим за проичвеление не само па πμύ, N0 и ца нроензарлен sty блой
резлни чниела.

Валидсн ¢ същ п . нар, лиет;:ниб у) тенен закон, ичзрезяваш ке с раегнетвонц

ч } че.

Той Mot да бъде устанансни най-цаигел п случан, когата и ι 4 Ὑ лъл сенова πὰ

дистрибутнания закон 1K ἀρητΜοτη μΗ ς пационпоални чнена, н след лона в общия слу
чай с помечнита па дефиниицнсниото рацснсено {{

Hexu cera omionou (A, #) еевлна наложително реаано число o базатла (<. #)
с полажително релучирана. Ще озцачим « 4% множестнато Lig щички ари ть Тияян ра-

1
MO0 числи, имаши bt 14 р Къе в Ж 0 ¢ A* — мпожек Τ н2 зсички арите

1
μξ рационални числа аг μ . “ WWRTO acd. Лели ше айжла. че диойката

(8%, Ν с conn базла на реално чибло. Нанстина ΟΤ церавенствето а< # еледква (тъв
¥ 1 |като а“>0) пераненстото " = а #Е 10M е проверено caolictod |) or лефилицията

из база. За 43 провсрим сиойсткото 21, пехи нчемем елнао Ппрючлиелкно паложително
аритметичцо раининалко ΜΗ . £ н нека секвен тоца апничим С oy, © (HO TAKOEA L0
жителца аритметячно рапяснално MHCAD, кае то приназлежи μῃ #. Τ η Ттава Ja в
мем тахова Чиело ц Τ 4 RbOT B, чей τ παρῖ, Можем upn гова ла счи TAME, пе 4= 2,,
Ho тогана

| : А-а „е “

а b ab а 7

И таха лвойката (8%, 4") ¢ база 112 едно реалко число (косто прие това е очевилно поло-
жателна). Тава ΜΗ Η ци“ нарсчем o 6 Гатно ш положителното реално число a=(A4, #

1
и Ше 10 бележик ¢ a
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F Десно се внжлаа [OTEOBO тте прелоставим Ha читателя CAM да се увери 8 тава), че
1

дадсната дефиниция B2 реалното число — е коректна, T, €. че тя нс зависи от избора на.

., 6832та (A4, Я). с помошта на която сме представнли паложителнето реално число @

ἄστηγα тази база па с положително редупирака).

1
! Ако а £ δππὸ отрипателно реалпо число, TO негового обратна число а ше дефи-

нираме с равепството

) 1 1y,
а —n

Ouenimo обгатното J N0 OTPHLATE IO редлпо число е също птрпицателна. За "исло-

10 0 пе дейннираме сбратно число.

Читателит лссно ше устаповн., че кагато ¢ € рациопйални PELIMO число, различко

ет 0, негоавета ойратио резлно числдо съшщала ς опова, което се соирелели ΟΥ̓ врятме-

1
тичното рационално числю '

1

1

1

Ϊ

{νιπὸ така лесно «е показча, че ὯὮ DCHKO резлне число O =0 μ Μ

. те
щ " .

4

e ακόυ ОИ .0, τὸ

ЪЧ! 1

" aff o В

@ a- τ

Halt-uanp s ше ра нас e Ciyswin, κ и . Axoa=(4, Я), h1cto (A, Я) ¢ инкон

-1
пеолежителнииа еедупирана ὰ , τ SR 1нделе, а = (M, A% хидета #” и A" са мно-

жестал:а, κ Τ ὍΝ ἈΝ Въ ὰ εμ Ο азена лефиницията на произвелецие на 110~

1
ложителиа τ чи πὸ : τ 41 = o ἐ [0, D) на реалното чяслоа " а " ὅκὸ

##

ο Ο εοο τ е На осиеки ἀπ ὰ ol . b ак П- мнижествато 1

ц

всйчьи Μ Ἱ щ а ““ Ἀ τ oA, ## . e еочкиидно Μ μ

м - k- ὁ-
b T a

косто Il L яе 2а στι (¢, D) прелставя райноналнато чисто Г. С таза pausiicTeoTo

121 ¢ зекатанз,. s 2ro u - 0. Когата пъка- , равенството (2) се прозсрява RO следзпия

Σ

? 1
еааа)

o
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ф α.(--ἰ1}-----α.Ψ

Hapcram, ако a> 0, 1o .

al—)=—a.|—1)=—{a.N)=—q,ἃ axo a<{, 10 ' '

, α(-1)-- . μ Π π ἴ αλτττ ὰ ς

1
И така mcnoro - В се окази решение na уравпението (5), Тона урапнисние не прите-
жа ὰ APYTH рещении, зашото,
(т. е. такова peanuo число, Σ което с изпълнено равенството оту- |)

. а
T Ξ !Ι..

Лесно се вижда също, че при а--0 я B0 с B ΟΗ ΠῈ равенството ”

1 βФ а e’
B
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Е

Ге

..

„ нн e ΕΕΣ- “

!,.

"

«

а

| Щптошшшщипяв-вч получаваме

В) а В α
В S в

OTXBICTO слельа равенството (6).
Ако u,=0 ни;-0, TO при произвалки реалии числа В; м χ е в сила равенството

βι . Bx ,_fl- В:

Q- L B;‘_)ifl e 1 =B.1=8,

@ ; @ α, @90

βι
e, B, .

(8) Β, o By
а:

Равексзтьото (§) сс получава като слезстние Ot гашсиства2та (6) м (7) цо следния пачни:;

βι
ч; β, P B, ч. β,α)
ΓΟΝ ! i ey а PR o Ε:

B, o B o β, ч й,

а а

Ε 5. Mpuupn πὸ Архимед Η гъстота

μ рациовалните Η прашижшяа.лщите числа

B пгерещшните льа naparpada бяуп установени poania снайства на ре те

числи, изролквсши се € вомешта ий неравенстна Това беха свойства, адаваши ΜΠΩΚΗ

мМеЖЛу нас енетое в Е 3 карежлане на рейлнизе числа, 01 G сграна, н оде ΜΗΜΤΟ

«εὔρνγημε н υ εχ ημ, от дгуга. Сега 1е се кпрем μ лруги някац свойства, & A

същое с нарежлането на реалните числа. -
Πυρεῦτο ΟἹ THY, WIFCCTND като кланиин ни Архемеа!, tazen; Не съшес” Β 88

реално число, косто да бълсе по-голяма 0r всекчки eCTECTIDE
ни 9575 (Дрисяче κασσμρ, миржестРоата ка еетестТтвените чнела,
разглеж данс като кмиожестро ат реалии числа, не с ограни-

чено етгорс.)
Езастина vesa v (A, B} с преизволко геаглио чесло и ека AER. Аритусти"ното

μ

ра пнокалка чксло # (коета можем да считаме μ ΠΟΗΤΟ Ἐ нму 5103 b= 4 + къе

та р н са сстестасги чисЛла. Яско с.чека в скла иеравснслол:а 2А р, откъзето
посъмцвЕмС ее д- LT τὴῦῷί съцижетавуна сстестяеко числе. сочодоме o иргонзволно
вилста οο πσαῦ. С тока приниепъЪт ва Архимел € теватан -

Друге съсвство ка Feainsae числа ς сселюееа: Cped пезлите числа, Η -

назлмикаваши далено $CAIHO SUCAE O, нми вцнагти е.. на най-
ToTamso
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33 да се убелим в това, I3 взсмем някое ЦЯЛО числа л-. “ Напминавашо o. Ако I0-пуснем, че не същестоуна най-големо Wno THCIO, ченадминавашо 0, то ше нчамеримбезбройно мкаго цели числа П. Moo Πχ κ . -„“акина, че TR имаме

Ο pmy=imy=>,,.

Η πχξξεα (К-1,?,..,) Но m2m ik, откъдета пе слезви, че неравенствота m+-k<a,пли & S0—ma. € изпълнено 33 асяка COTCL VECHO числи 5. Това обачс протяшоречи μῈ 30.казания приния"м на Арпхимел.

Слелващиота сиойство, коста ще установим, с2 нарича гъгтинциа на рапионалните ипрационалните чигла, То се ичразяна чре клезнита гвърденис: Между осеки 1D eреални чиесла се NaMHpaT безбройна Muoroe рачниноязлин нбезлбарийна мнага ирайшчочални часла,За ча локажем Тияа тиърлсние. досталъчно € да пакажем, че с D ΟἸΓῚΣ слеаного;ака т н Й ка 26е песалии чниела, Mpis коста пио7Й, 'O сънщетвулпат пияне сано рациояалноUHCID “ Н HOBE езно ирацяонално числа р KOHTO улавлетозиряпат нераценствата а « r- Цнар 13

ΕἸ така некан # | ς gos ГРеалпи чнисла и Ἠόκα а - B Сък чалща ΠΗ Π на Аран-. MUL можеч ля памерим такова сстестсцо ЧНе ¢, каето да узовлетнолава нелавен-!
сТтоого q.:»fi а ΤΌΓΩΒΙ ще имаме 90 а 1 Лесцосе за ce убелну, че межлу чи
слата U н «1 сс намира понсе елно цяла числа P Ака аппусисм, че такова WA числоHE Сътествуяа, те азлачанайки ¢ 10 най-голямеане 14 10 числа, Ρ ΎΤбнуме пмали ο Μ 28 Ν Ἐ , ο κβαέτ й -а9щ . .1.. И така съшгствуит ял
Π o, Y L NPT Π ΠῚ ';l«,lfl]. Tumnn за рвайиийла/линкуто ἩΜΦΤΟΩ к Е“:: с инмамеае П

Да нме сега ko правненаляф чигло . Порали нераценството - ак имамео--а Й-а, С м сасно лаказаното ΠΟΓ Ρ це «зацестнува рациопално e ἼΩ ε ́ yaonner-исраваше HOPU ченстацта g—G - κ ́. й #. Οτνκ получараме йе me-r Й. На чигантой йе ὶ ( μ ирашизиално -ако Ω ΕΝ, че та ¢ раициондлно, TO м чи огоа ре L ΜΆΠΠΔΉ Δ й еак ъ VK ча e На ащ ааа я чаксли, &1 S cnuo |аi Зе

U τῶμὰ гъетечата на ранииалците и праиионазните чиела с устапсещмена.
-

ξ 6 ΠΘΗ 1 ΠΡΉΒΟΙ че тост

. Δ еи) мнажегино A и резани чце.ла KNG, чжевотваничена ot lape,ак СЪИ Ἐπν D га кавда NI TR 1, e ΕΙ DOk ал Mo имамг αὐἴε,, Числатапа хе Β ΓΟΎ D0 T Ν Δ ЕнНа MHO же TOTO M A 1IN кая o xes ) αἢ "м реалии чЧу а ἐφ нарнча Фе AN NN e 0 o A X ΚΟΓΔῚ μ к ъще луна гтакоаз pa-QB0 чиА b, Ν У авилетваряви цейрицичк ΒΌ ΤΩ Πἓ.ζιι-; мъ еКО ΩἹ Y Чиезещца йсе царичня а 1 Lo Lyl лоелия г рачница на мнажг. га га M, Когито с 110 мно-HICTHO OT ре Η числа к ограничено п NITOPE, н атлолу, наричаме ΓῸ накратка ог ра-нячено, Я им , че Levaa оагпранччАананееаре мибж.тщи T ΜΗ числа Пприте «зиябелб еай на M o ΓΟΠΗΝ (уаници, « игнкеа ΘΗ ηΩ DAY чиюжесТио — 621 рю неMHOTO даалзни зраници Ν ΚΞΡῊ ΡΗ ΜΗΟΤΙῚ 1 0 Π|} TRLP.RHHEG, κ Σ ено Πимчмето Ρ τ μὲ м не АНе е ий ΒΗ а а:
Β. гки в 2ае БКлю R SO D ел Μ чий и ча ем T R T S T е ΦΝΩSO

Habormna new 4 κ ие раанчено оггоре множестио LT ргаани чикаа. Да 01-Пачим с С λιποικῶς ΤΦΤΟ на усияки опия ари! чеТкчни разиста гаи часля г. KOHTO чра з-Гасж ΔΒῊ L0000 реалани цещ e ка ΓΤΗΗ Грачаши на мисжествита M аезкина числа «паези4но Нмь А с О oY RETY T P, Π Τ ΡΗ райвоня TR числа o,който (разгдеж ааа ка Τὸ е4 THIC числа ) γὰ ΓΩΡΜΗ гращача i мМиожесточа, V] τ 83числа същ кма, IO ме есетвона M играниченоа етгаро н Ще SOFHESM, че мцажиесл-васа Τ н П οὐὖρανίπατ Sy На PEL I ἀπμειει, TR че е2 ὰ Τ ὁ спойствата Пя 2101 -финипиета B3 Sk Ника ее С а ξ . Тъй мхато раниащалнато чяело г не ΠΗ 1 pa-Наца н3 η κ CTuaro 11 τὸ ще съ IRV TIROWE DIy чалла o =(4, By, иринал. -
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Π . сжате на M, moTo с.са. Тава ще рече, че съществува число a от Л. такова, че с«<а,
z Г «От друга страча, имамеа < 4, orssaero а . И тъй o< 4. С това сиойствого 1) e npo-

веренс. 33 a3 устанозвим свойстаотао 2), нека аземем слно произволно положително
(аритметичко рапноепнално) чиело £ и нека €y € някое число. припадлежащо па MHO-
жестрото , а 4, - HAKOE число от множеството D. Да изберем usaorg положително

J‘ Ca К.
число к TOAXOBA TOIAMO, че - - <&, и да разгледаме числата g „ [θα --- δοὶ,

1

Ж-0,1,....л. Между тези числа има такива, KOHTO се сълържат в множестното Д
| (такова с ня пример числито o, косто се получава при K =n), и такива, които не се Ch-

дпдържат в D (такова е например числото Cg, получавашща сс при Х —0). Да озничим с d,
А

Ге май-малкото OT числата ;3 + . {do—¢), принадлежащи на множеството П. Ако 4,--

znx . A_l‘-"l
' τ τα τ τ а ττο), TO pPauKCHANOTO WMLIO с, =T 44 съ) вече не npumaanc-
ἔ

| жи на П н следевателно не е гарина траница на множеството M, т. е. τ ппиналлежи

ма ὥ. И така нис намерихме сано число d, ΟἹ O и едно числа o, от С, 13 конто нмаме

, -, = К (d, ο Е

С това с провсрено н свойстщито ΣῈ or дефиницията па «аза.

I Саст ката зохаззАме, че нъведенизе ὐ нас множества € w 0 аййалуват ΒΑ ς

DA рапглеламе еалнато чнели B (O, . Ака u -(А, #) е пран чащ чи 0е мно
жеството ML α щ исяко «е В имаме α 5 4. Оттук ς лезиа, че при а й ЧЕ 0 нме ие
ΜΗΓᾺ ае Lo, което означавл, че ч”е Й Ο юона с πρκαλησ, че реалиотиа чищ О ((, D) e

горна грачица I мнажеството M.
τ ἀρν τ сграна, мека ρὸρ τἹ чисао 2 {4, #) ¢ никал гориа грапица па мно

меството M Hnika сен: ке чис то οἹ . Тъй ката г ие е горина граница на M, ше същ ет
муча e~ (4, Β. Ἱ М, за кестой се Ok насе 1, че за нКО 0 Τ 4 к имл
мско неравенството ме Ни паради Bepaseuc rsn i 1S уце имаме @5 ἐ Μ oo /от
Е И vt е5 /за произнолно г от C н пронзвонино £ar #. Тоана пък азначава, че с в ΟΗ Ω
1срапонщаиаето 1S Ὑ И така реалчото число В « ианемцоката 1P гранциа на мпожест-
poio M

Пай-чалаяата сална ἔρα ня влно егааничено L) ρς AMHIKELE MY 11 резлни
ЧИСЛА се парича нетева TO η Β тарна граница. Айлигична θ ὰ εη ΓῈ лоле

на Трацаша па ο огаани KHO O W0y мнаж. тва от ἜΠΗ чиеац ке μ ΠΗ егсе

тпечна челна гРаница.

CLiccCioyuanclo На Τῷ а κ граннца « N чепосредетвено ΟΥ пикалании

HIMHUHN за пе ἱρεκ εμ TOST, Нанстина нежка А ς елноограцичено отлалу миожесеко

е: Геални чигла Да палеоглама мимшжестното b, сюсганено ΟΥ ΟΗ ὙΠ gl
Σ RATA - , къдетаниеЕ М. Десно се вяж τὰς че мноажестнота M с ограничецо O ape н

HE ἈῈ Ο ἼΗΟΤΟ числео Ὺ 2 негов2тТа гочна горчд : раниия, те числото - ¥ ше баце гочна

ааа граАница на Μ κος TRAOTO AL

Нека забслежим, че YCTAHOBCAKRE ш нас гоящая париграф плинцип I8 Непрекъсна-
ΤΟΣΤ € сл характерииц πΤ на Π υ κυντ πθτιν изоплалнните числа, Й0й μ с вализен

напримегл а мноажестивото на рацисналните чикла. Нанестина а § | на настеоящото Ho-
пълнецие ние постранАме Π Ρ на база ({ B) ¢ аяай апижесшгно 4, състояша се от

всичЕН полажителин разнинални числа . 3 KORTO ὐ 2, и ес лясно мнажества B,
„ъстоящЩо се ΟἹ всички LWL 0 τ Ὴ рационални чнсла b, за коита ἐ - 2, Множеството

A с очевнацо едно ограпичена OTTOPS множество OT рацнанални числа — RCAKO -
инснално Μμῷ ι Я OT Я ς иеова горна граница. Ако долусием, че множествата 4 ири-
тежавд 13 CROF 1щй-малка l'flpH-i границиа някос рациочално чЧиела г, га TR Μ (-

гана ἰ Σ τ Ἰςτωσρθῆν неравсчекн кча ΕΞ е<А за веяко п OT А H 38 исяко b ot 8 н ба-

за1а (A, Йълис пАсалтана имчевцо Теза рацизазлна часла 7. Какта цисихме обаче ошеа.
чри пеганашните Гаши пацглеждушия, 63 ἐ τ (A, ΠῚ е илзчиазна THE, Те ие моаже" 13 инред
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"ставя викое рационално число. Следователно за ограчиченото отголт мпожество Aот рационални числа никое рашиопално число не е тоячна горна грачиаца — ДОУТоОРЧе
казано, множеството A, разглеждано като полмпожество на Мисжествито на рационал-BT числа, не притежава тачна горца граница.“

Ет.Стстшгщнщщшщ

За всяко рсалпо Число щ W всяко естествено число 7, по-голямо от 1, oz е” (aB степск я) те разбираме пронзвелепието на # множнгеля, асекиц OT коита « равен наα. Дефиянирайки отлелно al с pasencraoro а: --и, нне разполагаме с дефиницията“ наа” ΡΗ производно ἃ и за всички бстествени (7. €, цели подожителни) стспенин пока.зателн я, Когато реалното число а € раезличио от 0, вле пяло отрицателно число, ше.приемсм по дефинация, че

ц.. ге ш в

Най-сстне при с + 0 ше приемем, чеа"!-1,
Mo такъш начин στεησητὰ u” с дефинирана ча произволио, различно ΟἹ O реалниочисло ἃ и всички ΠΟῸΠῊ степсти показателни », ЧитателINT яеспо ще провери, че OKO ἃ нВ са лис рсалии чясла, Вазличан от нула, а х Ἡ # са дре цели числа, то и сила са рарен-ствата

(αΠ}" = μἘΝ,
пт - Hnuflufl‘

N ‘um,n ων ц“.

Нека сега асположите

Ν -REpUNCHCTIOTO & г ἑ ' те (ἐ s ,: A1), 8 ¢ # множеството па ΒΕΉΜΚΗ ΠΟΡΟΚΉΤΟΠΗΝ
арнтметични рационалин числа B, за които B 2y (токипа числа също нма --ако за есте.стисното число Х имаме k- @, то K2k а), Muokectsara A и B образуват база на pean-но чясло. Накстина нериненетвото а56ириа произволин G OF A ὁ οτ B € ONTHHAMO M стова с пронерсто MLPBOTY OT диете сиойства; които трябва ла притежава едиа бали.За да пранерям пгорото свойстиа, ека иемем пай-наоред ο проимиюлчо положи-TCAHO (ари гметична рационално) число €0 й CRC/L топа такона естестаено число К. че|
χ 56 Можем при това ли считаме, че числото & с взето толканва 10,Ἔ ΜΌ, че ла имаме

l ”

- - #.еднавременгоа ( k) -

#
вида Lt кълето / 1, 2. ..

Toranx измежду аритметичиите рашнонални числа ат

%4 ще пма хокто такиви, коита пряналлежат на кмножест-
| 

1вото A (пишна с например чниелока ” )t така и TOKWEH, конто пПприналлежат на
. 

k? |множсеството В (тцшщс папримгр чиеслото фе k| Ако f;’: е най-голямото ΟἹ чи-
i 

ful 1слата k " принадлежащи на A, то числота k NAME да принадлежи ця 4 н следо-

“ 3a читателя, запазнат с осиоаните пнонатия ня абстрактиата математика, шеотбележим, че съгласно изложеното B §2 и 4 ня настояшота Допвълненис, в които Bo-
сла н язвеслохме оснавнетТи CADICIna

HETA прелстажлава сзип пале (комута-
HHTC числа Η свойствата MY, които го

. Превранщат таеа поле в нгрезена, по-
Ho полс. Най-сезлне Toky-mo лохазаният

ото карежласе показпа, че миожеството or
линсацо наредеко Done,

точно в напъляо нарелено ML линейно вагжедес
BPHHLIKE 33 пепрехъснлтост OTHCCHO яъвслен
резлните числа е oo нслрекъснато
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i
|

|
„ватедво ще принадлежи на Β. Но тогава ше имаме

"W така множествата A н 8 образуват база на сдно (очсвилно тлщтшо) реално
число. .

Реалното число f=(4, Я) ynownersopsaa равенството βτεα. 3a па се убедем п
това, лостатъчно с да отбелсжим, че съглясно тона, което знаем за умножението на

позложителни рсалдни числа, нне ше получим една база (С, Р) на реалното число ь,
ако съставим лявото множество С на тазя база от всички числа, имащи яала g, Kb~
дето GEA, а дясната й уножества D — от всички числа OT вида 4", кълето БЕВ, Тогава
mmmnfia"én;b' изпъллени за всяко g OT A н всяко # от B, следва, че B*—o.

Hmnfienmumm.tflmmemmmonmmmmnmmm число,
чиято п-та степен € равна пай -- ако В, > B, то В > ["=a,aax0 0<f, < B, rul],'-c:fl's-u.

И така за всяко положителво реално число п и за всяко CCTCCTBCHO число я съ

шестиука, м то слно CIRRCTOCHO положително реално чясло [J, удорлетворявашо ра-
венството <. Tm чисдо В пп-шпп:швнпрщш коренл-ти от а я щегоа

1
ьш

бележим с а” Шя/п (при п? зместо Ju пишем Ju) Следоватслно имаме
(при а> 0 B .--- сстестаоно число )

_L-

(1 (π") -а,
От друга страна (стново приа - U мя - - естсствсно чиело), B сила с и равеиството

Та следва от обстоятелствато, че чизлото (TM) " u:r.-n::r:rm K1WUDTO по-горе а единц-
ственото положително чиксло, чиято /T стеекиа к ракла ка u”.

Axoa> 0 u 1> 0 съ дис реалин чаела, 3 # ¢ естестасно MHIHD, TO ще имаме

L - - #

„ я

3 - (δδ ̓ -а”р”,
ι
-

Haucruna числото (0[} " ς елнсественото ntomn IO число, чиято ΥΔ. степен е

ранча Μὰ иВ, а в същото AP с IR

С) - () ()- м A "

а f = а В = αῇ.

По-нататък, акоа т 0, ари ᾧ са дес естестиени числа, в сила с и Ганенстяато

ΒΝ ФА

(4) ε. (u g ] v
#

Действитслно числото ὐ @ сликственете полажително число Й, 30 косто имаме
ἤρφιξα, Ho. OT друга страна, имама

(..}}}7 (}. 2/ <.
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(P (Т 2

! Ρ
това означение коета й дя било от чнената (а7)” й [п м , , Тъй κατο всяко pauwonan-

g ъдетория са цели числа и g0,

1O TOW начии стигаме до дефиницията Ν стенента o,F -- рациопалнио число, За ла бъце τ Ν μ кче тя 12 зависеи ог прелставящте на рацианаяното чииели чясла с положилелен знаменател. Tooa обачеτὰ TPR цени чнела ι πκὺ . Moy 0, 10

TM t oy !..)..Ξ"' (...'..f’ R4α“ .. (uw) -'-{i(“q д)) -.““) fl‘
И така вече pavionarams с аефининията па степента ”реално число, а 7 = PRIOUANKHO число. Нека обележижително, 

,
Освеи това е ясио, че axo reo, то

кълсто й ¢ полеожителна, а
оректиа, трибиа πὰ ес убедим,
О К Β. ΒΜ MR частно ни лве
ге таки, защото, ока ря M 3

ΒΉΗΙΜΙΓΜ Κα 1 йе попожително

M, че числото ц” ¢ μ поло
¥

при 0-7а5 | имаме o<1, и при U1 имаме

3
най-напред 1 случан F—7, ' V»CTO ме

CLTCCTHCUO чаело, а след това чу нрюизвално положително ранионално чесло .При r=0 1е ca очевилни.) Оттук следва че:
Dakor, 5г ra при

HCPADERCTROTO 1 25 .
2) ako r20u ὁυτὰ Ξ B, roa' <y,
Лехно се вижли, че ako τ α й ка Аве иаложителчич реалии числа, а к -- ращионалнаMHCIO, Τὸ в сила е PIBCUCTBOTO

[8}

а”21!. (Тези непднсиста се провераца |

w2 1 ше бъче изналнена пепапс иствотоа” Se а прий са<1--

{Πβ}!' = οἹ β'͵͵

Нанпстина, ака ε---: 4 “ кълето P R g ен пели числи | це 0, ше имаме

(айу - ἰ“ΐὺἓ = (["В)%)Р = (;;;-βτ')"

Акоа ¢ положително регано числа, A г. W + са две ранионолни числа, та валилдни«я B равействата

]
ал н” ..у αἷ:
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н ('} 
| 

( nr,)rI ш ай

] 

.

ΡῚ Σ
„Штнщиспг,=;гг  ́ ̓:ἆἷ *EROCTO Py н р; са иели, 3 g, и 4; -- цели положи-

тедни числа. Тогава

А Р ая НЯ ( . Δ VI PRS-

9L ай -- α"ἳι ' αᾳ Φιᾷ а а.91

ῖ ὰ Σ Е- с” Ръ 5у я п
& ¥; ι Γ Π 9.9х 5 L ι

-- а а а =11 ;а /
, ΒΝ

- Ν ὐ

€ косто равенвството (7) ¢ доказано, Равенството (8) пък се получава τἀκπὶ

ο Ὦ п ᾗξι
. u"?l'l_ " π'ἰ'ι"ἡ - Ἷ

В κπιΟΝ ΜῈ ΜῈ настамщия параграф πσταὰ отбележим сделното. Hue пефини-
I

рахме CicienTa й " . когато й с подожително ς Π SHO/H, Д Ν == проинзвопцо 2LTCCT.
1

мено число Котато сстестагното чнсло п € печетна, можем 113 лефинияамен ” м ὴ
отрицатслииц DEARNM числа ц с помошта на раценството

— B

5 Η

а -- а ( Щр .

8 ΤΟΊΗ случан равснстаата (1) 423) дтношо ка и сила. Намстина ийя " ὦ н ΠΟΎΞΥΜΙΕ п
имаме

€ κόξτο Puhonu τ τ (1) ¢ даъаззана. ἐ ΠΟΔῊ 23 ирезаелим валидността HA равенствоато
( нека иескавем, че ραδοης μ (3) о<тава и енла, миато ай н В «а етришателня
vyt Пав. ааащ айн κά τ α - O, Й-. 0 не χ ς

i [ i 4

ῖ T . n -ιη
=y =y мО ш Ву =l .

Суъ РАЕЕН ааа Ч пеи а ΠῊ е πὸφοιηρ ке плу W63 14 а:

4 т 1 |

и“ TR « hayy A= 1" ця) "
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Читателят лесно ще се убеди, че равенствата (6), (7) и (9) OCTABAT B сила при про-«
изволни, различни ΟἹ нула реални числа O и В, стяга степенните показатели, които участ
вуват в тих, да τ рационални числа, допускащи предстаряния вън вид ва дроби с по-

пожителия пнечетни знамсенатели, .
1

Най-сетпе, ако приемем по дефиниция, че Ο " =0 за BCAXO естествено число π.
TO десно се вижда, че равенствата (6), (7) и (8) остават валидпи зипаги когатоа Η В
<& дис нсотрицателни (а ве HCOPCMCHEO положителки) рсаляи числа, стига степсините
DOXAMTEAR, участвуваши в тезк равенства, AR са положителни рапионалии числа,

§ 8 Стейен с пронзволри степсисн покязател

Всяка база на реалко чисцо (A, 8) е състанена, както зизем, 0T дьс мвожества A н
.8, всако OT TOBTO OT своя страна се състон от крвен брой 5πὴ безбройно Много арятме-
тичин рапиопалин Ὑπύπη, като ΠΡῊ това тези множества 02 подчивски на лве

-COCUEANHE "условия. Нека cera разгледаме две множества A B, cucrascua вече ΟἹ
рсалик (а ΠῈ пспременно OT рационални) чисна, но THKY, че да удовлетворяват същите
дяс условия, конто участвунаха в дефииницията на база на peanno числа. По-точно
нека Ди В са две пепразни мниожества OT реанин числа, TAKNDA, че:

1) за всяко й ΟἹ 4 к ucaxo В ΟἹ # κ имоме « < ;
2) πα всико положително (реално) чнсло с да съществунат такова число а от A

к такова число P οτ B, че f—a<c, .
L

Ще покажем, че B TAKLD случай CLUKCTOYDA QANO единстаено реално числи γ-
удовлетворява:що HCPRBCHCTIATA B 5 у5 В κ всяко @ 0T Ди всико Вот Я, Нанстина ΟἹ
усповието !) се ниждла, че Μποχεζτποι A с отраничено отгоре и че мсяко число В
от Я с τορπὰ граниш за 4, Да озиачим с Ὑ точната гориа граница ма множеството 4
Torasa, от елиа страна, Y2 @, за всяко й OT A, μ от друга страна, порали това, че уе
май-малката горпа граница на A, ще имаме YS ча нсяко Й от B. И тъй числото т
ще удовлстворкаа церавенствата а 5 Y.SP Ἰὸ нсяка а ΟΥ A и 30 ποηκὸ B ar B, Ако до-
пусисм, че съществува друго резлночиело у”, удомлетлорямицо неравепстиатаа 5у 5 B,
би следвала, че за всяко а ΟΥ A и 33 peaxo ὶ ΟΥ # ще имаме Й--а 2 [γ- -Ὑ", косто пък
протиноречи на условието 2),

Нека забележим още, че числото у, косто определихме като точна горпа граница
πὰ мно кествого A, се даява в същото време точия долиая грунния ма множестайто Β.
Нанстипа от неранснството у5 fi, валидно 1Ὲ псяхо В 0T B, се нижда; че у е долна гра-
ница на миожеството Я. Ако допуснем, че някоя друга долна граница 7, Η B удовлете
ворява неравенстното у«у,. ще инмаме O Ξ Β за BEHKO й от А w нсико В
от B, KOCTO, както нидяхме, е пенъзможно,

Въз основа на изложеното догук, когато лве множества A R Я от рсални числа
удовлетворяват посочените по-горе услошия |) к 2), ще казвамс, че тези ΜΗ Ο Ύ Β оп-
редевят едно резлио число - - числото ¥, явяпащоа се сдновременно точиа горна гра-
наца на MHOWCCTBOTO 4 и точна долна граница на множеството B — или че 4 ¥ B
образучат елна Определяща двойка миножества 38 PCATIOIO чиесла Ὑ
Мложестяота А ще наречем ляво, а множеството B — дясна множество па тали опре-
деляща депйка,

Koraro две мпожестна 4 ц Я са опредсляша двойка за ечно пОоЛожитеЕелно
реално число у сред числата, линаллежащия на ляшотТта множество A, има непременно
положителии — зко DOHYKH числа o F 4 са по-малки или ранни 112 нула, TO 30 BURKO
аог 4 Ν 33 παηκὸ ἢ от B бихме получили Й--а > у, косто йротивборечи на условието 2).
Ясио £, че ако с #” означим миожествоти на. всички паложителли чнсла O, припац и
жащи на 4 (100U множество може да не сънпяла с 4 — в случай чев „ се сълържат
й пепснпожителни п:), то множествата ” н B обрачуват съще така опрелеляща двоГ ка за
числото у. Ето Ty, кагито ни с ладепа пякоя определтща лвойка мпожества 4 и B
за LA полаоажителна реална число, анпаги можем [T считаме, че H ДнЕТте мО

жества A н В са съсганечи само 0T положителии чиесла.

Като излалтунзли 1орниата бележка. ще докажем следното: Ахо множестната
A и 8) «а сляа опредзеляжа днайка за положатслното ΠΗ число T, а множестваста
ς ὰ Hy — иге леляинга дас2ка за паложителчотоа псално число туъ MMt TORE такиза,
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че множестав2та A, % A . се състоят само ΟἹ положителни рсални чяспа, ΤΌ ще получям
3 апроелеляша Leditxd хмеихкества A и Β 32 реалнато число Ὑ 11, ако към множест-

свото 4 отпесем всички резлии числа ΟἹ виаз @,0;, кълето 0,64, B 0,64, а към мно-

: же:твото В πρηπεη рсалния числа, имашя вила В,В,, кълсто ВеЯ, н В.ей.. Преди

PCTYED кска сс YOOI, Ἰς таха гостросните мноажества 4 и Я удовлстворяват усповията

1) и 2). Условятто И с очгвчлно изпълнено, тъй като от перавенствата 0<a, <P, н

с ςα :Ξ . слелвя неравенството Q0.5 βιβ,. За да проверям Уусловието 2), да взсмем
най-напред едно шмитеателчо число £, ἃ след тона едно число В," 0Τ By и една число

. с

B,° ot Β, . положкителиото число & 7 ве в." ше съществуват такива а,” 0Т
а L Μ

A, 8B τ Β, κ ο тТакнва а,” от A; н |}, ̓ от B,, че да имамс β, ́--α," τ ε' и
#,--а1<:е”. При това можем 52 считаме, че β. ̓ < B, Тогава

Бе Бу --аг аге βε ́--βι' αὐ ̓ 1By αν ́--αι' @' =By’ By ааа , - α,}
«βι" с” 1 =2

И така меожествата А ш Я са опредсляша пвойка за някосе реално число. От wepasca-

«<твата α ) 5Т.т:5 010, обач, изпълнсия винаги когата a,€4,, ,6#,, u,€4,, B.ED,,
+ ясно, чс това чнело с чаелото Ὑ.γ..

Прели да преминем към лефинициятя ня стспен с произволен степенен показател,
косто € HENOCPEACTECHETE ни юел в мастоящия параграф, ще докажсем опи езно пеобхо-

ANMO 33 нас тиърление, а именно следното; За исяко положително реално число ц

имаме

41) lima " - I.

Да pum:-,mm най-найпред случая, когато п1г Ι. Toruma Δ всяко сстеставено число &

e

мимаме " —1=4,20. Оттук поплучаниме a" | vhy н a-~(l +A). Използувайки
MCPABCHCTRUTO на BCMIyAN® | получинаме

u2l+nh,,

отсъдесто

, а - 1
ЙЪА..: Ч

кли всс слно

1

К а-!.
, ὕξα 157я

Ακὸ сега g e произвално положително число, го оченицио за BCHMEH сстествени числа
-

, улоялстворяващи неразенствота а > u_E_ . ще ΜΗ ΜῈ

1 4

а”-а < €,

* Henancncraoro

Ἐ 21 а

е известно пел името неравснство на Берпули м е валиляно за всички A= —1 и произ«

волно сстестосно число κ Чита гелят ше го деокаже лесно с помащта па пълнатиа MATE.

матична WLIVCUMA,
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Пристъпнваме сега кьм дефининията на степен с проязволе з CTANEHTH ΠΟΚᾺ зател ..Некаа гелноположнптелна реално число, п р-- произволио реално число н нека=4, B), т. ς, (A, #) с cana бача на реалнота чнисли р. Да счначим с 4* мнипжсствоато oвсички реални числа τ BHID а", K1LAC10 aE4, a ¢ #“ - MROWCCTOUTO OT шсичкР реагаччисла ΟἹ види п“, къпето фе Β. (Тук степеите “ и ай са псбинирани UENE ОТ няс, тъ катоа н 5 са аритметични ранионални числа | Ще покажем, че знежестната A* н #” обра-зуват оппределеаищ люойка миожестоа за накас реално чиели. Ири rosa, 2ко а21, τὸ4“ е лявото, а #“ — пясното множество на тази Опрелеяятиа лвойка, и акоп < I, тообратно, 8” е ливпто, а A® — дясното й множество, Кагато а - |, както множеството4“. така # мноажеството #“ се cLetont Β . Τ едиштасцата числа Т.) Ще пазгле -
ламсе случая, когата а 2> (, (Случажт QeS| се пязглежи лналагично й сс препастаниΜῈ читателя.) От неравсистното o < b, излпълкено чя венка 7 OT A o псяко » ot B, следнанеравацстнато Y ЩЕ, с което услонисто 1) @ прощерено, За ла пуунерим услешиета 29,да влесмем най-напрел едио палоежичелна ἄμ ες а слелотовя < елно Уксла by, ,

Н

Порзди тева, че Нта” -1, ше -:*т-тпсстп]п,ш TAKOWE сестестасно числа ἢ ὰ κύξιο' 
Π

. 
|ай | а Ако сега чиклата ш Ἱ я к ΟἹ B са нъе такц, че b -y- " ἴ9

има" ἐ

"

1

ПЯ v l]cfu""(flfl ])._x
И така мнижествата A ἐ опрефелитедно мя ссщ ι ο реалио чиелоΥ. TOB число we нарсчем ἰ σησ ци v Ν стенсенен паката телри ше

τ бележим ¢ За да бъле обаяе 10 лефишчиния каректия, трибия да се NIV, че тяие s 07 базата LA, Н), с рамощи я ἩΝ μ сме презстаниян A0 в Нанетие .акл 4,, Я1е KO SIS δρ ц ееланите I В. Те не а наамащ W ачанииеаза,
κ τ NO-LOPE, ANC Ммииежаеетва 4,” м #“ ат фецани счисас. мИя ΜῈ и Τ еле
Геалнеа MU0 у,. Тегаца Τ ауе s На 14 ε" Sl пуйъднени ἸΔ исико o με N иеяваАе By ще заключим, немайки инпед MG, Че у е гачната геарна Еозниел 13 A% Ч
точиата долиа гианниа μ X%, че с b ol нерйзвенствната v <y, OFr цеплвбис: вата пъки S палнани ча Ρ Ν ае 4) ц всяко A BT B, не еледод. че ну И тъй Ὑ. ἐ
косте коректнос гга на дефнианинята ΤΗ͂ #” е доказана.

По толи пначин направихме паоследиати стьнка в μ Π τ на поапетакта
ἘΤΕΤΙΡΗ, CCRBICCTOCNO MK ледонателно 0T началота на предишияя гараграф. (Сега бече
Вполагалме © Такаца иефияиция, кокта н8 исисляви на | OROPUM ал степенза !“ ΒΗΗΔΙ Μ
KULATO ONUABL 10 И U € паложителна певлна число, ¥ уа пра OPOI зиклно реачно чиело
р за степеиен показател. Както ече птбелязахла, числото а в имнагн положително.Прни това, ака p=0, 1o

2) 
е21 цлян а Ὶ κ Ξ Ἐ при 0--:<1,

Остана ла докажем оснао, :е квийства па cTencHysane i,

Иска а ¢ толажително йеслка чиела, а 0y Η py са πρὸ реални πηςταᾶ, Ако p, τ
м B п.-. (A, #,), 55 αμάμηπι" с A% 8,5, A% ВА множестватда, състояшти се

ετ τ а: часлата ΟΥ низа ия ε, 19 αδὰ, квлото ς b,ERy a,ed,, bR,
Torama 4я 8,* @ слъ vy~ -3m " доса HECTAQ За числота o, а 4, g
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е -- опреледища лзойкя множества за числото #2. От дпуга страна, #сно €, че MEO-

0 A%, съставенос от числата, нъшпп виза @TM M къдсто 6,64, аЕя н MBO-

’u-ramo B® o1 чнелата от вила п b‘, къзсто διῈ8Β,, b-€B;. obparymat пък
шредшшз Льройка 32 числотрай!” : Слелователно ΠΡῊ прелголожение, че ῃἕι

ще MMM, от сдна страва,

a® g х аг айт ай gfsче. Ἄ

OF друта —

n.a # а: Ξ α-μι Ξ"ῥι - “ьг.Ц“: -

В случай πῦ - Ι Ш TCIA flcpam трябва na бълят написаян v обратна oocoxs.)

ο тъй като o* Π Ξ ο g ц а8й ай оттук следна равснството

&) ай „ M gfa,

Cera можем да отбележим и следното: Αχὸ p, < py, 10 ΠΡΗ Σ | ¢ изпълнсено BCpa-

венстоото αὐ Sat, а при 00 | — нсравсистаото oM 2o,

.pl

За па се убедим а тсти HTPABCACTEA, лостатъчно е да разглеламе частното -1?
а

косто въз основа μὰ равенствато (31 MOWE д2 се напише δὰν видла а! й да пг.-

меч пред виз перавснствата (1),

Да πρεμημμ към зока мтелстас на равенството
Γ κ Π Ν Ἱ

4 ι68)} o,

BINLINENO пинаги когато п н Й кя положителни, а p прапъжслно резлно часло. Нека
р-(я, Я) Да ралгледаме навй-плирел случай, xararoa 2 1 и B2 1. B този случай множест
BOTO O числата u"‘ FLUETO μ , и AIHEEECTROTO OF чнслатп αν, кълдета ῥὲ , определят

реадните число 0. ἀόλατο миджес Ο ме числата “, къдета 9€A, н множествито OF

числата . кълсто δὲ #. опредедат реалщетое числа . Оттук мпък слелна, че

миожеслтвота OF числата с” н миожеството ΟΥ чниелата ай # образунат опрелеляща

двойка 1 гезлното числоц! BT На 1щ асако o or 4 н жяко b ΟἹΥ Я имаме

а“ Б“ - ιαβ)" чай сайм е..

Оттук следна pancicTeoto (41 Случаят, parato 0 a- Тий-Й- ), се разглежда 2налд-

Гично

ONTaBa да DAWSLIIME саучав, когата 21, μὸ - В 1 Cera за реалното чнело

m 0 В” ше noaysus €34 опре ллящ двойка множества, ако за ляво мясжестьо на тази
2 ДьОВяа нземем множеството на числпата ΟἹ внла εὐ а за дясно нейно множества —

множестьо:! O ка анслата ΟἹ вила ¥, кълесто аса, #58 При товяа, axouf 2 I, ше изаме

инеравсенстватТта «

αὐ . . 85 = (αβ}": υ - (af)e = ай β»-- 2 ¥,

а ὅτο ofi< ) Bepamencimara

a’ Bt - a® βὲ - [ασβ} - ταβ}"-- (aB)® = а“ Ве - gb β5,

M в лвата случая заключаваме отнова, че € в сила DADCRCIBOTO (4),

Най-Сетве ше зокажем ¥ равенството

(%) @)’ =a"7,

M Математичегта AERIEY ш



където α е попожитгелно, а NG с произволни йеалня чиела Нека л 14, ΒἘ) π -С, ἔτιм нска презиоложим, чс ὰ 2> | акоа |, неравенстага, коша ще слелват, трибна 1 бъ.
чат написани в пбратна nocosud. Ot зефиянинята на числато αὐ Ὁ ясно, че ὮΡΗ ΜῈ 1 ἢΕΞ ичаме .

e’ = oo

Оттук cacasa, #е при c€C и #Е0 ше имале

- b

u_dq_a_ (u“l""—-[u”lc Ξζ{}" }":;;{(ι”β;;ῃὐ}" - flh‘.

Обаче мноажествоата, ChCIPRIID се OT Числата ег нила gTM . Къл Ра ΠῈ A е56 и чмнижест-BOTO, съставено OT числата ат нядла oTM, кълета bl ἐ " ойралунат саца ппрелеляща
двойка w пислита ай Оттук чарали нераненствата пе ς ("} < а канго докалахме
по-горе. слезва, че часлого #” съвцала с чиелото (") U тана райсаствота (4) сдаказано.

ᾷ 9. Логаритми н реалин чиела

Некаши (b са днс редлни числа. Ще лоюкажем, че акоо . ὕ,α 1 μ ἢ -0, τὸ ураанс .ци сто

(1) « в

HMI, м то елна сдийстнено решение oTROCH Е.
Акой - |, то ΟἹ pancHSTUO (o

ἴ {{Ὶ{ὼ--ἘγΝ
M OT чераненетаото

O (ἀτΎ ΤΝ Ἐ 1 ща 1)

ΒΝ че Π Τ "и може Ди CTANE KONKQTO ποκ Μ Γ , Π 4 Да ижчмчем -
CLATLYHU Γ Ἰηδίω естестенотия числф #. Да избеорем п такц, че да ΜΜΗΜ; Ἷ Ви

1
o* .- β " Вижламе, че m даастатъчно големи естестиеяи чиела п

еце тадта

ка иълнейи инера.

αὐ н а

АкопъкйО _u- 1, 1o, вемайки LOTEC ΓΤ Σ чиела # 12 ка, че ааа ка ля ΗΗ перашене ᾶ TSI -“ ι "

а ) μ (-n ) - ἢν закдначанаме, че за HOCITAT LMD големи м имаме

. и ou ),
По-нататък ще owrame, че й.: | (случаят, кагата от 0.:0-. 1, се Ттретнра авзла-

гичко м сс прелостаня на чи гателя). Да пазгледаме MROSCCTIO0 A, съставено от всич-
ки аритметнчин рационалин числа @, 3а коита 025 В, и множествато 8, състонщо се
OF всичкен зритметичнян рациочдални мисла b, ча контоц# > Д, Извърижните по-г ape pay-
слежданния ни убежланат, че инто «дно OT тези ABE миожества це е празно. Нис ще пока.
жем, че мнижествата 4 н В образунат база на седно реално чиеслео. Нанс:нна 12 всяко
а Τ 4 и δύηκα А 01 Й имаме и< (понсже а - |, от перзвенствота ц - А би слелвало
а + 0) Да въсмем еано OPOHIONND положително число £, сле4 коета μ изберем
SLTECTRCHOTO число н толкова галямо, че ad имаме a-"- P, u"~ |} & ocBeR Τόμα
1 

k
π Π Да pairaeaasecera рационалните числа or puna o кълета ἀ - — η,

- “
еее В Ύ избора на т числото ту = " приналдле.

п].

жи ча A, а чисдото у 7 приналпежи на B. Ето зашо ше съществула сдно най-голямо
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!

ὰ ———————————————————— ЕК

- жа
Ε ὶ

ς - Π Π

1

ι

д.

Ъъ ЕН =y сриналсежи ΜῈ A Да ачлначим тази

тпнп: ταν, Тетава 3;4 --- -

ΓΟΝ Е υ u'{

‘:l‘ - ; kn ι "

n |

С това е паказана, че множествата # и B ъбгалуват база нл слщ Гелана числа у Ho
TARED цлаУучай, какта“ LHATM ττ Π Σ ΜΗ .шг;прцф SHORCITRATS 1Y състаясно ΠΤ

τιιι TATE ΟἹ вида 0f, къзето ΔῈ 4, и чножестаиче #“ от чнолата αδὶ ез лето 55 B, еП луват

опре зелЛяаши3 двейка τῷΖό μ чпе . (Т аАЕ eTRERE, AU «е D e 5628 нмаме

1

: 
‘LB Σ

I ) костА воаазлазЗ, че и
а - B

И ак чикайния с < ooz на s pageeroeto (0 Разлира c2, тона уравнснис не
MOES μ 0N 0T pn.._m.um:- IRl «ато при r’ т ще Зиде нзпълнено нераненствоато

o’ UL а при T T нсравенетвката o' а

R 30T 7, BURUILO 07 елинстнениа VCLIEHNT μ ὑ ὰ πηρ εκ ταὰν ἐ Ε}, ие mapiawe л o-
ΤΑΠΗΤΕΜ ιω чЧну ὐ Γὁ ἥπρ оснава Ἅ ще ro η μες log Й.

ι ει τρῶτα τἢ μ τη τ ὶ T } μ ОТ ι προρι τ на стегпени ес 1
PO T e st B а κ Т а D (00 Ε Г ΜῈ ς ΤΗ чи 10, B H T B μ e 0
м A A T #ааа ς Σ T ПЕ [ T0 OF pasticinaio

ай Те щ αὐτατι

м от Γαμόέμε Ἀ Τὰ

ῃ ̓» ̓ι B‘ Β ἐ = "‘

ΟΙΌΔΡΑ Λ ΠΟΙΣ Έ LY

og, В, 1. - fog, , - log, Й:.

ι Tasd, дка © пелеажителна и разсично o 1, e низожизелно, ар ¢ nrony-
PO MO еа T Μ и зка т е. Й. TO 0T равенетазта

a¥--p

слелаа PABEHCIBOIO

log, p* plog, Β.

Привършиаме изложението н доказателството HA основиите свойстяиц μά реалните
чнсла. На чятаАТеле ирелиставиме пелантично 13 провери BEPHOCTIA на всички техни
свойства, които билме наложили в уводлната част на курса. При тона нека напомним
ΟΙΉσΒΩ, πὸ BODITRATA, O HEUKUIM сс азмо до ес патнвените, ислите и рацианалните чниела,

предптолагаме 3а известен ΟἹ по-рана.
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