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В учебника са дадени основите на аналитичната геометрия на равнината и про-

странството. Материалът е класически, HO е изложен на векторно-алгебрична основа

Широко е използван апаратът на лине йЙната алгебра. Последователно е застъпено тео-

ретико-груповото гледище на Ф. Клайн върху класическата геометрия. Изучават се три-

те основни групи: проективна, афинна, метрична, и техни #нвариавти,

Изложението е твърде сбито, кратко, HO ясно.

Учебникът е предназначен за студенти по математика в Софийския и Пловдив-

ския университет, а също така и 38 студенти по математика във ВПИ — Шумен.

Несъмнено той ще бъде полезен за всеки, който желае да разшири своите познания

по аналитична геометрия.
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Предговор

Учебникът съдържа лекциите, които се четат от 2—3 години на

студентите по математика в Софийския и Пловдивския Увиверситет.

Обемът на учебника, макар и малък, включва традиционните теми

по аналитична геометрия, които се излагат в обширни курсове по та-

зи дисциплина. Възприетата от нас методика -- да използваме наши-

роко линейната алгебра, ни даде възможност да изложим един твърде

обемист класически материал на малко страници. При това последова-

телно е Ппроведено теоретико-груповото гледище на O. Клайн върху

класическата геометрия. Еднотинно са въведени преобразуванията

(движенията) в основните класически групи: проективна, афинна и

метрична. и

Старахме се изложението да бъде кратко, сбито, ясно. Във връз-

ка с това ще отбележим две неща: 1) паралелно са правени разглеж-

данията на едни и същи теми в равнината и в пространството или

когато това е правено поотделно, в изложението втория път са про-

пуснати редица сходни неща: 2) разглеждането на някои частни случаи

при доказване на твърдения са оставени на читателя като леки упраж-

нения.

В линейната алгебра широко се прилага геометричният метод на

Грам--Шмидт за ортонормиране на базата, Тук предлагаме експлицитни

формули за системата от ортонормираните вектори, които, струва ни

се, са нови,.

Да отбележим някои технически неща. При цитиране на формула

от параграфа, в който се водят разглежданията, се посочва номерът

на формулата. Ако формулата e ΟἹ друг параграф, на първо място се

посочва номерът на параграфа и след това номерът на формулата. На-

пример (9.4) означава формула (4) от параграф 2.

Надяваме се, че учебникът ще бъде полезен не само за студенти-

те по математика. OT него могат да разширят своите познания по ана-

литична геометрия студентите по физика и от висшите технически учеб-

ни заведения.

Авторът
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Глава | '

Вектори и координатни cucmemu

§ 1. Векторното пространство на евободните вектори

—

Насочена отсечка AB наричаме наредена двойка точки A, B.

A наричаме начало, B — край на насочената отсечка. Ако А съвпада с
—

. B, насочената отсечка 48 наричаме нулева.

Две насочени отсечки AB, CD наричаме колинеарни, ако правите

AB, CD са успоредни или съвпадат. Записваме AB”CD Ако OCBeH TO-

Ba е изпълнено следното условие: когато правите АВ и CD са успо-

редни, точките B, D лежат от една и съща страна на правата AC, или
ако правите ΑΒ CD се сливат, nocokure ΟἹ A към B u or С към D

съвпадат, TO AB CD наричайе еднопосочще колцнеарни. насочени OT= ”
e

 e е ене

сечки. Аналогично се дефинира и понятието разнопосоано колинеарни

насочени отсечки.

Сега ще въведем РЕЛЗЦИЯТЗ „равенство на насочени отсечки“.

Две насочени отсечки ΑΒ CD наричаме равни (и записваме

AB= CD) ако са изпълнени следните условия:
а) отсечките АВ, СО имат равни дължини;

—_— ете

6) насочените отсечки АВ, CD са еднопосочно колинеарни.
—— —— — -πον

Лесно се проверява, че ако AB=CD, то AC=BD.

От даденото опрелеление следва, че релацията равенство на насо-

чени отсечки е релация на еквивалентност, Τ. €. за нея са в сила”

следните три свойства:

1. Рефлексивност: всяка насочена отсечка е равна на себе си:

--- —

AB=AB.

— — — -

2. Симетричност: ако AB=CD, то CD=AB.
— e .... .--

3 Tpausutusnoct: ako AB=CD, CD=EF, 10 AB=EF.
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Множество от всички равни JIOMEXAY си насочени отсечки наричаме

“ свободен вектор.Свободните вектори ще означаваме с малки получерни

букви. Един свободен вектор а се определя с кой да е свой елемент
— —_—

-~ «представител) AB. Именно ако e дадена HacoueHaTa отсечка AB, To
i

MHOXECTBOTO OT всички насочени OTCEUKH, равни Ha ADB, e свободен Bek-
— —_

Top а с представител AB. Ще употребяваме записването AB=a, koe-

то според току-що казаното в теоретико-множествен смисъл трябва да

ра Ἂ
се схваща като 48 € a. На чертежите свободните вектори са означени

с малки курсивни букви, придружени със стрелка отгоре.

Ако О е произволна точка, намирането на онзи представител на

свободния вектор а, който има за начало точката O, се нарича прена-
сяне на свободния вектор а в точката O.

Два свободни вектора a,b наричаме колинеарни, когато произвол-

ни техни представители са колинеарни. Записваме a Ю. Ако освен то-

ва представителите им са еднопосочни (разнопосочни), то векторите на-

ричаме еднопосочно (разнопосочно) колинеарни.
-

Под дължина на насочената отсечка AB ще разбираме дължината
на отсечката AB. Под делжина а на един свободен вектор а ще
разбираме дължината на кой да е негов представител.

~-- Въвежда се понятието нулев свободен вектор O, който се опре-
—_—

деля с KOS да € квулева насочена отсечка АА. По определение го счи-

таме колинеарен с всеки свободен вектор.
—_— ---

Нека AB и АС ca ненулеви насочени отсечки с общо начало.

Ъгълът, определен между лъчите с начало A и съдържащи точките
£y=

B u C, се нарича ъгъл между насочените отсечки AB и AC. Под ъгъл

между два свободни вектора ще разбираме ъгъла между техни пред-

ставители, пренесени в една точка. Той не зависи от представителите на

векторите.

—

Най-сетне, ако а e свободен вектор с представител AB, TO Haco-
-

“ "чената отсечка BA определя свободен BEKTOpP, KOHTO означаваме c—a
и наричаме противоположен СВОбОДеН вектор на СВОбОДНИЯ вектор а.

Сега да въведем две операции B множеството на СВОбОДНИТВ век-
тори, с което ще го превърнем във векторно пространство,

Събиране на свободни вектори. Сума a-+b на два свободни век-

тора а, b наричаме СВОбОДНИЯ вектор, получен по следния начин: пре-

касяме а в произволна точка O; получаваме насочената отсечка ОА -а.
—_—

B точката A пренасяме b и получаваме насочената отсечка AB=b
—

(черт. 1). Hacouenara orceuxa OB определя свободен BEKTOP, който Ha-
ричаме cyMa на двата свободни вектора и го O3HauaBame C a-+b.

За да бъде даденото определение коректно, трябва да покажем

независимостта на сумата от случайния избор на точката (). За целта
ее —_—

нека O, е друга точка W, както no-rope, да построим 0,4,=a, 4,B,=b.

4
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ете

Съгласно определението насочената отсечка О,8, определя сумата
— —_—

a-I-b. Трябва да покажем, че OB=0,5,, което означава, че насочените
— ——

отсечки OB, O,B; определят един и същ свободен BEKTOP.
—_— —_— ----..» ———

Mo построение имаме OA=0.4,, koero дава 00,=AA, Auano-
—_— ееее — —

гично OT paBeHcTBOTO AB=A;B; следва AA;=BB;. OT транзитивността

с ἦ

— — -

на релацията равенство на насочени отсечки следва ΟΟ,-- ВВ, което
---οτἨή-.»ο-

OT своя страна влече желаното равенство Οδ-:-Ο,8,.
Операцията. ..събиране на свободни вектори притежава следните

свойства:

Τ 19) асоциативен закон: (а4-Ъ)+с-а+(Ъ+ес)
29) а--о-а;

3% а+(--а)-0;

49) комутативен закон: а+Б-Б-а..

В равенствата 19) —4° a, b, с са произволни свободни вектори.
Доказателство на 1°. Нека 4, B, С, D са такива точки, че

— τ —

AB=a, BC=b, CD=c. Понеже b+4c има 3a представител насочената

отсечка ᾖᾗ, то свободният вектор а--(Б-+с) има 3a представител на-

сочената отсечка -AD (черт. 2). Аналогично, тъй като 8ἃ.- b има 88 пред-

ставител ,ZT(:‘, свободният вектор (4-Ἐ 0)- Ὸ се представя с насочената
e

отсечка AD. Тъй като двата свободни вектора, стоящи B двете страни.

на 19), се представят с една и съща насочена отсечка, следва, че те

са едно и също множество OT насочени отсечки. С това е доказан

асоциативният закон. |
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Доказателствата на 209) и 30) предоставяме на читателя като леки

упражнения,

Доказателство на 409). Случаят, когато а и b са колинеарни,

е тривиален. Ще разгледаме случая, когато векторите а и b не са κο-

Черт. 2

линеарни. Нека сме построили успоредника ABCD така, че AD=BC=b
--- —

AB=DC=a (черт. 3). Според определението за cyMa на свободни век-

тори от триъгълника ABC следва, че a+b се представя с насочената
теу

отсечка АС. Разглеждането на триъгълника ADC показва, че същата,
--ὁ

насочена отсечка AC e представител и на вектора Б--а. С това 40) e
дДоказано.

Законите 19) —4° показват, че множеството на свободните BEKTO~

ри е комутативна (абелова) група относно операцията събиране на сво-

бодни вектори. Поради това свойствата 10) --40) се наричат групови

свойства на множеството на свободните вектори. Асоциативният за-

KOH ΒΗ дава възможност да пишем а-Б--с вместо (a+b)+c. С други

думи, при събиране на свободни вектори можем да изпускаме скобите.

Ние дефинирахме сума на два свободни вектора, но определение-
то лесно се пренася и за сума на произволен краен брой вектори.

Умножение на реално число със свободен вектор. Нека а е

свободен вектор и A е реално число. Произведение на свободния век-

16



ἼΟΡ а с реалното число А наричаме свободния вектор За =a), който е ко- ”
s o

линеарен с а и дължината му e За =A'a; ako A>>0, двата вектора са
едноцпосочно колинеарни; ако A< 0, двата вектора са разнопосочно коли-

неарни; ако A=0 или a=0, или едновременно A=0, a=0 по определе-
ние считаме Ad==0.

<
ц e At e

A B 2 с

Черт. 4

Операцията умножение на реално число със свободен вектор прич-

тежава следните свойства:

5% la=a;

6% (A+p)a=2ia-pa;

79) X(a+b)=2xra+2Ab;

82) A(na)=2apa.

Тук a, b ca произволни свободни BEKTOPH, а A, μ — произволни реални
числа. Свойствата 60) и 7°) се наричат дистрибутивни закони съответно
OTHOCHO скаларния и векторния множител,.

Свойството 59) е очевидно.

Доказателство на 69). Да предположим, че A>0, и< О, като

%+1>0. Аналогично се третират и останалите случан. Нека АВ-а

АС < йа, ἶἶ):μἂ (черт. 4). Съгласно определението 38 сума на сво
бодни вектори ἶἷᾗ е представител на Aa--pa. Поради A+p>0 следва
че точката D е между точките A и C. Тогава 4 има посоката на

АВи дължина (А--а), т. е. Йц()..-.нь)а. С това 6% е доказано.
Доказателство на 70). Ηεκεἶἆ:ε, ἷὅ:ῖο. ΤοΓεΒειέἷἶ:ει-{-ὺ. Ha

черт. 5 при.А>О са построени Щ:).а, ἶἆ:λ (a-+b). Триъгълвиците

ABC и АВ(С, са подобни. Тогава ЕКД:АЪ и насочената отсечка Щ
— ---»

се явява представител на cymara 48.-Ἐ Βι(,, С това 70) е доказано.

Случаят А<0 се разглежда аналогично.
При доказването на 80) трябва πᾶ се разгледат случаите: А7>0,

μΌ A>0, μ«0; λ«0, p<0; А<0, и>0. Проверката e проста.

2 АНАЛИТИЧНА ГЕОМЕТРИЯ 
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Да резюмираме направеното дотук. В множеството на свободните

вектори дефинирахме две операции: събиране на свободни вектори

и умножение на реално число със свободен вектор. Показахме валид-

костта на Законите 16) --89). С това е доказана следната

Теорема 1. Множеството на свободните вектори е BEKMOPHO

пространство над полето ка реалните числа.

Отсега нататък вместо термина свободен вектор ще употребяваме:

само вектор."

Операцията изваждане на вектори се дефинира въз основа на

операцията събиране на вектори; по определение имаме

a—b:=a+(—b)

Векторите a;, a,,...,a&, наричаме ликейко зависимиа, AKO същест-

вуват числа А Agy..., Az [OHE едно OT които е различно ΟἹ нула, та-

кива, че '

Ἐ

Ако векторите не ca линейно зависими, наричаме ги ланейно незави-

сими. Ясно e, че ако векторите a;, а,,...,а, са линейно независими и

за тях € изпълнено равенството (1), то

λιτελατεν ετ τελρεεῦ,

За вектор P, 884 който важи представянето

р-Амаш-- ае λιιδριν

казваме, че е ланейна комбинация на векторите &y, аз,...,ад.

Ако а--0, векторът
. .. .

(2) а - а!

е единичен по посоката на вектора а.

Теорема 2. „Пва вектора са линейно зависими точцно когато са

коликнеарни. |

Доказателство. Нека векторите a;, а, са линейно зависими. Това

означава, че съществува ненвулева двойка реални числа (λι, #,) таказа, че

;\13.1 + ;\232 =0,

Ако предположим, че А1--0, последното PaBEHCTBO може да се напише

ΒΈΒ вида ,

което показва, че векторите 8:, 80 са колинеарни.

Обратно, нека векторите а, 80 са колинеарни. Тогава можем да

напишем равенството (при а) --0)

а

(3) 32:532‘31ἂι
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като ε-- -1, ако векторите са еднопосочно колинеарни, и в---1 при

резнопосочно колинеарни вектори. Равенството (3) се проверява непо-

средствено. От него получаваме

531132-5 а, 31 =@,

което показва, че BEKTOPUTE а,, а, са линейно зависими. Ако a;= 0, pa-
венството la;+0a,—0 показва, че a; a, са линейно зависими. С това

теоремата е доказана.

Следствие,. Два вектора а, b са колинеарни точно когато еди-
квят от ΤῊΧ е Ллинейна комбинация на другия: а--Ар или b=pa.

Три вектора се наричат компланарни, ако представителите им B
«дка точка лежат в една равнина.

Теорема 3. Три вектора са лцинейно зависими точно когато са
ю мпланарни. :

Доказателство. Нека векторите ay, @y, 3, са компланарни, като
—

2
«-ι

-----

-ар ОА,-а, OAz=a, са техни представители. Точките O, A, A,
A4, лпежат в една равнина. Предполагаме най-напред, че a, a, са линей-
22 независими. Тогава те не са колинеарни. През точката A, прекар-
ваме права, успоредна на правата О4, (ОА,) и нека тя пресича правата

( (OA,) в точката By (B,) (черт. 6). Понеже бБТ ! О-ЪАЗ, следва O_B; =
- Σ . 0B, ; —— ра —

-7:ОА, съгласна (3). Tyk A= - Аналогично OB, | OA, дава OBy=
04

- 2;04,. Понеже

02,- 0814 BiA,~ OB, + OB,

ОАЗ = ).1517‘{1 —{— λ:ᾖ:ξ:ῃ

33 = ;\lal + ;\282.

Tiza равенство, написано във вида

).121 +;»2а2+(- l)ag == 0,

LOK25Ba, че векторите а), а» 85 са линейно зависими. и
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Ако предположим, че a;, 89 са линейно зависими, следва същест-

вуването на ненулева двойка (3, ») със свойството

)\131 T -232:0.

Това равенство написваме във вида

)»13.1 T 7\232 + Оаз к Ο,

откъдето става ясно, че векторите 8)» Ay аз са линейно зависими.

Обратно, да предположим сега, че векторите a;, ay аз са линейно

зависими. Значи съществува ненулева тройка числа Ay, Ag, Az TAKABA, че

Ако предположим, че λεξεῦ, последното равенство може да се запише

във вида

А А1 2

аз- τ λς a— BN а»

. M А
откъдето лесно се съобразява, че векторите — », i а a3 а ¢

това и BEKTODHTE 8;, A, A3 са компланарни.

С ToBa Teopemara е доказана.

Следствие. Три вектора са компланарни точно когато единият

от тях е линейна комбинация на другите два вектора. :

Теорема 4. Всеки четири вектора в пространството са линей-

но зависими.

Доказателство. Нека ау а,, а,, a; са дадените вектори с пред-

ставители i

-AKO допуснем, че a;, 80, аз са линейно 3aBHCHMH, OT PABEHCTBOTO

ма + а» - заз-0,
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тъй като (A, Ay Ag)==(0, O, 0), написваме

което показва, че и четирите вектора ау &y, &y, а, са линейно зависими.

Ако предположим, че векторите a,, A, аз са линейно независими,

следва, че точките O, A,, A, 4; не лежат в една равнина. Нека пра-

вата през A,, успоредна на OA; пробожда равнината OA;A; в точка-

τὰ В,, а правата през B, успоредна на OA, пресича OA; B точката B,.

Очевидно
—_ — τῖὴν еУ

——— ——

Ot колинеарността Ha двойките вектори OB и ΟΑ,, BB, и ΟΑ,, B,A:
—_—

и ΟΑς следва съществуването HA реални числа A, н, у такива, че

О8,-х04, BBy=304y Β,Δ,--νΟ .
Тогава

OA,=10A,+pOA,+vOA,,

или

За1+-ра»+-уаз+(-- 1)а, --0,

което показва компланарността на векторите. С това теоремата е

доказана.

Ние въведохме векторното пространство на свободните вектори, без

да се интересуваме от неговата размерност. Разглежданията, напразени

по-горе, важат за пространството, равнината и правата. Теоремите 2, 3,

4 ни дават възможност да формулираме следното свойство:

99) свободните вектори върху една права образуват едномерко

векторно пространство;

свободните вектари в ейна равнина образуват двулмерно век-

торно пространство;

свободните вектори в пространството образуват тримерно

векторно пространство.

Операциите събиране на вектори и умножение на вектор с число

се наричат афианни (линейни) операции с векторите.

5 2. Координатна oc й проекция на вектор върху ос

Права ( с избрана върху нея посока се нарича ос. Тази посока от-

белязваме o , -+ “. Избираме вектор е върху оста, чиято посока съвпа-

да с посоката на оста (черт. 8).
—_— ——

Нека AB e насочена orceuka Bbpxy оста [ Тъй като векторите AB.
пъе

(т. е. векторът с представител AB) и е са колинеарни, те са линейно

зависими:

λἷ}-ἓἓ-}-με:ο.
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Ν “

Сигурно e, че А-0. Иначе поради p==0 би следвало, че е-0, което не

е вярно. Като положим х---ц:А, последното равенство записваме във

вида
—_—

а) АВ-хе.

Числото х се нарича координата на насочената отсечка WAL на
— —_—

sexmopa AB oTHOcHO octa с вектор е. Записваме AB (X) или Χαρ.

Черт. 8

Срещат се названията релативна или алгебрична мярка на насочената

отсечка AB и означението АВ вместо х.

Ако е има дължина 1, от равенството (1) следва, че |x‘=‘;173 е

дължината на AB. От определението за произведение на вектор с чис-

ло следва: x>0, ако A—é, € ca еднопосочно колинеарни; x<0, ако те са
----

разнопосочно колинеарни; х--0 точно когато AB=0.

Нека A, B, С ca три произволни точки върху една ос., В сила ca

равенствата

Zézx;g,.e:ffil_B e,

BC =xz».e=BCe,

ἶἆ:χἷξ...ε: АСе.

Векторното равенство

AB+BC—AC
влече след cebe си следната релация na Шал (Chasles):

(2) ΧΟΣ Ἔ ве е еа

или в друго записване:

(3) AB+BC=AC.

Коесрдинатна oc кваричаме oc с избоана Touka върху нея. Тази точка

се нарича начало на координатната ос и се означава обикновено с O.

Координатната ос ще означаваме с Ое, където € € еднопосочно коляи-

неарен вектор на оста,

Нека А е точка от координатната ос Ое. Определена е насочена-
"-ν

та отсечка ОА и съгласно (1) можем да пишем

(4) ОА = xe.
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Числото х наричаме координата на точката А относно координат-

ната ос Ое. Записваме А(х) Според определението x, -хХх5:-04
-»

е координата на ОД"  ́

Точката Е(1) се нарича единична точка на -координатната ос.

Очевидно за нея имаме  ́

ὅἶΞ:!.ε.

Нека са дадени две точки

A(xa), В (хв)

OTHOCHO координатната ос Ое. Като вземем пред вид релацията на Шал

за точките O, A, B

получаваме

Значи можем да питшем
—_— —_—

„ AB(xp—xa) или AB=(xz— xa)e.

" Ако е e единичен BEKTOp, координатната ос Ое се царича норлйрана

Забележка. С помощта на една координатна ос върху права

се осъществява биективно (т. е. взаимно еднозначно) изображение меж-

ду множеството на всички точки върху правата и множеството на всич-

ки реални числа, При това изображение на точка ΟἹ правата се съпо-

ставя нейната координата.

2/
К 3

/  ́͵

/ A ͵|

͵ " )
/

͵ 7/

/ / z
/ ͵ “ /

Hent, 9
“

. -

Нека B една равнина са дадени Ot [/, насочела oiceuka AR и пгра-

ва g, пресичаща ἐ. Нека 4', 8” са пресечните точки на / с правите през

A, B, успоредни на g (черт. 9). Съгласно (1) имаме равенстьото ̓  ̓ Ν /

(5) чаБ =R,

Ако e е единичен вектор върху оста, TO числото X се нариял пле-

екцая на насочената отсечка AB върху оста I, полуа2на усяогедко

на g.



Аналогично нека в пространството са дадени оста [, насочената.
---»

отсечка АВ и равнината ε, пресичаща /. Прекарваме равнините €1 И ε8

през A, B, успоредни на ε, и нека те пресичат ( в точките A', B’ (черт. 10).

OTHOBO € в сила равенството (5) и ако € е единичен вектор върху оста [,

дефинираме: YNCAOMO Х се нарича проекция на насочената отсечка
-

AB върху ocma I, получена успоредно Ha равнината ε.
От определението за проекция на насочена отсечка върху ос е

ς

ясно, че проекцията X на насочената отсечка AB върху оста ἐ с едини-

чен вектор е е дължината Ha отсечката A'B’, взета със знак плюс или:

минус в зависимост ΟἹ това, дали посоките Ha А/В”, е съвпадат или са

противоположни. Съгласно означенията по-горе можем да пишем: Х--
——

=A'B'. Употребява се и записването X - Πρε ΑΒ:Πρ;ἶἷΒ.

В сила е следната

Теорема 1. Равните насочени отсечки имат равни проекций.
—— —

Доказателство. „Нека навочените отсечки AB, CD ca ῬΆΒΒΗ:
- ——>

AB=CD. B случай че правите AB, CD лежат B една paBHHHA с оста,

доказателството на твърдението следва от черт. 11, а именног [A'B'|=

3

Ω Я
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AB\|=!CD,|=|C'D'|, тъй като триъгълниците ABB, CDD, ca еднакви °
(AB, | I, CDy || 1).

B случай че правите AB, CD, ( не лежат B една paBHHHA и CTaBa

дума 88 проекция върху ос, получена успоредно на равнина, най-на-

Черт. 12

— .

пред забелязваме, че проекциите на насочената OTceuka AB върху успо-
редните оси [, /(” са равни. Действително (черт. 12) фигурата АВВ”А

- .

е успоредник. Въз основа Ha TOBa при дадени насочени отсечки 48
---»

CD прекарваме осите Д, [, през A, С съответно еднопосочно успоред “

; 
é‘,//é‘

Черт. 13

ἘΜ Ha nanenarafoc ( (черт. 13). Твърдението следва OT еднаквостта на
триъгълниците 488., CDD,.

Теорема 1 е доказана. Тя ни дава възможност да дефинираме:
проекция на вектор а върху ос # наричаме проекцията на кой да е пред-
ставител на вектора върху оста.



§ 3. Афианна координатна система 8 равнината

. 'r,f‘A анна KOOPO стема (или афинен penep) Oee, 8 равни-

ната наричаме наредена двойка от пресичащи се координатни оси Оеу

0¢, ¢ общо начало О (черт. 14). От определението следва, че векто-
рите €|, e, не са колинеарни; следователно са линейно независими, С

£y, Е, означаваме единичните точки на координатните оси. От опреде-

лението не следва, че дължините на €, €, са равни на дължината на

единичната отсечка, с която ще мерим дължините в равнината, и че

въобще те са равни.  ́ й

Нека /М е произволна точка в равнината на координатната систе-
---

ма Οθι6.. Векторите OM, e, е. са компланарни, следователно са линей-

но зависими, Τ. € съществува ненулева тройка числа A, μ, у такава, че е

"изпълнено равенството .. #

λὁ-ΛἶΔί- ре +уе -- О0.

Числото A-=0, иначе ще излезе, че €, €, са линейно зависими. Като

положим
μ v

X:—*Ty y:_f’

OT NOC.TEAHOTO BEKTOPHO равенство получаваме

() , ОТЙ:хщдгуед. -

И тъй, ако M е произволна точка OT равнината, B KOATO е взета афин-
= e e

 T

HaTa координатна cucTema (€@, B сила € разлагането (1), Ще noka-

жем, че то € еднозначно определено, Τ. е. числата” х, у са еднозначко

определени. ППП
Действително да допуснем, че за точката /И имаме и друго раз-

лагане: -

w 7 OM=x'e, 4 ye,

Като сравним десните страни Ha (1) и (1%), получаваме
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От линейната зависимост на векторите €, €, следват равенствата

X=X\ уеу

които показват, че разлагането (1) е еднозначно.

"Поради” това дефинираме: наредената двойка числа (х, у) от (1)
наричаме афинни координати на точката /M OTHOCHO афинната коорди-
натна система Оев;6, Записваме /И (x, у). Числото X наричаме abcyuca,

- e е .. А ааае Е ЕЕ рае ле

¥ — ордината на точката. M. Насочената отсечка OM наричаме ра-

диус-вектор на точката M и приемаме, че OM има координати (х, у),

т. е. ОМ (х, у). Понякога координатната система ще означаваме с
Оху вместо Oe,€,.

Точката Е, за която е в сила разлагането

OF=1.e,+1.e,

се Hapuya единиавка точка на афинната координатна система. Очевид-
но имаме Е(1, 1),

Да прекараме през точката M права, успоредна на OF,(OE)), и
нека тя пресича OF, (ОЕ,) в точката M (M,) (чер“ 15). Имаме 7 “

Ω) ὍΜ--ΟΜ,-- M= ОМ, + O,
“

“ , --- -

ΟἹ колинеарността на двойките вектори OM, κ €, ОМу,и e, следват
равенствата | п

Тук х e координатата на M, относно координатната oc Οδὺ; у е коор-
динатата на My относно Ое.,. Ot (2) и (3) следва ”

4 OM =xe, +ye,. |

Като вземем пред вид, че разлагането (1) е еднозначно, ot (1) и (4)

получаваме x=x, y=y. Тогава

Значи координатите (X, у) на точка M OTHOCHO координатната система
Оее, са координатите на точките M, M, OTHOCHO координатните OCH
Ое, Ое..

Ако M лежи на първата ос Ое, можем да смятаме, че M=M,
и следователо y=~0. Аналогично" точка M върху втората координатна
oc има x=0. Началото има косрдинати O (0, 0).

VY. гАфинна координатна система, за KOATO .
ς /а) двете координатни оси са перпендикулярни;

6) er=je, =1,

_ ще наричаме OpmMoHOpMUpaHa (0eKapmosa) KOOPOUHAMHA CUCMEMA, съот-
BETHO дртонормириан репер Β ̓ равнината. B този случай, като вземем”
А ене ще ἔνς
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“

пред вид равенствата (3') и определението за проекция на насочена

OTceaka върху ос, получаваме твърдението: ако (x, у) са координатите

”на тачката M, то те са ортогонални проекции на насочената отсечка

ΟΜ върху координатните оси. а С
-

При афинна (а също така и при ортонормирана) координатна сис-
тема двете координатни оси разделят равнината на четири ъгъла, кои-

(

Zrbadparm 7 Гейабаатт
ай

z<e Ку W) x>0
у4 ¥ro .

2
/<0 --

(0) ;
ка Ofi‘ £, fa>oy τ

| ὶ ζ'- 0)

Ζ xbadpoim T «вадрант
/ x=0) —

ψ τ 9 у«д
by

Yepr. 16

TO се наричат квадранти. Точките OT квадрантите и координатните

оси.при, ортонормирана. систеЧиа "имат координатидсъс зНаци, дадени
схематично на черт. 16. “ :
-- Дотук говорихме за координати на точки. Сега ще дефинираме

координати на насочени отсечки и вектори в равнината.
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Нека АВ e насочена отсечка, като A(xa, ул) и B(xz, yp) са за-

дадени спрямо афинната координатна система Оеце.,. Това означава, че

ОА:ХА е; +УА е27

ὢ:ΧΒ е1+ув 62:

A е

Като ИЗВЗДИМ тези равенства и вземем пред вид BEKTOPHOTO равенство
еле а Е Е Е ЕА

ПТ s AP НА A S ЗА Pt R .

ΟΑ-Φ-ΑΒ OB „ намираме

6) „ АВ--(ха -- х)е +(ув--Уя ее |

Както и по- гбре лесно се УСТЗНОВЯВЗ че това разлагане е еднозначно.
Тогава дефинираме: наредената Двойка числа {ΧῈ - ΧᾺ, γὲ - -ΝΑῚ нари-
ἰ На ПТ S e e TR o Б ъ ЕИ

чаме афинни координати на насочената отсечка АВ. Ще пишем.
..... А ς ,,5 ́οὕ.ὕ....ὕ.--ὕ.----- ---  ́ Ал

АВ (хв —Xa, VB УА)

T "Преди да въведем и координати на векторите, ще докажем след-

ната

Teopema 1. Равяите „насочени отсечки дмат. равни -KOOPOUHAIM L.
e e e s L е сРе

Доказателство Нека АВ CD. Ще разгледаме случая, когато пра-

вите АВ, CD са успоредни. Случаят, KOraTo тези прави съвпадат, се

свежда към разглеждания. Фигурата ABCL е успоредник и нека S е

пресечната точка на диагоналите My, а Оеце, € координатна система в

равнината на успоредника. От векторните равенства

-Κ — τοῦν

05-04445,

03=0D+DS (а5405-0)

чрез събиране получаваме

(6) 05-- Σ (04+00).



Тази формула 88 средата Ha насочена отсечка представлява самостоя-
телен интерес. Като използуваме, че 5 е среда и на отсечката BC, мо-
жем да напишем още

— 1

05-- - (OB+00).
3

Като сравним десните страни на последните две равенства, получаваме
.

@) 04+00-08-06С -o.

Да предположим, че C, D имат cbOTBETHO координати (Xc, ус), (хо, Уо),
т. е. :

ОС- хе 4 Усзо, oD =Xp€,+yp e,

Съгласно определението за координати на насочена отсечка можем да
Запищем '

E—b(XD —Xc, уд -ус)
—_— e ey

Karo samectum OA, OB, OC, OD с раввните им B (7) и направим при-
ведезие, получаваме

(¥4 < Хо --Хв -- Хе)е (Уа +Ур -τνῷ -ус)ва- 0.

Ot линейната зависимост на векторите €, €, следва, че коефициентите
в последното векторно равенство са равни на нула, откъдето получаваме

ΧΒ -Хд =Xp —xC)

Ув Ул =Vbp -- νε.

С ToBa Teopemarta e доказана..

Тази теорема.ни предоставя възможността да дадем една коректна
дефиниция за координати на вектор. Нека а e вектор с представител

насочената отсечка AB- Координати на вектора а наричаме координа-
—

тите на неговия представител AB. Независимостта Ha координатите Ha

BEKTOpa ΟἹ СЛУЧЗЙНИЯ представител ня вектора следва от предишната
—

Teopema. Като вземем представител OM на вектора а с начало начало-
то на координатвата система и вземем пред вйид, че координатите (X, у)

на точката M ca проекциите на насочената отсечка О/М върху коор-

динатните оси, следва твърдението: координатите на един вектор от-

носно ортонормирана координатна система са ортогоналните проекции

на вектора върху координатните OCH.

Теорема 2. Koopounamume на вектор, който е линейна комби-

нация от вектори, са същите линейни ко.ибинации om KOOp()IZHCZ”ZIl-

те Ha sexmopume.

Доказателство. Доказателството ще проведем B случая на два

вектора. Нека

р--а-рБ,



>2то

а (а, а,)-а6;+ ае»

b(by, #.)-- δι6 - θ0θ..

Да приемем, че

Р (Ръ p2)=pi1-+poe,.

гавенството

ре ре --А(ае;--а»е») + ц (64е; + θ469) =
| =(2a,+ 6)е - (λα; +pbo)ey

погади линейната HEe3aBHCHMOCT на BEKTODHTE €, €, BOAU до

D= 2а1+.цд1,

което трябваше да се докаже.

От теоремата следва, че векторът а-Ъ има координати (α,-" by,
2_7b,); векторът a—b има координати (a;—b;, а»з--0,) векторът ха има
хоординати (Ad;, ).

Следствие. Bexropure a(ay, a,), b(b;, b,), зададени спрямо една и
съща афинна координатна система, са колинеарни TOYHO когато Koop-
динатите им са пропорционалнви:

ΕΝ ;‘b17 . -Ξ ;.ὐΖ

при А--0. Това условие се записва обикновено във вида

oa.

δι b
ь

< на това равенство трябва да се гледа като на пропорционалност
а числата от числителите на числата от знаменателите. Тази забе-

лежка трябва да се има пред вид и по-нататък.

От предната теорема като следствие непосредствено получзаваме
известната

Теорема за проекциите. Проекцията на линейна комбинация
τ вектори върху OC е същата линейна комбаикация от проекцииите

ял векторите върху същата ос:

пр,(За-- 0) -- Апруа--пр,р.

Доказателството се получава, като оста [ се вземе за координат-
на ос Ое; ка една ортонормирана координатна система Oe,e,. Използ-
ваме, че координатите на вектор са проекциите на вектора върху ко-

ординатките аси, и прилагаме последната теорема.
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8 4 Adunna координатна система в пространството

“ Ъ?Афинна коорданатна система (или афинен penep) Оезе,ез или

ε. ” Oxyz в пространството наричаме наредена тройка ΟἹ нележащи B

една равнина координатни оси Oe,, Ое, Ое, с общо начало O. ΟἹ оп-

ределението следва, че векторите €), €, е; са линейно независими.

—

Нека ‘M e произволна точка B пространството. Векторите OM, ey,
8y, &3 ca линейно зависими (§ 1) и следователно "съществува еднознач-”

HO разлагане: | |

Наредената тройка числа (x, y, <) наричаме афияниа координати на

точката M относно афинната координатна система Оецече.. Третата

координата 2 се нарича алликата на точката M. Координатите допус-

кат следната интерпретация:

хе координатата на /М, относно Ое;;
y e координатата на M, относно Oey; и

Ζ e координатата Ha М, относно Оез.
Тук M, e пресечната точка на оста Ое; с равнината през M, успо-

редна на равнината Оеч»е). Аналогично 3a M, и M,
Равнините Оее,-- Оху, Оее,-- Охг, Oe,e;=0yz се наричат коор-

данатни равнини. Ако М Е Оеце,, то M има координати (X, y, 2=0).
Ако /МЕОече», то M има координати (x =0, ν, 2). Най-сетне, ако M ἐ Оеце;,
10 M има координати (х, y=0, 2). Ако /И Е Oe,, координатите μ Mca ”
(ж, y=2=0); ако M ¢ Oe,, координатите на M ca(x=0, у, 2--0); ако М Е Ое

To координатите на M ca (x=y=0, 2). За началото имаме О (0, 0, 0).
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Ако Μ' е успо едната проекция на M(x, y, г) върху равнинатауспор . PXy р
Oe ¥, относно третата oc O¢, то M ἩΜὰ скоординати (X, ¥, 2=0).’
Твърдението следва OT paBeHcTBara

—_ πτ| --ὐἴὶἷ ̓ ——

OM=OM;+ OMy+ OM;=xe,+ye,+ ze,,

ᾗ’:ἆ’νῃ + бй2=хе1 +ye;+0.e;5

Ъ.;Афинн“а координатна система, за която
7а) трите координатни оси са перпендикулярни;

6) еу Ξ ел - |е < 1,
се нарича ортонормирана (декартова) координатна Система, съот-

ветно ортонормиран репер в пространството.

Координатните равнини разделят пространството на осем OKMAHMA.

Ако AB e насочена отсечка в пространството и A, B имат съот-
ветно координати (X4, ¥4, 2А ), (хв , Ува 28 ), то по определение” счи-

Таме, че АВ има координати (хв —Xa, Ув —¥a, 23 —24), И пишем

АВ (хв —Xa, Ув —ya, 25 —2a )

Ако а е вектор с представител насочената отсечка АВ, по определе-
ние считаме, че координатите на вектора а са координатите на HEro-

вия представител ΑΒ gfia са теоремите ΟἹ предишния параграф,.
Б . Ν ,|͵͵͵6͵

§ ὅ. Просто отношение на mpu точка

Нека A, B, С (8--С) са три колинеарни точки, Τ. е. точки, които
—— —_—

лежат Bbpxy една права. Torasa векторите АС и BC ca колинеарни и

следователно линейно зависими. Значи има число А такова, че е изпъл-

нено равенството

(1) ἶἷἆ:λἔἷᾗ.

Числото ) наричаме просто отнощение на точките A, Β, С в посо
чения ред и ще го означаваме с (ABC). Ще пишем

(2) = (ABC)= #.
'Βὲ

Да превърнем правата АВ Β ос и нека € € единичен -еднопосочно
успореден вектор с оста, Като използваме равенствата

АС- АСе, BC=BCe,
от (1) поЛучаваме

() т=(АВС)„-5*%

3 АНАЛИТИЧНА ГЕОМЕТРИЯ 
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—_

B случай че А--8В, xasBame, че точката С дели oTceukata AB в
отнощшение А. Очевидно тогава A=k1. Ще намерим изрази за координа-
тите на точката € за този случай.

Да си мислим, че в пространството е фиксирана една афинна ко-
ординатна система Оеце,ез и нека A, B, С имат съответно координа-

ΤΗ (X1, Уь 21) (ха» У» #2), (X, 3, 2).. Тогава

ἷςζ (x—x1) ο - (y—y1)2s—(2—2y)ey
BC=(x—x)e,+(y—yy)e;-+(2—25)es,

KOWTO, заместени B (1), поради линейната независимост Ha BEKTOPUTE
€, €, е; водят до формулите

| АК St S . Ζ,--λΖᾳ

(4) χτο χ 0 Y=L =TIy

за деление на насочена отсечка B дадено отношение X Ако С e среда-
ак

та на отсечката АВ, то A=-—1 и формулите (4) приемат вида

1 . 1 1
) x:T(xl_}'xZ)’y:T(yl Yo, 2=-5 (214 29).

B случай че третираме нещата B равнината, ще имаме формулите
- [ ]

- аАК Алу ;(6) лул Улу
1 1(7) х:2-(х1+х2), У:д“(.УН“Ув)*

«

съответно вместо (4) и (5). Ако разглеждаме нещата върху една пра-
ва, ще имаме само

. xl_-—lx2

(8) Ν

(9) хеъ ().

Ще докажем следната

Теорема. Нека са дадени точките А-В и реалното число
ΔΕΕῚ. Сеществува точно една точка С върху правата AB такава, че

(Аавс)-А.

Доказателство, Превръщаме правата AB в координатна OC и
нека точките A, B имат съответно координати (х1), (хо). Разглеждаме
онази точка С върху правата, чиято координата е

#. аХа(10) Ж ере

ОТТУК намираме последователно

ХЪе ХН А(А хо),
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ETH

AC -УВС,
ш

т. е. точката С дели отсечката АВ в даденото отноштение Δ. Ако A6~

пуснем, че съществува и друга точка със същото свойство, TO за ней-

ката координата имаме (8), което, сравнено с (10), дава x=x* Значи

двете точки съвпадат и с това € показана и еднозначността.

„



Глава П

Метрични операции с вектори

„ #6. Скаларно произведение на два вектора
..Щ-н.-.

Нека ае вектори Ге ос с единичен вектор е. Вземаме произво-

лен представител АВ на а и прекарваме оста Г през A, еднопосочно

успоредна на / (черт. 19) Определен е ъгълът φά [0, х)| между оста
-»

{' и насочената отсечка AB (т. е. ъгълът между лъча с начало A, имащ

посоката на оста I, и лъча с начало A, съдържащ точката B). Той не
_—

зависи OT избрания представител AB Ha вектора a. Ще ro наричаме
ъгъл между вектора а и оста / От правоъгълния триъгълник АВР/
получаваме следната формула за ортогоналната проекция на вектора

а върху оста Г

() пр.а-- а|со085 ¢

(пра- 487)

Нека са дадени ненулевите вектори a, b. Да означим с ФЕ [0, =]
ъгъла между тях. Скаларно произведение ab (или a.b, или (a.b)) на
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ненулевите вектори а, b наричаме произведението OT дължините UM и

косинуса на ъгъла ¢, заключен между тях: .

(2) а -- |а! [8] cos φ.

Скаларното произведение на нулевия вектор O с кой да е вектор по

определение считаме числото 0.

Следователно скаларното произведение е число. Ако двата векто-

ра са равни, скаларното произведение е равно на квадрата от дължи-

ната на вектора:

(3) а?: -а.а- a?

Величината 82 се нарича скаларен квадрат или норма Ha вектора а.

За дължината на вектор имаме формулата

(4) ο al=ya?.

B сила ca следните така наречени метрични свойства-на-скаларното

произведение:- 
„така наречени M

7 100). ab=ba (комутативен 3aKOH);119, a(b+c)=ap-+ac (дистрибутивен закон);

129). (λ8)5--ία )
139). а2 --(), като“равенство имаме точно когато a==o0.

Тук a, b, е ca произволни вектори, а А — реално число,

Доказателствата на 10°), 132) следват непосредствено.

Доказателство на 119, Прилагаме формулата (1), като проекти-

раме вектора b ΒΈΡΧΥ a, Τ. е. върху оста, съдържаща кой да е негов

представител:

(5) пра b= b cos».

[Topanu ToBa paBencTBO (2) приема вида

(6)

KOETO може да служи 32 дефиниция на CKATapHOTO произведение.

Като вземем пред вид (6) и теоремата за проекциите, получаваме

а(Ъ--с)--а пра (Ὁ + с) - |а (пра b-+np, ¢)=

=|a пра Β. а пра с-ар-ас.

ab= а| πρὰ b,
«

Доказателство на 120) Ще разгледаме само случая А<0,

Имаме

(Aa)b= 2a

=Xia b cosg=21.(ab),

b εος (π--φ)- ---ἰλ ̓ a b cosp=

тъй като A ---А.

С това свойствата са доказани. Като вземем пред вид определе-

нието от линейната алгебра 38 евклидово векторно пространство, MO-

жем да формулираме слелната

Теорема 1. Мложеството от свободните вектори € евклиадово BEK=
торно пространство.
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Твърде често ще използваме следното твърдение:

Теорема 2. Два ненулеви вектора са перпендикулярни точко

когато тяхното скаларно произведение е нула.

Доказателството следва от равенството (2).

Ἄ

Сега ще намерим израз за скаларното произведение на два векто-

ра, предполагайки, че те са зададени със своите координати.

Нека спрямо ортонормирана координатна система Оеце,ез са да-

дени двата вектора

а(а, й» аз)--ае + а,е,+азез,

(b, by, 6)- 6)е + 6е - 62

От свойствата 10?) -- 122) и

. { 3ai=]J

)

където 5;; е известният символ на Кронекер, получаваме

(7) ар-а6, + а0,-+-аз6а.

Тази формула ще наричаме оналитияно представяне на скаларното

произведение. За скаларния квадрат имаке

-

(8) а2--(а,)4-(а») + (аз)“,

откъдето получаваме следнвата формула за дължината ка вектор:

За ъгъла между два ненулеви вектора от (2), (7) и (9) се получава

формулата

ab αιθι--αοὐθ,- .
(10) σοθατε τ τ τν  ̓͵ ̓".3'1-1:, 2. 3,3;:3**;,- .

а νια R (аз)2 --(аз) γιδη ευ ῤειδὴ

Като вземем пред вид последната формула, можем да формулира-

ме следната
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Теорема 3. Ненулевите вектори a(a,, a, аз), b(by, by, θ4), зада-
εη спрямо ортонормирана KOOPOUHAMHA CUCMEMA, са перпендику-
лярни точно когато е изпълнено условието

Скаларното произведение дава възможност да се видят в нова

тлина координатите на един вектор. Именно в сила е следната

Теорема 4. Координатите на вектор относно ортокормирана

хоорданатна система са скаларните произведения на вектора с

аехкт:орате на системата.

Доказателство. Нека Oee,e; е ортонормирана координатна

€BCTEMa в пространството и спрямо нея

К2то VMHOXHM това равенство скаларно с вектора €,, поради

ee, =1, ee=0, ee,=0

лучаваме

(ἶι щ ае1.

Акалогично намираме

< което теоремата е доказана.

Нека е е единичен вектор в пространството, приложен в началото

жа ортонормирана координатна система. Да означим с «y, %, «а BIVIATE,

Черт. 21

ΚΌΗΤΟ той сключва с векторите €, €, €; За координатите на вектора

е съгласно последната теорема имаме
ъ

Q=08 =C08ay, - Ε. -:605 0y, й - 668 - 205 43.

Следователно

19 е-- со05 %€+ с052.,8. + COS «.е1<1 22 3%3



и чрез повдигане в квадрат получаваме

(13) со8Зад -Ὲ cos%e, - cos?ag=1.

Величините cos а1 cos ay, 608 а се наричат директорнаи косинуси на посо-
ката, определена с вектбра е. Те удовлетворяват равенството (13).

Изведените формули за пространството важат и 38 равнината.
Например, ако в равнината е фиксирана ортонормираната координатна
система (Oee, и спрямо нея ;

Δίαι, а,)-4е; +ач6,,

b{by, by)=>be,+bye,,

TO 88 скаларното произведение HA тези вектори важи формулата

ab=a,b,+a,b,.

Дължината на вектора а се дава с

а а F @y,

а ъгълът между ненулевите вектори а, b се определя с формулата:

αεθι- а„6,COS а-- 191 Τ Е

V(@ (@R < J(bi)2 4 .

Условието за ортогоналност на два ненулеви вектора приема вида

а1д1+а21)2=0.

Нека e е единичен BeKTOp, сключващ ъгли %, В с векторите €, €,
За неговите координати непосредствено намираме

(129 e(cosa, cos)=e(cosa, +sina),

като знакът плюс се взема, KOraTo € е B I'bPBH или BTODH квадрант/и
минус в останалите случаи.

Като приложение на скаларното произведение да намерим разстоя-
нието d(M,, М,) между точките M (хъ У га) My, (ха У» «з), зададени
спрямо ортонормирана координатна система в пространството. Понеже:
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—_—

MM, има координати (Xy— X1, Yo— Yy, 2а--21), TO 88 THPCEHOTO разстоя-
нне съгласно (9) Hamupame

(14) a(My, Μ ) Ξ MM, Ξν’(χπΧΙ)’“’ἷἶ(ἆα-ἆι)ΖΗεἶ-ἠ)ἶ

В равнината имаме формулата

(15) d(My, Мъ)- Сха-- χ - (уа- ν0),
като My (ху у) M,(xy у») са зададени спрямо ортонормираната сис-
тема Оеце..

8 7. Смяна на координатната система в равнината
o=

Heka B равнината ca дадени две афинни координатни системи Оеце,.
Оецез и нека произволна точка A има координати (X, у) спрямо пър-
вата и (х7 у”) спрямо втората система. Търсим връзката между едни-
те и другите коорлинати.

Положението на втората система е напълно определено, ако поз-
—

наваме положевието Ha началото й O, T. е. Ha вектора ΟΟ ̓, и на веке

---

ρ"

2

торите €';, €', OTHOCHO първата координатна система. Затова нека
положим

„ —

00 =aey - be2,

() e =ale - αἱ ез,

еу -αὖο, - е.

Следователно точката ΟἹ има координати, (@, b), а векторите €'y, €',
HMAT CBOTBETHO координати (2], ), (4%, «2) спрямо Oe,e,

Нека точката M uma координати (X, у) спрямо Oese,, T. е.

(2) ОМ- xe,+yes.
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Axo същата точка /И има координати (X', у) спрямо втората система

Оее/, можем да запишем
—_—

(3) Ο Μ-- χ Ἐν'60 ́.

От векторното равенство

-----» —)I —_—

OM=00+0'M,

като B3eMeM пред вид (1), (2) и (3), получаваме

хе --уе»-- ае + бе,-- х (xje; +aley) +y (el e +aley).

Оттук поради линейната независимост на векторите €;, €, получаваме

х-а-а(/Хх +е у,

@) ΝΗ
L y=btal χ' -ἰ- α γ'. |

Пак ΟἹ линейната независимост на векторите е”, €', следва HepaBeH-

CTBOTO

(5) det(@)=+0 (¢, j=1, 2),

т. е. матрицата (o) e неособена. Действително, ako допуснем, че det («/) =0

ще следва, че елементите например на втория ред са пропорционални

на елементите на първия ред, което води до линейна зависимост на

векторите e, е..

Формулите (4) свързват координатите (X, у), (Ж, у) на една и

съща точка M спрямо двете афинни координатни системи Оечце,,

O'e’1e’;, връзката между които се дава с формулите (1). Наричат се

формули за смяна на афинна координатна система в равнината.

Ще отбележим, че в (4) участвува транспонираната матрица на матри-

цата (&) ΟἹ (1).

Да приемем, че двете координатни системи са ортонормирани.

Тогава са изпълнени равенствата ,

~ , !

ee; =3, e'e/=3,.

Upes повдигане B квадрат на BTOPOTO и TPETOTO paBeHcTBO Ha (1) по-

лучаваме ,

1\2 N2 .
(αι) +(“2) -1,

(6) N2 ((23 Ἐ{ =1

Като умножим скаларно същите PABEHCTBA, получаваме PaBEHCTBOTO

“

1918(7) αἱ o3 -ἰ αἱ а < Q

И тъй, ако двете координатни CHUCTEMH са ортонормирани, елементите

на матрицата («/) удовлетворяват зависимостите (6) и (7). Както е из-

вестно от линейната алгебра, такава матрица се нарича ортогонална и

има стойност —+1.
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От първото равенство на (6) може да се намери число « такова, че

1-- 5 «.
1— rae

o) ==C0S &, «)

Аналогично OT BTOPOTO равенство Ha (6) следва съществуването на
число В такова, че

а

2-- е1) 8 2 —„ ¥ =8Ing, а - со5 В.

Като държим сметка за (7), стигаме до зависимостта

a+3=k% (2 — цяло).

Torasa

2 1 2- --af=—¢sine, 02 --е с05 а(Е-- + 1).

По този начин показахме, че всяка ортогонална матрица от втори ред
допуска следното представяне:

(af) = (COS «--е sina .

 ̓ 5Щ α ecos «
-

Следавателно формулите (4) 38 смяна на ортонормирана координатна
система в равнината приемат вида --

Β ΕἸ

(8) х-а-Ж соза--еу sing,

y=b+4x'sina+ey соза, 4 -
———— ,

По-късно ще видим, че чи
ентация в равнината.

C:IIOTO € € свързано с BAXKHOTO понятие ори-

ΟἹ (1) следва, че соз«- 2! =¢’je;. Следователно « е ъгълът между

вскторите €y, е;, т. е. ъгълът между положителните посоки на абспис-
кете оси (черт. 24).

Формулите (4) и (8) показват как се сменят координатите на точе
хите при смяна на координатната система. Като вземем пред вид тези
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формули, можем да намерим Фформулите, по които се сменят коорди-

натите на векторите при същата смяна, 32 целта нека е даден векто-

рът a(}, п) спрямо първата система и нека същият вектор има коор-
---

динати (X, /) спрямо втората система. Ако АВ е представител на този
вектор и (Ха — X4, Ув - Ул ), (Хв — Хл, Ув — Уд ) са координатите

—

Ha насочената oTceuka AB CHOTBETHO спрямо първата и втората коор-

динатна система, то в сила са равенствата

A=Xy τ X, , В Уе = V,,
ς W / - . 7

ATXg = Xy, W=y =V,

Написваме (4) 88 двете точки A4, Β:

-- 1 4 2 ¢y
Χ = ааа + ξὐ’Α ;

__ Т ot ,

Vy=btax, +aly,,
/

Xp = ata X, + alyy,
I 2 !

Y= bty χ', τ By,

Оттук, като извадим първото OT TPETOTO и BTOPOTO ΟἹ четвъртото pa-
венство и като вземем пред вид формулите за A, μ, A, g/, получаваме

YA

0) р

Това са формулите за смяна на афинна координатна система в DaBHH=
ната, . отнасящи се за векторите. При ортонормирана система матрица-

та (0/) е ортогонална.

187 2 4!

аА -Ἐαξμ',

157 24,7
ας А-а .HЧ

Накрая ще отбележим два специални случая на смяна на орто-
нормирана координатна система, които се прилагат по-често.

Транслация на координатната система. Този случай имаме, кае
гато едноименните координатни оси са еднопосочно успоредни. „«Ст

черт. 25 непосредствено отчитаме

(10) | хеаъх,,
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като началото O’ (a, b) е отнесено спрямо системата Oee,. Тези фор-

мули се получават ΟἹ (8), като положим «--0 H g=1.

4 Ортогонална трансформация на KOOpAMHATHATA система. Tosu
c.1yqap"1 имаме, когато началата на двете координатни системи съвпа»

ι

дат, т. е. O=0". Като положим Β (8) a=b=0, получаваме формулите
за ортогонална трансформация на координатната система:

“ x=x"cosa—ey sin α, :
(1) s . У (e==+1). А

< ο y=x'sina+ey cosg, '

При в--1 получаваме формулите (черт. 26) - - и

x=x"cosa—) 8Щ «,

y=x"sina+y со8 «

за въртене на ортонормирана система на ъгъл «.

Забележка. Понякога вместо термина смяна на координатната

система се употребява трансформация на координатната система или

координатна трансформация.

(12)

8, Смяна на кодрдинатната система 8 пространствотоК

/Нека в пространството са дадени две афинни координатни системи
Oe,e.e,, O'¢'1€,€s (черт. 27) и нека произволна точка /И има координа-
ти (X, ¥, #2) спрямо първата и (x', у, #”) спрямо втората система. Следо-
вателно в сила са векторните равенства

б7Й: χει “+уе2 + 283,

() ΕΝ

O'M=x'e¢ ,- ο ψῈ 2е з.

Нека положението на втората система спрямо първата се определя

посредством

7

ΟΟ’--αα.-Ἐ86. Ἐπθς;

(2) Н ,
6 ́,.Ξαΐθ,-Ἐ αἱ 65 -[-αὐθ5,

e’y - αθθι -Ὁ αἦθ. +ales,

6'3 = a?el + 06362+ ches.



Ot линейната независимост на векторите е”, €', '3 следва, че де-
терминантата

в) det («/)--0.

ДеИСТВИТЕЛНО ако допуснем противното, ще следва съществуването на
линейна зависимост между редовете на ДЕТЕРМИНЗНТНТЗ, което води до.

линвейна зависимост между векторите е1, е2, e3.

OT векторното равенство

OM=00"+0'M,

karo използваме (1) и (2), получаваме

X€ +yey+-ze3=ae, +be,+ce;+x' (xje;+ale, +ales)+

Оттук поради линейната независимост на BEKTODHTE €, €y, €; следват
равенствата ,

χι-α - αἰχ' а γ' τ α 2,

(4) )λ|εΟᾶιδ- αὐχ' Ἐ α ν' +ad2,

, z:c+a1x’+oc2y'+a3z'

ToBa ca формулите 3a смяна na афинна коордианатна cucmema
в npocmparcmeomo. Матрицата («/) e ‘neocobena. Ще отбележим, че

матрицата (о/) в (4) е транспонираната матрица на (αἢ в (2).

ὶ

Нека двете системи са ортонормирани. Като повдигвем Β квадрат
последнвите три равенства на (2) и вземем пред вид, че

ee;=3,;, 6е/е/-#68,)

(2 + (@) Н(щ =1,

(5) (23 4+(«3) 4 (ad)*=1,
() + @)+ (5P = 1.

получаваме връзките



-

Скаларното умножаване на същите равенства (две по две) дава

. 15,2 1 “ἴκῶ 182а + ааа + 303 <- (),

(6) αἷαθ-Ἐ ааа 4 0413 < ,

2-0.23 1 348 42

αταὶ Ч g% = 373

Равенствата (5) и (6) показват, че матрицата («/) е ортогонална. Ot ли-

нейната алгебра е известко, че det (αἢ --ε -- - 1.

И тъй при смяна на ортонормирана 'KOOPAWHATHA система B

пространството връзката между координатите на една и съща точка

спрямо двете ортонормирани системи се дава с (4), като матрицата

(z/) е ортогонална.

По същия начин, както в равнинита, установяваме резултата:

Ако векторът а има координати (A, ц, у) спрямо една система и
А) μ ́, У) спрямо втора система, то в сила са формулите

ζ λε:αῖλ' - αὖμ' - αἶν', 9
Ε “

(7)
14 ? ;

μΞ αἱλ' ча! - αὖν',

— N - o -μαθν!] νεεα;λ' - αξμ' αῦν ́.

к

Ако двете системи са ортонормирани, то матрицата («f) е ортогонална.

Транслация на координатната система. Този случай имаме, ко-
гато едноименните координатни оси на двете координатни системи са

еднопосочно Ууспоредни. Сега формулите за смяна на координатната

система са

x=a+x,

. z=c+2.

Те могат да се получат от (4), като изразим, че €;=e;, e;=e,, е; -е;,

KOHMTO ВОДЯТ ДО а --6)).

Ортогонална трансформация на координатната система. Този
случай имаме, когато началата на двете ортонормирани координатни

системи съвпадат. Като положим а-ф8-с-(, получаваме

) x:oc}x'—l—oc%y'—}—af’z',

y=alx'+aly +al, ι
Β. 1 ,,3»}

Ζ-Ξ αἷχ' Ἔ αξ ν' " αδε',

ι9)

като («/) € ортогонална матрица.
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5 9. Ориентация 8 равнината
i

Триъгълник се нарича тройка точки. AKO TOYKHTE са неколинеарни

(колинеарни), триъгълникът € неизроден (изроден).
—_—

Opuenmupan триъгълник AA,A; наричаме наредена тройка точ-

ка (Al: Ar_), Ag).

Ориентирана равнина наричаме равнина, в която € фиксиран He-

узроден . ориентиран триъгълник. Да се ориентира равнината, Τ. е. да

42 \\?

-Α;Δ - Az |
Черт. 28

‘ce зададе B нея неизроден ориентиран триъгълник A;Ay A3, означава

да се избере определена посока р на въртене (обикаляне) B тази рав-

нина; обикалянето става по контура на триъгълника: най-напред се

върви по страната А)4,, после A,A; и най-сетне Agd,.

Нека в равнината е дадена една афинна координатна система

Oe.e, с единични точки А), £,. Равнината получава една ecTecTBEHA
—_—

ориентация ¢ помощта на триъгълника ΕἸ ξ KOHTO ще Hapuyame

„ коорданатен триъгълник.

Нека спрямо афинната координатна система (Oee, са дадени два
---- ——

ориентирани неизродени Ттриъгълника A;4A4; AA;4;3 със своите
коердинати: ;

Αἰχι, у1), Δ)(χον Μὼ), 45(ха Уз);

АцКхь γὺ» AxXa Vo), Аз(Ха 3)

Казваме, че двата триъгълника са еднакво ориентирани (или имат ед-
накви ориентации) TOYHO когато детерминантите

жаУ Ν Ιἓἳ 3.;1 1i
(1) АТ =|Xy Yo 1;, А т Ха Уз Ч

X3 Y3 Н X3 Μ 1]

имат един и същ знак. Ако детерминантите имат различни знаци, тряи-

гъгълниците са противоположно ориентирани.

Независимо ет това, че при ДефИНИЦИЯТЗ на повятието еднаква

ориентация на два триъгълника се използува координатна CHCTEMA,

понятието не зависи от нея. Това показва следната
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Teopema 1. Ако два триъгълника са еднакво ориентирани при
една координатна система, те са такива и при всяка друга коор
OUHAMHA система.

Доказателство. Heka спрямо втората координатна система-
Ое;е, същите триъгълници имат координати

А1(х;, ) Az(x;: ») Аз(хд;, Vi)

Като приложим формулите 3a смяна на афинна координатна система

хеа+а х - αθ γ',

y=b+a χ' -α γ',

38 трите точки А, A, A; получаваме

жИ 1.' а-а х Н3 у b+alx; +aly; 1

Ае а Уа П-а-а ху Ἑαΐ у, b+alx,+aly, 1!:
X3 Y3 1 Ια-ι-αξχἑ-{-αξγἑ b+al x, +еу "

X1V, l‘
. 1,2 ,,,2,ν “ , Ν ,=(ajal—alal) x; y, l=a/’,

7

X3 Y3 b

където a=det (а/)--0. B окончателна форма noayunxme

2) 4 --αΔ ́.

Аналогично 88 втория триъгълник

А εαδ'

Чрез умножаване на последните две равенства получаваме

ДАаА И.

ОТТУК се вижда, че ако при една координатна система детерминанти-

те _, /A имат еднакви знаци, TO [;', Δ' имат еднакви знаци при коя да
е друга координатна система. С това теоремата е доказана,

Нека в ориентираната посредством -координатния триъгълник
-π----

Е.Е, О равнина € даден ориентираният триъгълник А45,4, със своите
хоординати

Αἰ(χι, 1) 42(ха, уз), Α5)(Χ5» »ο)

спрямо афинната координатна система Оецез (според направената по-
горе уговорка Ej, Е, са единичните точки на координатните оси). Каз-

s

33Me, че триъгълникът A A24; € положително ориентиран иди HMa
—_— ν ---- - - ν

положителна ориентация, ако двата триъгълника ἔμξ20, AAA; ca

¢ АНАЛИТИЧНА ГЕОМЕТРИЯ 
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—_—— пе #

еднакво ориентирани; ако триъгълниците £ F,0, A;424; са противопо-
——

ложно ориентирани, Ka3BaMe, че триъгълникът А,45,4; € отрицателно

ориентиран или има отрицателна opuedtanus. Следователно, за да мо-

жем да говорим за положително WIA отрицателно OPHEHTHPaH три-

ъгълник, трябва той да се сравни с друг базов, в случая с коорди-

натния триъгълник. Ще докажем следната

Теорема 2. Ориентираният триъгълник Αμλρᾶς е положител-

KO ориентиран точно когато

жа

(3) Сею Y2 1>0,
1X3 yo, 1

При » <0 той e отрицателно ориентиран.

Доказателство. Пресмятаме -съответната детерминанта 3a
пе

координатния триъгълник Е;,5,О, чиито върхове имат координати

E (1, 0), £50, 1), O, 0) спрямо системата (Jee,. Получаваме

101
|

Ἔ 1 11,
00 ц

По определение A;A;A; е положително ориентиран точно когато А и

/. имат еднакви знаци, Τ. е. когато е изпълнено (3). С това теорема-

та е доказана.
------

Ако триъгълникът ἀμ4. е положително (отрицателно) ориенти-
—_— -

ран, то двойката вектори p=A34;, 4-45,4»з (черт. 29) наричаме поло-

жително (отрицателно) ориентирана двойка вектори (по отношениеуна

двойката вектори €,=OF, ез- ОЕ» на координатната система). Ако
Р(Ръ 2)ъ 9(дъ Ф) АКхъ 31), 4(ха 2) AglXs, »8), TO

ДХХуъ pP2=Yi1—Vs

ф Ха-- Ху pPr=Yo—JYs.

N Ο

Черт. 29

—_—

Преобразуваме детерминантата л 88 триъгълника A,A5A, no следния

начин:

1 1] lx—x —y, O1 Vi Ха Vi—Vz Y, р Ρ
1 

1 1

A=1X2 Yo l=Ixo—X; Y2—Y; 0,=Ъ !
12 3 1 X3 КАИ 119

Оттук се вижда BEPHOCTTA на следната
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Теорема 3. Векторите p(pi, рг)ъ 9(дъ 42) образуват положи-

телно (отрицателно) ориентирана двойка вектори точно когато

ветерминантата

А Pl

δῷ, 9) :.(11 g2,
¢ положсителна (отрицателна).

Да се върнем към въпроса за смяна на координатната система.

Нека Оее, O'eje, са две афинни координватни системи, като O'(a, b),

e αἱ, 2l), е («2, «:) ca зададени спрямо първата CHCTEMA. Двете коор-

линатни системи Ннаричаме еднакво ориентирани или, с други думи,

системата Ое е. е положително ориентирана (относно системата

Ce.e; (точно когато векторите е;, €, образуват положително ориенти-

рана двойка вектори. Ясвно е какво ще означава терминът противопо-

JOAHO ориентирани координатни системи. Като имаме пред вид това

еспеделение и въведените означения, можем да формулираме следната.

Теорема 4. Афинните координатни системи Овее» Ое;е, са

“очакво (противоположно) ориентирани точко когато детермианан-

тата det (o)) е положителка (отрицателна).

Нека двете системи са ортонормирани. Сега формулите 88 смяна ca

“ x=a+x'cos a —ey'sing,

y-=b+Xx'sin a+ey'cos а,

кълето 4е (#))=e= 1. Ясно e, че при €= 4-1 двете системи са еднак-

во ориентирани; при ε-- —1 системите са противоположно ориентирани.

t2 черт. 30 ортонормираните координатни системи Оече», Oe, e,, Kb~

дето €, -е €, = —e;, са противоположно ориентирани.
——

Нека A;A24; e ориентиран триъгълник, Ззададен със CBCHTE KO-

сс IHHATH

АДхь γὴὺ, 45 (хз, Vo), Ay (X3 Уз)

Черт. 30

стгамо ортонормирана координатна система. Реалното чиело

e vl
- 1

4 4(4,454,): -- - 22 25 1

ра » 1
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———

наричаме ориентирано лице HA ориентирания триъгълник A;AzA;. Яс-
—

HO €, че ако A;A»A; е положително OPHEHTHPAH триъгълник, TO ориен-
_—

тираното му лице € положително и обратно. Ще покажем, че |o(4,4,4;)|
представлява лицето на триъгълника А,А4,А,. Действително при смяма

на ортонормираната координатна система CBIVIACHO (2) ще имаме ра-

венството

---- —_ ,

o(A ..Δ454..) --εσ(Α.424.).

Втората координатна система Ое;,е, ще подберем по следния начин

A(0, 0) да e нейното начало, правата A,4, да e оста O'e;. Тогава по-

лучаваме Ay(x; 0, 0), Ay(x;, y;). Пресмятаме 5141454) = ΞΙ x, ¥,.Ka-

TO държим сметка, че 'Xx,| е основата на триъгълника A A4, а

Y, | € HeropaTa BHCOYMHA, получаваме

e Ч НН Ч

с което твърдението е доказано.

—_——

OT хода на доказателството € ясно, че o(A;A2A35)=0 точно когато
—

триъгълникът A A245 € изроден.

Забележка. Понякога се говори 38 десни и леви координатни
системи. Една афинна координатна система Oe,e; са нарича дясна,
ако завъртането на вектора е; около O в посока, обратна на движе



2а o s

Ly

HHETO на часовниковата стрелка, докато той CTaHév колинеарен Ha BeK-

тора €, се извърши на ъгъл, по-малък OT п; ако ъгълът на завърта-

нето € по-голям от =, системата е лява. Например координатната сис-

тема на черт. З%е лява, а на черт. 3§ е дясва. Тези понятия имат само

д „“

е,

Черт. 33

физичен смисъл. Но все пак с оглед на традицията при работа с една

ортонормирана координатна система ще избираме последната дясна,

# 10. Ориентация в пространството

=
Tempaedsp (триъгълна пирамида) наричаме четворка точки. AKO

четирите точки не са компланарни (T. €. не лежат в една равнина),

тетраедърът наричаме неизроден. В противен случай тетраедърът е

изроден.

Ориентиран тетраедър А)|А,А,А, наричаме наредена четворка

TOUKH.

npOCTpaHCTBO, B което € зададен неизроден ориентиран тетраедър,

се нарича ориентарано пространство. Ако Oeese, е афинна коорди-

EaTHA система в пространството и Ε, £y, ξ9 са единичните точки вър-

---- -

ху координатните й OCH, то координатният тетраедър μΞ9 Ὸ ориен-

тира пространството. Нека спрямо тази система са дадени два неизро-

дени тетраедъра ;11142,4324, A;AsAsA, със своите координати:

а(хъ Уъ #«1) Α:(Χ, у» 22), Ag(X Уъ 23) А(хъ Уь #1)

А(е Уъ #1) А( хо, I 22), Ахъ У» 23), Ayxy J74a 23).

Двата тетраедъра наричаме еднакво ориентирани, ако детерминантите

ΐχι Y2 1! !9_51 л ἔι Ч
р ι-.- с

Rl R MNP 135 ΜῈ 35 ;
X3 V3 #3 1! Ха V3 23 1}

Xy Yy 2y 1 ET 2 1

имат еднакъв знак. Ако /), .\ имат различни знаци, тетраедрите на-

ричаме противоположно ориентирани. Както в равнината, и тук се до-

казва, че това понятие не зависи от координатната система. Твърде-

кието следва, като се докаже формула, аналогична η формулата (2)

от предния параграф.



Тетраедърът A AQA;A се нарича положително (отрицателно) ори-

ентиран, ако тетраедрите А1А2А3А„ ΕΕΖΕΒΟ се еднакво (противопо-

ложно) ориентирани. Тетраедърът А,4+,А.А;, е положително (отрицател-

но) ориентиран точно когато детерминантата . е положителна (отри-

цателна).
—_— — ----»

Тройката вектори p: =44, q: -А4,45, г: -4;,4, наричаме поло-

жително (отрицателно) ориентирана точно когато тетраедърът А1454,4,

е положително (отрицателно) ориентиран. Доказва се, както в равнина-

та, че тройката вектори

p(plv P2 ]73),

α( Ζιν Ф» 43)

(ъ Гъ 1)

е положително (отрицателно) ориентирана тройка вектори точно кога-

то детерминантата

Pt P2 Ps

/ (р, g, +): = Ζι 45 дз
л ” 3

е положителна (отрицателна).

Две координатни системи Оецезе., О“е;е,е, наричаме еднакво (про-

тивоположно) ориентирани точно когато векторите e, €, e; образуват

положително (отрицателно) ориентирана тройка вектори. Това е нали-

це точно когато det (#/) e положителна (отрицателна), KATO векторите

e, €,, €, имат съответно координати (!, ab, 01 ), (αξ, «2, «2), (3, o3, of)

спрямо системата Ое.е»ед.

Нека A,A3A;A4, e ориентиран тетраедър, чиито върхове са зададе-

ви спрямо ортонормирана координатна система в пространството:

АдДхр Уь Ζι), А (ха м 22), Α.(Χ9, γ, 23) Α((χ,, vy #21).

Реалното число

‘xl ме ];
- ey 

1 ‘XQ У3 22 1Л A, 
- 

|

у (Al“ rlnq ) 6 ‘/\‘3 V3 23 1%

Xy Yz 1

се нарича opueHmupar обелг HA тетраедъра щщА Α Ясно е, че ори-

ентираният обем е положително число точно когато тетраедърът е

положително ориентиран. Ще покажем, че УМ(А,45А4,4;)" представлява

обемът на тетраедъра /1444, Деиствително лесно се съобразява,
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че при смяна на ортонормирана координатна система съществува

връзката

М(А,44,4)-е У(4,4А.4)) (е-<41).

Втората координатна система избираме ΠῸ следния начин: А() =y, =

=z; =0) e нейното начало, правата А,А4, е координатната ος O’e'l,

Чарт. 34

равнината A,;A,A; e координатната равнина O'e;e,. Torasa Ax(x, —0,

- =2, =0), Ay(x;, Уз, 23 =0), Afxy, ¥y, <.) Имаме

0 0 0 1

L 1 х;, 00 ΙΞ Т

V(AlAZASAQ:’G x'3 y'3 0 112- ́6 X9 V32,4,

к 1, .
iTO имаме пред вид, че — | X, 'Y; € лицето на OCHOBATA А,454, на

тетраедъра, а l2° e неговата височина, получаваме
; 4  ̓

а

И(а4.4.4,) = %) У 2

< което доказателството на твърдението е зЗавършено.

ΟἹ хода на доказателството е ясно, че И(А,4,.4.4,)-0 точно ко-

гато тетраедърът е изроден.

Забележка. И Β пространствота съществуват физичните поня-

T3S за дясна и лява координатна система, Ортонормираната коорди-

на система Оеце»е, в пространството наричаме дясна, ако са изпъл-

чи следните условия: равнинната координатна система Оеце» е лясна

< телото на изправен наблюлдател, стъпил в точката О и кваблюдалащ

пъложителната посока в равнината Ое.е» (т. е. посоката, обратна 58

лвижечието на часовниковата стрелка), се намира в полупространството,

3 ΚΌΘΤΟ € и векторът 65. При замяна на един вектор с неговия проти-

оположен в дясна система се получава лява и обратно.

Е

Е 

с

Ξ
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8 11. Ориентирани вгли

Съвкупност от два лъча р, 4 с общо начало наричаме ъгъл (или

елементарно геометричен ъгъл) M го означаваме pg. Ако измерваме

ъглите в радиани, TO мярката на елементарно геометричния ъгъл ф

приема стойности от 0 до π, T. е. O9p=<m,

-~ -
Ориентиран ъгъл ра наричаме наредена двойка лъчи p, 4 с общо

начало. Докато ъглите pg и др не се различават, TO ориентираните
фе

ъгли рф и gp са различни.
етт

Нека в равнината, ориентирана с координатния триъгълник А1550,
ка

лежи ориентираният ъгъл ра с връх същата точка O. Вземаме върху

лъчите p ὶ 4 произволни точки A и B, различни от точката O (черт.
N

35). Казваме, че ориентираният ъгъл pg има положителна (отрицател-
-- ς

ка) ориентация, ако триъгълникът АВО има положителна (отрицател-

на) ориентация.

За да бъде това определение коректно, трябва да покажем, че то

не зависи от случайния избор на точките A, B.

Действително нека A’ € p, B’ € ¢ са други точки. Понеже вектори-
— —_— —_— —_——

те ОА и OA' ca колинеарни, съществува число A такова, че OA'=10A.

И тъй като точките A m A’ лежат върху един и същи лъч с начало

O, следва, че 17>0. Ако А има координати (ау а») спрямо Оеце», τὸ A’

има координати (λά,, Ags). По същия начин постигаме резултата: ако

В има координати (by, by), то B’ има координати (ибу, pbe) при някакво
—_—

n>0. Пресмятаме съответната детерминанта за триъгълника ABO:

| а Q3 1 :
|

А by by 11--а162--аз01.
19 0 1

2

Авалогично за триъгълника A'B'O получаваме

λαᾶι λᾶς 1!

£ == #й μδ 1 λμ(αιδα-- αηδ.).
|0 0 1



_—

Понеже А и р имат еднакви знаци, следва, че триъгълниците 480 й
—_——

A'B'O ca еднакво ориентирани и значи определението 88 положително
ориентиран ъгъл не зависи от избора на A и Δ.

ч

Едян ориентиран ъгъл ра има безбройно много стойности, които
се получават по формулата

AN

() (}4)}: =eo+2kn,

където K € произволно цяло число. При това ε-- -Ἶ, ако ъгълът е
положително ориентиран, и ¢= —1, ако е отрицателно ориентиравнв. В

тази формула ф е мярката на елементарно геометричния ъгъл рд.

Онази стойност на ориентирания ъгъл, за която

N

(pq) € (—m, 7},

се нарича главна стойност на ориентирания ъгъл.
----

Нека а и Ὁ са два вектора, пренесени в една точка O, и нека OA
--Ξ-το

и OB ca техните представители. Нека р e лъчът с начало O и съ-

държащ точката A, а g — онзи, който съдържа точката B. Под ориен-
таран ъгъл между векторите се разбира ориентираният ъгъл между

съответните лъчи.

#ф 72. Векторно npoussederue

Предполагаме, че пространството, в което разглежламе сега век-

торите, е ориентирано например с помощта на координатния тетрае-
LN Ν

дър E\EE;0 на една ортонормирана система ΟΘ6863.

Във векторното пространство ще дефинираме една нова операция

с векторите, която ще наричаме BEKTODHO или външно умножение на

два вектора. Ще я означаваме с , Λ.

Нека са дадени векторите

а(аь Qs аз):

b(by, b2, 65)

спрямо ортонормираната координатна система Оеце»е;. Тяхното вектор-

50 произведение е вектор, който по определение има следните коор-

динати:

i аЛЪ(а»0;-- agba, αρδι-- αιὸς, aby—asb,).

Дефиницията, която даваме, е аналитична --- използва координатна
скестема. Ще покажем, че тя не зависи от координатната система. B

ζ2.:ἃΔ е следната

Jlema. Векторното процзведение не зависи от ортонормирана-
#1 координатна система.
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Доказателство. Нека е дадена втора ортонормирана коорди-

натна система O'e; ее и нека спрямо нея имаме

a(a,, a,, a;),

b(b, by, 63 )

aAblay by —ay by, ayb; —a by, αἱ δ' —a; b)).

AKO един BEKTOD има координати (хр «», Х.) относно Оеце.е; и

(x]» X5, Х) относно O'e| e e, то B cuna’ca формулите (8.7):
”

@) X = Zafx (z, 1, 2, 3), 6 -

KaTo матрицата

1 321 αἓ «а

(af)=|2 «3 3
αἑ αθ αξ

e ортогонална. Прилагаме (2) 3a векторите а и Ὁ:

3

Θ a=dd, (i=1,2 3),
71

(4) b=l b, (i=1, 2, 3).
71

Същата връзка (2) трябва да съществува и между координатите на

вектора аЛЪ спрямо двете системи,. Това е съдържанието на лемата.

Например при /=3 трябва да проверим равенството

(5) -а0з--а0)-аЦа,6.-а.6,)-«Ща, 61 ---αἱ 6,)--оЩа, b, -а,6;).

Като заместим @, a2 ot (3), by, b2 от (4) в последното Рравенство и

вземем пред вид, че поради ортогоналността на матрицата ( «/) са из-

пълнени тъждествата

Е 5352
2 α1α2 073

93,1 1.3

а &y A%

3 αἰχῶ, 2yl
Qg =AUy A%y,

ce убеждаваме във верността на (5). Аналогично се извършва провер-

ката за i=1 и (-9. С ToBa лемата е доказана.

Сега ще докажем следните свойства на векторното произведение,

които в редица курсове по аналитична геометрия служат за дефини-

ция на векторно произведение:
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1. Ако векторите а u b са колинеарни, тяхното векторно

произведение аЛЬЪ-о0.

2. Векторът aAb е перпендикулярен на двата вектора a, b.
3. Векторите a, b, аЛЪ образуват положително ориентирана

тройка вектори, ако а, b не са колинеарни.

4. Големината на векторното произведение аЛЪ е равна на
лицето на успоредника, построен върху векторите а, b.

Доказателство на 1. Нека векторите а и b са колинеарни.

Тогава те са линейно зависими и без ограничение можем да пишем

а--Ар. От последното равенство получаваме скаларните равенства

a,=xby, йз-- Аб» аз-Абф

откъдето лесно следва, че трите координати на вектора aAb са рав-

ни на нула. С това свойство 1 е доказано.

Доказателство Ha 2. Пресмятаме скаларното произведение

(aAb) . а-- (а,04--аз6з)ал +(azh,—a,b3)a:+(a,b2—azb,)a;=0.

Аналогично получаваме (a/\b).b—=o0. Тези две равенства дДоказват

свойство 2.

Доказателство на 3. Пресмятаме детерминантата

а а» йзН |

| |
Δ b, алъ) δι by b -

“ azbg— а3д2 а3д1-а1ь3 а1д2-а2д13

= (@aby—a3b2)? +(a3b1—a,b5)* - (а6з--аз6)) =0.

Тъй KaTO векторите а, b не ca колинеарни, поне една OT координати-

те на векторното произведение aAb е различна ΟἹ нула. Действител-

но, ако допуснем, че трите координати са нула, би следвало, че коор-

динатите на вектора а например са пропорционални на координатите

на вектора b, което означава, че тези вектори ca колинеарни. Но тога-
Ba (4, b, aAD)>0 и с това свойство 3 € доказано.

Доказателство Ha 4. Тъй като BEKTODHOTO произведение не

зависи ΟἹ ортонормираната координатна система (e eqse;, последната
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избираме по следния начин: е1=75,авекторът b лежи в равнината.

Oe,e,. Тогава а(а, 0, 0), Ъ (ὃ:, by, 0). Според определението имаме

aAb (0, 0, /а6»)

и значи Δ ΛΌ - а |δο.

Понеже векторите а и b лежат в равнината (e, ey, те имат след-

ните координати относно системата Оеце»:а(а, 0), b(b,, δ.). Τ Ν като
----»

ориентираното лице на триъгълника ΟΑΒ е

0 0 1
N |

«ОАВ)+- |а 0 I'= Liawy,

i

TO лицето на успоредника, построен върху векторите a, b, е al'ib,. С

това свойството 4 е доказано.

Karo следствие от свойство 1 и доказателството на 3 HMaMme

следната

Теорема 1. Лва ненулеви вектора са колинеарни точно когато

тяхното векторно произведение е равно на нула.

В различни приложения се срещат двойните векторни проийзведе-

ния от вида (a/Ab)Ac, aA(bAC).

Ще докажем, че за тях са в сила следните представяния:

(6) (aAB)AC=b.ac—a.bc,

(7) aA(bAc)=b.ac—c. ab.

Tesu две формули MoraT да се изкажат по следния начин:

Теорема 2. Двойното векторно произведение на три вектора

е равно на средния вектор, умножен със скаларното произведение

на другите два вектора, мик ус другия вектор в скобата, умножен

със скаларното произведение ка останалите два вектора.

Доказателство на формулата (6). Нека са дадени векторите

a(a,, а», аз), b(by, θ., b3), c(cy, €2, сз) спрямо ортонормирана координат-

на система. По определение имаме

aAb(abs—asbe, ἀ90.---α185, а6з--а564).

Третата координата на вектора (aAb)Ac е

с(азб6з--аз06з)---с(аз6)--а103).
Понеже

ас =a,c, + sy ascs,

Бе -- b1C1+b2C2 =+ b3(,‘3,

пресмятането на третата координата на вектора, стоящ B дясната

страна на формулата (6), води до същия резултат:

б4алс + й»сзч- asCs)—as(bic, + 665 + 64С3)--

:C2(aéb3—agb2>—cl(a3b1—a1b3).
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Аналогично се проверява, че векторите, стоящ и в двете страни на (6),
куат равни първи и втори координати. Това означава, че те са равни,

са което (6) е проверено. По същия начин се извършва проверката и

на формулата (7).

В сила са следните свойства на векторното произведение:

149) алЬ - —b/\a (кососиметричност);

159) (ха)ЛЪ- ХалЬ);
160) aA(b+c)=aAb+aAC (дистрибутивност);

179) (aAb)Ac+(bAC)Aa+-(cAa)Ab=0 (тъждество на Якоби).
Тук a, b, с са произволни вектори, а А е реално число.

Свойствата 149), 1592), 169) се доказват, като се провери, че векто-

рите, стоящи в двете страни на съответните формули, имат равни ко-

ординати. За образец да проверим 16°). Координатите на вектора b+-¢

са (614+съ batey, b3tcs). Тогава векторът a/A(b+C) има координати

(аз(8аз + сз)--са(6з-- с») as(bi+c)—ai(bs+cs), а(6з+сз)--а(61+-с1)).

От друга страна, понеже aAb и алс имат съответно координати

(азба--азб», азй--а10» а1бз--аз064),

(азсау--азСа, α301-- (γ05, йСа--йзС|),

то координатите на a/Ab-+aAcC са:

газ6,--аз8з+ азсз--азса, аз0)--а10+-+-азс--акСа» а16з--аз06)-а4Сз--азс1).

Значи векторите aA(b-+¢C) и aAb+bAC имат равни коордивати и

следователно са равни.

Доказателство на 17°. Съгласно (6) имаме

(aAb)Ac=b.ac—a. b,

(bAc)Aa=c.ab—b. ac,

(cAa)Ab=a.bc—c. ab.

Като съберем последните TPH равенства, BASCHO получаваме нула. С

това тъждеството на Якоби е проверено.

Поради това, че във векторното пространство на свободните век-
тори дефинираната операция векторно Уумножение удовлетворява

свойствата 149)--1709), може да се твърди следното:

Множеството на свободните вектори в тримерното евклидово
векторно пространство е алгебра на Ли.

Ще отбележим, че операцията Л е една „привилегия“ за тример-

кото векторно пространство на свободните BEKTOPH. Аналогична опера-

сия 34 векторите в двумерното векторно пространство не съществува.

Все пак понякога ще прилагаме тази операция и за свободни вектори
в двумерното векторно пространство в следния смисъл: Нека са даде-

ΗΗ векторите а(а, а) Б(0), b)) спрямо ортонормирана координатна

система Oe,e; в равнината «. Допълваме cucTeMara до ортонормирана

координатна система (e ese; в пространството. Очевидно векторите а

и Ъ имат съответно координати (@, а», 0), (by, by 0) спрямо Оеце»ез.

По формулата (1) намираме вектора

алъ(0, 0, а03--аз64),
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който съгласно свойство 2 е перпендикулярен на векторите a, b, T. е.
на равнината &,

Накрая ще дадем една фФформула 88 синуса на ъгъла между два
вектора. Нека векторите a, b, пренесени в една точка, сключват ъгъл
¢ €[0, я). От елементарната геометрия е известно, че дицето на успо-

редника, построен върху векторите а, b, се дава с израза ‘a b/ 5 +.
Съгласно свойството 4 това лице € равно на големината на векторно-
то произведение на векторите a, b. Следователно в сила е равенството

|алЬ |--а В sin g,

откъдето получаваме формулата

К anb
(δ) | 8 фе те

ПРИ това се има пред вид елементарно геометричният ъгъл P между
векторите.

Да предположим, че третираме нещата в равнината и

a(ay, as), b(by, 6)

ca зададеви спрямо ортонормирана KOOPAMHATHA система, Искаме да

намерим стойността (главната стойност) на ориентирания ъгъл между
векторите а, b. Съгласно (11.1) имаме

(55):5',94— 2k =,
KaTo e=-+1 при положително ориентирана двойка BEKTOPH a, b u
e=—1, ако тази двойка вектори € отрицателно ориентирана (защо?).
Това са точно случаите, когато детерминантата

1

ча 8)- ς22\ Ry _ibl bQ"

се положителна или отрицателна. Значи

< й103-- b,

“ -- 50П (а,0»--а»0;)

(5еп -- знак). Тогава

- b .
cos(ab) = cos φ-- 1 ;fli;:,z,

1 ι

2Ὲ - a b layby—aghy “ ajby—ashy

sin(@b) =sin(e )е τ =e = b,



И тъй за определяне на ориентирания ъгъл между два BeKTopa

aa., а»), b(by, θ2), зададени спрямо ортонормирана система, имаме фор-

мулите

Ъ ай - οο

19 |

N а165-- а
sinfab)=""2" """,

Да означим с #я ориентирания ъгъл, KOHTO единичният BEKTOD €

сключва с вектора €; на ортонормираната координатна система Оецег

3 .павнината (черт. 22), Съгласно (11.1) имаме

ἄτεεχ -2Κπ.

Като вземем пред вид (6.12”, за координатите на единичния вектор €

получаваме

e(cos &, sin #).

Тух MOXEM да се ограничим с главаата CTOMHOCT на ъгъла #.

5 13, Смесено произведение на три вектора

Под Смесено произведение на три вектора а, b, ¢, взети в този

гед, разбираме числото

.) abe: =(aAb)c.

Cpemra се и означението (a, b, ¢).

Нека Bexropure a(a,, аз, as), b(bhy, by θ4), (¢, o €3) ca зададени

спрямо ортонормирана координатна cucteMa (eieqe;. Понеже ΔΛΌ има

х гординати

(аз ὃς-- ας b,, a3 b,—a, 6з, а, by—ay b)),

а смесено произведевие имаме

abc :(a2b3—"a3b2) с +(a3b1 —albg) С» +(a]b2—a2b1)C3,

h

‘a1 а» аЗ

.;) abC—— bl b2 b3 .

Cl Co C3

Тази формула ще наричаме аналитично представяне на смесеното про-

“:ведение (при ортонормирана система).

В § 10 приехме, че тройката вектори А4А1. Α4Α2, Α4Α3 е положи-

телно ориентирана точно когато тетраедърът А1А2А3А4 е положи-

телно ориентиран. Последното е налице точно когато ориентираният

му обем е положително число. По определение числото

Кее ееее -- »
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наричаме ориентиран обем на призмата, построена върху векторите
—— Е ия - -

4А.,4, A Ay А,А,. За тази величина имаме

1 !
хещ м 21—z, 0

A А A oA A\ еХ)у Μετν, 22—z, 0V(A_LAI’ A;A% A4A3)_' X3"‘X4 ys-———yi ,2'3——24 O"
Xy Vi а 1

"ИЛИ

ΝΝ ΕΝ Β.
Π —— \xl Xy Y1—Yy B2y

V(A4A1, A4, A;Aa):E)Cz—XL Уз-- у4 22—24
X3 Xy Ve Yy 25--,

AKO предположим, че векторите а (@, аз, аз), b (8, 6», 6;), с (ср €3, C3)
—_— : ---- κ---

имат 88 представители AA;, А,А,, А, Ау то последното равенство прие-

ма вида

ξαι a аз

1 €2 €3
Като вземем пред вид и (2), noayuasame

(9 V(a, b, с)--айс.

Така доказахме следната

Теорема 1. Смесеното произведение на три вектора е равно на

ориентирания обем на призмата, построена върху тези вектори.

Ot резултатите в § 10 става ясно, че И(а, b, с) е положително

или отрицателно число точно когато тройката вектори &, b, с е подло-

жително или отрицателно ориентирана тройка вектори.

Теорема 2. Смегсеното npoussedenue на три вектора е нула
MOYHO когато sexmopume са компланарни. Следователно условието

за компланарност (лианейна 3asucumocm) на векторите ща;, Qs аз),

Ъ(бь д», by), c(cq, €3 с) е

Ϊ 1

la, Ф ς

by by by =0 (орт. с-ма).

Доказателство Ha TeopeMaTa се получава, като се B3eMe пред BHI,

че при компланарност на векторите височината на съответната призма

е нула и обратно.

Като се използват аналитичното представяне (2) на смесеното

произведение при ортонормирана система и някои свойства на детер-

минантите, съвсем лесно се проверяват следните свойства: “

а) При циклична замяна на векторите смесеното произведение не

се променя, т. е.

abc=hca=cab;

6) (a;+az)bc=a;bc+azbc



(дестрибутивно свойство на смесеното произведение);

в) а5с----рас;

г) (2a)bc=2A(abc); .

VX a, b, ¢, a;, а) ca произволни BEKTODH, а A € реално число.
Накрая ще намерим израз 3a CMECRHOTO произведение HA TPH век-

Тора, отнесени спрямо произволна афинна координатна система Oe,e,e,.
Hexa спрямо такава система са дадени векторите със своите координати:

a(ay, ай» аз)-а;е; + а:е» -+-ачез,

b(by, o, 65)-- 64е) + 665 + 6,е5з,
С(С1, С2, С3)20131+С362-:-С383.

К2то използваме свойствата a), 6), B), г) на CMECEHOTO произведение,
голучаваме

abc:(ale!+a2e2+a3eg, b]el—l—b232+b3€3, clel+02e2+c3e3):
< (α}θ505 + @by, +-аз61сз--аз6»с1--аз61Сз--а,0зсз)е1е»е,

56

а aq a;
5 abc= b, #» b, eeqe,.

€1 Со Cg

Тук сме използвали, че

€2€5€; =€1€2€3, 65626: = — 20,8, = —€,€,¢,

A други подобни равенства. AKO CHCTEMATA € ортонормирана, TO

е.еез- (е Aer)e;=eze;=1

н формулата (5) приема вида (2).

§ 14, Детерминанта на Грам й ортонормиране

на базата

Нека векторите

a(als йз, 613),

b(by, δὲ, 63),

C(Cl, Cay СЗ)! .
са OTHECEHH спрямо ортонормирана координатна система. Karo използ-

заме формулата

\'al Ф as

abc=ib, by by,

ley са с 3
за квадрата на CMECEHOTO произведение намираме

la, аз аз la, а» а) laa ab ас[

(abc)2=11)1 by by by by b3‘= ba bb bc/.
i€y €2 €3 (€ €2 €3 са cb сс
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Детерминантата

faa ab ac
D(a, b, с): = ba bb bc|

са ¢b се

се нарича детерминанта на Грам 88 векторите a, b, с. Тя е неотри-
цателна и нула точно когато векторите &, b, с са линейно зависими.

Детерминантата на Грам може да се образува и за два вектора:

аа ab

babb
Като използваме известната Формула на Лагранж, свързваща вектор-
HOTO и CKa.'!apHOTO Произведение ва два Вектора

(алБ) +(а5)2--а252,

Следователно D(a, Ъ)->-0; нула е точно когато векторите а, b ca ли-
нейно зависими.

За вектора а означаваме

Dia, b): =

«

получаваме

D(a): =aa.

B линейната aareSpa mmpoxo се прилага така нареченият метод а
Грам -- Шмит 88 ортонормиране на Gasara. Задачата се състои в
следното.

Дадени са линейно независимите вектори Vi, Vo, у, Трябва да се
построи тройка ортонормирани вектори €., €, е..

Методът на Грам--Шмит указва последователно пътя 38 построя-
ване на тези вектори. ПРИ много въпроси обаче е нужно експлицитноа-
то познаване на тези вектори.

Ние даваме следните експлицдитни формули:

εΜ Vs V3 i
е. ! = — — .
2 T DL, ма) DV, Vo νὼ

Teopema. Bexmopume e,, e,, e, onpedzaenu с горните формулиа,
образуват ортокнормирана тройка вектори.

Доказателство. Очевидно €, е единичен вектор. Понеже

ГНУ1 ViVy
ViVy УУ

е1е2= 1 ́ ́1, ̓] ̓2. ̓-. -Ο
D(vi) VD(vyfvy)
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. е2 (ViVi . Va—ViVy . νὴβ (у (νν )-- З(мама) (маму2 (у (Vi) 1
2 D(vy) D{vy, V) (vivy) D (vy, м)  ̓

следва, че векторите 6 € образуват ортонормирана двойка вектори.
Равенствата ”

МУМа МуУа Мума

:ч.„,щ А

ViVy УУ V]Vg‘
едедщ == Ξ--- - -τ τ - ’--Ο,

Ο(νΙ) \/D(V], νΖ) У D(Vl, ν. V3)

ViVi ViV Уу
МУзм УУе VyVy ViV

VoV νονο VoVg

ι е2е3 = фя еа = Ο
D 1) О(уъ 2) А D(vy, Vs, Vz)—

показват, че ез 1 e;, e Да означим с 4,; адюнгираното количество на
елемента V,v; в детерминантата на Грам 88 трите вектора. Torasa

el=e e, ¢, V1A31+YgAsz%jV3{433 e VaAsz
3 8 " 

= 
-

VD(V1, м) γθίν:, Vs, Vy) 3 \”D(V; Vi) νὍ(νι, Vi, V3)

_ (ViAs Vol Vada) ааа Vv Ay vvads,tvavadsy 1
=== фл - -  ̓

VD1, Vo) ν О(уъ м У) Фъ vy, v

с KO€TO доказателството Ha теоремата € завършено.

Забележка. Изложеното тук в тримерния случай се обобщава
за произволно п. Ако ра дадени . линейно независими вектора:

Vi, Уо,..., У
Ω 1

постряването на п ортонормирани вектора става, като се използва

Формулата

ViVy τ ViV . .. ViV

‘AL VoVy ... VuVp

Мдеа Ма Ν Vo .o Vi ανὰ

ey =— "t Х2 НА (Q=k=n)
VDIV, Vo, Ve ) О(уъ Уж .. УА) .

:onasarencmoro се извършва индуктивко без появата на нови трудности.



Глава Ш

Уравнения на права в pasnunama

4 15. Параметрични уравнегния на npasa в равнината

В този параграф предполагаме, че координатната система е афин-

на. ΦορΜν:ΙΗΤΘ, които ще изведем, ще са в сила, раз бира се, я за орто-

HOpMVIDaHa система. ТЗЗИ забележка се oTHacd за цялата книга. Ако

някой резултат е в сила за ортонормирана система, но не и за афинна

система, до резултата ще отбелязваме: „орт. с-ма“.

Параметрични уравнгния на права, минаваща през точка и KO-

линеарна на вектор. Една права с може да се определи с точка M,

и вектор P, колинеарен на g (T, е. вектор, който има представител
-y

върху g) Произволна точка M лежи Ha Правата 2 точно когато BEKTO-

рът MUM (т €. векторът с представител M,М) е колинеарен на векто-

КА Р м

ра р, условието за което € съществуването на число 2 такова, че да

"бъде изпълнено векторното равенство

----»

Когато точката M обхожда правата g в двете й посоки, числото A

обхожда интервала (--со, +ос) и обратно. Нека спрямо афинната

координатна система Oe,e; в равнината имаме My(x,, Vo), M(x, ν),

68



Ρια, b). Понеже векторът[ММ има координати (х--хуь ν--"0}. o7 (1}
HanHcBame cxanapflme равенства за координатите

) X— ΧΟ ώΛᾶ;

y— λὁ .

откъдето получаваме

" χτεχρτλα,

" В .Уо"Г/*д
Тези уравнения наричаме скаларни параметрични уравнения на правата

<. определена с точката My(x, У) и колинеарния й вектор р(а, b).

Числото А наричаме параметър на правата, На всяка стойност Ha

7 €(—ce, +ос) съответствува точно една точка върху правата и o6paTHo.
—_— —_—

Axo nonoxum r=O0OM, ro=0M,, KaTo B3eMeM пред вид BEKTOPHOTO

P2BEHCTBO

1) можем да запитем BbB вида

г--го--Ар,
ἘΠΗῊ

ге τ Ἐ }Ρ.

Последното наричаме векторно параметрично уравнение на правата g.

Векторът г се нарича текущ радиус-вектор на точката M, а M — те-

куща точка върху правата (има се пред вид коя да е точка от правата).

Изключването на mapaMerbpa А ΟἹ уравненията (2) води до урав-

нението

й Х--. -- У, АЖ a[: Y=o (-А),

ксето трябва да се схваща като пропорционалност на двойката числа

X—X, М--Уу, на числата а, . Обратно, ΟἹ (4) може да се премине KBM_

Уравненията (2) или (3).

Параметрични “Р“ШШЪ*ЕЩЕЗЩ! минаваща през две точки

*’exa UpABATa # е определена с точките ( )
случай можем да сведем към предния, като приемем, че My=M,

---:9-- 
Pt e С КА vt < К s в e ς

=MMy(x3—x,, y2—y,). Както при формулите (3) и (4), направо на-
гнсваме

хе Ха А(2ба--Х1),

)  ̓ Уе УИА Уе)
- 

τ Y=
2) х3- V1 На (-λ)

Ф ормулите (5) се наричат скаларки параметрични уравнения на права,

определена с две TOYKH.
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пе # 16. Общо уравнениг на права в pasHUHAMA

Най-напред ще докажем следната

Теорема 1. Координатите (x, у) на проийзволна точка Μ Ω

права в равнината удовлетворяват уравнение от вида

1) Ax+By+C=0,

8 което поне едун от коефициентите A, B Ha x, уе различен om

нула, т. е. |

@) A +'B =0

Обратно, всяко уравнение (1) при допълнителното ycaosue (2)

е уравнение точно на една права в равицната.

Доказателство. ” Нека ” правата” ¢ e определена с точка M, с

координати (х„, у) и вектор р с координати (а, b), колинеарен на g.

Съгласно (4) от предния параграф нейното уравнение може да се за-

пише във вида

bx—ay+ay,—bx,=

Karo положим

A:=b; B:=—a, C: =ay,—bx,,

последното ypaBHeHue npuema желания вид (1). При това

4 + 8-а-0--0,

TBH като векторът р(а, 6) е ненулев (иначе той не може да служи

за вектор, определящ направлението на правата).

Обратно, нека е дадено уравнението (1), като е изпълнено (2).

Избираме произволно решение X, V, на това уравнение, Τ. е.

Θ9 Axy+By,+C=0.

Разглеждаме npasa g, определена с точката My(x,, У) и колинеарна Ha

вектора p(—B, А). Съгласнво (15.4) тя има уравнение -

’L*"o Y=o

—B = A

откъдето получаваме

Ах Axy+ By—By,=

Karo вземем пред вид (З) последното уравнение добива желания вид
(1). По този начин намерихме една права, която има даденото урав-

ние (1) Ще отбележим, че съгласно извода на това уравнение, KAKTO

и на уравнението (15.4) е ясно следното: една точка M(x, у) лежи Ha

правата g точно когато координатите й Уудовлетворяват Ууравнението

на същата права. Оттук следва, че не съществува друга права освен

£ със същото уравнение.

Уравнението (1) се нарича общо уравнение на права в равнината.
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ΟἹ хода на доказателството става ясно, че векторът р(--А, А) e

колинвеарен Ha правата с уравнение

Ах+Ву+С-0.

Теорема 2. Векторът Рр(А, 1) e колинейрен на правата с урав-
НЕНПЕ пеъ . А Е ο τ σοσ----.Ῥὀ ́ ́

: Ax+By+C=0__
MOYHO когато е изпълнено условцето ,

-- -Ὁ

Доказателството се получава, като се вземе пред вид, че вектори-
те (—B, А), (%, и) са колинеарни TOYHO когато координатите им саР e ЗКА е Т ПЕ Щ ς

пропорционални: | 

И—B A

AT p

KOETO € равносилно Ha (4).

Следствие (opr, c-Ma). Векторът N(A, В) e перпендикулярен
на правата g C уравкение П #

Ах+Ву-С-0,. .

Доказателство. Знаем, че р(--8, A). g. Or

Черт. 39 Черт. 40

- Изследване общото уравнение Ha mpasa. Нека e дадена г.раватг
Е ЕА -

- g:Ax+By+C=06 (4- Β..0..

В сила е следната

Теорема 3. а) g Ох mouno- когато A=0 (т. е./!в уразнението

на правата липсва X);

6) е| Оу точно когато B=0 (m. е. в уравнението на правата

„шпсева. у);



в) O¢g точно когато С-0 (m. е. в уравненцето ὰ правата

липева свободният член). |

| Доказателство на а). Съгласно предната теорема правата g

е успоредна на оста Ох точно когато колинеарният й вектор p(—B, А)

„е колинеарен Ha вектора €, (1, 0). Условието 88 това е А-0. й

Доказателството на 6) се извършва по същия начин.

Доказателството на в) се получава, като се вземе пред вид, че

началото O(0, 0) на координатната система Оху лежи на правата точно

когато C=0.

- 8 17. Уравнение на npasa през две тоаки.

=~ Отрезово уравнение на права

Нека правата е определена с точките М(хрь y,), Мъ(хо, ys), 8818-.

дени спрямо афинна координатна система. Съгласно (15.4) тя има

уравкнение

' X—~X δτι-νι
) X=Xy УУ
или при X;== X

Уе
Ω) уее 22 )

Уравнението (1) може да се напише още B следните еквиваленвтни форми:

() ееа У ф

, Xg— X1 Yo=Y

x y 1

} м 1 =g,

“ а

Черт. 41

Да предположим, че правата ¢ не минава през началото. на каорди-

натната система и пресича координатните оси (черт. 41). Нека A(q, 0)

e пресечната точка на g с оста Ох, а B(0, b) е пресечната точка с

Σ
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оста Оу. ΟἹ направените предположения а--0, 04-0 и според (1) пра-
вата има уравнение ””

което е еквивалентно на следното уравнение:

- ΧΝ
{ “ --
5) =1
" α  ́ ξ
Последното наричаме отрезово ypapuenue на права. Числата , 8 се
наричат отрези на правата от коорданатните ocu. Ще отбележим, че
не BCAKA права притежава отрезово уравчение. .

5 16. Jexapmoso уравнекие на права
-

Нека е даДен векторът p(a, 0) спрямо афинна координатна сис-
JeMa, колинеарен ὰ правата ῥ. Правата g е успоредна на оста Оу
точно когато a=0. В случай че правата g не е успоредна на оста Оу
тт. е. 2==0), числото
— b
(1)  ̓ ko=5 a-

-

чаричаме 2408 коефициент на npasama. Той не зависи ΟἹ случайно

“Избрания вектор р(а, 6) Действително нека py(a;, 0)) e друг вектор,
ходинеарен на правата. Понеже P ру TO координатите им са пропор-

UHOHAIHH, т. е.

а- йу δτελθι

пои някакво число A==0. Тогава
ττ b b

k еа f; = ἙΞΔ  ̓
1 7

което показва независимостта на ъгловия коефициент от избора на

вектора р(а, 6).

Ако правата g е зададена с двете различни точки My(x;, 1)
Му(хо, уз), TO ъгловият й коефициент се дава с формулата

Jo— Y15
2 g= é’——‘*g .ke oty (X177 %)

Оттук и ΟἹ формулата (2) Ha предния naparpad следва, че уравнението-

за права през точка M(x;, y), която има ъглов коефициент X, се да-

ва с формулата

.3) “γε-γιτεκίσ-- χ.

Да предположим, че координатвата система е ортонормирана. Раз-
Gupa се, изведените формули и сега са в сила, KO в този случай може

"1z се даде една геометрична интерпретация на ъгловия коефициент.
ἘἜχεμηο

{: Ве α,
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жъдето « € ъгълът, който правата сключва с положителната посока на

‘ocra Ох (черт. 42) ПТ
Ако положим b:=y,—kx;, уравнението (3) можем да напишем Β

следния" вид: # Пл ” '

(5) g y=kx+b.

Уравнение ΟἹ този вид (при ортонормирана система) наричаме декар-

тово уравнение на правата по името на френския математик Р. Декартτφ T el 

еее А аА

(R. Descartes, 1596—1650), когото считат 3a създател HA аналитичната
геометрия. 2

ς #819. Взаимно положение на две прави

Нека са дадени две прави в равнината със своите общи уравнения:

ги4Аж+8-+С;-0,

В сила е следната

Теорема 1. Правите gy, 23

а) се пресичат точно когато A LB~ й ΑΖ Τ В2 Σ

6) ca успоредни точно когато 4B G
, 7B, .

" . A вя св) съвпадат точно когато AR 6

Доказателство. От 6 16 е известн-о, че

РЪ(-ВВ Al) " ξυ

: ζ.ᾖ:(“ΒἨ 42) 85.
Правите g; и ръ са успоредни или съвпадат точно когато тези векто-

ри са колинеарни, условието за което е (6 3)

0) Δ τ Ве(ср-0).



Оттук следва твърдението а), като се вземе пред вид, че правите g,

г се пресичат точно когато векторите Py, ре не са колинеарни, Τ. 6. не

е в сила равенството (1).

Нека двата вектора са колинеарни, т. е. важи (1). Тогава правите
са успоредни или съвпадат. От (1) имаме

А --рА» В,-рВоа,

където р е коефициентът на пропорционалност. Като вземем пред вид

последнвите две равенства, уравнението на първата права приема вида

gt ο(Α,5- Βὲ у)+С1-0.

Ако правите се сливат, възможно € да се елиминира изразът ἄχ Βὼν
от уравненията на g; и с» Това води до Ο ̓,-ερί}. С това доказахме,

че ако двете прави се сливат, изпълнени са равенствата в точка в) на

Teopemara.

Обратно, нека ca изпълнени тези равенства, Τ. €.

А;--04», В) - 0В» C1=pCy (е--0).

Поради р--О двете прави притежават еквивалентни уравнения и значи
ъвпадат. С това в) € доказано. Тогава 6) следва чрез допускане Ha

противното.

В случай че системата е ортонормирана, ъгълът ф между две пра-

ΒΗ може да се намери, като се използват векторите ρ,.(--8., Α} съ

Р(--В», А) } 95 и се приложат формулите от 5 би § 12;

cos φ--- - - ο

? а P2  ̓
: 4.8.ς-- 4.8.

sin g =1
Фъ P2

Две прави сключват два ъгъла, които се допълват до π. Като вземем

пред вид, че ъгловите КоефИЦИЕНТИ на двете прави са съответно (При

A,

во ἐ τ Ἐ,"еа
можем да формулираме следната

Теорема 2 (орт. c-Ma). Две прави g, 2» (неуспоредни на оста Оу)

с вглови коефициента ky, ky са:

а) успоредни (или съвпадат) точно когато Ву -#8а;

6) перпендикулярни (при условие, че нцкоя не е успоредна на
координатните оси) точно кдгато l+4ky.ky=0.

Доказателство на а) Правите са успоредни точно когато

P, р условието за което е

B, A

By A"

Като се вземат пред BHA предишните означения, последното равенство

приема вида . =~k..
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Доказателство на 6) Правите ca перпендикулярни точно KO-

гато p;_ р условието 88 което е

А1А2+В182:О. и и
| 

.

Karo. разделим ToBa равенство Ha A;A:==0 и вземем пред вид ъглОови-
те коефициенти, получаваме 1-А,82з--0, което трябваше да се докаже.

Ф 20. Сноп прави в равнината

Множеството OT всички прави в равнината, които мичават през

една и съща точка, се нарича снол прави. Общата точка на всички

прави се нарича център на скопа.

Да разгледаме снопа прави, определен с двете npeceKaTean прави

g1Ng>=S, зададени със своите общи уравнения спрямо афинна коорди-

натна система:

& h(x, у):-Ах+Ву+С-0,
2: b(x, у) ::А9х+В2у+С2:О.

Ше докажем следвата | |

Teopema 1.а) Ако поне гдно от иислата Xy, . € различно оп

нула, т. е.

А) A !-0,

уравнението

( ( ») λαίο(χ, ¥)=0

представя някаква права от снопа прави с център S; ,

6) за всяка права от снопа прави съществува ненулева двойка

ийсла Ay, . такава, че уравненцето (1) e нейното уравнение.

Доказателство а) Написваме (1) подробно:

м(41х+8, уУ+С1)-++ А( + By y +Co)=

Това e уравнение na някаква права, ако поне един от КОЕЗфИЦИЕНТИТЗ

пред х, у е различен от нула. От условието за пресичане на две прави

следва, че това изискване е изпълнено. ДЗЙСТВИТЕЛНО да допуснем, че

едновременно са изпълнени равенствата

λΙΑΙ + λ2Α2 ΞΞ Ο,

Тъй като поне едно OT числата Ay, A2 € различно от нула, следва, че

последната линейна хомогенна система има ненулево решенйе 88 Ay Az

Но това е възможно точно когато !

|Α1 Α2
ι:Ο’

β, #85



ьоето води до успоредност или сливане на правите gy, g9, противно на

слозието, че те се пресичат.

И тъй (1) е уравнение на някаква права. Нека пресечната точка S

2 правите g; и g» има координати (X, ¥,). Значи изпълнени са едно-

воеменкьо равенствата

Ἑ

ἐχ(χο, )ο) εΞ 0, ἰμ(χο» 3/0)--0.

Тогава

).1[1(х0, .УО) + \212()(0, yO) Ξ- Че Ο + λ2 - Ο Ξξ O,

когто показва, че правата с уравнение (1) минава през точката S, T. e

тя е права от снопа.

6) Нека g ¢ произволна права през S, т. е. права от снопа. Да

сзначим с My(Xo, Vo) една фиксирана точка ΟἹ нея, различна ΟἹ S. Нека

<часлата )y, λὲ са такива, че

)».1: ЩХО, уо), )ъ2: —‘ll(_xo, уо).

Сигурно e, че поне 6ΠῈ0Ὸ от тези числа е различно от нула. Иначе ще

излезе, че A,=S. Според доказаното вече в а) уравнението

b, ») Ἐ λοίο(χ, у)--0(хо Y%, ») - π(χον Yolalx, 3)=0

е уравнение на някаква права през точката S. Тъй като координати-

те (X, у) на точката M, го удовлегтворяват, следва, че тази права

минава през M, Τ. е. това е правата g. С това и втората част на тео-

ремата е доказана.

Формулата (1) ще наричаме аналитично представяне на сноп прави

в равнината.

Правата g, се получава при А-1, 2;=0, а правата gy — при

2.=0, λι.--1.

§ 2i. Нормално уравнение Ha npasa

B този пабг";хг/р;ф предполагаме, че координатната CHCTEMa е орто-
гкормирана. Нека g e права, която не минава през началото й O. Озна-

заваме с Р петата Ha „ перпендикуляра, спуснат от началото О към

правата g, и нека р- ЮР* е дължината му (черт. 43). Единичният

вектор п по направлението на вектора OP e

OP
n=- -,

Т

т. е. в сила е векторното равенство

#4 ἆἷ:ρπ.
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Ако векторът ОР сключва ъгъл « ¢[—m, п) с оста Ох, тр. векторът
п има координати (COS @, 5т «) а точката P-—(pcosa, p sin «). Една

точка M(x, у) лежи на правата g точно когато векторът РМ е перпен-

дикулярен на вектора п идли

а 
|

Понеже ἐ има координати (х--р со8а, y— p sin «), последното ра-
венство след лека преработка приема вида

(2) g:rxcosa+ysinag—p =0.

Това уравнение се нварича нормално уравнение на правата, тъй като
в него коефициентите на X, у са координати ка единичен вектор, пер-
пендикулярен на правата, и KOOPALIAaTHATA система е ортонормирана,

Ще отбележим, че p>0.

"Ако My(x,, ¥,) € произволна точка от равнината, да означим с
Н (хъ м) петата на перпендикуляра, спуснат от точката M, към пра-
вата 2. Разглеждаме вектора

HMy(xg~x1, νο-- )ὸὺ),

който € колинеарен на вектора п. Поради това съществува число #8
такова, че е изпълнено векториото равенство

—

(3) HM,=2n.

Числото & наричаме ориентирано разстояние OT точката M, до правата
2. Очевидно

ЗИ

ιὃ - HM,

€ разстоянието от M, до . Векторното равенство (3) влече след себе
си следните равенства между координатите на векторите:

Xo—X; =2 COS «,

Yo—Y1=28sina.



Оттук намираме координатите на тачката #/ ;

χιτεχο -δοοβ &, У -- γο- - 5ἰπ a.

Изразяваме условието, че Е 2. 3a целта заместваме координатите на

Н в уравнението (2) и след прости пресмятания получаваме

(ф 6 -- х 605 а + у 5Ш «--р.

Тази формула показва, че ориентираното разстояние &=3(M,, 2) на

точката M, до правата g € равно на израза, който се получава, като

заместим координатите (хо у) на точката M, в нормалното уравнение

на правата.

От определението за & чрез равенстгото (3) и от операцията умно-

жение на вектор с число непосредствено следва резултатът: €0 точ-

но когато точката M, (нележаща на g) се намира в онази полуравнина

относно правата g, в която сочи единипчният кормален вектор п. [lopa-

ди това полуравнината, в която сочи п, се нарича положителна полу-

равнина относно правата g.

За ориентираното разстояние ΟἹ началото () 10 правата g имаме

δ(Ο, 2)----р<0,

както трябваше да се очаква.

Нека умножим уравнението (2) с (—1):

(4" : хо(--6085 «) + 3ol —sin o)+ p=0.

Kato Bsemem пред вид, че (--с05 «, —Sin «) ca координатите HA BEKTOPa

--п, получаваме резултата:

Всяка права, неминаваща през началото на ортонормирана коорди-

натна система, притежава точно две нормални уравнения (2) и (47,

образувани с векторите п и -п. B (2) свободният член --р е отрица-

телно число, а в (4)) — положително число. Векторът π, с който обра-

зувахме (2), избрахме да сочи OT началото към правата. :

Нека правата g e зададена с общото си уравнение

(5) Ax+By+C=0

спрямо ортонормирана система. Това уравнение и HODMATHOTO ypaBHe-

ние (2) представят една и съща права точно когато (съгласно тео-

рема 1, § 19) съществува число p==0 такова, че са изпълнени ра-

венствата:

со5 «--рА,

sin a=ph,

—p=¢C.

Оттук следва

ρ-ς Ἀἑ-ΒΖ- (ε-- +)

Изискването p>0 води до e=—sgn С.
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И тъй, ако (5) е общото уравнение на права, неминаваща през
началото на ортонормираната координатна система, то нормалното й
уравнение е 4

(6) 
Ахч*ЕВуъС #

-зрп Су τ 85 ”

8 22. Изследване знака на линейния тричлен

Линеен тричлен наричаме израза

( Ux, у): =Ax+By-+C,

като | A|+| B 0. Да разгледаме правата g с уравнение

(2) 2:(х, y)=Ax+By+C=0,

като на X, у гледаме като на афинни координати. Ако Мдх. м)(i=1, 2) са две точки спрямо афинна координатна система, означаваме

КМА: =l(x,, у)-4х;,+ Ву,+С.

Ще докажем следната
Теорема 1. Точките ЛМу(ху y,), Mx(xz, уз) са от различни страни

на правата g точно когато числата Д/)), 4245) имат различни знапи,Доказателство. Да разгледаме простото отнотение

(3) | A= (M My = MM

където M(x, у) e пресечната точка на правата MM, с g (черт. 44).3a координатите на M съгласно § 5 имаме

аАК ЗА у

χ τοχο, Y=

Ю

M

7

/,c/.vf,

Yepr. 44

Тъй като M € g, нейните координати Удовлетворят YPABHEHHETO на g.
Следователно изпълнено е равенството

AW1—2%5) Ἐ B(y1—2 y2) +C(1 —2) =0,

3¢ 
'



откъдето получаваме

= А Byt C Ν

Оттук следва, че .
числото А< О точно когато 4/И)), (/И,) имат различни знаци,
Ot друга страна, определението за просто отношение (§ 5) ни да-

ва резултата:

числото λ 0 точно когато точките M;, 742 се намират в различни
полуравнини OTHOCHO правата g.

Съпоставянето на последните две твърдения доказва теоремата в
случая, когато правата M;M, пресича g.

Нека правата /М,/И, не пресича g, значи двете прави са успоредни.
Избираме точката /Из в онази полуравнина OTHOCHO g, B която лежат
точките M;, Л05, и то така, че правата /И,/М, да пресича е. Тогава
М.М, също пресича 2. Според вече длоказаното (М,), UMs) имат
еднакви знаци; (/И,), (/И,) също имат еднакви знаци, Оттук следва, че
4(М)), (M) имат също еднакви знаци, с което теоремата е доказана.

& АНАЛИТИЧНА ГЕОМЕТРИЯ



Глава IV

Уравнения на права и равнина
в пространството

: 4 58 23 Параметршни уравнения на права _

8 простраш твото

Една права в пространството може да се определи clrouka M, и
вектор P, колинеарен на правата 2. . Една“ точка M лежи HA правата”

точно когато векторът ΜΟΜ е колинеарен на вектора р (черт. 45),
условието за което е съществу“*ането ᾶ число Χ Със свойството

w . | МоМ-Ар.

Когато М обхожда правата £ Β двете посоки, числото Цобхожда ин”
тервала (&, Ε Ὶ Π Ofipaf”‘b “Hexa T спрямо афнйната „координатна

o P M

система Ое1е2е3 са дадени My(xo, Уу 2.) M(x, ¥, <) р(а, b, с) Понеже
............. ааал Р

векторът ἨΜ има координати (Χ- - χῳ, Уу #--2,), OT (1 написваме .
efiafi&pflm“‘pamm‘iaa 34 коб”рдинатите П

@ T3,

Ее
——y
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откъдето получаваме

@ |

ТСЗИ ураввения наричаме скаларнви „параметри9ч9ни !ВЗВНЕНИЯ на правата

B, определена с точката М,(Хо Vo, 2) и колинеарния й вектор. р(а, 5, <)
Числото А наричаме параметър на правата,

енеП Щ ея и енн
— "

Ако положим г-- ОМ, ry=0M, като B3eMeM пред вид BEKTOPHOTO
равенство

-....--

-δ...ς-..-...-

--

" MM =OM—OM,,

(1) можем да запишем BBB вида
e ееъя . в СК К Н ет e A

Γ-Γο:λρ’

. Γ ΤΌ ἜλΡ.

Последното наричаме векторно параметрично уравнение на правата g.

Векторът г се нарича текущ радиус-вектор Η8 точката N, a——M=—rter—
куща точка върху правата,
- ааае

7

Изключването. на ΠΑΡΑΜΕΤΌΡΘῸΤ уравненията (2) води до ра-
венствата .

(‘}) х-ха Y—Yo_2—% (‘”l),

или
ия м ее т еие

а b. Е S L ς

ΟἹ които по обратен път може да се премине към уравненията (2)
e ey

. 5}.} .

Нека правата g е определена с двете различни тачки Му(хъ 3, 2а)
и ” ен ааа e т e ο -----.-.--ς-.-.-ς ̓.

My(xo, Vo, <) Избираме p=MMs(Xo—%i, γα υ 2o—21) и прилагаме

"формулите (3) и (4), като "считаме, че M, съвпадас ЛМу:

хе -λίχα τ Χι),
(5) _ Уе =),

6 X=X V=N _FTEA )y,

Уравненията (5) или (6) се наричат параметрични уравнения на права

в пространството, определена с две точки.

Забележка. На равенствата (4) и (6) трябва да се гледа като

на пропорционалност на числата в числителя на числата в знаменателя.



“ § 24,„Параметрични уравнения на равнина

' // в пространството
еая пе ал ]

Една равнина Ε в пространството може да се определи с точка.

и два неколинеарни вектора р.(а, Oy , €1)y р.(а»Ж. boy €5),

пренесени B M, зададени спрямо някаква афинна координатна CHCTQMA.
К Т е иН καπε- К Н Н н st КК ве въ ае s it g

Точка М(х, » ) лежи в DABHAHATA TOYHO KOraTo BEKTOpHTE MM,

Черт. 46

ръ» ре ca компланарни, От 6 3 e M3BECTHO, че TOBA € налице TOYHO когато

съществуват числа 1a 7, р TAKHBA, че”е € изпълнено равенството

(1 /VoM APyt P2
Числата λ, и 68 координати на M CTHOCHO афинната координатна сис-
ЕА А ΝΗ я

тема М0р1р2. Понеже векторът MM има „координати (x— Хе V—Vo

Ζ-ὠοἶ,-ΤΟ последното векторно равенство е еквивалентно Ἠδ ( следните
ТИА ее име пе че ете еея ене Ο ΟΟΝ

Три СКЗЛЗРНИ равенства за координатите:
Я N ISR

А x_0+ Xa1+ua2,

(2) 2 ετ ο λδι pby,
Φιεξο τ λο10,

Тези уравнения наричаме скаларни параметрични уравнения на равнина-

*Ъа;“””бп*реде„иена с точката 7И Ko ὅο;, Zo) 7 Héfid}ifi}?’éfipfifie вектори
ще e ааа

р1(а1, bl, е1) р2(а„, Ω» с,) Ако положим г-- ΟΜ rO—OMOHBseme'vx пред
ο Е Е Е ЕЕ ЕИ

вил, че М,М- ОМ-- ΟΜΟ, уравнението (1) приема вида

(3) В а нъе ) ЗИ
Εςς{ιειιΗοτο Hapflang_h векторно параметрично уравнение на равнината.

параметричните уравнения на "равнината параметрите 2,В параметричните уравнения на равнината (2)

μ са произволни, T, е. A€ (—oo' Foo), pE{—co, +Ov) Or "извода на
(2) е ясно, че за всяка точка M(X, ν, 2) съществуват еднозначно (3a-

що?) определени стойности на параметрите A, ц такива, че са в сила

(2) и, обратно, ако 2, μ са произволни, то точката, чиито координати се

изчисляват по ф„ормулу[те (2), лежи вравнината ε.
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Една равнина може да се определи с три неколинеарни точки:

1(х1, .Ур 21) M;(xg, У» 2) Ma(xs, Уз, 23).
еесе

Този случай свеждаме към предишния, като положим ру =M My(Xo— X1,

Уе Уъ Za—21) Po=MMy(Xs— Хъ Уз--Уъ #з--2)). Сега формулите (2)
приемат вида

X=X+ МХа-- Χ Ἐμί(χ4- Ха)

4 Уе УИВ А( Уе) W »8-»),
z2=21+M2a—21) + 23 —21),

KOHTO се HapHuaT параметрични уравнения на равнина, определена с

три точки. 7 ”

3%(б/Уравнение на равнина, минаваща през точка

. Π компланарна на два неколианеарни вектора.

Уравнение на равиийна през три mouxu

Един вектор се нарича компланарен на равнина, ако негов пред-

ставител лежи в равнината, _

Една равнина може да се определи с точка М,„(Хуо Vo 2.) и два

неколинеарни вектора р(а, By, 1), р.(а»„ by с,). Произволна точка
--..-- --.-

M(x, y, #) лежи B равнината точно когато векторите М,/М(х--Хо »--»»

2--2,) Въ ре са компланарни. Това изискване е еквивалентно на усло-

вието TAXHOTO смесено произведение да e нула. Съгласно теорема 2

от 4 13 това е налице точно когато е в сила ”
- - -

(1) ξ αι , ε1|:α
ι ς bs s |

ToBa paBeHCTBO изразява условието една Touka M(x, y, 2) да лежи B-

равнината, минаваща през Toukata My(xg Ve 29) И компланарна ua не-
колинеарните вектори ра by,1), р.(й» by Co)-

Нека равнината е определена с три (неколинеарни) точки М(хуъ Уъ 21)
Μι,(ἅς, 35, zg) My(xs Уъ 23) Този случай свеждаме към предишвия,

—

KaTo положим My:=M,, py:=MM,, po=MM, Съгласно (1) уравнение-

TO на равнината през трите точки €

хе Уеу 271
|

(2) ,хз-м Yo—Y1 Za—2y =0.

Хал Ya— Y1 #з-- 2

Ще отбележим, че уравненията (1) и (2) важат. при афинна и при
ортонормирана система..

Н

«
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щ # .2йб./06що уравнение на DABHUHA

Уравнението (1) от предишния параграф след развиване на детер-

минайТата и въвеждане“ на означенията

А: ~—a2b3—a3b2, B —agbl—albg,

C:=aby—a5b;, : =—Axy—By,—Cz

приема вида

Ax+ By+Cz+D=0.

ToBa уравнение се Hapuya общо уравнение HA равнина. B сила e
Теорема 1. Координатите "х, у; « на произволна точка-от -една

равнина удовлетворяват уравнение от вида”

- () .Ax+By+Cz+D—0,

като e изпълнено условието

(2) 1A+ B + С|+-0.
"

Обратно, всяко уравнение от вида (1) Т пра условието (2) е
уравнение на точно една равнина.

Доказателство, За да докажем първата част, трябва да по-

кажем, че "поне .:едно ot числата A, B, C € различно от нула. Ако допус-

HEM противното, следва, че координатите на векторите р, р, са про-

порционални, което означава, че Векторите са колинеарни противно на

допускането.

За да докажем обратното твърдение, да приемем, че тройката X,

Yo 29 € решение на (1), 1. е.

Приемайки, че A==0, да разгледаме равнината &, минаваща през точ-

ката М,(Ххо Yo 2) и компланарна на двата неколинеарни вектора

р (--В, 4, 0), ре ( ,0, Ἱ) Съгласно (23 {) тя има уравнение

X—Xo Y—Yo #2--20
—B A 0

| ¢ o ι 179
ι 4 |

което, като се развие и се използва (3) се превръща в(1).С това Ha_
мерихме поне една равнина (DABHWHATA &) с отнапред даденотоу ава (рав равне

five (1). Лесно се съббразява, че тя € единствена. - - “

ПО В бъдеще ще използваме следното Гуслонвие “88. компланарност на

вектор и равнина: -

Теорема 2 Вркторът РО, μ, У) е компланарен на равнината

ε: Ax—rBy+Cz4—D Ο

товно когато е ЦЗЛЪ/ДНЕНО равенството„

ῳ | 74 Bp+Cy=0..
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Доказателство. Нека My(xo, Yo, .2). .лежи в равнината, т. е.

() Π Π ак Вуа-Ск D=0 ,

Пренасяме вектора р Β точката M, . нека вторият му край е точката

Мухъ Уь 2ὺ. Понеже MM, има координати (1-- Ха 1 Ма „21--20)
то в сила са равенствата

XK= улю 2172455

Векторът р е компланарен на равнината € точно когато точката M, ле-

"жи в същата равнина; ROETG “ налице точно когато 77 77

AxXo+2)+B(yo+ 1)+ C(zo+v)+D=0.

ДОКЗЗЗТЕЛСТВОТО на теоремата се Завършва, като се вземе пред вид, че
» RS Pyt S

поради (5) последното равенство е еквиваленТно HA (4) &
== Κατό приложение на последната теорема ще докажем следната

ее Че

Теорема 3. Равнината ε с уравнение ,

. ах+Ву+Се+0-0
- Ν e A e e

а) e ycnopedua на ocma Ox точно когато A=0, m. е. 8 уравне-

Huemo наравнината липсва Χ, .

τ 6)е успоредна ἨΖ оста Оу точно когато B=0, m. е. в . уравне-
HUEemo HQ равнината липсва у;

747 е ycnopedna на ocma Oz точно когато С-(, m.
. аЩ а ¢. в уравне-

нието Ha равнината лаиясва Σ
+ τα τ и 1 AR ще S ST в

7772) минава през началото О на коордилатната сцстема, тоано
когато D=0, m. é. в уравнението на равнцината липсва свободиият

член Т

τ 0) е успоредна на. координатната равнина Оху точно. когата.

A=B=0, т. е. уравнението на равндната. е «- сопа 05 <.

“

е) е успоредна на координатната равицна Охг точно когато

4-бС 0 те уравнението-на-рагиината- ¢y = cOnst -0,
2) е успоредна на координатната равнина Oyz точно когато
B=C=0, μ εἰ Ууравнението на равнианата e x=const==0

ае ο Тещ Ὑ

з) co8nadd с равнйялата Оху точно когато има уравнение г-- 0
u) csénada с равнина(та Oxz точно когато има уравнение у-0;

%) съвпада с 0равнението Oyz точко когато има уравнение x =



Доказателство на а) Равнината ¢ е успоредна на -оста Ох

точно KOTATO Тя “ успоредия На. вектара €1, 0, 0). Съгласно предиш-
ната теорема Това е налице точно. когато A=0. По същия начин се

"дбКазват и твърденията 6) Η в).
” Доказателство на г). Равнината минава през началото точно

когато координатите му удовлетворяват уравнението и: това е точно слу-
чаят, когато D=0. | | 7

T Доказателство на д). Равнината ε е успоредна на Оху точно

когато тя е успоредна на обитЕ OX и Oy, т. е. съгласно а) и 6) А-0,
B=0. Ot (2), следва че С--0. Като разделим уравнението на равни-

ната Cz+D=0 на С, получаваме 2 - - é)—wzconst#o, тъй като равни-

ната не минава през началеото, ..

Аналогично се доказват твърденията е) и. χ. Осганалите твърде-.
ния предоставяме на читателя като леки упражнения.

7

$ 27, Взаамно положение Ha две равниниа
=

B To3u параграф ще изследваме взаимното положение на две рав-

нини B, IPOCTPAHCTRBOTO, зададени с общите си уравнения спрямо афин-

на координатна система. ,

Teopema 1 (критерий 88 идентичност на две равнини). Равнинате

с уравкения .

ει: Ax+ B, ν Ο - Ό .-:0,

съвпадат точно когато коефициентите в уравненията на двете

равники са пропорцаонални:

а) ДР вл ς : ὶ

Доказателство. Нека двете равнини съвпадат, т. е. всяка точ”
ка от едната равнина е точка и от другата равнина. В уравнението на

първата равнина поне един от коефициентите A, 8 C, e различен ΟἹ

вула. Нека приемем, че A;==0. При произволни у, Ζ точката

М(х-„ A W z)
\

лежи B равнината е. Тъй като M e точка и OT втораъа PaBHUHA, нейните

координати удовлетворяват уравнението и на &. Следователно

._AQB_IJi%?tQ} +Byy +Coz+ D, =0,

което написваме във вида

A,y Ay 2

(Bz -Βιἶ)]“ἶ“ (62-61';4;“) Ζ“ὶ-Οε"ἣὓιζῇἷ --0.

on



Според казаното по-горе, това равенство е изпълнено за произволнви у,
A,

A
A, " : Aдава Са-С;, . Най-сетне y=1, 2=0 водят до B,=B, > Axo p="",A : 3 A, А,

то

2. Като положим y=z=0, получаваме D, =D,"* Полагането y =0, г--1

A By G D,
A, T B, Ξ , Ξ D, (TP

с което доказателството Ha първата част € завършено.

Обратно, нека са дадени двете равнини, като са изпълненви равен-

ствата (1). Като използваме (1), уравнението на втората равнина можем
да напишем във вида

e(Ax+B,y+Ciz+D))=0.

Тъй като p=£0, това ypaBHEHME € равносилно на уравнението на първа-
та равнина. Значи двете равнини се представят с едно и също урав-
чение и според теорема 1 на 6 26 двете равнини съвпадат.

Теорема 2 (критерий за успоредност на две равнини). Равнаните
с урбвнения :

са успоредни точно когато съществува число p==0 такова, че са
изпълнени равенствата

Ω) ааа ςA, 8. , D.

M. е. пропорционални са само Koeguuuenmume nped X, ν, z в ypas-

ненията на двете равнини. |
Доказателство, Нека двете равнини са успоредни и вектори-

те Ριίαι, by с1), р» (а» by с,) са компланарни на тях. ΟἹ означенията

A:=bi0cy—byc;, B:=cia,—coa, ΟἹ =a,b,— й0

и извода на общото уравнение B § 26 следва, че двете равнини HMAT
уравнения от вида :

еи Ax+By+Cz+ D' - ,

εο: Ax+By+Cz+D"=0.
Значи равнината е) има две уравнения: даденото и току-що получено-
то. Според критерия за идентичност на две равнини съществува число.
7130 такова, че

ла а D ́ 1(3) ATB Т  ̓
Същият критерий, приложен за равнината €5 Η дава

Ф А В Р



Като разделим почленно (3) на (4), получаваме

Ако допуснем още, че и

01-791
©) ! Ν

ὍΤ критерия 32 идентичност на две равнини следва, че двете равнини

съвпадат, което е невъзможно. Значи допускането (5) води до проти-
воречие. С това първата част на теоремата е доказана.

Обратно, да допуснем, че са изпълнени равенствата (2). Тогава урав-
ненията на двете равнини са .

e: Аж+ Ву +Ciz2+D,=0,

&:p(A1x+ B, y+C2)+D,=0.

Да допуснем, че двете равнини имат обща точка M(x, y, z). Torasa, ка-
TO елиминираме израза Ах+8;у-С е от двете уравнения, получаваме
D,=pD,, което противоречи Ha условието (2). И тъй двете равнини
нямат обща точка, следователно са успоредни.

5 26. Сноп равнини:щ“(анонични уравнения на права
в пространството

Нека спрямо афИННЗ координатна система в пространството са да-
дени две пресекателни равнини със своите уравнения:

&:0L(x, ¥, 2): - χ +Ву4+С.4+Й,-0.

Да означим с

Е: ει ε;
тяхната пресечница. Множеството от всички равнини в пространството,
които минават през правата g, се нарича CHOM равнани с ос правата

#. Снопът равнини е определен, ако познаваме оста му. В сила е следната
Теорема 1.

а) Ако поне едно от wucaama Xy, 2. е разливно от нула, т. е.

уравнението

(2) λΙΖΙ(χ’ ,ν’ 2)+>*2[2 (х! У7 Z):O

представя някаква PABHUHA от снопа равнини с OC g
6) за всяка равнина от снопа съществува ненулева двойка

Xy, Xy такава, че уравнението (2) представя тази равнина.
Доказателството на теоремата е същото, както доказателството на

хсъответната теорема за сноп прави в равнината (§ 20),
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Формулата (2) ще наричаме аналитично представяне на сноп рав-

нини в пространството. .

Да се върнем към уравненията на двете пресекателни равнини εὶ
ааае те v -

И £,. Сигурно €, че не са изпълнени едновременно равенствата
а A S А А АТ СИ Ч КА Раее Ке еаАе ае

д в а
A, ва (, ̓ )

защото B противен случай ще следва, че равнините ca успоредни или

съвпадат: i M, чеЕ ПТ T --

п | A | B .

AT By
T. €. . Ν Ε

К Т 77 Α B-)’—‘AgBl:-;—-:Q.

Тогава системата от уравненията HA двете равнини може да се репти
спрямо х и y. Получават се уравнения от вида

(3) . y:fiz+q. |

<Тези две уравнения, които също представят пресечницата g, се наричат
канонични, уравнения на правата. В тях величините а by p g допус-

кат просто геометрично Ттълкуване:. Да положим z=J. Уравненията (3) се
написват във ΒΗ ” Ν Ν

- ΧΈΡΈΛλα,

.-τπττο.-.-ὦ ́..---

Оттук се вижда, че (р, ¢, 0) са координатите на пресечната точка на

TipaBata g с координатната равнина Oxy, а (@, b, 1) са координатите.

на вектор P, колинеарен на правата g. Значи права, която има KOHOHHY~
еее - Се τ-ος В В ееее o A аъ

ни уравнения OT вида (3), не е успоредна на равнината Oxy.
Ако за една права се предположи, че

то за нея могат да се напищат канонични уравнения ΟἹ вида

2-8у-+д,.
като сега а, b и p, 4 имат съответното геометрично значение.

” Накрая ще отбележим, че векторът

р8.с.--В,С, Ομᾷ.--Ο«.Α,, Α1Β224.:3ἓ1)

екомпланарен на равнините &), &, и значи е колинеарен на тяхната пре-
сечница g. Това се проверява, като се приложи теорема 2 от § 26.
Координатите на точка M, ΟἹ 2 MopaT да се намерят, като се реши

системата от уравненията на двете равнини. Удобно е да се положи

една ΟἹ координатите X, у, « равна на нула., Намирането на точка M, ε9

и ненулев вектор р, колинеарен на тази права, позволява да се напишат

параметричните уравнения на правата (§ 23).
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5 29. Равнина през точка й перпендикулярна на даден
. вектор. ’

Да разгледаме равнина, минаваща през точката M(Xo, Yo 20) Ако "

допуснем, че тя има уравнение _

{) Ax+By+Cz+D=0,.

условието TOUKATA MO да лежи в нея се изразява с равенството

Н 
-

Чрез изваждане на двете равенства получаваме ура
внението

@ A= x)+B(y—y) +Cz—20)=0, 77
KOETO изразява условието, че M, лежи B paBHHHATA.

77 ἈΚῸ системата € ортонормирана, BEKTOPET ” ”

' й " fl(/l", Βι C)
e перпендикулярен Ha равнината. Действително, ако M(x, у, 2)е точка

от равнината, равенството (2) изразява условието за ортогоналност ва
—_—

векторите п и MyM. Равенството (2) се нарича Уравкение на равнина

през Тточка и перпендикулярна на даден вектор (орт. с-ма). П

. — —_—

Kato положим OM=r, OM,=r, (2) може да се запише BbB BEK-

торна форма:

(3) n(r—ry)=0.

Като означим 5:=n гь (3) приема вида

4 nr=23.

Уравнението (3) или (4) се нарича BEKTODHO ypaBHEHHE на paBHHHA (орт.

с-ма). |  ̓
5



/3/ 5 ЗО;Норлшлнсг Ууравнение на равнина
------ --- 

ае τ τ τ т G с
.

Нека ве равнина, която не минава през началото на ортонормира-

ната система Охуг. Да означим с Р петата на перпендикуляра, CHyC-
нат от началото (J KbM равнината & и нека

рае

векторът ОР сключва с координатните оси Ох, Оу, Oz (uept. 49). Еди-

«, B, у ca BIVHTE, KOHUTO

ничният BEKTOD по направлението на BekTopa OP e n=0P:p, където
а

сме положили pzlOF>0. Torasa

ς n(cos «, cos B, 608 7),

P(p cosa, р сов 3, pcosy),
като

1 со52 ¢ +cos? 84+-с052 y=1.5 Ρ “
—_—

Enna точка M(x, y, 2) лежи B paBHHHATa точно когато векторите 11, PM

ca перпендикулярни, T. €. Ν

п т:о„
— и

Понеже PM има координати (х--р соб «, у--рео5 B, z—p €OS у), като се
вземе пред вид (1), се получава, че последното равенство е еквивалентТ-

но на

() Χ со8а--усо8 +е со5 у--р--0.

Това уравнение се нарича нормално уравнение на равнината ε. В Hero..
Хоефициентите на X, ¥, Ζ са координати на единичен нормален вектор.
на равнината, насочен от началото към равнината, и координатната CH-

стема е ортонормирана; Свободният, член —p €, отрицателно-число. Ако..
умножим това уравнение C—1, получаваме Ууравнение, в което . свобод-
ният член е положително чиело:

x(—cos @)+ γί--οο8 B)+2(—cos 1)+p=0.
Тук коефициентите HA X, Ρ, г са координатите на вектора --Π, KOHTO е

насочен от равнината към началото. .. ""



Ако равнината е зададена с общото си уравнение спрямо ортанор-

мирайа координатна система:

g:Ax+By+Cz+ D=0,

TO нормалното ὰ уравнение се дава чрез.

Ax+B D
Θ е:Е Ву еР . 0

—sgn DyA4 824 Ο -

Нека M, (X, Yo #2) е произволна точка оте и Я(х, У 21) е пе-
<ъе

КОЛЙЙЕЗРНИ следователно СЪЩССТВУВЗ число. 6 Taxosa, че е изпълнено

BeKTOpHOTO равенство
ῃ -ν - - е.

63 НМо--

Числото 5 наричаме ориентирано разстояние от точката M, до -pas-
N τ

нината € и ще го O3HayaBame nouskora с (Mg ε). Очевидно # = HMQ

e _PaSCTOHHI/leT" от M, до e Лесно се съобразява, че ориентиранотоц раз-
стояние 6(M, ε) е положително (отрицателно) точно когато точката M,
се намира в онова полупространство OTHOCHO равнината & в което со-

чи (не сочи) векторът п.

Понеже НМО има координати (ху--Хуъ Yo—V1, Ζ0-- Ζ})}, ΟἹ (4) следва

-х1 δ 08 α, ͵νο-͵ν1-δ со8 3 & zo~z1~5 εοεγ

(5) = X(C0S %+Y4C08 §+2, 05 у--р, .

откъдето намираме ориентираното разстояние δ(ΜΟ, ε) с 2

5 31. Изследване знака на ланейния четиричлен

«а приложение в ланейното програмираке

Линеен четиричлен наричаме израза

ἰ(χ, ν, 2:-4Ах+Ву+С2+0

при условие, че 4 +!814 C==0.

Полагаме

IM)=Ux;, У» #;) ({-- 1, 2)

и разглеждаме равнината с уравнение

e: Ax+By+Cz+ D=0,

KaTo Ha X, y, « гледаме като Ha афинни координати. B сила e следната

Теорема 1. Touxume M, My лежат 8 различни полупростран-

ства OMHOCHO pasHuHama в точно когато числата (М)), (M,) имат
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различни знацщ My, My, лежат в едно ай също полупространство

относно & точно когато (М;), (М,) umam еднакви знаци.

Доказателството се извършва ΠῸ същия начин, както при линеен

тричлен (§ 22).

fif«,r M MZL ;

д

Черт. 50

Едно множество А OT точки в пространството се нарича азплек-

нало (KOHBEKCHO), ако от M;, My € А следва, че то съдържа и цялата

отсечка M,M,!

Лема. Една точка M върху права MM, e вътрешна за отсечка-
ma M\M, mouno когато съществуват числата >0, «.>(й, подчанена

на условието .

2y + &y = 1  ̓

така че е изполнено векторното pasencmso “

—_— —_— —

(Tyx O e някаква фиксирана точка.)

Доказателство, Axo M лежи на npasata MM,, To
#

—_— еесе

3 MM = MM, -

Очевидно числото A>>0 TOYHO когато точката M лежи върху отсечката
M;M,. Равенството (3) може да се напише във вида

ом-о0м-хмоМ.а--ОМ),
Μ —

OM= SN
Означаваме .

1 "-- - -
al.:~1~?‘_1, C(g.—-l_i_l'

Очевидно o,>0, 2,>0, щом A>0, и а) + «е -- 1. Освен TOBa B сила e, (2)
Обратно, да допуснем, че са дадени две положителни числа «), «о,

подчинени на (1), 32 които е в сила (2). Ще покажем, че М е вътреш-
на точка за отсечката MM, Полагаме

1 1—ay
= T. € λ----

= + ч



"Тогава
А

αΞΣΙ-αΙΞ-ΙζΙ-ἶ.

От α,;»0, «.>>О следва, че A>0. Ot (2) следва (3), което показва, че M

лежи вътре в отсечката MM.. |

В линейното програмиране намира приложение следната

Теорема 2. Ако cucmemama от п линейни неравенства

l(x, ¥, 2)=Ax+ B y+Ciz+D;=0,

%, у, )=Asx Ἐ Β τ υ - D=0,

ама неединстбено решение, то множеството от решенията на

тази система е изпъкнало.

Доказателство. От условието на теоремата следва, че има по-

не две точки М(Хъ Уь 21)FMs(Xe Vs 29), за които

щМу)>0, 4(М5)>-0 (i=1, 2,..., n).

4 произволна точка M от отсечката MM, имаме (съгласно лемата)

LAMY=1; (е Μι-Εας M) =ty (М)) «а L; (M) =0,

тъй като o;>0, 2,>0. Teopemara e доказана.

Следствие. AKO cHCTeMaTa OT л линейни уравнения

Li(x, ν, 2)-4х+В8у+Се-+О1-0,

ἰγ(χ, ¥, 2)=Asx+ By +C2+ Dy =0,

lL(x, ν, 9)=A,X+B,y+Cz+D,=

има неединствено решение, TO множеството OT решенията € изпъкнало.

Доказателство. Горната система линейни уравнения е еквива-

JIEHTHA, на следната система линейни неравенства:

„БСе ν, 2)20, bx, у,2)<0
Ζ

&

ἐ,κ(χ, ¥, 2)=0, L(x, y, 2)<0.

Остава да се приложи предишната теорема.

„Преди да завършим тази глава, ще направим няколко забележки.
От параметричните уравнения на права в равнината и в пространство-

то---(15.3),(23.3), се вйжда, че правата е еднопараметрична съвкупност
от точки, т. е. положението на точка върху дадена права се определя

със стойността на един параметър A ΟἹ (24.2) се вижда, че равнина-

та е двупараметрична съвкупност от точки, т. е. положението на една

точка в дадена равнина се определя с две числа A, . От друга страна,
декартовото, нормалното и отрезовото уравнение на права в равнината

показват, че една права в равнината зависи от два параметъра, т. е.
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за да напишем уравнението на правата, е нужно да знаем две числа.

Например при нормалното Ууравнение на права тези величини са «, р.

Значи съвкупността на всички прави в равнината е двупараметрична.

Каноничните уравнения (28.3) показват) че права B пространството за-

виси от четири параметъра, т. е. съвкупността на правите в простран-

CTBOTO е четирипараметрична. Най-сетне отрезовото и нормалното урав-

нение на равнина показват, че една равнина в пространството зависи

от три параметъра, т. е. съвкупността на всички равнини в простран-

ството е трипараметрична.

Задача 1. Да се намери точка AM’, ортогонално симетрична на точ-

ката M(1, 1, 2) относно равнината ε, определена с точките /4,(5, 10, 0),

M4, 0,—7), My(2, 4,--5). Да се определят и директорните косинуси на

посоката ΟἹ M към M’ (орт. с-ма),

Решение. Съгласно (25.2) уравнението на равницата € е

x—5y—10 =z

ἐ —1 =10 —-7.=0,

. —3 —6 - 5

което след лека преработка приема вида

ε: x+2y—32—-25=0.
—_ |

Векторът М.(1, 2, --3) е перпендикулярен на равнината (§ 25). Уравне-

нието на правата g, минаваща през точката M и перпендикулярна на
-

равнината £ (т. е. колинеарна на вектора JV, ), има параметрични уравне-

ния (23.3):

Хх-1-,

g:y=14+2)

2-:2-- ὃλ.

Координатите на прободната точка M, на правата g с равнината «е се

получават от параметричните уравнения на правата при определена стой-

HOCT на параметъра A. За да намерим тази стойност, решаваме съвмест-

но уравненията на # и ε. Като заместим Χ, y, « с равните им ΟἹ пара-

метричните уравнения на £ в уравнението на ¢, получаваме уравнението

1-λ-.2(1-[9})].-830-- 3λ)--25--0,

откъдето определяме A=2. С тази стойност на параметъра A от пара-

метричните уравнения на g изчисляваме координатите на M. Получава-

ме x=3, y=>5, z=—4.

Ot формулите 3a среда Ha отсечка (5.5), приложени за отсечката

MM’ със среда M, намираме координатите на търсената точка M'. По-

лучаваме X =29, Y= =9, z=—10.

Векторът MM има координати (4,8, ---12). Координатите на еди-

ничен вектор, който е еднопосочно колинеарен на вектора MM’ ca

{—l—f, 3:, ‘3—) Съгласно определението B § 6 това ca директорните KO-
V147 147 γιά
CHHYCH Ha mocokata ΟἹ M към M.
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Задача 2. Да се намери точка M’, ортогонално симетрична на точ-

ката M(—1, 1, 2) относно правата

а . X—y+1=0, .

5 x—z—2=0.

Да се намери и разстоявието ΟἹ M до g (орт. с-ма).

Решение. Вектор, колинеарен на правата g, има координати (§ 28)

(1, 1, 1). Равнината ε, минаваща през M и перпендикулярна на g, има.

уравнение (§ 29)

I(x+1)+ l(y-l)—!— 1(z—2)==0,

T. €.

ε: ΧΈν-- 2--2 - Ὸ,

Като решим системата от уравненията на правата g и равнината ε, по-

лучаваме координатите на прободната точка M, на gc ε: (1, 2,--1). По

формулите 32 среда на отсечка намираме координатите (3, 3, —7) Ha

търсената точка /И”. Разстоянието d(M, р) на точката /И до правата g

e разстоявието между точките MM, Като приложим формулата 88

разстояние между две точки (6.14), намираме d(M, g)=d(M, My)=y14.
Задача 3. Да се намери трансверзалата на правите

X=3+2 =—24 3y,

g1:y=—142) gy=—1,
z=42, z=4—-5y,

която минава npe3 точката A(l, 1, 1) (аф. c-ma).

Определение. Една права 4 се нарича трансверзала Ha две “

или повече прави, ако пресича всяка една ΟἹ THX.

Решение. Ако такава трансверзала съществува, тя трябва да

лежи в равниката &, определена с точката 4 и правата g, Равнината

£ има уравнение

£:2x+3y—22—-3=0.

Търсим общи точки на € и g,. Получаваме единствената TOUKA P ¢ κο-
Η 13

ординати | . т уее 3

динати (3,—16, —21). Правата AP има параметрични уравнения

) Вектор, колинеарен на правата AP, има коор-

x=143p,

AP:y=1—161y,

2-1-21 μ.

Правите AP и g, имат единствена обща точка — точката с координати
20 37 52

(—ir, —51; y — Π-). Следователно съществува единствена трансверза-

ла AP на правите g; H g
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Задача 4. Да се намери уравнението на оста и дължината на оста-

отсечка на кръстосаните прави

х-1743, x=3—T7p,

еи y=3+2, &t y=1+2,
2=9—1, 2=1+2

(opr. c-ma). "
Определение. Ос на две кръстосани прави се нарича онази

тяхна трансверзала, която ги пресича под прав ъгъл. Ос-отсечка се

нарича отсечката върху оста, чиито краища са пресечните точки на ос-

та с кръстосаните прави.

Решение. Произволкна точка P; от ὶ има координати (7--3, 3+
2%, 9--3), а произволна точка P, от g — (3—7p, 1+Зи, 14 Зи). Векто-

"---Σ

рът . има координати

(--4--А--Тц, —2—2X+ 21, - 8-Ἐ - 8μ).

Векторите р.(1, 2, —1), ρο(-7, 2, 3) са колинеарни съответно на пра-
вите gy, » Правата Р,Р, е ос на правите g, g, точно когато са изпъл-
нени условията

P PiPy=0, р.АР,-0,
KOHTO BOIAT 10 следните КООРДИННТНИ равенства:

1(—4—A—Tp)+ 2 (—2— 20+ 2p)—1(— 8+ A+3p) =0,

T(—4—A—Tp)+2(—2— 2%+ 2u) +-3(— 8+ 2+ 3p) =0,

Като опростим УРЗВНЕНИЯТЗ, получаваме системата

Ap=0, .

3x+31p=0,

чието единствено решение е =0, p=0. С тези стойности OT парамет

ричните Ууравнения на дадените прави намираме Py(7, 3, 9), Р.,(3, 1, 1)

Тогава оста PP, има параметрични уравнения

x=3+2s,

y=1+s,

z2=1+4s,

а дължината на OCTasoTceuka e d(Py,P,)=2 21.
Забележка. Тази задача може да се реши и по следния начин.

Векторното произведение p;Ap, е вектор, който е перпендикулярен на
двете прави g, gy, следователно той е колинеарен на оста. Прекарваме

равнината € през g, и компланарна на вектора p; А р,. Прободната точка

на € с g, € точка от оста. По-нататък решението € ясно.



Глава У

Аналитично представяне на линий

и повърхнини

К 5;2./ Общи понятия 3a линия и повърхнина

Нека Oxy е афинна координатна система в равнината и F(x, у) e
функция на променливите X, Y, дефинирана върху някакво множество D.

Подмножество сс от точки (X, ν), за които

се нарича равнинна Kpuea лания (или само линия) в равнината, а (1)
се нарича уравнение на лцнаята. ,

Съществуват и други дефиниции за крива линия, Например:

Нека e дадена функцията f(x), дефинирана за всяко х от някакъв

интервал (а, 6). Множеството OT точки (X, у) 32 които

@ „ ) )  ́

се нарича равнинна крива линия, а (2) се нарича уравнение на линията.
Най-после нека са дадени две функции Ф(5), (5) с една и съща

дефиниционна област (51, 89). Множеството от точки (X, у) Чийто KO-
ординати се получават по формулите

Q R
когато 8 обхожда интервала (S, Sy), се нарича PABHHHHA крива линия,

а (3) се нарича параметрично представяне на линията.

Трите дефиниции не ca еквивалентни. Ние няма да се спираме тук

на този въпрос. Ще поясним само бегло как може да се преминава от

един вид уравнение в друг.  ́

Преход от (1) към (2) при известни общи условия (които

са предмет на разглеждане в анализа) уравнението (1) може да се ре-

ши за у OTHOCHO X; получава се представяне на линията от вида
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(2). Това не винаги е възможно да се направи за цялата линия, а евен-

туално за част от нея.

Преход ΟἹ (2) към (1): прехвърляме f(x) от лявата страна и
означаваме F(x, y)=y—f(x). Получаваме представяне от вида (1) за ця-

лата линия.

Преход от (2) към (3): полагаме х-Ф(5) (или просто х-4)

тогава у -- ᾧ(8), като сме означили Ф(5)-Де(5)).

Преход qr (3) към (2): при известни общи условия определяме

5 от уравнението х--ф(5) като функция на X, Τ. €. 4--4(х), което замест-

ваме във второто уравнение на (3). Получаваме представяне за линия-

та OT вида (2), което евентуално може да се отнася за част от ливията.

Нека Oxyz е афинна координатна система в пространството и

Е(х, у, 2) е функция на трите променливи х, у, г, дефинирана в някак-

ва област D. Множеството 4 от всички точки (X, у, ), за които

се нарича повърхнина в пространството. Уравнението (4) се нарича

уравнение на повърхнината.

Ще приведем още две дефиниции 3a повърхнина, Нека f(x, у)е

фувкция на двете независими променливи X, у, като (X, у)6. Множест-

BOTO OT всички точки (X, у, 2), за KOHTO

(5) | z=f(x, у),

се нарича повърхнина с уравнение (5).

Най-после нека са дадени три функции ¢, Ὁ), ψίω, v), 9(1, Ф) с

една и съща дефиниционна област О на променливите п, v. Множест-

BOTO OT всички TOYKH (X, у, 2) чиито координати се получават ΠῸ

формулите

x=q(u, v),

(6) Y= 4’(”’_ ”П),
2=90(u, Ф)

за (4, Ф)6/), се нарича повърхнина, а (6) се нарича параметрично пред-

ставяне на повърхнината,

При известни общи условия OT (4) можем да определим 2 като

Функция на X, у; получаваме уравнение за повърхнкината (или част от

нея) от вида (5). Обратно, като прехвърлим Дх, у) в лявата страна на

(5), ловърхнината се представя с уравнение от вида (4). |

Ако заместим в (5) хи у съответно с функциите «(4, v), ψίω, е!),

като (и, v)¢0, получаваме ypaBHEHHe на повърхнината от вида (6):

1--8(и, v):=f(¢(u, v), ψίμ, v)). Обратно, от първите две уравнения на

(6) при известни общи условия можем да определим 4, U като функ-

пии на X, уи ако получените изрази 88 & и Ὁ заместим в третото

уравнение на (6), повърхнината се представя с уравнение от вида (5).
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;Χ Нека са дадени три функции <(s), ψ(5), 6(s) с една и съща дефи-
ниционна област (@, b). Множеството OT всички точки в пространство-

то, чиито координати (X, у, 2) се получават по формулите

х ((5),

2-0(5) (56 (ᾶ, b)),

се нарича линия (или криза линия) в пространството, а (7) се нарича

параметрично представяне на динията. ὶ

Една линия в пространството може да се представи и като сечение

на две повърхнини:

. G(x, у, 2)=0.

По-точно MHOMXECTBOTO ΟἹ общите точки на две повърхнини при усло-

вие, че то не е повърхнина, се нарича линия в пространството,

Като примери за линии в равнината и в пространството служат

правите линии --те са еднопараметрични множества от точки. Равнина-

та (в пространство) е двулараметрично множество от точки и е при-

мер 38 повърхнина,

8 33. Конусни сечения: елипса, хипербола, парабола
—

Hexa B paBHMHATA ca дадени неинцидентни права g и Touka F, pas-

CTOSTHHETO между KouTo е »>>0, Ще изследваме MHOXECTBOTO OT точ-

KM М в DABHMHATA, 88 които OTHOIIEHHETO на разстоянията до А и ge

постоянно и равно на положителното чисело е:

1)

3a да намерим уравнение на THPCEHOTO MHOXKECTBO OT. TOUKH, избираме

оргонормирана координатна система Оу mo следния начин: octa Oy

съвпада с правата g, оста ОЕ минава през F и е насочена ΟἹ O към
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Е (черт. 51). Спрямо така избраната координатна система правата g има

уравнение £=0, a точката F — координати (p, 0). Нека произволна точка

M ot множеството има координати (&, 7). В координатна форма дефини-

ционното равенство (1) изглежда така:

2) . VE—pP+ri=e .

Това равенство е еквивалентно на

β) ς- »)ἐ η - ε,
:

което слгд малка преработка приема вида

е) (1--е2)2 4 ηἢ--ὐρξ-Ἐ " --0,

Ще разгледаме два основни случая:

А) Нека е-+1.

Извършваме транслация на координатната система посредствог

формулите (§ 7)

5) E=x+4u, =1
-

Като заместим (5) Β (4), след елементарни преобразувания получаваме

(6) (1--е2)х2 4 |2а4(1--е2)--20)х - ν --(1--62)а2--2па-р-0.

Неизвестната величина « в (5) определяме така, че в уравнението (6)

коеФициентът пред х да е нула:

2а(1--е2)--95-0,

т. е.

Ρ

α-- 1---е2

С тази стойност за « (6) става

Ру

7 N2 2 Ρ Ἐ
(7) (1—e)x+y2 ὐ ς

По-нататък ще разгледаме два полслучая:
с - [72 2 “

а) Нека е< 1. Тогава 1--227>0 и като разделим (7) на ‘1: » I10-

лучаваме

(δ) а1

като сме извърщили полагането

.9) a:JIl{‘)’ [): R пе .

: ὶ-- εξ νῖ- εἰ

В този случай (6 < 1) разглежданото множество от точки се варича ес”

са, а (8) --- канонично уравнение на елипсата.

Да разгледаме втория подслучай



22  ́ 2 26) Нека е->1. Тогава gz_i]‘ >0 и като разделим oTHOBO (7) Ha gz_il‘ и
положим

- έ „е(10) a --14е2” дцу/-1+82 ’

получаваме

(11) ι ς

В този случай (е7>1) разглежданото множество от точки се нарича
хипербола, а (11)— канонияно уравнение на хиперболата.

Да разгледаме втория случай
Б) Нека e=1. Сега (4) има вида

(12) (2--ЗрЕ4-р2--0.
ИЗВЪРШВЗМЗ транслация на координатвнвата система посредством форму
лите

(13) E=x+2 n=y.
Karo заместим (13) B (12), достигаме до YPaBHEHHETO
(14) YE—2p(x+3)+p*=0.

Неизвестната величина А ще определим така, че B последното уравнение
свободният член да e О. Получаваме

(15) . уЗ-Зрх,
като

4(16) A= .

B този случай (е- 1) разглежданото множество се нарича парабола,
а (16) — канонично уравнение на параболата.

За елипсата, хиперболата и параболата се среща общото наимено-
вание конусни сечения, тъй като те могат да се получат от ротацион-
ния конус чрез пресичане с подходящи равнини (§ 66).

Сега ще изследваме формата на конусните сечения.
„Елипса. От каноничното уравнение (8) на елипсата се вижда, че

, ако Точката (X, у) лежи ка елинсата, TO същото се отнася и 88 точките
% --У) (—x, ), (—x, —y). Това означава, че елипсата € симетрично раз-
положена спрямо координатните оси Ох, Оу и началото O. Следова-
телно достатъчно е да изследваме кривата само Β елин квадрант, на-
пример в ΠΈΡΒΗ, Ot (8) следва

СОттук се вижда (ограничавайки се само в първи квадрант) че когато
У намалява от & до 0, то х расте от 0 до а. ΟἹ уравнението на елип-
сата се съобразява лесно, че χ =g, у <-0, т. е. елипсата е разположена
вътре в правоъгълник, чиито страни са успоредни Ρ осите Ox, Oy, стра-
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ните му имат дължини 24, 20 и началото O е пресечна точка 'Ha диа-

гоналите му. На черт. 52 е начертана елипса, предполагайки, че a>>b.

Елипсата пресича координатните оси в точките А((а, ()), 4.(---α, 0),
Βι(0, b), 8.(0, —b), които се наричат върхове на елипсата. Отсечката

А,А4, с дължина 2a се нарича голяма ос на елипсата, а отсечката

BBy с дължина 20 -- малка ос. O се нарича център на елипсата..

Ν

Ако се положи c:\/aQ—bZ, лесно се намира, че координатите на
точката Е спрямо системата Оху са (--с, 0). Правата g има уравнение

x:~—1—f€—2. Точките F(x=—c, y=0), Fl(x=c, y=0) се наричат фокуси

ка елипсата, а правите с уравнения

δ: ΧΞ _1fpgz'

gix= 1 _p 22

- директрисц на eauncara. Kato вземем пред вид, че c:-lfi 632—, следва
a2

че директрисите имат уравнения X = - τ

Понеже

ξο’ =0,

8, ау а = fa>0 ,

(17) ξβ =p>8a,,
ξο =15

следва разположението Ha точките O, Ay F, O B указания Ha черт. 52
ред. |
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а(/ъппевбоьла. От каноничното уравнение (11) на хиперболата се виж-

да, че тя е симетрично разположена в четирите квадранта. Освен това

х =a. Хиперболата с уравнение (11) пресича само оста Ох, която се

нарича реална ос, а оста Оу се нарича имагинерна ос. Пресечните точе

a "»

ки на хиперболата с оста Ox имат координати Ax(a, 0), A(—a, 0) и се

наричат върхове на хиперболата.

От (11) получаваме

което показва, че когато х расте OT а до со, то у расте от 0 A0 оо

(ограничавайки се в първи квадрант). Формата на хиперболата е пока-

зана на черт. 53. Началото () се нарича център на хиперболата, а пра-

вите с уравнения

, b " b
а:у X ay=——x

— асимптоти на хиперболата (§ 62). Тук се въвежда величината

c= а2462. Точките F(x=c, y=0), Е(х---с, y=0) се наричат фоку-

си ὰ хиперболата. При а--0 хиперболата се нарича равнораменна.

Очевидно при равнораменната хипербола и само при нея асимптотите

са перпендикулярни, поради което равнораменната хипербола се нарича

понякога правоъгълна.

При елипсата и хиперболата величината с се нарича линеен ексцентри-

цитет, а е--числен ексцентришитет. Като се вземат пред вид форму-

лите (17) и че при хиперболата e>1, следва разположението на точки-

те O, O, А,, Е в указания на черт. 53 ред. На същия чертеж е начер-

тана хипербола с реална ос Ox.
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И тук, както при елипсата, правите с уравнения

.χο #О .у P
817 τ еа! 8В1у (

м

рег
<е наричат директриси на хиперболата. При хиперболата с-- ς 4 И

а

уравненията на двете директриси се записват още във вида X= - -

Парабола. Каноничното уравнение (16) на параболата показва, че

тя е “биметрично разположена спрямо оста Ох, която се нарича ос на

параболата. От p>0 следва, че параболата е разположена само в пър-

ви и четвърти квадрант. Ограничавайки се в първи квадрант, можем да

пишем

y=y2px ,

KoeTo показва, че когато х расте от 0 до co, TO у има същото пове-

дение. На черт. 51 е начертана парабола. Точката Ρ(χ:-ἔ-, у--0) се на-
#

рича фокус на параболата, правата g:x:-—fZ——()upelmzpuca. Touyxara

O(x=y=0) се нарича gpsx Ha параболата, Oy — върхова тангента Ha

цараболата. |

34. Урав кръжн§// равнение на окръжност

Окръжността е множество от точки Β една PABHHHA, равноотдале-

чени от дадена точка в същата равнина, наречена център на окръжност

та. Дължината на разстоянието, на KOETO отстои всяка точка ΟἹ OK

ръжността до,дентъра й, се нарича радиус на окръжността.

Нека R е радиусът на окръжността и спрямо ортонормирана коорди-

натна система Oxy е даден центърът й С(а, b). Ако M(x, у) е произ-

волна точка от окръжността, то дефиниционното равенство на окръжност-

та
—_—

CM =R

е еквивалентно на следното координатно равенство:

M (x—a) +(y—b)’=R"

"Това уравнение се нарича нормално уравнение на окръжността. Очевид-

но една точка лежи на окръжността точно когато координатите й (х, у)

удовлетворяват уравнението (1). Като развием степените в (1), получа-

ваме

) x24-y2—2ax—2by +a+b?—R*=0,

което е ΟἹ вида

(3) X2+ y2 κ my+n=0.
Сравнязането на коефициентите HA (2) и (3) дава

(4) Ζ:͵-2α, m=—2p, n=a>+62—R2%
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Ще докажем следната

Теорема. Уравнението (3) е уравнение на окръжност тогава

и само тогава, когато е изпълнено неравенството

(5) 2+ m2—4n>>0,

Доказателство. Нека (3) e уравнение Ha някаква окръжност

с цевтър С(а, 6) и радиус R. Cpasussanero на (2) и (3) даде (4), откъ-

дето получаваме

P4+ m?—4n=4R?>0.

с което (5) e проверено. ,

Обратно, нека е изпълнено (5) Тогава окръжността с център

ἰ т | μ _ -

С(- 2*,'—'2')14 радиус R=-4\[24-m?—4n има 88 уравнение TBKMO

даденото уравнение (3). Друга окръжност с Ууравнение (3) не съще-

ствува.

С това теоремата е доказана. |

Ако центърът на ОКРЪЖНОСТТЗ е в началото на КООРДИНЗТНЗТЗ CH~

creMa, то a=b=0 и (1) приема вида

ToBa уравнение се нарича централно уравнение на окръжност. Ако ос-

вен това радиусът е единица, окръжногстта се нарича единична. Тя има

уравнение

,

Ж4

Окръжността (3) минава през началото точно когато n=0.

Ф 35. Инверсия спрямо окръжност

Нека St е окръжност с център O и радиус . Ако M==0 e про-

изволна точка ΟἹ равнината на окръжността, ще казваме, че точката

Μ' е инверсен образ на M спрямо 451 точно когато правата Δ Μ' ми-

нава през центъра на окръжността и е изпълнено равенството

() “ OM.OM =R>.

Очевидно инверсният образ M’ на точката M е определен еднозначно

и инверсният образ на M’ е точката M. Точките OT окръжността ΘἹ са

двойни, т. е. ако /МЕ651, то M'=M. Точка, която € вътрешна, се пре-

образува във външна и обратно. 41 се нарича окръжност на инвер-

сията, а О--полюс на инверсията.

Ще приложим координатния метод за изучаване свойствата на ин-

версията. Да предположим, че полюсът на инверсията съвпада с нача-

лото на ортонормираната координатна система (черт. 54). Окръжността

има уравненвие 
Ν

X2+ y2=R2,
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Нека M, M’ имат съответно координати (X, у), (X', у). Понеже векто-
-π-- -π-πο-

рите ОМ”, OM са колинеарни и еднопосочни, TO в сила е равенството

OM -АОМ

при някакво A>0. Оттук следват равенствата

χίτελχ, γ'-ελν,

откъдето чрез повдигане на квадрат и събиране получаваме

Оттук намираме

УУ ом ЮИ ту
)\

A следователно

X

! X'= 2%*!

@ e
сь , .

Понеже инверсният образ на M’ e M, получаваме, обратно,Р Р У p
м

‘:RQ " к!?

@ e
_p2 Y

y_R х“д-:-у”

Формулите (2) представят аналитично преобразуванието илверсия.

Теорема. При unsepcusima права през полюса на инверсията се

запазва, а права, неминаваща през полюса, се преобразува в окръж-

ност през полюса; окрежност през полюса се преобразува в права,

неминаваща през полюса, ий окръжност, неминаваща през полюса, се

лпреобразува в окръжност, също неминаваща през полюса.
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Доказателство. Нека

g:Ax+By+C=0

e права. Като използваме формулите (2'), получаваме

AR? ς „ +C=0,
 ́ l

X

8К „+ухеу

Μ

) C(x2+y2) -+ R(Ax' - Ву)--0.

Ако C=0, 1. е. g € права през началото HA координатната система

(значи 2 минава през полюса на инверсията), ΟἹ (3) се вижда, че g се

преобразува в себе си. Ако C:=£0, т. е. g не минава през полюса на ин-

версията, от (3) се вижда, че тя се преобразува в окръжност през по-

люса на икверсията.

С това доказахме, че права се преобразува в права (в себе си)

или в окръжногт през полюса на инверсията.

Нека сега

(4) Sty Lix4+-my+n=0

€ уравнение Ha OKJBXHOCT. Karo използваме (2'), 3a нейния инверсен

образ получаваме N

(5) „е + у?) + В +my') + Rt =0.

1 -
Ако n=0, т. e. 57 е окръжност през началото, oT (5) се вижда

че тя се преобразува в права която не минава през полюса на MHBED-

сията. Ако л--0, т. е. 42 е окръжност, която не минава през полюса
на инверсията, TO нейният образ (5) е окръжност, неминаваща през.

полюса на инверсията.

С това теоремата е доказана.

§ 36. Циландрични, конусни U ротационни повърхнани

Цилиндрични повърхнини. Дилиандриана повърхняина (цилиндър)

наричаме множеството OT всички точки върху всички прави, KOHTOSMH-

нават през точките на дадена крива А и са успоредни на дадено Ha-

правление р. Линията А наричаме управителна крива, а правите от

повърхнината, успоредни на вектора р--образуващи (образугателни)

на повърхнината (черт. 55).

Нека Oxyz е афинна коордикатна система и векторът р не е ус-
пореден на равнината Ожху. Тогава всяка образуваща / на повърхнина-

та има канонични уравнения (6 28) от вида

x=az+p,



като векторът р има координати (а, 6, 1). Величините р, 4 се изменят

от образуваща на образуваща, докато а, b са постоянни. Нека управи-

телната крива А има уравнения

2) Flx, y,2)=0, G(x,3,2)=0.

P
1

Р
/

ῳ

|

Yepr. 55

Besixa обща Touka Ha образуващата / и управителната крива А YIOB-
летворява уравненията (1) и (2). Елиминирането на х,у от тези уравне-
ния води до връзките

Flaz+p, bz+q, 2)=0, (Жагнър, 2-+4, 2)-0. .

AKO 0T тези две уравнения изключим 2, ще получим връзка между p, 4д

(3) Ф(р.9)-0.

Определяме ΟἹ (1) променливите p=X-—QZ, §=3—bz, които замества-

ме в (3). Получаваме

(4) ф(х--аг, у--02)-0.

В това уравнение (х,У, г) са координати на произволна точка OT цилин-

дричната повърхнина. Следователно те удовлетворяват уравнение OT

вида (4).

Обратно, всяко уравнение ΟἹ вида (4) е уравнение на някаква ци-

линдрична повърхнина. Действително да разгледаме цилиндричната по-

върхнина, която € определена с направлението р(а, b, 1) и управителна-
та крива

c:¢(x,¥)=0, z==0, .

лежаща B равниката Oxy. Като следваме горния път, се убеждаваме,
че уравнението на тази повърхнина е точно (4).

С това показахме, че точно уравненията OT вида (4) са Ууравнения
на цилиндричните повърхнини.

Да разгледаме специално уравнението от вида

(5) Flx, y)=0.



‘Toge от типа (4), като а--6-0 (черт. 56). Следователно (5) е уравне-

ние на цилиндричната повърхнина, която има образуващи, успоредни

на оста Oz (т. е. на вектора p(0,0,1), и управителна крива

c:F(x, у)-(, 2-0

B координатната равнина Оху.

Черт. 56 Черт. 57

Конусна повърхнина. KOHYCHA повърхнина (конус) наричаме мно-

жеството от всички точки върху всички прави, съединяващи една (по-

стоянна) точка О(хо Vo, 20) с Точките на една крива k. Точката О на-

ричаме врех на конуса, - управителна крива, а всички съединител-

ни прави на () с точки от #--образуващи (образувателни) на конус-

ната повърхнина (черт. 57).

=45 [Heka спрямо афинната координатна система Охуг Ууправителната

крива А се представя с уравненията

Е(х,у,2)-(0, G(x,y,2)=0.

Нека“вектор, колинеарен на произволна образуваща /, има координати

(а,6, 1) (за простота предполагаме, че ἐ не е успоредна на Оху), като
а,6 се изменят ΟἹ образуваща на образуваща. Всяка образуваща има

параметрични уравнения

X=X,+as,

2=z3+1.s.

Karo изключим параметъра S, получаваме

) . X=Xtale—z),
Оуе у 0(2--2).

Както и в случая на цилиндрична повърхнина, елиминирането на X, у

и след това на 2 от (2) и (7) води до зависимост от вида

(3) φία, b)=0.

Определяме ot (7)
X—X —α-- 0 ‘b= у-У

“-260 z—2zp
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и ги заместваме в (3'). Получаваме уравнение за конусната повърхнина

x—xy Су(8) φ ( o Y .YO_)_O.
2---20 2-20

Както и при цилиндрична повърхнина, се убеждаваме, че всяко

уравнение от вида (8) е уравнение на някаква конусна повърхнина.

Лесно се съобразява, че това € повърхнината с връх QX Уь) И

управителната крива

с: Ф (х-х”„, у-уо)-о, 2--0,
204 —2

която лежи B равнината Oxy (uepr. 58).

ι Ротационни повърхнини. Нека правата g и кривата А лежат B
една и съща равнина. Ако завъртим А около g, докато направи едно

пълно завъртане, тя ще опише една повърхнина S, която се нарича

ротационна. При това въртене всяка точка M A описва една окръж-

HOCT Ry, която се нарича паралел (през точката M). Всеки паралел ле-

жи в равнина, перпендикулярна на 2. Всяка равнина през правата g

пресича ротационната повърхнина в една линия, която се нарича ме-

ридиан. Очевидно всеки меридиан е конгруентен Ha кривата B и се по-

лучава от нея чрез завъртане на определен ъгъл. Правата g се нарича

ос на ротационната повърхнина.

Избираме ортонормирана координатна система Oxyz, като Oz съв-

пада с правата £ и линията Kk лежи в координатната равнина ΟΧΖ

(черт. 59). Да предположим, че А е представена параметрично:

(9) хе-ф(4), у--0, 2- ф(а) (а(а, 5)).
Завъртането на точка M(x,0,2) около оста Oz на ъгъла ¥ дава точка

Ρ(Χ, Y, #), като X=x cos v, Y =x sinv, # - 2. Следователно всяка точка

от ротационната повърхнина се представя така:

Х-ф(и)со05 v,

10) У -- ф(а)5т o,

Ζ-Ξ- ψ(ω) ( 6 (а,0), 0=v<2n).

8 АНАЛИТИЧНА ГЕОМЕТРИЯ 113



Обратно, всяка тройка уравнения от вида (10) са уравнения на някак-

ва ротационна повърхнвина. Това € повърхнината, получена от върте-

нето Ha кривата (9) около оста Ог. Уравненията (10) се наричат па-

раметрични уравнения на ротационна повърхнина с ос Ог.

Ако кривата & е зададена с уравнения

ΟΤ

| А Y2=x2?

следва, че уравнението на ротационната повърхнина е

а2) в X23+7?, Z)=0.

Ние usBenoxme правила 838 написване уравненията Ha ротапионни
повърхнини, получени чрез въртене на линия от равнината Oxz около

оста Ог. Тези правила (10) и (12) чрез смяна на означенията могат да
се приложат и за други случаи.

Да разгледаме няколко примера.

а) Ако завъртим правата

& x—1g ¢(z—20)=0, y=0

около Oz, следвайки „прехода“ oT (11) към (12), получаваме ротацион-

ната повърхнина

Хау «(е--2,) =0,

която е прав xps208 конус (черт. 60).

6) Ако завъртим елипсата

x2 у2



около Ох, получаваме ротационен продълговат елипсойд:
x2 2 22

;2_4_—2'?—]-?:1 (черт. 61).

Yepr. 60 Черт. 61

Ако завъртим същата елипса около Oy, получаваме ротационен пло-
сък елипсойд (диск):

2

х2 .
Ἐ .. =1 (черт. 62).

Ж 7 l\

Yepr. 62 Yepr. 63

в) Ако завъртим хиперболата

21, 2-0Ἂ 8 5

сколо Ох, получаваме повърхнината

χΞ y?. 22 -1

Ω С ΡῈ 5

115



която се нарича ротационен двоен хиперболоид (черт. 63);¥ako 3aBbp=
5

тим същата хипербола около Oy, получаваме повърхнината
д2 y2 22

аг b2 +a2:1’
която се нарича ротационен npocm хиперболоид (черт. 64).

г) Ако завъртим параболата

2-ФЗрх, 2-0

около Ох, получаваме повърхнината

У2+22:2РХ,

която се нарича ротационен параболоид (черт. 65).

8 % Уравнение на сфера. Стереографска проекция

Сфера наричаме множество OT точки в пространството, равноотдале-
чени от дадена точка, наречена дентър на сферата. Дължината на раз«

стоянието, на което отстои всяка точка от сферата до центъра й, се

нарича paduyc на сферата.

Нека R e радиусът на сферата и С(а, b, с) е центърът й, зададен

спрямо ортонормирана координатна система Олхуг в пространството.

Ако M(x, у, 2) е произволна точка от сферата, то дефиниционното ра-

венство на сферата

|

MC =R

е еКБИВЗЛЕНТНО на следното КООРДННЕТНО равенство:

а) (х--ай +(у--6) +(а--с)- Ἀ "
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Това уравнение се нарича нормално уравнение на сферата. Като разви-
ем степените в (1) и направим приведение, получаваме уравнението

(2) X2+ Y2 22— 2ax—2by—2cz + o+ b? +c2—R?2=0, -
KOETO € OT следния вид:

(3) X242+ 22 lx+my+nz+p=0.

Както и при окръжността (§ 34), се noxassa’ следната

Teopema 1. Уравнението (3) e уравнение на сфера точно кога-
то е изпълнено условието

(4) P+m?+n?—4p>0.

На доказателството няма да се спираме. Ще отбележим само, че
когато е изпълнено (3), сферата има център

1 т п

и радиус

Ако центърът С на сферата съвпада с началото на координатната
система, като положим а-ф-с-(, (1) приема вида

x2+y2+22:R2
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и се нарича централно уравнение на сфера. Ако освен това R=1, сфе-

. para се нарича единична. Тя има уравнение

() X242t =1.

Hexa S(0,0, —1), М(0, , 1) ca двойка диаметрално противоположни

точки на единичната сфера 52 с център началото O(0, 0,0) (черт. 66).

Допирателната равнина т. към сферата в точката S има уравнение

s:2+1=0.
1

Нека M(x,y,2) e Touka ot сферата, различна oT N, и нека правата MN
,

пресича равнината т. в точката M'(X,y, 2 --1) В текущи коорди-

нати Е, v, Е правата MN има параметрични уравнения

Е--аАх, 1=y, 6-1+ЖМ2--1)

О---параметър). За пробода й M с т, намираме -

7 Σ , 2У ,

Изображението .

0:82—{N}—ng,

при което Ha Touka M се съпоставя точката A, се Hapuua стереограф-

ска проекция на сферата върху равнината. Това съответствие е вза-

имно еднозначно. В сила е следната

Teopema 2. Окръьжност върху сферата през точката N (без

точката N) се изобразява в права от равнината т. ий обратно

(черт. 66).

Доказателството следва от факта, че равнината през точката N и

правата ¢ пресича сферата в окръжност през Λή

Без доказателство ще изкажем следното твърдение: стереографска-

та проекция преобразува окръжност върху сферата в окръжност в рав-

нината и обратно.

5 38. Полярни координати

В този параграф ще се запознаем накратко с полярните координка-

ти в равнината и в пространството.

Полярни координати в равнината. Предполагаме, че равнината е

ориентирана. Една полярна координатна система в DaBHHHATA е опреде-

лена с един лъч Ор (черт. 67). Ако M e точка в равнината, TO поляр

ните й координати са определени по следния начин:

| е =50-/Йз-20,

$=(0p, OM)
_—

Има се пред вид ориентираният ъгъл между лъча Op и вектора OM:

Можем да се ограничим с главната му стойност @ ¢€(—m, + π}.
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Нека Оху е ортонормирана координатна система, като положител-

ната посока на оста Ох съвпада с посоката на лъча Ор. Считаме, че

равнината е ориентирана с тази координатна система. Тогава връзката

между декартовите координати X, у и полярните координати ρ, Ф на

една и съща точка М се дава с равекствата

1) X=pcoSy, У--р 51 ¢

Yepr. 67

OTTyK намираме Ν

@ ееу +у,
те -2 ο-- -ἦ. ι

(3) sing= -9 cosg= :

Полярни KOOpAMHATH B пространството. Hexa Oxyz e ортонор-

мирана координатна система в пространството и спрямо нея е дадена

точка M(x,y, 2) (черт. 68). Величините

OM =0,

φ-- 24(Ох, ШЛ,),

θ-- (0z, OM), :

където M’ е ортогоналната проекция на A върху Оху, наричаме 70-

лярни координати на точката M. Понеже

\~—>‘

, OM|=p sin 6,

TO връзката между ортонормираните (декартовите) и полярните коор

динати на една и съща точка M в пространството се дава с формулите

х--р 510 cos ¢,
(4) Μερ sin §sin g,

2=p cos 6.

Точката M описва цялото пространство, ако оставим p, 6, ф да се

изменят в следните граници:

р ([0, со), 9 Е (0, «), φ €[0, 27).
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Във връзка с полярните координати ще отбележим следното:

а) Окръжността с уравнение

x? _!__y2:R2

притежава параметрично представяне

x=Rcos g,

У R sin Ф (φ Е [0: 2π)),

6) Елипсата с уравнение
х2 у? Ν '

аг + b2 =1

притежава параметрично представяне

Y_bsing. (φ €10, 27)).
в) Хиперболата |  ́

χξ y2

P it
притежава параметрично представяне

х--а ch v,

y=bshg, ¢ € (—00, +со),
г) Сферата

X2y 22 =R?

притежава параметрично представяне

Χ - В 5т 0 со8 9,

у-А5т 0 sin g, 0 ¢lo, π|,

z=RcosH, €0, 2π).

д) Полярно уравнение Ha конусните сечения. Да разгледаме по-

лярната координатна система в равнината, определена с лъча, който

има за начало фокуса Е на едно конусно сечение и посоката на оста

Ох (черт. 51, 52, 53). Ако (p, р) са полярните координати на произвол-

на точка от конусното сечение, то дефиниционното равенство (1) от

5 33 може да се запише във вида

p=e(p-+pcosy),
отьъдето получаваме

(5) e τδοςς

ToBa e полярното уравнение на произволно конусно сечение. (При xu-

пербола се има пред вид само клонът, който минава през върха A,

черт. 53.)
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Глава М

Безкрайни елементи и хомогенни

координати

§ 39. Въвеждане на безкрайните елементи

и координати за тях

Оттук нататък досега познатите точки, прави и равнини в прост-

ранството R, ще наричаме крайни. Аналогично и за понятията точка

и права в равнината R, Точките върху една права също ще наричаме

крайни и правата ще означаваме понякога ¢ АД).

B този параграф ще въведем нови обекти-- безкрайни точки, без-

крайни прави и безкрайна равнина.

Нека Охуг е афинна координатна система в пространството и

спрямо нея крайната точка M има координати (X, Y,Z) (досега упо-

требяваните афинни координати в бъдеще ще означаваме с големи бук-

Β5): М(А, Y, Ζ). Както знаем, те са определени еднозначно при дадена

точка и, обратно, дадените координати определят напълно точката.

Тези координати ще наричаме нехомогенни координати на точката M.

Всяка четворка числа (х,у, z, {==0), за които

() Хеъ Уеъ Z= ¢ (ἐἘ0),
х

71

наричаме четворка хомогенни координати Ha Todkata M. Ще пишем

М(х, у,2,Е). Те са определенви с TOYHOCT до множител, Τ. е. четворките

(х, v,2,1), (λχ,λν, Az, Af) при A==0 определят една и съща точка. Оче-

видно, ако (X,Y, 7) ca нехомогенните координати на точката M, то (X,

Y,Z, 1) ca хомогенни координати на същата точка.

Нека g e права в пространството, определена с крайната точка

Μ Xy, Yo, <.) и вектор р(а, b, с) колинеарен на g. Тя има параметрични.

уравнения

X=X,+as,

Ζ--Ζ,τ ῶ

12}



(5--параметър). Произволна точка M(X,Y,Z), различна от My(s=0)
има хомогенни координати

3) - x:—-)%-{—a, γ:ξ”-{-ὀ, z= Z-s‘i+c, t;——:—.

B (3) да оставим s—oo. Torasa поне една от KOOpAHHATHTE (2) HA TOU-
ката M(s) pacte неограничено (ще отбележим, че във (2) X, Vo Хь
а,6,с са постоянни величини). Като извършим в (3) граничния преход
5--с0, получаваме четворката числа (а, 6,с, 0), Това ΗΗ дава повод да
дефинираме: .

Към всяка права g присъединяваме още една точка, която озна-
чаваме ¢ U, и наричаме безкрайна точка на правата. Считаме, че тя
има четворка :хомогенни координати Ug(a, s, с, 0) определени с TOYHOCT

до множител на пропорционалност, различен от нула; при това а,0,с

са координати на вектор p-==0, колинеарен на правата.

Ако към правата g присъединим безкрайната й точка U, получа-
~BaMe разширената евклидова права

g=8 U {Ug.

Значи по определение считаме, че U, €g.
Множеството на всички безкрайни точки в пространството нарича-

ме безкрайна равнина на пространството В,. Ще я означаваме с Q.
Пространството Й., допълнено с безкрайната равнина Q,, се нарича pas- |

щаре 2 анство,.. Ще го означаваме с R, Тогава B
"теоретико-множествен смисъл имаме равенството

Следователно крайните точки имат нехомогенни и хомогенни коор-

динати, докато безкрайните точки имат само хомогенни координати.

Хомогенните координати на всяка точка (крайна или безкрайна) са оп-
ределени с точност до множител, различен от нула. Според казаното

една точка с хомогенни координати (Χ, у, г, 4) е безкрайна точно когато

1--0 и крайна точно когато #--0. При безкрайна точка (x,3,2,0) трой-
ката числа (х,у, 2) са координати. на вектор, имащ направлението на

безкрайната точка. , ,
Ot дадените определения следва, че точките М(хъ Уъ 2ъ 1) Мъ(ха

У» <» #,) съвпадат точно когато са изпълнени равенствата

Хае Ха Μόοτελγι, Ζο-ελζι, аА

при A=0.

Аналогично се въвеждат хомогенните координати на крайните точе

ки, безкрайните точки и техните хомогенни координати в равнината ..

В горните разглеждания просто изпускаме третите координати 2, ,

с. Множеството от веички безкрайни точки (на правите в Д,) наричаме

безкрайна права на равнината В,. Ще я означаваме с Q,. Равнината R,

допълнена с безкрайните точки на правите, лежащи в нея, се нарича

pasuiupena евклидова равнина Ky, Τ. €.
...-

RQ :RQ υ 91.
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Досегашното означение g за права обикновено ще употребяваме и

за разширената права g, T. е. права, допълнена с безкрайната й точка

Ug. Съгласно направената уговорка считаме, чее Uy 2. Също така 03-

начението ¢ за крайна равнина ще употребяваме и за разширението й

ε. Следователно безкрайната права 4, на равнината е лежи в ε. При

разглеждане на успоредни права и равнина (2 ||е) в пространството

ще считаме, че (/,6й..

Теорема 1. Успоредните прави имат (се пресичат в) една й св-

ща безкрайна точка.

Доказателство. Нека g, g, са успоредни прави в простран-

ството. Тогава векторите раь by,cy), ро(а», by, с,) върху тях са колине-

арни и значи са изпълнени равенствата а» =Xy, 8ъ--36,, су -- с). За Ges-

крайните точки Ha двете прави имаме Ui(ay, b, су 0), Us(ay, by, ¢y, 0).

Според определението четворките (ay, by, ¢y, 0), (λα,, 20), Acy, О) опреден

лят една и съща безкрайна точка. Теоремата е доказана,

Четворката (0, 0, 0, 0) не е четворка хомогенни координати на ни-

коя точка в пространството. Аналогично тройката (0, 0, 0) не е

тройка хомогенни координати на никоя точка в равнината. Най-после

двойката (0, 0) не е двойка хомогенни координати на никоя точка вър-

ху правата.

Безкрайната права в равнината и безкрайната равнина в пространя

ството ще наричаме понякога -безкрайна фигура.

# 40. Уравнения на права и равнина 8 хомогенни

“ - коорданати

Нека ¢ e крайна равнина в R със следното уравнение в нехомо
генни координати Х, Y, /

а) АХ+ВУ+С2+0-0.

Знаем, че е изпълнено равенството

(2) 14 + 8.- Ὁ --ὐ,

Като въведем хомогенни координати:

Хеу V=1 Z=-F (π0),

уравнението (1) добива вида

(3) Ax+By+Cz-+Dt=0,

където (X, ¥,2,f) ca хомогенни координати Ha крайна точка OT равнината.

Уравнението (1) в нехомогенни координати е изобщо нехомогенно, до-

като уравнението (3) B XOMOTEHHH координати е в хомогенен вид. То-

ва обяснява наименованието хомогенни и нехомогенни координати.

Ще докажем следната

Teopema 1. Уравнението

{3) Ax+By+Cz+Dt=0
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\

при ycaosue, че е изпълнено

(4) А4+8+С+0-0,

€ уравнение на точно една равнина 8 пространството R, При mo-
ва mo се удовлетворява от координатите MOYHO на всички крайни

и безкрайни точки 6 равнината.

Доказателство. Да разгледаме най-напред случая, когато е

изпълнено (2). Тогава (1) (съответно (3)) е уравнение на крайна равни-
на, което се удовлетворява от координатите на крайните точки на рав-

нината и само от такива крайни точки. Остава да покажем, че то се

удовлетворява и от безкрайните точки на равнината. За целта нека g

е права, която е успоредна или лежи в равнината € и Ρ(λ, ш у) е век-

тор, колинеарен с правата (значи компланарен на равнината). Точката

(:О0, шу, 0) е безкрайна точка на равнината. Тя лежи B ε. Нейните ко-

ординати ще удовлетворяват уравнението на равнината точно когато е

изпълнено

Ax+ Bp+Cv=0.

Ho ToBa е условието за компланарност HA вектора р и равнината &

(§ 26). С това първата част е доказана.

Да разгледаме сега случая, когато (2) не е изпълнено, T. е.

A=B=C=0.

Torasa поради (4) уравнението (3) приема вида

(5) 1--0,

което показва, че координатите само на безкрайни” точки удовлетворя-

ват уравнението на равнината. Но (5) показва, че равнината не може

да бъде крайна, значи е безкрайна и по определение тя се състои са-

MO ΟἹ безкрайни точки. С това теоремата € доказана.

В равнината е в сила следната

Теорема 2. Уравнението

(6) Ax+By+Ct=0
npu ycaosue, че “

4 + B + C!=£0,

е уравнение на точно една права в равнината; Mo се удовлетворя-

84 от координатите точно на всички крайни точки и на безкрай-

ната точка на правата.

Накрая ще споменем следното твърдение: успоредните равнини

имат (пресичат се във) една и съща безкрайна права. Доказателството

е просто и го предоставяме на читателя.
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5 4]. Параметриячно представяне на правав разширеното
евклидово пространство

Най-напред ще докажем следната

Теорема 1. Ако точките Py, P,, са различни, по формулата

при условие, че

С) А(е <О0,

се получават всички точки върху правата Р,Р, когато λι,λαὰ 83e-

мат всияки реални стойности.

Преди да пристъпим към доказателството, ще направим някои за-

бележки. Теоремата е в сила, когато разглеждаме правата (крайна или
безкрайна) Ῥ. в разширеното евклидово пространство, в разширена-

та евклидова равнина или отделно сама за себе си. Ще проведем до-

казателството, предполагайки, че правата е в пространството. Тогава
тя може да се представи като пресечница на две равнини:

P.P,: Ax+By+Ciz+ D=0,

Поне една OT детерминантите, образувани OT матрицата HA коефициен-
тите на двете уравнения, е различна от нула. Иначе ще излезе, че две-

те равнини съвпадат. Ако предположим, че Ο,[2,ω-τ- Ο ΞΕῸ, то можем

да определим z, «:

z=ax-+3y,

@) t=yx+éy.
Tyk «, B, у, & ca някакви числа. Уравненията (3) представят също пра-

вата Р,Р.,. Понеже точките Р), А„ лежат на правата, то изпълнени са

(4) гау Ву 2ъ--ах, Ἔ ВУо
Ау ὃν,, L=1X108Ys

Ще отбележим още, че равенството (1) може да се запитше в коор-

динатна форма така:

x:klxl -+ lgx:z,

(1) y=MY1+79¥s
Z2 =721+ н2
Е МА ев

След тези подготвителни неща да пристъпим към доказателството.

Нека точката Р(х,у,г,Е) лежи на правата PP, Тогава са в сила

равенствата (3). Търсим ненулева двойка Xy, A, такава, че да важат (1”).

В сила е HepaBeHCTBOTO ху у»--Хоу-0. Действително, ако допуснем

противното, ще получим «х»-АхХу, Yo=AY; при някакво A==0. Ot (4) след-

ва още

га-- λίαχ, В) =221 αξελίγχι δνῃη ελές,

което е невъзможно, тъй като Р)--Р..
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Ot първите две уравнения Ha (1”) определяме i, λο. С така наме-
рените стойности, като вземем пред вид (4), изчисляваме от (3)

Е-ах-Вуеа(Аа + Азха)+ чУ еу)
= М(аха-+ В) λοίαχ, 1+ Вуз)-- А1214- λοῦο.

Аналогично получаваме -1246-4-2.,. Така показахме, че за произволна
точка РЕР,Р, съществуват числа Ay, Ay такива, че важат (1”). Неравен-
ството (2) € изпълнено, тъй като четворката координати (Χ,,2, ἢ е
ненулева.

Обратно, нека λ;» A; са произволни числа, подчинени на (2) Ще
покажем, че точката с координати (X, у, г, #), удовлетворяващи формули-

те (1'), лежи на правата PP, т.е. в сила е (3). Действително

! 2--кх-- Ву еа Ἐ A2y а(3аХа + Лоха)--- ( Y1+ Ao o) =
-М(2а--ах-- у) (га--«Ха--9у)-0.

Аналогично се получава #--ух--бу--0.

С това теоремата е доказана. Ще отбележим, че формулите (1”) са
обобщение на формулите (3) ΟἹ § 39. Действително, ако изберем P; да
е крайната точка ¢ координати (45, У Zo, 1), а P, "да е безкрайната точ-

ка с координати (а, b, ¢, 0) и положим ).1:-1;7 A;=1, то формулите
(17) приемат вида (39.3):

1
x=-Xota,

1
Е ——Zy+c,

Поради това формулата (1) или Bce едно формулите (1') ще Hapu-

чаме параметрично представяне на права в разширеното евклидово

пространство.

Теорема 2. Ако точките , ο ς са различни и неколинеарни,

no формулата

) P=xP 43P+ 3P
при условие, че

(6) а Εἰλο 220,

се получават всицки точки върху равнината Р,Р,.Р,, когато у g, }

вземат всички реална стойности.

Доказателството, което се базира на предната теорема, предоста-

вяме на читателя. Формулата (5) наричаме параметрично представяне

на равнина в разширеното евклидово" пространство. Ще отбележим, че

до тази формула може да се стигне и по друг начин (6 50).



Глава УП

Комплексни елемента

8 42. Комплекснаи точки, прави й равнини

Нека Oxyz е афинна координатна система в R, Всяка точка M€ #.
чиито хомогенни афинни координати (х, у,г,) са реални числа, нарича-
ме реална точка. Досега работехме само с реални точки. Комплексна
точка M наричаме наредена четворка комплексни числа (X, у,г, #), по- .
не едно OT които € различно OT нула. Тази четворка HapHYaMe XOMO-

генни афинни координати на комплексната точка M и ги считаме оп-
ределени с точност 10 множител р--( (сега ре комплексно число). Коме

плексната точка е крайна, ако #--0, Тогава тя притежава нехомогенни
координати, определени с (39.1). Комплексната точка е безкрайна, ако
t=0.

Hexa A,B,C,D e ненулева четворка комплексни числа, определена
с точност до ненулев множител. Множеството OT всички комплексни
точки (Χ, Y, 2,1}, удовлетворяващи уравнението

Ax-+By+Cz+-Dt =0,

наричаме комплексна равнина B R; B частност и четирите коефици-
ента в уравнението могат да бъдат реални числа.

Комплексна права наричаме съвкупността от общите точки на
две комплексни равнини. За нея е в сила параметричното представяне
(41.1), като сега коефициентите А i, са комплексни числа.

Понятието комплексна точка ни дава възможност да дефинираме
и понятието коуплексен вектор. Наредена двойка ΟἹ крайни. комплексни

точки А(А), Ὑ Ζ.), 4.(Х,, Vo, ,) наричаме комилексна насочена от-
—

сечка A4, с начало A, и край A, Нейни координати OTHOCHO коор-
динатната система Охуг наричаме комплексните чиела λ-- Χ,- Χ, μ

—_—

“-:)/2-)/1, ‘/:AQ—LI; AIAQ(XQ“')\], YQ_YI, ZQ—“ZI). ПОНЯТИЕТО ком-
плексен вектор се Дефинира като множество от всички комплексни
насочени отсечки, които имат равни координати.
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Прост ранството Д, (равнината R, правата Д)), допълнено с ком-

плексните елементи (точки, прави, равнини), ще означаваме с СА, (CR,,

CR,) и ще наричаме комплексно разширено евклидово пространство

(комплексна разщиарена евклидова равнина, комплексна” разширена

евклидова права).

§ 43. Изотропни елементи. Циклицна точки

Нека Oxyz е (реална) ортонормирана координатна система в CRj
и спрямо нея са дадени два комплексни вектора р.(, шъ νι), θα(λν Loy ν2)

„Скаларно произведение“ на р; и P, наричаме комплексното число

(1) рара: = λιλο + μῃμ Ἐ νιν9:

Axo p(), p, у) е комплексен вектор, дължина на р наричаме комплекс-

ното число

@) Pl =V R 22,

като се B3eMa коя да е OT двете CTOHHOCTH на квадратния kopeH. Под

разстояние между две крайни комплексни точки A (X, П,1), 4(47,

Y,, Z;) разбираме комплексното числоA 2

3 14,4 =\ (X=X )2+ (Vo Y +(2,— Z,).
lIBa комплексни вектора P;, Py наричаме ортогонални TOYHO когато

TAXHOTO „скаларно произведение“ е нула:

() МАе 4 μημα Ἔ гуа - .
Изотропен вектор наричаме комплексен ненулев вектор ρμίλ, μ, у), чия-

то дължина е нула, т. е.

(5) мИ +у --Ὁ,

Следователно един комплексен вектор е изотропен точно когато е

перпендикулярен на себе CH.

Ще отбележим, че изотропните вектори съществуват само в ком-

плексна област, T. е. невъзможно е един реален вектор (вектор с реални

координати) да е изотропен.

Нека векторите ру(А пъ м), Pa(Ags це уз) са колинеарни комплексни

вектори, T. €. р;-- рр» което означава, че координатите им са пропор-

ционални:

λιξξρλο, щ ерИе Vi=pvs (p50).

Оттук следва PaBEHCTBOTO

ме р(2 Ἐ и + У2),

откъдето непосредствено получаваме твърдението

Теорема. ЛДва колинеарни ненулеви комплексни вектора са ед-
новременно изотропни WAL неизотропни.
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Това твърдение ни дава възможност да дефинираме изотропна

права и изотропна равнина. Именно права, върху която съществува

изотропен вектор, се нарича изотропна права. Равнина, 32 която съ-

ществува нормален изотропен вектор, се нарича изотропна равнина.

Безкрайните точки на изотролните прави се наричат даклияни

mouru. Нека Ugx, у, г, 0) е циклична точка, Τ. е. векторът р(х, ¥, 2) е

изотропен. Тогава е изпълнено условието

(6) X2 4 y? 422 =0,

KOETO € уравнение Ha повърхнина OT BTopa степен (§ 32) нарича се

изотропен конус (централна cdepa с нулев радиус). OT казаното е яс-

но, че в пространството С]?З цикличните точки са решения на систе-
мата

() X242 422=0, #-0.

Понеже първото ypaBHEHHE € уравнение на повърхнина (cdepa с нулев

радиус), а второто - на безкрайната равнина, то (7) определят в без-

крайната равнина една крива линия, KOATO се нарича абсолютна ок-

ръжност.

Аналогични разсъждения важат и за комплексната равнина СЙ?З,
като навсякъде трябва да се положи v=0, z=0. Следователно циклич.

ните точки Β разтширената комплексна езклидова равнина CRQ cape-

шения Ha системата

(8) X2 +y2=0, #--0.

Понеже (x, y, #--0) ca хомогенни координати (определени с TOYHOCT
до множител), като положим x=1 в (8), получаваме у---4 Значи B

комплексната равнина СД, съществуват точно две различни комплекс-

но спрегнати (T. €. координатите им са KOMILIEKCHO cnperflam) ЦцИиЕклИичЧе
ἨῊ точки с координати

Те играят важна роля при теоретико-груповото изграждане на евкли-
довата геометрия.

# 44. Аналитияно представяне на еднаквостите

Нека в равнината R; са дадени два ортонормирани репера Оеце,
O'e e,. Дефинираме:

Изображението ¢ Ha евклидовата равнина R, B cefe си:

φ: M—M,

при KOETO Ha точка M с координати {X, у) OTHOCHO координатната CHC-

тема Оее, се съпоставя точката M’ със същите KOOPAHHATH, HO спря-
MO координатната система Ое 6., наричаме еднаквост в равнината.

9 АНАЛИТИЧНА ГЕОМЕТРИЯ 
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4

Точката M’ се нарича образ на точката M, а точката M -- прообраз Ha

точката /М”. |

За да намерим аналитично представяне на еднаквостите в равни-

ната, да предположим, че положението на втората система MO отноше-

ние на първата се определя, както в § 7 (черт. 24)

“

е1 = ale;+ale,,

e, = aje; +aje,.
2

Матрицата (/) e ортогонална. Нека точката M има KOODAMHATH (X, VY

спрямо Oe,e,. Значи
——

OM=xe,+ ye,.

/ 57 А v
Ако Toukata M’ uMa същите координати спрямо O'e) €,, B сила е

O'M =xe| +ye,.

Да приемем, че точката M’ има координати (X', ”) oTHocHO Оецез.

Тогава

1 ͵ ,

Като вземем пред вид и векторното равенство

OM =00+ 0'M,

получаваме

Хае χ αὖν,
,

V=b+alx+aly.

Поради OPTOrOHAAHOCTTA на MaTpuuara («/)-тези равенства приемат

вида |

(1) X'=a-+ Χ cos α---εν sin «,

Y =b+xsina+ey cos « (=1

Това ca формулите, KOUTO аналитично представят BCAKA еднаквост

в равнината. Забелязваме, че всяка еднаквост в евклидовата равнина

се определя с 3 параметъра 4, b, х и числото ε-- +1. Ако в--1, ед-

наквостта се нарича движение. При e=—1 еднаквостта се нарича om-

ражение. Еднаквостта, определена с (1), ще означаваме с ἔζα, b, ; ε).

Ще подчертаем, че във формулите (1) за произволна еднаквост в

равнината А,(х, у) са координати на произволна точка M, а (х7у) са κο-

ординатите на нейния образ M’ при еднаквостта. При това двете точ-

ки са отнесени спрямо една и съща ортонормирана коордикатна система.

Забележка. Формулите (1) за произволна еднаквост в равнина-

та съвпадат по вид с формулите (7.8) за смяна на ортонормирана ко-

ординатна система в равнината. Значи формулите (1) допускат двояко

геометрично тълкуване: от една страна, те са формули за смяна на

ортонормирана KOOPAMHATHA система в равнината, а, OT друга страна,

те са формули, представящи акналитично еднаквостите в равнината.
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Като знаем формулите (1) за преобразуване на точките, можем да

намерим и формули за преобразуване на векторите. Както при извода

на формулите (9) от § 7, намираме

(2) А -- 2 coso—en sin «,

p'=2Asina+ep cos a.

Тук (3, й) ca координатите на вектор P, а (X, н”) ca координатите на
неговия образ p’ при еднаквостта (1).  ̓

Ще докажем следната

Теорема. За всеки два ортонормирани репера съществува точ-
HO една еднаквост, която привежда единия репер в Opyeus. Освен
това всяка еднаквост преобразува ортонормиран репер чъщо в ор-
тонормиран.

Доказате лство. Нека Оее, Ое е са два ортонормирани

епера, като O’ има координати (а, b), e, има координати (COS &, 5П «? 1
”

И e, -(--Е5Ш «, в 08 «) спрямо първата коордикнатна система. Ясно e,

че при e=-+1 двата репера ca еднакво ориентирани, а при e= —1 те
са противоположно ориентирани. Разглеждаме еднаквостта (1), опреде-

лена с параметрите а, b, « и числото ε. Съгласно (1) и (2) имаме

О(0, 0) се преобразува в ΟἽα, 6),

е; (1, 0) се преобразува B е; (со5 «, 51Π «),

е,(0,1) се преобразува в e,(—esing, & cos a).

Разглежданата еднаквост притежава исканото свойство и не е трудно
да се види, че тя е единствена. С това първата част е доказака.

Нека Оее, е произволен ортонормиран репер в равнината и е да-
дена еднаквостта (1), т. e, числата @, b, «, ¢ са отнапред дадени. Тя
преобразува точката O(0,0) в точката O'(a,b), векторът €, (1, 0) във Bek-
тора е; (со5 «, 5 «) и векторът е,(0,1) във вектора e (—esing, ε со05 «).

Така определеният репер Ое; e, относно Оеуе, е ортонормиран и с

това теоремата е доказана.

Следвайки същия път, можем да дефинираме и намерим аналитич-
но представяне KA еднаквостите в пространството,

Нека в пространството са дадейи два ортонормирани репера:
Oeese;, Ое е. e, като O' има координати (а, b, с), а векторът €. —KO-

ординати (αἴ, αἱ, #3 ), i=1,2, 3, oTHOCHO първия репер. Матрицата («/) e

ортогонална. Нека точката M имакоорлинатй (X, ν, 2), а точката M'—

(x, ', «) спрямо Oe,e.e;. Да приемем още, че точката /М” има коорди-
нати (х, у, 2”) спрямо втората коордизатна система" Се;е»е,. Ако на точ-
ката M съпоставим точката M, получаваме преобразуване в простран-

ството, което аналитично се представя с формулите

X =ataxtaly-adz,

Z=ctalxraly+alz.
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Това преобразуване наричаме еднаквост в пространството. Поради

ортогоналността на матрицата (o)) между нейните елементи съществу-

ват 6 независими връзки (5 8). Следователно една еднаквост в про-

странството зависи от 6 параметъра: това са величините @, 6,с и Зот

числата o .

Аналогично Ha формулите (2) намираме, че еднаквостите B про-

странството преобразуват вектора P с координати (A, 4, у) във вектора р”

с координати (', μ ́, V) (и двата вектора, отнесени спрямо една и съща

ортонормирана система в IIPOCTPAHCTBOTO), като

N =ald+alp+ady,

(4) W =a i+ alp+ady,

ν' --αἱλ- αξμ-Ἐ αθν.

Jloxasah'aTa теорема 34 PABHUHATA важи и 884 пространството,

5 45. Геометрична интерпретация на цикличните точки

в равнината

Да напишем уравненията (1) от предния параграф в хомогенен

вид. За целта полагаме

xl

. s v
т )(:”tfy Y'= t:"Si | ἨςПа
Е

Като означим с р отношението #а получаваме

pxX'=af+xcosa—eysinag,

(M
ру =bt+xsina+eycose, (2-- 41) (p=0).

Pt,:t, |

Преобразуването (44.1) се отнасяте за крайните точки в равнината

Ry. Формулите (1) ни дават повод да дефинираме преобразуването

P(a, b, a; &) : fiz—’RQ

B разширената евклидова равнина, при KoeTo на Touka M(x, y, #) се

съпоставя точката AM(x', у, Е) чрез (1). Допускайки и комплексни

елементи, пак (1) ни дава възможност да дефинираме преобразуването

Pla, b, α; ε): CR,—CR, ,

в комплексната разширена евклидова равнина.

Сега вече можем да формулираме следната теорема, с която се

дава една геометрична интерпретация на цикличните точки:

Теорема. Диклачните точки са единствените двойни точки

при всяко Osuxcerue в равнината. Всяко отражение в равнината

сменя цикличните MOYKU.
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Доказателство. Най-напред ΟἹ (1) следва, че безкрайната
права #--0 е двойна, т.е. тя се преобразува с себе си (като цяло).

Действително коя да е безкрайна точка (x, y, ()) се преобразува B

безкрайна точка (x', ¥, 0). За образа на цикличната точка Л(1, 7, 0)

имаме

ρχ' =cosa—elsin «,

py'=sin « -ἰ- εἰ cos « -- “Дсо8 α -- εἰ sin ).

Следователно образът Л” на цикличната точка Л има координати
(1, &, 0) (съкратили сме на комплексното YHCJIO COSa—elsina==0).

Аналогично 88 образа на дцикличната точка „/,(1,--4,0) получаваме

Л (1,--е6, 0). Тези резултати показват, че всяко движение (e=1) запаз-

ва цикличните точки, т.е. те са двойни при всяко движение. Всяко

отражение (e=—1) сменя цикличните точки.

Остава да покажем, че цикличните точки са единствените двойни

точки при всяко движение P(a, b, «; 1) Действително нека M(x, у, #)
е двойна точка, съвпадаща с образа си M (X', у, Е) при произволно

движение (e=1). Значи изпълнени са равенствата
’

x'=ix, У Xy, ἐ =M

при някакво A==0. Като заместим B (1), получаваме равенствата

ρλκχ -- ай4- х cosa—ysina,

(2) ρλν-θέτ Хащ α- у со5а,

ρλέτεί.

Последното равенство показва, че трябва да разглеждаме два случая
1--0 и 15:0.

Нека £=0. От (2) следва

(P2 ( : »}-- + ν".

Ако приемем, че рА- - 1, следва, че (2) не могат да бъдат верни 88

произволно « Остава да приемем, че x2+3y2=0, което заедно с
1--0 определя цикличните TOUKH.

Нека #-+0. Тогава pA=1, което показва, че първите две равенства

на (2) не могат да бъдат верни за произволни а, b, «. Следователно
този случай е невъзможен.

С това теоремата е доказана.
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Глава VI

Двойно отношение

# 46. Лвойно отношение на четири точки

Нека върху една права g са дадени четири различни точки Р,, P,
Py, Р,. Както знаем ΟἹ § 41, съществуват ненулеви двойки числа
(λ., λ}), (1, йе) такива, че

#

РЗ = llpl + )\QP-Q,

1)
Py=p P+ paPy-

Числото

а

@) ὃ- А
се нарича двойно отношение на наредената четворка точки Py, P, Р.,

P,. Използва се означението 5-(А65,А5,Р,).

Ще изведем една обща формула за двойното отношение. Нека

върху правата g, на която лежат точките P, (s=1, 2, 3, 4), са дадени

две различни точки A и B. Съгласно формулата (41.1) за параметрично

представяне на права в сила са представянията

3 Р.-а,А4-3,8 (s=1, 2 3, 4),

KaTo oy, B, са някакви «коефициенти, подчинени на HEPaBEHCTBOTO

Ιας - 3; ==0. Означаваме

Θ Π Μ
Очевидно имаме

(5) (s, 5)--0, (st)= —(¢s).

Освен тези тривиални тъждествза B сила € тъждеството

(6) (12)(34) +(23)(14)+-(31)(24)=0,

което се проверява HENOCPELCTBEHO.

(s, t=1, 2, 3, 4).i !БK!#;(_0
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Сега ще докажем общата формула

| (18 (24

Доказателство. OT cucremara

ῬΙ:αΙΑ-{-βΙΒ,

намираме

A_ ρ2,(12) (12)
«

В=-ПЪН+ L Py

Получените представяния 88 A и B заместваме B (3) 88 Р., Р,. След

преработка получаваме

| ς (82) (31)
РЗ- (12) Р1-4(б“р29

Ρ,-- #2) p р

(12)
Съгласно определението (2) имаме

„„ м (8) >(24)]. _(12)_]_}\12) (13) (

ме (12 (2) 7729) | (14) 2317 а)

с което доказателството на (7) е завършено.

В сила е следната

Теорема 1. Ако размести„г елементите на първата UAL на

втората двойка точки, полученото двойно отношекие е реципрочно

на старото. а

Ако разместим втората с третата ийли четвъртата с първа-

та точка, двойното отнощение допълва 00 еданица cmapomo.

Доказателство. Доказахме, че

(12)

Ν 13 1)

_(PIPZP:%P-})“*@B)* U‘)

Съгласно тази формула имаме

(Р2Р1РР) = "ἶ и '{24\)_:45

Също Taxa

КЕ T 1
(PPPP)= 50 ὰ Σ τ o

с което първата част € доказана.

Ще докажем, че

(Р,65,6,2,-1-((6,6,5,6,)-1-- U7



SKOETO съгласно приетите означевия е равносилно на равенството

0289 (13 (

(32) 14y + (23) (14) =1
Μ Ha

(12)(34)— (13)(24) = (32)(14).

Последното obaue e равносилно на (6), с KOETO JOKa3aTeJCTBOTO Ha

TeopeMaTa € завършено. '

Ot общата формула (7) и от Teopemara следва, че двойното OT-

ношение на четири различни точки е напълно определено и не приема

стойностите O или 1. Това следва от обстоятелството, че детерминан-.

тите (§f) са различни ΟἹ нула, а ако допуснем, че (А,Р,Р.Р,)--1, ще

следва, че (PyP3PyP,)=1-—1=0, което е невъзможно.

От четири различни точки могат да се образуват 24=4! наредени

четворки точки, на които отговарят 24 двойни отношения. Последните

се разделят в 6 групи ΟἹ по 4 двойни OTHOHIEHHS, като JBOHHHTE

отношения във всяка група имат една и съща стойност. По- -точно, ако

6-(АР,Р,Р,), τὸ

(P1P2PSP4):(P2P1P;P3):(P4P3P2P]):(P3P4P1P2):8,
1

(АР.Р,Ра-(Р,В,Р,РА-(2,Р,Р,Р)-(Р,Р,РР)-1--#,
ч 

31

1

(P3P1P2P4):(P1P3P4P2)::(P4P2PIP3):(P2P4P3PI):~:f  ̓

(Б,Р,РР)-(Р,Р,Р,Р)-(АРР,Р,)-(ВР, PyPy) =2 -

Hexa върху крайната права g са дадени четирите различни точки

Рд(ха 1) (s=1, 2, 3, 4) със своите хомогенни афинни координати.
Означаваме с О(О, 1) и (/(1, (0) съответно координатното начало на

афинната система върху g и безкрайната точка на g. Непосредствено

се проверява равенството

Py=xU+1,0.

Като приложим obmara формула (7), можем да изразим Ддвойното

отношение чрез хомогенните афинни координати HA TOYKUTE върху

права. Получаваме

αρέᾳ-- χ Х0
() 4-(Р,Р,Р,Р,)-- . у,’Cztg'-—xStz X1t4-——X4t1

Hexa cera четирите точки ca крайни. KaTo преминем B нехомоген-

ни координати X=X, {;=1 (s=1, 2, 3, 4), последната формула прие-

Ma вида :

(9) 5o Xy ἀὰπὰ, | PPy PPy
Ха Xi—X; P,P; PP,
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пе

като с Р,Р, сме означили координатата на Р,Р, върху правата g, пре--

върната в ос.

Като си спомним, че простото отнощение

_ PPy

ot (9) получаваме, че двойното отношение € отношение HA две прости

отношения:

(Ю) (Р1Р2Рзр4)=*)"* ΐ ̓’

откъдето може да се обясни и терминът „двойно отношение“.

Or (8) се вижда, че ако P, е безкрайната точка 7 на правата, а.

Py, Py, Р, са крайни точки, TO
X —‘XD

(11) (PP PU) = Ρ Ρ Ρ = — χ

Ilocera предполагахме, че четирите точки ca различни. Можем да

се освободим OT това ограничение, като дефинираме двойно отношение

на четири колинеарни точки с помощта на формулата (7). Всички

твърдения остават в сила с изключение на това, че сега двойното

отношение може да бъде 0, 1 или сс. Последният случай е налице
точно когато Р,-Р, или P,=P,. и

Накрая ще изкажем едно твърдение, което ще използваме при

въвеждане на проективните координати.

Теорема 2. Нека върху една права εὰ дадени три точки

Py, Py, Py и числото ὃ, Съществува точно една точка P, върху
npasama такава, че (Р,.Р,Р.Р.)-65.

Доказателството следва от формула (8).

'

9 47. Teopema на Пап. Двойно отношение на wemupu

прави

Нека в ориентираната равнина « са дадени крайните реални точки

Py, Py, , P,, лежащи на правата g, и точката S¢g (черт. 69). Озна-
чаваме с £ разстоянието ΟἹ S до g; насочваме g по такъв начин, че
когато една точка Р се движи в положителната посока на g, TO правата
SP се върти в положителна посока около S. Да означим с g, правата
SP(s=1, 2, 3, 4). Прилагаме формулата (46.9):

1 1 55
- hPyP; __hPyP,2 198 2 2 4ῬΡ(Ρ1ρ2Ρ3Ρ4):'ἰ17Ρἓ- м Ρἰ;ἰ 1’ щ Пе 1 - -

PPy ῬῬι pp,p, . KPP,
2 2

o SPUSPyisin(gl, #5) - ISPy РИЗе &)

1 | - 1 |
τ Р8Руе #:) - ISPy|SPylsin(g;; &)
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Получаваме

(1) (P,P,P,P,) = Sin (€18 | sin (&8
sin(g:83) sin(g189)

Да пресечем правите gy, g, Ръ £, с друга права g, неминаваща през

S, и да означим пресечните точки с РЪ,Р/РА/Р. "Като пресметнем

двойното отнощшение (Р/Р/Р;Р,), отново получаваме

С това доказахме следната

Теорема на Пап. Нека точките Py, Py, Py, P, лежат на пра-
вата g, Р/, Py, Py, Р/ лежат на правата g', като правите g, g' не
минават през пресечната точка # на правите Р.Р/ (s=1, 2, 3, 4).
В сила е равенството

() (PiPyPyPy) = Ρ Py P Py).

Теоремата показва, че ABOHHOTO отношение (P,P,P,P,) зависи OT
правите g,99,8%%s, HO не и от правата g, с която те са пресечени. Това

ни дава възможност да дефинираме двойно отношение на четири
прави ΟἹ един сноп прави посредством равенството

(3) (818285841 : - Ρ .Ὲ

Сега ще изразим двойното отношение на четири прави чрез ἜΓ-
ловите им коефициенти относно ортонормирана координатна система.

Избираме общата точка на правите g (s=1, 2, 3, 4) за коорди-
натно начало () на една ортонормирана координатна система в равчи-

ната на правите. Декартовите ХУравнения на правите са

g Y=k (8-1, 2, 3, 4). К

Пресичаме правите g с правата g:X-=1; получаваме точките
Е.(1, k). По определение имаме

(21529391) : -- (9 Ε.
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Сега прилагаме (46.9) и известната теорема на Талес от планиметрия-

та (правата Е,ЕЛ,ОА):

(Е,Е,Е,Бу- В „ Б Еу BB НБ ИЕУЕВУЕ,).
Б,В,. Е.Е, E/Ey ἜΡῈρ

,

Като вземем пред вид, че Е/ има координата R; спрямо оста oY,
следва желаната формула

κ5--ἄι ky—ky

(4) (в1629384)-- kz—k: ) ki'kl )

5 48. Хармонични epynu

Наредената четворка колинеарни точки P, P, Р.,, P, се нарича
хармонична група, ако двойното отношение

(1) (P1P2P3P4):~1-

Ot формулата (46.9) следва твърдението:

Ако групата P, P, P; P, € хармонична, то двойката точки Р, P,
„дели“ двойката точки P, Р..

Действително допускането, че P, P, са между точките Py, P,
или вън OT отсечката Р.Р,, води A0 противоречие с отрицателния знак

на двойното отношение на хармонична група (черт. 71).

Ще докажем няколко свойства на хармоничните групи.

Свойство 1. Нека Р) Py, Р,, P, е хармонична група, Ау--Р, и
точката P, клони към .. Тогава Р, също клони към P,

Доказателство. Можем да излезем от представянията (§ 41)
РЗ:ЖР1+Р2,

Като приложим определението за двойно отношение и вземем пред

вид, че групата е хармонична, достигаме до равенството

Ap=0,
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Ако Р,-„Е., т. е. 2--0, то и p—0, т. е. P,—P,.

Двойство 2. Нека Py, P, Р, са колинеарни крайни точки й U e
безкрайната точка на правата им. Групата Py, P, P; U е хар-
монична точно когато Py е среда на отсечката PP,.

{ ς

А а :

pf ΡΖ 1;

# Я

Черт. 71

Доказателство. Прилагаме формулата (46.11):

(PPyPU)= 2ае 4X2—X3

Axo (P P,PyU)= —1, получаваме ХЗ:%(Х1+Х2) и обратно.

Свойство 8. Лве крайни пресекателни прави g, g, са перпенди-
кулярни тойно когато

(€182 /1J2)=—1,

където Л, j, ca usomponnume прави npe3 пресечната точка на g
й g,

Доказателство. По определение безкрайните точки на изо-
тропните прави са циклични точки У» (1, +4, 0). Ако изберем mpecey-
ната точка на gy и 9ὺ 88 начало на една ортонормирана координатна

система, TO изотропните прави имат ъглови коефициенти +i, —i. Да

означим с %y и R, ъгловите коефициенти на правите £, L. Формулата

(4) от предния параграф, приложена за правите о, o Ль ЛР, дава

ἐ- - -τἰ ς |
52’\818’2]1]'2)"7_;323 —i—k

С леки пресмятания ,се убеждаваме, че S=—1 e еквивалентно Ha pa-
венството #йа-:--1, с което свойството е доказано.

Свойство 4. Нека д, g, са крайни пресекателни прави ий ly, Iy ca
mexnume ъглобполовящи. Tozasa

(818 4 )= --1.
Доказателството се извършва, като се пресекат правите g, βὺ, Д

с права, успоредна на [y, и се приложи свойство 2,
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Глава ΙΧ͵

Проективни координати и проективни

координатни системи

-

§ 49. Проективни координати на точките върху права

Една проективна координатна система К (проективен репер) върху
крайна права се състои от три различни точки A;, A, Е върху права-
та. Означаваме K=[4;, Ay E). Точката A; наричаме азключена moura,
Ay -- нулева точка и Ε — единиячна точка на системата. Ако Р е
произволна точка върху правата, определено е двойното отношение

(1 Δ : =(4,4,EP),
което наричаме нехомогенна проективна координата на точката Р

относно системата K. Нека отбележим, че при дадена система K и

дадено число Х) положението на точката Р е напълно определено
съгласно теорема 2 от § 46. Така че числото А) с право може да

бъде наричано координата.

Ако в (1) поставим P=A,, получаваме X,=cc; ако P=A4, Х) -0;
ὍκῸ P=FE, А) - 1. Тези резултати, които следват от формулата (46.7),
обясняват термините изключена, нулева и единична точка.

4, 4 £ »

Черт. 72

Ако точката Р-- А, и Х) e нейната нехомогенна проективна коор-
дината, всеки две числа X;, Ха, 34 KOHTO

(2) ае (ха--0),

наричаме хомогенни проективнц координати на точката Р относно

системата K. Ако Р- А, нейни хомогенни проективни координати е
всяка двойка (х15-0, ха-0), специално двойката (1, 0) 3a A, можем
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да вземем двойката (1-(, х»--0) или (0, 1), за Ε --- двойката (I, 1).

Ясно е, че хомогенните проективни координати са определени с точност

до множител, различен от нула (както беше и при хомогенните афинни

координати). Изборът на определен множител, с който се умножават

хомогенните координати на една точка, се нарьъча нормиране (коорди-

натите) на точката.

От формулата (41.1) следва равенството

Тъй като Ε--Α,, Ay, то А--0, п ЕО. Да предположим, че А, има четворка-

ΤΑ хомогенни афинни координати (X, Уь “ А). Тогава същата точка

има и четворката хомогенни афинни координати (Ax,, AV, Аь λέ!). Въз

основа на това в горното равенство вместо AA; ще пишем A, Ана-

логично и за A, Това означава, че като извършим подходящо норми-

ране на хомогенните афинни координати на точките A, A, последно-

то равенство може да приеме вида

(3) Е-А, + А..

Ще докажем следната

ЛДема. Дкхо е в сила равенството

() - χᾶ Ἐ χρΑ,,

то (х), Х.) €@ ΧΟ-ΟΖΘΗΗΙ проективни координата на Р относко

К-|А, Ay Е). Обратно, ако (x;, х) са хомогенни проективни коор-

динати на Р относно K, mo в сила е (4).

Доказателство, Като приложим дефинициите за двойно отно-

шение и за проективни координати, от (3), (4) следва, че x; е нехомо-

генната проективна координата на Р. Тогава (ху, X,) са хомогенни

проективни координати на Р относно K.

Обратно, нека (X, хо) са хомогенни проективни KOOPAMHATH на P

и да предположим, че е в сила равенството

Р: )‘IA] + )\2A2.

Тогава

.\71

(A AEP)= Ἂ
Xy

и следват PABEHCTBATA Ay =pX|, Ag-=pXy (p=0). Имаме

P=p(xA1+x,4,).

С nonxo1samo нормиране координатите на точката P достигаме до (4).

Забележка. С формулата (4) параметрично се представя пра-

вата 4,4, (§ 41).

Теорема 1. Agurnume координати върху една права са специ-

ални проектиавни коордийнати или, с други думи, проективните

координати са обобщиение Ha афинните.

Доказателство. Нека /7-- Ое е координатва ос върху една пра-

ва, Е е единичната й точка, U/ — безкрайната точка на правата. Раз-

глеждаме проективната координатна система |(/, O; Е). Спрямо афин-
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ната координатна система #7 точките U, O, Е имат съответно коор-

динати (1, 0), (0, 1), (1, 1). Нека P има координати (f;, hy) спрямо #.

Като приложим (46.8), получаваме

(UOEP)= ξ .

Това равенство показва, че (%, й») са хомогенни проективни коорди-

нати на Р относно "проективната координатна система ((/, О; А) С
това доказателството на теоремата е завършено.

Теорема 2. Нека са дадени две« проективни коордикатни

системи К-(4), Ay Е) К-|4, A, ΕἼ върху една u съща права.

Съществуват числата йуъ йц1о, Ay, йз» подчинени на условието

5 - det (a,)=-0,
maxusa, че ca 8 сила paseHcmsama

ρχ, = QX1+ аХа

( ͵ ͵ --6),
ΟΧ, =y X1+ йзоХа

като (x,, Ха) ca xoopduramume на точка P спрямо K, а (v, X,) ca

Koopdunamume на същата точка Р спрямо К. В нехомогенки

коорданати равенствата (6) са еквивалентни на равенството

(7) уе ае
му T S

1 amXy+as

Доказателство. Да предположим, че тозките A A, E, P

имат OTHOCHO K CHOTBETHO координати (@, @), (b1, 09), (€1, €2), (X1, «з).

Значи имаме представянията

41-04,А1-4-а4»,

А by A+ 054

Ε' --ομλγτομχᾶ,,

P=x,A,+x54,.

„“ ῃ

Да приемем, че точката Р има координати (Χ:, x;) относно K'. Като

приложим определението (1) за проективна KOOpAuHATa и формула-

та (46.7), получаваме

, Xy Ν Ξ Q100 — 9 аХае В
---- Σ (A AE == AR 0 . b S it TN

ΧΙ х; \‘41A2b P) 1716'2——[72(‘1 а1х2-а2х1

Като положим

ἄμ == —by(@yC3—ascy), ф :- О0.(а1са--й61),

gy 1-- ---αρί(θδ1ο.--- 850.), 22 1-- ατ(θχ0.--- θ26)
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‘Hamupame (7), откъдето следват и (6). При това изпълнено е условие-
то (5). Това следва от равенството

деЦа,/)--апа»--йрам --(а6,--а,6,Хацс»--а»с6+1с 2; б+с1),

като се вземе пред вид, че точките A, A, Е” са различни,

Теоремата e доказана. В сила е и нейвата obparHa’

Теорема 3. Нека K={A,, Ay ΕἸ е дадена проектавна координат-

на система върху една права а Ay, Qi gy йла са (реални йли ком-

плексни) uucaa, подчинени на условието (5). Съществува точно една

проективна координатна система K'=[A,, А ΕἼ върху същата пра-

ва такава, че преминаването om K към K' да става с формулите

(6), ceomsemno (7).

Доказателство, Спрямо системата K' Toukure A, A, Е

имат съответно координати (1, 0), (0, 1), (1, 1). Karo използваме (6),

намираме, че точките A, A,, £’ имат съответно координати (аз», — ),

(--а1» а1) (@g9—ay9, йн--йо1) спрямо K. Непосредствено се проверява,

че така определената система K’ има желаните свойства. С това тео-

ремата е доказана.

Като следствие от теоремите Т и 2 непосредствено получаваме

Теорема 4. Hexa K u Н са съответно проективна и афинна

координатна система върху една права и една точка Р uma спря-

мо К хомогении проективни координата (х), х) и спрямо Н хомо-

генни афанни координати (hy, hy). Тогава (Χι, x;) са линейни

(хомогенни) фукнкции на ( 14):

рау - Ayt Aoy,

(8) (ρ-Εθ0), ”

οΧᾳτεαλιιι - йзаЙз

като

det(a;;)+0.

Тази Teopema B ΜΗΟΓῸ KypcOBe по аналитична геометрия служи 88

дефиниране на проективните координати върху права. Ние ще постъ-

пим така при въвеждане на проективните координати в равнината и в

пространството.

5 80. Прогктивни координати на точкиате в равнината

“ и в пространството

Нека H=0ee, е афинна координатна система в равнината и нека

са дадени девет числа α;» 6/-1, 2, 3, които удовлетворяват неравен-

CTBOTO и .

а) A=det (a,)=0.
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Означаваме с A;; адюнгираното количество на елемента a; в детер-
минантата A. Разглеждаме точките, чиито хомогенни афинни коорди-
нати са съответно:

АКАн, 41» А13),

Ay(Agyy 4» 453),

„44(4зь Аз» Assh

Е(4н+4л+ Азь 4р+ 4 Азо, 41а + Agg+ 4за).
Поради условието (1) никои три от тези точки не са колинеарни. Съв-
купност от четири точки в равнината, никои три ΟἹ които не са

.0) A, (0, 10)ЪЕ8 ш 4000) (

Черт. 73

колинеарни, наричаме проективна координатна cucmema (или проек-

тивен репер) в равнината. Една проективна координатна система ще

означаваме обикновено с буквата K и ако е определена с точките
А, A, Ας, Ε (Β този ред), ще я означаваме така: K=[A, A, А; ΕἸ.
Точките A, Ay 45 се наричат (координатни) върхове на проективната

система; триъгълникът 4,4,4,; се нарича координатен триъгълник; Е
се нарича единияна точка на системата (черт. 73).

И тъй, ако е дадена една афинна координатна система в равни-

ната и са дадени девет числа @;;, като е изпълнено (1), то по указания

път може да се въведе една проективна координатна система.

Като имаме пред вид казаното дотук B този параграф, дефи-

нираме: .
Ако една Touka P uma хомогенни афинни координати (Π., Ao, Я3)

спрямо [, то тройката числа (Χι» Xy, X3), определени с точност πὸ

множител p==0, дефивирани посредством формулите

ра --ацй щ αιοἶ + айъ

(2) PXo = Qg fty + Agolty+ Qyshts,

PX3== Azl + ай» + agahts (p=+0),

наричаме X O MOZEHHIL проективни коорданати на същата точка Р

спрямо прое ктивната координатна система K=[A;, A, А; ΕἸ.
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От определението непосредствено следват твърденията: хомоген-

ните проективни координати спрямо K на Toukata А; са (1, 0, 0) на

точката A, са (0, 1, 0); на A;—(0, 0, 1 на E—(1, 1, 1). Да дока-

жем твърдението 3a Toukata A,. Като samectuM B (2) хомогенните

афинни координати A=A, #з- 41 ἔᾳΞ- ἄμ на ToukaTa A,, получаваме

ра --А, рха--О, px3=0.

Тъй като хомогенните координати са определени с точност до нену-

лев множител, като съкратим получените числа Ha A==0, получаваме

тройката (1, 0, 0), които ca хомогенните проективни координати на

точката A

От направеното нормиране на афинните, а също така и на проек-

тивните координати следва представянето

Поради условието (1) системата (2) допуска еднозначно решаване
относно афинните координати:

3

/1

A
като λ:͵Ρ . Като вземем пред вид, че афинните координати на точка-

та Р са (hy, hy #5) а точката А, има афинни координати (A, 4; Ai)

то равенствата (4) можем да запишем във формата

(5) P=xA,+ X345+ X345,
като € извършено определено пренормиране координатите HA точката

P. Ако Р съвпада с единичната точка на проективната система, равен-

ството (5) приема вида (3). По същество формулата (5) реализира

параметрично представяне на равнината, определена с неколинеарните

точки А, A, А, (§ 41). Изрично ще подчертаем, че Β (5) (Ху, Xg Ха)

Г0 „ Α,Ξ ,

Черт. 74

са ΧΟΜΟΓΘΗΒΉΤΟ, проективни координати на точката Р спрямо проектив-

ната координатна система K=[A, A, 4; ΕἸ. :

Да разгледаме специален случай Ha проективна система, получе-

на от една афинна координатна система. Нека /#7-- (e, е произволна

афинна система с единична точка Е. Разглеждаме проективната сис-
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тема K=[U,, U, O; Е), където U,, U, са безкрайните точки на коор-

динатните оси Oe;, Ое, Понеже хомогенните афинни координати

capsmo H на точките A;=U,, 4-й/.» A;=0, Е са съответно (1, 0, 0),

(0, 1, 0) (0, 0, D), (1, 1, 1), като сравним тези координати с координа-

тите, чрез които дефинирахме в началото на този параграф точките

A, A, А Ε, получаваме Ay =Ag=As, A;=00=Fj). Оттук следват

равенствата ал ==@gy =g ;=0 (i=7). Следователно връзката (2) между

афинните координати (B, Kg, #3) и проективните (X5, Xy Ха) на една и

съща точка Р при този специален избор на проективната система се

дава с

lezkl, Px2:h2, _P)C3:}13.

Pe3y.71TaT'bT изказваме накратко KaTo “
Теорема 1. Афинните координати са специален случай на про-

ективните координати или, с други думи, проективните координа-

ти са обобщение на афинните.

Сега ще разгледаме въпроса за смяна на проективна координатна

система в Рравнината. Нека, тръгвайки от една афинна система /),
сме получили две проективни системи K=[A;, A, A5 ΕἸ, K'=[4, 4,,

4; ΕἼ, като наред с (2) имаме още равенствата

3

(6) ра Ха вл i=1,2,3 (s0),
i=1

при условието

@) det а )-0.

Като имаме пред вид (7), получаваме
3

k=1

като очевидно det(A ,.’j)fl;o. Намерените Й, заместваме B (2). Torasa

3 3 3

. ρΧ, У а ЗА х.- Σ (Jj= k=1 k=1 \j=

3

“ ͵ ͵a;; Ajk)xk.
1

Ако означим
3

α'ι'Ιι:Σ a; A jlk’ .

получаваме й

(8) χἰ:ἑ % X, (i':l,' 2, 3).

При това or (1) и (7) c:xemsak=1
( & ==det (α,)-Ε0.
Така доказахме следната
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Teopema 2. Ако K а K' са две проективни координатни cucme-

ми в равнината и една точка P има спрямо двете cucmemu свот-

ветно координати (Хъь Xy Хз), (X, хь X3), то в сала са формулите

(8), като е изпълнено (9). ,

С други думи, формулите 38 смяна на проективна система в рав-

нината са (8).

Обратно, нека са дадени числата oy, подчинени на неравенството

(9), и проективна система K в равнината. Търсим проектирна система

К” такава, че преходът от K към ” да се реализира с (8). Нека по-

ложението на дадената система е определено, както по-горе. [locra-

тъчно € да определим положението на K спрямо Н. Без да се впус-

каме в подробности, да скицираме доказателството,

Да вземем равенствата

3

αι'ι-»,:Σ a;j Ajlk (ὦ, k=1,2, 3).
71

При фиксирано А разглеждаме системата ΟἹ три уравнения за неизвест-

ните A, (/-1, 2, 3), като a;, и а,, считаме за известни. Така опреде-

ляме A],'k, а с това и а;!., които определят еднозначно върховете :

единичната точка на системата Х” относно . Така доказахме следната

” Теорема 3. Нека K e дадена проективна cucmema 8 равнината и
oy ca дадени числа, подчинени Ha (9). Съществува точно една

проективна система K' в равнината такава, че преходът между

двете системи се дава с (8).

Уравнението на една права в хомогенни афинни координати, как-

то знаем, се дава с

3

i=1

като поне един ΟἹ коефициентите B това уравнение € различен ΟἹ нула

(5 40). Като използваме (4), уравнението приема вида

3 3 3 3

Ако положим

получаваме

3

(10) Σ bj xj=b1x1+ng2+b3x3———0.

71

Трите коефициента b;, by, by не могат едновременно да бъдат нули, тъй

като det (4,))-0. И тъй уравнението на една права B хомогенни проек-

148



тивни координати се дава с (10), като поне един от коефициентите е

различен от нула.

Да приложим формулата (5) за Touka P, лежаща на координат-

ната права A;A,. Понеже P трябва да бъде линейна комбинация само

ΟἹ точките А,А, (§ 41), получаваме уравнение от вида (10):

х3:0-

Това е уравнението на правата A;A, B проективни координати.

Аналогично получаваме: правата А,4А, има уравнение x,=0, а правата

4,А; -- уравнение x;=0.

Нека правата А„Е пресича A;A, в точката Ε. Лесно съобразява-

ме, че

Ер-А;+4,

и значи А„ има координати (1, 1, 0) спрямо К. Точката Ε. е единич-
ната точка на проективната координатна система |Аь Ay Е„) върху
правата A;A;. Аналогични твърдения имаме и за другите координатни

прави A A; и А,А, (черт. 73).

От определението (2) за проективни координати, като се вземе
пред вид (1), следва резултатът: тройката (0, 0, 0) не може да бъде
тройка хомогенни проективни координати на никоя точка в равнината.

Накрая ще посочим една принципна разлика между афияните и

проективните координати. При афинни координати (%, ks, Лз), ако тре-
тата координата е нула, Τ. е. Лз-0, точката (%, &y, h3) е безкрайна.

Това не може да се каже за проективните координати. Докато урав-

нението на безкрайната права в афинни координати е ἤ5-Ξ-, в проек-
тивни координати то ще бъде ΟἹ общия вид (10). Това следва ot (2)
чрез елиминирането на Й), Йз.

Изложението в този параграф може стриктно да се следва при

въвеждане на проективните координати в пространството. Една про-

ективна координатна система K=[A,, A, A; Ад Е) в пространството
се състои ΟἹ пет точки, като никои четири от тях не лежат в една

равнина. Върховете η системата Ay(l, 0, 0, 0), А,(0, 1, 0, 0),

A40, 0,1, 0), 4,0, 0, 0, 1) имат съответните XOMOTE€HHH проективни

координати относно K. Единичната Touka

Е-А+4,+4+4,

има координати Е(1, 1, 1, 1). Произволна точка P има спрямо K хомо-

генни проективни координати (X;, Хо, X3 X,), като

pZXIA1+XQA2+x3A3+x4A4.

Всяка равнина има уравнение

3

Σ д;Х;“: д1х1+д2х2+дзхз+д4х4 :О,

J=1

KaTo поне един ot коефициентите ;40 (j=1, 2, 3, 4). Координатната

равнина Ha A,A,A; има уравнение x,=0, а координатната права A;A,

се представя с двойката уравнения Xx;=Xx,=0. Доказаните теореми

1, 2, 3 за равнината важат и за пространството.
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Глава Х

Групи от преобразувания ий техните

геометрий

N

5 51. Изображения и преобразувания

Нека M, M’ са две множества. Ако на всеки елемент X € M съ-

поставяме един елемент χ' ¢ ЛГ, казваме, че € зададено едно изобра-

ἬΟΘΗΙΘ на множеството M в множеството /И”. Елементът х се нарича

прообраз на х,а х --образ на Χ. Изображението ще означаваме с

някоя буква, например с f, и ще пишем х - Дх). Cpemar се и означе-

нията аг

f:M—M или MLM.

Изображението / се нарича UKEKMIUBHO, ако притежава следното

свойство: f(x;)=f(X,) влече след себе си X,=X, 88 произволни х)

X9 € M. Ако всеки елемент х Е M’ е образ на някакъв елемент хЕЛ,

1 се нарича сюрективно изображение или изображение на M sspxy M.

Най-сетне / се нарича биективно (взаимно-еднозначно) изображение,

ако е едновременно инективно и сюрективно,

Нека f: M—M' е биективно изображение. Тогава определено е и

изображението (в обратна посока)

g:M—-M

по следвия начин: HA елемента х ( M’ съвоставяме чрез изображението

& онзи елемент X € M, който при изображението / има 88 образ тъкмо

X', 1. е. 2(х)-х, където Дх)-«. Това изображение g ще означаваме

с 1 и ще ro наричаме obpamro на f. O6paTHOTO изображение / на

Хе също биективно.

Нека ML M’ е изображение на M върху M, а М-Е Л e изобра-
женвие на M’ в /М”. Дефинираме изображението

M2 “ (g o / се чете: g след f)

(g ο Nx)=8lf(x)]

по следния начия:

ка слс



за всяко х ¢ M. Понякога вместо ро / се пише gf и изображението

се нарича произведение на изображенията g и /.

Ще покажем, че 88 три произволни изображения f, g, £ e в сила

асоциативният закон:

| (hog)of=ho(gef).

Действително 88 произволно X ¢ M имаме

[(h o g) o Л( - ( о {f(x)]=R[g ([ (XN}

(2o (g Nlx)=Ll(go NO)=Flg(f D]

Тъй като получените образи съвпадат 3a произволно X € M, изображе-

нията в левите страни на равенствата считаме едни и същи.
Биективно изображенйие на множеството /М върху себе си ще

наричаме преобразуване на множеството M.

Нека /: M—M е преобразуване на M. Един елемент X ¢€ M, пря-

тежаващ свойството f(X)=X, се нарича двоен елемент на преобразува-

нето f. Например цикличните точки са единствените двойни точки на

всяко движение. Ако всеки елемент X е двоен 3a преобразуването f,

последното наричаме теедествено или единияно префбразуване на M.

Среща се още названието идентитет на M. Ще го означаваме поня-

кога с е.

Ако f u / са обратни едно на друго (биективни) изображения,

то ясно €, че

уеуе е/ее

Напоследък в литературата (крива) линия с в равнината се дефи-

нира като изображение

с : (Зъ 52)-- 5

на интервал от реалната права в равнината. При това изображение на

произволно 5 € (5, 89) се съпоставя точката (φ(8), Ф(5)). Съгласно кла-

сическото определение на крива, дадено в § 32, кривата (32.3) е мно-

жеството от точките {φ(5), Ф(5))зе(з #:

§ 52. Групи от преобразувания. Ерлангенска програма.

Mempuuna геометрия

Нека M e множество и да означим с (С едно множество от пре-

образувания на M в себе си, което притежава следните свойства:

G, Ако /ЕС, g€G, 10 gof ¢ G

G,. Ако ξεσ, то /716 С0.

Тогава G се нарича грула om преобразувания ка M.

Едно подмножество С, на С се нарича nodzpyna от преобразувания,

ако то е група относно същата операция „произведение на преобразувания“.

B 1872 г. немският математик Ф. Клайн (F. Klein, 1849--1925) B

<своята встъпителна лекция при избирането му за професор в yHHBEp--
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ситета в град Ерланген е формулирал предмета на геометрията по след-

ния начин:

„Геометрията е наука, изучаваща свойствата на фигурите, които са

инвариантни (неизменни) OTHOCHO някаква група от преобразувания.“

По-подробно предметът на геометрията може да се формулира така:

Дадено е множество M и в него група ( от преобразувания. Съв-

купността от величините, фигурите, свойствата за тях, които са инва-

риантни при произволно преобразуване на групата, се нарича G-reoMer-

рия на множеството M.

Идеята на Ф. Клайн за предмета на геометрията изигра водеща

роля в цялото следващо развитие на тази наука. От нея селедва, че съ-

ществуват твърде много геометрии, грубо казано, толкова, колкото гру-

пи от преобразувания има. Евклидовата геометрия е една от тях. За

да поясним това, да разгледаме еднаквостите в равнината, които анали-

тично се представят по следния начин (§ 44):

X' =a+xcosa—eysing,

(1) P(a, b, α; «): (2=1).

V =b+xsina+eycosa

Множеството на еднаквостите € група. Действително нека наред с ед-

наквостта Ρ (а, b, «; ε) да разгледаме и еднаквостта P (ay, by, «;); &)

Това означава, че на мястото на @, b, «, ε B (1) трябва да се поставят

a,, by, «ъ е.. Ако точката (x, у) чрез Р (α, b, «; ε) се преобразува в точ-

ката (х”, ν'), която OT своя странафсе преобразува в точката (х”, у”)
под действието на втората еднаквост ; (а, by, αι; &), TO произведение-

TO на двете едваквости P, Р) е равно на еднаквостта B, ((2, by, «о; &),

определена със същите формули (1), като

Ay=a;+acos a;—g b 81Π αἱ,

@) by=b,+asinx +¢bcosa,,

Lo =€ X -2y,

82:551.

С ToBamnokasaxme, че аксиомата G, 88 група ΟἹ преобразувания е изпълнена.

Нека точката (x, у) чрез Ρ (а, b, «; ε) се преобразува B точката

(x, ¥'). Тогава точката (X', у”) се преобразува в (х, у) с помощта на

еднаквостта Р (а, b, α; €), като

Ιa=-—acosx—bsina,

b =« (asina—b cosa),

o= —gx,

Е =&

(3)

Това се вижда, като се реши системата (1) спрямо х и у. С ToBa e по-

казано, че и втората аксиома за група от преобразувания е B сила. OT

последната проверка се вижда, че всяка еднаквост (1) е биективно

изображение, значи преобразуване на равнината. Групата от преобра-

зувания (1) се нарича грула на еднаквостите в равнината, а породе-

ната ΟἹ нея геометрия--геометрия на еднаквостите в равнината.



Нека са дадени две точки M; (xy, /1) My (x5, уз) и нека M (x,

! y’l), M, (%5 y’2) ca TexHHTe образи при произволно преобразуване (1). С

непосредствена проверка се убеждаваме, че величината

) ἄ(Μ,, Ма)-у(ха--12 +(¥3—y,)?
е инвариантна (неизменна) при произволна еднаквост (1), Τ. е.

ау My)=d(M;, М).).

Поради това, че произволна еднаквост (1) запазва разстоянието

между две точки (6 6), всяка еднаквост се нарича метрияно преобра-

зуване на равнината. Съответно формулите (1) аналитично представят

групата на метричните преобразувания (метричната група) в равнината,

а породената ΟἹ тази група геометрия се нарича метриана 2e0MEMPUS

на равнината. Ще отбележим, че метричната група в равнината е Три-

параметрична: параметрите ¢a а, b, «. :

В курса по геометрия в средното училище се третират неща, кои-

то не са инвариантни при еднаквостите. Например изучават се свойства,

които произтичат от групата на подобностите Β равнината, която ана-

литично се представя по следния начин:

5 x'=a-+k (X cosa—eysina),

() Y =b+k(xsina+eycosx).

Tyx £ е коефициентът HA подобността. Породената от нея геометрия

е геометрия. на подобно та или евклидова геометрия
А Б те

на равнината.

| T (1) и (5) се вижда, че всяка подобност при #-1 е еднаквост..

Това означава, че групата на еднаквостите € подлгрупа на групата-” на

подобностите. Геометрията, породена от подгрупата, е по-богата (нали-

це са повече свойства) от геометрията на самата група. Например раз-
стоянието между две точки е инвариантно за подгрупата, но подобно-

стите не запазват разстоянието.

Аналогично на разглежданията тук може да се покаже, че еднак-

востите (44.3) в пространството образуват група от преобразувания и

всяка еднаквост запазва разстоянието между две точки в пространст-

вото. Поради това еднаквостите в пространството се наричат също мет-

рични преобразувания, а групата им -- метрична група в HPOCTPAHCTBOTO.

Тя e 6-параметрична. Параметрите ca а, Ф си α’ @, j=1, 2, 3), между

KOHTO съществуват 6 връзки (§ 8) ”

Забележка., Ще отбележим, че съвременната геометрия не се
вмества в схемата на Клайн. Немският математик Б. Риман (В. Riemann

(1826—1866)) в 1854 r. представи една концепция за геометрията, коя-

то играе изключително голяма роля за развитието на геометричните идеи,,

а също така и на теорията на относителността.
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“

8 53. Афинни преобразувания и.афианна геометрия
в разщиреното евклидово пространство

Нека Н- Оее,е, H=0¢e, e,€, са два афинни репера Β пространство-
то. Да вземем две точки M (B, Я2, #2) M (K., K% #2) с едни и същи
координати относно съответно Hu H, т. е.

3

OM="hle, +h%,+ #36 = Σ hie,

i=1

— Ν _ ΕΝ 3 Ν

i=1

Изображението Ha Ry B себе си, при което Ha точка M се съпоставя
точката M, се нарича афинно преобразуване на евклидовото простран-
ство R5 Очевидно това изображение е биективно и затова е наре-
чено преобразуване.  ̓

Нека точката /И (4!, #2, #2) е отнесена спрямо /. Това означава, че
е в сила равенството

— ΕΝ - 3

1

Положението на втория репер по отношение на първия считаме

определено по следния начин: O(al, a?, а?), e, () o2, «3) (=1, 2, 3)

относно #.. Значи в сила са равенствата

— 3

ОО =a'e, +a%,+a%,;= Σ ае

i=1

3

е; =aje; +ale,+ole; = Σ ale,,

i=1

3

ез-- а1е +-aleytaje; = Σ ел

i=1

Ν 8

ез = aéel +a§e2 + αἓθ3 = Σ αἓε,-.

i=1

Векторното равенство

- > ——

OM=00+0M,

като се B3eMaT пред BHI горенаписаните равенства, води до

3

() K=a'+ З aibd, det (#)=-0 (i=1, 2, 3),
/1
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или подробно:

ht=a'+ol bt а 2 - alh?,

а) #- а + +alh? 4 a2k, det () F0-

h3=a3+ o3k +adh? +adh?

И тъй всяко афинно преобразуване B пространството В, се дава с фор-

мулите (1), като точките M (A%, k2, #2), M (', #2, h3) са отнесени спря-

MO една и съща афинна система Π. Очевидно е и обратното: всяко

преобразуване (1) в R; е афинно.

Да преминем в хомогенни координати (h', k% #3, h*). Това означа
, ка Ν

ва, че B (1) трябва да заместим A’ ς — . (-:1, 2, 3). Като положим

#Е

- 05-0, (1) приемат вида

ра = ol it ал ааа

ph?=alhl+- ah?+ aZh®--a’ht, 4е (a{) +0,

ph®=o3h + a3k + a3’ +ah?,

2) pht= . в

Това ни дава повод да.дефинираме: изображението на R; в себе си,
при което съгласно (2) на точка M (&Y, A2, A% #) се съпоставя точка-

та M (k', k2 #3, h%), се нарича афинно преобразуване в R

Теорема 1. Афинните преобразувания образуват група om npe-

образувания.

Доказателство. Нека наред с (1) разгледаме и афинното пре-

образуване -

3 -

h=ai+y αἰ " (det (o) F0).
171

ЖКато извършим последователно двете преобразувания, получаваме
3 3

Bedt У ἰ (ωωΓ Σ αξ.ω),
k=1 #1

полагаме

й ἐ 3

al=a'+ Yy ща“,

#1

ko ok
ofj - Σ Ιεα|

k=1

Torasa

h’-——a"-{—E 8/ (i=1, 2, 3)

j=1
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Понеже
*- --.

ае (ozj) =det (“2) det (αξ):ἱ:Ο,
последните равенства показват, че произведението на две афинни пре-

образувания е също афинно преобразуване.

Да решим системата (1) относно A', #2, #3, Намираме

3

ф
k=1

където 81 е адюнгираното количество Ha «“ B det (af азделено на
κ i i)

3

тази детерминанта. Kato положим а ---- ' Bla¥, следват равенствата
k=1

--- 3 » ---
(3) а + у Bt ((-1, 2, 8),

k=1

които показват, че обратното преобразуване Ha едно афинно преобра-
зуване е също афинно.

С това теоремата е доказана. Групата на афинните преобразувания

(1) в пространството е 12-параметрична, т. е. зависи от 12 параметъра.

Това са величините o, αἱ (i, j=1, 2, 3).

Teopema 2. Всяко афинно преобразуване npeobpasysa афинен,

репер в афинен репер; обратно, за всеки два афияни репера същест-

вува тоано едно афинно преобразуване, което привежда единия pe-

пер в другия.

Доказателство. Най-напред да намерим формула 38 афинното

преобразуване на векторите. Нека р (A%, A% 22) е вектор с представител
——

MM,, като M,, M, имат съответно KOODAHHATH (/z}, R, }ιἷ), (k. 13, ἀξ) |

Да означим ς M, (?z}: 1 Ἱἰἷ)’ Μ (Е, has E;) образите съответно на Ml’
M, при афинното преобразуване (1). Karo B3emem пред вид, че А -#65 --

—H, χίτε еАТ (=1, 2, 3), or (1) следва, че векторът P (A}, 22, 13) се

преобразува във вектора p (AL A% A%), като

3

(4) ῖἰ:Σ « ({-:1, 2, 3).

171

Нека cera ВА f, f; e афинен репер, като точката В (01, δ2, 62) и

векторите f; (f}, 17 Л) ca отнесени спрямо #. Съгласно (1) точката B
i?

се npeoGpasysa B Toukata B (b, b2, %), като

3

b=a+ Σ α;ἷῦἶ (i=1,2, 3).
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Съгласно (3) векторът f; се преобразува във вектора Gy Ву
жато

3

(5) F=3 st G j=1,2,3).
k:l

Понеже det (F§)=det (“’,-) det (ff)::o, то BexTopHTe fp ἴ f, ca линейно

независими и следователно афинвният penep Β, f, f; се npeo6pasysa B

афинния penep B 5 ἴ Ν !

Обратно, нека ca дадени два афинни репера Β: ἴ ἴ B 5 iy fy

Β (δ', в2, 6%, 1 (f 13 73),

В(6, 82, 63), % (t/, 1, #7),

относно H. OT cucremara (4) определяме o/, а or (1)—(a, @ а2). С то-

Ba е определено афинното преобразуване (1), KOETO преобразува първия

репер във втория.

Теорема 3. Всяко афианно преобразуване преобразува равнина в рав-

нина, права в права ий запазва простото OMHOULEHUE на три точки.

Доказателство. Нека "

е:щ 4 иг +ugh®+uy =0 ( -Ἐ | + [84|Ξ0)

е уравнение на крайна равнина (§ 40). Да заместим B него #” от (3)

3 3 3

Σ аъщ =y а У Β. ) +щ -0.
i=1 i=1 k=1

3 3

Като положим ukzz и (k=1, 2, 3) и4:2 ца +щ последното

i=1 i=1

ypaBHeHHE приема вида

е:щ #а 24 kP +u,=0.

Понеже |44|+ |5|+|41--0, то е уравнение на равнина. С това е показа-

но, че афинното преобразуване (1) преобразува г B €.
.Hexa M, (h}, ", }ιἷ), M, (}ιξ, #3 Ιιξ), М, (Iz}, #3 /zg) ca три колинеарни

крайни точки, чието просто отношение e (M M,M;)=)X. Тогава (§ 5)

ще

1--А
hi= (=1, 2, 3).

3a образите на трите точки получаваме M, (#1, #5 #), My (#2, 7, #3)
My (B, #2, #3) като

3

ry=ai+ У « (b j=1, 2, 3)
k=1
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Непосредствено проверяваме, че

което показва, че точките M;, M,, M, са също колинеарни и простото

отношение (M; M, М5)-- А. С това теоремата е доказана.

Теорема 4. Всяко афинно преобразуване преобразува безкрайна
точка в безкрайна.

Доказателство. Нека точката /И (#2, #2, #3, #) e безкрайна, т. е

#1-0. От (2) намираме, че нейният образ M (&Y, #2, #3, #4) има също

четвърта координата #4-0, т. е. M e също безкрайна.

Това, което направихме B R, може да се направи B ὰ ЛД). Само
ще изкажем резултатите.

Всяко афинно преобразуване в хомогенни координати аналитично

се представя по следния начин:

а) в разширената евклидова равнина:

Р λ1-- ac}hl - adh2 +alhd,

(6) р h2=aih! +ash?+ a?h?, (det (.αἢ-Ε0);

ρ #8- #3

6) върху разширената права:

phl= αἰμι- αἸΆ8,

рг μ (е1-+-0).(η

§ 54. Проевктивни преобразувания ий проективна геометрия

в разширеното евклидово пространство

В този параграф ще разглеждаме нещата в тримерното разширено

евклидово пространство R,. Допускането и на комплексни елементи не
пречи разглежданията да се водят по същия начин в комплексното

пространство ΟἿ..

Нека ca дадени два (реални) проективни репера А -|А,4,А4,А4,; ΕἸ,

К-|4,4,А4, А Е), точка M (x1, х2, χθ, х“) спрямо K и τοῦκα M (x', х2,

х8, x%), имаща същите координати относно K. Изображението на Ry в Ry,

при което на точка M се съпоставя точката M, наричаме проективно
преобразуване в разширеното. евклидово пространство. Очевидно TO-

ва изображение е биективно, така че с право е наречено преобразуване.
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Or направените предположения следват разлаганията
4

M=x"A, +x2A,+ X34+ x4 A, = Σ χίᾳ,,

i=1

4

M=xA,+x? 4,4 X34, + x*A, = Σ xiA,.
i=1

Да предположим, че точката /Й има координати (.;1, х2, χθ, )ἷ4) OTHOCHO
K. Torasa

4

i=1

Hexka :4-,. (Ξ 1,2, 3, 4) има координати (a}, a,2, αἷ, a?) относно К. Имаме:
4

Jj=1

M= ἑ Д = ἑ XA, = ἑ Хе 4Σ kA,
i=1 k=1 1 i=1

ΟἹ равенствата

k=

"поради некомпланарността Ha точките A; (=1, 2, 3, tl?onezma'r равенст-
вата

4

() χὶ-- Еа;х* (2--1, 2, 3, 4),
k=1

или подробно подписани:

xX'=alx'+alx®+alx®+alxd,

X2 =alx +alx?4-alx®+ alxt,1

с) . x3=adx' + adx?+ adx? + adxt,
xt=alx! - alx? - alxd + alxt, |

Детерминантата

Ω) ἀεἰ(αῇ-0,

тъй като точките А, (1-1, 2, 3, 4) не лежат B една равнина.

И тъй всяко проективно преобразуване B Ry ce представя анали-
тично с (1) при -условието (2). При това (x!, x2, х3, х) са хомогенните

L3

проективни координати на точка M, а (321, x2, χθ, χῇ -- на образа й M,
като двете точки са отнесени спрямо една и съща проективна коорди-

натна система K. Очевидно вярно е и обратното, а именно: всяко пре-

образуване (1) B R, при условието (2), OTHECEHO CNPAMO проективна KO-
ординатна система K, е проективно преобразуване.
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Теорема 1. Проективните преобразувания образуват група от
преобразувания.

Доказателството се провежда, както съответното доказателство за

афинните преобразувания,

Групата от проективните преобразувания се нарича проективна
група, а породената OT нея геометрия — проективна геометрия. на раз-

ширеното евклидово пространство. Ако преминем в нехомогенни проек-

тивни координати

1 3

| χι-- , X2=20 Ае (0)
X

χ

то проективната група аналитично се записва във вида

1 αἷΧΙ-{-αΞΧἓἹ-{-αὲΧὃ-ι-αξ
- +

а?Х1+а3Х2+аЗХ3+а2

2 2 2 2
. Xita, X2+a; X3 .Θ . а +a; 2а Xo+ay , det (αζἸΖΞΟ

а Χιη - αὐ X2+af X3+a}

3 3T а) Х14-а) X2+a§ X3:}—a2_ |

а X14-a} Хх2+а3 Х34+а3

Оттук се ви че проективната група B R; е 15-параметрична, Τ. е.
зависи OT 15 параметъра. Действително, ако предположим, че а--0,

чрез деление на числителя и знаменателя с αξ и въвеждане на нови 03-

начения: ай -а/:а, се вижда, че преобразуването (3) зависи от 15-те ве-

личини а/.

Теорема 2. Всяко проективно преобразуване преобразува про-
ективен репер в проективен; обратно, за всеки два проективни ре-
пера съществува точно едно проективно преобразуване, което при-

вежда единия репвр в другия.

Доказателство, Нека |8,8,8,8, ΕἸ e проективен репер, като
точките

B (8l &, 03 δὴ (-1, 2, 8, 4),
4

Е (ἐ όξ,ὲ δ5, 3 b, ὲ ἆἶ)
A=l =1 =121

са отнесени спрямо K. Ако го подложим на проективното преобразува-
не (1), получаваме точките

B, (5, b3, 03, 61)
2 #

4

b= S αἱδὲ ( A=1,..., 4).

k=1 ”
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‘OTHECEHH също спрямо K. Никои четири от тях не лежат в една рав-

нина, така че те определят проективния репер (8, B, B; В,; ΕἸ
Обратно, нека са дадени два проективни репера |8;,8,8,8) ΕἸ,

[ 8,8,8,8,, F), като

В:(6, b‘fi b, 61) (Λ 1, 2, 3, 4),

21 #1 #1 221

“я Зя Зе ΣΑῚ
λλξιὶ #1 21 λξει

Разглеждаме системата

4

b‘ = Σαζόξ ΟΞῚ, 2, 3 4)

при фиксирано #. Тъй като 4е (0/)4-0, тя притежава еднозначно опре-

делени решения за αἱ. Поради det (0/)-4-0 равенството

det (57- деЕ (αἢ det (&)

показва, че ае [a ==0. С ToBa e определено проективното преобразува-

не (1). Очевидно то привежда първия репер във втория.

Теорема 3. Всяко проективно преобразуване преобразува равни-

на върху равнина, права върху права и запазва двойното отношение.

Нека точката M (x1, х2, х3, х“) описва равнината

4

ε: Σ Цу =1, Ж o X и ι x4 =0.

i=1

Поради TOBa, че XOMOreHHUTE проективни координати са определени с

точност до ненулев множител, от (2) намираме

4

(9 χί-- Σ Αἱ хе (i=1, 2, 3, 4),

като A’ е адюнгираното количество на af и det (a{) Karo 3amectum х,;

от (4) B ypaBHeHHETO на ε, получаваме

3 =3 Уе Е/Мщв( иА!)х*чо
i=1

Тъй като поне едно OT числата Uy, й» йъ 4, € различно OT нула и

4

det (A%)==0, то поне едно от числата U= Zu,-A’,'a (B=1,...,4) e също

#1м
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различно от нула. Но тогава равнината ε, подложена на (1), се преобе.

разува върху равнината

За да докажем твърдението за права, да разгледаме правата, опре-

делена с точките A, B. За произволна точка С от тази права имаме

представянето

C=3A+uB (λ 4 щ-0).

Axo точките A, B имат съответно координати (αΐ, a? a3, ab), (δ1, &2,

b% b*), то точката С има координати (λαὶ -Ἐμδὶ, Aa?+pb?, ха 4 μδ8,

Ха 4-в.02). Подлагаме A, B, С на проективното преобразуване (1). Πο-

лучаваме точките A (a', a?, аз, ἆ4), B (6, b2, b3, 54),

С (λαϊ + μθὶ, λἀἨ-μἙἳ, λαὃ-{-μἷ)ἦ λἆ4-|-μἶ4),
като

4 4

al= Za‘}eak, bi= Za;bk (i=1, 2, 3, 4).

k=1 k=1

Очевидно е

(6) C=2A+uB,

с което TBBPAEHHETO 32 права е JOKa3aHo.

Ако

то от (5) и (6) следва, че образът на D е

р-ма+В.
Тогава

(ABCD)= М“-(АВСР),
Ш:

с което инвариантността на двойното отношение при проективно преоб-

разуване е доказана.

По същия начин се третират нещата и в разщшщирената евклидова

равнина R, и 88 разширената евклидова права . Ние ще формулира-

ме само резултатите.

Всяко проективно преобразуване в разширената евклидова равнина
се представя аналитично с формулите

3

(7) χί-- Σ αἱχὲ (i=1, 2, 8),
k=1

като det (αςἶ):,:Ο.

Всяко проективно преобразуване върху разширената евклидова пра-

ва се представя аналитично с формулите

χἹ:αἶχΙ-{-ιιΙ 2

като det (а;)#о.
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Забележка. Да разгледаме проективните преобразувания (7) в

разширената евклидова равнина CR, KOMTO запазват една права. Нека
правата има уравнение х;--0. Условието за инвариантност на тази пра-

B3, т. е. ха-0 точно когато ΞΒ:Ο, води до зависимостите a}=a3=0.

Множеството на тези преобразувания в хомогенни проективни коорди-

нати аналитично се дава с формулите

. а 142 143
ρχ τεα χ а х +ах“,

3 2 :(9) px?=alx+ азх2 4 а2х3,

ρχῆ-- х,
като а1а2-- 1а24-0. Това множество е група от преобразувания — под-

група на проективната група в равнината CR, Ако преобразуването (9)

е отнесено спрямо афинна система, т. е. към специална проективна сис-

тема, то (9) съвпада с групата на афинните преобразувания (53.6) B CR,,

запазваща безкрайната права на равнината. Значи aduHHATA грула € под-

група на проективната група B CR,.

Онези афинни преобразувания в CK,, за който

‘ δ. ηἷη. _gln2 .(10) det (af)=aja}—aja}=+1,

образуват moarpyna на aduHHATA група, KOATO се нарича еквиафинна

група, а породената ΟἹ нея геометрия — еквиафанна геометрия на СВ..

В нехомогенни афинни координати тя има представяне

71:05%1—}-0:1}12-}-&1,

11) к
еа а 2 + а2,

като е в сила (10). Непосредствено се проверява, че величината

hy A 1]

ἄ ξ

838 три точки M; (ϊ, #2, #3) (i=1, 2, 3) e инварианта до знак, T. е.i i 7 Ῥ

--

Знаби понятието ориентирано лице (§ 9) е инварианта до знак в екви-

афинната геометрия.

Групата на подобностите в равнината (6 52) аналитично се пред-
ставя с формулите

(1”2) ht=al+k (#1 сов a—eh? sin «),

#2--а24Н# (#1 sin « + ##2 cos «).

Тя е подгрупа на афинната група и се получава от (11), като се изра-
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зи условието, че една имагинерна крива ΟἹ втора степен в CRy e ин-

вариантна:

hi-4-h3=0.

Групата на подобностите и еквиафинната група B PaBHHHATA прите-

жават една" забележителна подгрупа --- метричната подгрупа (§ 52).

При тези разглеждания е налице следният факт: геометрията на

една подгрупа на дадена група от преобразувания е по-богата от гео-

метрията на самата група. Именно всички факти в геометрията на гру-

пата са валидни и в геометрията на подгрупата. Обратно, съществуват

факти, които са валидни в геометрията на подгрупата, но не се отна-

сят за геометрията на групата. Като пример ще посочим: двойното от-

ношение е инварианта на проективната група, Значи то е инварианта за

афинната (и метричната) група. Простото отношение е инварианта на

афинната група, но не е инварианта на проективната група.



Глава XI

Проективна класификация ий проективни
канонични уравнения на фигурите

от втора степен

§ 55. Дефиниция на фигура от втора степен

В този параграф ще разглеждаме паралелно нещата в комплексно-

то разширено евклидово пространство СА,; и в комплексната разширена

евклидова равнина CR,.

Нека в пространството CR; относно (реална) проективна коорди-
натна система #-|4,4,4,4,; ΕἸ е дадена квадратната форма

4

1) F(Xlr Х» Ха х4):2 а,хХа
А

като матрицата (а,;) с реални коефициенти е симетрична:

(2) . а,;-й) (6 j=1, 2, 3, 4).

Множеството OT всички точки M (реални и комнлексни), чиито хомоген-

ни проективни координати (X, Хе» X3 Х4) относно К удовлетворяват

уравнението

4

(3) F(xls Хо, Хф х4):2а„х,-х,-:о,
i j=1

се нарича повърхнина от втора степен с уравнение (3).

Детерминантата (матрицата)

,ап аь ἄμ ац ‘

4 A~ det(a--):'a‘zl й Qo3 424 |
Я ’l asy 585 85 ащ |

14y й4а Qyg Gy



-

се нарича детерминанта (матрица) на повърхиийната. Оттук лесно на-

писваме полупроизводните на функцията Е (X;, X, Ха 24)
1 oF

Fy(M)=Fy(xy, Ха Ха Xg)=5" да - а Р арха +авхаадхр

1 дР
Fy (М)--Е, (хр ха X3 X)=—5- ах, 7 алха Т йзаХха Τ аХа аХа

5 1 дР
6 5 (М)- Ε (χι, Ха X3 X)=—5 ὅχ, 7 AKX BynXo Р азхаацхо

1 oF
, (M)y=F( (%, Ху X3 Xy)=— дх, T W1 QX+ QX+, Xy

От анализа е известно следното тъждество Ha Ойлер:

4

(6) Σ xiFi (xb Χ, X3,”X4):F(X1, x'z’ X3, χ4)'
i=1

3a две точки M (xla Ха Х х-[)» М(Уь У» Vs, )’4) изразът
. 4 4

( F (M; Ν)::Σ ХРι (Yo Уе Voo .1’4):2 χ ; (N)
и i=1 i=1

се нарича полярна форма Ha квадратна форма F. Непосредствено се

проверяват равенствата # ,

(8) F(M; Х)-Е(М, M),
(9) Е ((М):-Е(М, M)=F (x;, Ха, X3 «4).

Една точка M се нарича особена за дадена повърхнина от втора

степен, ако нейните координати анулират полупроизводните, т. е,

(0) Е, (1)- Е, (M)=Fy (M)=F, (/1)<0.

Повърхнината от втора степен се нарича изродена, ако тя съдър-

жа равнина,

Аналогично се дефинира понятието Kpuea om втора степен в рав.

нината GR, В случая индексите г, / вземат стойностите 1, 2, 3; детер-

минантата (4) е от трети ред; в случая на крива имаме три полупроиз-

водни. Различно е определението за изродена крива, а именно: крива OT

втора степен, която съдържа права, се нарича изродена.

Кривите от втора степен в равнината и повърхнините от втора

степен в пространството ще наричаме фпгури от втора степен.

Ако една точка е особена за фигурата от втора степен, тя лежи

на фигурата." Доказателството следва от тъждеството на Ойлер.

Две точки M, N се наричат (полярно) спрегнати относно фигура

от втора степен, ако е изпълнено условието

(11) F(M ; N)=0.

В тази глава ще се интересуваме OT проективните свойства нагфи-

гурите от втора степен, T. е. от свойствата, които са инвариантни OT.

.
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носно проективната група. Затова и уравненията на фигурите ще за-

писваме в проективните координати.

Свойствата спрегнатост на две точки, изроденост на фигура, осо-

беност на точка относно фигура от втора степен са проективни свойст-

Ba. На доказателствата няма да се спираме.

§ 86. Проективна класификация и проективни канонияни
Ууравнения на кривите от втора степен

Нека е дадена кривата от втора степен

Е

(1) Е (хъ Xy χΒ):Σ а ху ацхъ + азаха ч азаха + 2019005+ Затах X5+
Е /1

+2а23х2х320.

Една точка M (хуъ X, Ха) отнесена спрямо проективната система ‘K .-
={AA;A;3; E], лежи Ha кривата точно когато координатите й удовлетво-

ряват уравнението (1) на кривата.

d>0pMy.71uTe за смяна на проективната координатна система в рав-

нината са

ч
3

Ω) : ху У ау (i=1, 2, 3),
J=1

като 4е (x;;)==0. С тези формули се реализира и едно линейно HEOCO-

бено преобразуване — проективно преобразуване в разширената евклидо-

ва равнина. Ще използваме следната теорема от линейната алгебра:

За квадратната форма

3

i, /1

с реални коефициенти съществува линейно неособено преобразуване (2)
с реални коефициенти а,, което я привежда в алгебрична сума от

квадрати:

3

4 Γ' (х;, Xy, x;):z g X=X еа ey,

ἐξεὶ

като ε;Ξ- +1 или 0. .

Въз основа на това следва, че 88 всяка крива, зададена с уравне-

ние (1) относно проективната координатна система А -=[A4;4,45; Е), съ-

ществува проективна координатна система А =[A A, Aé;E}, като Фор-

мулите за преминаване от K към K’ са (2), такава, че уравнението на

кривата относно K’ има вида

(5) εἰχ εχ 420 (5,=*1, 0),

Уравнението (5) се нарича проективно канонично уравнение на

кривата.



В зависимост OT стойностите на числата εἰ ще разгледаме следни-

те пет случая:

1. Трите числа ε, имат еднакви знаци. Тогава (5) е еквивалентно
на уравнениетщ

(6) X2+ x24+x2=0.

KpuBa с TOBa уравнение не съдържа реални точки; тя € неизроде-

на с детерминанта А :--0. Нарича се пмагинерна крива OT втора степен.
2. Две ot числата ε; имат еднакви знаци, а третото в,;-- противо-

положен знвак. Сега (5) е еквивалентно на следното уравнение:

2 22
(η. Xy χ --χῷτεῦ,

Крива с това уравнение се нарича овална крива. Тя е неизродена с де-

терминанта А--0. Съдържа безбройно много реални точки.
3. Две ΟἹ числата & имат еднакви знаци, а третото е нула. Урав-

нението (5) в случая приема вида

®) χ x2=0.

Крива ¢ TOBa уравнение притежава caMo една реална Ttouka— (0, 0, 1}

Лесно се съобразява, че тройката (X, X, x3) удовлетворява (8) точно

когато тя удовлетворява поне едно от двете уравнения:

(9) X, +ix, =0,

(10) χ —ix, =0.

Всяко едно OT тях € уравнение Ha комплексна npaBa. Понеже коефици-

ентите ка (10) са комплексно спрегнати на коефициентите от (9), TO

правите (9) и (10) се наричат комплексно спрегнати. Те минават през

единствената реална точка на кривата, която е особена точка за кри-

вата. В този случай казваме, че кривата се pasnada (цепи, изражда) на

две комплексно спрегнати прави. Детерминантата A=0 има ранг p=2.

4, Две от числата g имат различни знаци, а третото е нула. Урав-

нението (5) приема вида

(11) x2—x2=0.

Една точка (x, x;, хз) лежи на кривата (11) точно когато тя лежи по-

не на една ΟἹ правите с уравнения

(12) x4 =0,
49 χὶ —x, =0.

Рангът р на детерминантата A e също 2. Кривата се разпада Ha

двете реални прави с уравнения (12), (13), чиято пресечна точка (0, 0, 1)

е единствената особена точка на кривата.

5. Две ΟἹ числата g са нула, а третото е отлично от нула. Урав-

нението (5) приема вида

(14) x;2:=0.
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Това уравнение е еквивалентно на уравнението

(15) x,=0.

Точките HA кривата OT втора степен изпълват една права. Kassawme, че

кривата е двойна права. Сега p=1 и всяка точка ΟἹ кривата € особена.

В случаите 3, 4, 5 кривата е изродена.

Така доказахме следната

Теорема 1. В разишрената евклидова равнина R, съществуват

пет проективни типа криви от втора степен:

първи тип: с представител имагикерна крива, р-3, проектив-

HO канонцано уравнение (6);

втори MUK с представител овална крива, p=3, проектиавно

канонияно уравнение (Т)

трети” mun: с представител крива, която съдържа единствена

реална точка ий се разпада на 08¢ комплексно спрегнати прави,

p=2, проективно канонично уравнение (8)
четвърти mun: с представител Kpusa, която се разпада Ha

две реални прави, p=2, проективно канонично уравнение (11);

nemu mun: с птледставител кривга, която е (Овойна) права, p=1,

проективно канонично уравнение (14). |

Ще направим няколко забележки. Тъй като чрез формулите (2) се

реализира неособено преобразуване, то рангът р на матрицата (a;) на

кривата не се променя. От теоремата се вижда, че той не характеризи-

ра напълно кривата. Ако към него прибавим и информация 88 множест-

вото от реалните точки на кривата, то с това типът на кривата е на-

пълно определен.

За всеки две криви ΟἹ един и същ THI съществува проективно

преобразуване, което преобразува едната в другата; за две криви OT

различен тип такова проективно преобразуване не съществува.
ка

-

§ δ7. Проективна класификация и проективни канонцяни

уравнения на повърхнините от втора степен

Нека е дадена повърхнината от втора степен

4

(1) Е (%1, Ха Ха Xg)= Σ а ху 0.
i,j=1

Една точка M (x;, Хо, Хъ X,), OTHECEHA спрямо MPOCKTHUBHATA коор-

динатна система K=[A;A,A3A,;E], лежи на повърхнината точно когато

координатите й удовлетворяват уравнението (1) на повърхнината.

Формулите за смяна на проективната координатна система в про-

странствата са

4

/1
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като det («,/)--0. С тези формули се реализира и едно линейно неосо-
бено преобразуване ---- проективно преобразуване в разширеното евкли-

дово пространство. За опростяване на уравнението (1) ще използваме

споменатата в предишния параграф теорема от линейната алгебра, вали-

дна за произволен брой променливи. От нея следва, че за всяка повър-

хнина от втора степен, зададена с уравнение (1) относно проективната

координатна система ЖК--|А, A, A; А,;Е), съществува проективна

координатна система K'=[A; A, A; А ; Е) като формулите за премина-

ване ΟἹ K към K' са (2), такава, че YpaBHEHHETO Ha повърхнината

относно К” има вида

(3) А еХ 69 + sgx;" εχ : =0 (e;=+1, 0).
а

Това уравнение се нарича проективно канонияно уравнение на повърх-
нината.

В зависимост OT стойностите на числата & ще разгледаме следни-

те 8 случая.

1. Четирите числа e, имат еднакви знаци, Тогава уравнението (3) е

еквивалентно на уравнението )

4) Χ χξ ιχδεχῇεο,

Повърхнина с това уравнение има детерминанта А--(0. Нарича се uma-
гинерна повърхнина ΟἹ втора степен, тъй като не съдържа реални точки.

2. Три от числата ε; имат еднакви знаци, а четвъртото — противо-

положен. Сега уравнението (3) е еквивалентно на уравнението

®) X2 X2 X2 x2=0,

Повърхнина с TOBa уравнение се нарича овална повърхнина. Тя е He-

изродена с детерминанта A=+0. Съдържа безбройно много точки, но не

съдържа реални прави.

3. Две от числата са положителни, а другите две — отрицателни.

Уравнението (3) е еквивалентно на уравнението

(6) χριχὰ- χ. χθ- ,

Повърхнина с това уравнение се нарича (проективен) хилерболоид. Тя

е неизродена с детерминанта А--0, Съдържа безбройно много реални

точки, а също така и безбройно много реални прави. По-точно в сила

е следната

Лема. Хиперболойдът (6) ca0spruca две системи om (реални) прави:

| Х) —x, = (x —X, )

(6) κ ι

(6“)

като 5 й ἐ са произволни реални числа.
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Всеки две прави от сдна и съща система нямат обща точка

Всеки две прави от разлияни системи се пресичат.

Доказателство. Проверката, че при произволно 5 (съответно

+) правата (6'), (съответно (6”)) лежи изцяло върху повърхнината (6), е

тривиална.

Ако предположим, че правите, получени за стойностите Sy, 5о,в(6),

имат обща точка, следва, че детерминантата

ф =1 s —$; Ι

1 1 !

t‘ Ке
|1 —1 5 — 8y )

1 1

b s e

Оттук получаваме ) --5а ИЛИ S;=—S3. B първия случай правите съв-

падат, а във втория лесно се показва, че общата точка на двете прави

би трябвало да има координати (0, 0, 0, 0), което е невъзможно.

Матрицата на правите с уравнения (6”), (6”)

(1 —1

Ι1 —1

има ранг 3. ToBa o3HauaBa, че всяка права (6') има точно една обща

точка с всяка права (6”). С това лемата е доказана.

4. Три от числата g имат еднакви знаци а четвъртото е нула. Се-

га (3) има вида

( χΧΈ Χ, Ε χθ--,

Тази повърхнина съдържа само една реална точка (0, 0, (), 1), която е

нейна особена точка. Повърхнината се нарича амагинерен конус. Pan-

гът е 3.

5. Две от числата g имат еднакви знаци, третото има противопо-

ложния знак, а четвъртото € нула. Сега повърхнината има уравнение

(δ) x24x2—x2=0.

Тази повърхнина се нарича KOHyc. 3a нея p=3. Единствената й ocobe-

на точка е Q (0, 0, 0, 1). Лесно се показва, че конусът с уравнение (8)

е множеството OT точки, които лежат на всички прави през точката Q

и пресичат овалната крива X+ x7?—x7=0 в координатната равнина

ха--0.

6. Две от числата g имат еднакви знаци, а другите две са O

Повърхнината има уравнение

(9) х +х2-0,
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. #

което се разлага на уравненията

г “ . 1 .

(9 X, +ix, =0,

7  ́ ΕΝ

(95) | εο x—ixy =0.

ToBa ca две KOMMAEKCHO спрегнати равнини (тъй като коефициентите

им са комплексно спрегнати числа), които съдържат реалната права.

х) =X, =0. Значи повърхнината се състои ΟἹ две комплексно спрегнати

равнини, които се пресичат по реална права. Точките на последната са

единствените особени точки на повърхнината. Имаме р-2. Повърхни-
ната е изродена.

7. Две от числата ε; имат различни знаци, а другите две са нула.

Повърхнината има уравнение . :

(10) , χῇῷ--χῇοῦ,

което се разлага на уравненията на двете равнини:

(107 X, +x, =0,

(10 Х) —x, =0.

Повърхнината € изродена и се разпада (състои OT) на две пресекател-
ни равнини (107, (10”). Тяхната пресечница се състои ΟἹ особените точ-
ки на повърхнината. Имаме р- 2.

8. Три ΟἹ числата & са равни на нула. Повърхнината има уравнение

2(11) x2=0.

Тя e изродена и нейните точки изпълват равнината с уравнение х, -0.

Всяка точка на повърхнината е особена. Имаме p=1.

Така доказахме следната

Теорема. B разшареното евклидово пространство съществуват

8 проективно нееквивалентни типа повърхнини от втора CIMENEH.

Техните проективни канонични уравнения са (4)—(11).

Ще направим някои забележки. Рангът р на матрицата (а,;) на по-

върхнината (7) е проективна инварианта. Той обаче не характеризира

напълно повърхнината. Нужно е да се даде допълнителна информация

за множеството OT реалните TOUKH на повърхнината.

Както и при кривите от втора степен, за всеки две повърхнини OT

един и същи тип съществува проективно преобразуване, което преобра-
зува едната повърхнина в другата; за всеки две повърхнини от различ-

ни типове не съществува такова проективно преобразуване.

54568. Полярност спрямо фигура от втора степен

В този параграф ще разглеждаме нещата паралелно в равнината и

в пространството, :

Нека е дадена фигурата ΟἹ втора степен

(1) Е (М)- Σ а,с,ху--0 (а-ад),
/1
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Ако Ny (Jo1 Yoo Yos), CBOTBETHO Ν (Vo1, Yoz Yos, Уе) € друга TOUKa, да
разгледаме правата MoN, (черт. 75) Тя има следното параметрично -
представяне:

() Ρ--λ Μ ἜΜΝΟ.

34 пресечните точки на MV, с фигурата (1) е Β сила равенството
Е (P)=0, което след преработка приема вида

(3;) 22 F (Mo)+2 мР (Мо; No)+p2F (М,)-0.
А

Това уравнение е квадратно относно Т(или %). На всеки негов корен

съответствува една пресечна точка, определена с равенството (2). Де-
финираме: права M,N,, която има 2, 1, () или безбройно много общи

точки с фигурата (1), се нарича съответно секуща, тангента (допира-
телна), несекуща, образуваща (образувателна) за фигурата. Последният
случай е налице точно когато са изпълнени равенствата

Е (Mo)=F (Mo; No)=F (No)=0.
Да разгледаме случая, когато правата e cekyma. Cera

D=[F (My; No)?—F (My) Е(М,)>0.
A Ay

Axo “u T, “ἃ KOpEHHTE Ha (3), To общите точки Ha правата MN, и
1 2

durypara ca
Py =AM+ paNo,
Р - λΖΜΟ Ἔ P~2No-
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Двойното отношение

А

О (М.МРР,)-- .
Ay

Axo M,, N, не лежат на ¢urypara, условието четворката TOUKH (M,

N,, P, Е„) да e хармонична група се дава с PaBeHCTBOTO

К. Е И
() μ μῃ 0,
откъдето следва

6) Е (My; No)=0.

Taka доказахме, че ако точките M, N, не лежат Ha ¢urypara (1)

и те заедно с пресечните точки Р), F, Ha npasara MV, със същата
фигура образуват хармонична група, то точките Mg NV, са полярно

спрегнати относно фигурата.

« В условието (6) за полярно спрегнати точки да заместим NV, с те-

кущата точка N (Хр Ха Ха) съответно N (X;, X5 X3 Xz То приема

вида

(7) F (My; N)= 2, Е, (Mo)x; =0,

KATO при крива имаме подробно

() Εἰ (Mo)xi+Fy (Mo)Xo + Fy (Мо)ха =0,

а при повърхнина —

( Fy (Моха + Fy (М,)хжа + Еу (Mo)xs+ Е (M), =O.

Нека точката М, не е особена за фигурата (това сигурно е нали-

це, ако M, не лежи на ¢urypara). Тогава (7”) е уравнение на права I,

която се нарича полярна права или поляра на точката M, OTHOCHO

кривата ΟἹ Bropa степен (1). Точката M, се нарича лолюс на правата

m, Аналогично (7”) е уравнение на равнина M, KOATO се нарича ло-

лярна равнина на точката M, относно повърхнината от втора степен

(1). Точката M, се нарича полюс на равнината ту Понякога BMECTO

за полярна права и полярна равнина ще говорим общо за лолярна фи-

гура.

По този начин, когато е дадена крива от втора степен, може да

се дефинира едно изображение т на множеството от точките в равни-

ната на кривата B множеството на правите OT същата равнива:

π: Δ ς----τπ (Мо):-- ту

при което на произволна точка се съпоставя нейната поляра. Аналогично

в пространството една повърхнина от втора степен дава възможност

на произволна точка да се съпостави нейната полярна равнина. Това

изображение п се нарича лолярност, установено ΟἹ фигурата от втора

степен.

Ако M, е особена точка за фигурата от втора степен, то (7) е тъж-

дествено удовлетворено. Поради това можем да считаме, че полярната

фигура в особена точка е всяка права (съответно равнина).
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Да разгледаме случая, когато правата MyV, e тангента за фигура-

та. Изпълнено e :

(8) D=[F (My; No)P—F (Mo)F (М)-0, )

като поне един ΟἹ коефициентите B (3) е различен OT нула (T. е. поне

една от точките M, N, не трябва да лежи на фигурата). В равенство-

то (8) да заместим N, с текущата точка N (X;, X3 X3), съответно Л/ (X3,

Хь Хь Χ4). То приема вида

(&) [Εἰ (Mo)xy+Fy Μ ) χ. Ἔ Ез (Mo)xsP— £ (Mo)E (x4, Χ, X3)=0

при крива и “

(87 51 ) χ. + Е (Мо)ха+ ς (Мо)хач Fy (М)хР--
—F (M)F (xy, X9, X5 Xx,)=0.

при повърхнина.

Да разгледаме случая на крива. Ако M, лежи на кривата, то Е (M,)=0

и (8) e в същност (7'). Значи правата M,V е тангента Ha кривата B

точката й M, точно когато е изпълнено (7').

И така, ако една (неособена) точка M, лежи на кривата OT втора

степен, То нейната поляра w(M,) съвпада с тангентата към кривата B

точката M,.

Нека M, не лежи на кривата. Очевидно (8”) е уравнение на крива

от втора степен. За да определим, типа на тази крива и опростим прес-

мятанията, да приемем, че кривата,е овална (другите случаи тук не ca

интересви). Тогава тя има проективно канонично уравнение

Сега (8”) има вида

(89 (хома Xig Xy — XogXe) Ε (М,) (334 33 —x2) =0
като

Е (М,)-- ху Т Хае Ха

Детерминантата за тази крива е

| X2 —F(M,) Xo1X02 —X01Xo03

A= X91X02 xé’z -Е(М,) —XgaXes .  ̓

—X01%03 τ ХооХов x3,—F(Mo)|

Следователно кривата (8%) e изродена. Понеже F(My)=-0, рангът Ha A

e 2. Значи kpuBaTa (8%) e двойка реални или комплексно спрегнати npa-

ΒΗ през точката 770.

Тъй като едно проективно преобразуване запазва типа на кривата

от втора степен, преобразува права в права и очевидно преобразува

пресечна точка на права и крива от втора степен в пресечна точка на

съответните права и крива, то ясно е, че направеното изследване за

кривата (9) в проективно каноничен вид важи и за крива от същия тип,

зададена с уравнение от вида (1). Така доказахме следната



Теорема 1. Ако точката M, не лезси на кривата (1), mo ypas-

нението (8') в случая на овална крива е уравнението на двойката

тангенти (реални или KOMNAEKCHO спрегнати) през точката My към

кривата. '

Тази Teopema ни дава повод да дефинираме: една Touka M, се Ha-

” рича вешана (вътрешна) за овална крава, ако през нея съществуват

двойка реални (комплексно спрегнати) тангенти към кривата. :

Да разгледаме случая на повърхнина. Ако M, е точка от повъря-

нината, те Е (M,)=0 и уравнението (8”) e B същност (7”). Значи права-

та M,N е тангента към повърхнината B точката й M, точно когато е

изпълнено (7”). Когато точката M, е неособена, тези тангенти изпълват

една равнина — равнината с уравнение (7”). Тази равнина се нарича до-

тирателна равнина към повърхнината в точката й M. Ще отбележим,

че тя съвпада с полярната равнина w(M,) на същата точка M.

Както при изследването на крива, може да се покаже, че ако M,

не лежи на една овална повърхнина от втора степен или на хипербо-

лоид, τὸ (8”) е уравнение на конус с връх точката M, чиито образува-

щи са тангенти на повърхнината. По-нататък ще използваме това твър-

дение.

Теорема 2. Ако M, €n (М,) mo М,Е х (M)

Доказателството следва ΟἹ равенството F (Mg М,)--Е(Му; M)

Теорема 3. Ако M, е веншна точка ! за една овална крива от

втора степен, то полярата п (М,) съдържа допирните точки Т., Ty

на тангентите през М, към кривата (черт. 75).

Доказателство. Понеже M,7, е тангента към кривата B точ-

ката й 7Ty, то изпълнено е F (Ty; М,)--0. Равенството Е (Mg Т)-0

показва, че 7:ἐπ (M) .

Аналогично твърдение съществува и за повърхнините. .

§ 59. Определяне на Kpusa от втора степен с точки

и тангента

Най-напред ще покажем, че до уравнението на тангента (58.7) на

крива OT втора степен може да се стигне и по следния геометричен

начин.

Да означим с х, у, # хомогенните проективни (или афинни) коор-

динати на точка M от равнината R, Уравнението на произволна права

е от вида

Ax+By+Ct=0.

Точките My (Χ0, Vo, ἔο) My (хъ Уъ 51) лежат на правата TOYHO KOTATO €2

изпълнени равенствата ; .

Αχο’{'Βγο'ὗ-ςΐοἷον
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Точката M лежи на правата Л,/М, точно когато написаните три уравне-
ния притежават ненулево решение за“ A, B, С. Условието за това е

ху ἐ!

(1) |Хо Yo £y |=0.
а ι by

Следователно TOBa € уравнението на права през две точки B хомогенни
проективни (или афинни) координати в равнината.

Да преминем в нехомогенни проективни координати:

Хет, Y=7 (Ξ 0

Тогава урдвнението (1) може да се запише във вида

Y-,

е н 370 36 30)
Нека уравнението на кривата от втора степен в нехомогенни про-

ективни координати е

(3) F(x, ¥, 1)-а7 а.„ 24200 ΧΎ + 20,3 X + 2005 ” + азз-0.

Да вземем две точки M,(X,, Y,) u M, (X, Г)) ot Kpusara:

( F(M)=0, Е(М)-0.
ὶ

Правата, която ги съединява, има уравнение (2). Нека точката М) кло-
ни към My (T. е. X1—X,, Y,—Y,), като остава винаги върху KpHUBarTa.
За да видим какво е поведението на величината

b=
OTJBTOPOTO ypaBHeHHe Ha (4) изваждаме първото уравнение. Като pas-
делим на Χ - Ἀ и оставим X;— X, И1--Ко, получаваме

. Fy (My)
Вуе Ш k= υ ,
O M, Еъ (M)

N AY

Така получаваме правата с уравнение

F (MY— V= — Ρζῖ( МЗ (χ-- Χὴ,

което, като се вземе пред вид тъждеството на Ойлер

F1(Mo) Xo+Fa (М,) Yo+ F3 (M) -0,

npueMa вида

(5) Fy (M) Х4-Е,(М.,) Y +F3(M,)=0.

B хомогенни KOOpAHHATH TO € TOYHO уравнението (7') ΟἹ предния na-
“ раграф. 

”

12 АНАЛИТИЧНА ГЕОМЕТРИЯ 
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Така доказахме следната

Теорема 1. Тангектата към крива от втора степен в точцка-

та й M, е граничното положекие на секущата М,М), когато M,

клони KoM My, оставайки постоянно върху кривата.

Теорема 2. Пет точки в равнината, никой четари от Koumo

не лежат на една права, определят точно една крива от втора

степен, която минава през тях. Кривата е изродена точно когато

три от тоаките са коланеарни.

Доказателство. Имаме два случая.

Първи случай. Четири OT точките са върхове на истински (HEH3-

роден) четириъгълник. Нека това ca точките А,(1, 0, 0), 4,(0, 1, 0),

45 (0, 0, 1), £(1, 1, 1). На черт. 76 ca указани уравненията на съответ-

ните страни. Да разгледаме кривата с уравнение

(6) А Xg (X —Xg)+ иХха (X1 Ха) 0,

като (2, и) € произволна ненулева двойка от реални числа. Кривата с

уравнение (6) минава през точките A, Ay Ay, Ε. Ако M (X, Χ, X3) €
петата точка, тя лежи на кривата TOYHO когато

Ха ха (56— 3) τ 13 (X, — Xg) = 0.
Оттук намираме Ν Ν .
(7) λΞΧΒ (χΙ-χΞ) р, ΞΞ -- Ха (xl_%cfzk) P }

като р--О. С така получените стойности 3a λ, ц намираме от (6) една

крива от втора степен, минаваща през петте точки. Ще покажем, че

тя е единствена. За целта да предположим, че

3

(8) Σ a;,;xx;=0 (a;=a;)

е крива OT втора степен, KOATO MHHABa през точките А, A, A, След-

ва, че ац - й -йаза-0. Като изразим, че точката Е лежи на същата

крива, получаваме аза---(а--а1. Като положим —a =2, —a;3=p,

уравнението (8) приема вида (6). Значи кривите (6) и само те съдър-
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жат точките А,, А,, А,,Е. Тогава кривата (6) при условието (7) е ед ин
ствената крива през петте точки. -

3a детерминантата Ha кривата (6) имаме

4-- --λμ +p).
Тя е нула точно когато "поне е” но от числата λ, ш Ad-p e нула. Това
са точно случаите, когато петата точка /И лежи на поне една от пра-
вите А,А4,, AyAs, 4,Е, А,Е, 4.Ε. С това първият случай е разгледан.

Втори случай. Петте точки са разположени на две (пресеателни)
прави. Тогава кривата е изродена и се състои от двете прави.



Глава ХП

Афинни свойства и афианна класификация

на фигурите om втора степен

В тази глава ще разгледаме афинните свойства на фигурите от

втора степен, т. е. свойствата, които са инвариантни относно произвол-

но афинно преобразуване. Тъй като афинната група е подгрупа на

проективната, то всяко проективно свойство е и афинно. Значи всичко

казано в предишната глава за фигурите от втора степен важи и тук.

В тази глава ще държим сметка и за безкрайните елементи.

§ 60. Безкрайни точкаи ий афинна класификация

на фигурите от втора степен

Нека спрямо афинна координатна система Oxy в равнината (Охуг

в пространството) е дадена кривата от втора степен

(1) F (x, у, ΐ) = a11x2 + a22v2 "Ι" α33ΐ2 + 2а12ху + 2a13xt +2a23vt = 0,

съответно повърхнината

@ F(x, v, 2, 0)=0a;xX"+a9y? + 23322 +- 487+ 2a,0xy + 205362 +
+ 2@y х 2093 Y2 + 209 YE+-204,2t=0.

Като положим f=1, получаваме уравнението на фигурата B нехомогенни

афинни координати.

Уравненията

(8)2 3 X2 + Завху- ау =0, |
(4) A1 X2+ ау + 3327 + Заху--Защх2 + 2053 Y2 =0,

KOHTO се получават ΟἹ (1) и (2) с полаганото #-0, определят безкрай-

ните точки на кривата, съответно на повърхнината.

Като вземем пред вид, че едно афинно преобразуване (§ 53) (с ре-
ални коефициенти) преобразува реална безкрайна точка в реална без-
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крайна точка и коефициентите в уравнението на една фигура от вто-

ра степен са реални числа, получаваме резултата: Ако множеството на
реалните безкрайни точки на една фигура от втора степен се състои

от краен брой точки, то този брой е афинна инварианта.

Въз основа на това може да се направи следната афинна класи-

фикация на фигурите 0T втора степен:

Случай на крива. Уравнението (3), определящо безкрайните
точки (/(х, y,0) на кривата, е еквивалентно на квадратното уравнение

(5):*3; ар 2494 + ῳ - Ὸ ( k= f’r_)

Нека

(6) ( Ч) Дза- апйзъ--а,
е адюнгираното количество на елемента ag в det (g;;) на кривата. То-
гава --Аз; е дискриминантата на квадратното уравнение (5) Имаме
следните възможности: |

1. 4,.,>0. Квадратното уравнение няма реални корени и следова-

телно кривата не притежава (реални) безкрайни точки. Тогава кривата
се нарича Kpusa от гелиптичен вид,а в случай че € неизродена —

елилпса.

2. A;;=0. Квадратното уравнение има един реален корен и следо-

вателно кривата притежава една реална безкрайна точка. Тогава кри-
вата се нарича крива om параболичен тип, а в случай че е неизро-
дена-- парабола.

3. Аза< О0. Квадратното уравнение (3) има два реални (различни)
корена и следователно кривата притежава две реални безкрайни точки.

Кривата се нарича крива от хиперболичен тип, а в случай че е нейиз-
родена — хипербола.

Ние няма да разглеждаме криви от втора степен, за които са из-

пълнени равенствата ἄμ - .2-- (94-πῦ. Това са криви, които съгласно

(5) притежават безбройно много безкрайни точки. От (1) следва, че

уравнението на такава крива е от вида

и значи кривата се разпада на крайната права с уравнение

2(11 х+ 2a23y + aggt == Ο

и на безкрайната права #--0.

Случай на повърхнина. Понеже х, у, г в (4) са определени с

точност до ненулев множител, като положим 2= 1, получаваме уравнението

(N ацх2 Fagey? | 2a19xy + 2015 х4-За Y+ 25=0,

определящо безкрайните точки HA повърхнината OT BTOPA степен. Урав-

нението” (7) е уравнение на крива от втора степен в безкрайната рав-

нина. В зависимост от типа на тази, крива (§ 56) може да се направи

афинна класификация на повърхнините от втора степен. Ние няма да

се спираме Ha TOBa.
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Център и централно уравнгние на фигура

ά от втора степен
Една точка се нарича център на крива от втора степен, ако е по-

люс на безкрайната права на равнината относно кривата от втора

степен. Аналогично една точка се нарича център на НОВЪРХНИНЗ. ΟΤ

втора стелен, ако е полюс на безкрайната равнина на пространството

относно повърхнината от втора степен. УраВНЕНИСТО на полярата на

точката M, (x, Vo, А)е

Е (Mo)x + Е (M) y-+ Е (My) ¢ =0.

Тя съвпада с безкрайната npasa #-0 точно когато при Р5(4,)--0 ca

изпълнени равенствата

а) Е, (М,)-- ац Xo+@igVo+aysto=0,
1

56

Е,(Мо)-- ал Ха + 22 Yo+ 9236 -- 0.

АНЗЛОГИЧНО при повърхнина уравнението на nonflpflara равнина на точ-

ката ΜΟ (x()r Уъ Zos to) €

| F1(Mo)x+F2(Mo)y+F3(Mo)3+F4(Mo)tzo-

Тя съвпада с «безкрайната равнина #-0 Touno koraro при Е,(М,)+0

са . изпълнени равенствата

Е(М,)- ацх. ι Yo+ a1520+ ayt, =0,

(2) Р, (Мо)- аХ й» Yo+ йз32, + Ayl =0,

Ра (М,)--адхо + g У + Q352+ 348, =0.

Системата (1) (съответно (2)) определя всички центрове на кривата

(повърхнината) OT втора степен, които не са оеобени TOUKH.

Ако една точка е особена, то нейната поляра е неопределена, т. е.

всяка права в разнината (съответно всяка равнина в пространството) е
полярна фигура на особената точка. Същото се отнася и за безкрайната

фигура, поради което следва твърдението, че всяка особена точка на

фигура от втора степен е център на (urypara.

Ше отбележим, че системата (1) (съответно (2)) винаги има нену-
лево решение, така че всяка фигура притежава център (краен или без-

безкраен). Ще се занимаем по-подробно с решснията на системата (1).
| 1. A33F0. Системата (1) при А-0 притежава точно едно решение

(хо Yo 6:0), с което се определя точно едив крагн център My (хоьУой #0)
на кривата. При 7,=0 системата (1) не притежава ненулево рещение и

следователно кривата не притежава безкрасн център. Значи крива от

хиперболичен или елиптичен тип притежава точно един център, й TO

краен.

2. Ag3=0. B този случай системата (1) за /;=0 има точно едно

решение, с което се определя точно един бшарасн център. Значи

. крива ΟἹ параболичен ΤῊΠὀ Ппритежава точио гедин безкраен цен-
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тър. Ако кривата е неизродена (т. е. парабола) детерминантата

на кривата е различна от нула и cucTemata (1) няма реше-

ние при f,73-0. Следователно параболата притежава точно един цен-

тър, и то безкраен. Ако кривата от параболичен тип е изродена, тя

притежава безбройно много крайни центрове. Действително OT 44а--

=a,,0,—a’,=0 следва, че поне едно от числата ау йза е различно OT

нула. Да приемем, че ау 4+0. Имаме равенствата а» - 2а 99 - а» при

някакво число A, Да положим (95 =13 (другият случай а - цй»; се раз-

глежда по същия начин) 34 детерминантата на кривата намираме

' A=(—pPana’

Понеже A=0, следва, че A=y или @;=0. B двата случая матрицата

(ап 18 аш)
Qa1 йзо Qa3

има ранг 1 и следователно системата (1) при ἐρ-- 1 притежава безброй-

HO много решения. Следователно изродена крива OT параболичен ΤῊΠ

притежава безбройно много крайни центрове.

Фигура от втора степен, която притежава точно един и при това

краен пентър, се нарича централна.

Теорема. Всяка фигура от втора степен е симетрично разпо-

ложена спрямо всеки свой краен център.

Доказателство. Нека M, (x,, »ο А -- 1)е едик кой дае краен цен-

тър за кривата ΟἹ втора степен. Пренасяме транслационкно координат-

HaTa система Оху в точката M, получаваме координатната система

MEy, като формулите за транслацията са

3) - xX=X,+§ УУ

Като заместим х, у от (3) в уравнението на кривата (60.1) и вземем

пред вид (1), получаваме :

@ а ? + Зауеби Ἔ ази + k=0,
където

Като вземем пред вид тъждеството на Ойлер

F(My)=F(Mo)xs+ ς (Mo} Yo+ 55 (M),
намираме .

(6) < Е (M)
В случай че 4.;:0, от (1) за коордипатите на центъра намираме

_ Ay ς Ἂ |
Ω) хойдзз , УО-АЮ*

където A;; е адюнгирзаното количество на елемента а,, в детерминанч

тата на кривата, Тогава от (6) следва

4
® Ве .

“
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Уравнението (4) Ha кривата показва, че заедно с точката (Е, у) и

точката (--Е, --- ) лежи на кривата от втора степен. С това теоремата B

случая на крива е доказана.

Уравнвението (7) се нарича централно уравнение на крива от вто-

ра степен.

Аналогично се провежда доказателството и в случая на повърхни-

на от втора степен. Ще формулираме само резултатите.

Ако "M, (Χο» Yo» Zg А 1)е един краен център на повърхнината, като.

извършим транслацията

(9) x=Xo+E& Y=Yo+1n, Ζξεζονζ,

получаваме LEHMPAIHOMO уравненцие на повърхнината

(10) ἀμξ + аз + 338> + 2 (@198 + @185 + аза6)-+ £ =0,

3a величината А имаме

(11) k=F (Mo)=F, (My).

Axo повърхнината € централна, то € B сила и формулата

(2) k=0

5 62. Acumnmomu Ha @ueypa om smopa степен
=

Всяка права, която € TaHTeHTa на фигура ΟἹ BTOpa степен B нейна

безкрайна точка, се нарича асимптота на фигурата.

От определението следва, че кривите от елиптичен тип нямат асимп-

тоти, всяка крива от параболичен тип има една асимптота, всяка крива

от хиперболичен тип — две асимптоти (B случай че безкрайните точки

не са особени).

Теорема. Всяка асимптота на фигура от втора степен мина-
га през всеки център на фигурата.

Доказателство. Нека M, e център. Тогава πί ) е безкрай-
ната фигура. Ако g e асимптота с допирна точка U от фигурата ot вта-

ра степен, то п((/) съвпада с g. Понеже (/еж(М),), то My¢eg.
Ако кривата е хипербола, TG центърът й M, е крайна външна

точка. Понеже Fy(My)=Fy,(M3}=0, Е(М,)-#Е, (М,)-- А:з, за уравнение-

та (8) ΟἹ § 58 получаваме

а) F(x, ¥, ΐ)"λξ 2-0.

Според резултатите от 6 58 (1) е уравнение на двойката асимптоти за

хипербола с уравнение F(x, у, £)=0.
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Да разгледаме случая на повърхнина, която има само един KpaeH

център M, Ураввението (8”) от § 58 приема вида ͵

Α
- ра-(2) Fx, », г, #) Ам[ 0.

Това е уравнение на конус с връх M, -- единственият център на по-

върхнината. Образуващите на този конус са асимптоти на повърхнина-

та. Нарича се асимптотичен конус за повърхнината.

8 63. Диаметри на крива om втора степен,

Диаметрални равнини на повърхнина .от втора степен

Всяка права, която е поляра на безкрайна точка OTHOCHO крива OT

втора степен, се нарича диаметър на кривата. |

От определението, като се вземе пред вид теорема 1 от § 58,

следва резултатът: всеки Ouamemsp минава през всеки център на

кривата.

Нека U e безкрайна точка и п((/) е съответният диаметър, чиято

безкрайна точка е (/. Нейната поляра минава през .(/. Диаметрите

7 (U), + ((/) се наричат двойка спрегнатаи Ouamempu за кривата. Спо-

ред определението техните полюси са двойка спрегнати безкрайни

TOYKH.
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Нека кривата притежава само един краен център и е неизроде-

на, т. е. тя е елипса или хипербола. Ако (/, (/ не лежат на кривата

(това в случая на елипса е винаги изпълнено), то в сила е следното

твърдение: хордите PP, на кривата, успоредни на диаметъра = (U), се

разполовяват от спрегнатия му диаметър = (U’) (черт. 77) Доказател-
ството се получава, като се вземе пред вид, че двойното отношение

(ВР,М/)----Г u U’ е безкрайна точка (§ 48).

Уравнението на диаметъра +((/) е

(1) Е (U)x+Fy(U) у+ Е (U) =0,

Полярната равнина на всяка безкрайна точка OTHOCHO повърхнина

ΟἹ втора степен се нарича дааметрална равнина на повърхнана. Как-

то и при кривите, лесно се съобразява, че всяка диаметрална равнина

минава през всеки център на повърхнината.



Глава ХШ

Метрична класификация й метриани

канонични уравнения на фигурите

от втора степен

| В тази глава ще се интересуваме от метричните свойства на фи-
гурите от втора степен, T. е. OT свойства, които са инвариавтни относ-

но метричните преобразувания (еднаквостите). ;

5 64. Mempuuna класификация u метрични канониани

уравнения на Kpusume от втора степен

#3 Нека спрямо ортонормирана координатна система Oxy=0e.e, B

равнината € дадена кривата OT втора CTENEH с уравнение

(1) F(x, у 8-ац2-авуУ чаЕ +2(a 5%y + 13X+ а!) 0,

KaTo (X, ¥, /) са хомогенните координати OTHOCHO Оху Ha точка OT кри-
BaTa. Коефициентите @;; са реални и подчинени HA PABEHCTBATA

2) | a;;=a;;

При f=1 получаваме уравнението HA кривата B хомогенни координати:

() Е(х, у, 1)--ац024+ , +Зарху+2ах + Зау-+аза-0,

ФОРМУЛИТС за смяна на ортонормираната координатна система в

равнината са

x=a+al χ' - αἱ γ',

&)
y=B-+alx'+aly,

като матрицата («:) e ортргонална. Tyk (x, у) ca координатите на точ-

ка M спрямо Oxy, а (X', у) са координатите на същата точка спрямо
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новата координатна система Оху -Оеуе,. Ще припомним, че относно

Оху точката O” има координати (%, р), а векторите €, € имат съот-

BeTHO координати (а &), ey — П

Формулите (3) UMar и друго геометрично тълкуване, а HMEHHO: те |

са формулй на произволно "метрично преобразуване” Β ̓ равнината. Спо-
ред казаното Β § 44 (x, у) са координаТтите на образа M на точката

M (x', у) (4 двете TOUKM δᾷ Отнесени спрямо системата O'x’y’). При

това точката O има координати (α, В), векторите е;, е, имат съответ-

"но” координати (а1, al), (а3; #3) спрямо координатната система О-ху”.

От линейната алгебра е известно, че за квадратната форма

е ( , »): -ацх Ἔ ав у + Зарху

с реални коефициенти съществува ортогонална трансформация (с реал

ни коефициенти)

ше χ' 2хещ Ἐαὶ У,

(5)
. утах а у

на координатната система Oxy до положение Ox'y’ (§ 7), така че фор-
мата "(4) приема вида” T Ὸ Ὸ Я

( 70 γ)-:5ιχ5: 3.»5
Векторите еу (z, «1), е„ (αξ, αἢ) са собствени вектори на матрицата.

(7 (ап am),
ал Q29

чието характеристично уравнение;

(8) ᾶμ -οθ8 а
1 Qo1 @S е

има корени 4), 82. Поради (2) те са винаги реални. |

Като, заместим X иу OT (5) в (1), получаваме уравнение на крива-
та OTHOCRO новата координатна система Ох у:

(9) . х - 26 εχ' Ἔ 26 ̓)ς ν' Ἐ α ́34--,

Като положим “ПТ 77 |

Χ':Χἦ-’α,

(10)
y=Y+5

уравневието (9) приема вида

Sy (X2+2a)}+a2)+sg (Y2+28Y -89+
(11)

+2а 15 (X +a)+2a' 53 (Y +3)+ @'33=0.
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Имаме няколко случая:

Εἓζ:ξῦ, 5а-0О. Величините «, 3 определяме от равенствата;

2α81 Ἔ 2(1'13 = О,

(12) .

2332 + 262,23 = Ο,
т. е. 

Д

: —_ a'13 , Ν ῄ! 3'.

Ν ο
Ὁπεκὶ приведение уравнението (11) на кривата приема вида ,

(14) 5 ΧῈ 4-5,12+-а733-0 (5,30, 59-Ε0),

като ' T e s

(15) а а 512 + S+ 20 30+ 203+ ааа

. -2. Да предположим, че само един от корените 8 S, е нула, на-
пример <;-0, 5.--0. Cera (11) е в същност уравнението “ ”

а1) -(74257482)4+ заа(4--«)+За (Y +)+a'53=0.

Величината В определяме пак ΟἹ (13). Ще разгледаме два подслучая

а) а733-0. Величината < δπῥξπξᾷπζᾳἑ ΟΥ paBEHCTBOTO

(16) 5932+ 20 « 4 2058+ @' 53 =0.

Уравнението (11') става 
ο Е ае

(7) $52V2+20/13X=0 (5,0, а FO0)FH

6) a’;3=0. Cera (H)‘
;II;HEMaBHHAg 32

(18) Θ Ἐά <- 0 (0)

„Като вземем. пред. вил, че формуЛите (10) резлизират транслация
на координатната система Оху” до положението О/ХТ, като точката

О” има ,«координати (o, В) относно OX'y/, то получените резултати Mo-

Теорема 1. С подходяща смяна на ортонормираната коорди-
натна система (ортогоналната трансформация (5) и транслацията
(10)) уравнението на всяка. крива от втора степен мо“се да-приеже
едан от следните три вида:

*(14) 81Х2+53У2+а33”=0 (81:|:Ο, SQ:‘:O),

(17) „”+З2аА 0 (52-0, а”ю#?);т

(18) Θ +а”3а-0 (5.:0).

Да изследваме последните три уравнения.
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Ако в (14) @”53=0, това уравнение приема вида

(19) — =1

a33 “зг

5 Sy

”ga “ΞΒ ,
За числата -- а! s имаме следните възможности: двете са поло-

жителни, двете са отрицателни, имат различни знаци. В първия случай

полагаме

. " “

33 Q33
(20) ай . p2=— 7,

5 Sy

като считаме a>0, 67>0. Уравнението (19) npuema вида

ΧΞ Y2

(21) τ "

което е канонияното уравнение на елипсата (§ 33). Във втория “слу-

чай полагаме

2B, ра “3 (а>0, b>0)

и (19) приема вида

(22) et L

Кривата с уравнение (22) не притежава реални точки; нарича се ама-

гинерна eaunca. В третия случай полагаме

a?=—"8, ф "8 (350, 670)

и (19) приема вида

е57 I

- . и - - -

(19) приема вида

(24) ИЕ А !

което е KAHOHUYHOMO уравнение на хипербола с реална ос O'Y.

:90



Нека в уравнението (14) а"за--0. Сега имаме кривата с уравнение
ке . чж ечт е

КОВТО е еквивалентно на уравнението

Ако 5 5, имат различни знаци, полагаме.

а (a>0)
δὸ

Получаваме уравнението. .

(25) Y?=a’X?

и значи кривата се разпада на „двете реални

уравнения

@5) @1 Y= aX, g:¥=—aX.
Axo 5ъ S ¥MAT E,ZIHaKBH 3HaU.’Pl, nonarame

УРНВНСНИСТО на кр.ива-т:аа -e

(26) Y2._:_a2X2'm"

пресекателни . прави с

Η ЗНЪАЧИ -ТЯЧС.В разпада Ha две комплексно спрегнати прави

(26) Π еа: Y=iaX, ве Υ----ἰαχ (2--1).

Кривата притежава единствена реална точка А--У--0.

" Уравнението (17) е еквивалентно на уравнението

(27) Y2=9 X ( - —"_'13)

и значи KpuBaTa е парабола с oc O'X.

Да разгледаме уравнението (18) То е еквивалентно на уравнението

Имаме следните случаи:

all .

а) a?= —--*3 >0, Кривата се представя с уравнението
58

(28)  ́ у

и значи тя се разпада на двойката успоредни прави

(28" & Y=aqa, g,: Y=—a.
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аи 
м

6) ——S:i:O. Кривата има уравнение

(29) С0.

и значи тя е двойната права У--0.
.- an 

к

в) α3-- —S§3 >0. Kpupata има уравнение
- o e o e NΕΝ

(30) 77 2--42. )

и следователно се състои OT двойката комплексно спрегнати успоред-
ни прави ш

{30 Y=iag, Y=—ia.

С ToBa доказахме следната

Теорема 2. Сеществуват девет метрияно нееквивалентни типакриви ΟΗ втора степен. Това са кривите със следните метрична
канонични уравнения: И )

“ X2y
Lot =1 (esunca);

X2 y2 1
2. ετ - - (имагинерна елипса);

А γὲ |3 т1 (сипербола); .

4, Y2=g2X? (две феалнци. пресекателни

: „прави) "
. . Yi=—a'X? (0se комплексно спрегнати
! 

пресекателни прави)

6. Y2=2pX (p+0) (napaosa), " |
7. Υ3--αἢ (две реални Успореднц прави)

b8 78-- - -Οᾷἰ| (δδέ ̓ Комплексно cnpeznants ”
А успоредни прави);
9. Y2=0 (двойна права),м

„„Написаните уравнения в тази теорема се наричат метрични кано-

нияни уравнения на съответните криви < 4y ащ рае
τ Основните свойства на елипсата, хиперболаТа и параболата разгле-
дахме вече B < 33.

Задача 1. Спрямо ортонормирана координатна система Оху е да-
дена кривата с уравнение

(31) X2+ 4xy +4y2—20 x+10y—50=0,

Да се намерят метричното KAHOHHYHO уравнение HA кривата и последо-
вателните координатни трансформации, чрез които се стига до него.

Решение. Характеристичното уравнение

1—s 2 |_

Ъ 4-%щ0
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има корени §;=0, 89--5, Като решим системата

А +20=0,
)\2 + μ2 -- 1,

намираме координатите αἱ = \/—;_—, 04 < -:/1:5: на собствения вектор €'y,

съответствуващ на корена 5) -0. Вторият собствен вектор €'y е перпен-

дикулярен на първия и неговите координати написваме направо, без да

решаваме нова система:

1
Ν Ν

acl— oz2—v,-—95, az—oc

Bn рачем, така определен, вторият собствен вектор образува с първия

по ложително ориентирана двойка вектори. Ортогоналната трансформация

(32)

привежда уравнението на кривата (31) в уравнението

10 |5 12----г - 0:
(33) y 75 x'—10=0,

OTHECEHO спрямо координатната система Ox'y'=Oe,'e,’. Като положим

y=Y+3

последното уравнение приема вида

(у+в)2--;(5): (X+2)—10=0.

ΟἹ @'33=0 следва В-0О. Анулирането на свободния член дава o= — 5,
Следователно транслацията

x'=X—\5,

y=Y

Ha координатната система Ох у 1o положението O'XY привежда ypasTM

нението на кривата (33) във вида

(35) у2-95 X,

което е метричното канонично уравнение на кривата. Значи кривата е

napa6ona. На черт. 78 е начертана параболата заедно с трите коорди-

натни системи.

(34)
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Задача 2. Спрямо ортонормираната координатна система Оху е
дадена кривата с уравнение

(36) ахахуи42у--94х-124-18-0.

Да се намерят метричното канонично уравнение на кривата и последо-
вателните координатни ТРЗНСФОРМЗЦИИ, чрез които се стига до него.

«

Решение. Характеристичното уравнение

е5 2 !
" =0

12 2—s

има корени 5) --1, 45 -:6. Karo решим cucremara

4% 4-20=0,
Z?_{__E)‘?: ,

1 1  ̓ 1 2 Uнамираме координатите 11: τδτ α2:-;|τ5: на СОбСТВЕНИЯ вектор €4, съ-

ответствуващ на корена Sy=1. Вторият собствен вектор е има коорди-

2 - 1. 0HaTH of= N aQa;,g - Ортогоналната трансформация

\

(37)
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ривежда уравнението (36) на кривата в уравнен HETO

(38) X2+ 6y?— ‘fg- ¥ +18=0
ν

спрямо системата Οχ' у -- Оеуе,. "Като положим

X'=X+a,

Y ‘=Y +3,

последното уравнение приема вида

X2 20X+ a2 +B(Y2+ 23Y +32)— % (Y -+5)+18=0.

ΟἹ a'y3=0 следва «=0. Като анулираме коефициента npex Y, получа-

ваме 3=\5. Следователно транслацията

X' =X,
39 , А

на координатната система Ox’y’ до положението O'XY, като O има

координати (0, 5) спрямо Ожху, привежда уравнението (38) на кри-
. вата в уравнение на кривата относно системата O'XY:

"Оттук получаваме метричното канонично уравнение на кривата

- ΧΞ у2
(70) 19 T 9 =1L

. Значи кривата e елипса, KOSTO е изобразена Ha черт. 19. Ще отбеле-
жим, че елипсата се допира до оста Оу в точката с координати

(x=0, у-3).
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Забележка. Направленията, определени от собствените вектори

се наричат главни направления за кривата, тъй като те са успоредни

на осите на кривата (при парабола едното главно направление е Ууспо-

едно на оста ¥, а другото е перпендикулярно на OCTa).

Р

ο Л А АИ
4 65. Метрична класификация и метрияни канонияна
2 и Р ф 8 “ . Ὡτ οο τ

уравнения на повърхнините от втора степен

в пространството е дадена повърхнината от втора степен с уравнение

F(x, 3 2 #а аУ ае аАъ .
1 -l

а) + 2 (aypxy + аЕ QXL+ i ΜῈ + Qs ᾷΐ +аме)-0,

Нека спрямо ортонормирана координатна система Oxyz=0e,eq.e,

като (X, ¥, 2, #) ca хомогенни KOOPAMHATH OTHOCHO Oxyz Ha точка OT

повърхнината. Коефяциентите а са реални и подчинени на равенствата

(2) ару--йд.

При =1 получаваме уравнението на повърхнината в хомогенни коор-

динати относно Oxyz: 2

а) Р _ng »» & 1) =a3 %+ a5y а + 201Xy + 201352 + 2азау2+

Формулите за смяна на ортонормирана координатна система в про-

странството са ’ 7

χετα-ταὶ χ' -ἰ α ν' - αἰπ',
9) Ε 12 4144327( уеВа) ХРа у «) ,

Ζ:γἑ“ξχ“ὓᾳἓ)”'!έ“ἷἷ’

като marpunara () е ортогонална. Тук (x, ¥, 22 са координатите на

точка M спрямо Oxyz, a (X, ¥, #) са координатите На "същата “очка

спрямо координатната система О Ὑ Σ ΞΞΟ ; ἐς 64 Ще припомним, че
спрямо Охуг точката ΟἹ има координати (α, B, 7), ἃ векторът « € —

(@, «) (=1, 2 3). T e

Формулите (3) ймат и друго TEOMETPHYHO тълкуване, а именно: те

са формули на произволно метрично r’ipgéfip?efijp_z}éé Β пространството.

По-точно ( y, #)”са кобрдинати на образа M на,. точката My, #)
(и двете TOUKM, отнесенй спрямо системата Оу ) ΠΡῊ това точката
О има спрямо системата Ο Χ' уг” координати (2 В, Ὦ, а координатите
на вектора Ἔ; са ἰατγ « #) (=1, 2, 3). ПО

От линейнвата алгебра e известно, че за квадратната форма

() Л(х, у, #2): -адх24- а +аз24+2(аах ν азхе + agiyz) -
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с реални коефициенти съществува ортогонална трансформация с реал-

ни коефициенти

-а 2 ЗХ-а1х,+а13/+ос12,
͵ ,(5) y=alx аУуе 2„

τοοΐχη N 2аХ +oc3y +“3z

Ha координатната система Oxyz до положение Ox'yz’, така че форма-

та (4) приема вида

Θ 10 ἷ, у, 2)=51 X2+ 533+ 5522
Векторите .е (αΐ, «f, wl), e/ (a2, o, a2), e'3(al, αθ, «3) ca собствени (еди-

ничнИ) вектори на матрицата

ац 4 U3

() ал Ggg Qo |
\Qa1 A3y 4зз /

YHETO характеристично уравнение

Гац--8 а Q3 !

(8) , γι τ 5 023 =0
a3 Q3o аза--8

Lo - 1

има корени Sy, Sy, S3. Поради (2) те са винаги реални.

Като заместим Χ, , « or (3) в (1), получаваме уравнението на
кривата относно новата координатна система Ox’'y'2":

(9) διχ 483 3248322+ 201y X'+ Защ '+ 20" 342" +a' 4= 0.

Kato положим

T X=Xby
(10) УПВ

уравнението се преобразува в
(11) ЗА 20X+ a?) 5124237 + 3 +855( 22+ 27 Z 42) +

+20(X+0) + 209 (Y +3) +20"15(Z +7) + a4 =0.

~HKuame няколко случая:

( 12 8,50, #2-Н0, s35-0. Величините a, 3, у определяме ΟἹ равенст-
вата” / -

2α8. + 2a‘1; =Y,
(12) 235χ-- 2α ̓ ᾳ-Ξεῦ,

| 2¢83+20'4,=0,
T. €.

- Еу т «а
(13) еч 13--**52-, ей а



СЛЕД приведение уравнението на повърхнината приема в
ида

(14) ааа 4522 аще0 (5 0, $,3=0, 5а40),

като Ν И

(15) @y =519 + 5,32+ 5372+ 2a @+ 2 Ay 3+2 а + ащ

СТ)ПД предположим че само един от корените 45) Sy 884 на харак-

теристйчното уравнение е нула, например <5;--0, 53 +0, 35а -- . Величини-

ὯῈ @, 3 определяме, както по- rope. Ако а 4-0, величината Y npemfl-

ΜῈ от условието свободният член в гв (11) да се анулира:

31ас2+52 —1—537 +2a14oc+‘2 α24λ —1—2a34y+a44~0

Уравнението (11) приема вида

(16) 51X2—|—52Y2—l—2a'Z-0 (5130, 52:0, a,=0).

B случаи че a34~0 считаме, че B (10) v=0. Уравнението (11) приема

вида

(17,5/':“ 5 X2 Υ̓ Ξ 0 (s;F0, 2а40).
RN DU τ

КЕЗЕДа предположим, че два OT корените, HA характеристичното

Πура ие са нули, напримеАр Пу #537 -Ο 31:{:0 Сега (9) ев същност

“уравнението Ν 
Σ :

(18) 31х!2+2а14х +2 а%у 2α342 _1_%'4_0

Транслацията : - аке e

на координатната система Ox’y’z’ в 0"x"s /2", като точката Ο има
координати (a,70,70) спрямо Оху, ”йреоо

разува (18) в уравнението

(20) - ο Ἐ Ω 202 =0, ееее
като

< 2а44 а44-)-31ос + За(«.

-Сега имаме два подслучая: Ν
| а) "Ако а -а =0, имаме уравнението .

(21)/\ slx”’-’—i—a44:0 (514-0). .

Ἡ,τ ) Да приемем, че поне един от коефициентите аг» аз, € разли-

чен

ПО τ а e D 7
ппп

нула, например a,,+0. Транслацията на системата. Q"'x"y"2" до
тт

O"x"y"2" посредством .

(22) X=x"y Y=yl ЕЕ
a

като Toukara O” има координати (3 0, y=—y α“) спрямо O”x”y”z ,
R Λ 23 s

преобразува уравнението (20). в

(23) 5ι Χ 2 - 2α2 , y’” —1— 2a34 =0.
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п ИИИ

Извършваме ротация на координатната система. Ο χ' .у.з „около оста

, χ до систейата O Τ ΧΎ Z, определена с формулите
Пл Т т пе

Б

(24) y"'=2Xcosp-—Zsin g,

2" = Xsin cp-}—ZCOb %

Karo заместим х“, у“, 2“ от (24) в (23), получаваме

(25) | ΡΌ a24(Ycos φ-- Zsin ++2 а (Y sin ¢+Z cos ”):О

Величината ¢ определяме от „Уусловието . ,

# a,,cos ф+а,5т ф-0,

т. е.
.

24

tg φ-- ---- -
"

Понеже

а ' a ͵
; 24 84
В фл еве ; COS ф (ε: -- ῃ (5ὴ),

- Ма, “24+“з4 Ν 4 Ὁ 34
те а й . e e те τ

. (26) $,.X%+2e а ай Z=0.

. Като резюмираме резултатите, получаваме следната (озх;ачедчията

са променени). и
Теорема 1. С подходяща ортогонална трансформация и транс-

лация на ортонормираната КООРОЦН[ЪГПНП cucmewa 'paddem гето

на всяка пОВархнина от втора степен л[О“гСЕ Оц се !гридтг 8 един

"ът-следните“пейг вида: | |

1;.„ а 51 X248, Y2+3322+a!1—0 (510, 830, 5470)
П. й 51Х2т52у2+2аз42 0 | (31430,.5"10, Пзд:о);
Π Ν Ω +а44-0 Н (S w0 20)
ка 220 (540, ay=0)

V. 81X2+a4;-~0 ППП (ζζὸ й

По-нататъшното изследване на тези пет типа урсвнения ни води
до следната  ́

Теорема 2. Всяко авнение на NOGBPXHUHA от втора степен,Р

зададена спрямо ортокормирана коордианатна сигтема, с помощта
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S,

Ha адпходяш ортогонална трансформация ц транслация. HQ коор-
Junamuama систе ма може да се приведе в edun от следните 17 вида #

x: vz  ̓
1. T —3—} s=1 (eauncoud);

X” „2. + м T2 = 1 (имагинерен eauncoud,
НИ ш Ν ”“ἕ ааа м К Не м e e e -

3. Хг+ ζξ-ζ =1 (прост хиперболоид)
e —— чааа . k:):- Y_, Z) " e

4. а —b—z——c;——l (двоен хиперболоид) .

м г
5. T _E- —0 (конус)5

.. - .9 2

6. = +; Z_ =0 (пмагинерен конус)

ΧΡ. YR “"“--
7. в Тр 722 (елилтичен параболойд);

ΧῈ 2 П
8. - τ 72 ()„иперболичен параболойд);

9. 32 Ἐξ =1 (e/zunmzmeu ци/шндър)

Хе уе П
10. ть =—1 (амагинерен елциитичен цилиндър);

11. ἐ ζ,ἶ- —: I (хиперболичен ии/шндър) .

12. ἕ -ἶ; =0 (двд реални пресекателни равкани)

.͵. ̓λ͵ ) "

13. е + в =0 (двс комплексно спрегнати пресенателни равнини);

4 xR 2pZ (p=0) (параболцаен цилиндер)  ́
. 2ащ ия e ме i

15 XT=aY (а3-0) (ὐδὲ реални успоредни равниниу .
16. X2=—aq? (а4-0) 986 комплексно спрегнати успоредни рав-

HUHIL); т

17. Х-0 (двойна равнина).

Доказателств ‘0. Спираме | вниианието си на уравнението Ϊ в

ае пе 7 5 3 τ А К пе ня ае т еи чи чааа

----- а )
шещ 4 9
oS S2 83

B ἄμ ἄμ a5
ЗаВИСИМОСТ OT 3Haum"e на числата —--—, —- --- имаме слу-

пъе п т те e s sl s
чай 1, 2, 3 или 4 Ако ащ =0, в зависимост OT знаците на Sy, 85» 53 ПО-

*л-уа"дв”б*й.е” “сл"уч,ай?гб.нли 6. , ῖΠὴῇῆυΓΠΠΠΠΠῸῺῸ
ие ае е е се τ
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B B ypasuenuero П на предишната Teopema прехвърдяме в дясната
страна на“члена 2a,,Z. Поради аз,--0 получаваме уравнението

χθβ Y2

Tt Ο
Ε Sa

-

а а

В зависимост от знаците на числата — >, - “ получаваме случаи-
Ν 1 2

те 7 или 8.

Уравнението Щ при аЦ„ГО преобразуваме така:
- Н --ος

ΔΞ ; λγε -1.

Е ἄμ
5 Sa

 ́ ᾶμ
В зависимост от знаците на числата -- e T ! umame случаитеЧ 10
- 1 2

и 11, Ако a,, =0, B зависимост OT знаците на < 8) имаме случаите 12и 13

Уравнението Ш”поради а -+-0 е еквивалентно на 3равнението в

точка 14. T

Най-после от уравнението У получаваме случаите 15, 16 и 17..

Уравненията 1—I7 B последната теорема се наричат метрични кано-

яични уравнения на повърхншште от втора степен. НЗИМСНОВЗНИС-

то им се onpale,aBa с това, че смените на КООРДИНЗТНИТВ СИСТСМИ чрез

които се достига до тях, мдгат да се тЪълкуват като метрични преббра-
а N ащ е ς а τ -

зувания B пространството.

” Задача . Една повърхнина от втора степен има спрямо орто-
нормирана координатна система Охуг уравнение

4x2 42924322 +4x2—4yz+6x+4y+82+2=0.

Да се намерят метричното канонично YpaBHEHHE на повърхнината и

последователните координатни трансформации, чрез които се стига ДО-
него.

Решение. Характеристичното уравнение на. повърхнината

4—s .0 2

 ̓ Ό 2—s —2 |=—52+952—185=0
2 —2 3-—s

има корени §;=0, S;=3, s3="6. Координатите Ha собствения (единичен)

вектор €';, съответствуващ на корена §;=0, се определят ΟἹ системата

2А+-у--0,

μττνε:ξθ,

ме 4у -1,
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, П 2 2 K 6 ,
Намираме е” (5, — 5, — 3. Координатите на собствения вектор €'

съответствуващ на корена 85--3, се определят от системата
λ-νεο, -

ш 2у-0,

меиа и -1. -

0 e, 2, т 6 ;ттук намираме е|) .-, —,|. Третият собствен вектор Θ ́ 5 можем да

намерим като векторно произведение на първите два вектора. Нами-

2раме е,з(д, -;,13-, ἓ) Тогава ортогоналната трансформация на коорди-

натната система Охуг B Оху Ζ'

хе еч+ Зу ч2)

y :ζ (—2x'+2y'—2'),

ае (—2x' —y +22).

привежда YPaBHEHHETO на повърхнината в YPABHEHHETO

8ν'2- 6.3--6х 4у +82'+2=0.

Полагаме

X=X+« y=Y+B 2Z=Z4y.

Уравнението на повърхнината приема вида

3(Y2+23Y 432)46(22 4242442)

—6(X+0)+ 4 Y +3)+8(Z+7)+2=0.

2 2
Ако изберем B=—5 γ- τξ, коефициентите на Y, Ζ в последното

1
уравнение стават нули. Ако изберем и a=—z, свободният член е също

нула. Значи транслацията

1 2 2
x’:X—3—, y’:Y—-s—, 2 - Ζ-ζ

на Ox'y'2’ B O'XYZ, xato Ο' има координати (-:13- - -ξ) спрямо

Охуг”, привежда уравнението на повърхнината B

3Y24-622—6X=0.

Следователно повърхнината € елиптичен параболоид с метрично KaHo-
нично уравнение
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Задача 2. Дадена е повърхнината от втора степен с уравнение

4x2+y?4-422—4xy+-8xz2—4yz—12x—12y4+-6=0

спрямо OpTOHOpMHpaHa координатна система Oxyz. Да се намерят

метричното канонично уравнение на повърхнината и последователните

координатни трансформации, чрез които се стига до него,

" Решение. Характеристичното уравнение

4—s - 3 4

—2 1—s —2 =—834952=0

| 4 —2 4—s

има прост KOpeH s,—9 и двукратен корен S,3=0. Координатите на

собствения вектор е”, съответствуващ на корена s;=9, се определят

OT системата

- 8λ---2μ.- 4у --0,

A+4p+v=0,

A2 Hp2v2=1,

2 —1 2
Оттук Hamupame 7L=3~, p=-—g5, v=3]. Аналогично,! като решим сис-

темата

2 —p+2v=0,

A2 Ἔ μ2 +у2 ш 1,

ще получим координатите на собствения вектор e'2, съответствуващ

на коренва 89 3=0 Понеже коренът е ДВУКРЗТСН, имаме по-голяма сво-

бода B избора на &', Вземаме решението ( A=, 1=0, v_——L). Fpe-
(/2 vz

THAT собствен Вектор е g € векторно произведение на първите два
1вектора. Намираме e’y (ἆΙἶ Ξ- 3 Jz) Тогава ортогоналната трансфор-

мация

+ 2 1 1. x=": Χ" . г+ »_Z’

Г 4 а
=—c АИ еееy 3 3х/2 3

2= X —3 Jz У 3J2
Ha Oxyz B Ox'y'2’=0e'e',e'; привежда ypaBHEHHETO на повърхнината

във вида

9x"2—4x'—6y2y --1032/+6-0.

Полагаме

хп:х!/+а, уу :уи, Z’ :zll.
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В полученото уравнение

) 2
анулираме коефициента Ha x”. ToBa е BB3MOXHO, ако изберем РИ

пйИ

Следователно чрез транслация на системата Охуг” до Οὐ χ' γ' χ', ка-
2

то Ο има координати (3** 0, 0) спрямо Οχ'γ' Ζ', уравнението на повърх-

нината приема вида

А пуя 22

~

Транслацията

112

80

xu:xrll’ у!/ :у/!!, 211:2/1[+

Μ Π , Ζ

на координатната система О”х”у”г” до O"'x"'y"z'", като O'” има коор-
} # 2 ” л "динати (0, 0, Ξἐ’ἔ,) спрямо O"x"y"2", привеж да уравнението на ΠΟΒΈΡΧ-

Ω

нината във вида

9χ"5. 69 y/"—10 2 2" -0.

Полагаме
xIII < A”

y"=Y cos p—Zsin ¢,

2" =Y 5щ φ-ΕΖ cos φ.

Последното уравнение на повърхнината CTaBa

9.X2—6\2Y cos φ-- Ζθίη 4)-- 102 (¥ sin -+ Ζ cos φ)-- .
} ! около OCTa Olllx

Ако 3aBBpPTHM координатната cuctema О”"Хх”"у”"г “
5на ъгъл ф--агс tg (3~), получаваме координатна система Ο ΧΎΖ, спря-

MO която уравнението на повърхнината е

9.X2=4/17Y.

606, Забележителни повърхнини от втора степен
<
Аипсоид. Метричното канонично уравнение на елипсоида е

x2 νθ Ν

3a произволна точка M(x, у, г) от елипсоида имаме ἰχίξξα, |y/=b,
2 =c¢. Очевидно елипсоидът е симетрично разположен спрямо начало-

то на координатната система, която се явява единственият му център

(черт. 80). Равнината 2=2, при ἰΖο - пресича елипсоида по елипсата
. κ 2

Ω) R:a@—l—i@:l, #- 2
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като

| 2 L
a’:=a\/1—.% ) b’=b\/1~5°2-

Координатните оси пресичат елипсоида B ToukHTe A,(a, 0, 0),

Ay(—a, 0, 0), By(0, b, 0), By(0, —b, 0), C,(0, 0, с), Cy0, 0, —c), които се

Черт. 80 Черт. 81

наричат върхове на елипсоида. Координатните оси се наричат оса на

елипсоида. :

При a>b>c елипеоидът се нарича триосен, като а е голяма по-

ayoc, b— средна, с --- малка полуос на елипсата.

Ако 4-- , елипсоидът е ротационен (§ 36).

2. Конус. Каноничното уравнение на тази повърхнина е
х2 y2 22

(3) а Th ὦ =0.

Началото Ha координатната система се явява единственият (KpaeH)

център на конуса. Това е и негова особена Touka. Нарича се врех на

конвуса. Оста Oz e негова ос (черт. 81). Всяка права през началото Η

точка от елипсата |

х2 2

k: a—2+2’2=1, z2=2,F0

лежи върху KoHyca (значи е образуваща). !

Равнината 2-2г, Ппресича конуса IO елипса; равнината X=X,

(или y=Y,) ro пресича по хипербола. Може да се докаже, че равни-

ните, успоредни на образуващите на конуса, пресичат последния по

параболи. Значи елипсата, хиперболата и параболата могат да се mo-

,
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лучат като сечения на конуса с равнини. Оттук и наименованието им

конусни сечения (§ 33). |

3. Прост хиперболоид. Каноничното уравнение на тази повърхнина е
x2 у2 22

() 2Ty =1

Повърхнината € CHMETPHYHO разположена COPSIMO началото, което e

единственият (краен) център на повърхнината (черт. 82).

Равнината 2--2, пресича простия хиперболоид ΠῸ елипса, която.

при 2-0 има уравнения

.

Нарича се герлова елипса на хиперболоида.

Равнините X=X, Или у--у, пресичат елипсоида по хиперболи.

За простия хиперболоид важи лемата от § 57. Значи тази повърх-

нина съдържа две системи образуващи (черт. 83).

Лесно се проверява, че асимптотичният конус (62.2) на простия

хиперболоид е тъкмо конусът с уравнение (3).

Точките А(а, 0,0), Ay(—a, 0,0), 8.(0, b, ()), By(0, —b, 0) се наричат

върхове Ha простия хиперболоид. Очевидно те €2 върхове и на гърло-

вата елипса. Осите Ox, Оу се наричат оси на простия хиперболоид.

При а-ф се получава ротационен прост хиперболойд (§ 36).

4, Двоен хиперболоид. Каноничното уравнение на тази повърхни-
на е

(5) Е К

Тя има -единствен център-- началото HA координатната система.:

Равнината y=y, (Wm z=z,) пресича хиперболоида по хипербола

(черт. 84). Равнината .x=x, при ἰχ >a TO пресича по елипса. Точките

Aya, 0,0), Ay(—a, (), О) се наричат върхове на двойния хиперболоид.

Оста Ох се нарича ос на двойния хиперболоид.
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Асимптотичният KOHYC на тази повърхнина е

ΟἹ
ΧΞ2 23

ра Τ =0

При b=c се получава ротационен двоен хиперболойд (§ 36).

5. Елиптичен параболоид. Каноничното уравнение на тази повърх-

нина е

(6) =2

{z

<
4/

" Uepr. 85

Равнината z=2,>0 пресича елиптичния параболоид по елащева, а рав-

нината X=X, (или у-- У) - no парабола (черт. 85). Началото на коор-

динатната система се нарича врох на елиптичния параболоид (6). Оста

Oz се нарича негова oc.

6. Хиперболичен параболоид (седло). Каноничното уравнение на

тази повърхнина е

Χ:

а
e се <

ῳ К I ь“()

Равкината z-=z, я пресича по хипербола. Равнината y =y, (или X=X,)—

по парабола (черт. 86). Тази повърхнина също съдържа прави линии.

По-точно за нея важи лемата от 6 57. Двете системи са

х 1

225, a_f_'I)J}’:si;
X |y“ -- ῶ < -
а +b 282, .

Началото O Ha координатната система се нарича връх или седловид-
на точка на хиперболичния параболоид.
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„ 67. Афанни канонияни уравнения на фигурате

"от втора степен

Като Гсе вземе пред вид, че всяко метрично преобразуване е и
афинно, и се използват метричните канонични уравнения на фигури-

те от втора степен, може да се направи пълна афинна класификация

на фигурите от втора степен и да се изведат съответните афинни ка-

“нонични уравнения. «

«. Теорема 1. Нека спрямо афинна координатна система в рав-
нината е дадена кривата от втора степен с уравнение

() ацх2 + A9 у Заъху+ 215X +2a53Y + 33 =0.
С подходяща смяна на афинната KOOPOUHAMHA система уравнение-

то на кривата може да се приведе към един от следните девет
афианно нееквивалентни типа криви от втора степен:

1. x2+4y2= (елипса);

2. ж+ у --1 (имагинерна елипса);

3. х--у-1 (хипербола)

4, x2—y2=0 (две реални пресекателни прави)

5. ха4.у2-0 (две комплексно спрегнати пресекателни прави);
6. у2--Х (ларабола);

7. у2--1 (две реални успоредни прави)

8 γ3----ὶ (две комплексно спрегнатиаи успоредни прави)

9. у2--0 (Овойна права).

Доказателство. Нека спрямо афинна координатна система е

дадена кривата с уравнение (1). С помощта на подходяща ортогонал-

на трансформация и транслация на координатната система, които са

афинни смени (и могат да се разглеждат като афинни преобразувания),

уравнението на кривата приема един от видовете, посочени в теорема 2
на 5 64. Да приемем, че е получена кривата с уравнение

2 2

Ако положим

(2) X=ax, Y=by,

уравнението HA_ кривата приема вида

2у -1.

Формулите (2) могат да се разглеждат като формули за смяна на

афинната координатна . система, а следователно и като формули на

афинно преобразуване в равнината. Аналогично се разглеждат и жру-

гите случаи. .

:; Уравненията B TeopeMa 1 се наричат афинни канонияни уравне-

ния на кривите от втора степен. Като едно следствие OT тези урав-

нения ще посочим всички центрове на кривите OT различните типове,

Крива от Tun 1, 2 или 3 има 88 център точно една крайна точка;

крива от тип 4 или 5 има за център една крайна точка, която е пре-

сечната . точка на двете прави; крива от тип 6 има 88 център една
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безкрайна точка; крива от тип 7 или 8 има за центрове всички точки

върху една права, а именно правата, която е успоредна на двете пра-

ви и.отстои OT тях на равни разстояния; крива OT тип 9 има за цен-

тър всяка своя точка.

Теорема 2. Нека спрямо афинна координатна система в про-

странството е дадена повърхнината от втора степен с уравнение

(3) ацх2 ау + аза22-+ З(азху +-алахе + аззм2) + З(ацх-ачу+
+0342)+а44:0.

С подходяща смяна на афанната координатна система чуравне-.
нието на NOSBPXHUHAMA може да се приведе към един от следни-

те седемнадесет афинно нееквивалентни типа повьохнини от вто-
ра стелпен:

1 2244242 (елалсойд);

2. ¥ +y2+22=—1 (имагинерен елипсойд);

3. x2+y2—2?=1 (npocm хиперболойд)
4. x*—y?—2?=1 (dsoen xunepbo.oud,
5. x24-y2—22=0 (конус)

6. X2 +32+22=0 (umazunepen конус)

7. χ τ у - (елилтичен параболойд);
8. ху (хиперболичен параболойд),
9, хеу -1 (елилтичен yuaunosp);

10. x?4+-y?=—1 (umazunepen елиптичен цилиндъру
11. x2—y?=1 (хиперболиццен цалиандър)
12. x2—3?=0 (две реални пресекателни равнини);
13. x24+y2=0 (две комплексно спрегнати пресекателни pas-

нини);

14. x2= (параболичен цилиндър);
15. х2- Т (две реални успоредни равнини)
16. x2=—1 (две комплексно спрегнати успоредни равнини);
17. х2-0 (двойна равнина).

Доказателството се провежда, както в предишната теорема. Като

следствие от теорема 2 ще посочим всички центрове на повърхнините

от различните типове. Доказателството е просто и се свежда до ре-

шаване на системата (61.2).

Повърхнина от тип 1, 2, 3 или 4 има за център една крайна

точка; повърхнита от тип 5 или 6 има за център една крайна точка--

върха на конуса; повърхнина от тип 7 или 8 има за център една без-

крайна точка; повърхнина от тип 9, 10 или 11 има за центрове всички
точки върху една ApaBa — оста на цилиндъра; повърхнина OT тип 12 или

13 има за центрове всички точки върху една права — пресечната пра-
ва ка двете равнини; повърхнина OT тип 14.има за центрове точките

на една безкрайна права; повърхнина от тип 15 или 16 има за цен-
трове точките на една paBHMHA — PDaBHHHATA, която е успоредна на

двете равнини и отстои от тях на равни разстояния; повърхнина от

тип 17 има за център всяка своя точка.
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§ 68. Метриячни инварианти на крива от втора степен

Нека спрямо ортонормирана координатна система Oxy B равни-

HaTa € дадено уравнението Ha крива ΟἹ втора степен:

(1) . ау ау - ай + ?Завху- Защ,хЕ 20059t =0

в хомогенни координати х, у, Е и в нехомогенни:

@) ацх2 + аза Y2+ 2019XY + 215X + За Y + аза-0.
Hexa B равнината R, действува една rpyna С ot преобразувания,

като Bcako преобразуване трансформира кривата (1) oT BTOpa степен

в крива от втора степен:

(3) адха ау α, 4За ху + 20, X't +2a,,y't =0.

Една функция

Лаъ й 3y ἄτον ἄγ8ν йзз)

от коефициентите а,, на кривата (1) от втора степен се нарича πηδα-

puarma на кривата относно групата U (G — инваризнита), ако е в

сила равенството

(4) Леъ s, s Qig Qi азз)-- Дауъ gy Qg йъ аг а)

за произволно преобразуване на групата (С, трансформиращо кривата

(1) в кривата (3).

В тази параграф ще се инвтересуваме от инварианти на крива OT

втора степен относно метричната група от преобразувания, т. е. относ-

но преобразуванията |

X=X алу +ay,
(5) ΒΝ Ἱ L

V=0 X g У g,

KaTo матрицата («;) € ортогонална. Разбира ce, всички величини а,
«, са реални числа. Получените инварианти се наричат метриани

инварианти на крива.

За да се намерят метричните инварианти на крива, трябва да се
заместят х и у oT (5) в (2), да се изразят a';; чрез Ay И «ра И след

това да се съставят подходящи изрази, удовлетворяващи (4). Освен

казаното ние ще приложим и известни други съображения, ,

Най-напред написваме (5) в хомогенни координати

Хе и +apy +at,

(6) Уе X +agy - αγ,

От линейната алгебра е известно, че ако заместим X, у, ἐ от.(6) в (1),
ще получим (3), като

) det (a;)=det(a;;) (det ()

Тъй като (a;;) е ортогонална матрица, ΟἹ (7) получаваме
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Topa означава, че величината

9) Л.: =det(a;;)

€ метрична инварианта на кривата (1).

Да положим в (6) 1-#-0. Получените х и у заместваме B (1) и
(3). Получаваме

(10) A'gy=Agg(det ()%

като Agz=ayay—al, € адюнгираното KOJHMYECTBO HA Ω.3 B (а,). Тъй

като (α;)) € ортогонална матрица, получаваме
"

(1 1) АЗЗ = 33

Това означава, че величината |

(12) jg: :a“ α22-“αἷ2

е метричната инварианта на кривата (1).

Най-сетне ще покажем, че величината

(13) Л! =an+ag
„е също метрична инварианта. За целта преобразуването (5) разлагаме
на две преобразувания:

Х--ацх +apy,

а уц ч«у
x=x"+a,

(15) y=y'+a.
Транслацията (15) не променя коефициентите &y, йзо, 4 а също така
и функцията (13). Ако заместим хи у от (14) в (2), получаваме

анважх + %12 УУ+ ‘,122(“2195, Ἔ «а У) ?012(“1135, еа Y ) χ X 299 V')
+ За4(«их + oy V) 2a95(a1 X --«о ') + @53 =0.

Оттук Hammpame
.

ш 2
Q= й1121) + gty -ἰ- За1ов це

υ Ο

Ay = й1104, 4 ἀρραξ, + 20104000,

Karo се B3eme пред вид, че матрицата («;;) € ортогонална, сле два

-/1 :al'l+a22:a11+a22:.ll,

KOETO показва, че Л е инварианта.

В сила е следната

Лема, а) Величината

(16) Л: =91 0184102 g

 ̓ @13 3а 8 Agsl

(Л-4ц-- 4)

е инварианта относно ортогоналното преобразуване (14).
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6) Ако кривата (2) може да се преобразува в Kpusa от вида

(17) ‘@) X" 2α,, χ' +a,=0

с помощта на преобразуването (14), mo (16) е mempuuna unsapuan-
та на кривата.

Доказателство на а). Да разгледаме кривата

18) ацж + 99 Y2+ 20136y + 219X + 2053y + 33— N X2+ y2) =0,
KaTo А e произволно реално число. Посредством (14) тя преминава в
кривата

(19) α χ τ ὰ у? - 2 α ς χ y’TQalsx:j;Qa%y а Mx?+y?) =0,

Знаем Bede, че гдетерминантата на (18) e инварианта OTHOCHC ‘14).
Следователно

!*а„нЖ„ a2 ἄ | ‘. ар-А ἂρ 83 '
ῶ ἄρ-τλ ᾶ -- 4y а а ι

Ν 
.
 

3

}‘131 a3y азз 7*. | а, 4y а --А |
Като сравним коефициентите- пред А“в двете страни, получаваме

желаното равенство

А
Доказателство на 6). Нека ортогоналното преобразуване (14)

преобразува (2) в (17). Според доказаното” в точката а) имаме

леЛ :\'al:l a1;i+ia2:2 аг:з Щ а1:3!.
а ащ а 9 Q5 Ay

Подлагаме (17) на транслация:

e X =,
. V=y"+a,.

Ot (17) получаваме

@ (" P+ 20 (X" o)+ a =

=0, X"+ З(ар ааал) ааал + 20,2 =0.
3a получената KpuBa пресмятаме

itк 
НИ “

Ле Ay Qg 0 ‘1231:
Az 934 24 gy

| , ͵  ́ ͵ .

садетав а α -+Заа ал

а ааа ’_

ΕΝ 
1

= а,(апа +За,а + ας.)---
р и НЕ ЕА ЗИВ

(адо? +арт ааа) - α ς az=J,
Следователно

«

L=, =T, ͵

с което доказателството на 6) е завършено.
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Получените резултати ще обединим в следната

Теорема 1. Величините Л, Л, /) са метрицни ингарианти на

произволна крива от втора степен. Ако кривата (2) може да се

преобразува с помощта на ортогоналната трансформация (14) в

крива от вида (17), тя притежава u /) като метрична UHBAPUAHMA.

Да се върнем към характеристичното уравнение на кривата (2):

ац--А afy ὶ -0
212 аза- А 7

Оттукаполучаваме

. М-(ап+ а А a8y —a2,=0.
Като вземем пред вид предишните означения, то приема вида

За характеристичните корени имаме

(235 ме ες

Сдледствие. Характеристичните корени са метрични инварианти

на кривата.

Накрая ще докажем следната

Теорема 2. В следващата таблица са дадени необходаима и

достатъчни условия за всеки един от деветте метрични класа

криви от втора степен:

1. Eaunca: J,>0, Л/.< 0.

2. Имагинерна eaunca: J,>0, Л/,>0.

3. Хипербола: /.<0, J330.

4. Парабола: /.-0 J,=£0,

5. Две пресекателни npasu: /,<0д, /Л.-0.

6. Две комплексно спрегнати прави: J,>0, Jy=0.

7. Две успоредни прави: /Л.-0, /;-0, /,<0.

8. Две комплексно спрегнати успоредни npasu: Jy=0, /.-0,

J >0

9. Две съвпадащаи прави Jy=0, J;=0, J,=0.
Доказателство, Необходимостта проверяваме, като използ-

ваме каноничните уравнения на съответните криви. Например нека

кривата е елипсата

.

Имаме

1 1

аРк С i а
1

]2:712122->0” .]1:

Да разгледаме случая на две успоредни прави:

х-.а2-0.

213



Имаме

.}2:0, ./3:0, f4=—=—a2<0.

Аналогично се проверяват и останалите елучаи.
Достатъчността се проверява чрез допускане на противното.

м После дната теорема има изключително важно значение. Тя показ-
ф ва, че инвариантите Л, /» J, J, на една крива опгеделят напълноL ; : Ч3 3 Ч

ЗА

типа крива.

Пример. Спрямо ортонормираната координатна система е дадена
кривата от втора степен :

2х2--у24- xy+x+4y—3=0,

Да се определи видът й.

Имаме J,=0, ]2:—2~<0. Следователно кривата представлява две
пресекателни прави.
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Праиложение

За да направим учебника по-достъпен, ще приведем някои опре

деления и резултати, които имат връзка с изложения материал, но не

са предмет на обстойно разглеждане. ” !

“ 1. В математиката твърде често се изучават множества, между

елементите на които са дефинирани (или предварително зададени)

определени релации (съотношения). По силата на една релация R в даде-

но множество /И може да се каже кога два елемента а, ὃ от множест.
вото M са (се намират) в релацията Д и кога не. Ако елементите a¢ Δ
БЕМ εὰ в релацията K, ще пишем a(-;b. Hanpumep B множеството”

' )
на реалните числа релация R e PaBeHCTBOTO на две числа.

В математиката от особено значение са така наречените релации

на еквивалентност.

Една релация R в множеството M се нарича релация на екви-

валентност B M, ако са изпълнени следните три условия:

μ Рефлексивност: a=a.
(К)

R,. Симетричност ако a=b, то b=a.
 ̓ (B ()

R,. Транзитивност: ако а-ф, 6-6с, Τὸ а--с.
(#) “ (R)

Една релация на еквивалентност А B множество /И разбива MHO-
жеството M на класове (подмножества) K, K, К. . . по следния

начин: към един клас се причисляват всички елементи от M, които се

намират в релацията А помежду си, Следователно класовете прите-

жават следните свойства:

а) всеки два елемента от един клас са в релацията R

6) всеки два елемента OT различни класове не са в релацията R.

Така добиваме възможността наред с даденото множество A да

разглеждаме едно HOBO множество AM/R, чиито елементи са класовете

K, K,, K5, . . . при релацията Д.

И тъй чаличието Ha една релация на ехвивалент:иост А B ладено
множество M ни дава повод да разглежламе елно ново множество

М/В. Ние избрахме този път при въвеждане на понятпето свободен

вектор.
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2. Нека в множеството V са дефинирани две операции:

а) събиране на елементи от V, по силата на което на всеки два

елемента a.€V, b ¢ V се съпоставя елементът a+b ¢ V;

6) yMHOXEHHE Ha eJeMeHT ΟἹ V с реално число, по силата HA KOe-

TO на всеки елемент & € К и реалното число А се съпоставя елементът

λα в .

Ако съществува определен елемент ОЕ V, така че за произволни

елементи а, b, ¢ от V и произволни реални числа A, ц са изпълнени

равенствата:

Vi (а+65)+е-а+(6+с),

Vs а+0-а,

Vi a+(—a)=0 (—a:=—1.0a),

Vi a+b=b+a,

V. 1.а-а,
9”

Ve λία- δ)--λα- λῦ,

Vo ( Ἐ Ἐμ)α - λαόμα,

Ve λ(μα)εείλμ)α,

40 множеството К се нарича векторно пространство над полето
на реалнаите числа.

Елементите на V се наричат вектори.

Казваме, че векторът p е линейна комбинация на векторите ац,

@y, . . ., а ако съществува представянето

p:>\la]+)&2a2+ . “}";\kak,

където Ay λρ,. . ., Ay са подходящи реални числа.

Векторите а), ay, . . ., @, се наричат ланейно зависима, ако съ-

ществуват реални числа Ay, Аз, . . .,Ау, поне едно от които е различно от

нула, такива, че е в сила равенството „

7\10,1-}—3\2(12—)- .е . +7»„а,д20.

Векторите , @y . . . ,0, са линейно независими, ако не са линей-

HO зависими. -

Векторното пространство К се нарича л-мерно, ако съществуват

л линейно независими вектора €;, €5, . . .,е, във () но всеки n+1

вектора във -V са линейно зависими. Числото л се нарича размерност

на векторното пространство V.

3. Нека V' е векторно пространство, в което е дефинирана една

трета операция, по силата на която на всеки два вектора a ¢V, ὅε У

се съпоставя реалното число @b. Ако за произволни вектори а, b, с OT

Μ ¥ произволни реални числа A, ц са в сила равенствата

EV,. ab-ba,

EV,. (a-+-byc=ac+be,

EVs (ha)b=2{ab),

EV,. aa=0, като равенство uMame точно когато =0, To V се на-

рича евклидово векторно пространство.

4, Множеството ( ве нарича група, ако B С е дефинирана една

, по силата на която на всеки два елемента а, b ΟἹ ( B по-



сочения ред е съпоставен елементът a-b ¢ G така, че ca в сила свой-

ствата:

αι. За всеки три произволни елемента @, b, с от G e в сила ра-

венството

| (@a+b)+c=a+(b+c).

G,. B G съществува елемент 0, притежаващ CBOHCTBOTO

a+0=a

3a всеки елемент a (.

(U3 За всеки елемент а ¢ С съществува елемент — а ( G такъв, че

е в сила равенството

а+(--а)-0.

Елементът 0 се нарича нулев елемент на групата, а елементът

---α - противоположен елемент на елемента а.

Ако освен това е в сила и свойството

G,. a+b=b+a,

то ( се нарича комутативна или абелова rpyna.

Ако операцията в групата, както по-горе, е записана с ,-+“ rpy-

пата се нарича адитивна. Съществуват групи, при които резултатът

от операцията, приложена за елементите а, b, се означава с ab. Така-

ва група се нарича мултипликативна. В този случай изискванията

за група са:

(Г). 3a всеки три произволни елемента а, b, с от G e Β сила ра-

BEHCTBOTO

(ab)c = a(be).

G,. B G cbuiecTByBa елемент ¢, притежаващ свойството

ae=a

88 всеки елемент a ¢ G.

Gy. 3a всеки елемент а ¢ G съществува елемент Ω Е G такъв,

че е в сила равенството

αα - 6.

Елементът е се нарича единичен елемент на групата, а елементът

а ! се нарича обратен елемент на елемента а.

Рзискването 88 комутативност е

7,. ́. ab=ba.

. 5. Нека V e векторно пространство, B KOETO е дефинирана една

TPCTa операция, по силата на KOATO на всеки два Bextopa ав V, b¢V

се съпоставя вектор aAb Е V. Ако за произволни вектори 4, b, с са B

сила равенствата

AL, алб---6Ла,

ALy, (а+65)Ле-але-+б6Лс,

ALy (албле+(6лала+(сЛало-0,

10 У се варича алгебра на Ли.
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6. B учебника често € използван терминът репер Karo синоним

на координатна система. Това се прави обикновено при разглеждане

на въпроси в теорията на групите от преобразувания. Понятието ре-

пер се дефинира по следния" начин.

Нека С е група от преобразувания, действуваща в множеството

M, и Ε e множество от фигури B M. Ако са изпълнени следните

свойства: .  ̓

Εἰ. 3a всеки две фигури ΟἹ множеството Е съществува точно едно

преобразуване от (U, което преобразува едната фигура в другата;

F,. всяко преобразуване от С преобразува фигура от Е във фи-

rypa също от F, To всяка фигура OT множеството Е се нарича penep

B M относно групата С (или G-penep).

7. Да поясним употребата на някои знаци.

а) Знакът „“ означава принадлежност. Например ако А е точка

и g e права, то A¢g означава, че A лежи на g; ако точката А не лежи

Ha правата g, записваме A€g.

6) Знакът „:--“ означава, че величината OT лявата CTpaHa HA pa-

венството по дефиниция е равна на величината от дясната страна.

Например равенството a%: -а а показва, че скаларният квадрат а2 на

вектора а е равен на скаларното произведение а a.

в) Знакът ( означава обща част на две множества. Например

ако gy, g, са две пресекателни прави, равенството 5--21Пе», показва, че

S е общата им точка.

г) Знакът |J е знак за обединение, присъединяване. Например ако

М е множество и Р е някакъв елемент, то М| ДР) означава, че към

множеството /И се присъединява Р.
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