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Книгата представаява учебник 10 математичееки анелия пе Съгласуваната

между Москипаскин ц Съфийския универсктет «уинна праграми sa първата

година на пбучение на стшуйентаъте по епециалнестате „нетелитика“, „Ме-

ханики" и «„«приложна математика", В ней га аключени теприя на редвлките

чисай, теарии на границите. недрекъснатест на фунации, «иифйеренццална Y

ингисералноа саитане на фуниции на една дременацши ц пехните прилажения,

диференциаано смятине на функции на повече променацши и теорик на не

ненате функции (какта 6 саклийови, така й я NOPRUPANL прастринетва ).

Учейникът съПържа тури нено отйелени нива на издажение: елемен-

тарна, оеснояна й повишена, Елементапнота Wuso сеатастствуви на програ

Π #4 телническите аузове със зааълйочена пзучаване на маоатематика |

асновнати μν η отепваря KA програмата 3 специйлностите „приложна

математиака" и „«физика“ # университеЕетите ; повдшиеното ниво авключад do-

пълнителен материвл, който обикновенци се изучава 8 механо математически

те факултетаи NG упнивереитетите.
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тическция анализ за тяхното разацтие.
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9.8.1, Понятие за несобствен WATCTPas ΟἹ пъран род 367. 9.5,2 Кри-
терий на Кошн за сходимост на песобствени интеграли от първи род.
Деостатъчни услония за сходимост 370. 9.8.3. Абсолютна и условна
сходимост на несабстнените нитеграли 373. 9.8.4. Смяча на промен.
ливите под янака ня несеабствен RHTErpad я формула за иитегрира-
пе no части 375 9.8.5. Несобствени иптеграли ot втори poa 377.

29, Главна стойпост на Ε ΌΤΗΘΗ интеграл

2.40, Интеград na Стватес

9.10.1. Дефиниция на интеграл па Стялач нН условия за пеговнота
cumectsypatic 382. 9.10.2. Свойства ня нинтеграла ка Стилтес 3480,

10. Геометрични приложения на опреде-
ления интеграл

Ὶ. Дължина На 2460 НЯ Ἀρ ὄΌ .

10,11, Понятие за проста хрива 389; 10.1.2 Понитине 33 параметри-
зуема криняа. 390.10.1.3. Дължина на дъта ва кпипа. Понятие 33 pextit
фицирусма крния 392 10,14. Критерии за ректъфицирусмост па

крипа. Пресмитане дължината ня дъта Π крина 3895 10.1.5.
Диферешиал на дъга 400.

19,2. Дице na правинина фигура -

10.2.}. Попятне за кантур на мкножества Н раййниина фигура 402
10.2.2. Дице иа равинаня фигура 408. 10.23. Ляце ὰ кринолинееи
триавей и кривелинени секзав 410, “

10.3. (збем 1o 1830 й Прастранн игщ < чецц

10.3.1. Обем на тяло 415, 10.3.2. Някон класове измерими тела 416

Допълцение към глява 10 ΠΡΗΜῈ 32 ноизмсрима фигура.

огракичена OT шеректифи пируемя KpHRY — <

П. Приближени методи за пресмятане
корените на уравнения и определени

интеграли

O

11.1, Приближени методи за пресмятане корените на уравнения

11.0.1. Метод на „вмлката“ (метод ня разполонявавето) 425 11.1.2. Me-
тоД на итерацияте 426.11.1.3. Методи на хордете и добиратслните 429.

-

358

:
414 !

|419

:

1

11.2, Приближени методи за пресмятане на определени нятсграли-ц. __ Ε 484 i |
11,2,1. Уводни бележки 434. 11.22, Метод на правоъгълниците 437,
11.2.3. Метод на трапеците 438. 11.24. Метод на параболите 441,
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12. Метрични, топологични, нормирани

пространства

12.1. Метрични пространетви щ M5

12,1.1. Опрелелелие Τ метвично прострянстно 435: 12.1.2, Откорени
1 затворени мпожества 448, 12,1.3. Декаптоне ирюзизиедение ка метри-
чий пространства 450. 12.1.4. Нансякъде гъсти 41 осъвършени сзине-
weeroa 451. 121.5; Сходимост. Непрекъскнятн изображения 453,

12.1.6. Компактишет 455, 12.1.7. Бичие ня npucrpancrse 457,

122 Снойстиа ка метричните ΠΙΟΟΥΡΗΝΌΤΗΒ......... . ὲὦὦὦὉὦὕὕ..ςς--.--ς- 460

12.3. Топологияни престрянстна Отнорени 1l заткорени множегтая

12.3.1. Опредеденте ня попологичноа простринетва 467. 12.3.2, Or.
норени н затпорени множестка 469,

12.4. Снойства па Toneaornuskie NpPoCTpanCTifem— . . 41

12.4.1, Аксиоми за отделимост 471, 12.4,2, Hopmanuw п напълно pe-
гулярнн (тихонавски) пространетия, Лома на Урисон 432 1244.

Регудярии прострацствя г uabpony базис Теоремя на Тихонов 478.

124.4, Компиктин п пормални простринетва 47Ά.

12.5. Яниейпи мормиради проетриистиа . аинейни оперятари : -- 975

12.5.1. Определение ча линейно пижтранетна 4758. 12.5.2, Нормирини
врастранствя . Блнахойн иространстниая 478, 12563, Оперятори ἡ л
нейчи чормиране ετ 478, 12,50, Пространетие ия aneparg.
рите 480. 12,5,5. Нарма wa оператор 480.12.5.6. Понатие an хилбере

Тоно npoctTpancTio 482,

13. Функции на няколко променливи
13.1 Панатие за функная 13 # промайан ие e~ 486

1211. MMoparuy а темерно коврдинатас o оемерна CORANAD L6 премее

пацетво 488, 1402, Мпожестас oF Течки 11 ππὸ τ евклидДойи пу
странство 487, 13.13, Панягие за функция па т . 491.

13.2. Граниия πῇ функция на m ppovenmpne——— 463

13.2.1. Родиця ΟἹ тачки в npacrpanctoote ΕΝ 463, 13.2.2. Снайество
на оегранччените редици o1 тачкниа Е”“ 408, 13.2.3. Граваца на функ-
ΠΗΗ͂ 18 т Π Β} 497. 1524, μ ε! малки фурЕнии н2

т opomennine 499. 13.25. Миогократна грашща 498.

13.3. Непрекъс натост на функция па т променливи

13.3.1. Понятас ча непрекъскпатаст ни функция па ΠῈ променлири 501
13.32. HenpertcuaroeT на фуйкция на т променливи па една ΟἹ
променликите 503. 13.3.3. Основни сескойстав на непрекъснатите
фунхции ни някалко промешлини 505. "

13.4. Пранзводни и диферпенцдяали на функция на няколко променливи- 509.
13.4.1. Частни пракзнодни па функпии ня няколка променливи 509,
13.4.2. Диференцирусмост на функиия ня няколко променливи 510,
13.4.3, Геометричеп смисъл па условисто яяДиференинруемост на фупк-

ция па дне промеплияни 513. 13.4.4. Достатъчни условия за дифереп-
пяруемост 515. 13.4.5. Диферешенал на функпия на HAKOAKO. про-
мендиви 516, 13.4.6. Диференииране на "сложкна функшия 517,

301
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13.5. Часткин производни Η диференциали 0T по-висок рез--

33,6, Локалеп екстремум на фупкоия на т променливн..-.-

СЪДЪРЖАНИЕ

13.4.7. Инвяриантност на формата на първия диференциал 520.
13.4.8. Производна па посока. Граднент 529

13.5.1, Частни произнодни от Go-BRCOK ред 525, 13.5.2 Диференциали
Τ по-висок ред 531, 13.5,3, Формула Ἠὰ Тейлор с остатъчен член
въя форма на Jlarpank Ἡ в интегралва форма 536. 13.5.4. Qopuyna
на Тейлор с астатъчен члеп вън Форма па Пезно 539.

13.6.1. Понитке за екстремум па функция на т променливи. Необходи-

MR уславия 34 екстремум 14.5.2. Достятъчни услония за локаден

скстремум на функциня на т променливи 545. 13.6.3. Сдучай на
функциия на две Π ΜΗ Π 552,

13,7. Диференциална смятане н динейки пармирани пространства- . .

13.7.1, Пенятне за диферениируемост. Силия и слаба диферениягуемаст
Β линейни пормирани прюстранства 555. 13.7.2. Фпрнулр;нд !!amm
за крайните пораствания 558. 13.7.3. Впълка между слаба н силна
диреленцируемост 561. 13.7.4, Диферелцирусмост пна функинонали
562. 13.7,5. llponspogun or нтори ред 563

13.8. Изеследване на екстремуми на GYHRUHONZTH я нармирани простран.

14.

-IB*S.L Необходимо ycaosue aa екстремум 564

Неявни функции
14.1, Същестнуване н диференанруемосе на неявно зададена фуцкция--.

142,

14.3. Зависимост па функция

14.4. Условен ехстремум

14.1.1. Тсаремя ча гъщестнумаце и диференирусмост на нейриа фун-
жпия 569. 14.1.2, Пресмятане на частинте проназвадни на фуакиия,

алдадена пеняна 574. 14.13. Особени точки μ повърхинна и pam
нинна Kpuna 576.

Неявии фупкцин, определени OF система функиинопалин уразнения
14.21, Теорема 33 решимост на система функиионалдн ypanwhng 578,
14.2.2, Прегмятаце па частпите пронзводияна функани, DeRBHO опредс
лепи посредестном ΚΉΓΤΟΜΒ фунициополин yDARHeNAA 584. 1425
Bsausno еднолцачле нзображение на ABC множества ΟΥ M-MepHOIO
пространства 584. .

s,

14.3.1. Понятиге за зависнмост μ бункини. Достатъчно услойне 3а
независимост 586, 14.3,2. Функциапални мзтрици н ταχμστὸ при-
Aowedve 553.

-

14.4.1. Панятине за условен екстремтум 582 14.4.2. Метод 8 неопре-
делените множители ня Лагранж . 14.4.3. Дастятъчни условия
597. 14.4.4. Kpanuua на разнииняа крива. Еволюта и еволвента 599.
14.4.5. Смяка на промендивете 603.

Азбучен yxanates

525

3

4

5

-
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Предговор

към второто издание

Второто издание на цчебника не се различева много от първото

издание. Съкратени са няколко параграфа, главно от третото
павнище. Усъвършенствувана са някоц доказателства и са направени

редица редаекционни изменения. Отстранени са печатните грешки
забелизани ¢ пълвото издание.

8 тоип издание са рационализирани заначенията и е изпол-
Зван знакът (| 8ὲ край на доказателствота,

ЛВТОРИТЕ



Предговор

към първото издание

Днешният прагрес в математиката да голяма степен € свързан с

развитиета на електранната изчисдителна техника. Mamesamu-

ческите Memodu за изследване проникват във всички аобласти на
чоаецаката дейност. Всичко тива пойишави интереса към καπιδ-

матиката от страна на дригите нашки, изпалзващи в различна

степецн математическите знания, и Nocmapd нови Задачи πρεὸ

самита математика.

Във връзка с тава възникваа необходимостта да се напише

учебник по математически анализ, в който са взети пред вид тези

закопомернасти.

Обстаоятелстаото, че пешавчането NG математическите задачи

ге реализира чре паатоматични сметачни мащшини (АСМ) с по-

мощта на илгорит MU, постаая павишени изисквания за точност @

алгоритмичнати ниво ни издожение на матемитическите ducyun-

лини. Разбира се, едно такава изложение трябал da се оснавава

върху класическите концепции на математиката, без да ги Замъг-

лява. Тези общи принципи заедно със Задачатиа 34 точно, яено и

достъпно изложение са Ззалижени в предлаганата на читателя

книга. TR е написана в съответставие със съгласиваната между

Москоавеския и Софийския цуниверситет програма за преподаване

на математически анализ първа част.

В предлагания учебник € отделено голямо внижание на въпровите

за оптимизиране, които играят важна роля в математиката ц

нейните приложения. По-специална в него за първи път в webnama

литератирда от този род е изложен в завършен вид алгоритъм 32

намиране какта на вътрешен, така и на контурен екстремум на

функция. В щчебника е отделено Значително място за цизучаване на

въпроса 30 изходната информация, която е достъпна при решава-

нето на дадеча задача. Така например за намиране екстремума на
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функция ни една променлива авторите прейлагат алгоритъм,

основан само на инфармацията за стойностаите на фуинкцията 8

точките от дефцкаиционната й област, Предлаглният ийлгаритъм
не използува стойностите на производната на функцията в дефри-

ницианната й област ц ¢ приложим 30 намиране на екстремим на

недиференцирцеми функции. Тази постаноака € тицична при реша-

ване на злдачи за оптимлизиране на произапдствени процеси.

При избора на метода на изложение автирите са се ръководили

от тови, че подбаораът KU алгоритъма за решщацане на дайена задача

Зависи от информацията, комти: Μοῦκ да бъде изпсолзвана при

поставянета на тази задача., Така например при въвеждането на

понятисто пп рейслен интеграл на Риман asmopume тръгват om

концепция, оснааиваища се на използване естойнестите μ финк-

цията с точки от сегмента, Тази кинцепция е очевидна за пледпо-

читане # сравиение с аъвнеждането на оп ределен интеграл на Раиман

с помощтаи на прижитивна финКкция, тъй като тя отговаря ни

идеите на численкцте методи за преесмятане ни спределени интег-

рали чрез изподаване на АСМ.

В заклюмение искам 0a изказка увереност, че предлаганата книга

ще способстауда за повищаване на математическата култура на

читатела с различни изисквания към обема на мителатическите

знания.

АКАД, Δ. Н. ТИХОНОВ
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Увод

Тази книга е учебиик по математически анализ, написана по съ-

гласуваната между Mockorckns и Ссфийския упиверситет CAHHHE

протрама 2а нъргата торнна na сбучение. Тя папълно обхваща

матернала за пърната тодина на обучение, прелвиден в програмата

38 студенли от упинерсентетиле ив СССР и НРЕ no спсциалностите

„математнка“ „механика“ и „прилсжна математика“.

Особенсет на киигата ¢, че тя съдържа три ясно отделими

елно от друго HHBU на излсжении: елсментарно, OCHOPHO н по-

„вишено, като 33 разбирането на материала от елементарното HHRBO

не се изисква Да сс чете материалът от CCHOLNOTO и повишеното

HHEO, а 30 разбиране на матс|иала ст CCHG) HOTO HHEO не се из-

MICKPA ὴ се чете мате|налът OT ΠΟΡΉΜΙΘΗΟΤΟ ницо.

Елементарноло ниРо стгета|я ка прегремите 30 техпическите

"ВУЗ-оне в СССР ¢ гопишкено изучансце На мате матьючески анализ;

основното ΠΗΠῸ на изложение етгсгаря ва програмиТе за специал-

ностите „прилсжна математник“ и „физика“ B3 упивегрситетите в

СССР и България; матерналът от погишенола HIEO допълва ма-

териала OT сепоЕНноло нига с разлели, ксито (CHBHORCHO се изу-

чават в мсхана-математическите факултсти на унинверситетите, >

Текстът, стделен в книгата с две вертккални черти, се от-

нася към повишеното ниво на излсжецие; текстът, отделен с една

вертикална черта — към OCHOFHOTO йига, а сстаналият текст с

съдържанисто на елементагното янго на излсжение. Ν

KHHFflTa съдържа угслна глага, 0 KOHI0 се илкюстрира Bb3-
HHKBAHETO на сеновните гсвнлтия с матемаличессккя гнализ с цел

да ссе улесин възприемането на слелдтРащия матегиал.

В нея с отразена нагссналата |сля на чиелсните методи и

9 Математически зиглиз. Г ч.
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са поместени редица примери за приложение на апарата на ма-
тематическия апализ при пресмятане стой

функции, интеграли, корени Ha Уравнения н
тремални точки.

Днес в СССР н у нас има много учебници по математически
анализ, сред конто особено сполучливи MU наше мненне са учеб-
ἩΜΠΉΤΕ, написани от Л. Д, Kvapssues и С. M. Николски в СССР
и ΟἹ ἢ. Тагамлицки в НР Българня. ABTOpHTe на тази книга не-
съмнено са изпитали влияписто на тези прекрасни Учебиици, При
HANHCBANCTD ΗῈ текста те са използвалἪ Η HAKUH материали от
книгата на Β, А. Илин и Ε. Г. Позияк „Осизвииниз математически яанализ“, а също така опита OT преподавансто в упиверснтетите.Авторите изказват дълбока благодарност ца главния редак-тор на тази кинга акад. A. Н. Тихонов за многобройните ценнисъпети И забележки,

С особена благодарност те отбелязват труда на Β. M. Говоровн Г. Христов, който далеч надхвърлн рамките! на обикновеноторедактиране.

Авторите са благодарни същ за цениите бе лежки на Л. Д.Кудряшщев, H. И. Ляшко, Β. Л. Макарова, Д. Дойчниов и Т. Боянов.
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1, Увод

в математическия анализ

Ще започнем пашето изложение с изясияване ΠῈ кръга ὍΤ по-

нятия 1 проблеми, KONTO предетон да срещием ΠΡῊ изучаването

13 математическия апализ. При това веднага трябва да се уго-

ворим, че дадените п тази уводна глава формулировки често имат

предварителен характер и изискват допълннително уточияване.

1. Да разгледаме пай-простия вид движение -- Движението

πὰ матернална точка MO права лийия, и AR HIACHHM какви MaTe-

матически понятия възникват при опиясването HA такова движение.

Да предположим, че матерналната тачка се Ддвижи по оста

Oy, ахе времето, отчитано от даден начален момент. За харак-
теризиране на това движение трябва да се знае правилото, по-

средством което на всски момент OT време х се съпоставя Koop-

дицата у на движещаета се тонка, Такова правнло се нарнича за.

KOH на движение.

Като се абстрахираме 0T физическия смисъл на променливите

х Iy, изваме до понятнето функция, което е вече известно от

курса по математика в средните учялища. Тава е една от nafi-
важиинте поянятия в цялата математика.,

Ако по някакаво правила на всяка стойност на една прамен-
лива х се съпоставя опредедена стойност f(x) на друга промен-

лива у, казваме, че променливата у е функция на промендивата Χ,

и пишем у-у(х) или y=[f(x).

При това променливата х се нарича аргумент или незавца-

CRAQ променлава, а променливата у -- функция или зависцма
про.мженлива.

Бикавата | а записа у = | (х) често се нарича характеристика
на разглежданата функция, а стойността f(x), отговаряща на
дадена фиксирана стойност на X, се нарича ячастна стойност

или npocmo стойност на функццята в тоячката «.
Ще отбележим веднага, че дадената формулировка на поня-

тяето функция се нуждае OT уточняване, тъй като в нея нищо

не се казва за тоза, от какво множество се D3eMaT стойностите

на независимата променлива X,
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Мнажеството, om което се esemam cmodnocmume на независи-
мата променлива х, се нарича обикновено degbunuguonna област
на функцията. Задлаването на дефининионните области на функ-
UHHTC изискка разпиването на теорията на числовите множсства и

общата теория на множествата.“

За означаване на аргумента, функиинята и нейната характе-
ристика могат 18 се използват различни букви. Така например

записът « = (/) означава, че променливата « е функция на аргу-
мента [, при това характеристиката на тази функция е озна-
чена € φ.

2. Често се налага да се разглежда такава Ффуйкция у = f(x),
аргумситът X на която е също функишия х - () на друга npo-
менлива Е. В такъв случай се казва, че променливата уе слож-
на функцая на аргумента f, а променливата х се нарича меж-
динен аргумент. Такава сложна функция сс нарича още супер-
позицая на функцнините / и ф н се озиачава с у = #( (4)).

Ще разгледаме ΛΗ прост пример, илюстриращ използване-
TO на понятисто сложиа Ффункция. Нека матспиалната точка M
се върти равиомерно πὸ окръжност с ралнус R с постоянна

ъглова скорост ш, Ще намерим закона ка лвижението на проеск-
цията М” на точката ΔἹ върху оста Oy, минаваща през центъра
О па окръжността н лежаща в исйната рагеинна (фиг. 1.1). Естест-
вено е да предполагаме, че в началния момент ἐ - Θ движещата се
точка M се памира в точката Ма. ксято е пресечна точка на
окръжнастта с иста Оу. Да означим « у коорлинатата на проек-
цията M’ на тачката M върху оста Oy, а с х-- ъгъла MOM, ua
който се завърта точката M за време /. Очевидно уж Д со5 х, x=wf
н ще получим, че координатата у на проекщнята M’ е сложиа
функция на времето £ ΟἹ нида Y= Йсо5х, където X = wl. Тази
слажина функцин може да се запише във твида у = Recswl. Ще
отоележим, че движението MO закана у « Я сезшю й е прието Ла се
нарича в механиката хармонично трептене.

3. Важна характеристика на ARHKEHHETO па матернална точка
€ нейпата скорост във всски момент от BPEMETC г (моментна CKO-
рост), Ако материална точка се двежи по сста Оу ге заксна
Уе Ц(х), то като фиксираме произволен момент от Ерсме X й нзе-
мем някакво HapacTBalic на вгемето Ax, межем Ла твърлим, че α

[ N

“ B зависимост от харяктера на Дефиниционната област на функпията и
OT Множестното на стойнастите й в различните паздели на аналияа ФункциитТе

се паричат още пзображекия, оператари, функциокала и v, υ Елко изоб-
раженис се парича взай.мно еднозначно или 1-значна, ека при него всяко у

съответстнува camO на едпа X. При нзкимно еднознатните изображения съшест
вува обратна изображение, съпостаняно на зсяко у обределена к |#MESHO
тона, коета съотретсТвува на дадепота у при изходното изображение),

а РР



MOMEHTA х движещата сс точка HMa коорднината /(х), а в момента
х4+Ах — координата /(х Ἐ Ах).

По такъв начин чиелота = Нх + Ax) — (х) представлява
пътят, изминат OT движещата се точка 38 ниитервала време от

хдо х Ах.
Оттук следва, че HACTHOTO

(.1) Δ» ЕА) - / ()
) ὰ κ ; Ax ¥

наричано диференчно частно, представлява средна скорост на

движещата се точка 32 нитервала време ΟΥ X до X Ἔ Ах,
Можментна скорост (или просто скорост) на движещата

се точка се нарцича границата, към която KAONU средната ско-

рост (1.1), когато интервалът от време Ах клони към нула.

Ака се използва симполът за грацица, моментната скорост
Ф(х) в момента х се записва така:

(1.2) ?(x) = lim 4 - lim r(x+a:)x— e

Физическоато понятие за MOMEHTHA CKOPOCT води до OCHOBHOTO
математическа понятне произподна. Като се абстрахираме от меха-
ничния смисъл на разглеждината по-горе функциия f, ще наречем

производна на працзволна функция | в εἕὃεπα фиксирана точка х
границата в дясната страна на (1.2) (разбира ce, при иславие, че
тази граница съществива).

За азиачаване на пронзводната Π функцията / в точката х
се използва символът / (+х):

" (χὺ = 11 δ = [(ἃ - Δ χ -- Ε(χ)
Р) < ς = Ш е

Операцията намиране на производна се нарича диференциране
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Горните разглеждания показват, че при лефиниране на произ-
водна на функция основна роля играе MCHATHETO границша на функ-

ция.

Пгрелварителна представа 33 понятнето граница на функция
(а и 38 понятието пронзводна) се дава В курса по матсматика B
средното училище.

Строгото и последователно изучаване на понятнето Граница е
възможно само на основата на CTPOTO изградена теория на реал-

ните числа. Така например без строго изградсна теория на реал-
ните числа е невъзможно да се установи съществуването на след-

ните две важни гпаници ;

lim ещ н Ш (1 +-t)”’“, '

0 З gy
e ey ς

KOHTO възникнат, KAKTO ще видим по-нататък, при пресмятане

производните на функаните у «« 511 Х и у = (0р.х.
Горпите разглеждания показват, че въпгросът за съществуване

и пресмятане на пронзводни водн 10 необходимостта от изграж-

дане на строга теория на геалнките числа и на тази основа —

теория па границите.

4. Ще пристъпим към намнрането на произволните на две
конкретни елементарни функциин у - sin х Ἡ у = log, х и ще наяс-
ним какви математически ΠΡΟΟΠΌΜΗ възникват при това.

Най-напред ще намерим пронзволната на функцнята у + sinx
I пронзнолна фикснрана точка х. За тази функция дифереячнотоа
частна (1.1) има пида

Ay sin (x44x) —siny _ sin(3x/2)
КЕ M =iy - 265 (х+А х/2).

Така пронзгодната Π8 функцията у =sinx в тсчката X е Гавна
по определение пна границата |

i
(1.3) З cosix+ Δ «

(при условие, че тя съществупа).
Може да се очаква, че

(1.4) lim cos(x + Ax/2) = со5 х.
4τ-

Ще отбележим обаче, че не за всяка фунгсия [ е изгълнено
рапенетното

(1.5) limf(x + Ax/2) « #(х).
Axr—l

Функцичта [, 30 която e изпълнено poeezcmeomo (1.5), се на-
рича непрекъсната (B точката х) Понятнета иепгекъснатост Ha Ε ДПТИ
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основно изучесно в този курс по математически анализ. В частност

ще бъде доказано, че фуРкцията у еа со5х е непрекъсната във
всяка точка X, T. е. във нсяка точка X e Изпълнено павенството

За пресмятането на границата (1.3) Не е доестатъчно да се да-

каже само цверността па (1.4). Необходима е още да се пресметне

!

|

I Ъ функаня е едно OT най-важните математически понятия и ще бъле

| н граняцата

> . 5 (A χ ) sin ¢ "

По-нататък ще докажем, че гравицата (1.6), наричана първга
забележителна граница, същсесствува и е раевна на единица.

, Само след като YCTIHOBEM непрекъспатестта на функцията
y=cosx (v. ¢, рапенство (1.4)) и поссмстнем първата забележи-

Teana граница (1.6), можем да твърлим, че грапицата (1.3) същест-

вува и е papHa 111 со5л иличе прокзнодната на фупкициията Y= SN х

съществуина н Ο ряавиа на со5 X.

| Ще минем сега към npecMsTane Π nronzpoanati на k-
пията у = log, x, считайки, че 0< - 1 ката ще фнкенраме произ-
волна тоачка х > 0. За тази фупкция длифеуесвчното частно (1.1) е|

! Ay log, (¥ Ἔ ἃ Х) — log, x
чааа чне - e Ὴ Ὶ в s

е. e

(Ax -0 и се избира така, че х + Ax >0). Произиолната πὰ функ-

ΠΉΠΤΗΙ у = log, х във псяка точка х >0 е равна по определение на

грапнцата

‘ (1.7) lim 'ORaff А) - log Xst e+ o κα и Π Ν

Ду μ ἀκ

(при услсвие, че тази Гракнца съществуга). Да преобразупаме
дробта (1.7) чрез слединте онерации: 1) заменяме гразликата от

логаритми с логаритъм на частно ; 2) умножаваме и разделяме на
сдна и съща величнна х > 0); 3) внасяме множителя, стоящ пред

логтаритъма, под знака на лагаритъма, с което той става степе-

| ΠΕῚῚ показател, В резултат за грапйицата (1.7) получаваме

. 1 Δ. 1 х Ax

j αἱν ὐὦ ἰ -Η
Ϊ — ΤἹ 1 A_i ка < 1 Η1 31_1510{ Iagn(l+ x) } 113}{ log, (1 + ἢ! }

(t ш fi):f.l‘ - D).

Да разглеламе стделно границата на израза (10 upy #-0:

(1.9) - Lim [(1 + £,
Η
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Тази граншпа се HapHua 6mopa забележителна граница.
В този курс ще бъде доказано, че тази граница съществува и че
тя е равна на ирационалното число €, KOETO с точност до петн

десетия знак след десстичната запетая е e

e = 2,718281828459045 . ..

Освен това ще бъде доказана непрекъснатостта HA функцията
y = ΊΟ Χ във всяка точка х >0 й по-специално в точката х - e,
Ho тогава от съществувацето на граница (1.9), равна на e, следва,
че

i 111 = |I_!gflng,[(i-l-t)‘] log e

Последноти равенство н равенетвото (1.8) ни позвъляват да
твърдим, че границата на (1,7) е

т 105 Е + Ая) - ак - log,e.
Ди Ах «

След като бъде пресметната втората забележителна грзаница и
установена непрекъснатостта на функинията ¥ = log, X в точката
&, 1е можем да твърдим, че догаритмичната функция има произ-
водна и

(log, x) = -ξ- log, e при 0<а =1, x>0.

5. B математиката ocrew pasraelaunte две функцини y=sinx н
y=log, х се изучават още и слелните функции: Ρ =COS X, y=tgx,
y=clgx, у = хя (а«-- реално чиедо), y=a*(0<a i-1), ywmarcsinz, у
=arc cosx, ужатс 1я х, у =arc clg х. Тези функции е прието да
се наричат Осноаниа слементарни функцииа.

Забележителино €, че при пресмятането ΜῈ произнодните на
основните елементарни функцин не възникнат никакви ΠΡΥΓΗ
TPYAHOCTH оспен тези, които срещнахме при пресмятането на пронз-

водните на функцните у - 5ШХ И y=log,x. За пресмятане ца
производните па основните елементарни Ффункцни са необходими

само аритметичните свойстна на операцията граничен преход, ApeTe
забележителни ΓΡΗΠΗΠΗ н неплпекъснатостта ὰ всяка от тези
функции.

Таблицата на производните на всички основни слементарчи
фуккции с следвата:

1% (λυ Y=ax ' (x>0, a— резлно чиела).

2. (log, х) = — log, & (0<a=1, x> 0),

при п = e ἩΜΙΜ: (log, х) = ἑ .



39. (а”)/--а“ log, a (0<al),

при a=e имаме (е“) =e*.

40, (sin х) mcos χ

99, (ccsx) =—sin χ.

6% (tgxy=1fcos?x (¥ /2 + пи, където A0, +1, +2, .. .).
7Ч, (ctgx) = -- 1/sin’x (x 4 ππ, където л Ξο, =, +3,.. .)

80 (arc sinx) = ,{{-:ι3 ([χ| «1}.
99, (агс cosx) ---- } [1-:- χὮ (|x|<1).

10° (arctgx) = 1/(1+x9).

119 (arcctg х)” =—1/(1 +x%).

-

Обосновка πἃ ropuara таблица e еднаот задачите на тази част
OT математнческия анализ, която се пнарича диференциално смя-
тане.

Традиционната задача на класическото диференциално смя-
тане € пресмятането ка производната на всяка функция [, която
се получава от изброените по-горе основни елементарни функцин
чрез краен брой суперпазицин и краен брой аритметични действия
(събиране, умножение, изваждане я делеине). Такава функция /е
прието Да се нарича елементарна функция.

И така eaemenmapua фуккция се нарича тлкава финкция,
която ¢ получена 0т осноднаите елементарни функции чрез краен
брой суперпаозиции и четирите аритметични действия.

Пример за елементарна функция е« функиията

[ (x) — 5Hore te Цж+уае+2

За пресмятане NPOHIBOJIHATA на произволна елементарна функ-
ция са необходими освец таблицата за прюонзводните на основ-
нитс елементарци фунхции още правилата: 1) правило за ди-
ференциране на сложна фупкция; ?2) правила за диференциране на
сума, разлкка, произнедение и частно ua функции,

Пуавилото за диференциране на cavmna функция у-- Диу
където u==g(X), има следпия вид: ако функцията ἡ τε φ (χ) uma
произаодна в длдена тодка хь а функцията у = ἐ{ има произ-
водна в съотвгтната точка цъ Ξε Ф (Χο), MO сложната финкция
У (+(х)) има производна в точката X, и тазц производна y e

(1.10) Y'=F (7 (o). φ' (%),

т. е. € равнц на произагдението на производната на финкциятаУе Ди) в moukams ца τ 0 (х) и производнита на функцията и=9(X) в точката x,.
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Удобио е и елно лруго записване на формулата (1.10), при
което ипдексите долу показтяат по коя промснлива се лдиферен-

цира:

у,д*:у,д . u'x .

BepiiocTra на формулата 3a произволна на сложна функция

(1.10) лесно може да се подкрени с интуитивни съображения, ΠῸ
строгото й извеждане не е лесно Η ще бъде далено в сдедзащото

изложенне.

Многа по-просто е да се установят правилата за диференци-
ране на сума, разлика, произведение и частко на две функции н
Те са:

(u(x) + ἡ (χ))}" -- и (χ) + o' (2),

(u(x).v(x)) = и {(x).0(x)+u(x).0(x),

_f_t__{fl__ *Щ-Е;(х].п[х)-п(х).п*(х)

(tr(xl ) (x)
(в последната формула се изисква T(X) да не е нула в разглеж-
даната точка X).

Важин задачи на диференциалното смятакс са обосноваването на
таблньъата 38 произнодните па основните сдементарии функции н

на правилата 38 диферсициране на сложна функция, на сума,
разлика, пронзведсение и частио на фунхциин, а също така и 38
произволиа на обратна функция. Това ще ий позволи да пресмя-
таме пронизводквата на всяка елемецтарна функция /.

Оказвя се, че произгодната на всяка елементарна функция е
също слементариа функция, Т. е. операцията Лднифегенциране не

извеждла вън от класа на елемеснтарните функини. Tora обетоя-
телстяо опрандава въпсжлането На класа ΟἹ елементоарни фунн-

ции като Ттралиционен обект HA класическия анализ.

6. Да се върнем към разглежланата механична 3213493 33 сви-

жение μ матернална точка по прага лиция -- оста Oy, но тази
път ще предголожим, че за нески момент OT време х е лалена

моментната скорост [(¥) ua движещата се точка и трябва лда се

вамерни законът на дрижение на тази точка.

ъй като моментната скарост /(х) е ΠΙΟΗΞΒΌΛΗΒ на функцията

ye=F (x), определяща закона на днижение, то задачата се свежлда

=0 тона го далена функцня / ла се намери такава ФфуУнЕЦия #,
чиято произеолна F’ е равна на /. Като изостагим Ммеханичния

смисъл на функините / н Е, иоваме 0 математическите понятия

примативна функция и неопределен интеграл.

Примжитивна функция н2 финкцилта Г се „нарича такава

функция F, производната F' на която е равна на .

|

1 »
ὀ

1

|
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Ще отбележим, че ако фупкцията Г е примитияна на Функ-
цията f, 7o н функцията F+C, където Се произволна константа,

е също примитиена на функцията / (тъй KaTo ΠΡΟΗΞΕΌΠΗΒΤΑ на

KOHCTAHTa с paBHa на нула).

По-трудно сс устаповява абратиеото твърлснние : Всеки две при-
митивни на елзна и съща фупкция f в интервала (а, #) се празли-

чават само със събираемо константа. Доказателсетвотоа на това
твърление е по-сложно и ще бъде проведено в следватщото изло-

жение.

Въз основа па гориота Тпърдение можем Да констатираме

слелното: Ако функцията F е някоя примитивка на функиията

[, то всяка примитивна ка функиията Л има вида F+C, където
С « кпонсетанта.

Съвкупността on всички примитивни на дадена функция / се
нарича неопределен цитеграл от тази функция и се означава

със симвода

f{{x)dz.

Следователно, ако F е едца 0T примитивяите на функцията /

то нсопределеният интеграл от функцията / може да се представи.

в слелния вид:

f___._.__...

j(x)dx = Е (x) + ,

където С е пронизоолиа констайта.
Да се wepHeM към постанената задача за опрелеляне на 3a-

кона за движение на матернална точка no оста Oy, ако е из-

вестна моментната скорост f(x) в тааи точка, Сега можем Π

твърлим, че търсеният закон за движение се определя от функ-

цията уе Р (х).-С, кълето Е е коя да е примнитхвиа на функцията

f. а С ¢ константа.

Какта пижпаме, по моментната CKONOCT законът за движение
се олределя несдиозначноа: с точност 20 адитивна конестанта С.

За опгределяце на константата С трябва да се наложат лЛо-

пълнителни условия, например задаване на коорДинатата Y, на

движещата се точка в даден момент от времето X, Като използ-

наме това условие, ще получим уу = F(x,) Ἔ C, откъдето С =y,
— Е (х), така че окончатслно THPCCHHAT закон на Движеннието е

Уе Е (х) + - Г (хо).

7. Ще разглеламе въпроса 34 памиране ва примитивни Функция
й неопределени янтеграли на някон елементарни GVHRLuH. ΤΗ като
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функцията f(x) = cosx e призводна на Ε (х) 50 Χ, то Е (х)е- 50 χ
е сдна от примитниените на функцията f(x) = cosx и затова всяка
примктивна на f(x) =cosx има BHIa εἰχ #+ C, където С е кон-

[Сшах=55пх+0.

Тези разсъждения нмат общ характер.
Всяка формула на диференииалното смятане Γ' (х) = | (х), коята

показва, че функцията / e пронзводна на функцията Ε, поражда

еквивалентна формула на интегралното смятане f х) dx = F(x)

+C, T. е. пеопределеният интеграл OT Функцията / e равен Ha
Е + С,. къхдето С e произволна константа.

Така ΟἹ таблицата за производните на основните елемен тарни
Функцин се получава слелната таблнииа на важнии неопределени
янтеграли :

1. f хе dx=x+{(a+1)+C (@< —1).

2, [ 5 < logax+C (x>0).

30, f a*dx = u*/log, a+C (0 <asl).

По-сиециално при a=¢ имаме f еак =e*+C.

40, f sinxdx=—cos x4C.

5°.fmsxdx=sin x + C.

Gn'fm‘:x =lgx +C (x-£n/2 4+ ππ, където пе(, +1, +2,...).
?O.f S.szx =—ctgx Ἐ С (х--пл, кълето n=0, +1, +2,...).

80, .ΤΞΞ =arcsiny + С (xj<1).

go.f%‘- = ar¢ ἰσ χ + C.

Горната таблица ще бъде допълнена по-нататък с две важни
правила за интегриране (интегриране чрез смяна на променливи-
Te, T. Ε, субституция, и HHTErpHpaRe по части),
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Така се получава апарат за смятане в тази част Π8 матема-
тическия анализ, която се нарича антегрално смятане.Трябва да отбележим, че за пресмятане на много важнии не-определени интеграли този апарат е пелостатъчен. Например той.с нелостатъчен за пресмятане на неопределения HHTerpaa

(1.11) fe-*'fldx.

който Wrpac важна
приложения.

Ннтегралът (1.11) е пример на ин теграл 0T елементарна функ-UHA, който не е елемецтариа функция, Taka че за разлака от дц-ференцирането onepausma ингтегриране не запалва класа на слемен-тирните функции. Това абстоятелстно показва условнос тта напонятнето елсментарна функция като традиционен обект на кла-сическия анализ,

8. Отпово ще предналожим, че функинята / представлява мо-ментиата скорост 13 диижеща се материзлна точка по еста Oy.Нека да пресмстнем пътя, изминат от тачи точка 23 иптеплвалапреме ὉΤ Ха до хеф. За простота при разсъжленията ще пгрелпо-

|

Ξ роля в ΤΕΟΒΗΗΤΕ 8 REPOATHOCTITC Π нейните

|

лагаме, че скороетта Й е неотринателна DRy всеки момент от

|

|

|

времето χ.

3a решаване на поставената задача ще разделим интервалаот преме (а, 6) на малки полинте рвали, огранинчени OT момеититеΠ":Ιπζ-ἳι'ζ-ἳιζ .. "::xu—“l{xn—b' 'Естестиено e да считаме, че във нсеки TAKLY малък пнодин-тервал ὍΤ ха-а ДО X, (K=1,2,. . ., п) скоростта / се измсня малко(което с изпълнено, когато / с непрекъсната), така че можем даἊ приемем във BCCKH подиитервал (ха-4, x,] за константа със стой-ност {(ξ}}, където Е, с кякой момент от време н иицтервала(ха-а, %)
Следователно пътя 5 |[x,_,, Χα], изминат от движещата се точка33 подинтервала време OT X4y A0 ¥4, MOMKEM да считаме прибли-жецо равеи ца произведешието Г (Е,) н дължнната ANy =X εχ .На позинтервала [x,_,, Χα], T. е.

5 |Хъя 2}~ / (ξ}) А ха.
Тогава пътят S|a, b], изминат от матерпалната точка за eyиннтернал време OT х =0 по х = b, е приближено равси на сумата

(112) 5(а,6)е (ξ) Δαι Ἐ E)Axy + - . ЪЕ) х
Cumama в дясната страна на (1
няий owe риманова сума.

Естествено е да очакваме, че точната стойност на пътя S|a, #)можем

12) се нарича антегрална сума

да получим, ката преминсм в нитегралната сума(1.12) към.
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граница, оставяйки пай-голямата дължина Аха. да клони към пула
збира се, броят п Ha поднитерталите ще расте

{npn това, ра

+еог ряничено). Като означим с 4 кай-голямото от πησπατὰ Ax,
Ax,, -- - Ax, H Иизползваме означеннето 38 граница, ще no-

лучим, че

Е И Ax+ Е Е

Разбира сс, необходимо е ла се YTOYHH какво разбираме под

граница на интегралната сума в (1.13). Този път onepaunnT
a гра-

ничен преход с b ноза, по-сложна Фогма. отколкото при обикно-
вената граница на функцията Ит #(х).

Точното определение и изучаване lia свойствата на гранищца

o1 вида (1.13) е дадено 5 този курс. Тук ще отбележим само, че гра-

ницата в дясната страна на (1.13) се нарича определен uxnmez-

рал от финкцията f(x) в граници от а до b u се означава със

симаопла
¥

{1.14) f (x)dx.

11 така определеният интеграл (1.14) e точно разен на пътя

51а, b], нзминат OT доижеща се материална тоячка със скорост /
за интервала иреме 0T х--а 10 x=b.

Заелно с TORA е ONCRHAHO, че иктегралната сума B ARCHATA

страна на (1.12) геометрично представлява CYMUTA от лицата на

правоъгълниците с основи AXy И ΒΗΘΟΜΉΜΗ НЕД. С .pyrn думи,

интсгралната сума в (1.12) e равиа на лицето на стъпаловидиата

фигура, очертана на фиг. 1.2 с плътна линия. Естествено с Да се

очаква, че ако дължината 4 на най-голямото ΟἹ числата Аха КЛОНИ
към нула, лицето на посочената стъпаловидна Фигура ще клони

към лнасто на криполинейната фигура, лежаща под графиката на
функинята / B интервала a=x=<b (на фиг, 1.2 тя е защрихована).
Тази криволинсйна фигура е приета да се нарича криволине

ен

mpaney.

Mo такъв начнин опредегленият интеграл (1.14) е равен на Au-

щето на споменатия криволинеевн трапец-

Разбира се, дадените нагледния разсъждения се нужлаят от

уточнения. По-снециалко в системния курс по енализ подлежи на

уточняване Η самото понятие Ллице на HPI!BGJ!HHEEH Tpancy Η

Въсбще лице Ha paBHHHH2 фигура.

И така горните разглеждания показзат, че с понятието опре.

делен интеграл (1.14) са свързани две OCHOBUH задачи: физичес-
KaTa задача 38 пресмятане дължина на път н гсометричната 

за-

дача 33 пресмятане лице на криволинсен трапец.



Ъ Фиг. 1.2 Фиг. 1.3

9. Сега ще се спрем на въпроса за връзката на определсния
интесграл (1.14) с въпедсния по-рапа исолределен HuTerpaa (илпс
NPUMHTHRHATA), а също така и върху начините 58 пресмятане Ha

| опрслелените интеграли,

Да означим с Е определения интеграл от функцията / в гра-
HEUR 0T а до X, където а e някоя фиксирана стойност на apry-
мента, а х е променлива стойност. С други думи, noaarame®

(1.15) F(x)= f «

От геометрична гледна точка този интеграл, както пояеснихме
по-горе, ¢ равен на лицето на транеца, лежащ под графиката нафунхцията / в интерпала Га, x). На фиг. 1.3 този криволинеенj трапец € ограден с плътна линия.

Чрез нагледни геометрични съображения, ще се убедим в това,
че въведената от нас функция (1.15) е една от ΠΡΗΜΗΤΉΜΗΗΤΕ нафункцията /, т. е. че £ (х)-- [(λ].

Нека Ах е достатъчко малко нарастване на аргумента χ.Очевилно разликата Е (+ + Ax) — Е (х) представлява Лицето на
„Тесния“ криволинсен трапец, защрихован на фиг. 1.3. От друга
страна, 81 функцията f(¥) е непрекъсната във DCAKA точка х,T. е. ако стойностите na тази функция се менят малко при малки] HIMCHCHIIA на аргументи, то лицето на „тесния“ криволинеен Tpa-ΠΕ ще се отличава малко OT лицета f(x)Ax на правоъгълника сΟΌΜΟΒΒ Ах и йинсочина f(x).

Оттук «следва, че при малко Ах дифгренчкото частно

. L ———— .

Ax

“ Променливата под знака на определения пьтеграл азначаваме с £, 38 дане се смосва с гарната грапица на интегряраяне X.

« e ИИе
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малко ще ссе различава ΟἹ височината f(X) на посочсния право-

ъгълник, Τ. е. при Ах--О грануцата на диференвчното частно (1.16)
трябва да бъде parya на f(x). Заедно с това по опредедение тазя

граница ¢ равна на произеводната Е (x).

И така ние се убелихме, че Г"(х) = |(х), т. е. фупкиията (1.15)
е сдна от Ппримитиевните на функцията f. Ho тогава всяка при-

митивна na функцията [ е равна на

(1.17) ᾧ (x) = f наа+с,

където С е константа.

Направспите разсъжения имат предварителен ха рактер, HO ΠΡῊ

нпаличне на развит зпарат на математическия анализ може леко

да се прецизнрат и строго да се докаже, че за всяка непрекъсната

функция / съществува примитивна и тя се onpeacas е равенство-
то (1.17).

Равсистеото (1.17) ва сеой ред l;nzto:mra да се установи връ
з-

ката между опрсделения интеграл f flx)dx н неяка примитирна
в

Ф (x) на функцията f(x). 33 намигаке Nt тази нръзка ще ΒΊΘΜΟΜ

в равенствота (1.17) 30 горна граница на интегрирането х оптна-

чало числото b, а после числото @, Така ще получим
и &

1.18) Ф (0) = [шш +C =-ff(x)d.x:+£l‘.

(1.19) b (a) =ff(t)dt-‘:—C=C

а

(интегралът f На «! e очевизно pancE Ha иула).
а

Изваждаме ΟἹ p2ECHCTroTo (1.18) р2генстеотО (1.19) и голуча-

вамс зиаменитата форжмула на Нютон — Лайбниц

А

f [ (x)dx=" (b)—@ (a),

|

Π . Ε
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#

свеждаща въпроса за пресмятане на определения нитеграл f f(x)dx

а

до пресмятане на разлнката от стойностите на пронзволна при-
ΜΗΤΗΡΙΙΒ Ф на функцията / в точките b н а.

Обосноваването на формулата на Нютан -- Лайбниц е една 0Τ
важните задачн 18 математическия анализ.

10. Ще отбележим обаче, че точин аналитични изрази на при-
MHTHPHHTC Ффункции могат да се получат само за тесен клас функ-
πηη. Затова формулата на Нютон — Лайбниц не решава изцяло
въпроса за пресмятане на онрпелелени интеграли.

Най-простият начин за преближено пуресмятане на определен
интеграл е т. нар, метод на правазгълниците, при който ин-
тегралът се заменя с интегралната сума от дяспата страна на

(1.12), в която 33 точките E, се нземат средите на съответните
нм интернали [x,_, х,), а те ΟἹ своя страна са с еднаква дължина,
Τ, е. числата AXp=Xy~ Ха-а €A равни помежду си,

B този курс ще Guac доказано, че при определени изисквания
33 функцията / грешката, която правим ΠΡῊ заменяне на иц.-

b

теграла f f(x)dx с посочената специална интегрална сума, ¢ от
а

порядък п”“, където л е броят на подинтерналите.
Методът па правоъгълниците (както и много други методи за

приближено пресмятанце на определени нитеграли) е много удобен
при използизне на ARTOMATHYNN сметачни машини (АСМ). Това
обстоятелсетео н равенството (1.17) правят тези методли ефективно
средство за памиране на примитивни и неопределени интеграли.

В таблица 1 принеждаме резултатите ΟἹ пресмятането на кал-
кулатор no метода на правоъгълииците на интеграла на Поасон

X

Fx) < J' ety
ἜΠΗ

33 ΠΉΚΟΝ стойности 18 х, В първата колона на таблицата са стой-
HOCTHTC на аргумента х на гитеграла на Поасон, във втората
колона е посочен броятли на подиктервалите, а в третата колона —резултатите от пресмятанията.

От таблица 1 се вижда, че за пресмятане на HuTerpana на Поасонс точност до 1076 при х--0,) е лостатъчно да p3eMeM n=10, прих-=2ь5 е достатъчно n=40, а при x=1 е достатъчно Да вземемn=00,

3 МатематиЧесни апална
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ТАБЛИЦА 1

Ба B 1O К ня пе μ τοὸ ΓῚ « - ΓῚἕη ел Ел вл
- μ а а N (у e () ассеоесеашош S%EESEmu_ #5283285 Е2

- у т

П. Наред с приближените методи за пресмятане на инте-
грали важна роля в съвременната математика нграят и прибли-
MCHHTE методи 38 определяне на корените на различни уравненния,

Да разгледаме уравнението

(1.20) {(x) = 0.

B този xypc ще бъде доказано, че NpH определени HIHCKBARHA
32 функцинята f коренът хес на уравненнието (1.20) може да
бъде намерен като граница на редица Χ, (n=1,2, 3, .. .),първият
член на която се взема произволно B HAKAKLB достатъчно широк
интервал, а останалите се получават по итерацнионната формула

(l ‘21‘ :xl'"“l = I,,—'*f (x-)/ f’{xn)':!:
| Toau метод 38 приближено пресмятане на корен на уравие-
ннето (1.20) се нарича метод на Нютон (инли метод на dong-
pameannme),

Като конкретен npumep ще разгледаме уравнението (1.20) с
функция f(x) OT вида / (X)mx*—a, където а е положително pean-
HO число, а k=2 - цяло положително число. За такава функция

#

f (х) положителен корен на уравнението (1.20) е Уа (т. е. Е-ти
корен от положителното реално чниело а). Формулата (1.21), опре-

деляща последователните приближения по метода на Нютон, в
този случай ще ΗΜ8 вида

(за да се убедим в това, достатъчно е да отчетем, че Г (х) = В2#-).
Формулата (1.22) дава един ефективен и JCKO реализуем Ha

АСМ алгоритъм за пресмятане ua А-ти ΚΟΡΘΗ от реално положи-
телно чиело а.
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фо Ще приведем примери 38 пресметнати с ACM корени по тази
рмула.
Всяко положително реално число а може да се представи (u

TO по сдинствен начнн) във BHAa а =2lx, където L е цяло
чиело, а х удовлетноряпва неравенствата 1/9<:х<1. Ще изби раме
всеки път 33 първо приближенние х;, πησποτο ху-2 . където Е
C степента на изелечения корен, а символът [L/k] означава ц ялата

част на числота /К.

Резултатите от пресмятанията са събрани в таблица 2, в пър
вата колона на която CTOAT числата @, OT конто извличаме корен,
във втората колона е коренният показател, в третата колона са

пресметнатите стойности на KOPEHHTE и в четвъртата колона е
даден броят на направените итерации.

ТАБЛИЦА 2

Vo
=] =

>
=

1,41421318]
1,732049942

A Ll gty Фе 3 35 # S NS
12. Hue разгледахме постановката на най-важните задачи Ma

математическия анализ, тръгвайкн от най-простия механичен мо-
дел — движение на матернална точка 10 права линия. Този мо-
дел естествено ни доведе A0 μοούχοπημοσττα да построим дифе
ренцналното и интегралното смятане за функции f(x) на една
незавнсима промеплива х, При описването на по-сложини задачи
е сстествено Да възникне понятието функция на няколко не-
зависими променливи Xy, ха, « « -, X, Така например температу-
рата « на нагрявано тяло е функция на четири независнми npo-
менлиВи: трите координати X, Xy, Xy ца точка ΟἹ това тяло H
времето 1. Тази функция е сстестнено да аозначим със символа

а функция на няколко променливи се въвежда NOHATHETO
производна по pCsKa от променливите (такава производна се нарича«астна проазводна по дадената променлива),
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Важна задача 38 по-нататъшното развитне на математическия

авнализ е построяването на Диференциално и интегрално смятане
за функции на ияколко променливи, В теорията на функниите на
няколко променлниви се изучава също така задачата за намиране

на функция уее (%, Ха,- - +, Ха) KORTO е решение на функцно-
налното уравнение F (ху, Xy, . - « , Xp ¥)=0. Тази задача може да
се разглежда като обобщение на задачата 32 цамнране на корен
на уравнението (1.20).

Накрая математическият анализ, разбиран B най-тиярок сми-
съл, включва теорията на лиференииалните ураенения (т. с. урав-

нения, съдържащи н производните на търсените функцни),

През последиите десетилетия шнроко развитие получиха тео-

рии, изхожлащи от обобщено третиране на понятията Функция,

пронизводна и решенне на диференциално ураРненис. Създатването
на математическия анализ е елно OT най-великите постижения на
човешкия ум. To даде възможност OT разглежлането на отлелции,

разпокъсани физнуески и геометрични задечи (като падане на тяло
под дейстането на синлата на TEMOCTTA, пресмятане на лица на

фигури н др.) да се премине към разяиване на общи методи 38

решавапе на големи класове от задлачи. Развитисто па математи-

ческия анализ OT своя страна оказва огромно влияние 33 прогреса

на кауката и техниката.

Класическият математически анализ ¢ много удобен матема-
тически модел 32 описание на различни явлення, при конто се

допуска, че разполагаме с точни стойнпости 33 всички изхолни ве-
личини и можем Да цамерим точните стойности WA пресмятаните

пеличини,“ Ще отбележним, че опирайки се Ha този модел, обикно-
вено можем да оценим Ггрешката, възникваща пследстене на това,

че изходните величини са зададени с HAKAKDD грешка, и пвсички

пресмятания могат да се направят само с онпределена точпост,“
O такънв начин апнаратът на математическия анализ може Да бъле

използван 38 построяване на чнислени методи H оценки на грешките.

Накрая нека снстематизинраме най-важинте проблеми, Bn3-

никнали в резултат OT направецните предварителни разглеждания.

1. Уточняване на понятията реално число, множество ифункция.
2. Развиване на теорията на границите и свързаното с TasH

теория понятие непрекъснатост Ha Ффункция.

* Спевлално ще паднертаем, че този модел абХнаща широки класове за-

дачи, рязлични по свая хХарактер «е от физиката, бвоалогията, кконсмиката, CO-

цнологЯята и другите HAYEH,

#+ Може например да се разглеждат изображеция, пастевяши в съотТвет-

ствие па неяка стойност на аргумента х пял иптервал ΟΤ стойности за у. Та-

кива нзображения в редипа случан предстанляват доста удобен математическа

апарат за отчитане на грешките Ὅτ изходните данни и обработвата На JaHHHETe.
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3. Построяване на апарата на диференциалкото и интеграл
HOTO смятане.

4. Построяване на теорията на определения иннтеграл като
граница на суми от специален вид.

5. Развиване на приближени методи за пресмятане на опре-
делени интеграли и приближенни методн 33 решаване на урзвнения.

6. Изясняване на иякои геометрични понятия (като лице на
равиннна фигура, дължина на дъта и др.).
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2. Теория Ha реалните числа

Елементарна представа 38 резлните числа се дава в средното

училище, но тази представа не е достатъчна 33 последователното

изучаване на понятието граница.

В основната част на тази глава се излагат посочените въпрося

от теорията ἨΛ реалните числа, необходими 38 построяване Wa

строга теория на Границите, В края на главата се изучават

допълиителни въпроси OT теорията на реалните числа, конто не

са свързани с теорията на границите и въобще с курса по мате-

матически анализ (пълнотата на множеството на реалните числа

в смисъл на Хинлберт, аксноматничното построяване на теорията на

реалните числа, връзката между различните начнин за въвеждане

на реалните чиела).
В последния параграф ca дадени HAKOH въпроси от теорията

на множсествата, близки до съответните въпроси от теорията ка

реалните числа.

21. Множеството на числата,

представими с безкрайни десетични дроби,
и неговата наредба

2.1.1. Свойства на рационалните числа. В тази точка ще снст
ема-

тизираме добре известната теория на ращионалните числа.

Рационално се нарича числа, косто може да се представи
(поне по един начин) като отнощение на 082 цели числа, т. е. във

вий на дроб т/п, където т и п €& цели числа и п-0.
Рационалните числа притежават следните шестнадесет осцовна

свойства.“ (При формулирането на тези свойства вместо термин
а

„рационалино Чисело“ ще употребяваме 33 краткост „число“.)

+ Всички приведени свойства на рацнионалните числа могат да се получат

ΟἹ свойствата HAa целите числа.
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19. Всеки две числа а н # €A свързани с едии Η само един OT
трите знака 2>, < HAH ==, ΠΡΗ͂ TOpa, ако a>b, 10 b<a. С други

думи, съществува Пправило, позволяващо да се установи кой OT

посочените три знака свързва дадените 186 числа. Това правяло
се варича правило за наредба u се формулира така: 1)две нгот-
рицателни чаисла а-ет/п; u b= ntyfn,, 3a койта т:>(, п.>0, са
свързани със същия знак, както двете цели числа Myfig и Myl ; 2)

две неположителни числа а и b са свързани със същия знак, както
неотрицателните часла | 65) и |а|; 3) ако а е неотрацателно, а b
е отрицателнао, mo а>ф,

ὑ Съществува правило, чрез което Ha BCEKH Две числа а н

b се съпоставя трето число £, наричано тяхна сужа и означавано

със симпола c=a+b. Сумата на две рационални числа a == тт и
b =my/n, се onpedean от равенството

ἴ + . Π My Ny

- ὰ Πῃ и

Операцията намиране на сума се нарцча събиране.

30, Съществува правило, поесредством което Μ ΒΟΘΚῊ две

числа а н b се съпоставя трето число ¢, паричано тяхна произ-

ведение и означавано със символа cwma, b, Произаеденаето на две
рационални числа а «а туп. й b= myfn, се определя om равенството

my -ΞἹ!-" . My

щ а П. Пу

Операцията намиране на произведение се нарича умножение.
4°, От a>b η ο следва, че a>¢ (транзитивно свойство на

знака >); от a=b и b=c следва, че а--с (транзитивно свойство

на знака =).

ОперациятТа събиране притежана следните четнри свойства:
59. а4-0:--5+а (комутативност).

69. (а4-5) +c=a+(b-+c) (aconnaTupHOCT).

7% Съществува такова число (), че a+-0=a 88 всяко а (ocobena

роля на нулата).

80. За псяко число а СЪЩШТВУЕН такова ПРОТНПОПФЛОЖНВ ца

него число a’, че а<+а! Ξεῦ.

Аналогични четири свойства инма ц операцията умножение.
ὐ a.b=b.2 (комутативност).

10° (a.b).c=a.(b.c) (асоциативност).

11° Съществува число |, такова, че 4.1 = g 384 BCAKO число а

(ocobeHa роля HA единицата).

ΙΞΞ. 3a acaxo число ξ 0 съществува такова обратно число а”,
че g.a' -1.

Операциите събиране и умножение €8 свързани със следното
свойство :

1
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13%, (а4-0).с--а.с4+6.с (дистрибутивност нли разпределител-

но свойство на умножението относно събирането).
Следиащите две свойства свързват операцията наредба съот-

ветно с операцшните събиране н умноженне:
140. Ot u>>b следва, че a--c>b+-c.
15!. От a>b и ¢>0 caeasa, че a.c>h.c.

Особена роля има свойството

16Y. Какното н да е числото @, то числото | може да се при-

бави към себе си толкова пъти, че получената сума да е по- ,

голяма ot а,“ 1

Изброепните щестпадесет свойства се наричат основни, тъй ξ '

като всички Ддруги алгебричнин свойства, отнасящи се до операвиите |

събиране н умножение и връзката им с равенства Η HepapeHCToa,

могат да бъдат получени ката логически следствия от тях. !

Така папример OT основните спвойства произтича следното |

често използвано сиойство, позволяващо да събираме почленно ex-

нопосочни неразенства:

ако u>b и ¢>d, τὸ a+c>b4-d.

Нанстина от неравенствата a>b и ¢>d и 0Τ свойства |4 u 59
следва, че а + c>b+c н 0+с>0+а, а от NOCACIHATE ABC неравен-

ства н от сиойство 49 следва, че a+c>h+d.

2.1.2. Недостатъчност на рационалните числа за измерване на

отсечки OT числовата ος, Числова ос ще Наричаме права, на
която са избрани определена точка Ο (начало за отчитане), мащабна
отсечка ОЕ, дължнината на която присмаме рата на елиница, н

положително папранление (обикноРсно от O към E). На всяко pa-

ционална число съответствива определена точка О0т числовата oc.

Действително изнестна с как се построява OTCEHKA с дължина

1/п-та част OT лължината на мащабната отсечка ОЕ (п-- иро-

изволно ΠΗ Ὸ положително число). Естествено мажем да построим
и отсечка с дължина т/п-та част от дължината на мащабната
отсечка, кълето м и пя са произволни e полдожителния чиела.

Ката инанесем такава отсечка надясно (наляво) ΟΤ точката O, ще
получим точка М, (M), съответствуваща на рационалното чиело

+ min (—min) (фит. 2.1).

Ще видим сега, че че не всяка точка M om числовата oc

съответствуаа на раццонално число. Например нека точката M
e избраца така, че дължината на отсечката ОМ да е равна на

диагонала на квадрат със страна отсечката ОЕ. Тъй като дъл-

жината на мащабната отссчка ОЕ е равна на сдиница, то ΠῸ пи-

тагоровата теорема дължината х на отсечката ОМ ще бъле корен

Ἐ Това свойство се нарича акснома на Архи.мед.
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Фиг. 2.1

на уралненцето X*=2 н не с рационално число. Ho това азначава,
че на посочената точка M не съответствува рационално число.

Естествено възникпа потребиостта от разширяване На прадио-
налните чнсла и въвеждапе на по-широко множество от числа
така, че всяка точка от числовата ос да съотпнетстнува на иякое
число от това по-широко множество (или с помощта на това по-
шияроко множество ΟἹ числа да може да се изрази дължината на
всяка отсечка OM от числовата oc).

Ще покажем, че пфбередством измерване на отсечката OM на
всяка точка M OT числовата OC може да се постави в съответ-
ствис напълно определена безкрайна десетична дроб,

Нека M е произволиа точка от числовата ос. За определеност
ще предполагаме, че точката M лежни надясно от (О. Ще опишем
процеса на измерваце на отсечката OM с помощта на машабната
отсечка OF.

Най-напред определяме колко пъти мащабната отсеяка се Ἠλ-
нася изцяло върху отсечката ОМ". Възможни са два случая:

1) Отссчката ОЕ се нанася в отсечката ОМ цяло чнело а,
пъти с иякакън оетатък ЛММ, по-малък от ОЕ (иж. фиг, 2.2).
В тази случай цялото число g, представлява резултат от измер-
ването на ОМ с точпост A0 | и недостнг,

2) Отсечката ОЕ се nanace в отсечката ОМ цяла чнисло а, пъти
без остатък, В този случай процесът на нзмерване ¢ занършен
н цялото чиело 4y е дължината на отсечката OM. На точката M
съотвстствува безкрайната десетична дроб a,000 - . ., която се
отъжлдествява с рационалното чиело ба.

В първия случай продесът на измернане продължава, за дДа
1

се виля колко пъти ча Част от мащабната отсечка ОЕ се нанася

в отссчката Ν (която е остатък от измерването с помощта ка
цялата отсечка ОЕ), Отноно са възможни лва случая:

1) Tlu' част от ОЕ се панася а; пъти в отсечката NM с някакъв

остатък PM, по-малък ΟἹ -Ι-Ιᾗ-πεωτ ot ОЕ (ex. фиг. 22). B този

“ От якеномата на Архимед 3a отсечки следва, че KAKDETO и да са две отесечки а u b, ако съберем еднята OT лнете самя Ε veGe си достатъчен GpofΠΈΤΗ, ще получим отсечка с по-голяма дължина ΟἹ другата.
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Фиг. 2.2

случай рационалното число G, Gy е резулт!атът от измерването ва

ОМ с недостиг, с TOYHOCT до числото τὸ-

2) -*Зо-чвст от ОЕ се нанася в отсечката NM цяло число ΠΈΤΗ

а, без остатък: В този случай процесът на измерване е завършев
и рационалното число аа, е дължината на отсечката ОМ. На

точката M съответствува безкрайната десетична дроб а..а,000...
която отъждестняваме с рацноналното число аф, а;.

Като продължим тези разсъжления, ще стигнем ΠῸ двете въз-
можности: 1) нли опнсаният процес на измерване ще прекъсне

на п-тата стъпка поради това, че на точката M съответствува

рационалното число ааа . da (B тозн случай на точката M
съответствува безкрайната десетична дроб а,.а;а;, - - -a000 .. -,
която отъждествяваме с рацноналното чнело @, @y 8y « «-.аа); 2) ἨΛΗ
описаният процес на измерване няма да прекъсне някога н ще по-

лучим безкрайна редица от рацпнонални числа

представляващн резултатите от измерването на отсечката ОМ с
недостиг, с точност съответно до I, 1/10, 1/10%, . . . [ 1/10", . ..

Besko ΟΥ чнелата в редицата (2.1) може да бъдс получеко
чрез прекъсване до съответния знак на безкрайната десетична

дроб
(222 а,„а,йа . . +Qn - = -

.. По такънв начин B случай ?) на точката M от числовата oc
съответствува безкрайната десетична дроб (2.2). Може да се каже,
че и в случай 1) ва точката M отговаря безкрайна десетична дроб
(2.2), но OT известно място нататъх BCHYKH Десетични знаци на
тази дроб са нули.

Направените разсъждения имат място и в случая, когато точ-

ката M лежи наляво ΟΥ точката 0, само че в този случай естест-
вено с да смятаме, че BCHYKH елементи на редицата (2.1) и без-
крайпата десетична дроб имат отрицателен знак..

И така чрез опнсания процес за измерване на всяка точка OT

числовата OC съпоставихме напълно определена безкрайна десе-
тична дроб. Тонва обстоятелство естествено BOAM до нлеята да се

разглеждат числа, представими като безкрайни десетични дроби.
Забележ ка. Разбира се, описаният процес за измерване на

отсечката ОМ може да се видоизмени Така, че да води не до
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безкрайни десетични ApolH, а например Ao GesKpaiiun двопини илю
тропини зроби. Желанисто да се разглеждат безкрайни десетични

дроби идва само от особената роля, която традиционно Hrpae де-

сетичната бройна система,

2.1.3. Наредба на множеството на безкрайните десетинчни дроби.

В уводнатТа глава нече отбелязахме, че понятнето число се отнася
към Τ. цар. основни понятия. Ние ще въведем понятинето реално

число, като тръгнем от множеството на безкрайните лесетични

дроби.

Да разгледаме миожеството на всички възможни безкрайни де-
сетични Дробя (както положителни, Ὑ. е. взети със знак +, така

и отрицателни, T. €. B3CTH със знак —).

ислата, представими с такива дроби, ще се условим да на-
ричаме преални.

Веднага ще подчертасм, че това уславяне има предварителен

характер и сс нуждае от уточияване. Ние сме длъжин да въве-

дем 98 числата, представими с безкрайни десетични Дроби, трите
операции (паредба, събиране и умножение), След като тези опе-

рацин бъдат въвседени, можем да дадем по-точно описание на по-

нятнето реалио число, а именцио, че реални наричаме числата,

представими с безкрайни десетични дроби при условие, че за тези

числа е устанопвен определен начин за въвеждане на операциинте

наредба, събиране н умножение,

След всичко това ще се убедим, че ΠΡῚ избрания начин 58
въвеждане 8 операциите иаредба, събиране и умножение pean-
ните чнела притежават същите шестнадесст свойства, които dop-
мулирахме в т. | за рационалинте числа,

Да пристъпим към реализация на MOCOMCHATA програма.
В тазн точка ще пвъведем за числата, представими с безкрайни.

десетични дроби, онерацията наредба и ще установим, че TasH

опсерация притежава сгойстно 49, формулирано в 214 33 рацио-

налинте чиела (T, е. спойството транзитивност на зцаците > и -),

с Ще напомним ome педнъж, че ссе YrOBOPHXMC числата, пред-
тавими с безкрайни десетичин дроби, за краткост да наричаме

резлни (тази договореност няма да бъде в противоречие с даденото

по-нататък по-точно описание на реалните YHCJA).

Да pasraezame реално число, представимо с безкрайна десс

тична дроб, различна от 0,000 - . . Това число ще наричаме no-
ложително, ако представящата го дроб е взета със знак -+ и

отрицателно, ако представящата го дроб е взета със знак „--“.
Реалните числа, които не са положителни, ще наричаме непо-

ложителкни, а mesu, Koumo не са отрицателни -- неотрица-

телни.
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В множеството на PCEJHMTE числа влизат, разбира се, всички
рационални числа, тъй като те са представими с безкрайни десе-

тични Xpobu. Пгредставянето на дадено рационално число с без-

крайна десетична дроб може да се получи Mo два начина :

1) взимаме точка M, съответетоуваща на даденото рационално

чинело, на числовата 02 и нзмерваме отсечката OM с помощта на

мащабната отссечка по начина, посочен в Τ. 2;
2) взимаме обикнавената дроб т/п, представяща даденото ра-

ционално число, Η делим числителя т на знаменателя л.“

Предоставяме на читателя да се убеди, че тези два начина са

еквивалентнии. Така при всекн от посочените начини на рацно-

палното число 1/2 се съпоставя безкрайцата десетична Дроб
0,5000 . . ., на рационалното число 1/3 -- безкрайната десетична

дроб 1,333. . .
Преди да преминсм към формулиране на правилото за на-

редба μ реалинте чнсла, ще разгледаме въпроса за представяне

с безкрайни десетичнии дроби на онези рацнионални числа, KOHTO

<е представят и с крайни десетични дроби.
Ще отбележим, че такниа рационални числа допускат две

представяния ¢ безк райни десетични дроби. Например рацно-

налното число 1/2 < 0,5 може да се представи И ς двете без-
крайни десетични Ароби: 1/2=05000 ... и 1/2=0,4999 . . .

Въобще рационалното число a=aq, Ay ς - . - а, KbieTO а, + 0,
може да се запише във вид HA две безкрайни десетични Дроби:

ааа йуе +-2,000. .. и

«а χ . - - а (а,-1)999 . . .

Естествено nne трябва да отъждестияваме тези две безкрайни
десетичин дроби (T. е. да считаме, че те представляват едно н

също реално числа).

Нека cera разгледаме две произволии реални чиелаа H b Η

да предположим, че те са представени с безкрайните десетични

42.3) а-- + а ἅχα, . « <8y - -, 8755846) Ве « «Вуе -,

като във всяко представяне с взет кой 13 е от знаците + или —.

Ще изключим разгледания вече случай, когато дДвете без-

крайни десетични дроби са с еднакви знаци и са две разлиечни

представяния на едно и също рацнионално число, представиме Η

с крайна десетична дроб. СлеД това ще сс уговорим да наричаме

две числа а и b равни, ако техните представяния с безкрайни

десетични дроби (2.3) имат еднакви знаци и ако са изпълнени
безкрайната редица равенства

. Qy=by, Gy=by, - - =2 Gy=by - - -

+ При такова дедлене се палучава обязателно Nepr O ΞΗ I E A безхрайна JeCe-

THYHA драб,
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И така ще xasgame, че две числа а и b ca равни, axo представя-

wume ги безкрайни десетични дроби са с еднакви знаци и ако те
или удовлетворяват редицата равенства (2.4), или са два предста-

вателя на едно и също рационално число, пребдставимо с крайна

десетична дроб.
Нека ca дадсни Дне нераевии реални числа а н ὦ. Ще ycraro-

вим правило, позволяващо да заключим кой от двата знака > нли«<
TH свързва.

Ще паричаме жодул ипли абсолютна стойност Ha ресалното
число а опова реално чнело, означанано със символа |а |, което се

представя със същата безкрайца лесетична дроб, както и числото

а, но винаги изета със знак + . Така [α е винаги NEOTPHUATEAHO
реално чниело,

Ще разгледаме поотделно трите възможни случая:
1) Нека а н b са пеотрицателни и имат представянията

а ай) йа - . κ b=bybyly « . . Тъй Ka10 чеелата а и не са

равни, то ще бъде нарушено поне Ὸ от грапенстнвата (2.4).

Да означим с й най-малкия номер п, при който се парушава

равенството @,=b,, Τ. е.

й, = bm al“"'bh e ре) ΕΞ 6„„..„ HO Прфьд.

Тогава ще считаме, че a>h, акос a,>by, Η че a<b, ако a,<b,.

2) Нека сега двете числа @ н b са отрицателни. Тогава

ще считаме, че a>b, ако |»| > |а| и a<b, ако |b] < |а |.
3) Пека накрая едното число (HanpuMep а) ¢ пеотрицателно, а

другато (0) - отрицателно. Тогава естествено ще считаме, че
a>b.

И така правилото 38 наредба на peanHute числа е Фформу-
лкрано.

За да направим това правило безупречно ΟἹ логическа гледна

точка (кли, както се казва в математиката, коректно), ще докажем

следната лема:

Лема, Ака a==a,, a, ἄχ 5 Ὑ + 4, « - е производна неотрицателно
реално число, а b'=bybyby. . « by 0,000. - . н b'"=bybb, - - .

Oy—y (b,—1)999 - . . при b,>0 ca две различни представяния на едно

и също рационално число by bybg - - - b, mo уславието a<b' e eo

вивалентно на ycaosuemo a<<b”, a условиета a>b' е екаивалентно

на a>b".

Тази лема позволята при наредба на две неравни реалки
числа да не се грижим за тога, кое OT двете възможни предстае
вяния с безкрайна десетична дроб е взето за числата, представи-
мя с крайни десетични дроби.

Доказателство na лемата. За пълното доказателство.
на лемата трябва да се докажат следките четири твърдения:
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1) от a<<b’ следва а< ”; 2) от а< 8” следва a<b’;
3) от a>b" следва a>d"; 4) от a>b" следва а> .
Ще се ограничим с доказателствата на твърдения 1) и 2),

тъй като твърденията 3) и 4) се доказват аналогично.
Нека а<#”. Тогава според правилото 38 наредба ще се Ἠδ-

мери такъв номер k, че

(2.5) aa=bm El=‘b1- Кее 'at—.l=bl;—h fli<bt

{p тези съотношения трябва ла считаме всички b4y, b4 - " -
равни Ha нула).

Веднага ще отбележим, че k=n, тъй като при R>n неравен-

CTBOTO а,«<й0, е невъзможно, понеже 0=<0;<9, а b, = 0.
Тъй като при #<я вснчки десестичин знакове 10 ред Е B чнс-

лата #” и ¥’ съвпадат, условията a<b' н а<6"” ca очевидно екви-
валентни.

Остава да разгледаме случая k=n. В този случай съостноше-
нията (2.5) umar вида ag,=bga,=b,,- - -, a,=b,_,, a,<b,.
Последното неравенство е еквивалентно на a,<b,—|. Ako при

това d,<8,—!, то по правилото за нагелба a<lb”.
Ако в пасоченото неравенство A,mmb,~=|, то всички десетични

знакове на чнслата а н 6” до ред п съвпалат. Понеже B числото
#” всички десетични знакове с ред, по-голям от A, са равни на

девет, то и в този случай а<6", тъй като в числото а не всички
- десетични знакове с ред, по-голям от п, могат да бъдат равни на

девет (поради това, че а не е равно на #”).
И така твърдение 1) е доказано.
2) Нека а<6".

Безкрайните десетични дроби, представящи числата #” u 6", озна-

чаваме с b'=by, byby- - -δ ̓ - - - M δ' 676 8. . -0 - -

При тези o3HaucHHA

by=by =by, bj=bi=by, - - 0 жв
b.=b, b =b,—1.

С други AyMH, изпълнени ca съотношенията

А Р ЕАпе

Ot друга страна, тъй Ккато a<b’, ще се намери такъв номер

#, че да са изпълнени съотношенията

Да означим с т по-малкото OT двете числа л и й и да съ-
поставим двете последни редици OT съотношевния. Като използ-
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ваме свойството транзитивност на > H = за целите числа, ще

получим следните съотношения:

Съгласно правилото за наредба на рсални числа от тези съот-

ношения следва a<b'. (

Леснио можем да се убедим в това, че формулираното правило
за паредба на реалин числа, приложено 33 две рационални Ччнсла,
ΒΌΠΗ 10 същия резултат, както н правилото 88 наредба на рацно-
нални числа, представени във ΒΗΪΠΪ Ha отнощенне Ha две цели

числа.

Нанстина достатъчно с да разгледаме случая на Две неотри-

цателни рационални числа а и b. Hexaa>d съгласно предиш-
HOTO правило 58 наредба 8 рационални чнела н нека a=a,
а,йз- - йл - -, #-20,,0,04 6 - - by - - Като нанесем рацнонал-

HHTC числа @ W & върху числовата OC, ще получим съответству-

ващните им точки M, и Му, при KozTo, понеже a>b, отсечката
ОМ, е по-голяма ot OM,. От описания в T. 2 процес за измер-

ване на отсечки пърху Ччисловата ос следва, че цялато число

а,а;аз - - - Gy показва колко пъти 107#-Тта част от мащабната от-

сечка ОЕ се нанася в отсечката OM;, ацялото число δοδὲ b;- - - b,

показва колко пъти 107-#-та част от OF се нанася в OM,.
Тъй като отсечката OM, с по-голяма от OM,, то ще се HamepH

такъв номер R, че ааа « « - ἄχ-α ΞΞ 8.0) δχ. - " by—y. HO ай
aq- . «ἀρ»δοιθιθᾳ" - - by, което означава, че a>b съгласно пра-

вилото 838 наредба ца реални числа,

Сега ще докажем, че за формулираното правило 38 наредба
на реалнн чнсла е в сила свойство 4° приведено в Τ. 1 за panuo-
налните числа, Τ. е. ще докажем, че 33 процзволни реални числа

a, b и с от неравенствата a>b ий b>c¢ следва неравенството

Ω»Ὲ (транзитивно свойстао на знака „7>“), а om равенствата

ἀτεὸ и b=c следва равенството а-:с (транзитиано caolicmseo

на анака „ =*). Транзитивното свойство на знака = следва непо-

средствено OT CLOTACTHOTO свойство 88 целите числа. Ще дока-
жем траизитивността на знака >. Нека a>b, b>c. Трябва да се
докаже, че a>c. Ще разгледаме трите възможни случая: 1) се

неотрицателно; 2) с е отрицателно, а е неотрицателно; 3) ¢ еот-
рицателно н @ отрицателно-

1) Нека ¢ е неотрицателно. Тогава b ¢ също UEOTPHNATETHO,

тъй като B противен случай съгласно правилото 38 наредба ще

имаме €>b, а това противоречи на условнието b>c¢. По-нататък
чрез същите разсъждения заключаваме, че а е неотрицателно
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(понеже в противен случай 67>а, а това противоречи на условието
a>bh),

И така в разглеждания случай и трите числа a, & и € ca не-
отрицателини. Занисвайки ΓῊ като безкрайни десетични дроби

Е=Пд.д1д=- - ὴ b—ib',blf?g* е. С-*С„Сд с=* - κ .

от условието @b ще слелва, че съществува такъв номер &, че

(2.6) йу йу a;— by, a,==b,, . . . «κ. =by_y. ακχ»δι.

Аналогично от #7>с следва, че ΜΆ номер P, 33 който

(2.7) by=6y by=6y, by=Cp - + -, Bp_1=Cpy, Bp>Cp.

Означаваме ¢ т по-малкия OT двата MoMepa Е и p. Torasa
очевидно от (2.6) и (2.7) и от транкзиктивността на > 11=33 пелите
числа получаваме

й С й)--6), ч εν ο Ξ ἰ τιν Uu>Cp,
а това означава (по правилото 33 нареаба), че ,

2) Нека сега с е отрицателно, а а е цеотрицателно. Torama
(пезавясимо от знака на числото #) неранвенството азс е вярно
съгласно правилото за наредба пна реалните числа.

3) Да разгледаме накрая случая, когато двете числа с н аса
отрицателни, Ще отбележим, че в този случай и # е отрицателно
(b протипен случай ще получим OT правилото за наредба, че b>a,
а това противорсчи на условието a>b),

И така в разглеждания случай и трите числа а, b и с са от-
ряцателни. Но тогава (поради Ппраеилото за наредба na реалнин
числа) неравенствата ат>й, b>€ са еквивалентни на неравенстпата
16 | > |а | ие | > |6|. От последните дее неравенства (порали сной-
CTEOTO транзитивност ἨΒ знака >, пвече доказано в случай 1) 58
пеотрицателни чиела) следва, че |е >|а|, което означава (порадни
паредбата Π отргцателните числа а и «), че a>c. С тона дока-
зателството на свойстгото траянзитивност ца знака D> е завъшено,

2.2. Множества от реални числа,
ограничени отгоре или отдолу.

Съществуване на точни граници

2.2.1. Основни определения. В този параграф ще разглезаме произ-
BOJHH множества ΟἹ реални числа. За означаване на произволно
MHOJKECTEO OT реални числа ще използуваме символа Y:}.

Отделните числа, участвуващи B MUOKECTBOTO {X), ще нари-
чаме ележенти на това MHOMECTEO.

к ння κ

|

|
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Навсякъде в този параграф ще искаме множеството {x} да

съдържа поце един елемент. Такова множество се нарича не-
празно.

Ще въгедем важиото понятне ограниченост на множество

orrope (CLOTRETHO отлолу).
Onpenenenne 1. Множеството om peaanu числа {x} се нарича

ограничено отгоре (съответно ограничено отдолу), ако съ-
ществува такива ревално числа М (реално число т), че всеки

елемент х от множестваото {x} да квдовлетворява неравенството

(2.8) =M (съответно X == т),.

Числотао M (чиаслото т) се нарича горна граница (долна 2pa-

ница) на множествота (х).
Разбира сс, всяко ограничено OTTOpC MHOMeCTRO {Χ} нма без-

бройно. много горни граници. Наинстнина, ako реалното число M е

една горна граница на множеството (х), TO всяко преално число

М”, по-голямо от числото M, ¢ също горпа гренкица на това мно-
жестТво (тъй като ΟἹ неравенството (2.8) следва, че x = М”). Ана-

логична забележка важи и за долните грапици на ограничено от-
долу миожестно (х).

Така папример MHOXKECTROTO на всички отрицателни реалит
числа е ограничено отгоре. За горна граница може да се пнземе

всяко пеотрицателно чиело, MUOMECTPOTO на пвсички цели поло-
жителни. числа 1, 2, 3, . . . е ограничено отдолу. За долна гра-
ница може да се нземе веяко реална чисело т, удовлетворяващо

не раненството M |,

Естествено BLAHHKRA въпросът 38 съществуване на най-малка
горна граница за ограничените отгоре множества и най-голяма

долна граница 33 ограничените отдолу множества.

Onpeneneune 2, Най-малката om всияки горна граници на 02-

ранинено огтигоре множество {X} се нарича точна горна граница

на това множества и се ознацава със симавола х = sup {x}*,

Най-голямата от всички долни граници на огланичено отдол:
множество (х) ве нарича точна долна граница на това мно-

жество ц се означава със символа xe=inf {x}**.

Определецие 2 може да се формулира и по следния начин:

Часдото х (числато х) се нарича mosna горна (точна долна)

граница на ограничено отгаре (отдолу) множества ἰχ}, ака ca
изпълнени следните 08¢ исловия г Г) асекци елемент х ὰ множеството

« Β — първите тре бухви OT латинскаета дума supremum (супремум), която
означана „най-висш”,

«“ inf— първите три букави ΟΥ лдатинската дума infimum (кнфимум). коята
означава „най-бизщ“.

4 МатачатиЧескяа анпдяка
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{x} идовлетворява неравенството x<x (х2:х); 2) каквото и да е
реалнота числа X', па-мадка om х (по.голямо om хХ),съществива поке

един елемент х на множеството (х), за койта x>x' (χ «-,χῆ.

В това определение условигто 1) показва, че числото х (чис-
лото X) Ο горна (долна) Граница на множе:твото dx}. а уславието

2) показва, че тазн граница с най-малката (най-голямата) и не
може да се памали (унеличи).

2.2.2, Съществуване на точни граници. Съществуването на точна
горна (точна лолна) граница за всяко ограничено отгоре (отдолу)
миожестнво не ¢ очевидно.

Ще докажем следната основна теорема,

Основна теорема 2.1. Всяко непразно, огланичена атгоре (om-
дилу) множестдво O реални числт има точни горна (точна долна)
граница.

Доказателство. Щ“ дладем дохззателство само 38 съще-
ствуУвинето на точна горна граница 32 всяко ограйнчено отгоре
мчожество, ΤἨ като съществуването на точна долна граница 38
BERKO ограничено отлолу множество се доказва аналогично.

И така нека миожеството (х) ¢ ограничено отгоре, T, €. съ-
ществува такова реалио число M, че ΠΟΡΚῊ селемент на MHOMCC-
TEOTO (х) уданлетворява неравенството χ .

Възможни са следните Дна случая: 19 Сред елементите па
MAOKECTROTO (х) има поне едно неотрицателно реално чиело. 29,
Всички елементи на миожеството (х) са отрицателни реалии числа.
Ще разгледаме тези случаин поотделчо.

1°. Да разгледаме саме неотричателните реални числа OT мно-
жеството (х). Всяко ΟἹ тези часла е представимо с безкрайна
десетична Apob. Да разгледаме целите части па тези десетични
Дробни, Поради неравенството х::ЛМ вепчки цели части не надми-
нават числото М и затова ще се намери най-голяма OT целите

части, която ще озиачим с x,. Да запазим измежту неотрикател-
ните чнеда па множгеството {X} онгзи, чиято цияла част е равна Πᾶ
Xo Η да пренебрегнем о:таналите, В запазените чигла разглеж-
даме първия десетичен знак след запетаята. Пай-олемия oT тези

знакове означаваме с х;.Запазнаме измежзу неотоицателките числа
на множеството {x} онези, на които ц.ялата част е равна на X, Η

пъпвият десетичен зиак е гавсн на X,, а останалите пренебрегваме.
B запазените чиела разглежазмо ПТОРНЯ десетичен зиак след за-
пстаята. Най-големня от тях азначасам: с х,. Пролължавайки
аналогично тези разсъждения, ще ONpele M нияког реално число

(299) Ξ = Ξο., х1х= = =7

ἘΠΕΗΙ ἘΞΈΣΕΡΗ В Е ЧЧ

Е Е Ж С
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Ще докажем, че това пеално число X € точната торна гра-
ἨΠΠἔᾺ Π8 мяожеството {x}. За това е достатъчно да покажем нер-

ността на лвете твърдепия: 1) всеки елемейт х 114 множеството

{x} уповлетворява неравенството X= х; ?) 38 всяко реално число
х”, по-малко ет X, съществува поне :един елемент х от множес-

твото (х), удовлетворянащ непавепството х7>лх”.

Ще zokamem най-напред твърдението 1). Тъй като х по по-
строение е неотрицателна геално число, TO всееки отрицателен

елемент х на мпожестиото {X} очевидно удовлетворява неравен-

ството χ χ. Затава е достатъчно /ia се Докаже, че всеки неотри-

цателеп елемент х на множеството {Χ} удовлетворява неравеян-

CTROTO х X. |

Да допуснем, че HAKOH HEOTPHUATCNCH CACMCHT X = X,, X

Χ + еХае е не уловлетпоряна неравенството εχ. Тогава χ ὰ
и πὸ правилото за наредбата ще се памери такъв помер K, че

Хае Хр, Ху а Xy v o o Xy а = ἄμ Ἀ Χ По последното съотноше-

нне противоречи ΠῈ тога, че X, е най-големият от десетичните
зпакове х. за тези елементи X, на конто цялата част и нървите

#--1 знака след запетаята са CLOTNCTHO равни на Χρι Хае . 4 Xp—qe

Полученото протипоречис доказва тнвърдение 1),
Сега ще докажем твърдение 2). Нека х” ¢ произволпо реално

чниела, 33 което χ χ. Трябва Да докажем, че съществуна поце

един CJCMCHT х OT MHOMCCTBOTO (х), удовлстворяващ неравен-
ството x>

Ако числото X' е отрицателно, ΤῸ неравенството x> X' се удо-

B.’IETEG{JREE! OUCBHAHO DT всеки НСПТРНЦНТЕЛСН CACMCHT X HA MHO-

жеството {x} (MO предположение Noue едии такъв CACMCHT съще-
ствуча).

Остава ла разгледаме случая, когато числота х”, удовлетворя-

ващо условието χ χ. с нсотрицателно. HMeka х” ех xjx; . « -

X, - - - От уславието χ' < X и от правилото 88 паредбата следва,
че същес твува такъв номер m, че

# - , -- L - й —

(2.10) Ха е Xy, Xy = X, - + oy Χ. TM= Ха-р, Xm < Хщ

От лоуга странз, 0T гостроснисто Ha числото (2.9) следва, че 38
всеки номер т съществува неотрицателен елемент X=X, Х) Ха - -

Xp- - - на множесткота (х), такъв, че пялата му Част и NLDBHTE

му т знака след запетанта са същите, както в числото х. С други
думи, 38 помера т може да се памери такъв елемент X, че

(2-“) Ха = X, X=Xy, " - - нхт-!ь:-;гм“*-!п Ха Х ра



Съпоставяйки (2.10) и (2.11), получаваме

L
ме

и

“

Xo=Xg Ха = Χὶν κ + у Xpy =X 1, Ха >

денние 2), а ¢ Topa Η TeopeMaTa 38 случая 19 са гоказгни.
20, Аналогично се лдоказва съществутането Ha точна горна

граница Η във вторня случай, когато всичкиг елементин х на мно-
жеството (х) са отрнцателни реални числа, B този случай ще пред-
ставим всички слементи х с отрицателни безхрайни десетични

дроби Η ще означим с X, н най-малката от целите части на тези

дроби, « X; -- най-малкия от пъгРите десетични знакове на Te3H

дроби, цялата част Πὰ KOWTO с Гавна на X, C X, -- най-малкия
от вторите десетични 3IHUKOBC на тези дгоби, пялата част и пъроня
ай

десетгчен 3HAK на конто са съотесетно тавни па ΧΗ Χ, ¥ T. N.

По този начин получаваме неположителнато реално число
а iy g,

!l’:
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ῃ

а това означава (поради правилото 38 нарелба) че x>x'. Твър- !

=-'Im£;.3:g* . ιΞ"ι . .

Напълно гналогично на случай |? се гоказва, че тога число
е точна ropua граница на множестгото {x}, т. е. перността на

твърдения |) и 2), формулираци при разглеждането ца случай 19

Теоремата е доказана. |

gy

2.3. Приближаване Ha peanHuTe числа

с рационални

числа с ргционални.

Отниачало ще устаноРим, че Реяко реално числоа може Да бъде
приближево с откапред залалена TOYHOCT чрез рачионални Ччнисла.

Да разгледаме произволно рсално чесла п. За отпрелеленост
ще предполагаме, че това число е неотрицателна, и ще τὸ пред-

ставим с песетичната "pob а ξ аи)й. + + +е

Отсичайки тази προῦ Ὸ п-тия знак пвключителна слелд запе-

таята, ще пелучим рапноналното число ὥρ. а.а, - - - ба при което

oT HpHBH.‘IflTO 3a H&pfi,‘[fia Ἠδ ΡΕΕ.Ἕ!ΞΙΓΞΕ чиела НЕПВС;Ю;„СТЕСНФ εΒΔ,

че с) ὰ » » - Qu==1,

Като увеличим тока число ¢ 10-”, ще получим лгуго гашно-
налио чнело ὡρια ς - - -а--107“, което (погали пгазилото 38

нарелба на реалните числа) ще удовлетгорява перавенетнота

|

Ще докажем HAKOJKO тважни леми 32 приближагане на преалните 1

1

ааа 0~ « « Cq+ 10770 т ЩИ
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И така за всеки помер л намерихмг такива две фрационални

числа «;--а.аа,; « - <Ay W +«а->йа а " . - Up+107", че αἰτξαξξα,
Ἡ a, -- ху < 107”.,

Ще сс убедием В това, че 34 всяко отнапред зададено поло-

WHTSAUO рационално чиела в OT извеетно място нататък (7. е. OT

HAKO? п нататък) е инзпълнгно неравенстяото 10~"<Le.

Действително cnopen аксиомата на Апрхимед има само краен

брой естестиени числа, ценадминаващи числото l/e. Следователно
само 33 краен брой номгпра т с изпълнено HepasenicTsuto 107=1/E,
иди 107" =e. За всички останали номера л е изпълнено NPOTHRO-
подожното перавенство 10—"<g, което н тТрябваше да докажем.

Стигнахме 10 следното Ттвърдение:
Лема 1. За проазволно реално число а ц за всяко отнапред

избрано положителна пационално число E съществуват такива Фдве

драционална числа &) H &y, Че o U5, и ay—x) <E

« докажем аще ABe леми, !В[]ЯКТЕРНЗНРНЩН гъстотата на

разпределение па равионалните числа в реалните числа.

Лема 2. Какаито и да ca daecrne реални числа а а b, за xoumo
a>b, съществува пационално число &, заключено между тях, m. €.
такова, че аз>к“>й (а слгдователно същестауват и безбройноа много
различни рацаонални числа, заключени между а и #).

Даказателство, Достатъчно е да разгледаме случая,

когато числата а н # са пеатрицателии, тъй като случаят,

когато п н й са неположителни, се свежда към първия, като из-

ползваме модулите, а е«лучаят, KOTATO а е положително, а й —

отрицателно, ¢ тривиален (за « може да се иземе нулата).

И така нека a>bd=>0, Да предположим, че owg,a,a,- - -
Фан . U==by by < < Вл « «, при тона, ако а € рацнонално число,

прелставимос крайна десетична дроб, ще прнемем 33 предетавител

на а онази лесетична дроб, която окончана на безкраен брой

денетки,

Тъй ката a>h, ще се намери такъв номер R, че (y==b,, 4-5),
.« s, ugfilzbkr“ fll:}.bk*

Поради напзавсната по-горс YroBOPKa веички десетични зпаци
ς при n>& не могат да бъдат нули.

Озигчаламе с р най-малкото OT числата п, по-големи от Е,
за който a,==0. Torapa числето @ може да се запише пвъв вида

С помощта на празилото за паредба на реални числа лесно
се прозсряква, че PALHONANHOTO число

удовлетнворяна неравецствата a>a>b. (
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Лема 3, Hexa x, и χῳ ca две реални wucsa. Hexa за всяко no-
AOMUMEARD рацианално число € да съществиват такива dae рацид-
нални числа 7y и (s, че ПТе ПТу 4 1,—7;<e. Тогава
числата Xy и Xy ὰ равни.

Доказателство. Допускаме противното, Τ. е. че X;==X,.Без да ограничаваме общността, можем лда считаме, че х)«<х..Съгласно лема 2 съществуват такива две рашнонални числа«, и
α;, че

Ха <а <X,

Нека сега v, и Ὑς са какви да е рапцнонални числа, удовлетвао-
ряващи кс равенствата

ΥΥΞΞ Χ Ξ Υεν ISXHET,.

От горните негавенстка Η свойствата транзитивност на > и =
noayuarame 1)<z <@.<y,. Но тоганва Y:—Ti1>a;—a&,, KOCTO проти-
ворсчи на това, че разликата у;--у, може ла бъле напганена по-
малка от всяко отнапред избрано положително рационално число 5, (3

2.4. Операции събиране и умножение
на реални числа |

Eaun от най-гажните въпроси ΟἹ теорията на реалните чнела Ξе въпросът за дефиипране на операциинте събиранс и умножсение
на реалии числа и свойствата на тези опегации.

реално число. За да се съберат лве реални числа а и b, те се за-мснят с исканата точност с рацнионалин числа и за приближенастойност на сумата им се взсма
числа.

Фактически посоченият практически начин 538 събигане на
реални числа предполага, че колкото 10-точно гапионалните чис-ла « и Б приближават съответно реалинте числа а и b, толкова |по-точно сумата «--5 г:риближава PCATHOTO число, което би τρπῦ-вала да бъдс сумата на реалните числа а u .

Желанието да се оправдлае посоченият практически начин за J

i

ие 

|2.4.1. Дефиниране на операциите, Точно опксание на понятието j

сумата на посочените рационални |

'

събиране ua лве рсални числа РОоДИи 10 следното определение Ha
сума Ha две реални чнела.

Определение 1. Сума на две реални часла o u А наричаме
такова реално число X, което за есеки четири рационални числа
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&), «.„ Ву βεν За коцто са изпълнени неравенствата «ал Б8 R,

yémmmaflpflfla неравенствата

«ВА 2« 4.

Това число х се означава със симгола a-+b. B 2,4.2 ще бъде
доказано, че такога число х съществукта Η е само едпо. Там ще
бъде устанонено, че тотРа число X е точната Горна граница на

множеството («,+ В) от сумите на венчки Гационалии Ччисла «;
и By, удовлетворяващия негавенстгата в<-а, f,=<b, или точната

долна Граница на множеството («,+В,) от сумите на всички ра-

ционалня числа &« и ., Уудовлетиорягвгащи неравенстнвата а5а;.

b=p,.

B 2.4.2 ще бъде доказано също, че ако пряложим даденото

определение 38 две рационалини числа, стигаме до същия резул-
TAT, както Η при старото определепите за сума на рацнонални

числа,

Определение 2. Произведение на две положителни реални
числа а и # се нарича токова реално число X, което при всеки избор
на PUBUORUARUME часла Oy, Чу By, Въ Ндовлетворнавощи съотноше-
нията U<y a5 w,, OB = 0:5Й, идовлеставорява нсравенствата

α, s Xy Py, .
Tora число х сс означава със снимпола a.b. B 2.4.2 ще бълде

устанонено, че такога число х съществуяа и то е само едно, Това
число х с точната горна граница на множестиното {=,. B} от произ-
BCACHHATA на венчки рационалииц числа o, н В, Уудовлетворяващи

неравенсетвата 0<а,5а, 0<8,230, или точната долна граница на

множеството (@, В,) OT произведенията на исички рацнионални числа

« НЙ„. удовлстворяващи неравенстката 0«< а 0<08:<:8,.
роизведение на реални ч«исла с произволен знак се опре-

деля по следното правдило :

1) за асяко реаана нисло а полагаме а. 0--0#:0.а;
Ф ἴ

el

2) а ,,..{ la|.1b|, ако а ц b имат еднакви знаци,

--|21.|#), ако а u b ca с различни Знаци.

B2.4.2 ще бъде устаповено, че приложеноа към две раднонални
числа, това пранило води до същия Пезултат, както и старото

определение 33 пронзведение 8 рационални чнела.

Сега можем да уточинм понятнето реалнко ἘΠῸΠΟ,

Определение 3. Де наричаме реални числата, представими във
8ud нф безкрайни десетични дроби, при услсвие, че за тези числа
са определенци па посочения по-горе нацин опепациите нарейба, съ-

биране и умножение.
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24.2. Съществуване и единственост на сумата и произведението

на реални числа.

Теорема 38 съществуване на сума на ΠΕΒΠῊΝ числа. За ecexu

две реални числа а и ὃ съществува реллчо число X, коета е тяхна
сима.

Доказателство,. Фиксираме две пронзволни Ппацконални

числа «. и [, удонлетгоряващни HCPABCHCTRATA oy, b=j,, И раз-

глежламс ъсевъзможните рацконалня Ччисла «)у к В удоевлетворя-

ващи неразенстната αἰΞξ , 5,50.

Ще се убедним, че множеството (а;-5;) 0T всички суми αἱ 45,
на посочеянте рационални числа е ограничено отгоре,

Съгласно свойството транзитивност на зинайите > и «« OT

неравенстната a=ay H а«, а следва, че а се а 0T церпавенствата

БаВ. н βιΞ 9 следва, че Β. ΞῈ ..

Ilo дпете неравенства &y ξ ας Η 3,53, €A еднопосочни, свързват
рационални чнела н могат да бъдат почленно събрани (вж. края

на 2.1.1). Torara &,+p,=a,+pP,, косто н доказва ограянченос тта на
мпожеството («;,--5,) отгоре и това, че «;+8, с една горна граница

на това множество,

Според ovnonsnara теорема 241 (еж. 2.2.2) за множеството

(«,+В,) съществува точна Topha граница, която ще означим с X,
Остава па се убелнм, че топа реаглно число е сума на чнислЛата
анй, т. е. удовлетворява нерапепствата

&, S xSz, 43,

Верността на лявото неранвенство &, + βι:Ξ Χ следна OT това, че X
е гориа граница на множеството (а;, + 8,), а верността на дясното
нерапенстна хоа.-В, следва OT топа, че числото , ἘΠῚ се горна

граница за множествота {a,+3;}. а х е точната горна граница,

Τ. ¢, най-малката от горните граници на тояа множество. Теоре-

мата е доказана.

Забележка, Съвсем заналогично 05 докаяазва, че сумата на
числатаа п е точна долна граница на миожеството {z,+B,)

OT сумите ®,+[3, на всичкя възможни пационални чиела x4 и 3,,

удовлетворяващи неравенствата ае b==3,.

Теорема 32 единственост на сумата на две реглни числа.

Съществива само едно реллна числа X, Koemo е сума на 082 дадени
реални yucaa ай #.

дОКЕЗН TCJAC TRO. ДЕ предположим, че съществуват дне

реални числа X; и Xp, удовлетволпяващя неравенствата

(2.12) !“1“*5153!5“:"*"31:

и < A τ ὃς
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за всизки възможнии рацнонални чиела &, %y, By, ра УдОоВлетворяващи

неравенстната

(2.13) ааа В1250::3,.
Да фиксираме едно произкволно положително рационално число

ε. Съгласно лема 1 от 2. 3 за положителното рационалио Число

“2 11 38 ΠΆΠΘΗΟΤΟ рсално число а съществуват такива рационални
числа « H @, Че &0, при което a,—z,<Ee/2,

Аналогично за избрацото #/2 и 32 даденото реално чиело b
съществузат такива раш:онални чиела В, и B, че P,=b=3, и

Ва-- 3 <el2.

Ако вземем п Hepavencteata (2.13) посочените ay, ay, B, Η Въ
ще получим, че двете ΠΗ Π X, н Xy удовлетворяват неравснствата

2.12), конто могат да се препишат във кида

γι Ξ Χ ΞΞΥγα, Yi=XasYa,

KBICTO У -а;+8), Ty=%, + 35
Тъй Κατὸ Ὑ,--Ὑι =(ag+Ba)— (01 В) ποίας-τα . ) Ἐ(,--βι) < #/24+а/2

--Е, Ще Пполучим, че двете числа X, н X, €3 заключени межлу

рационалияте чниела ¥y и s пазликата между KOHTO с по-малка

от отна пред избраното положителкно рацтнонално число ε.
Поради лема 3 ot 2.3 имаме x,=x,. ΓῚ
Следствие. Ако приложим Опденото определение за сума на

реални числа 30 дае рационални числа а а b, ще получим същия
дрезуатат, както и с определенисто за сума на пационални числа.

Наийстина нека а и # са дче рационални числа, a+b е сумата
ἘΜ съгласно старото определение, o), o, Py и 8, ( произволнн
рационални чнсла, удовлетеворяващи песравснствата (2.13), Тогава

очевидао са верпи перавенстнатай

(2.14) %-f-fi;é‘fl-f-bflug‘i-ifia-
при TOMA съгласно TEOPCMATAa 33 CAMNCTDEHOCT числото a++b e

€AMUCTRCHOTO реално число, удовлетваряващо нспавенствата (2.14).

Съвсем аналогично ce доказва съществулането я сдянствеността
на произведението на Jue реални чнела,  ̓

Ясио e, че е достатъчио да се докаже съществуването н един-
ствеността на произРяеленнето на дРе положителни числай й b,

За да Докажем съществуването на произведеннето, фикенраме
пронзволни рационални чнела «, и [y, Удовлегворяващя неравен-
ствата a=a,, 0:258, н разглеждаме пвсички рацноцални числа x; H
В,, удовлетноряваши неравенствата О0< а) =g, 0<B, <<b. Лесно е да
се убедим, че мпожеството {w,.B,} OT всички пронзведения a.B, е

* Тъй като Ξ рационалните чисела сднопосочкните перавенства магат дабъдат събнирани пачленциа.
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ограничено отгоре н Числото &, .3 € сдна горна граница на това

множество.

Съгласно осповната теорема 2.1 съществува точна горна гра-
ница X на това множество, която, както лесца се проверява,

удовлсетворява не рагвенствата а,В, =X <a,B,, Т. е. е пронзведение на
числата ¢ и b.

Аналогично може 13 се докаже, че пгроизвеленинето на поло-

жителняте чяела @ Η b Ε точна долна траница на множеството

(«. . } от произвеленията ἂς. 5y На гсички рапионални числа &y

Ἡ Ώ. удовлетворяващи нераненствата ατξας, b=<j,.

За μ докажем единствеността на произвсленнето Ha две
реални числа а н b, ще предположим, че съществуват две такива

реалин числа X; и ха удовлетворяващи неравенствата

(2.15) & .„В хуе . Въ & βιξξ χεῖξας. by

за RCHYKH рационалии числа &), &y, 3; Η Ву че”

(2.16) <oy, <asa, s M, 0<.5558.2М.

Фиксираме произволно положително Гационално число ε, с

помощта на лема | намираме за дадените реални числа а и b та-

кива рацнонални числа &, &y, By И В, удловлетворяващи неравенст-

вата (2.16), 30 конто а -а, εἰ Μ и §,—B,<e/2M.
Но тогава поради (2.15) числата Xy н X, ще бъдат заключени

между рационалните числа «;.В) и «,.8, чиято разлика ¢

&, .Ву- «а . Bi=ay (В.--В,)+ В (#3--«;) <2М .“2М <-е,

Съгтласно лема 3 ot 2.3 х,-Х..
С помощта на TEOPCMATA за единсетвенаст, както и при сума,

се доказва, че за рационални числа тотРа определение е сквива-

лентно на определението 33 пронизведение на рациоцални 4HCIa,

дадено по-рано.

2.5. Свойства на реалните числа

2.51. Основни свойства на реазлиите числа, В тази точка ще ус-

тановим, че за реалните GHCNA са валилни нвсички OCHOBILY свой-
ства на грационалните числа, изброени я 2.1.1. Вече бе установено,

че реалните числа притежават свойствата 19-49, така че остава

да се изясни само въпросът 33 свойстната 5°—16°. Лесно се убеж-
даваме, че за рсалиите числа са налице свойствата 5°—8° и 140
свързани с понятието сума. Валидността на свойствата 57— §¢

5 33 M може да се вземе например числото 2 (a+-5).
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произтича непосредствена от определението за сума на преални
числа и OT валилкостта на тези свойства 24 гацнионални числа.

Ще се спрем па доказателстРото на свойство 14", 7. с. ще
докажем, че ако &, & и с са три произнални реални числа н a>b,
то а+в>04-с,

Тъй като 4>b, ΤῸ съгласно лема 2 ат 2.3 съществуват такива:
рационалин числа oy н В,, че a>a,>P,>b. За геалното число ¢ н
за положителното рацкопално Число в--а;--8, съществутгат такива
рационални числа Ὑ1 H Ty, Че 7,505, NPH което Te—Y1<€—z,~—3,
(. aema 1, 2.3). Heka cera «, и B, са произволни рапионални
числа, удовлетроряващи перавсенствата в а, 82:3;. Тогава no onpe-
делението за сума на решлии числа

ς ΤΎ Β ἘΞ , +уъ βῳ а b0 Ἔγι.
За доказване на ¢+ c>b+c поради транзитивността на знака >e
достатъчно да покажем, че в +у >В,+ а HO TOEB непосредстоено.
следгеа от неракценството т,--у)<а-В,.

Ще отбелсжим, че въпросът за излаждане на реални числа
като действие, обратно на събираиета,се изчерпга нпапълно въз
осноРа на свойства 5--89, Разлцика на две реални sucaa a u b
ще наричаме реалното число €, за KOCTO €-+be=u,

Ще се убедим, че тази разлика е числото в--.а+”, кълето V' е
противоположното число на b,

Нанстина от свойстина 59--80 следва с + --(а + Y+ b=a+4 (b +by
=4 0=qa,

Ще се убедим също, че съществуна CAMO едно реално число,
косто е разлика 1a две Ладени реални чниела. Да предположим, че
оспен посоченото число е--а+ ” съществуРа още едно такова число
d, че d--h=a. Тогава, от една. cTpama, (44#0)+#/-а4+«с, a, or
Apyra, (d+b)+d'=d+(b+ ¥V )=d+0=d, 1. е. c=d.

OT определението Ha разлика и ΟἹ свойстно 80 слегва, че
числото а", противоположно μᾷ а, е paBHO на празликата O—a.
Това чиесло се записна --а.

Не представлява трулност да се пренесат 58 реалните числа
cooficTeata 90—13Y у 159, свързаци с понятието произпедение, Ще
отбележим само, че но отнонтение Ba свойство 129, акоа е рсално
положително число, & oy и «, са произволни рационални числа,
удовлетеоряващи неравенствата <&, Sasa,, 10 числото o/, обратно
из a, се определя като единственото реално число, удовлетворя-
ващо неравснствата 1/х,а /а

* 34 @' може да бъде пзета тачната гарна граница на мпожестното на всеначе
¥H рационални числа (1/х.), където аз>а.
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От свойствата 90--120 заключаваме, че 33 всеки dez реални

числа а и й (8--0) съществува и при това CAMO едно число C,
идовлетворяващо €. b=a. Това число с се нарича частно на чис-

лата а 1 b. От опредлелението 58 частно и ΟἹ свойство 125 следва,
че числото a', обратно на числото а, € разно на числото l/a.

Ще отбележим накрая, че за реалните ΠΗ е в сила н ΠῸ-

слелнотао 169-то снойство, а именно: Каквото и да е реалното число

a, то числото | може да се прибави към себе си толкова пъти, че

получената сума да надвишава а.

Да докажем това свойство. В случая a<0 τὸ е вярно, тъй

като |>u. Нека az=0, a=apa,0, . - . Достатъчно е да се докаже,

че 33 числото а съществува цяло число 7, 33 което π)»α, тъй като

чрез сумиране на числото | п пъти ще получим цялото число 7,

Ho това е очевидно ; достатъчно е да вземем п-0,+2.0
По такъв начин за реалните числа са валинлня всички основни

свойстна на рацнионалните чниела, формулирани в 2.1.1,
Следонателно 33 реалинте числа са в сила всички алгебрични

пранвила, отнасящи се 33 аритмстичните действия и съчетаването

им с павенства и неравенства.

2.5.2. Две важни съотношения. При paGota с рацнонални числа

често се използват съотнотенията:

(2.17) la.b|=]|a].|b].

(2.18) latbisial + bl

Pavencrnoro (2.17) следва HenocpeicTHeHO OT опгеделението 38 NPOH3-

педение Ha две рсални числа. Ще докажем неравенството (2.18).
От определението за модул и правилото за наредба следва, че 38

произволни рсални числа а и b са изпълнени неразенс твата

—le|zas|al, - || 552 bl

Съгласно основните свойства елнопосочните неравенства могат Да

се събират почленио. Затова

--(:а|+;61)-а+52(|а, +|bi.

Използвайки B случая а457>0 дясното, а в случая a+bs0 ля-
вото OT послелините неравенства, M2 получим неравенетвото (2.18),

2.5.3. Някон конкретни множества OT реални числа. [lo-HaTa-
тък честа ще срещаме различни Ммножгства от резлни числа.

Както нече се условихм2, произволно множество от реални числа

ще O3HauaraM2 с симнола {x}, а чиглата OT него ще паричаме еле-

менти или точки на To3a множество. Щ казвамеа, ч2 точката
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X, OT множеството (х) (х; Е(х)) е различна от точката X, на това
множестко, ако реалипите числа X, п x, не са равни помежду си.

Ако при тогва е вярно неравснството х) Sx, (¥,<X,), ще казРаме,
че точката х, лежи HATACHO (наляво) OT точката X,.

Да разгледаме пякон често употребивани множества OT реалин
числа.

Г”. Множеството om реални числа Χ, идовлетворяващи нерсвен-
ствата αξεχτα , ще наричаме сеегмент или затворен интервал:
и ще 20 озкачаваме със символа [a, δ].

20͵, Множестватоа ат реални числа X, идовлетваорлващи нелпавен-
ствата и< х<6, ще ниричаме интервал или отворен интервал
и ще 20 озкачаваме със симавола (а, В).

3. Интераала (a—e, а4-в), където в>0, ще наличаме в-0кОл-
кост на точката ἃ.

49, Всеки интервал (атворен интепвал), съдържащ точкатма а,
ще наричате Ооколност на точката ἃ,

9% Множеството от реални чивсла Χ, удовлетавряващи не-
равенствата аг х< 6 (или а< х0), ще наричаме полусегмент или
полузатворен отдолу (отгоре) интервал, или полузатворен
отляво (отдяско) интервал и ще го означаваме със символа
(а, &) (али (а, b)).

60. Множествота M@ всички реални числа ще напичаме числова
(безкрайна) права и ще го о3начивиме със симаола (— co, + o).

7%, Множестаото на peaamume числа X, ийовлетварлващи не-
равенството Ха (или xSb0), ще наричаме полуправа и ще 20
означаваме със символа (а,4- са) (илйи (— co, В1),

8% Множеството от реални числа х, идивлетворяващи нерпвене
ствогло x>a (или x<b), ще наричаме отворена полуправа и ще
20 озниачцоваме със симаола (a,-F со) (или (-- oo, В)).

Забележка |. Най-общо под ганятнето „ингаервал“ се газ-
Gipa множестга от вила 19, 29, 50, G, 70 н 8° B първите тря
случан имаме „крайни интераали"”, а в гпоследните три — „без-

крайни интервали“. Ако R текста се среща понятието „интервад“
бсз прилагателно (отворен, затпореси, красн, безкраен и Τ. 1.}, то ΞΗ Τ
му нли е отнапрелд посочен, нли се HIACHAPA OT семгола, с ксйто-
е означен. Когато липсва каквато и да било информация за вида.
на интепРала, ще смятаме, че в „краен OTRODEH ннтереалд“,

Забележка 2. В случаите 19 2° й 5% тоткнте пи b се
нарнчат гранцини точка, коятурна точки пли Kkpooula на
иинтергала. В случая 1° те принадлежат на muTepraca, в 2° не
преналлежат на интергала, а в 50 едната принадлежи, а лругата
не принадлежи на интертала, И в трите случая пеяка 104Ea, Ko
ято уловлетнворягва не равепстаата а« « , се напкча вътрешна:-
точка на интервала. |
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Произволна мнажество (х) ще наричаме плътно (навсякъде
26Cmo) в себе си, κῸ всяка околност на всяка пючка х от това

множество съдържа поне една точка от множествота {x}, различ-
на от χ. Пример за плътно (навсякъле гъсто) в себе сн MEO-

жество с всяко от определените по-горе MuomecTna 1°—8% Други

примери за плътни (навсякъде гъсти) в себе си множества са мно-

жествата 113 рациопалните числа, принадлежащни HA кос да с от

множестнвата |9--89.

2.6. Допълнителни въпроси OT теорията

на реалните числа

За въпежданс на реалните чксла използгвахме безкрайните де-

сетичин дроби. За множестьото на безкуайните десетични ApOOH
бяха определени прапила за наредба, съби ране и умножение и беше

устанопецо, че тези иганила удовдлетгоряват шестиадесет OCHORHH

| свойстщае (изброеин в 2.1.1 за рационаликите числа). Използваният

| метод 38 нънсжлане на реалните чнела не с сединствено възмож-

ният, Реалните числа мпгат ᾶ се пъвелат с помощта на безкрайни

| двоични дроби, с помощта на т. пар. дедекинцдови сечения в οὔ-
ластта на райноналните числа, с помощта па редици от рационални

числа и по други цачнни. 33 Ла изясним връзката между различ-

ните методи за вънеждане на реалните числа, ще възведем иякон

нови понятия и ще установим още едно важно свойство на MHO-

жеството на реглните чиела.

2.6.1. Пълнота на множеството от реалните числа., Нека
Α В са xse произнолни множества. Ще казваме, че между мно-
жестита A ц B с wcmanveeno взацмно еднознанно съответ-

| cmsue (1/-значно съответствие), ако на всеки едемент на Мни-

жествота А отговаря единствен евлемент 0т множеството B, така

це на всеки свлемент на мноажествато В е съпоставен някой елемент

от множеството A и на различни елементи на множеството A
съолеетстауват разлицни елементи ка множеството Β.

Две множества, за елементите на исякоа от които са onpede-
лени правила за напейдба, събиране и имножение, ще наричаме U30-

морфни едно на друго (или 33 краткаст изоморфни) относно

тези правила, ако межди глементите на тези множества може 04
се устинави такова взчаимно едназначно съотаветствие, че ако на

еглементите а и # от пъраато множестао съотаетстацашт едемен-

mume с” и δ' om атарото множества, mo: 1) елгментите α' и δ' са
свързани със същия знак (>, < или =), както и едементите а и b

ЕЕЕ )

s 5 ... S . . .
ῃ Ν T
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2) на елемента а + # съотгетствува елементът а #; 3) на еде-
мента a . b съответствивй елементът а! . δ'.

Аналогично може да се въведе покятието изоморфни MHO-
жества въз OCHOBA н на други правила, характеризиращи някакви
съотношения межлу елементите на множествата, различни OT пра-

вилата за паредба, събиране и умножение.

Пример на две изоморфни множества OTHOCHO правилата на-
резба, събиране и умпожение са множсеството на рационалните
чкела, DLBEICHH като отнощение па цели чиела със съответните

(px. 2.1.1) правила за наредба, събиранс и YMUOMCHHE, н мно-
MECTROTO на рациопалните числа, запитани във вид на б2зкрайни
десетичин дроби с обикновените правила за наредба, събиране и
умножение на реалпи чнела.

Ще разгледаме по-внимателно ABE множества: миножеството
на рациоцналните числа и множестното на реалните чиела. За пвсяко
от тези множества са опрпеделени правила 38 наредба, събиране и

умножение и са нзпълнени шестнадесетте OCIOBHH спойства. Ясно e,
че миожеството на реалните числая е „по-шнроко" от множеството
на рационалните числа, Thil като мниожеството на резлните числа
не с изоморфио на множеството на ракноналните числа относно
правилата за наредба, събиране н умножение,” по в мпожеството
на реалияте числа може да се отдели част, изоморфна на мно-

жествкото пна райконалиите числа OTHOCHO посочените правила.

Естестеено възникца пъпросът: възможио ли е н за множе-
ството U реалните чиела да се построи „по-широко“ миожество

от обекти със следните снойства: |) в Tosa „по-широко“ мпоже-
ства да са определени правила за наредба, събиране и умноже-
ние и да са изпълнени останалите от 16-те оасиовни свойства;
2) Tona „по-широко“ множгество да пе е изомарфио на множеството
на реалинте числа относно посочените правила; 3) в („по-щиро-
KOTU" множество да може да се отдели част, изомо|нрна на мно-

жестевото ца реалните числа отногно посочените правила,

Ще докажем, че такова „пачлиирока“ множгство не съществува,
Τ. ι множествато ца реалините числа € пълно отногна правидата
нарелба, събиране и умпожение и остацалите or 16-те осиовни
CHORCTRA.

Въобще произволно множгетво om обекти, за xoumo ca onpe-
делени някои правала и ва изпълнени някои свойства, се нарича
пълно относно тези прчвила и свойства, ака не може да се по-
строий такоава „по-ещираки" множество от обекти, че :

* В 2,7.3 ще бъде доказана, че не маже дя се ¥CTAHODM изнимно едпозначно
съответстяне между рациопалнито и резлиите числа OT сегмепта 10. 1], откеъдета
сдедва таърдекиета.
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. инножество да са определени СЪщитЕ

правила и 03 има същите свойства; 2) това „по-щирока” 
мно-

жество да не е изаоморфно на даденота относно пасочените правцила;

3) в това „по-широко“ множество да съществива част, изоморфна
на даденото множество относно посочените 

правила.

Можсем ла твърдим, че множеството На гацио
налните числа

це е пълно отпосно гравилата нагелба, събиракве и умножение и
осланалите от 16-те осиотни сеойстеа, тъй като съ

ществува „Ппо-

ΠΙΗΓΟΚΟΝ" множество (множесткото на реаляяте числа), удовлетворя-“

pamo изискРанията 1), 2), 3) от току-що Формуляраното опреде-
ление,

Сега ще локажем, че MHOKECTFOTO па реалните числа е пълно

отиосно правилата за нагедба, събиране к умиож
ение Η остана-

лите от 16-те осиоРвии CPOACTEA.

Да прелположим протиеното, т. е. че съществуРа
 Ттакова „по-

шигоко“ миожество от обекти {x'}, че ла са изпълнени 1. 2) и

3) от формулиганото по-тоге опгелеление, и да означим с {x'} тази
изомоуфна на множеството

част от множестгото {x’), която с

(х) от реалните числа относно правилата 48 наредб
а, събиране и

умпоженне.

Ще отбележим най-напрел, че я мнажесткото (
х") същестеува

единствена дтойка елементи 07 и 1’, играсщи особената роля Η
нула и единица./” Можем ла ΤΒΈΡΑ͂Ι Μ, че елементите 07 и 1' при-

наллежат i множестеото {x'} и са въп mIAUMHO седнозначно
 съот-

ветствие с реалците чиесла 0 и |е
Нека 2’ © кой да е слсмент на миожестиото (х!), непринад-

лежащ на множеството (7). Като изгалзваме пираенлото 8 на-

редба, можем да Газлелим елсментиче 7! на множес
тРото ( х”) на

ра KAZCA — [O[CH и ΣΌΛΕΗ, отнасеяйки към горния Кл асички

елементи χ', удавлеткорякРащи неравенстното ¥>al, а към 1
01

ния клас — всички елементи X' удопрлетРоряващи неравенетв
ото

Y κ а!. Тези pra клеса кне са празни. Нагестина ще лохажем на-

1) в това „по-широко

0

G;zt';-a-u;=0;. 1.e. 0, =0,

1', mrpzem ocofienara раля па

« Ако имаше два слемента 0 и 0y играешн особенъта р
оля ΒΔ пудата,

# .

οἵ снойстната на сумата ще получим 0) =0, +

Акалогично се доказва единствеността HI е
зсмекта

едипица,

#. Ше докажем HanpuMep, "Ὲ елементът 07

{Ξ’} н се памира вън ἘΞΒΉΜΠΟ, елпозиачно CLOTECTCTRRE с реглпато
 ΚΗΕσΟ 0. Да

предположим, че на геалното чес0 0 съптеетствува JAKGA
 елеменкт §' ат множе-

ствата {f‘} Тъй като 0+0=0, то §'-6'=8F. B множестасто 17) същ
ествува Ta-

къв слемент 0”, че #740 --0”, Прибавяйки към десте CTpalll на равечствато

048/--#" елемента 8”, получяваме (840" ) 46 6" F0, τὶ ε O ¢ 8'=0", pan ¥'=0.
Аналагично се NPODSEANT И DPrICHHASHHNTZ 38 едияияния елдемент.

привадлежи на MHOWCCTROTO

еищ ле s ЕИ ъ ... e 5. ж.. а

e s s e нн ὶ i
Ὸ --ψ-ἷ КИ
Π ЕН .

'
|

. T s κ



нато дедекиндано cenenste. Дедекинлано сечение в of.
числа се карячя резделянето HA мнежеството па рацкопалните чиелая на ARC не-
празни колмножества А и B, танива, че всеки едемент ка A да е па-малък ὧνBCERR елемент ня В
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пПример, че ΓΟΡΗΜΗ͂Τ клас не е празен. Събирайкни елемента 1” сам
със себе си достатъчен брой пъти, поради свойство 160 ще полу-
чим елемент л” от множеството {x'}, удовлстеоряващ неравенс т-
BOTO п!>а”, T. е. принадлсжащ на гориия клас, От свойство 49
следва, че ясеки елемент от долния клас е по-малък от ΘΗ 3-
волен елемент от гориня клас.

Поради изоморфизма между множеството {x'} н множестнвото
(х) na реалните uncia мажем ΔῈ твърдим, че миожестнкото на ре-
злните числа се разделя па два класа, при тона всяко число от
долния клас с по-малко OT всяко число OT горния клас. Η Τομῆ
ознанава, че долният клас OT реалин числа е ограничен отгоре 1
има (според теорема 2.1) точна гариа граница т, а горният клас
има точна долна граница M. Ot опгределенията за точии граници
CACAPA, че дпете гранинци /л и M са заключени между произволно
близки рсални числа и затова е М, Тъй като чиелото m=M е
реалко число, то принадлежи на един от дгата класа, Τ ̓ C. пли същест-
вупа най-малък елемент в гориння клас, или пай-голям елемент в
долиня клас,. Ще докажем, че н Дисте тнърдсния са абсурлни,
Пека например съществуРа пай-малък елемент Π горния клас от
реални числа. Torava съществува най-малък елемент m' й n гор-
ния клас при съответното газлелянс на множеството {x’}. Спарел
определението на горния клас m'>e’. Съгласно croficTraTa ца
сума съществува разликата η -- #” н п! - «'>0. Ho тогава от И“е
за елемента т--а” съществува обратси, който съгласиа свойстната
на произнедение с равен на частното 1'/(m'—a’). Поради свойство
100 ot елемента 1’ може да се получи i елемент o', койта при-
надлежни ua (х") н удовлетнорява перавенството "ῚΤ т -«!). От
тоиа неравенетоо и спойствата на произнедение и сума получаваме"

(2.19) пИ-- п ае

Тъй като елементите m’, 1' н принадлежат на MHOMECTROTO
(х"), то ий елементът (m'—1'in') също така прянадлежи на това
множество Η очевидно удогплетворяна негавенствкото т- « пи.
Ho torapa неравенстРото (2.19) азначана, че горинят клас има
елемент, по-малък OT M’ T. е. ! не е най-малкият елемент. Полу-
ченото протигоречние доказва пълнотата на множеството на реал-
HHTe чиелда ”

ΕΥ͂Η ΠῊ рацкопалните

5 Матамнатически δεῦ εΣ Π Τ Ἀ Ν
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2.6.2./ Аксноматвчно въвеждане на множеството Ha peanTHATe
числа. За възгждане на реалниите числа използвахме множеството

на б2зкгпайните десетични дроби. Опоелеляйки 32 множеството Ha

тези дроби правяала 38 pap2iba, гъбиране и умножение, устано-

вихме, чи елементите на тозва Ммножество притсжават 16-те oc-

нозни ¢BOACTBA н освен TOZ3d спойството пълнота OTHOCHO тези

npaer.1a.

Описаният HAYHH 33 въвежлане на PEQAJRH чнела, въпрекин че

притежава, както всче отбелязахмеа, несъмяени евристични и ΜῸ-

толични достойнства, не се CARHCTATHN възможният н цпелесъоб-

разиият от научна гледна точка. За окончателното оформяне K
пълната догическа ЗВБЪРШЕ!!ПЕТ на нашкякта представи за реалннте

числа е добре да се разгледа и аксноматичннят метод за въпеж-

лане 1 тези числа,

Този метод се заключава в сделното: Множеството от реал-
ни числа се въвежда като съвкуплност от 002KTH,® удовлетворя.

ващи 17 аксноми. Tosa са 16-те основии свойства и аксиомата 38

пълнотата относно тях. Тези 17 аксиоми ще наричаме акспоми

на реалните числа., Коанкретна реализация на съвкупност 0Τ

обекти, удовлетноряващн 17-те аксиоми на реалните числа, е

{Hawcaom вече множество Ha безкрайните JeceTHYHH дроби. Въз-
можни €3 н други реализация.

B сила е следното забележително твърденне :

Теорема за изоморфизъм, Braka ргадизация на съвкупност
от обекти, удовлетаоряващи 17-те аксиомц на ргалните числа, е

Ззшшрфнд на изученото множегество на безкрайните Одгсетични
роби. -

Доказателството на тази теорема е призелено в 2.6.3.
В геометрията множество OT точки Върху права се въвежда

като съвкупност 0T обекти, удовлетваоояващи известен брой ак-
сноми, между конто OCHOBHA роля играе аксизмата за пълнотата

на тазн съвкупност OTHOCHO останмалите акеноми. Споменатите

Гакеноми паозволяват да се установи взанмно еднозначно съответ-

ствие межлу множествота на точките върху правата н мвожество-

TO на всички реални ччела. Tosa съптветствие позволява реалните

чиела да се изобразяват като точки на права линяя (числовата OC),
KOCTO ияе шнроко ще използваме с инлю:тратизни цели.

26.3. Доказателство на теоремата за изоморфизъм. За удоб-
ство ще разделим доказателството на атуелни пунктове.

19. Hexa {x’} e множество от 062хти, удовлетворяващо |7-те
аксиоми на реалните числа. Поедли всичко ще отбележим, че

аксномите гарантират съществуването на елементите Ο Η 1" B мно“

« При това нищо на се предполага за естеството на тезя обектн. οο Е нИИ НН КА нн НН
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жеството {x'}, играещи ocoGena poan на нула и сединица. OT
акспомата на Архимед 165 имаме 1'>0.* В множеството {x'} οτ-
деляме съвкупността от „рационални обекти“. Във връзка с това
ще отбележим, че всяко рационално число може да се полУЧИ ©OT
числата O н 1 чрез операциите събиране, изваждане и деление.
Дейстчително, сумирайки 1 достатъчен брой пъти, можем да по-
лучим всяко цяло положително число п; изваждайки от 0 лоста-

тъчен брой 1, ще получим псяко RS0 отрицателно чиело:; с де-
лениг на две цели числа получаваме всяко рационално число. Тъй
като съгласно аксиомите в миожеството (х!) са определени опе-
paunnte събираяне, изнаждане и деление, TO с помощта на пър-
вите две omepaur от O/ н 1’ ще получим всички (положнителни и
отрицателни) „цели обекти“, а с делсние на два „цели обекта“ —
н всички (положителни Ἡ отрицателнн) „рационални обекти“, Tean
обекти ще означаваме, както целите н рацисналните числа, но с,”“,

Ще докажем, че постросната съвкупиост от рационални
обекти на множеството (х”) е изоморфна на съвкупността на ра-
ционалните чясла на мцожеството {x). Поставяме в съответствие
на рационалното Ччнело т/п „рационалния обект“ m'/n’. От квачина
на построяване на „рационалните обектн“ следна, че на сумата и
произседението на рацпоналинте чиела min н р/д съответствуват
сумата и произведението на „рационалните обекти“ m'in’ и .
Остава да се убедим, че m'/n’ и p'lg’ са свързани със същия знак
38 равенство WM неравецетво, както тт н plg. Тъй като 38
построените „рационални обекти“ правилото за наредба посред-
ством умножаване на „пели обекти“ може да се сведе A0 нарел-
ὍΔ на „цели обекти“, то е достатъчно да се убедим, че за всеки
два „цели обекта“ m' и „ имаме m'>n’ при m>n. 38 това е до-
статъчно да докажем, че (n+1)>na’. Последното следва от това,
че I'>0, м оттук (n41Y=n"4+1'>na"4+0'=n",

2°. Нека π' Ε произволен обект от множеството {x'}. Ще по-
кажем, че на този обект може да се съ пастави напълно определена
„безкрайна десетичиа дроб“. За определеност ще предположим, че
а">О”. Според акенома 16° сред „целите обекти“, CTPOTO по-малки
от а”, има най-голям обект, който ще означим с ay; сред .pa-
пионалните обекти“ ap, 0"; а Σ Χ - - а 9, строго по-малки oT
@', има най-голям, който означаваме с αὐ, δ ́, и т. н.

Па такъв начин нне съпоставихме на ΒΟΡΚῊ обект а! > без-
крайна съвкупност OT „рационални обектни“

(2.20) а; a5 855 αὐ, ааае M . Χ. ἀὐτν υ
“

|
* Нанстина, ако допуснем противнота: 1°=0, ще получииа '+1'4 ..

US040+ . . 0'=0" (колкото н единици да съберем), което противоречи| ма zmcroma 169,

Ξ ———— Ὶ Ο
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или „безкрайната десетична дроб“

(2.21) ар G 8y« - - ае -
Същите разсъжлення са валидни н 38 а!<0”, но в този случай както
обектите (2.20), така н „безкрайната десетична дроб“ (2.21) ше
имат знак „--“. OT построецнета на съвкупността обекти (2.20)

с очевилно, че 38 всеки номер Π са изпълнени неравенствата

(2.22) ay, Gy ау . τ а «а а а) ау - «а 107",

т. e. нсеки обект @' се заключен между лва „рационалки обекта“,

разликата Mexay конто 1410”)” може да бъде направена по-малка

от всски отнапред избран „положителен“ обект.”

3". Ще докажем сега, че ако два обекта a' н #” могат да се

заключат межлу два „рационални обекта“ a' u ” (3" >=x'), разли-
ката между които β' —a' може Да бъде HanpapeHa помалка от

всеки отнапред избрап „положнитеден обект“, то a’'=pd. Да zounyc-

нем, че @'==b'. Нека например a'<b'. Torapa a'sa’ <V =3". От тези

неравенства н от аксиомите подучаваме

(2.23) 0 «Ὁ’---α' 3 —a'.

Ho тогава за обекта b'—a' ще се намери oGpaten 1'/(b'—a’), а 38
исго „цял обект“ π', за който π’» } (δ ́ -ταἢ, така че 1 ́)π’ «θ'--α'.
Съпоставяйки последното неравенство с (2.23), получаваме 1'/n’

| <f§'—a', KOCTO противоречи на това, че разликата β ́ -τα' може да
[бъде направсна по-малка от всекн отнапред избран „положителен“
: обект.

40, Ще се убедим, че на два различни обекта от множеството

(х!) се съпоставят различни „безкрайни десетични дроби“. Дей-
ствителио да предположим, че на два обекта от (х”) съотнетствува

едиа и съща „безкрайна десетична дроб“ (например (2.21)). Тогава

поради неравенствата (2.22) тези два обекта могат да бъдат 38-

ключени между «рационални обектни“, разликата между ROUTO

може да бъде направена по-малка OT RCEKM ΟΤΗΔΠΡΕΙ͂ зададен

„положителен“ обект. Въз основа на 3° разглежданите обекти са
равни, Доказаното твърдение оправдава представянето на ΒΟΡΚῊ

обект от множеството {x'} ¢ „безкрайна десетична дроб“.

5%, Съгласно първите три аксноми за обектите от множест-

вота {x'} ca определени правила 38 наредба н операциите съби-
ране и умножение. Ще локажем, че ако всички обектия на MHO-

жеството {x'} се представят с „безкрайни десетични дроби“, то

а ДПийстаятелно за всеки ofexT а >Й” вселедствие на ZRCHOMETE съществува

ен елемент 1'fs’, а за Bero — „цял обект" π ́, 33 който пъ Г а”., 12Kz че
иу <7 ас«
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| 3a TesH „дроби“ правилото за наредба и опрелеленията Ha сума

1 и произведение се фпрмулнрат точно така, както 38 обккновените
безкрайки десетични драби, изучени по-горе.

Нека ¢’ и &' са произволни обекти от множествота (X'} и нека

|

|

Ha тези обекти съответствуват „безкрайните десетичин apobu*

(2.24) а @, az+ - Ἡ by b b,i

Най-напред ще установим правилото 33 нарсдба на обектите а” н
b, представени с „безкрайните десетичини дроби“ (2.24). Трябва да
се докажат следните две твърдения: |) ако Дробите 2.24) съв-
падат, T. е. ако ае Ве а ей) " + +, айе .., ΤῸ обектите O

п #” са равин; 2) ако се камери такъв номер п, че да са изпъл-

HCUH съотипошекнията

(2.25) aymby, ay=bl, κ « ., а=b, ,, a,<b,

|

то обектите а” н & са свързани с неравепството а!<#”. Твърде-

нисто 1) ¢ вече доказана в 4#, Ще докажем твърденнието 2), Πο-
:еледното ΟἹ съотношенията (2,25) може A4 се напише във вида

a И. Като използваме 7002 съотношенне и останалите съот-

ипшения οἹ (2.25) и запишем за @' дясното неравенство (2.22), а
38 δ' -- лявото неравенство (2.22), ще получим

< аща: н - еа ца; +1*Юш*-а„.ща=- ча {α ε1
sagmay - - -4, διταδ', т. е. 'Y

] \Sa обектите @’ Η ' ca валидни същите определения 38 сума н

|

i

1

произведение с използването на „рационални обекти“, както ΠΡῊ

обикиовените рсални числа. Ще се ограничим с доказателство за

случай на сума. Нека αἵ, «а B; и В, са произволни „рационални

обекти“, удовлетворяващи не равсниствата

(2.26) а а а B<b =B,

Тогава сумата @' ' на абектите o' и #” e единственият обект,
удовлетворяващ нсравенствата

(2.27) o 4 Ξ α' τ =+

Действително OT AKCHOMHTE следва възможността 38 почленно

събиране па неравенствата, а оттук, че сумата a'+b' удовлетво-

рява неравенствата (2.27). Освен това TasH сума е единственият

обект, удовлетворяващ перавенствата (2.27), тъй като всяка OT

ἰ

* При устанавяването на правилото 34 наредба можем да с ограничим със

случая па „полажителнии“ OGCKTH 4’ и &', тъй като общият случай се свежда към
тозя с пшшщта на правилото за знаците,
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разликите G,~&; н $;—B;, а оттук и разликата (“Н*Ю"(“;"%*д;)
може да бъде направена по-малка OT всеки отнапред избран
„положителен“ обект (съгласно 22), Аналогично се разглежла слу-
чаят за пронзведение.

6% Ще докажем, че множеството (X'} ¢ нзомогфно на мно-
жесткота на реалните числа, представими с безкгайни десетични
дроби. На обекта W', "представен с „безкрайната десетична дроб“

+ +# я 
-

йу П. а:- . -Пд - - -, Ще съпоставим реалното чи:ло а--а ι ς « .

Up- - - Нека на обектите &' и δ' съответствуват реалните
числа а и b, От резултатите в 59 слелва, ке 1) а”н & са свърза-
HH със същия 3HAK за равенство или нграченство, както и числата
ан b 2) сумата α' Ἐ δ' съответствува ка сумата a+-b; 3) произве
дението @', #” съотнветствува на произведението а. b.*

Остава да се докаже, че при устаноанецната съотпветстейе ина
всяко реално число съответствува. обект 0T множеството (х). AKO
това не е така, то множеството (х") може ла се допълни ¢ недо-
стигащите му „безкрайни десетични дроби“, запазнайки валилзност-
та на 10-те аксиоми. Така стигаме до противоречие с това, че
множествота (х") е пълко относно тези AXCHOMM. (

2.7. Елементи на теорията
.. ἨΔ множествата

2.7.1. Изброкми н нензбронми множества. Неизбранмост на cer-
мента [0, 1]. Мощност на множество. Важен въптос при изучава-
нето на множествата € въпросът за тяхното сравияване по отно-
шение на „количеството“ на съдържащите се в тях слементи, Ако
инмаме две миожества с краен брой елсменти, то елементите на

тези множества могат ла се номерират. При ToBa може 8 се
охаже, че Двете множества съдържат по еднакъав брой елементи.

Такива две множества, съзържащи краен и сдиакъв брой елемен-
ти, ще паричаме сквивалентни. Ако B едното множество елемен-
тите са повече, ще казваме, че ΤῸ има по-голяма мошщност от
другото.

Да разгледаме сега множестна, CHCTOSUIN се, общо казано, от
безбройно много елементи. Примери 38 такива множества ca
миожеството на рацноналните ΠΗ Π или множеството На реалните.
числа в сегмента [0, 1].

-

« Тъй като npannaara 38 наредба, сума ¥ пронзведение 58 обектате α' н #”
¥ резлните чнела а и & се определят по елин # същ начия. Д НИ Π

Μ ο SO s
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Дае множества А и В ще нарцчаме еквивалентни, ако съще-
ствува межйау тях взаимнко ЕдноЗночна съатветствие, т. ¢. на
всеки елемент абА отгсваря единствен олемент B¢ B, всеки слсе
мент 868 е съпоставен на KAKCH елемент абА и на различни
елементи от множеството А отаговарят различни CACMCHMU от
Mmuoxecmecmo Β. Взакмно едиознцачното съответствие се нарича
аще биекция или биектиано съответстявие.

В частност множества, събържащи Kpacr брой елементи, са
сквивалентни πισῦσθα и самдо тогава, когато съдържат еднакъв
брой слементи. Ексигалентността па дое мнвожества означаваме
така: 4--В,

Ще нокажсем папгимер, че мисжеството Re={r} на рациснале
ните чиесла и мнежествотс N={n} па естестесните числа са екви-
галентип. Да отбелесжим nafi-nanpez, че при всяко дяло #-0
днете рациовалии числа /щ ц kmlkn са равни (а4-0). Тогава
всяко рациовално числоа г може да се загише къп пида r=plg,
q>0 (p w ¢ — цели) и дробта с несъкратима, Числото 0 ще
смятамсе, че е записанс ΠῸ единствения начен: 0=0/].

Числото #й:|р +4 ще наричамс висдчана на гГацигналното
число, Ясно €, че рационалните числа с дадлена DECOMHNA са краен
брей. Да вомерирламе пационалните числа по вавастваща еисочина
с помощта на сестественикте чквесла: първо ще помсрираме всячки

рационалин числа с висовица k=]. ТакоРа число е ΓΤΜῸ елкно: 0,
и пл него ще поставим ииндеке |. След ΤΟΡᾺ ще номерираме ра-
ционалянте числа е виесчина =2, Такига "числа са дне: l=1/1
и —l=—I/]. На пъреота от тях ще съпоставим сстественото
число 2 (т. е. исстапяме му индеке 2), а na второто — чиелото 3.
След TORA ще номерираме граписналинте числа с #исочика 3 н
т. н. Ясна e, че "Ὸ ΤΟΞῊ нечин ще устаногим взанмно еднозначно
съответствие МмЕЖДУ гацгокалните Ἢ естесткените числа, Ὑ. е.

R~N.

Harame следнато спределение:
Определение 1. Едно множества се нарича избройжо, ако e

еквивалентно на множестадто на встествените числа.

От проведсните па-горе разсъждения се вижда, че множест-
вото на рацноналните числа е изброимо множество съгласно това
определение.

Ще локажем следните днве прсести леми, отнасящи се 33 из-
броими множества:

Лема 1. Всяко непразна педмнежество на изброимо множест-
80 € илц множество с краевн брой едементи, ила иаброимо MHO-
жество.

Доказа телство. Нека А е изброкмо множество, T. с.
A~N е множестесто на ecTecTRERHTE чнсла. Topa означава, че
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слементите HA A MOraT да се номерират 70 някакъв начин. Да
разположим елементите на A във вид на редича: 4, а,, йз, - - -
Нека g==B(CA. Разглеждаме редицата от елементи а), а,, dy, - - -

Ако а,ЕВ, то тозн елемент означаваме с Я). ако 4, € B, минаваме
към следващня елемент а,. ΠΡῊ разглеждане на елемента a, има

две възможности: а) елементът а,ЕВ8; ако при това сме имали,

че и а,ЕВ, то а, означаваме ς b, а акоа;ЕВ, то едементът @, се
означава с &,; 6) елементът @ ¢B. тогава минаваме към елемен-
та аз W T. н. Ясно e, че може 18 се случи елементите на мно-
жеството 8 да се разположат във вил на крайна редица: b, b,
by -« -, by, M<+oo. В този случай миожеството В се състой
0T красн брой елементн. Ако това не се случи, то ине ще π8ΠῊ-
шем всички елементи от множеството B 810 вид на безкрайна
редица by, by, by, - . -, откъдето следва, че множгтството B е из-
броимо, тъй като очевидно B~N. П

Лема 2. Обединението на краен ὅμοῦ или изброима съвкупност
изброими множества с изброимоа множество.

Доказателство, Ще разгледаме случая. когато имаме
изброима съвкупност изброими множестава. Нека A, A,, A,, - - .
е съвкупност OT множества, всяко OT KOHTO е n3bpousmo. Да раз-
положим елементите на множествата A, А,, A, . . - във вид на
реднци:

Ay={ayy, й)у apy, -« -},
A δ

Ag={0y, a4, ay. - - )
S/

ΑἙ'{“!Η n:fl: a:flv‘ .. }ι
- - - - . + + ¥ 5 - .

Нека A= [JA,=|J A, Ще померираме селемгнтите а на
n ἥπα!

миожеството A={a} πὸ следния начин:

==y, ὥς ε ς ἄρπξα,,, A=y, а;-а,, ааа Ἡ T. H.

B uskon от множествата A, н A; Morat да се окажат общя
слементи ( ἢ. В този случай отчитаме тези елементи само

веднъж.

По този начин елемгнтате на множгството A ΜΌΓΔΤ да се
померират, т. ¢. да се YCTAHUBH взанмно еднозначно CLOTBETCTBHe
с MHOXECTBOTO па естествените числа N, и следавателно A

=UA4,~N. O
я
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! Възниква въпросът: Съществуват ли безкрайни нензброими
множества, т. е. безкрайни множества, на конто не може да се
съпостави във взанмио еднозначно състветствие множестаото ка

естествените числа? Отгопорът се дава от «следното твърдение:
Теорема 22. Множествота от всички точки на сегмента [0, 1]

е неизброимо.

Доказателство. Да разгледаме интервала (0, 1). Oge-
видно, ако докажем, че нитервалът (0, 1) е нензброим, To и сег-
ментът [0, || ще бъде нензбосим, тъй като множеството от точ-
кяте па сегмента [0, 1] се отличава 0T множеството от точките
на интерпала (0, |) само с двете τοῦκη: O я 1. И така ще дока-
жем, че множеството пт точките па интерпала (0, 1) е нензброи-

мо. Ще донуснем противнота, T. €, ще предположим, че BCHYKH
рсални чиясла ot интерьвала (0, 1) могат да се номерират.

Записваме всички чнсла на нитервала (U, 1) като безкрайни
десетични дроби:

- - - - " - . а L] - . -

xuinfl'an.flng .. в am LI Я "

- - - - 2 - » + + - " +

Да разгледаме реалното число хж0,6)8,. : й . . ., където b,| | е коя да e undpa, различна от μ О н 9, и т, H, b, e коя да e
цифра, различна OT , () и 9, Числота х пе съдържа след запе-
таята пули и деветки, T. с. то не принадлежи към класа на ра-
цнопалните числа, представими по два цачина като безкрайни

 ́ | десетични дроби. В такъв случай числото х има единсетвено пред-
CTABAHC ц то с различно OT BCHYKH числЛа Xy, X+ . « 4 Xp, - - -,
ТЪЙ KATO OT CLBNAAANETO на х с HAKOC числа X, би следвало съв-
падане на by и ала. По такъв начин иитервалът (0, 1), а заедно
с него и сегментът [0, 1) с пензброим.

Определение 2. Множество, еквивалентно на сегмента [0, 1],
наричаме жножество с мощност на континуум.

От доказаната теорема 2.2 следва, че миожество с мощност
на кантинуум н изброимо мкожество не са еквивалентин. По-спе-
цнално от теорема 2.2 следва, че съществуват ирационални числа,

| ТЪЙ KaTo в cermenta [0, 1] не всички числа ca рационалян: B про-
тивен случай бихме могли да ги номерираме. От теорема 2.2 също

| така следва, че ирационалните числа са неинзброимо множество,ὲ ТЪЙ като, ако бяха избронмо или крайно множество, TO по лема 2
H всичките чнисла -- Пационални н нирационални, биха били из-
броимо множество,
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Ще преминем сега към по-пслрсбно изучаване на понятието

мощност на мнажестно. На ъсяка МмНсжество А ше съгоставим
едни обект т(А), наречен MOwHOCH WAH кардинална число на .
При това на две мниожества A и 8 се cuticeTaER елко н също

кардинално число тогака Η само тогава, котатс A~B. Ще казва-

ме, че две множества А и В са равномощни или имат еднаква
мащност, QKO са еквивалснтни, M. E. межйау елементите им може

да се устенови взаимно сднозначнниа съответствие. Ако MHCHECTEO-
та A се състон от краен брсй елеменвтн, мешяостта му ¢ рапна на

броя на елементите.

Нека cera Д ч В са дне пуобизвслии множества, а m(A) н
m(B) са мощисстите ΗΜ. Ние пече казахме, че ако A~B, то
m(A)=m(B). Ако A е еквивалентно па някое полмнсжество на B
н при това A не съзържа полмнсжестео, сквивалентио на B, ще
присмем, че Ммощността на A е по-малка от мощността на Β: m(A)
<m(B). Например o1 определението 32 множестео с MUNHOCT на

коитннуума, теорсма 1 н лема | 33 изброимите множества следва,

че мощността на изброимо MHOMCCTBO € по-малка от мещността

па сегмента [0, 1), т. е. OT мощисстта на KOUTHHYYMA.

| И така въвсдохме сравиянване на мощиостите на две мнежест-

pa. Логически са възможни още D3 случая:

а) множеството A съдържа подмножество, CHRUEANCHTHO на

множеството B, @ MHOXCCTBOTO В съдържа NOIMHCKECTEC, еквива-

лентно на множеството 4;
6) миожествата А к B не са EKBHEAJEHTHN и нито едно OT

тях не съдържа подмножество, екоиналентно на другото.

Може да се покаже, че в случая а) множестната А и В са
| еквивалентни. Що се отнася Ao случая 6), той е нсвъзможен.

Ще отбележим, че особено труден проблем се оказа същес
т-

вуването на междиина мощнсст -- между MCOIHCCTTA ца избраи-
мите множества и мощността на кснтинуума. Доказано e, че твър-

дението „няма межлдинна MOMKCCT' не противоречи на аксиомите
на теорията на множествата и не може да бъде изведено OT тя

х.

Така че са възможни две различни CHCTEMH от аксиом
и HA теория-

та на миожествата. В елната система се приема като аксисма

наличистао, а в другата -- липсата на междинна мощност.

2.7.2. Наредба. Частична наредба. Лема на ΠΌΡΗ. Нека за иякой
Aoy елементи а, b, с,. - - на мнсжеството А е въведена на-

редба, означена със символа <. Записването a-<b означава, ч
е

елементът а „,предхожда“ елемента b. Ще предположим, че

това съотношение удовлетворяРа следните условия:

З ΟἹ a<b и b={c следва a=<{¢;

винаги а-«а; ;
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в) oT a<b и 0-«а следнва a=>p.

Когато са изгпълнени тези предположения, множеството А се
нарича частично HAPEJEHO; ©NEMENTH а н &, свързани със съотно-
шение a<d нли b<a, се наричат сравиими.

Множествота. А се нарича наредено, ако за всеки два pas-
аични елемента а 1 b е изпълнено едно от йвете съотношения
a<b или #-«а.

Пример на наредено множество е мнажеството на реглинте
числа, ако 38 съотисшение На наредба сс приема съотношението
=", KOeTO беше въведсно 1о.рано. Jleko се проверява, че усло-
RHATA а) -- в) са изпълнения. ΠΡΗΜῸΡ за частично нарелсво MHO-
жество е множестното на BCHYKH възмсжиин триъгълници, лежащи
в paruitHaTa, ако за съолисшенне на парслба <" приемем усло-
вието: триъгълникът Ty „предхожда“ трниъгълника 7T, ако ΤΡΗ-

уъгълникът Т) се съдържа п триъгълника Ty, T. с. всяка точка
па трнъгълника 7Ὶ е точка на триъгълинка Т,. Очевидно e, че
пе Βε;ἓξ:ι два треъгълиика в равниената са срасинми ΠΡῊ тази
нагедоа.

purlunmmmccmo-m В na частично нареденото миожество A се:
нарича ограничено отгоре, ако същестяува такъв слемент uf A,
че за ΠΟΘΚῊ слемент ОЕВ е изпълиено Й#-<а. Елементът а се на-
рича горна граница на множестното В. Най-малката гориа гра-
ница, т. е. такава, която „предхожла“ BCHYKH останали, се нарича
точна горна граница, Аналоеично се определят долца граница н
точия долна граница.

, Елементът 2,ЕА се нарича жмаксимален, ико в А не същест-| вува o=z, удовлетворяващ съотношението 2г.-«а.
| B сила е следната лема:
| Лема на Uopu. Axo 8 частично наредено множество А всяко
нарсдено подмножество В притежава горна граница, то в А съще-
стаува макецмален елемент.

Едно наредено множество се нарича напеълно наредено, ако
всяко негово непразно подмножество има най-малък елемент, т. C.
елемент, предхождащ всички елементи на подмножеството.

Теорема на Цермело. Вслко непразно множества може да се-
направи напълно wnapedeno чрез въвеждане на подходящо съотна--
шение на napedda,

Доказателството на теоб%ената на Цермела се опира на T. нар.
аксиома за произволния избор, според която, ако е дадена произ-
волна система OT непразни, две по две непресичащи се множества,TO съществува ново множество, инмащо ¢ всяка ΟἹ мнВожествата
на системата по един и само сдин общ елемент.

В аксномата за избора не се посочва начин, по който да се
Прави този избор, и затава тя води до неконструктивни лдоказа
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телства. Някон от теоремите, доказани с помощта на тази aKCHO-
Ma, противоречат на нагледността.

Може да се локаже, че лемата на Цорн, теоремата на Церме-
ло и акскомата 38 произволния избор са. еквивалентни Твърдения.

Те ca сабобщение на принципа ὰ математическата индукция B
случая на HeH3OPOHMH множества.

Накрая ще дакажем, че ссгментът [0, 1| π ̓ интервалът (0, 1)

са еквивалентни (равномощни) множества. 33 това ще установим
взаимно слнозначно съответствие между елементите ΗΜ. Избираме

в сегмента [0, 1] и нитервала (0, 1) редица от точнки

(1/2, 13, 14, - -, ln,- - ).

Toukata О ot cermenta [0, 1) съпоставяме на точката 1/2 oT

Hureppaaa (0, 1), точката 1 or cermenta [0, 1) съпоставяме Ha

точката 1/3 от wunteppana (0, 1), по-нататък точката 1/2 от cer-

мента [0, 1] съпоставяме на точката 1/4 от интервала (0, 1) и

T. п., Точката п ot cermenta [0, 1] съпоставяме на 1/(n+2) ot
инте рвала (0, 1) (n=2). Всички останали точки от сегмента (T. е.

тачките, различии от 0, 1 и непринадлежащи на избраната редица)

съпоставяме на същните точки от uuteppasa. По такъв ΔΜΗ e

установено взаимно еднозначно съответствие между сегмента [0, 1)

и интервала (0, 1).

ἰ].

|
З



3. Теория Ha границите

В глана | бе казано, че едиа от осноините операпин в математи-
ческия анализ с граничният преход н че тази операция сс среща в

различни форми.

В тази глава се изучанат различните форми на операцията
граничец преход, като се започва с най-простата от тях, OCHOBaHa
на понятнето граница пна числава peaHna.

Попнтието граница на числова редица ще ΗΗ улссни при въ-
веждането на друга, даста по-важна форма на операцията грани-
чен преход, оеснорвана на понятнето гранична стойност (или KpaTko:
граница) на функция.

В края на главата се дава пай-общо определение на граница
на фуплкция по база,

3.1. Редица. Граница на редица

3.1.1. Редица. Аритметични операции с редици. Примери на чиело-
вя редици са: |) редицата 0T псички слементи MR аритметичната.
или геометричната прогресия; 2) редвицата от периметрите на
правилните п-ъгълници, вписани в далеца окръжност; 3) реднцата.
от paunolianunte чнела х1<-0,3, x,=0,33, х.--0,333, . . ., прибли-
жаващи числота 1/3,

3 Лко на всяко wucAO п om ecmecmocHus ped на числата 1, 2,
Ν пе П.е ε. Се съпостави по определен закон някое реално число.

Xn, MO множеството на номерираните реални числа

(3.1) ‘rll ng xfl,' LAY Χπτ’ . -

ще наричаме часлова peduya или само редица.
Числата х. ще наричаме ележента или |#ленове на реда-

цата (3.1), За краткаст редицата (3.1) ще означаваме със символа
{A.’,;} ἈΠΗ {x. r‘
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Taxa например символът {{|πῈ} означава penuuata 1, /23,

135 .. ., tin®%, - - -, а символът {1-{-|}}} — реднцата O, 2, 0,

Да разгледаме наред с редицата (3.1) още elxa редица

'{3-2) Л. Voo Yaer = =0 ὅ,κε "

Prouyama ΧΙ ΓἘΜιν Хау Xa+Va o - - Хя ἜΛΨΗ. " - - Ще нарича-

ме сума na peduyume (3.1) н (3.2), редицата X;—V;. Xy—Vi.
Xg=Ya+ κ vy Xn—Yn.- + - — разлика на редицате (3.1) и (3.2),

„педицата X, . Y, Ха Уу Хае Ve * oXn.Ya, с - —npou3eedenue на
peduyume (3.1) и (3.2) а накрая peduyama x,/¥\, Χερῖθχν X3'¥3 " - -,
Xpi¥n. - » — Ччастно на peduyume (3.1) н (3.2),

Разбира ce, при определението 33 частно на редниците (3.1) Η

(3.2) е необходимо да се изисква генчки елементи на редицата

{3.2) да бълат различни ot нула. Ще отбележим обаче, че ако B
earnaTta (у,) само краен брой елементи €38 нули, TO частното

=Fx-,. Гуя ) може да се определи OT този номер нататък, след който
всички слемецти ул са различни от нула.

3.1.2. Ограничени, неограничени, безкрайно малки и безкрайно
талемн редицни. Съвкупността ΟΤ всички едементи на произволна

peanua {x,} образува числоно множество. Тръгвайки OT понятията
ограничено отгоре, отлолу ἩΠῊ от двете страни множестго, ндва-

ΜῈ 10 следните определения :

Определение 1. Редицата (х. ) се нарича дограничена omzope
(отдолу), ако същестаува такова реално число M (реално число

т), че всеки елемент X, на редицата да удовлетворява неравен-
LMoo

х Μ (xa=m).

При това числото M (числото т) се нарича горна (долна)

граница на редицата (х.), а неравенството ха : М(Ха = m) —

Jeaosue за ограниченост на тази редица omzope (отдолу).
Всяка ограничена отгоре редица има безбройно много горни

граници и в условнието за ограниченост на редицата отгоре, T, е.

B X M, за M може да се n3eMc псяка OT гориите граници. Ана-
логична забележка се отнася за долната Граница и аграничените

стдолу редишн.

Определение 2, Peduyema (x.} се нарича ограничена om
daeme страни (или проста о0граничена), ако е ограничена отго-

ре и отдолу, m. е. ако същестауват такива две реадни числа M и

M, ча асеки елемент X, на редицата да дудовлетворява неравен-
ствата

£3.3) т ΞΞ ха <M.
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Числата т а M се наричат csomeenino долна и горна гра-
ница на редицата {xa}, а неравенствата (3.3) — условия за
огранцченост на редицата {x, ).

Условнето 38 ограниченост на редица може ла се запише B Β
друга сквивалентиа фосма: Редицата {x,} е ограничена тогава н
самоа тогава, кагато съществува такова положително реално число
A, че BCCKH слемент хл на редицата да удовлетворява неравен-
ΤΚΌ

(3.4) [λπ| = Λ.

Накстина, ако нсеки елемент X, удоплетворянва неравенството
(3.4), то при πίξε -πΑ,, M=+4 ще получим, че x, уданплетворява
неравенствата (3.3), Ако, обратно, всеки елемент X, удовлетво-
рява неравенствата (3.3), то като означим с А по-голямото OT
двете числа fm| н |М|, ще получим, че x, удовлетворява н не-
равснството (3.4).

В съответствие с опредедецие 2 за ограничена редица я усло-
вието 23 ограниченост, изета във формата (3,4), може да се on-
регели понятието пеограничена редица.

Определение 3. Редицата (х.) се нарича неограничена, ако
36 дснко положително реално число A, колкото и голямо да e mo,

съществува поне един елемент X, от редицата, удовлетворяващ
нерааелствота

Съгласно това определенине нсяка редица, която е ограничена
само отгоре или само отдолу, с Неограничена.

Taxa например редицата 1, 2, 1, 4,. - -, 1. Зп,. . ., коятое
Оограничена само отдолу, е HEOrpaHHyena: каквото и положително
реалчо часло А да вземем, ще се намери слемент на тази редица
с четен номер, уловлетворяващ неравенството (3.5).

Реднцата (1/п) очевидиос ограничена: всеки елемент на тази
реднщца Удовнвлетворява перавенстнвата (3.3) за всяко т < ἡ M=1.

Определение 4. Peduyama (ха ) се нарича безкрайно голяма,
ако 31 всяко положително реаяно HuCAO A, колкото и голямо да е
то, съществува такъв номер N=N (A), че при всяка η Ν елемен-

тите х. на тази редица да ydoasgmoopseam неравенството (3.5).
Очевидно е, че всяка безкрайно голяма редица е неограниче-

на, тъй като в определението за безкрайно голяма редица се HCKA
38 всяко A>0 неравенството (3.5) Да се удовлетворява от всички
елементи на редицата от известен помер N нататък, а в опреде-
лението за неограничена редица се нска за всяко A>0 неравенст-
вото (3.5) да се удовлетворява поне за едни слемент Η редицата,

От друга страна, не всяка неограничена редица е безкрайно
голяма. Така цапример разгледаната релица I, 2,1, 4,- - -, 1,

.
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Зл, . . - е неограничена, но не с безкрайно голяма, тъй като 33

всяко A>1 неравенството (3.5) не е изпълнено 33 елементите Ха

с пронизволно голям нечетен нсмер п.

Определение 5. Редицата {a, ) се нарича безкрайно жалка, ако

80 всяко положително число € KOIKOMO ц малко да е то, същест--

вува такъв ножер N=N (&), че при всички n=N елементите &, на

тази редица да удовлетворнват неровенството

(3.6) гал |<Е.

Ще докажем, че Гелицата ¢, 4, ¢ - - -, ¢° ¢ безкрайно τὸ-

ляма при |4|->1 и безкрайно малка при |9|<1. '
Нека wafi-nanrea |¢ >1. Тогага j¢ =142, кълето >0, Като

изполаваме формулата за бинсма на Нютон, noaywasame |4 |“
--(14-5)--14Л &4 положителни членогне. Оттук следва перанен-

CTHOTD

(3.7) [gi">EN.

Фиксираме произголно голсжнително число A и избираме Ta-

къв номер N, че да е нзгпълнено неравенството

(3.8) EN>A.

Ще покажем, че Tora ¢ Ввъзмсжно. Ще се условим ла означа-

пиаме със симнола [Χ} LAIATA част на пеложителцното реално чиело

χ. Тъй като неравсенството (3.8) « еквигалентно на нерагенетното

N>A/8, то тота иеравенство счевидно ще се Удовлетвсряка OT

помер N, за κοῆτο N=|A3]+1=[A/( ¢ --1))+#1.

Панесже |4|>1, при всички ΠΕ Ν имаме

(3.9) 19 "=lgl. !

От neparenctnata (3.7), (3.8) и (3.9) получанваме, че за всяко A>0 |
съществува такъв номер Ne|A/(jg:—1)]+1, че пнри всички пе —

{φ |--19|-> . |
С това е доказано, че при [4|}»} peaunara {{4}] е Сезкрайно

голяма-

Ще разгледаме cera случая |41!<1. Трябта да докажем, че

{g"} e безкрайно малка редица. Изключеваме триевналиия случай

4>-0 н полагаме 1/|g|=1+8, кълетоа &>0. Изпслзвайки, както

no-rope, бинома па Нютсн, вместо (3.7) ше пслучим HCpAECHCTEOTO

|

!

|

3.7) 1/]g δΝ, нли φΙ»ΙΣΝ. %

|

Фиксираме пронзволно псложително чеЕСсло & и избераме нсмера

N така, че да е изпълкено нератенството

|

(3.8) 12N <e. l

Bl i
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Тъй като HepabcHCTBOTO (3.8') с eKrHraieNTHO Ha HepaBeHCTEOTO
N>1/ed, 10 за N можем ла изберем

МеП/:8)-1-(!4(1-190)+1.

За ποήπκη n=N при |4|<!1 е изпълнено неравенството

(3.9 lglr=|q".

Ot wepaeenctrata (3.7’), (3.8') и (3.9") получаваме, че 38 Bcs-
ko £>0 съществува такъв номер А -||4|/Е(1--|4|))+1, че 38 всич-
ки n=N с изпълнено неравенството

|4" |<|4"<е.
С това е доказано, че при |4|<!1 Рредицата (4") с безкрайно

малка.

3.1.3. Основни свойства на безкрайно малките редици.
Теорема 3.1. Сумата (ах + В ) на две беакрайно малки редица

(а,) « (В.) е безкрайно малка редаца.

Доказателство. Фикспраме произволно положително чис-
A0 ε. Тъй като редицата {2,} ¢ безкрайно малка, то за положи-

телното число εἰ2 съществува такъв номер ЛМ), че при azN,; да
с изпълнено неравенството

(3.10) |« |<#«/2.

Аналагично, тъй като гредицата (В.) с безкрайно малка, то
38 положителното числа #/2 съществуна такъв номер N,, че ΠΡῊ
nzN, да е изпълнено неравенството

(3.11) |8 |</2.

Да означим с N по-големия от двата номера N, и N,. То-
гава при AN ще са изпълнени н Aeetc неравенства (3.10) и (3.11).

Тъй Ka70 модулът на сума на две числа не надминава сумата
OT модулите HM, то за гсички номера пл имаме

(3.12) | @yt 5 | == |« |-+ | В |.

От (3.12), (3.10) и (3,11) следва, че при n=N е изпълнено
перапецствата

|“н+3п [(Е“
Това паказва, че релицата с безкрайно малка. {

Теорема 3,2, Разликата (ал--Ва) на две безкрайно малки ре-
дици (аа ) и (8а ) е безкрийно малка редица.

Доказателстната 1A тази теорсма се различата ΟἹ доказател-
ството на теорема 3.1 само по това, че FMECTO нсгавснството (3.12)
трябта да се вземс 1EPAECHETBATO

|ел--За | == | -Ὲ [βα].
+

€ Математическа анална, Г ч

Бе ЕА
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Следствие. Алгебричната сума на краен брой безкрайно малки
редици е безкрайно малка редица.

Teopema 3.3. Произведението на пграничена peduya и безкрайно
малка редица е безкрайно малка редица.

Доказателство. Hexa (х.) е ограничена релица и {a.} е
безкрайно малка редица. Съгласно опредлелението на ограничена
резица съществува Taxopa peaatio число 47>0, че 33 BCHYKH еле-
ментн X, с изпълнено перавенството

(3.13) |х.|< A.

Да фиксираме произволно ROJCKHTEINO число ς. Тъй като
Гелгцата (ал ) е безкрайно малка, то за положителното Число ¢f A
съществува такъв HoMep N, че при n=N е изпълкено неравен-
стротОо

(3.4) |« |<е“.

Тъй като модулът на пронзгелението на πρὸ числа е равен
на гроизведението OT молулите на тезин числа, от неравенствата

(3.13) и (3.14) noayyaname, че за всички AN

| ха . , [ΞΞ | Ха |. |« |< А . εἰ ε.

Това означава, че редицата {x..ax.} е безкрайно малка. ()
Теорема 3.4. Всяка безкрайно малка редица е ограничена.

Доказателстно, ПНека (а.) е безкрайно малка редица.

Да фиксираме произволно положителното число ε, Съгласно опре-
деленнето на безкрайно малка реднца съществува такъв номер N,

че |a,|<e 38 вснчки nEN. Ако означим ¢ A най-голямото OT след-
ните А числа: ε, [гп,], |а, |.. - - |ахм.а |. 7O очевидно |ал |<Я 38

всички номера n. ToBa означанва, че редицата {a, ) е огранничена. ()

Следствне ot теореми 3.3 н 8.4. Произведението на краен брой
безклайноа малки редици е безкрайна млака peduya. .

Teopema 3.5. Ако всичките елементи на безкрайно малката

редица (а, ) ca равни на едно и също числ0 ¢, mo с«0.

Доказателство. Да допуснем, че с--0. Означаваме с «Ее

положителнато чиесло e=|c|. Според определението на безкрайно

малка редица 33 избраното e=|c| съществува такъв Homep N, че

|ах |<3|е | при ясички nz=N. На неравенството [αη] «|] (паради

това, че ал Ξξεῦ за Всяко п) води до абеурла [6[«{6}. O

Teopema 3.6. Лко {x,} e безкрайно голяма редица, то от из-
асстен ножмер п нататък е определено частното Пх. и {lix,} e

безкрайно малки редица. Ако всички елементиуи на безкрайно мал-

ката редица {a,} са различни om нудла, mo частното {//a,} e Ges-

крайно голята редица.

Доказате летво. Ще докажем най-напрел пърната част на

TCupeMaTa, OQUERNIKO €, че в безкрайно голяма редица само краен - ι L и ἘΞ
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брой елементи MoraT Дда бъдат paBHM Ha нула. Нанстина съгласно
определениеста на безкрайнко голяма редица 38 числото A=] съще-

ствува такъв номер N*, че |x, [>A==] за всички n=N*. Следова-
телна при л:2-4“ всички едементи X, са различни от нула Η ма-
жем (13 разглеждаме частното 1/х.. Ще докажем, че тезн частни
образуват безкрайно малка релица. Фиксираме произволно поло-
жителио чиела ε, Съгласно определението на безкрайно голяма
реднца за положателното WHCAD 1/e съществува такъв номер N
(този ΠΟΜῸΡ ще изберем по-голям от N*), че |ха|>1/в при n=N
или че | 1ixa|=1/]x.|<e при n=N. Това показва, че редицата
{V/x.} e безкрайно мадлка,

За да докажем птората част, фиксираме произволино положи-
телно число А. Тъй като {a,} с безкрайно малка редица, то 38
положителното число 1 Α͂ съществува такъв номер N, че |« |<1/4
при n=N ипан | 1/aa|=1/|a;|>A при n=N. Това показнва, че реди-
цата {l/a, ) ¢ безкрайно голяма. [

3.1.4. Сходящи редици. Свойства. Ще пъведем важните понятия
сходяща редица H граннца 1A сходяща редица.

Определение 1. Редицата {x,} се нарича сходяща, ако съ-
ецестаува такова реално число а, че редицата [ах„ --а) dae безкрай-
но малка. УЧислото а се nafuqa граница на peduyama {x,}.

Това, че релицата {x,} e сходяща н има 33 rpsHHUA числото
а, се записва така:

limx,==a ΜΠῊ x,—a при п — oo,
P

Според горното опрелеление всяка безкрайно малка редика е схо-
дяща и има за граница чиелото a=0.

Като се използва определението за безкрайно малка релицва,
може лда се даде друго опрегеление на поиятието сходяща редица,

еквивалентна на определепие 1,

Определение 2, Редицата {x,} се нарича сходяща, ако съще-
стаува такова реално число а, че 31 ACAKO положително число E съ-
цествува такъв номер N=N(e), че за весяка n=N членовете на

тази peduya да удовлетворяват неравенстаото

(3.15) | хя --а|< .

Числото а се нарича граница на редицата (хл).
Неривенството (3.15) може да сс запише в еквивалентната

форма

"M още така.

(3.157 а--ае«< Xp <a+E.
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Нераненствата (3.15/) означават, че елементите X, при n=N !
лежат в интервала (а--ке, a+€), Κοῆτο се условихме да наричаме |

Е-околност на точката а.

Това ни дава право да формулнраме още едно опрезеление на

сходящша реднца, еквивалентио на определенията | и 2.

Определение 3. Редицата {x, ) се нарича сходяща, ако същест-
аува такова число 4, че във всяка E-OKOAHOCM на тояката а да се

съдържат всички членове на редицата (х.) от някакъв номер Ъ
(зависещ, разбира ce, om Е) нататеък.

Ще памерим едно спецнално представяне 33 членогтете на
всяка сходяща редица (х.). Съгласно определение | разликата |
Xp—a=0a, е елемент на безкрайно малка peauLa. Следанателно
слементът X, Ἠθ сходящата редица с граница а може да бъде
представен в слелния специален вил:

където ἑππ} е безкрайно малка реднца. J
Забележка 1. OT опрелслението 38 сходяща редица н rpa-

пица на сходяща редица непосредствено следва, че отстраняването
ва краен брой слементи OT дадена редица не оказоа влияние вър-
ху сходимостта на редицата и стойността на границата й.

Забележка 2. Редица, която не е сходяща, се нарнича ]
разходяща.

Забележка 3. Понякога ще разглежлдаме Сезкрайно голе-
мите редици като сходящи релици с граница безкрайнсст (o).

Такана формализация за безкрайно голяма редица (х. ) e следното
означение ;

ре ак

AKO при това едементите на безкрайно голямата редица ot
известио място нататък имат положителен (отрицателен) знак,
записвамсе

lim хаее οο (lim χ,,Ξξ =),

X,=033. . .3
A Ν

п ΠΈΤΗ

клони към границата a=1/3. Ще фиксираме произволно паложи-
Телна Чнело & н ще покажем възможисстта да се памери такъв

номер N, че |х.-- 1/3|<e при всички n=N. Тъй като числото 1/3
се представя с безкрайната лесетична дроб 0,333 . . ., то от пра-

фе еа

За пример ще длокажем, че релицата χ. } с елементи J

]
1

вилото за наредба ua реални числа следват непавенстната i
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0,33, . . 3=1/3=0,33. . .34+1/10,
s

π пъти и п NLTR

изпълнени 32 пвееки номер п.

От последните нерапенства за числото X, =0,333. . < 3 полу-
W

п HETH

чаваме CuOTHOIMCHHCTD

Тъй като V107 τ ο ΠῸΝ за всички n=N, то за да намерим при из-
бранота €0 такъв Homep N, че |ха--1/3|<Еке за всички A=N,
достатъчно е да изберем N, така че ШО <.

В 3.1.2 установихме възможността да се избере номер N, 38

κοῆτο | g}V <е за всяко |9|<!1. Там показахме, че номерът N може
Да се вземе А «4(/“(1--141))+1. В този случай |g|=0,1, така че
Noe=|1/9]+1.

Ще преминем KLM установяване на ἨΉΚΟΝ свойства на схоля-

щите Π

Теорема 3.7. Вснка сходяща peduna има само една граница.
Доказателетво. Да предположим, че двете реалии числа

а п й са граници на сходящата редица (х.). Тогана според cne-

циалното представяше (3.16) па елементнте на сходяща редица ще

имаме Xp = а+аа И X, -- b8, където {@,} и (8,.} са безкрайко

малки редици. Оттук получанаме ал —§, =b—a. Съгласно теоре-

ма 3.2 редицата (ал —B,} е безкрайно малка, а от ранм.нството

«а -- Ва = b—a следва, че OCHIKKH елементи на тази безкрайно
малка редица са равни на едно и също реално Число й--а. Съг-

ласно теорема 3.5 тона чиело #--а е раша Ha нула, т. е. #->0. (3

Теорема 3.8. Всяка схадяща редица е ограничена.

Доказателетво. Hexa {x,} ¢ схадяща релднца с граница
а. Съгласно (3.16) хл + а--йа, Ккълето Хал) е безкрайно малка pe-

дица. От теарема 3.4 следва, че Та, } 6 ограничена Η следователно

същестнува такова wicno A, че |a,{=A 34 всяко натурално п.

ananaéx,,[g[:fl-l-fi за RCHUKH HOMepa п. ()
Забележка 4. Не нсяка ограничена редица е сходяща,

Така nanpumep редицата 0, 1, 0, 1,. - -, 0, 1,. - . е ограничена,
HO не e cxoasma. Действително да O3HAYHM л-тия член на тази

редица с Х. и да предпаложим, че тази редица е сходяща и има

Граница а. Но тагава всяка ot редиците (хача--а) и(ха —a} тряб-

ва да бъде безкрайно малка; Очевидно и разлихата на тези реди-

ци Хау -- Ха) ще бъде безкрайно малка, а това е невъзможно,
тъй ката |хача--Хл |--| 33 всички п.

Следващите четири теореми показват, че четирите аритме-
тични действия над елементите 8 сходящи редици водят към

аналогични действия и с техните граници,
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Теорема 3.9. Сумата :на сходящите ребици (х.) и {y,} e
сходяща редица с гранаца, равна на сумата от границите ка ре-

дицате фх.) и #у . . .“
Доказателство. Нека pearunte’{x,} и {y.} ca сходяшще

и HMAT съотестно граници а Η b. Съгласно спепиалното прелста-
вянсе (3.16) ще имаме

(3.17) ха--а+ал, y,=b+3 ,

където {&, ) и {3; ) ca безкрайно малки;редици. От (3.17) следва, че

(3.18) (¥n+Ya)— (@ +b)=0n+ βη.
Тъй като сумата {a, +В. ) Ha длгете Сезкрайно малки релици {a,}
и (Ва) с безкрайно малка редица (теорема 3.1), те от (3.18) я
определенне 1 следва, че редицата {x, +y,)} ¢ схоляща н нма 38
граница числото а«+». [J

Теорема 3.10. Разликата на сходящите редици (ха) и {y,} e
схобяща редица с граница, равна на разликата от границите на
редиците (х. ) и {y,}.

Доказателстнвото па тази теорема е апалогично на доказател-
ството на теорема 3.9, Вместо (3.18) ще нмаме съотношението
(Ха — Уя )—(a=b)=a, -».

Теорема 3.11. Произведението на сходящите редици (х.) к
(Ул ) « сходяща редица с граница, равна на произведението от гра-
ницате на редиците фх.) и (у ).

Доказателство, Нека Ч-еднцнтс (ха ) " {ya} клонят съот-
ветно към гранишнте а Η #. Тогава за слементите M3 TesH pe-
дици имаме специалните представяния (3.17), конто след умно-
жение лават

Ха « Ув“-а.Б5+а.В8.,+6.а,+ал . B
HAH

(3.19) Ха « Уп--йа . 0--а . Ва.+0.ал,-+ав . 3,.

За да докажем теоремата, TpRGPa да сс убелим, че дясната страна
на (3.19) е елемент на безкрайно малка гредиша. Това нведлнага
следва OT теорема 3.3 (сътласно тази теозрема релиците {a.;‘i,,}
и 10.0. ) ca безкрайно малки), ©T следстонето ha теоремите 3.3
и 3.4 (според токва следствие редицата (ал.8.) е Сезкрайно малка)
и от теарема 3.1 (според тази теорема сумата на ΤΌΗΤΟ без-
крайно малки редици Да .. ), #6.а, ) н (ας. 3, )е безкрайно малка
peanua). ”)

Преди теоремата за частно на две сходящи редици ще лока-
жем следната лема:

Лема 1. Ако редицата Д ул) клони към различното om нула
число b, то от известно място нататък е определено частното
Hyn и редицата (Цув) е ограничена.

ι ος.

Г ι Π ΘΠΕΡΟἊ Ο Ξ Γ Ἔ
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Доказателство. Панеже #. 0, сосзначагтгаме с & положи-
телното число ε- |/2. За това & съществува такъв номер N, че
при n=N да с изпълнено нерагенството |y, —b|<e, т. с.

(3.20) lya—b|<lb}i2.
И така 38 pcuYKH номера п OT изгестен номер N нататък e

изпълнено неравенството (3.20), Ще покажем, че от неравенството
(3.20) следва нераненството

(3.21) |» |>|01/2,

KOCTO също така ще бъдле изпълнено 33 BCWYKH помера л от 13-
вестен ΠΟΜῈΡ N нататък. Действително, тъй като модулът на
сумата на две числа не надминава сумата OT модулите на тези

числа, TO от тъждеството b=(b—y,)+ys и неравенството (3.20)
получаваме

|9|<|6--а |+ |2я |<4!8|/2+ |ул |.
От зпзследпптп неравенсетво пепосвредетвено следва перавенст-
ра [. Ι).

(Нсрапепстввто (3.21) ни дава право да твърдим, че при π Ν
CACMCHTHTE у, са различни от пула и следователно можем ла

разглеждаме частниите Гуя sa ἘΝ.

От (3.21) na свой ред следва, че за псички п2:М с изпълнено
неравенството | 1/ya|<2/|b|. Оттук следва, че редицата (Пул) с
ограничена. 3

Теорема 3,12. Нека (х,) и {yx} ca две сходящи редици със
съответни 2граници а и b, при което b=0., Тогава частното

ха ул е определено om ussecmen Komep нататък ; редицата хл /у ),
ΜἝ от тези номер нататък, е сходяща и кейната граница

е а/р.

Доказателства. Според лема | съществува такъв помер
N, че при az=N елементите J, са различни ΟἹ нула; определена
е редицата (1/у, ) н тази редица e ограничена. Ние ще разглежда-
ме частинте (х. /ул ) от тази номер нататък. Съгласно определе-
ние 1 достатъчно с да докажем, че редицата (ха /ул --а/5) е без-

крайцо малка. Ще изпалзваме тъждеството

3.29 Хя щ а Xu-b-y, a

Тъй като за ха н ¥y с в сила специалнота представянес (3.17), та

Като замес тим (3.23) в (3.22), получаваме
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мецт на безкрайно малка реднпа. Ho това кеднага следва ot Teo-

рема 3.3 и от факта, че реднцата (1/ул) (поради лема |)е ограни-
a .чена, а редицата [ц„ - Pa} (като разлика ua две безкрайно мал-

ки редлици) е безкрайно малка. [

Ще се убедим сега, че ако елементите на сходящи редици

удавлетворяпат някакви перавснства, то подобнии неравенства удо-

влетлоряват и границите им.

Теорема 3.13. Ако всички елементи на сходщщата редица (х. |
от известно място натптък удовлетворяват неравенството Xy = b
(хл 25 8), mo и границата х на тази редица Уудовлетаорява нера-
венствотао Χ: (x==h).

Доказателство. Ще прелположим, че всички eaeMenTH L

Ха ὍΤ известен нкомер N* нататък удовлетворяват неравенството |
ха 2 b, Ще докажем, че границата х на тази релица удонвлетва- |

papa неравенството х:«-6. Да допуснем противното, T. €. че x<b.
Тогава по определението HA сходяща реднца 38 положителното

ЧИСЛО g==)—X съществува такъв номер N (избираме го така, че

да бъде no-roasiMm от N*®), че при Π Ν 23 са изпълнени неравен-
ствата | Xy —x|<e нли|ха-- x|<b—x. Последното исеравенстно ¢
еквивалентно с неравенствата -(#--х)< Ха — x<b—x, ARCHOTO τ
конто озиачава, че X, <b при всички nzN. Но това противоречи
па условието HA теоремата.

Случаят хя = b ссе разглежда аналогично.

Забележка 5. AKO всички е«лементи на схадящата редица .

(х. } удавлетворянат строгото перавенство X, >b, оттук не следва, |
че границата X ще удовлетворява строготп неравенство x>b. Mo-
жем да твърдим само, че х--#.

Например, ака хл +е |/п, то всички X, >0, но границата lim /л |
s

=xe=( не удовлетворява HeparcHcTBOTO х7>0. .

Следствие 1. Ака веички елементи на Ose сходящи редици {x,}
и {Yn) 0m известно мяста нататък удовлетаоряват неравенство- |
MO ха 25 Y, MO и границите на me3u редици удовлетворяват съ- |
щото неравенства

(3.25) lim ха т Уа.
Ε ς ееае

Действително 0T известно място нататък всички елементи на

редицата {y, --ха ) ще бъдат иеотрицпателни, Съгласно теорема 3.13

и грапицата на тази редица Нш ( Уа - Ха) ще бъде неотрицателна.

Остава да докажем, че в дясната страна на (3.24) стои еле- 1

i
|

ей а

От теорема 3.10 lim (ул — Хая )=lim Ууа--Ий x,, откъдето получа-
ееа 2 Ее ееа

ваме, че lim y, --- lim x, 2-0. От последнато неравенство след-
B0 A=

Ba (3.23).
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Следствие 2. Ако асички членове на сходящата редица {x,}
принадлежат на сегмента (а, Б), mo и грлницата х на тази ре-
дица принадлежи на същия сегмент.

Нанстина, тъй като а ΞΞ х л 6 32 всички п, Тто (сътласно тео-
рема 3.13) a=x-==h,

Следеащата теорема се нарича прянцип на двустранното ог-

раничение.

Теорема 3.14. Нека (х.) й ( Ул) ca две сходящи редици с една
ц съща сграница а и нека авсички елементи на редицата [z, } от

известно място нататеък удовлетворяват неравенес твата

(3.26) Ха 15 “я 25 Уп.
Тогави редицата 2, е сходяща и има същата граница а.

Доказателство, Да предположим, че неравенствата (3.26)
са изпълнени от помер N* пататък. Тогава 58 ΠΌ Ν

(3.27) ха--й ἘΞ 2n—Q = Уа--й.

От нерапенствата (3.27) следва, че 33 всеки номер п, по-голям
от N*, имаме

(3.28) | га--а | 2 тах (| Ха--а |, |ya—al}

(това записване означава, че |2, --a| нс надминава по-галямото
от дяете числа |ха --а | и |а --а|).

Избираме произволно нолажително число ε. Тогава от сходи-
мостта на редиците (ха) Η {ya} към грапицата а следва, че съ-
ществуват такива номера N, н N,, че

{[x,,-r?lf:a при =Ny,
(3.29) |уа--а|< “ при n=N,.

Ако cera означим ¢ N най-голямото пт трите числа А“, N, н N,,
то при п”-А ще бъдат изпълпени двете перавенства 3,293 Η съ-
гласно (3.28) ще палучим, че ири ΠῈῈΝ е изпълнено |z, — af <e.
Това доказва сходимостта на редпцата (2,) към границата а. ()

3.2. Монотонни редици

3.2.1. Понятието монотонна редица.
Определение 1. Ргдицата (ха ) се нарича ненамаляваща (не-

фрастяща), ако всеки член на тази ргдица от вторая нататък
не е по-малък (не е па-голям) от предхождащия го член, m. e.
ако за всички намера п (п--1, 2, 3,. . .) е изпълнено неравен-
ството

(3.30) Ха 25 Ха (ха : Хан).
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Определенвие 2. Редицата (ха ) се нарича монотанна, ако тя
е или ненамаляваща, или .нерастяща.

Дко елементите на ненамаляваща редица удовлетворяват стро-
гото неравенство ха « Хпа+ За всички номегера п, MO тази редица се

нарича растяща-

Аналогична, ако елементците на нерастяща редица удоалетво-

ряват строгото неравенство хл > Xp41 За всички номера п,то тази

редица се нарича намаляваща.

Ще отбележим, че DCAKA монотонна релица е очевидно ограни-

чена от едната страна (иля отгоре, AR отдолу). Действително

всяка пенамаляваща редница с ограничена отдолу (за долна гра-

ница може да се вземе първият й член), а всяка нерастяща pe-

деца е ограничена отгоре (33 горна граница може да се вземе също

първият й член),.
OTTYK следва, че ненамаляващите редици са огранячени OT

двете страни илн просто ограничени тогава и само тогава, когато

са ограпичени oTrope, а нерастящите редици са ограничени тогава

и само тогара, когато €38 ограничени отдолу.

Примерн:

1. Редицата 1,1, 2, 2,- - ., πὶ n,. . - е непамаляваща. Тяе
ограничена отдолу OT CTOAHOCTTA на първия CH член и € Neorpa-

ничена oTrope.

2. Редицата 2/1, 3/2, 4/3,. . ., (n+1)/a,. . . ¢ намаляваща.

Тя e ограничена OT двете страни: OTTOPE OT CTOANOCTTA на първия

си член 2, а отдолу например oT чиелота |.

3.2.2. Теорема за CXOAMMOCT на монотонна ограничена редица.

В сила с следпото основно твърдение:

Основна Teopema: 3.15. Всяка ненамаляваща (нерастяща) и
ограничена отгаре (отдолу) редица {x,} е сходяща.

Доказате лество. Ще разгледаме случая на ненамалязваща и

ограничена отгоре редица (х.). Множеството от всички членоне

на такава редлдилча с ограничено отторе н затова според оспозната

теорема 2.1 това множество има точна горна [panuua, която ще

озниачим с χ. Ще докажем, че чнелото X € граница Ha релдицата

(хл). Първо ще отбележим, че съгласно определеннието 38 горна

граница всеки член на редицата (х. ) удовлетворява неравенството-

(3.31) Xy S X.

Избираме произволно положително ΠΗ Ὸ в и съгласно опре-

делението за точна горна граница ще съществува поне един член

ΧΝ на редицата, удовлетворяващ нерагвенството

(3.32) χιτεςχν.

|

1
|

|

|
|
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Ho релицата {x,} е ненамаляваща, поради KOCTO XN == X, 33 BCAKO
n=N. OT HCpaBeHCTBOTO хлу ΞΞ Ха н (3.32) получаваме, че 38 BCAKO

n=N имаме

(3.33) Х--Е< Ха .

Като обединим пнеравенствата (3.31) н (3.33), получаваме, че

38 всички AN са изпълнени неравенствата Хее <X, == Χ.

Torara 38 всички ΠΕΡΝ е в сила неравенствота |X, — x| <e,

откъдето следва, че редицата χ ) клони към границата х--5ир(ха)-
Ако редицата {x,} е перастяща и ограничена отдалу, то

съвсем аналогично се доказиа, че тя клони към грапицата x

- ИИ {xn}* 5
Забележ ка 1. Съгласно казанотс в 3.2.1 редицата (ха),

уловлетворяваща условието на теорема 3.15, е ограничена ΟἹ лве-

те страпи или просто ограничена. Затова теорема 3.15 може да се

изкаже така: За да бъде монатпонната редица (х.) сходяща, е не-

υὔχυθμμὸ и доспитъчна тя да бъде ограничена (необходимостта
следна от TeopeMa #3.8),

Забележка 2. Разбира се, не Beaka сходяща !ьеднци е мо-
нотонна, Например клонящата към нула редяца 1/2, -1/2, 1/3,
-1/3,..., Un, =1l/n,. . . не ¢ монотайиа, тъй като знаците на:

членовсте й се сменят алтернативно. ,

Забележка 3. От припеденото доказателство следва, че
всички члецове па ΛΗ Δ иснамаляваща, ограпичена отгоре peanna

χ. ) не надминапват границата й х(ха =5¥), Лналотично лесна сс
вижда, че венчки членове на CAHA перастяща, отграничена отдолу

редица не са по-малки OT границата й х.

Ще изалечем едно важно следствие от теорема 3.15.

Ще се условим да наричаме безкрайната редица om сегменти:
(@1, #)), (е,, а,), - - ., [@n, brl,: .. свиваща се система от сег-
менти, ака; |

1) всеки следващ сегмент се съдържа 8 предидущия, т. е.
йя == амца, Ра+ = Ра 2a всяко n=1, 2, 3,. . .

2) дължината на п-тия сегмент [a,, bs), m. е. pasauxama
Оя — an, клони към нула при п-- o,

Следствие ot теорема 3.15. За всяка свиваща се система от
сегменти Цаал, Ва |) съществува, и то само една точка с, която.
принадлежи на всеки сегмент от тази система.

Доказателство. Най-напред ще покажем, че точката c,
която принадлежи на всички сегменти, може да бъде само една.

Действително да даопуснем, че нма още една точка 4, различна.
OT €, която принадлежи ка всички сегменти, като 3a определе-

ност нека d>>¢. Тава означава, че сегментът [6, d] принадлежи
на всички CerMEHTH (ал, 6л |. Но тогава за всеки номер n ще бъдат
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изпълнени неравенствата йл --а. = d—c>0, KOCTO е невъзможно,

T като йл —a,—0 при Π — o,

Ще докажем сега, че същестлува TOMKA €, KOATO принадлдлежи

8 всички cerMenTH. Понеже системата от сегменти е свиваща се,
то редицата от левите им Kpauma {a,} е ненамаляваща, а реди-

цата от десните им краища {bs} — нерастяща. Тъй като и двете
редици са ограничени (всичките WM членове принадлежат на cer-

MenTa [a;, H]), To те ca сходящи (според теорема 3.15). Ot това,
че разликата {δη -- a,} е безкрайно малка редица, следва, че двете

реди-и {an} н (64 ) клонят към сдна и съща граница, която ще
азначим с ¢, Според забеслежка 3 за всяко п са изпълнени нера-

венствата ал ==C by, T. е. € принадлежи на всички сегменти

’Iai‘l . ьп]* Π

3.2.3. Числото е. Ще приложим теорема 3.15, 38 да Докажем схо-

димостта на редицата {x,}, члеповете X, на която се определят
ют равенството

х„=( I+-:~; )n "

Съгласно Teopema 3.15 достатъчно е Да докажем, че тази ре-
дица е; 1) растяща ; 2) ограничена отгоре.

Ot формулата за бинома на Нютон за x, получаваме след-
мия израз:

1 π(π.-}} 1 n{n—1)}n-2) 1

Ха Е Σ —3; -
Yo | PR GV N I

"Този uspas преобразуваме във вида

п! п

За следващия член на редицата апалогично на (3.34) се полу-

чава изразът

(3.35) χερτοθε ι {ι-- πξτ )Ὲ 1777я)
n—1

+ - -"rnlg 1— ,,.Ξ. )(1- π-ξ-} ) ' '[ΙΠἝ:.-Τ)

Φιπ-:-η.("' π-ξ-ι ) | .(ι... „:.1 )

Γ
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За да се убедим, че peanuata (х.) е растяща, ще сравним.
изразите (3.34) и (3.35). Най-капред ще отбележим, че дясната
страпа на (3.34) се състои OT п събираеми, а дяскната страна на
(3.35) — o1 л41 събирасми, като (п41)-вото събираемо в дясната.
страна на (3.35) е строго положителноа.

Ще съпоставим сега помежду им всяка OT останалите събира-
ἘΜΗ в дясната страна на (3.35) със съотиетиите им събираеми в
дясната страна на (3,34), Леспо се вижда, че 33 всеки номер Е
(kR=2, 3,. - ., п) се изпълнено перавенстното

e e () «н Gy

Tora wepavenctso означава, че k-toto събираемо в (3.34) e по-мал-
KO от ChOTBETHOTO R-Ta събираемо B (3.35).

И така aokazaxme, че v, <Xp41, T. €. редицата {x,} ¢ растяща.
Ще докажем cera, че тази редица с ограничена otrope. Ако

изразите в кръглите скоби п дясната страна на (3.34) заменим с
еднинца, ще получим нещо по-голямо, Затова

e 1 1 1(3.36) χ,,ςἓ-ι-ἷῖ-ι-ἷἷ .. =

Ot apyra страна, за веяко #2-2? е изпълнено неравенството
#1-2.3.4. . „во?ЗА-:. Затона иерацепството (3.36) ни дава право
да твърлнм, че

(337) х„(2+-;-+ *;;,- Чещ +Ч*„!-„Т=3--Е1рг(3

(използпахме формулата 3a сума на гесметрична прогресия). OT
неравенството (3.37) следва огравичеността на редицата {x, ).

Според основната теорема 3.15 редицата {x,} е сходяща и
нейната граница, следвайки Ji, Ойле|“, ще означаРаме с е.

Ще nokaxeM, че чнелото е удовлетворява исравенствата
2=e=3. Затова (поради следствие 2 0T теорема 3.13) с достатъчно
A3 се докаже, че всеки член X, 8 редипата (ха) удовлетворява
иеравенството 2 : x, == 3.

Неравенството хл =3 следра ΟἹ (3.37), а неравенството 2:=x,
се палучава от (3.34), ката премахием в дясната страна на (3.34)
BCHYEH членове освен първия.

бъдеЧш:литв е играс Paxiua роля п матсматиката и по-пататък ще
дадеи начнии за пресмятането на това чнело с произволна

точкаст.

“ Леонард Ойлер, шнейцарсни математек, член на Петербургеката якадемия
HE науките, работил през ко-голямата част OT жикотя си в Русия (1707--1783).
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3.24. Други примери на сходящи, монотонни редици, Ще започ-
нем с разглеждането на редица, която се използва за приближено

намиране на квадратен корен OT реално положително чиесло 4.

"Тази релица се определя ΟἹ следната рекурентна формула” :

1

(3.38) хъя plamte). n=l 2 3.
KpAeTo 398 първо приближение X; може 18 се B3eMe пронзволно

положително чиело.

Най-напред ще докажем, че тази реднца е сходяща, За това
е достатъчно (съгласно теорема 3.15) да покажем, че тя е ограни"

чена отлолу Η OT втория CH член нататък с перастяща.

Ще започнем с AUKa3aTCACTDOTO на ограничеността отдолу.

По условие x;>0. Ho тогава ΟἹ рекурсятиата формула (3.38) пря
ne=1 следва, че х.>0, по-нататък 0T същата формула (3.38) npH

n=2 следва, че х.>0,. . . Така установяваме, че 33 всяко A

имаме x, >0, т. е. разглежданата редица е ограничена отдолу.

Ще докажем cera, че при nzz2 BCHYKH членове Χη удовлет-

моряват неравенството ха::/а. Запневаме формула (3.38) във вида

д «я ΝἜ

е ΡΗ а
м използваме TPHRHAINOTO нерзвенство :+-:-г2. вярно 38 BCA-

ко 1>0.

KaTo поставим в това неравенство (зах„/а >0, ще получим,

ще xalVa +VYalxaz2, и затова съотношеннето (3.39) ни дава χ εὶ

=Va npu n=1,2,. - . Това означава, че xnz}a при n=2, 3,. - -
Ще докажем накрая, че редницата {xa} OT втория член нататък

е нерастяща,

От рекурентната формула (3.38) следва, че

хя Ханену (140/33).

Or топа равенство, понеже x.=a ΠΡῊ nz2, получаваме, че

Ха+Хе21 при N =2 или XniySXa при по?2. И така при n=2 реди-
аата (х.) e нерастяща.

Слоргд тезрема 3,15 ргдицата {xs} & схоляща към някаква

траница х. Остава да намерим Tasy граница. Тъй като ха. 2а
при п:><2, получаваме (според теорема 3.13), че х:|а >0.

* Ракурештиата формула (оТ Латинската дума [eclriens — възвръшащ се)
« формула, наразяваща (п--1)-нян член на една редица чрез предидущате л члеква

ааа тази редика.
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Bacmam> под внимание, че x>0, и правим граничен преход в

равенството (3.38) при n—oo. Сдед граяичния преход при л--со
от (3.38) ще получим следното равенство :

x={(x+alx)/2.

Единстаеният положителен карен 8 Topa уравненне e x=}a.
И така оканчателно доказахме, че редицата (х.), определека

с рекурентната формула (3.38) при всеки избор на x,>0, е сходя-

ща Ἡ границата й е ψα.
Като друго приложенне на теорема 3.15 ще намерим границата

на редицата (ха), чинто членове имат вида

(3.40) Ха ἐμ{π|,

кълето ἐ е фиксирано реално число. 32 всяко фиксирано # съще-
ствува такъв номер N, че |f|<n+1 при венчки a=N. Ho тогава,
тъй KATO Ха+/Ха- (141), ще получим, че | хяча |<| χ | при всички
n>N, т. е. от номера N нататък редицата {Tx. |} e намаляваща.
Тъй Kavo оспен TORA тази редица ¢ ограничена отдолу (например
от числото нула), то. ChIAACHO Теорема 3.15 тя ¢ сходяща към ня-

каква граница X, За да памерим границата x, ще зацишем съотно-
шенисто (3.40) за nomepa n4-1;

πι κ ! (

Ха Ρ Π АТ AT еа ТИ

T. € Гкача|-|ха|.|4((л4+1). Като минем в това равенство към
гранинца при п--со, ще получим

x=x.lim | {}/(n+1)=0,
ай

И тоака редицата (|ха || е сходяща, а заедно с нея и редицата (3.40)
е сходяща с грашища x=0,

И в двата случая използвахме едня често употребяван пряйом:

най-напред JoKaspame съществуването на граница на редицата с

помощта на теорема 3.15, а след това намираме тази граница от

урганениеста, което се нолучава след граничен преход в рекурент-

ното съотнощение, изразяващо {n+l)—mm член Ha ргдияцата чрез

n-THA и член.

3.3. Произволни редици

3.3.1. Точка на сгъстяване, Горна и долна точка на сгъстяване

на редица. Да разгледамг редицата x,, X4, - - -, Xa, - + - н произ-
волна растяща редица от целин положнителни чиела Ry, #( - -,
Ка,, - . Да изберем от редицата (ха.) членовете с номера #Й), k,,
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К.е Ba, . - - и за ги разположним по реда на нарастване на TC3H

номера, Ще получим нова редица Xk,, Xay - « Ὑ „ Хал т -+ KORTO е при-

ста да се нарича подредица на изходната релница (ха). По-специ-
ално M самата редица (х.) може да се разглежда като полредица с

номера #а --П.

Ще отбележим, че винаги k.=n, тъй като всяка подредица,

несъвпадаща с цялата редица, се получава чрез някакво разреждане

I8 елементите на редицата.

Верни са следните две тпърдения.

1°. Ако редицата {xn} € сходяща с граница g, MO всяка нейна

подредица с сходяща и има същата граница.

2, Ако всички подредици на дадената редица (х.„) са сходящи,

то всичка те имат вдна и съща граница (същата граница има и

дадената редица).

Ще докажем най-напред твърдението 1". Избираме произволно

положително Число е и намираме такъв номер N, че ΙΡ,ζ-α}ζι
при всички nzN. Нека (ха,) се пооизволна подредиза на релицата

(ха). Тъй като #л2АМ, то OT номера Кл нататък членовете K3 под-

Гедицата (х.„) ще удовлетворяват HEPABCHCTBOTO | Ха--а ) ε, а това

означава, че подредицата [х,.„) e схоляща Η има за граница 4.

За да се докаже твърдение 2° е достатъчно да се юъземе пред

вид, че н редицата (ха) (KOTO частен случай 13 полредица) клони
към някаква граница а. От 1° caeana, че н всяка нейна подредица

клони към същата граница а,

Напълно аналогично па 1° се доказва, че всяка подрелица на

безкрайно голяма редица ¢ също безкрайно голяма редица.

Ще въведем основиото понятие TOYKA на стгъстяване на

редица.

Определение 1. Точката х се нарича точка на сгъстяване

на редицата (ха), ἀκὸ всяка E-0KOAHOCHI на точката х съдържа

безбройно мнаго члендаве на тази редица.

Определение 2. Точката х се нарича точка на сгъстяване

на редицата (ха), ако от тази редица може да се избере сходяща
подредица с граница Χ.

Ще покажем, че опрелделенията | н 2 са екнивалентня.

1. Нека всяка в-околнаст на х съдържа безбрейно много чле-

ноке на релицата фх.). Ще разглеламе съвкупността (T “-околно-

ἷ';'πτε на точката X, 38 каито Ε равино на 1, 1/2, 1.3.- . -,
M, - -

B първата ΟἹ тези околнссти избигаме член X, OT редицата с

някакъРв нсмер #), Във Втерата ΟΤ ΤΟΒῊ ORoJHCCTH йзбираме слен

X, на редигата с HoMep EB,>>k,, н третата OT посочените охколности

избираме член Xp, ΟΤ редицата с номер ky>k,, - - - Тази процес

може ла се продължи пеограничено, тъй като във всяка Б-окол-
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ност на точката х има безбройно много waenose Ha редицата (хл).

В резултат ще получим подредицата Xk, Xky - - -y Хь - - - на

редицата {¥n}, KOATO клони към X, тъй като 1y, —x |«< И.
2. Да предположим, че от редицата {x,} Moxc да се избере

подредлица, клопяща към X. Тогава във всяка кв-околност на точе

ката х се съдържат безбройно много членове на подредицата (всич-

ките от известно място натТатък). Тъй като всски член на подре-

дицата се член и на редицата, то вън всяка в-околност на точката
х ще се сълържат безбройно много членаве и от Тази редица. ἰ]

Ще изясним въпроса 33 съществуване на точки на сгъстяване

μ сходящите редици.

Лема 1. Всяка сходяща редица има само евдна точка на сгъ-

стяване и тя съвпада с гланицата на prougama.

Доказате лство. Нека peavnara (ха) клони към граница a.

Тогава нъв всяка E-OKOJHOCT на а се съдържат безбройно много
членоне на редицата (ха) (нсичките от известно място нататък) и
затова а с точка WA сгъстяване па редицата (хя).

Остава да докажем, че инито ейлно чисело а”, различно or а, не

e точка на с«гъстяване за редицата (хн.). Ho това следва пепосред-

ствено от доказаното твърдение 1° според косто ст сходимостта

иа една редица с граница а следва сходимостта на цвсяка нейна
подредица към същата грапица о. | )

Ще привелем пример на ограничена peasus фха) с две точки
на сгъстяване, Ще докажем, че редицата 1/2, 1-1/2, 1/3, 1--1#3,
e oo, ει 1--1/п, « . « uMa само две точки па сгъстяване v=0 и
x=1. Тава, че точките xe=0 И x==1 са точките на сгъстяваце,

следва ΟἹ факта, че подредицата OT членовете с нечетни номера е

сходяща с граница x==0, а подредицата от членовете с четни но-

мера е схоляща с граница xs==1. Остана да се докаже, че нито
едно число X,, различно от 0 н 1, пе е тоачка на сгъстяване на

тази редица. Тъй като ΧΞῈ н xg=k1, То очевидио може 13 се 13-

бере толкова малко полажително Число ε, Че Е-околностите на

трите точки U, 1 и X, да нямат общи точки (иж. фиг. 3.1).
Ho всички членове на редицата ¢ цечетни гомера от известно

място нататък се съдържат в E-OKOJINCCTTE на точката 0, а BCHUKH

членове на редицата с четни номера DT H3BECTHO място нататък се

съдържат в “-околиостта на тачката 1. Порали това извън Е-оКкол-

ностите на точките О и | (по-специално B ке-околността на точката

х) има най-много Kpaen брой членове на редицата. Topa озиачава,
Че ху не € точка Η сгъстяване за редицата.

Ще принедем сега пример за редица {x.}, която има безброайно
много TOYKH на сгъстяване, По-рано (2.7.3) установихме, че мно-

жеството па всички рационални числа в cermenta |0, 1] може да се

нареди във вид на редица {x.}. Ще докажем, че асяко peaano

T Математачески апалиа, I ч.
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число х om сегмента [0, 1) ¢ точка на сгъстяване 30 masu peduga
ἰχη). Отбелязваме, че каквото н дае числото хот сегмента [0,1], 38
нсяко 0<e<<1/2 поне едно ат Двете числа х--Е и х+же прянадлежи
на сегмента [0, 1].

Да предположим 33 определенсст, че числата χῈ принадллежи
па сегмента (0,1), Между двете различни помеждлу си числа х и
Χ Ε според лема 2 от глава 2 се съдържат безбройно много раз-
личин рационални числ2, Това означава, че за weako 0<e<1/2 в

с-околисстите на точката х се съдържат безбройно много членове
на релицата (х»), т. е. х е точка на сгъстяване 33 тазн редица.

Естествено възникгя въпросът за най-голямата и най-малката
точка 118 сгъстяване на далена резина.

Определение 3. Най-голямита точка на сгъстяване на peduya-
та {xa} се нарича горка тояка на сгъстяване (лижмес супериор“)
на тази педица и се азначави със символа х Xa.

еф

Определение 4. Най-малкапи! точка на сгъстяване на редица-
та (ха) се нарича долна точка на сгъстяване (лимес инфери-
ар““) на тази редица и се означава със символа х ха.

а

В сила е следната забележителна теорема. '
Основна veopema 3.16. Вгяка ограничена peduya uma горна и

долна точка на сгъстяване и по-специално има поне една точка на
сгъстяване,

Доказателсетво, Ще се спрем на доказателството 33 съще-
ствуване на поне една точка на сгъстяване и на горна точка на

сгъстяване (лимес супериор) 38 всяка ограничена редица (същест-

BYBAHEeTO 18 долна точка ΠΩ сгъстяването се доказва апалогично).

Нека {xa} е нроизволна ограничена редица. ΟἹ условието 13
ограниченост следва, че съществуват такива Две реални числа т и

M, че всеки член ха. на релицата (хе) да удовлетворява неравен-
ствата те ха Δ.

Ще разгледаме мнежеството (х) на всички реални Ччисла X,
HAJIACUC ат които иля няма членове на реглицата {x.}, ΜΠῊ има

само краен брой такива члецове.

С други AyME, рсалното число х принадлежи на множсестРото
(х), ако надясно ΟἹ х лежат не повече ΟἹ краен OpcH членонве Ha

* Ὅτ латинското Пте5 superior, което означава „пай-голяма грапица.
# От латиискота Шюе inferior, което озватава „най-малка граница"
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редицата (х«), и не принадлежи на множеството (х), ако надясно

от това число х има безбройно много Ччленове на редицата {Xa).
Ще отбележим, че мкожеството (х) очевидно не е празно:

към него принадлежи всяка реално число X, удовлетворяващо не-

равенство ΧΞ Μ (тъй като надясно от такова х няма членове HA

редицата (ха)). Освен това е очевидно, че множеството {x} е ог.
раничено отдолу и 33 пегова Ддолиа граница може да се вземе

всяко число, по-мадлко OT /л (надясне от такова число лежат всички
членове на редицата {x.}, а те са безбройно много).

Според Teopema 2.1 за множеството {X} съществува точна долна

граница, която ще означнм с х, Ще докажем, че това число

x=inf [x} € горна точка на сгъстяване на редницата (ха).

Достатъчно е да се докажат дветс твърдения:

ι 1% Числото х е точка на сгъстяване на редицата (хя) (т. е.

Във исяка «“-околиост на х има безбройно миого членове. на pe-

дицата {xn}). ) '

2. Нито едио число х, по-голямо от X, не е точка на сгъстя-

paHe ка редницата (хл). (Tona озкачаца, че хе най-голямата точка

на сгъстяване, T. €. FOPHATA точка на сгъстяв не на {ΧᾺ}}.

За да докажем твърдениета 1%, фиксираме произволно поло-

жително чиело ε. Съгласно определеннето 58 долна граница числото

х--е не прииздлежи Π определеното по-горе миожество (х). Το-

гава над;шнп ОТ x—& ще лежат безбройно много члепове от реди-
цата ка).

Тъй като числото X е точна долна граница на множеството
{x}, от ucpameHcTBOTO x<X-+& следва, че съществува поне един
целемент χ' OT множестното (х), удовлетворяващ неравенството

XZX'<x-he, T. €. лежащ наляво ΟἹ ΧΈΕ (вж. фиг. 3.2). Според
определението 8 множествота (х) надясно OT това число X' ще
лежат пе повече от краен брой членове на редицата (х).

На фиг. 3.2 ¢ посочено условно, че надясно от ΠΗΌΛΟΤΟ х--е
лежат безбройно много членове OT редицата {X,}, а надясио от
числота X' лежат не повече от краен брой членаве на тази редица.

Тъй като надясно от x—e лежат безбройно много, а надясио
ΟΤ х — само краен брой члекове на редицата (ха), то стигаме до
извода, че в полусегмента (x—e, !) (а очевидно H B интервала
(x—e, x+e)) лежат безбройно много членове на редицата (ха).

_ Ἢ така доказахме, че за всяко ε;ρῦ в е-околиостта на точката

х лежат безбройно миого членове на редицата (х). Това означава,
че х е точка на сгъстявапе за тази редица. ()
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Фиг. 3.3 J ξ
Същевременно доказахме, че 38 всяко >0 надясно от числото

Χ Ξ нма не повече от краен брой членове на релицата (ха).
ΤΌΒΗ факт ще използваме при доказателството на твърденне

2% а именно че х е най-голямата точка на сгъстяване.

Нека х е произволно число, гпо-голямо от Χ. Да означим с e

положнителнота iac.mf=(_.t--x)f2. При този избор на « ннитервалите

(Х--е, X+8) и (x—6, X+E), T. е. EOKOMOCTHTE на точките X W X,
ΜΗ͂ΜΗ да нмат общи точки, а NO-TOWHO в-околността на точката X |
изцяло ще лежи надясно от MHCAOTO х4е, KOCTO е дясна граница |

на ке-околнсстта ка точката х (Рж. фиг. 3.3). |

[lo-rope установихме, че за всяка >0 надясно or χ Ἐ ξ лежат l
не повече от краен брой членове на редицата (хн).

o

Очевидно B разглежданата €-OKOJHOUT на TOMKATA х лежат пе
павече от KpacH брой члецове на редицата (х.), а това означава че

х не е точка на сгъстяване 1Η тазн редица. ΓῚ

JlokasaxMe, че всяка ограничена редица {X.} има горна точка
на сгъстяване (T. е. най-голяма точка на сгъстяване). Съвършено

аналогично се доказва съществуването на долиа точка на сгъстя-

ване, която е точната ториа граница на множеството OT реалните

числа (х), паляво OT KOMTO лежат це повече от краен брой членове
на редицата {χη}. [

Следствие 1. Ако (ха) е ограничена редица, х и х са съответ-

на нейната долна и горна точка на сгъстяване, € е произволнао

положително число, MO в интервала (х--, Хх4-) се съдържат всич-

ки членове на тази редица от известен номер нататък (който
Зависи, разбира се, om ). i

!

1
“
Ε Ε
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Достатъчно е да се докаже, че за всяко &>0 вън от интер-”

вала (x—e, Х-РЕ) лежат не повече ΟἹ краен брой членове на ре-
дицата {x.}. Разбира се, за това с достатъчно да се докаже на-
гпример, че надясно OT хе Η HAJAABO от X—& лежат най-много

красн брой членоне на редицата {x»}. Фактът, че за всяко ε;»Ὁ
наляско от хе лежат не повече 0T краен брой членове на (ха),

беше установен при доказването на теорема 3.16. Съвсем amano-
тично се доказва, че за всяко €20 налява ΟΤ х--е лежат не по-

вече от краен брой членове на редицата (ха). Г

Следствне 2, Нека {xn} е ограничена редица с долна и горна
точка на сгъстяване съответно х и х, (а, 6) е интервал, вън om

който лежат не повече от Kpack брой членове на редицата {χη).

Тагава интервалът (X, х) се съдържа в интервала (а, b) и no-cne-

циадно x—x < р--(.

Доказателство. Достатъчно е да се докажат днвете пера-

венства χ н xa. Първота от тях следва от тава, че точката

&, надясно от която лежат само краец брой членове от редицата
{xn}, прицадлежи на мпожеството (х), разгледано при доказател-
ството на теорема 3.10, а х е точна долпа граница на това MHO-
жестно. Второто мераненство а 5 х се устаповява аналогнчно. [

Следстоне 3 (теорема Μ Болцано -- Вайершрас”). Om веяка
сграничена редица moxe да се избере сходящи подредица.

Тази Tcopema е пепосредствено следствие от теорема 3.16 я
определение 2 за точка на сгъстяване.

Теорема 3.16 хвърля скветлина върху структурата на множест-
BOTO OT всички TOMKH на стгъстяване на произволиа ограничена

редица. Ако както н по-гаре, означим с X Η X съответио долната

и горната точка на сгъстяване на такава редица, TO ΒΟΜΗΚῊ точки

на сгъстияваце се съдържат в сегмента [x, х), при което, ако реди-

цата пе с сходяща, тя има пане Ддве точки на сгъстяване х Η χ.

Разгледаната по-рано редица 1/2, 1-1/2, 1/3, 1—-1/3,. . ., 1/n,
1--1/п,. . - e пример за редица със само две точки ΗΒ сгъстяване
Х0 й x=l.

Другата разгледана редица (ха) ΟἹ всички рационални числ
на сегмента [0, 1] е пример за редица, чиита точки на сгъстяван
покриват целия сегмент [0, |),

“ Берпхард Баяцапо -- чешки философ и матсматик (1781--1848). Кара
Вайершрас — Немски, математик (1815--1897). |
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Лесно е да се построн пример 38 реднца {Xa}, която HMA
точки на сгъстяване: 1) отнапред зададено крайно множество “

точки @y, й,, - - -4 χὶ 2) отнапред избрана безкрайна peznua от

точки @y, й,. ч. Яуе - τ (във втория случав всяка точка
сгъстяване на pelHuara от точките на сгъстяване {aa) ше
тачка на сгъстяване и 38 изходната редица {xa}). |

3.3.2. Разширяване на понятнето точка на сгъстяване, Аналог на
теоремата на Болцано - Вайерщрас 32 неогранничени релзници е
следното твърленне :

Лема 2. От всяка неограничена редица може да се избере без-
крайно голяма подредица (и по-специално безкрайно zo.aama подре-
дица, всички членове на която имат еднакъв знак).

Доказате лство. Най-напред ше отбележим, че ако в не-
ограничена редица премахнем пронзволен брой от първите Wienose,
то реднцата от останалите членове с също неограничена, Нека χ
е пронизволниа несграничена редица. Тогава съществува член ха, OT
тази редина, удовлетворяващ неравенството | ха, |>1. Като вземем
пред вил, че редицата (ха), разглеждана от номера А;+ | нататък,
е също неограничена, то ще съществува член X, KOATO удовле-
творяна неразенството |хл,|>2, а Ay A Продължавайки тези раз-
съждения, ще получим, че 33 всеки номер п съществува член Хл

за който е нзпълнено неравенството | ха. |>п н Ral>Ray.

Очевидно ¢, че построената по този начии подредица Xe,, Xa,,

Ке Хуя o o Е безкрайно голяма. Тъй като тази редица съдър-

жа безбройно много нли полежителии, или отрицателни членове,

нис можем ΔΑ изберем от нея безкрайно голяма подредица, члена-

иете на която имат един н същ знак. ; |

От лема 2 и теаремата па Болцано - Вайсрщрас следва

твърденнето:

Лема 3. От произволка редица може да се избере или сходнща
подредица, или безкрайно голяма псойредица, всички члекове на KOR-

MO имат едан и същ знак.

Лема 3 естествено поди 0 илеята за разширяване на понятие-

то точка на сгъстяване на реднца. Ще се угсворим формално да

допълним BLECACHHTC по-рано крайни точки 13 сгъстяване на ре-

дица с още две възможни TOYKH на сгъстяване τ сс Н - o=,

Ще казваме, че - (--по) е точка на сгъстяване на редицата

(хи), ако от тази редица може да се избере безкрайно голяма под-

редица, всички членоле на която са положителни (отрицателни).
При такова разщширение на понятнето точка на сгъстяване ΟΥ

лема 3 следва твърдението: Всяка редица има поне една точка на

ггъстяване (или крайна, или равна на 4+со HAR — o).

+ Такава е редицата a;, &y, &g, #.. 45 йз. а), В . . .

#

|ι

!
|
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1
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Естествено с Да считаме, че oo и --оо са свързани с всяка
крайно реално Число х с неравенствата -- со«х« + w, Ще пока-

жем, че всяка редица {xs} има горна и долца точка на сгъстяване.
За определеност ще се спрем на доказателството за съществу-

ване на горна точка на сгъстяване.

Съгласно Teopema 3,16 с достатъчно да разгледаме само
случая, когато редицата {x,} e неограничена.

Ако при тона редицата (х.) е пеограничена отгоре, то от нея
може да се избере безкрайно голяма подредица, всичките членоне

па която са положителни и затова + oo ще бъде точка на сгъ-
стяване на редипцата (хп).

Остава да се разгледа случаят, в който неогранничената pe-
дица (х.) е ограпичена отгоре, T. е. когато съществува такова
рсално числа M, че всички Ччленове X, на редицата удовлетворя-

ват перавенството ха5М. Понсже при това редицата {x,} е не-

ограничена отдолу, то ΟΤ нея може да се изберс безкрайно го-
ляма подреднца, всички членове на която са отрицателнии, т. е.

— с» е точка ца сгъстяване на тази редица.

Ако при това |рюедицата {x,) няма нита едиа крайна точка
на сгъстяване, то едииствената точка на сгъстяване — oo € и

горна точка на сгъстяване на тази редица.

Ако редицата има поце елна крайна точка на сгъстяване хо,
то като фиксираме някае e, можем ἈῈ изберем от тази редица
подредицата OT веички членове, KOUTO удавлетРоряват нерашен-

ствата

Хд-ЕЗ ХнЕ М .

Избраната подредица е ограничена и според теарема 3.16 за
нея съществува пай-голяма точка мна сгъстяване, която е Haf-ro-
лямата TONKY на егъстяване и на редицата {x,}). Съществуването
на горна тачка на сгъстяване за всяка рслица е доказана, Ана-

логично се доказва, че 33 всяка редица същестиува долна точка
на сгъстяваце.

В заключение ще отбележим, че почти всиЧчки понятия и
тевърдения, Устанакени в тази и в предишиаите тачки, се прена-
CAT Ἢ 32 пренмсолно числово множество {x} ¢ безкраен брой елс-

MEHTH.

Точката а om безкрайната права (—os, + =) ще наричаме
точка на сгъстяване на множеството {Xx), ако 588 всяка Е-окад-
ност на точката « се съдържат безкрайно много елементи от
това множество.

Най-голямата п най-малката точка Ha стъстяване на MHOMXEe-
ството (х) ще наречем съответно горна и долна точка NG сгъстя-
ване ΗῈ това множество.



104 ТРОРИЯ НА ГРАНИЦИТЕ

Като повторим разсъжденията в теорема 3.16 и заменим тер-
мина „редицата (х.)“ с термина „множеството (х), съдържащо
безкраен брой елементи“, ще дойдем IO следното Твърдение:

Всеяко ограничено числово множество (х), съдържащо безкраен брой

елементи, има горна и долна точка на сгъстяване (и по-спецциално

има поне една точка на сгъстяване).
Ot това твърдение следва едно обобщение на теоремата па

Болпано -- Вайерщрас: От елементците Mg всяко ограничено без-
крайно множество (х) може да се избере сходяща подредица, всички

члекоас на която са различни помежду си.
Както и в глучая на редица, удобно е да разширим поня-

тието точка на сгъстяванс и да приемем, че 4-5о(--го)е точка
на сгъстлване на множеството (х), ако oOm елементите на това
множеставо маже да се избере безкрайна голяма peduya от поло-
екитщелни (отрицатедка) числа.

Тази формализация ин позволява 13 твърдим, Че безкрайно
числово множество (х) има поне една точка на сгъстяване, а така
също горна и долна точка на сгъстяване.

3.3.3. Κρητερμῆ на Коши" за сходимост на редица. При изучапане

на сходимостта на една редица {x,} се оценява обикновено раз-
ликата Χ, τ междлу членспете на редицата Ἡ предполагаемата й

граница a. С други думи, трябва да предугаждаме стойнвостта на
границата @ па тази редица.

Сега ще Дадем „вътрешен" критерий за сходимаст на релица,

позволяващ @ определяме нейпата сходимост, без да познаваме

предполаглемата граница на тази редица.

Определение 5. Редицата (х.) се нарича фундаментална““,

ако 81 асяко полажително HMUCAD в Ссъщестауас такъв номер N,
че За асяко n, удовлетворяващо условието n:=N, и 3а всяка естест-

вено число p(p—1, 2, - . .) 03 ¢ азпълнено RepadeNCMOOMO

| Хае — Х| <&

Ще докажем две янажни cRoficTRA HS Ффунламенталците редици.
Свойстао 1. Нека е ладена фунламенталната pelmua {x,}.

За всяко положиетелно πηῦπο Ε съществуна тТакъР ΠΠΕῊ Xy, Че в

2“-околността на този ἘΠΟῊ Xy се СЪДЪРЖ:!Т веячки членосе Х ка

редивата с помера n=N.

С аруги думи, 38 всяко #7>0 съществугка член ΟἹ фундаментал-

ната peiAma, вън 0T в-околиостта на KCHTC ума най-минсга красн

брой членове на тази редица.

+ Опостен Луя Коши — Фгренски мотематкк (1739 — 1857).
++ Изцалзукна се още нзименованието peduna на Коши.
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Доказателство. Фиксираме произволно положително чи-

сло ε. Съгласно определението за фундаментална редица съще-
ствува такъв немер N, че за всяко естествено число p(p=l, 2,

3,+ . -) членовете па фундаменталната редица удоплетворяват

неравенството

|xN+p - xfl‘! < ε,

нли

In—e < Хлу < ХУ Ἐ .
#

Тъй като р е прсизволно естествено число, TO от последните цпе.«<

равенства следва, че тскчки членоге на фундаменталната релива

с ипомера, по-големи от N, ссе съдържат в интериала (Хл — &, Хл Ἔ в),
T. е. B E-OKONHOCTTA M2 хл. |)

Свойство 2. Всяка фундаментална редица е ограничена.
Доказателсет во, Нека {x,,ée фундаментална редина. Из-

бираме произволио числото в7>0. Съгласно свойство 1 38 Tova &

съществува такъв члеи Xy, че BCHUKN членове X, с номера Π Ν

Уудовлетворяцват перавенствато

Xy =8 Xn< Xy Ἔ ε.

Да означим с A най-голямота от еледните Δ ΕἸ uncaa:

|х1|, Хае а |Хм-а |, [ν τ ε, [χν Ῥ ε. Тагава очевилно 38
всячки номера л ще бъде изпълнено неравенството |х,.|54, от-

където следиа ограничеността на редицата (ха). (

Ще докажем сега следиата помощяа теорема.

Теорема 3.17. 34 да бъде редицата {x,} сходяща, е необходимо

а достатъчна тя да е дграничена и горната й MOUKA на сгъстя-

ване х да съвпадне с долната й точка на сгъстяване χ.

Доказателства. 1) Необходимост. Нека редницата {χ.} е
сходяща. Тогава тя ¢ ограничена (съгласие теорема 3.8) и нма
само сдна точка Ha сгъстиване (съгласио лема 1). Това означава,

че горпата й и долната й точка на сгъстяване X и х съвпалат.

2) Достатъчност. Hexa редицата {x,} е ограничена (съгласно

Teopema 3,16 тя има гориа точка на сгъстяване х и долиа точка

Ha сгъстяване х) и нека хе-х. Да положим x=x=x. Съгласно
следствне | па теорема 3.16 38 всяко e>0 п интервалът

(Х--Е, Х--Е) съдържа веснчки члепове на редицата (хя) 07 даден
номер кататък. Според определсине 3 за сходяща редица (вж. 3.1.4)
това озиачава, че редицата {x,} клоки към границата χ. Teopema
3.17 е доказана.

Ще докажем следната важна Teopema:
Основиа теорема 3.18 (критерий на Коши за сходимост на
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резица). За да бъде редицата {x,} сходяща, е необходимо и доста
тъчно тя да бъде фундажентална.

Доказателстнво. 1. Необходимост. Нека редицата (х.) e

сходяща с граница χ. Ще докажем, че тазн редица е фундамен-
тална. Фиксираме произволно положителното Чясло ε. Тъй като

Χ Θ граница на редицата {x,}, TO 38 положителното число εἰ

съществува такъв номер N, че за всяко ΠῈ Ν

(3.41) Ιχ, --αί < εἰ2.

Ако ре пронзволно естествено число, TO 38 всички n>N ще бъде
изпълнено неравенството

(3'42) Хф < 5"2'

тъй като ΠΈΡΞΞΝ.

От uepagencreata (3.41) н (3.42) получаваме, че за всяко

ΠῈΝ н за нсяко естествено число р

Хафат- Ха | а (Хара- ) Ἔ (X—x,)|

= Xgp—X |Н |- Х « ε,

а това озиачава, че редицата (х.) е фунламентална.  ́. '
2. Достатъчност. Нека редицата (х,) е фундаментадлна. Трябва

да се Jlokaxe, че тя е сходяща. Съгласно теарема 3.17 е достатъчно

да докажем, че редицата {Xa} ¢ ограничена и че горната и долната й

точка на сгъстяване X Η х съвпадат.

По-горе установихме, че всяка фунламентална редица е аг-
раничена (вж. снойство 2). Остана да докажем, че гирната точка

на сгъстяване X и долната точка на сгъстяване х на релицата

(ха) съвпадат. Фиксираме праинзволно положителЛното число ε. Съ-

гласно свойство 1 на фупндаменталните редици съществува такъв

член хл 0T редината {x,}, че вън OT Е-околността на тези член,
T. с. BhH от интервала (Xy - € Хм + €), лежат най-много краен
бюой членове ua редицата {x,}. Но тогава съгласно следстине 2 на

теорема 3.16 интервалът (X, ΧἹ се съдържа в интервала (ΧᾺ -,
Γ

Ν + Е) и по-специална е нзпълнено неравенството х--х =< (Ху

+&)—(xy - επεθε. Тъй като освен това X=X, то за всяко §>0 са

изпълнени неравенствата 05 x — x =< е. OT произволния избор на

Ἑ Η OT тези неравенства следва, че x—x=0, т.с. x=x. Критерият
на Коши е доказав,
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Примери : |
1. Ще приложим xpurepusn Ha Кошн, 3a ла vcranopum pasxolu-

1 1 !
' мостта на редицата {x,} с членове х,-14 τὺ- Ἐ еВе

' Ще отбележим, че ако за всяка л изберем естественсто Число
P, равно Ha A, ще получим, че за BCHKO п

!

φ-ἑ..ι.. . ..|..J_)=.=-__-+_—--+ ЕА T ὰ

По тозн начин 33 положителното Ччисело €= 1/2 не съществува
такън комер N, че 34 всяко AN н за всяко естестнвено число р
да е изпълнено церавенствато Хафа--Ха|<« в. Слелователно pas-
глежданата редица не е фунламентална н (пно критерня на Коши)
е разходяща.

2. Ще приложим критерия на Кошни, 33 да YCTAHORHM сходимостта
на редицата (х,) с членове x,=14¢ +4#4+ . . . +¢" кълето ¢ e
произволно чнедо ΟἹ интериала 0<4<1.

За всеки помер п и всяко естествено числе p(p—1,2, 3,. ..)
е изпълнено перавенствата

ἶ

(95.44) Xpqp—Xa| = (1 ἘΦΈΦΗΕ .. TP - (L 4q+¢*+ . . . Ἐφ

ἡἸω #+==9”+1'|"‘]”9"" .е +дщя=.43 ! Ιΐσ ! {.f":..i_
1--9

Фиксираме произволно положителното число ε, Тъй като редицата{7*} поради 0<4<1 ¢ безкрайно малка, то 38 положителното чи-
сЛи #(1--4) съществува такъв номер N, че 38 всяко м Ν е из-
NBAHCHO неравенството

(3.44) 4"<#(1--4).

38 всяко естествено числа р имаме

4 това означава, че разглежданата редица е фупндаментална и сле-

Ι Ot неравенствата (3.43) и (3.44) следва, че 38 всяка n=N и

|
Ἱ дователно (Mo критерия на Кошн) сходяща.
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3.4. Граница на функция

изучаването Ha друга, по-сложна форма на
граница (или гранична

на понятнията

1е преминем към

инчен преход, OCHODAHA на понятието
гра
стойност) παὶ функция. Но прези това ще се спрем

променлива величина н Ффункция.

3.41. Понятне за променлива велячина Η функция. Разглежда-
HCTO на рсалин физически променливи величини показва, че

 те не

всякога могат да приемат произволни стойности. Така например

скоростта на материална точка не може ла бъде по-голяма от
3,10 mis (т. е. скоростта на светлината във вакуум), температу”

рата на тяло не може ла бъде по-малка 0Τ —273°C, отместването

Ha матернална точка, извършваща хармонични трептения ΠῸ закона

у = А са5 (е τ ὅ), може Ja приема CTORHOCTH само OT сегмента

Като се абстрахираме ΟἹ конкретиите физически свойства на

наблюлаваните в приролата пиропменливи велнчини, стигаме до no-

нятисто матежатическа променлива величина, характеризираща

се само с числените стойности, които тя приема.

Мнозкествата (х) от всички стойности, Koumo дадена промен-
дида величина х маже да приема, се нарича област на изменение

на тази прпменлива величина. Променливата величина с зададена,
aKo с дедена нейната област на изменение.

По-плтатък обикновено ще означаваме променливните величи
ян

с малките латински букви х, ¥, Г. - - -, 8 областите на измене-

ае на тези величини - съответно със символите {x}, (у), (1), ...
Ще премицем сега към уточняване на понятието функиия.
Нека ¢ зададена променлипата величина X, която има област

на изменсине някое множество (х).
Ἄκὸ на асяка стойност на променливата х от множеството {x}

е съпасталена някое RUCIO у от множеството ὧ,ν}. казваме, че върх у

множеството {x} е зададена (дефанирана) функцията у = Ϊ (χ)
или Ε: [1] -- 5)

Променливата х се нарича аргумент или незавпсима npo-

менлива, множествота {x} се нарцча дефиниццонна област на

функцията, а числото f(x), което съотаетставува на дадена стой-

ност на X, C2 нарича стойнаст на функцията 8 точката χ.

Съвкупносттиа (у) от всцчки възможни стойности на функцията |

се напича област на U3MEHERUE на тази функция.
В означението y=/(x) буквата [ често се нарича характе-

pucmuxa ка функцията.

Axo Е на са ape функуни с една н

даст (х), тогава сума [+g Ha функициите fuy ¢
съща дефиницнанна 06-

е Hapguda Фуйк-

e ая
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цията Я, която е дефнинирана 38 всяко хЕ(х)с равенствота Я(х)
=f(x) + g(x). Аналогично се дефинпира разлика f— g, произве-

дение f.g и частно f/g на две функцин. Разбира се, частното р
е дефинирано само за опези стойнасти х € (х) на аргумента, за които

g(x)=+0.

. Примери:

1. ме |4--х?. Тази функция с дефинирана върху сегмента
— 2: ΧΞ (при Tean стойности на х изразът под знака ка KopeHa

е неотрицателен), а множеството от BCHYKHTE й стойности с cer-

ментът 0=y<? (вж. фиг, 3, 4),
2. Функцията на Дприхле“

0, ако х e HPANROHAAHO чиело,

1, ако X e рационално чниела,
o0 - |

Функцията D е дефинирана върху безкрайната права — co < x<oo
а MHOMECTROTO OT шеичките й стойности съдържа гамо TUMKHTE

μ 1.

+1, ако x>0,

3. SEN X == 0, ака x=0,

—1, ако ¥ <0

(sgn от латниеката дума signum - знак). Чете се „сигиум “

Тази функция е дефнинирана върху безкрайната права - с« Х w

а мниожестното от всеичките й CTOANOCTH съдържа трите точки

у --), у-0 и y=1 (2. фиг. 3.5),
4. Символът [x] означава цялата част на чиелото X, иди Ппо-

точно най-голямото цяла число, ненйадминаващо х. Чете се „скобки

от х“. Функцията f(x)=[x] е дефинирана върху цялага безкрайна
прана -со« χ , а мнажествота QT ингичките й CTORHOCTH е MHO-
жеството OT нсничките цели числа (аж. фиг. 3.6).

5. Ца)--л!. Тази функция”“ е дефинирана нвържху множеството
на всички еетестнени числа n=a], 2, 3, . . .. Множеството OT венче

KHTE н СТПЙНШ:ТЦ е множествота OT естествените чнела от BHAD

nl=123...n, къдета n=1, 2, 3, .. - (юж. ¢ur. 3.7).
Често съответствнето между MHOMKCCTROTO ст CTOHHOCTH на

аргумента и множествато OT стайности на функцията се задава с

фармула. Този начин на задаване на функцията се нарича анални-
тичен.

Ще отбележим, че функцията може да се задава с различни

- Петер Густан Льожоп-Дирихле -- пемски математик (1805 — 1#59),
““ Симаолът „л !“ ce чете „п факториел“.

Е Нн В ааа ие



«формули върху различняте участъци ΟΤ дефиниционната си област.

Например функцията

—x при х<0,

[() "{ x* при x=0
¢ заладлена аналитично върху безкрайната права - οο χ ( + o0

(вж. фиг. 3.8).

Възможно е стейностите на аргумеинта н ChOTBETHHTC стай-
ности на функцията да са дадени във вид на таблица.

Като пример за таблично зададена функция може да служи

разписанието за движение на ялак, което определя местоположе-
мието на влака в отделни моменти OT времето. Чрез интерполация,

при коята функцията B интервала между две съседни таблични
стойности се заменя с иякаква функция от прост вид (например
линейна или квадратна), може приближено да се определи 

MECTO-

положението на влака н във всеки междинен момент от вре
мето.

В практиката на физическите измервания MUOTO разпространен

е ome един начин - - графичният начин за задаване на функцин, ΠΡῊ



Фиг. 3.7

KOATO CLOTBCTCTBHETO между аргумент н функция се задава wpes
графика.

34.2. Граница на функция по Хайне н по Коши. Нека функицията
Ге дефинирана върху uskoe безкрайно множество (х) и нека а е
точка U сгъстяване за множеството (х), която може и ΔΒ. не
принадлежи на това множество.

Например чека множеството (х)е нитервалът (a, 5); в този
случай точката а це прянадлежи на ннтервала, но всяка #-0кол-
HOCT па точката а съдържа точки OT ицтервала.

Друг пример за миожеството х с множестяота на рационал-
HHTE числа, принадлежащи на интевала (a—&, a+0), без точката а.

Ще отбележим, че при всяко 3>0 интервалът (a—28, a+3),
OT KOHTO к изключена точката @, се нарича прободена E-0KOAKOCT
на точката а.

Определение 1 (граница на функция по Хайне“). Yycaomo b
се нарича граница (или гранична стойност) на функцията §
а точката а (ала при x—-a), ако за всяка редица от стойности на

“ Хайнрих Едуарл Хайне — немски математни (1821 - 1880)
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Хае - еа Кла0нЯяща към а и състояща се

от числа Ха, различни от G, съответнапт:а редица от стойнссти на

функцията #(+х1), Flxa), - - - / (x,). - - - KicHu към числото b.
Определенне 1’ (граница Ha функипнята no Коши). Числото b

се нарича zpanuga (или гранияна стойност) на функцията f
в тоцката а (или при «х--а), ско За всяко положително HUCAO Е

съществува MOKOEQ полсжително число Ее Е (Е), че За всички стой-

пости на аргуменкта Χ, удовлетворяващи условисто 0<1|х--2|< 8,
да е изпълнено неразенстото

(3.45) |17(х)--6) < ε.

Граничиата стойност на функцията у < / (х) в точката а се озна-

чава с:

lim[(x)=b инли [(x)—b при x—a.

Преди да докажем екнвивалентността HA определения | ,
ще паправим няколко забележки, които исясняват смигъла ка

тези определения.

Забележка 1. Ще подчертасм важността на изискването

в определение 1 членовете χ на редицата да бъдат различни OT ι
а и аналогнчиото изисктване в определенне 1 ́, което налага 38 |

аргумента х условието 0< |х--а), Τ. е. х Δ бъде различно oT |

а. Тора се налага ot обстоятелстеото, че функцията [ може да не ι

с дефинирана в точката а. Без това изискнане е невъзможно да се

използга граница на функция за опрелеляне на произнодна на

функция. Действително, HPOHIBOAHATA Г (а) на фуйнкцията / в точ-
ката а е границата при х--а на следната функция:

|

|
|
1

Hix)—f (a)
X—&

Г (х) -

Очсевидно с, че функцията Е не е лдефинирана в тсочката 
d.

Забележка ?. Множеството (х), EBPXY ксето е дефинирана
функинята f, не е цеобходимо изцяло да покрика няксоя прободе-
на B-OKOTHOCT на точката а. Това множество (х) трябка да има

само понс един елемент във всяка грободена аскслност на точ
ката

a. Пример за Ta KOFA множестео (х) e мнсжеството на всич
ки чле-

нове на редицата (1/п), лежашщи ἘΒΒ фъксирана 5-окслност на точ-

ката а--0.

Забележка 3. Условнета 0< !х--а|«# в апределенее Ге
еквивалентно на съотисшенията a—E<x<La+E8, ς T. е. X при-

надлежи на пробсдената 8-околнсст на точката й- _ "

(3.58) е екгивалентно на нераРснствата t—e<[{x)<it+te τ α

f(x) прииадлежи на E-OKOANOCT на b. '
ц

:

Ξ
1
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Забележка 4. Като използваме идеята за приближаване
на функанята [ в акалиост ΠῈ точката а с отнапред зададена
точност €, можем да изкажем определението на граница на функ-

ция по Коши (определение 1') така : Mucaoto й се нарича гракична

стойкост на функцията / в точката @, ако при всяка отнапред за-

дадена точност #>0 може да се намери TaKkara #-0колност на
точката @, че за всички стойнасти на аргумента X, различии от
а и припаллежащи на тази 6-околност на точката а, чиелото # при-
ближава стойността на функцията f(x) с точност & (фиг. 3.9).

Забележка 5. Функцията / може да има в точката а само
една граница. Действително при определянето на граница на

функция по Хайне тава следва от единственастта на границата
на редицата {f(x,)}, а при апределянсто на граница на Ффункция

|

Ι по Коши 7o следва ΟἹ еквнивалентиостта на ADeTe определения,
1 KOATO сега ще дакажем.

|
!
1

———_ e Е иН ῳ
Теорема 3.19. Определенията | ц |! за граница на фуккция πὸ

Хайне ц по Коши са екаивалентни..

Доказателство. 1. Нека числота # е граница на функ-
цията / в точката а по Каши. Ще докажем, че чнелото b e гра-
ница ua функцията / в точката а и по Хайне. Нека {x,} с npona-
волна клоняша към а редгца ат стсйпости на аргумента, венчките

| | членове на която са различни ΟἹ и. Трябва да се локаже, че
съответната редица ат стойности на фупкцията (/(ха)) клоки] | към b.

Фиксираме произволно положително числа € н избираме по-
пожителното число 8, което според определението за гранива га
функция no Коши осигурява нериастта на неравенства (3.45) за
всички стсйности на X, за които 0 < |х--а| <&

1

] Β МлатематаЧесни axaams, | ч.
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жителна πῆσπο 5 съществува такъв номер N, че при всички n=N
e изпълнено неравенството ἰχ,--αἱ <&. Тъй като Xx,-Fa за всички

номера 7, то 38 всички ΠῈ Ν са изпълнени неравенствата 0< | xa
—a| <& и съгласно опрелелението за граница на функция по Коши
за всички ΠῈΣΝ есе изпълцено неравенството [{{χ,}-ὖ, <e. Това
означава, че редицата {f(x»)} клони към b.

2. Нека сега числоТто b е граница на функцията / в точката

а πὸ Хайне. Ще докажем, че това число b е граница на функцията
Е в точката а н по Кошн. Да допуснем противното. Тогава съще-

ствува положително число €, TAKOBa, че за цвсяко положително

число # може да се намери поне едина такава стойност на apry-

мента х, че 0< |x—a| <3, но | (х)--6| 33 ¢,

По този начнин, ако вземем редицата 3,=1/n (n=1,2,. ..),
можем да твърдим, че 38 всеки ненн член 3,=|/a съществува

поне една такава стойност μὰ аргумента x,, че

(3.46) 0< | x,—al <1/n, но | (х.)--6 | =&,

Лявото от неравенствата (3.46) означава, че peanuata {xa} клони
към а със стойностн, разлячин от a. Но в такъв сл съгласно

определеннето на граница по Хайне съответната редица от стой-

ности на функцията (/(х.)) трябва да клони към b, а това про-

тиворечн на дясното от неравенства (3.46), изпълнена за всички
номера п. Полученото противоречне доказва теоремата.

Примерк :
1. Функцията [(x)mc=const има граница ¢ във всяка точка

а от безкрайната права. Нанстина 38 всяка стойност на аргумента |
х разликата f(x)—c ¢ равна на нула и затова [f(x)—cj<esa |

ВСЯКО Ε;»Ο н 38 всички стойности на аргумента (B дадения случай, +
за всяко £>0 в определеннието 38 граница по Кошн, 38 # може да
се избере всяко положително чиело). k]

2. Функцията f(x) = х има граница а във всяка Точка а на

безкрайната npasa, Наистина 38 тази Qysxuus peaugara от стой-
пости на аргумента съвпада със съответната редица от стойности
на функцията и ако редицата {X;} клони към 4, то и редицата

{/(x,)} е сходяща и клони към а.

?i. Фукнкцията на Jupuxae D, cToOAHOCTHTE HA която в рацяо-
налните точки са единица, а в ирационалните точки — нула, няма

гранива в инто едиа точка на безкрайната права. Това следва от
факта, че 38 клоняща към а редица от рационални стойности Ha

аргумента границата на редицата ΟἹ ChOTBeTHHTE стойности на
функцнията с единица, а 38 клоняща към а редица 0Τ ирационални

стойности па аргумента границата на редицата ΟἹ съответните

стойности на функцията е paBua на нула.

!
 ̓
:

Ot сходимостта на релицата {x,} към а 38 посоченото пола-

Ν Ί ΊἬὌςἀἀΤ ̓ΊΞΣἯσξΞΘΞΞ.Ι Ο Ύ К
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Ще въведем сега понятието едностранна (дясна HJIR лява)

траница на функция в дадена точка а, За целта най-напред ще

уточним характера на множеството {X}, върху което е зададена
функцията /. Ще поискаме от множеството (х) за всяко $>0 да

има поне един слемент, принадлежащ на интервала (а, ач46) (ин-
тервала (а--8, а)).

Определение 2 (дясна (afipa) граница на функция по Хайне).

” Числото В се нарича дясна (лява) граница на функцаята | в
точката а, UKo 30 всяка редица om стойности на аргумента {x,},
клоняща KDM а и състояща се от числа, по-големи от а (по-малки

от а), съответната редица от стойности на функцията (#(ха)) е
сходяща и клани към b,

Определение 2” (дясна (лява) граница на функция по Коши).

Чисдлото b се нарича ὅπονα (лява) граница на фуккцията [ в
точката 2, ако 33 всяко положително число в съществува такова

положително чнело 3, че за всички CTORHOCTH на аргумента Χ,

удовлетноряващи условисто а<х«а4+6 (а-5<х<«а), е изпълнено
неравенството (3.45).

Дясната (лявата) граница на функцията ἐ в точката а се
озиачава с:

lim Γ (1) 5» 6 (lim f(x) = 6),
τφ

яли по-краткото

f(a+0)=b (f{a—0)mb).
Напълно аналогично на Teopema 3.19 се доказва еквивалент-

настта на определенията 2 н 2' — трябва само да се яземат стой-

насти на аргумента х и членове на редицата {Χη}, Ппо-големи от

числото а (N0 малки от числото &),

За пример ще разгледаме функцията

1, ако x>0,

f(x)=sgnx = 0, ако x=0,

—1, ако x<0.

Tasu функция има B точката @=0 KaKTO дясна, така и лява rpa-
ница, при което sgn(0+0)=+1, sgn(0—0)=—]. Наистина 58
всяка клоцяща към a=0 редица (хн), състояща се от числа, по-

големи от пцула, съответната редица {sgn ха) клони към |, 38

всяка клоняща към a=0 редица {xs} OT числа, по малки от нула,
съответната редица {SEN ха) KAOHH към --1.

От тези разсъждения следва, че разглежданата Фуйкция,
f(x)=sgny няма граница в точката а-0,

И така функцията sgn няма граница в точката а>0, но има
8 тази точка дясна граница, равна на ], и лява граница, равна Ha —].
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Фактът, че дясната Η лявата граница на тази Функция не са
равни, не е случасн, тъй като е в сила следното твърдение: Axo

функцията # има в точката а дясна и лява граница и тези една-

странни граници Са равни на евдко и също число b, то тази функ-

ция има граница в точката а, равна на й. Очевндно е вярно н
обратното твърдение: Ако функунята / има в точката а граница,
равна на b, то дясната и лявата граница на [ в точката а (b

ществунат и са равни на b,
“ За доказателството на това твърденке можем да се възполз-

ваме от определенията 1’ н 2', като отчетем, че ако неразенството
(3.45) е нзпълнено 33 стойности на аргумента х, удопвлетворяващиа
услоавията a<x<a+8& н a—&<x<a, τὸ перавенството (3.45) е из-
пълнено и 38 всички стойности на аргумента X, удовлетворяващи

уславието 0< | х--а|< δ.
Ще формулираме сега понятието граница Ἠ8 функция при х--оо.

За въвсждането па това понятне трябва да понискаме множеството

(х), върху косто « дсфинирана функцията [, ла нма поне един
елемент, лежащ BB от сегмента |—3, 8) за всяко 2>0.

Определение 3 (граница на функция ΠΡῊ х---с πὸ Хайне).
Yucaomo b се нарича граница (или гранична стойност) на функ-
цията [ при x—sco, ako за асяка безкрайно голяма редица om cmoil-
ности на аргумента {xn} съотастната редица от стойности на

функцията #/ (xn)& клони към числото #.

Onpencaenne 3’ (граница на функция при х--оо по Коши).
Числото # се нарича граница (или гранична стойност) на

функцията | при х-го, ако за всяко положителдно HUCIO € същесте

аува такова положително число 8, че 30 всички стойности на аргу-
мента X, удовлетворяващи условието [χ > %, & изпълнено меравен-
ството (3.45).

Границата па функинята / при х--со се означава с: limf(x)=b.
X

Напълно аналогична на teopemg 3.19 се доказва еквивалент“

ността на опредсленията 3 и 3. TpaGea само да се замени „сходяща
редица от стойности на аргумента (хн)“ с „безкрайно голяма редица

ΟἹ стойностия на aprymenta {xa}*, а перавенството 0< х--а|<16 да
се замени с неравенството х|)> 85.

Пример за функция, която има граница при x—oo, е функ-

пията f(x) = ἰχ (x=<=0). Наистина за всяка безкрайно голяма ре-

дига ΟἹ стойности на аргуменвта (хл) съответната редица τ стой-
HOCTH Ha фупквията | (ха)--1/ха, (u0 Ttecpema 3.6) е безкрайно
малка, т. е. има 38 Граница числото b=0. Съгласно опрелелекие

3 lim 1/x =0.

Ще формулираме накрая поиятието граница Ha Функция, KO-

гато х клони към безкрайност с определен знак. За да въведем
това понятие, ще искаме функцията f Ja е дефиявирана в TEKOBA

ἰ
з
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множество (х), което 3a всяка 57>0 има поне 6151 елемент, лежащ
надясно от # (наляво от --6).

Определение 4 (граница на функция при x—+ 00 (x—— oo0)

по Хайне), Числото b се нарпича граниаца (или гранична стой-
ност) на функцията f при х-а4 οο (при x——oo), ако за исяка

безкрацно голяма peduya от стойнасти на аргумента (ха), асички

членааг на която са положцителни (отрицателни), съответната ре-
дица от стойности на функция та (ха)) клони към числото ф.

Определение 4’ (граница на функция при ¥— L oo (Х---- oo) πὸ

Коши). Числото. b се нарича граница (или гранияна стойност)
на функцията Г при x—s+ co(x—-—ca), ако за всяко положително
числО ε същестаува такова положително числа &, че 30 всички стой-

ности на аргумента X, удовлетаворяващи услодвието х># (х«< --5),

да ¢ изпълнено нерааенството (3.45).
Въпедените попятия се osuavapat с: т / (х) й (Кта/(х) = b).

| Σ еа i -

Еквивалентнастта па определенията 4 н 4 се доказва no съ-
щата схема, както п теарема 3.19: трябва само да се замени

„сходяща редица от стойности ипа аргумента (ха)|“ с „безкрайно

голяма редица OT положителии (отрицателии) стойности на аргу-
мента (ха)“, а неравенствато ( < |x—a|< 5 се замеия с неравен-
<ствота χ;» (χΕ --δ).

Забележка 6. Понятнето 33 . грапица WA числова редица
Ъх„) може да се разглежда като частен случай Ma граница па
ункция при х--4со, Ака влемем 38 (х) множеството от всички

сстествени числа 1, 2, 3, . -, п, .+ .., а за / функция, дефини-

рана върху това множество, която на RCAKA стойност на аргумента 5

съпоставя п-тия член па редицата {x,}, то определение 4 за гра-

MHRA на такава функция при X—+ со съвпада с определеннието 38
граница на числовата редища {xal. -

ι жа
ἄ

3.4.3, Критерий на Коши за същестауване на граница на функция,
За определенаст ще разгледаме подробно случая за граница на
функция / в точката а, вънедена с определенията 1 и Г”.

Определение 5. г казваме, че функцията | удовлетворява
а точката а условието на Коши, ако за всяко положително €
съществува такова положително число B, че за всеки две стойности

на прегумента жх и x", удовлетаоряващи уеславията

(3.47) 0< | x'—a} < 8, 0< | х”--а| < ,
02 е изпълнегно неравенеството

(3.48) () — #() |< ε:
Teopema 3.20 (критерий на Коши 38 съществуване на гра-

ница на функция в точка а). За да има функцията | крайна гра-
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ница в точката а, е необходижо и достатъчно тя да удовлетварява
в тази точка условието на Коши.

Доказателство. /. Необходимост. Нека да съшестРува
крайна граница lim f(x) =b. Фиксираме пронзволно положнтелно

Хке

число ε. Съгласно определение |’ за rpanrna на функция по Kowm

38 положителното число εἰ съществува такова положително число
8, че каквито и да са стойностите на аргумента х” н х”, удовле-
творяващи условията 0<1х” —a| <8, 0< |х”-а | <3, съответните

стойности на функцията удовлетворяват неравенствата

(3.49) If (x")=b] <ef2,|F(x")—bl < &2.

Or неравенствата (3.49) noayuasame, че

а) =F (x")| = | (F (") =)+ (b—] (x"))

Ξ 1{{χ--ὸὶ τ |/ (х”)--6 < ε,

което означава, че функцията / удовлетворява в точката а усло-
вието на Коши,

2. Достатъчност. Нека функцията / удовлетворягва в точката
а условнето на Кошн. Трябва Да се докаже, че / има граница Β
точката а. Нека {xa} е произволна редица от стойности на аргу-

мента, клоняща към а н състояща се ет Ччисла, различни от а.

Според определение | 38 граница по Хайне е достатъчно да се
докаже, че съответната редица от стойности на функцията {f (xa) }

клони към някакво число # Η че това число # е едно и също 38

вснчки клонящи към а редици {Xa} OT числа, различни OT а,
Ще докажем най-напред, че за всяка клопяща към а редица

(ха) ΟΥ стойности на аргумента, различни oT 4, съответната ре-
дица OT стойности на функцията „(/ (x»)} клони към някаква гра-

ница. Фиксираме произнолно TOJOKHTCIHO ЧислоО £ и избираме
съгласно условнето на Коши съответно положително чнело &, От
сходимостта на редицата (ха) към а и от условието ха--а следва,
че за това 67>0 съществува такъв номер N, че 0< [x.,-—a‘g-(a пра
n=N. Ако сега р е произволно естествено чиело (p=1, 2, 3,- - .),
то още повече 0< | хача--а|< 6 при AZN.

По такъв начин при n=N H 88 всяко CCTCCTBEHO р са изпъл-
нени неравенствата 0< | xapp—a) <8, 0< | ха--а|< #. От тези не-
павенства и от условието на Коши следва, че при n=N и 38 всяка

естествено р имаме

[f (Xa4p) — [ (xa)] < ε,

а това азначава, че peammara {{{Χη}} e фундаментална., Съгласно

критерия на Коши за сходимост на числовя редици (вж. теорема

8.18) редицата {f(xs)} клони към някое чнело b.
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Остава да се докаже, че 33 две произволни KJOHSIWH към а

редици от стойности на аргумента {xa} u (х.) с елементи, раз-

лични OT @, съответните редици от стойности на фупкцията ##(хв))

и {f(x))} са сходящи и имат едпа и съща граница. Да предположим,

че редиците {f(xa)} и {f(x])} клонят съответно към границите b н

δ ̓. Да разгледаме новата редица ат стойности на аргумента х),

х Хъ Хъ Ха X, τ Ὑ τ XaXp o+ o, ΚΌΠΤΟ СЪЩО KJONH към @ н се

състои OT числа, различни от а. От доказаното по-торе следва, че

редицата от стойности на фуйкцията/(за), /(х), {{χ4}, Flxz) - - -,

f(xn), f(x,), - + - е сходяща и има 32 граница някакво число 6”,

Но тогава от твърдението, доказано в 3.3.1, следва, че всяка под-

редица на тазк редица ¢ също сходяща и има граница b, Очевидно

подредицата от нечетните членове / (х;), Нха. е. f(xa), . - - 1

подредипата ot четните членаве f(x) {{Χ5}» - - .. () - - - са

сходящи и имат rpannua #”, OTTYK следва, че b= δ' = b". ()
Аналогично се формулира условието на Коши и се доказва кри-

терият на Коши за случанте на дясиа (лява) граница в точката
а, граница при х-нсо н граница при X— Ἢ 00 (Х----0оо).

При формулировката на условнето na Коши е достатъчно в
приведеното по-горе определение да се замени условне (3.47) 38

случая на дясна (лява) граница в точката а с Уусловията a<{x’

<a+d, a<x"<a+d (a—d<x'<a, а-.4<2х”«а), за случая на rpa-

ница при х--оо — C условията | &' | > 8, |х” | > 3, и накрая за случая
на граница при χ͵ се (Х----се)-- С условнята X'>8, х”>8(х”

Съответният xpHrepuit на Каши се доказва no схемата ua до-

казателството на теорема 3.20: трябна само под „редици от стой-

ности на аргумента {x’} и {x_'}* в случай на дясиа (лява) граница

в точката а да се разбира „редипа, клоняща към а н състояща се

OT числа, по-галеми OT а (по-малки ΟἹ а)“, В случая на граница
при х-еса -- „безкрайно голяма редица“ и накрая в случая на гра-

ница при х--- 0o (x——oo) — „безкрайно големи peXHuUH от поло-

жителняи (отрицателин) числа“,

3.44. Аринтметичин действия с функцик, имащи гГраница. В снла е

следната осповиа теорема:

Основна теорема 3.21, Нека даете функции [ и g ca дефини-
ранц върху една и също множество {x} и имат в точката а гра-
ници, съответно равни на b и . Тогава функциите f+g, f—g. f. 2

u Не имат в mouxama а граници, съответно равни Ka b+c, В--с,
b.c ub!c) (s случая на частно трябва да предполагаме, че с & различно
om нула).

оаказателство, Нека {χη} e произволна клоняща към а

редица от CTOAHOCTH на аргумента, различни ot а, Съгласно опре-
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деленне | на граница по Хайне съответните редици OT CTUANOCTH
на функцниите Г (ха)) и {g(x:)} са схолящи и клонят съответцно

KbM b π . Ho тогава съгласно теореми 3.9--3.12 „ редиците {F (xn)
+ Е(ха)), {f(xn)—g(xa)}, {f(xa).8(x2)} п {[(xa)g(xa)] клонят
CHOTHETHO към TpaHuuute b+c, b—c, b.c и b/c. Порали това, че

редигата хл) с произволна, OT определеяне 1 38 граница по Хайне
следва, че функциите f+g, Г--д, f.g н fig uMaT в точката а гра-
ници, съответно равии на b+c, #--с, b.c и blc. (

Доказателствата на съптветинте ΤΟΌΡΟΜΗ за случанте па дясна
(лява) граница в точката а, граница при хе-со я грапица при
Хе-.-|- co (Х--е -Ἱ се провеждат по същата схема. Разликата е
CAMO в това, че релицата {Xa} с случая на дясна (лянва) граница
клони към точката а със стойности, ΠΟΙΓΟΠΌΜΗ от @ (по-малки от
а), н случая 18 грапипа при X— o тя е безкрайно голяма редица
и накрая в случая па граница при XN—+ ο (X——-20) тя е без-

крайно голяма редица от положителин (отрицателии) числа,
Примери :

1. В 3.4.2 се убелихме, че за всяка точка а ΟΤΟ безкрайната
права lim х--а. Съгласно теорема 3.21 можем 13 Твърдим, че

A il

limx?=limx.limx =¢.g = ο
енъ ἠ " κ Ε ς )

Η изобщо 30 всяко естествено число п

lim x® = а“.,
«---а

2. Нека сега РА(х) = by+ 6468 . . . +фбах7, където b, by,
by« <+ bnt0 са дедени коистанти. Такава функция P, се нарича
поланом om степен п. Съгласно теорема 3.2]

ΙἷΙπΡπ(Χ)ἷ"'Ηἳπ(ὑῃἦ'ὺΙιΐ'ἧ" + « +ba Х”)
A= il

=D+ 0,0+ by 4 .. . Fbat®— Py (1)

38 всяка точка а от безкрайната права.

И така полиномът P, има гранипа въп ясяка точка а ΟἹ без-
крайпната права н тази граница с равна на стойпостта Р.(а) на
палнииома в точката а.

3. Нека Р. и О„ са два пронзволии полипома OT степени съот-
ветно п и m. Частното #< Р./Ощ се нарича рационална дроб.
Ot теорема 3.21 за случая на частно имаме

Шо R (х)-- ц (Pe (x)/Qp (х)) т Pn(x)lim О (х)

--Р.(а)/О,(а) = R (a)

във BCAKA точка а, коята не е карги на поличяома Q.. Следова
телио рационалната дроб има граница въз всяка точка а от без-
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крайната прака, която не е корен на знаменателя ἧ, и тази гра-
ница с равна на стойността па рационалната дроб в точката а.

34.5. Безкрайно малки и безкрайно големи функции. За определе-
ност ще разглеждаме граница па функция в точката а.

Определение 6. Функцията « се нарича безкрайно малка в
щрочката ἃ, ика границата й ¢ тази точка е райна на нула.

Kato пример за функцния, която e безкрайно малка в тачка-
та @, може да служи функцията « (Χ) = (r—a)?, където ле пронз-
волно сстествено число,

Нанстина в края на предиштиата точка установихме, че по-
липомът (х--а)” има граница в точката а и тази граннца с рав-
па на стойността му в точката @, т. е. равиа е на нула.

Ще отбележим, че ако функцията f има граница в точката а,
равна на числато b, то функцията « (л) = [ (х) — b e безкрайно малка
в точката o, Това следна от факта, че гранишите на всяка от функ-
пийте / И # - # в точката а са равни на числато b, н от теорема
3.21, приложена за разликата е.

Формулираното твърденние ни ΒΟΛ A0 Сследното специално
представяне на функцията [, чиято грапица п точката а е pasia
на числото b ;

(3.50) [(Χ) = b+ «(х),
кълсто « е някоя безкрайио малка в точката а Функция. Пред-
ставянето (3.50) е много удобно в различните приложения на тео-
рията на границите.

Ще въведем сега понятието Ффуикция, безкрайно голяма от-
дяспо (отляво) п дадена точка а,

Функцията А се напцича безкрайно голяма отдясно (отляво)
ха точката a, ако за всяка клоняща KoM а редица {x,) om стой-
ности на аргументи, всцички членавде на коята са по-големи ота
(по-мелка от а), съотаетната редица от стойности на функцията(А (х.)) е безкрайно голяма редица, чиито членове om някой номер
нататек са илц CAMO положителни, или CAMO отрицателни.

Безкрайно големите отдясна (атляво) ΗΒ точката g функции се
означанат с:

im А (х) τὸ + со (lim A(x) м + со)
X4 K=}

HH

ImA(x)=—w (limA(x)=—=w).
e XN Хча«-й

Употребява се W по-лаканичната символика -

А(а4+0)---- (A(@—0) =+ οἹ
UM

Ala+-0)=—ce (А (а--0) =—ca),
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Ще се спрем на методиката за сравняване на две безкрайно

малки функции в дадена точка а. Нека а н 8 са две безкрайко

малки в точката а функцин, дефинирани за ἘΠΗΗ͂ и същи стайности

на аргумента.

197 Казва се, че а е безкрайно малка от по-висок ред от
В в точката а, ако

(3.51) шщх)!р(х) =0,

20, Казва ce, че а И ὶ ca безкрайно малки от еднакъв ped

Β точката @, ако граннцата в лявата страна на (3.51) e равна на
число, различно от нула.

30. Казва сс, че а н В са еквивалентно безкрайно малки в
точката @, ако границата в лявата страна 8 (3.51) e равна на

единица,

Това, че @ е безкрайно малка от по-висок ред от В в дадена

точка а, се записва така:

а-о(В)

(чете се ,a равно на o малко от В“).

И така символът о(В) означава безкрайно малка фуккция 0Τ

по-висок ред от безкрайно малката функция В в дадена точка а.

OT това определение на снмвола «о малко“ получаваме следините

негови свойства:

1) 0(8)+0 (8)«а (В), ὁ (5) -- а (В) « 0 (8) ;

2) ако уе о (В), то 0(B) +0(+) ΞΞ 0(8);

3) ако а н В са две безкрайно малки в дадена точка функции,
тоа. В--0(а) иа. В - о(В).

Аналогично се сравняват две безкрайно големи отдясно (отляво)
на дадена точка а GVHKONA.

Нека А и Β са дефинирани 38 едни и същи стойностн на ар-

гумента и за определеност lim А (x)=-+ o, lim В(х)- τ со.
ΓΤ τ х-а+0

1?. Казва ce, че Д има отдясно на mouxama а по-висок

ред на нарастване от В, ако функцията А!В е безкрайно голяма

отдясно на точката а.

ῶ9 Казва ce, ч А и В umam отйясно на точката а еднакъв
рей на нарастване, ако границата на функцията ΑΙΒ при x—a+0
е числа, различно от нула.

Примери :

1. Функцияте а(х)я22--х5 и §(x)=5 x>+ x* ca безкрайно малкя

ΟἹ един и същ ред в точката x=0, тъй като

ТЕ Ν

Ве Ἔ τ ааая τ а въя δ ̓

i

|

|

i
ἰ
i.Ἔ
|
|
1

1
Y
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1 2. Функицинте а(х)(х-2) ,(х--1) и B(x)=(x—2)® са екви-
валентно безкрайно малки в точката x=2, понеже

| Ξ-Ιἓ в ἕ; :Е.Ъ _E"{.rg%r?_" = 1|Ξ1 (χ-- 1͵Ξ5].
| 3. Функцинте А (х)-(24х)/х н В(х)--1/х са безкрайно големи

от"еднакъв ред както отдясно, така Η отляво на точката x=0,

тъй като

lim A (Χ)]Β (х) = lim (2.+ x)=2.

Анзлогична се определят и сравняват функцин, безкрайно Mankm
или бесзкрайно големи при х--са, а също и при х---+ со (съответно
при Χ---- G0),

3.5. По-общо определение 3a граница

на функция по база

Като анализираме определенията за пазличинте видове граница на
функция / по Каши, забелязваме че във всички TAX се изнсква 58
BCcAKO >0 всички стойности на тази функция, отговарящи на стой-
ности на аргумента х ΟἹ пякое множество С,, да удовлетворя-
ват пиеравенството (3.45), т. е. да принадлежат на Е-околност на
тачката b.

При това множеството C;, определено 938 всяко >0, има
различен DUl при определянсто на различните видове граница.
При определяне на граница в точка а множеството С, е пробо-
дена 6-околиост на точката а; ΠΡῊ определяне на дясна (лява)
граница в точка а множеството ) е интервалът (а, а + &) (съот-

!ввтно (а--6, а)); при определяне на граница при х--со множеството
С е външната част на сегмента |--8, 8) и накрая при определяне
]па граница при х---4 са(Х----оо) множеството C; е отворената
полуправа (3, + со) (съответно (—oo, --#)).

Ако функцията / е дефинирана в множеството (х), то във
всички определения на граница по ΚΟΙΠῊ се иска неравенството
(3.45) да бъде изпълнено 33 тези елементи от множеството {x},
KOHTO припадлежат и на CBOTBETHOTO множество C;. Ще означим
с B; подмножеството OT опези елементи на {x}, xouro принадле-
жат и на Сз, Τ. е. nonarame By = {x} NC, .

Анализът на условията, при KOHTO се формулират определенията
1'—4" за граница на функция по Коши, ΠΗ води до извода, че
множеството (х), върху KOCTO е дефинирана функцията f, съдържа
винаги поне един елемент, т,е. множеството B, никога не е празно.

e e ЕИВАИ В Н e < еааае ῖ ------
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Лесво ¢ да се убедим също така, че 38 всичките видове Гра-

ἩΠΙΗ сеченисто на Две произволки миожества от съвкупността (8, )
е също множество ΟἹ тази ΠΉΒΚΥΠΗΟΣΤ.

Така например сечението на две множества Β, и By, първато

ΟἹ KOHTO се CHCTOM DT CTORHOCTH KA аргумепта, принадлежащн на

прободената 8-околност на точката а, а второто — от стойпости 118

|| аргумента, принадлежащи на прободената #"-околност на точкат
а а,

е СЪНН:ЕПНПСТТН ΟἹ CTOHHOLTH ка aprymcu‘:fl. ПРННЮЛЕЖЗЩН на про-

болената 8"-околност на точката ¢, KhicTO #” е по-малкото от лвете

положителни числа & и &', т. е. е множеството 8) от съвкуп-

4 ността (8,).

! В по-общи случян, KOWTO се срешат при изучавансто на функ-
s 1a няколко променливи, сеченнето на две произволни мно-

4 жества от съпкупността {By ) може ла не с слемент на тази съв-

хупност. но обезателио сълържа елемент на тази съвкупкост.

Приведените разглеждания Π водят сестествено 10 понятието
база на мпожеството (х).

Определение 1. Ще кизваме,че безкрайната съвкупност В-(В,)
от подмножествиа Ba на множеството (х) образува база (или базис
на филтър) н множеството {x), ако елементите на тази съвд-

купност удовлетворяват двете изискаания : 1) всеки елемент Β, e
{ непразно подмножество на множеството gt}; 2) сечението на веека

дваа елемента на съвкупността (В,) съдържа елемент на тази

съвкупнаст.

Примеря:

. 1. Нека миожеството {X} има поие едиц елемент във всяка

W прободсна 8-околнаст на точката а. Тазн прободена 8.-околност на
roukaTa а озпачаваме с С, и полагаме By = {x} NG, . Очевидио

съвкупиостта B={B;} or множества B, при псички 57>0 образува

база на множеството (х), Тъй като всяко MUOMKECINO В, при всяко
>0 не е празцо и сечението на две множества от съвкупността
(8,) е също мшожество от тази съвкупност.

Разгледаната база (В,) се означава със символа х--4а,

9 Нека мниожествота (х) има поце сдлин елемент, принадле“

жащ на нитервала (@, а--5) (съответно (a—3, а)) при всяко δ;»ῦ.
Означаваме този интервал със символа Cp и полагаме B, = {x}NC: .
Тривиално се проверява, че CLBKYHAOCTTA вВ-4В, ) от множест-

|вата ?;} отговарящи на всички 8>0, образуват база на множест-

4 вота 1Ху.

Разглеланата база e прието да се означава със еинмвола x—a+40
(съответно x—a—0).

3. Нека мнажеството (х) има поне един елемент вън OT
 (Ετ-

Г мекта |--8, 8) за всяко 87>0. Полагаме С; = (— 9, τ 25) |--#,5), 83
|| (х)ПС;з . Съвкупността B={B,} е .база на множеството {x}.

| I .

=

Ε 0 ὶ "

!

|ι
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Тази база се означана със символа хХ--оо,

4. Нека множеството (х) има поне един елемент от полупра-
вата (48, 4 o) (съответно OT {--- οὐ, --85)) при peako 870, Озна-

чаваме тази полуправа с ὰ и полагаме B; = (х)() C;. Съвкупност
та B={B,} образува база в множеството {X}.

Тази база се означава със символа х-- + со (съответно х--.-- 00),
5. Нека (х) e множеството 0T всички естествени числа 1, 2,

3, 5 Ὑ τν 0, ее . Полагаме By - {x}N (48, + со) за всяко &>0.

Съвкупността B={B,} е база на множестното (х).
Тази база се означава със символа п--со.

Ще формулираме сега определението за граница на функиня /

OTHOCHO база B na дефиниционната й област, което съдържа всич-
ки разгледаци по-горе определения за гранипа на функция, а също

така и определението за граница на числова редица.

Ще предполагаме, че функцията [ е дефинирана върху мно-

жеството (х) н съвкупността B={B;} or подмножества B, на

миожеството (х) образува база в миожестовото (х).
Мпожеството от исички стойности, които приема функцията

f. когата аргументът Я х пробятва мниожеството Вз, ще наричаме
образ на множеството By и ще озиачанаме със символа /(8,.).

Определение 2. Hucaomo b се нарича граница на функцаята-
[(x) по базата B на дефинационната й област, ако за всякок>О0

същестеува такъв елемент By от базата B, образът на който

Ц(85) принадлежи на e-okoanocmma на тоцчката #, m. е. принадлежи
{uu инти раала (b—e, b+e).

Границата на функцията ἐ no базата B ua дефиниционната #
област ще означианаме с Ιιἓιἶ (λ}) τ ф. Това по-общо определение

ааа

30 граница по база съдържа в себе си всички частни случан за

Тграницн. изучени цо-гарс, отговарящи 1A бази

хееи, Хеейа«+0, x—t—0, x—00, Хе- 4 2, ете — 00 Ц A 2,

Jlecno се проверява също така, че общото определешие па
граница по база притсежана ОСсноРНИиТе свойства на граница, от-

| говарищи на пай-простата база В--(х--за).

| Ще докажем критерия на Коши за същестяуване Η
| граница на фупкция па база.

| Теорема 3.22 За същестеуване на граница на функцията f no
Ъбвш 8 - By ) на дефиниционната й област в необходимо и доста-

тъчно за велко €20 ди същеставува елемент By от базата B, чийто

образ f(By) da ге съдържи й някой интервал с дължина 2e.

Доказателество. |. Пеабходимостта с очевилна ; ако същест-
вува граница b на функцията f по Gasa B, та 381 всяко e>0 съ-

шествува елсмент ΟἹ ΤΆΔΗ база By, чийто образ [(B,) принадлежи

на HHTeppaaa (b—e, #4-Е) с дължина 2.
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2. Достатъчност. Нека 32 всяко >0 съществува елемент

B, на базата B, чийто образ /(В;) приналлежи ка интервал с дъл- :
|жина 2ε. Да разгледаме безкрайно малката релица от положителин

1) числа кае |/п, n=1, 2, 3, - .. 88 всяко е« съществува слемент ст
базата B, , чийто образ [(B,,) прянадлежи на интервал с дъл-

i

жина 2ea. |

| По определението на база сечението на елементите By, н By,

съдържа обязателио някой елсмент на базата, ксйто ще означим с

|| B, . Образът на този елемент /(8;,) се съдържа както в някакъв
И интервал I, с дължина 2g,, така и в някакъв интервал /) с дължи-

ка 2ες. Сеченнето на интервалите 7 и [ ¢ интервал [/, с дължина,

не по-голяма от 2Ze,, съдържащ се в интервала /,. По-нататък съг-

ласно определението на база сечението на CACMCHTHTE ἑ,;, н Β, οὔπ-
зателно съдържа някой елемент на базата, който ще означим със

символа В,,. Образът на този елемент /(8;,) принадлежи както
на интервала /; с дължина 2g,, така и на някакъв ннтервалд /) с

1

к
дължина 2g;. Сеченнието на нитервалите /, н /) e нитервал [y с ava- Ἐ

жина, не по-голяма от 2g,, съдържащ се в интервала /,. "

1

Продължавайкн тези разсъждения, ще постронм редица OT Ta-

KuBa елементи на базата By, B, . - .. By, . .., че образът

[(Bs,) на всеки елемент By, се съдържа в някакъв интервал / с
дължина, не по-голяма от 2g,, при което в редицата от интервали

ς Тъе Ту - - - всеки следващ иктервал се съдържа в преди-

дущия. Да азначим със символа /а сегмента, кейто се получава,

като към интервала [, прибавим неговите краища. Тъй като реди-

цата Iy, Iy, .. ., Ta,- - . е свиваща се CHCTEMA от сегменти (аж.
3.2.2), то съгласно следствието от теорема 3.15 съществува, н то

4 единствена точка b, принадлежаща на BCHYKH сегменти. 1

: Остава да се докаже, че b e граница на функанята / по базата |

B, т. е. да се убедим в това, че 58 всяко £>0 съществува слемент |
на базата B, образът ua който се съдържа в интервала (ὃ --ε, b+e).

' Тъй като системата ст сегменти {15} ¢ свиваша се и b е обща
|| точка на вснчки сегменти, можем да твърлим, че за Всяко £>0

Чсъществува сегмент f, с достатъчна голям номер п, който се съ-

„ Хържа в ннтервала (b—e, b+¢). Това означава, че 33 този номер л

Щ образът [(Бд„) на елемента на базата By, принадлежи на интервала

ΟἹ доказаната теорема следват както критерият на Кошк за
сходимост на числова редица, така и критерият ка Ксши за съ-

ществуване на всички разгледани по-горе гвидове граница на
функция.

ῃ

!
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Като възможни обобщения на изложената теория могат да се
разглеждат функции, дефинирани DLPXY подмножества на произ-
волно метрична пространство (вж. глава 12).

Забележка. Базите B и D на миожеството {x} се наричат
еквивалентни, ако 33 всеки елемент B, на базата В съществува
такъв елемент Dy, на базата D, че D, (CB),, и 33 всеки елемент
О нз базата D съществува такъв ΟΠΌΜΘΗΤ B,, ua базата B, че
B ¢ I
'C;waynnncmma на всички еквивалентни бази B на множеството

(х) се нарича филтър на множеството (χ}.
Не е трудно да се убедим, че твърденията 33 границни на

функции н редици по еквивалецтни бази 8 и D ca едновременно
BEPHH,



4. Непрекъснатост на функция

В тази глава ще бъде Пазгледано важното понятие пепрекъс-

натост на функция. При тава, както на глава 3, ще
 разглеждаме

функция f на една peaana промеялива. В глава 12 понятнието не-

прекъснатост ще бъде вънедено B общия случай пна изображение

на едно метричио пространство в APYTO
.

4.1. Понятие 38 непрекъснатост

на функция

4.1.1. Определение за непрекъснатост на функция. Нека точката а

привадлежи на дефинициониата област на функцията f и всяка
2-околиост на тачкатаа съдържа тачки OF дефишиционната област

на f, различни ΟΥ d.

Формално определение 38 непрекъснатост в точката а. функцуия-

та Е се нарича непрекъсната в точкате o, QKO 
в тази тачка

тя има гракница и тази граница е ревна на стойност
та f(a) на

функцията | 8 точката a.

Като използваме определепията за rpanmia ка функцията /
в точката а по Хайне и по Кошни, ще стигнем до определЛение за

непрекъснатаст на функция в дадена точка 1o Хайне и 
по Коши-

Определение 1 (HenpexbCUATOCT B точка а по Хайне).
 Функ-

цията Дх) се нарича непрекъсната в точката 4, ако за асяка KAG-

няща към а редица (хн) т стойности на аргумента, съответната

редица {f(x+)} om стойнисти нй функцилта е сходяща и има
граница f(a).

Забе леж ка 1. В сравненние с определение | за граница на
функция по Хайне (вж. 3.4:2) в определението за цепрек

ъснатост
по Хайне ияма изискване всички членове на редицата {χε}

 а бълат
различии ΟἹ а. ToRa е така, защото прибавянето на пронзволен
брой uopH членове, равши на ДЦа), към членовете lid редицата



ПОНЯТИЕ ЗА НЕПРЕКЪСНАТОСТ 129

4

K

(

ὶ} {f (xa)}, клоняща към f(a), не изменя сходимостта на тази редица
. и границата йе /(а).

: Определение 1’ (непрекъснатост в точка а по Коши). Функ-
| цията | се нарича непрекъсната 6 точката а, ако за всяко по-
Γ AONCUMEAHO число в съществува ” такова положително число 8, че 3a

всички стойности KA аргумента X, удоалестворяващи условието
I3 | х--а Φδ, е изпълнено неравенствато | (х)-- (a)] <.
F?: " Забележка 2. B сравнение с определение 1’ 3a граница Ha
ἰ функция no Коши (вж. 3.4.2) в определението 33 непрекъснатост

' πὸ Коши не се иска всички стсйности на аргумента х да удовлет-

воряват неравсиството 0<|х--а|, т. е. да са различни от χ. Това
е така, зашото 38 CTCAHOCTH χαπῶ разликата f(x)—f(a) се равиа Η8

1 Hyaa и удовлетворява неравснството |f(x)—/ (a)|<e при всяко ε;»Ὁ.
i Условисто 33 непрекъснатост на функцията f в Toukara а се

"записва:

lim f(x)=F(a).
я

Тъй като a=lim x, то това DABEHCTBO се записва н във формата
A=t

Ш 1(х)<-/ (E_fg x).

Следователно 38 непрекъсната в точката а функция CHMBOABLT

εἰ τ 38 граничен преход Η символът „“ за харахктеристиката 8
τ ἠξνιῖ

.«функинята могат да сменят местата си,

| Ot теоремата 538 CKBHRANCHTHOCT на опрелеленията 33 граница

. 0 Хайне и по Кошни (вж. теорема 3.19) следва, че определеннята
ΕΞ ς μᾷ функьиня по Хайне н no Коши (определения
.’ ”) ra еквивалентиин.

Ще формулираме сега определение за едностранна цепрекъс-

i . pa функция [ B TOYkara a, T. €. непрекъснатост μ [ B
i- @ нли само OTAACHO, или CaMO отляво.

1 B Or множеството {x}, коета с дефиниционна област на фувк-
S Г. ще трябва да поискаме този път A3 включва точката а M

всяко #70 ла има поне CIMH слемент от иптервала (а, α-δὶ
ot (a—3, а)).

„ ΤΆΒΒΟ). Функцията | се нарича непрекъсната а mou-

4 а отдясно (отляво) ако дясната (лявата) граница на
а С  ̓ а точката а същестеува це равна на стойността а)
ε . функцията |(х) в точката ἃ.

f(x) в точка а по Хайге и no Ксшн. ндгаме до опреде-

33 непрекъснатост на функция [ в тачка а отдясно (оътля-

|
!

|

]] ' - Формално определенне 38 непр“къснатост B точка а OTASCHO

|
I

|

|

i πὸ Хайне н no Коши.

i_ Karo използваме onpejercHuATa 38 AAcua (лява) граница HA

|
Ι

Е 9 Математически анъжиз, Г ч.
i
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Определение 2 (непрекъснатост на функция в 
точка а отдяс-

но (отляво) NO Хайнс). Функцията [ се нарича непрекес
ната 8

точката а отдясно (отляво), ако 32 асяка клоняща къма
ресдица от стойности на аргумента (ха), чаеновете на каято удов-

летаоряват условието хл7>а (Ха «а), свответилта редица от стой-
насти на функцията ( (х)) е сходяща и клони към На).

Ще отбелсжим, че в тона определение услозиста ¥a>a (ха«<а)
може да се замени с по-слабото условие Χαὶ ΞΞΩ͂ (хл == @), тъй като,

ако цобавим към реглицита {f (X)), кланяща към { (6), произролен

брой WOBH члепоне, равни на Fa), ще получим редица, която също
клони към /(а).

Определение 2” (непрекъснатост па функция в точка п о
тдясно

(отляво) по Κοιμη). Функцията f се нарича непрекъсната 8

точката а отдаяско (отляво), ако за асяко положително число
Е съществуал MAKORT положително ὴ 5, че 34 васичкаи Сстой-
нослш на аргумента X, каита удовастворяват уславиета а< х <а+6
(а--8<х«а), да ¢ изпълнено перпавегнството

|/(х)- ( (а)|<е.

Ще отбележим, че н в това определение условието а<х<а+
(а--8<х «а) може да се замени с по-слабото условне asx<a+

(ι. --ὃ { χ: α].
Екниналентиостта ил определения 2 и 2” следва oT еквив

алент.

настта на съотзетните опредегиния за гракица на функция,

Непрекъснатостта па фушкцията [ B точка а отдясво (отляво)
се записва така :

lim f(x)=f(0) или fla+0)=] (a)
ΠΎ

(Ие j(x)=f(a) инли [(a—0)=/(a}}
ΓΤ

Забележка 3, Ако Φγιικιμητα [ с пепрекъската в товката

¢ отляво Η OTAHCHO, то тя € пепрекъсната в тази тачка. Дейстани-
телиа съгласно Ттвърдениста, доказано в 3.4.2, в този сл учай
съществува граница ua функцията в точката а и тя е равна па ? (а).
Тачки, в KOuTo фупнкцията не притгжива снойството непрекъсиа-

таст, ге наричат тояки на прекъсване 33 тази функаня
.

Примери :

1. Степенната функция [(x)=x, където п е естестиено число,

¢ непргкъсната ΒἘ} всяка точка а 13 безкрайната прана — o<y

< 4 ,

Найцстина в глава 3 беше установено, че трапицата na тази

функция във всяка тачка и от безкпайната права е pusna на an,
2. Полиномите и рационалните дроби имат граница във 

BCAKA

тлчка от дефиниционната си област, равна на стойиността им в TE3H

# Ύ Τ Ὑ-ὄἴῷβ!
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точка (2. 3.4.3). Затова те са непрекъснати функции във всяка
точка от дефиян. исинета сн област.

3. Функцията 52п е прекъсиата н точката х-0 Η непрекъсната
BBD всички останали точки OT числовата oc. Нанстина в точката
x=0, какта боще показано B глава 3, съществуват дясна граквнца
(равия на +П и ляца граница (равна па --1) на функцията Sgn,
Тъй като тези егностряпии граници не €2 равян помежду CH, функ-
LHATA SEN х е прокъсната в точката нула В астаналите TOYKH 0Τ
числовата сс тя притежавл граница, равна съответно на стойпостта
Ἧ п тези точки, и слегователно е непрекъсиата,

4. Функаинята на Дирихле D (вж. 3.4.1) е прекъсната във
всяка точка OT числотата 02, понеже HaMma граница в HHTO една
Точка.

Ще отбележим obave, че функиията / (X)=xD(x), където D e
функцията па Дирихле, с пепрекъсната B точката х-0 и прекъс-
ната във всички останали точки от безкрайната npava. Прекъсиа-
тостта на / във нсяка точка ха 0 се устанооява също както 38
функдлята D (за всяка схолища към х, редица (ха) от рационални
Тточки съответната редица (#(ха)) ΚΠΌΠΗ към Χ , а за всяка
схоляща към х, редица |х.) от нрационалин тачки съответната ре-
дица (Т (х,)) клони към нула).

Ще се убелим, че функцията f(x)=xD(x) e пепрекъсната в
точката x=—0. 38 всяка безкрайно малка редица 0T стойности па
аргумента (х.) резицата (О(ха)) е ограничена Я затова (епоред
Teopema 3 от глава 3) редицата / (¥n)=xaD (ха) с безкрайно малка,
Τ. €. има 33 граница числота нула, равно на f(0).

Ще кааваме, че дадена функция е непрекъсната в мно-
>жеството (х), ако тя е непрекъсната във всяка точка NG товга
множество,

Например функция, непрекъсната във пеяка Touxa па даден
нитервал, се нарича непрекъсната в този интервал.

Специално ще наричаме функцията | непрекъсната в cez-
Meuma [u, b|, ако e непрекъсната във всяка вътрешщна пищка на
този сгегмент, непрекъсната OMORCHO в точката а и непрекъсната
отлява в пичката b,

Но-р2а2ио, когато дадохме определение за непрекъснатост на
| функция / в точката а, предположихме, че DA псяка 8-околност
на точката а се съдържат точки от дефиниционната област на

Ο фуянкцията, различни от а. Формално можехме да минем без тона
презположение, т. е. да включим и случан, когатоа в някоя #-
OKOQIROUT на точката а не се сълържат TOUKH от дефинициониата

: област на фу “кинята, различяи от а. B ТтозИ случай можем да
присмем, че [ е пепрекъсната н точката o, Разбира се, понятнето
непрекъскатост K3 фупкция е съдържателно, когато е е точка на
Ссгъстяване 38 дефиниционната област μ8 фуикцията.

ι

5
..
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Определението за непрекъснатост на функпия може да се даде
Ἡ в следната еквивалентна форма.

Определенне 1”. Функцията | се нарича непрекъсната "в
точката a, ако за всяка околност на точката На) съществува

околност на точката а, образът на която при изаображението Е

се съдържа 8 избраната околност на точката f(a).
В глава 12 ще бъде показано (даже и в по-общи случаин), че

поеследното определение 58 непрекъснатост е еквиналентно на пре-

дишните., За упражненисе читателят може сам да пропери ΤΟΒΆ.

|

Като използваме въведението в 3.5 общо определенне за гра-
ница на функция по база, можем да обединим понятията непре-
къснатосТ в точката @, непрекъснатост в точката а OTAACHO н не-

прекъснатост в точката а отляно.

Нека функцнята f е дефиннрана в множеството (х), което

съдържа точката а и нма база В от вида x—a, x—a+0 ил

х-а--0,

Функцията / се парича непрекъсната в точката @, ако грани-
| цата й no Gasara B 8 дефиинанопната Я област съществува я e

] равна на [(6}.

4.1.2. Аритметични операции с непрекъснати функцин. В сила e
следната теорема:

Основна теорема 4.1. Нека ¢pynxyuume [ u g имат сдна и
съща дефиниццонна област и са непрекъснати а точката а. Тогава

Ἴ и функциите f+g, f—g, [.g и Ир са непрекъснати в тачката а

(8 случая на частно е нужно допълнителното изискване g(a)==0).

Доказателство. Тъй като функцяите [ н g са нсепрекъс-

нати в точката а, границите им в тази точка са съответно f(a) я

(а) и съгласно теорема 3,21 границите na функцните f4g, f—g,

„Е н flg съществуват Η са съответнио равии на f(a)+g(a), f(a)
l —g(a), f(a).g(a) и f(a)/g(u). Ho лъй като TCcra са стойностите

на тезн QYHKIUHH в TOMKATA @, 70 по определенние те са пепрекъс-

| кати B тази точка. 3

| 4.1.3. Сложна функция. Непрекъснатост. Функуия, палучена в
резултат от суперпозиция па Ддве или nopede функпции, ще нарича-

| ме сложна (съставна) функция.
Ще определим NOHATHETC суперпозиция на две функции, тъй

като обобщението 38 суперпозиция на понвече функцини с очевидно.
Нека функцията х ф (1) едефинирана в множеставото {t} и нека

K {x} e множестаото om стойностите &, а функцията у-- х) е de=
W] финирана в множествота (х). Тогава функцията у--ДЦ ()) Ὲ (ἢ

...Ι е суперпозиция на функциите f(x) и 9(4, т. e. {{φΦ|}} е сложна
(съставнаи) функция.
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В сила е следната теорема.

Teopema 4.2. Нека функцията ф е непрекъсната в точката а,
а функцията | е непрекъсната в точката b=y (a). Тогава cavox-

ната функция Е () - (φ ()) е непрекъсната в точката a.
Доказателство, Нека {ἐπ} e пронзволна клоняща към а
а OT стойности на аргумента на сложната функция. Тъй като

функцията x=9(f) ¢ непрекъсната в точката а, то (според опре-
деление | за непрекъснатост по Хайне) съответната редица от стой-
HOCTH на функцията ха-Ф(6Е) е сходяща с граница b==g(a). Но
функцията [ ¢ непрекъсната в точката b=y (a), а редицата (ха) or
стойности на аргумента Я клони към й (а) Следователно съот-
ветната редица от стойностите на функцията

[(xa)=} (φ (вл))<- Е (fa)
}cmpen определение 1 38 непрекъснатост по Хайне) KAOHH към

(6)-- (φ (a))=F (a).
И така за всяка редица {fa}, клоняща към G, OT стойкости Ha

аргумента ΗΗ сложната функция съответната редица от стойности-
те на функкинята {f (p(La))}={F (4)) e сходяща и uMa sa граница
чнелото f(p(a))=F (a). Съгласно определение | 38 пнепрекъснатост

по Хайне сложната функция с непрекъсната в точката а. 3

4.2. Свойства на монотонните функции

4.2.1. Монотонни функцики. Ще дадем следното определение :
Определение 1. Функцията | се нарича ненамаляваща (не-

растяща) в множеството (х), ако за произволни точки X, и х,
от тава множество, такива, че Xy <Xy, ¢ изпълненоао неравенството

ἐ (χ Ξ (χῷ (f{x)=F (χ4}}.
Ненамаляващите и нерастящите функции се наричат монотон-

ни функциц.

ke Определенне 2. Функцията | се нарича растяща (намалява-

аца) в множгството (х), ако за произволни точки Xy и Xy 0т то-

да множество, такива, че ху<Ха, € USNBANERO неравенството [(x)

<Ах.((х)>/ (x4)).
астящите и намаляващите функции се наричат строго Mo«

нотонни.

Примери :
I. Функцията f(x)=x е строго монотонца, по-точнио растяща

върху цялата числова (K.

2. Функинята f(x)=x* e растяща върху полуоста x*=0 Η на-
маляваша за х <0,

3. Функцията / (x)=sgnx e иенамаляваща върху цялата чис-
„Лова ос.

4. Функцията f(x)=1/x е намаляваща при х<0 н x>0.
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4.2.2. Понятнето обратна функция. Πρκὰ функцията | e дефинци-
рана в сегмента (а, 6) и нека множеството м) от стойностите

на тази функция е сегментът |а, В|, Нека oceen тева Ν всяко у

от севегмента [α, В| сеотастстаува само една стойност на х 0m сег-

мента (а, #), за която f(x)==y. При тези условия в сегмента (а, 81

може да се дефинира функция, която на ecsko у om («, 5) ceno-

ставя тази стойност на х от |a, #), за която [(x)=y. Тази
функция се означава със символа |- и се нарича обратна функ-

ция на функцилта f.
Нека (х) и {y} га произволни мпожества и # с взанмно едно-

значно изображение па миожествота {χ} b миожеството ( у) (биек-
тконо изображение, 1K, 2.7), Torapsa може да се опрелели обрат-

пото на / изображение [7 ̓ па множеството ( у) в миожеството (х).

В този случай уравнениета y=[(x) инма, и то едикстеено решение
OTHOCHO X, т. е. за дадеп елемент у еднозначно се определя χ f~L

Ще отбележим, че ako x=[—! е обратната функииня ua f, то
очевидно функцията f е обратна на функинята [~ Затона функ-
циите Р й [π се наричат взаимно обратнц., Очейидно e, че

FUH(N=y, [T (F()=x.
Примери :

1. Нека функцията Μ χ е дефинирана в сегмента |a, ).
Миожеството ΟἹ стойности па тази фупкиия с сегментът |2и, 28

Функцията ΧΞ Τ ὶ y)=-—-‘2~y. дефипирана в cermenta [2a, 28], ще
бъде обратна na дадепата функция y=2x.

2. Да разгледаме функцията y=x* n сегмента [0, 2). Mpoxe-

ството от стойности на тази фупкция е гегментът [0, 4]. В този

cerment е Ддефинирана функцията x=Jy, ofpatun pa дадената
функция.

3. Да разгледаме в сегмента [0, 1] функцията

+

¥, ако X е рационално пиело,

у =, BKO х е ирационално чисело.

Не e трудна да се убедим, че дефипирапата в сегмента функиия

у, ако уе рационал:о число,

Де

1--у, ака у се ирацнонално число

е обратна на дадената функция.
Ще дакажем няколко твърления 33 монотонни функцин.

Ще започнем с доказателство на една лема, която е pApH2

38 всяка монотонна (HC е задължително строго монотонна) функция,

Лема. Axo функцията [ е монотонна в ceemenma [a, b), mo тя
има дясна и лява граница във всяка вътрешна точка на сеемента
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[a, B] и освен mosa има Одясна граница в πιρηκῶπια а и лява грани-

ца в точката #.
Даказателство, 32 доказателстевото па лемата е Joora-

тъчно 22 се локаже: 1) съществувансто pa дясна граница зъв

всяка точка с при @ < с<8; 2) съшестаунвапето на лява гранница

във всяка точка с при a<c=b.

 ̓ Ще ΠΟΚΏΏΚΕΜ само пърното твърдение, тъй като вяторото се 50-

казва аналогично. При Topa ше разглеламе случая, когато функ-

LHATA f е венамаляваща н cormenta |е, #) (случаят на нерасттща

функициня се разглежла аналогичино).
О И така кнека функцията f е пненамалявеща B (а, δ Η ¢ e про-

изволиа точка, 38 която а = τ й. Разглежлдаме мпожеството ( (х))
ΟἹ всички стойности на функпията / 38 стойности на аргумента X,

удовлетпорягащи перавенствяата с<х < ᾧ. Множествато {[(x)} не е
Празио (тъй като с<0) и е ограннчена отдолу (попеже функцията

f се пенамаляктаща в полусе:!мента c<x ай и f(c) ще бъде долната

граница на топа Muomectro), От теорема 2.1 следва, че разглеж-

лапото множгстно има точна долна граница, KOATO ще означим с

у. Ще локажем, че у с дясна грапица на функпията f в точката

¢, τ c. че уж|(с--0).
Избираме произиолно положително число ε. От определението

на точна долиая граница следва, че съществува такова положител-

но число &, ненадминаваща b—c, че стойността #е4+8) на функ-

цията да удовлетиорява исеравенството f(c4+8) <y-e.

Но тогава порали мопотоннектта на фуикцията / 32 веяко X

от интервала c<x<c+3 ще имаме /(x)<y+e Тъй кито за нсяко

Х от тази иктераал се изпълнено йя неравсиствота у [(x), то 38
BCHKO х OT нинтерзала е< х «< е6 ще са изпълнени и неравенстнвата

v Цх)«< уе или |у-#(х)|<Е,

 ̓Ά тона означава (според опредедението 33 лисна граница по Kown),
че числота чм с дясиа гранпица на функцията / в точката € (

| Забележ ка към лемата. При предположенията на ae-

Ммата н при усосенне, че [ е ненамалинаща функиция, за псякоа с и
BCAKO ¥, уловлетеорипатщи с«ъотношенията @ = Ξ χ = b, ще са μὰ-

Мълиени нцерайен. TRETA

441) ἦ(6) < (е) < fle+0) == f(x) == Н6),

| @ 38 псяко с и BCAKO X, удовлетварияващи CBOTHCINERWATA и τῷ X<
‘& b, ще бъзат изпълнени

(4.2) f@)s [(Χ} 5 f(e—0) = #(е) = [ (D).

“„При ycaorme, че функцията f e HepacTsma, знаците B HepasencT-
вата (4.1) Η (4.2) се сменят с противоположин.

P “

1
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Нека например f e ненамаляваща 8 (а, #) и 2 5 c<x < й. To-
rasa а) < (е) = f(x) = [(δ). Or последните Hepapencrsa веднага

следва, че f(a)= (е) 2> f(c+0) = f(h). 32 да завършим доказател-
ството на неравенствата (4.1), трябва да се убедим, че fc+0)= f(x)

= f(b) за всяко х ΟἹ полусегмента с«< х =<8, но то следва непо-

средствено от TOpa, че числото vy=f(c+0) ¢ (както ¢ доказано в
лемата) точна долна граница на множествота от стойности 8

функцията f в полусегмента с< х =< b. Верността на неравенствата
(4.2) се проверява аналогично.

Cera ще докажем три теореми: за строго монотонни Ффункцин.

Теорема 4.3. Нкл фучкцаятла [ pacme (намалява) в сегмента
[a, 6) и нека «« (а), B=[(b). Дко множеството от всички стой-
ности на функцията е ceemonmosm (в, 8] (съотазтна сегментът
(8, а)), mo в сегмента («, B] е дефинирани функцаята |-), обрат-
на на функцията (, която е също растяща (намаляваща) в тази
сегмент.

Доказателство. Ще проведем BCHYKK разсъжденния при
предположението, че функцията f е растяща в сегмента (а, 8] (за
намаляваща функция разсъжденията €8 ацалогичин).

Функцията / осъществява взанмно едниозначно съотнветствие
между сегментити a S хоай н алу Накстина това, че на

всяко « от (а, 8) съответствува само сдна стойност у οτ («, В),
следва от определенисто на функция, а това, че 13 всяко у ΟΤ
[z, §] съответствуцна само едно « o1 (а, 6), следва от условието, че
функцията f е растяща.

Да покажем сега, че ака f расте в (а, 8], ток [~! също расте
в («, β]. Нека у, <y,, където ¥, н у, са произволни числа от [a, В).

Тогава x,=f"'(y,)<xy=f"'(y,), ТЪй като в противен случай
при ха:-х, OT това, че функцията y=f(x) e растяща, ще следва,
че у;<-Уа. KOETO противоречи на условието у,<у. (

Забележка |. ChuceM акналагичио се доказва едно по-общо
твърденние: Нека / ¢ дефинирана и растяща (намаляваща) в Mno-

жеството (х), а ( у) e миожеството ΟΥ всички стойности на функ-
цията. Тогава в множгеството (у) е дефинирана функцията |-,

обратна на функцнита /, и тя € съща растяща (намаляваща) в

множеството { ).

Teopema 4.4. fleka функцията [ e пастяща (номаляваща) в
сегмента {a, b] и нека ш=? (а), βΞ [(δ). Необходими и дастатъчно
условие функцията [ да бъдг непрекъсната в сегмента |a, 8)е

всяко число у, заключено между « u B, да бъде стойност на тази

функция.
Доказателство. Всеички разсъждения ще проведем за

растяща функция, тъй като за намаляваща функция те са ана-
JIOTHTHH.
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I. Heobxodumocm. Нека функцията f е растяща и непрекъсна-
T2 в сегмента (а, b]. Трябва да се докаже, че всяко число у, удов-
летворяващо условията «« у<«<В, е стойност на функцията в някоя

точка ¢ от ссгмента (а, #).

Нека (х) е множеството от онези стойности на х от сегмента
(а, 6), 32 конто f(x)=y. Множеството (х) нее празно (To съдържа
точката а, понеже [(a)=a<y) и е ограничено отгоре (например
от числото δ). Според осповната теорема 2.1 множеството {A’ има
точна гориа траница, която ще означим с с: c=sup{x}. Остава

да се локаже, че f(c)=y.
Най-напред ще се убедим, че {{ΧἸ Ξ у 32 всяко х ot [a, 8],

лежащо наляво от €, и [(Χ});}»Υ 38 всяко X, лежащо падясно от C,
Действително, ako x<c¢, то според определението на точна

горна граница съществува X' от полуинтервала x<x'<c, принад-
лежащо на множеството (х), т. е. такова, че f(x’)=y. Но понеже /
е оастяща, ще следва, че [(x)=y (тъй като f(x)<[(x").

Освен това всяко X, лежащо надясно OT £, це принадлежи на
множеството (х) н затова за него ще бъде HINBAICHO HEpapencT-
вото ((х)>+у.

Сега ще се убедим, че ¢ e вътрешна точка на сегмента (а, b).
Ще локажем, че c<b. Да предположим, че това не е така, Τ. е.
допускаме, че c=b. Да D3eMeM произволна клоняща към C=§
растяща редица (ха) от точки на сегмента (а, #). Тъй като всичкя-
те й членове Xa са иадяво от с, TO (ха)5 ту 38 всеки помер п и
(теорема 3.13) lim f(xa)=y. На понеже фуйнкцията f е цепрекъс-

ес

ната в точката ¢=b, то lim [(x.)mf(b)mp. Така получаваме не-
[

PaBEHCTEOTO В < у, което противоречи на условието y<3. Получе-
ното протиноречие доказва, че c<b.

Съвършено зиалогично се доказва, че a<c.
И така доказахме, че с е вътрешна точка ца сегмента [a, δ].
За да докажем, че f(c)=y, ще разгледаме Дае клонящи към

€ OT различни страни редици от точки на сегмента (а, #) — pa-
стяща редница (х.| и намаляваща редица [χΧ}. Тъй като функцията

f e непрекъсната в точката ¢, то

Ш f(x;)=lim Нха Ξ #(с).

Ὅτ друга страна, тъй като х.<с<х, за всеки номерл, τὸ Дх)-т,
Цх”|22у (33 всеки nomep π). Ho тогава от теорема 3.13

lim Рк) <(е) = у lim f(x; )= F @)=y,

T. e Це)-у. O
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2. Достатъчност. Нека функияята f e растяша в ссгмента

[a, b] и нека всяко числа у от сегмента [=, В) е стойност n
a тази

функпия. Ще докажем, че функцията [ е нспрекъсната 
в сегмента

[@, b]. Дастатъчно е да докажем, че Ге непрекъсн
ата отдясно във

всяка точка ¢, улорлетворяваща условията й Ξ c<b, и пепрекъс-

ната отляво вън всяка точка €, удпцлептпряваща условията а« с #:
Ще се ограничим с локазателството за кепрекъскатост 

птдясно

във DCAKA точка £, която удовлетворяна условията a=c<b, тъй
като втората част на твърдението се локазна апало

гично,

Да предположим, че функцпията [ не е непрекъсниата отдясно

в някоя точка с, удовлетноряваща условията а х c<b. Тогава

] пейната дясва граница [ (c+0), която съществуна въз оспова на
ноказаната по-горе лема, ще се рязличава от стойпостта #(с) н
съгласно забележката към същата лема неравенствата (4.1) ще
прясмат вида

(4.2") a=f(a)= [(0) «{{6-Ὁ0} = f(x)= F{O)=P

й (32 BCHYKH х от полуинтервала c<x = b),
I | Неравенствата 54.2*) показрат, че съдържащият се п [α, 8)
Ъ сегмент |/(с) Д(640)) не съдържа стойности на функ.нята / (.ξ

косто протипоречи N това, че исяко число у ὉΤ сегмеита |, р) с
| стойност ua тазн функция. O

Теорема 4.5. Нека функцаята Ге растяща (намаляавоща) и
непрекъската в сегменти (а, #) « нека a=f(a), 8-- [(δὴ). Тогави в
сегмента (а, В| (съотваетно 8 B, αἸ} се дефринирана функцията [,
обратни на функцилта [, и тя е също растяща (намаляваща) и

| непрекъснати 8 пасичения сггмент.
| Накратко от строгата монотациост И пепрекъснатост 1A една

функция в сегмента (а, b] следна CLIMCCTRYBAHCTO ка строго моно.

| танна и непрекъсиата обратна функция в съответиня се
гмен?Т.

Доказателство. Ще проведем ΒΟΜΜΚΗ газсъждения 32

| растяща фупкция, τυῇ като 3а намаляваща фупкция те са ана-

логиЧиИ.

Тъй като Ге растяща H пепрекъсната в CETMONTA {a, b], мно-

| жестпото OT BCHUKHTE й стойности е сегмеятът |«, В) (теопрема 4.4,
] l пеобхолимост). Ho тогава OT теорема 43 следва, πὸ в сегмента

(«, 8) същестнува обратната й функция |-!, която е растяща.

Остава да се докаже, че обратната функиия € непре
късната в сег

" мента («, В). Това следва мепосредствено ΟΤ ̓ тешрема 4.4, като се

J иземе пред нид, че миожеството OT всички стойности на
 обратната

i
функция /? е CeTMenTHT (а, 8], кълдето а -Ца) н 5-# ΓῚ (β). Η

Забележка 2. Може да се докаже, че ΟΤ същестрвуването

Ц на обратна функция на фупкцията f, непрекъсната в сегмента

| (a, b), следва, че Дх) е строго MOHOTOHHA в този сегмент (BXK. 4.6.2).
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43. Основни елементарни функции

Основни едементарни функцци ге наричат функьните : Y=x=, уе-а“,

y=log, x, y=sinx, y=cosx, Με ἴ Χ, y=cigx, y=acsiny у

=arc cos x, y=arcigx, yv=arccigx.
Ще разгледамс ΒΈΠΡΟΙ ἃ 338 непрекъсиатост па OCHODHHTE CJC-

нентарини Ффункцнн, като ге спрем на въпросите за дефинирането и

мякон свойстеа Ra тези функции.

4.3.1. Показателна функция., Ще започнем с дефинирзнето на pa-

пионалиа степен NA положително число. 33 ла гсе попвдигне реал-
ното число X B цяла положителна степен л, трябяа да се ὙΜΗΘΜΚΗ,
тава число гамо па el (Η п ΠΈΤΗ.

Слеловатеслио при πππὸ п можем ла считамсе, че функцията
y=x% е определена за нвсяко реалино число χ Ще устаповим иякои

от пай-простите свойстна на тази Ффункция.

(Jlema 1. Степенната функция y=x" при χ и цяло положи-

телно п е распиица и непрекъснаща.

Доказате лство. Ще покажем, че Ффупкцията y=x" е рас-

тяща. Нека О0:5х.< x,. Torapa ха- хя н (xy—x ) Ха Ха н

+x7=Y). Двата множителя в дясната страна са положителни попади

избора па x; И χ,, Затова и лявата страца иа равенството е положи-

тели3, т. е. X3>XT, а това означава, че функинята уежх“ e pac-

тяща при x 0.
Непрекъснатостта на фуйкиинита уее χ нън всяка точка а на

безкрайната npasa --те<х«< + υ еше установена в пример 1 па

41.1.0
Да разгледаме степениата функпия y=x" в cermenta [0, ¥,

кълето N е произволно положително число. Тъй като функцията

е пиепрекъсната и растяща в тозин сегмент, T според теорема 4.5
тя има Вепрокъсната и растяща обратни функция в еегмента(0, N7,
каято ще означим с хе-у!”“. Тъй като N може ла се избере праинз-

волно голяма, TO н Ν може 18 се иаправи произволно галямо.

Слелователно функцията x— YV е лефинирана за реички несеотри-
цателни стойности HAa у. AKO сменим Β тази функция означението

M3 аргумента у с X, а озиачението на функцията х с у, ще полу-

Чим степепната функиция уеех!", дефинирана за ясяко реалио x=0.
Cera можем 13 дефинираме асяка рационална степен / на по-

лажителното число а, Отпределямс най-напред а! като реално
число b, равна на стойността на функцията y=x¥" в точката а.
ЦПо-нататък, ако ге-т/”!, където т и л са цели положителни чиела,.
полагаме
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Освен това по определеняе полагаме

ай =1, ατ' е: (1/а)” (при r>0),

Taka дефинирехме произволна рационална степен Ha пол
ожително

реалко число а.

Рационалиите степени на положителниите реални числа и
мат

следните свойства:

(@)Y =a", а”. ” =(ab), a'a = aTM,

Ще докажем най-напред първото свойство. Ще отбележим, че !
при пяло положително р равенството (атл ) = ат”“, където т И

са произволни целн положителни числа, е очевидно вярно, ТЪЙ 
Ъ

като лявата и дясната му страна се получават чрез YMHU}K
HB&HBHE

числото aln само на себе си т.р пъти.

Ще докажем равецството (@) -а” 33 всички положителни ya-

ционалин г и 5. Hexa r=m,/n, и s=my/n, Полатаме ¢ = amim)mim
Cy=amm/mn, AKO допуснем, че с 4еу TO й Clesogt, тъй като функ-

пията у-х е растяща и оттук поради верността на равенството

(@TMn |й ен атет за цели стойности на р ще получим (ати/ч упезеаницат, |
Ho това npoTH BOPCHH на доказапото вече равенство (атита ш g 4

при цели My, My И Aty Така ссу C KOCTO първото свойство
 е до

казано 38 произволни положителки рацконалян числа
ги 5.

Валидността на това PARCHCTRO лесно може да се разширни 88

неположителни 7 н S, като се има пред пид, че ΠῸ определение

αθκαὶ, а-” «ая (1/а)” при r>0.

Второто равенство ( ́. δ" „ (@b)Y е -също така достатъчно да се

докаже само за положителии рационадии чиелдаг. Полагаме r=min,
където т н п са цели положителни числа. Ще отбележим, че е
достатъчно да се докаже равенството alin 185 ка (а.0)", тъй като
общато равенство а”.6"(а.8/ се получава от това 

чрез умпо-

жаването му само на себе си т ΠΈΤΗ.
32 доказване на равепството а .0 < аъ) ще вземем пред

вид, че OT свойствата 8 взанмио обратните Ффупкции узх” и
х у ὁπολβᾷ (0ч) e, (aV*)*=a, ((ав)Ч")" = ab. Ако положим €,

—g¥in „“ ¢, ж (αδ) κ н предположим &y Cy, ще получим, че с--с3,

което противоречи на равенството ab=ab.
Ще докажем Cera последното свойство а”.# жа”, oT-

читайки, че първите две са вече AOKAIAUH. Нека r= my/n,, s=mglng
тогава ге ту пщ Παν S=MyMty/y па Η стнгаме до следиите равенства :

а” αἷ = (айптаутта (анпиа ае (alinrs Yt men

Последното PABEHCTBO € BAPHO, защото MMty R Πίχπι ca Π
ΟΠῊ числа.
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По такъв начян

o' . @ =a (вич иул Д/ т а = 47

което трябваше да докажем.

При a>] и рационално r>0 e изпълнено неравенството a>l.

Hapctiua нека f=m/n K a’—=a@TM"g ]. Умножавайкин почленио л пъти

горното неравенство, ше получам а”<1. Ho Topa неравенство про-

тиворечи на неравенството @TM>|, получено от почленното умно-

l жение на неравенството a>1 camo ua cebe CH т ΠΈΤΗ.
Ше отбележим също, че ако рационалната дроб r=min има

нечетен знаменател п, TO определението 38 рационална степен може

да се разшири и за отрицателни числа, като при a>0 положим

(--а/--а”, ако т е четно,

(—a)=—a’, ако т е нечетно.

Да се убедим, че функцията y=a* при a>1, дефинирана »

множеството на рационалните числа, е монотонно растяща в тоза

множество.

Нанстина нека ry; И r, €3 две такива рацнокални числа, че.

ry>r,. Тогава

(4.3) ah—ah=a"(a'r"—1).

Понеже r,—r,>0 и a>1, от доказаното по-рако имаме a’v—n>1,
така че дясната страна на равенството (4.3) е положителна. Сле-
дователно

%

2r—a" >0, T. е. a’s>ah,

което трябваше πᾶ докажем.

Ще лдефинираме накрая функцнята у-а“ не само за рацнионал-

ἨΝῊν стойности на X, HO и 38 ΒΟΉΜΚΗ рсални стойности. Нека х е

произволно реалпо чинело. Ще разгледаме всички JBOHKH panuo~

налнин числа а и §, KOHTO удовлетворяват иеравенствата

(4.4) а<х«<#В.

, Ще лефинираме а“ 33 @>1 като ρεᾶπηο число у, удовлетворяващо»
“П) неравенствата

(4.5) ае ν Ξ αβ

(КА 838 PCHYKH двойки рационални числа @ и B, ΚΟΗΤῸ удовлетворяват

неравенствата (4.4).
ο Оказва ce, че такова число съществува и то се само едио.

Следавателно функцията у--а“ ще бъде дефинкрана в миожеството

-HA всички реалки числа Χ.
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Ще покажем, че тази функаня е растяща и нспрекъсната върху

цялдета рсалиа npapa. Тези твърления се съдържат в следващите

деми. 
.

Лема 2. За всеки дае фиксирани реални числа Х U a>1 «

асички възможни двайки рационални числа @ й В, убдовлетв
оряващи

Hepusercmeama (4.4), същестаува, й т0 сатмо сдно рейлно число У,

Koema удовдетворява неравекстаиата (4.5).
Доказате летво. Ще докажем иай-напред съществуването

на такона числа у. Фиксираме пронзволно рационалното чнсло B,
така че ΔῈ удовлетворяпа лясното HCPAaBERCTEO (4.4), н разгле

ждаме

псевъзможиите рациопални числа ¢, уловлетвпряващи лявото 16 -

ранецство (4.4). Тъй като @<} и показателиата функция, дефиини-
рана в миожествато 18 раципевалните числа, е pacTsimd, то a7 « af.
Тогаца мпожеството {πΆ} ¢ ограпичена отгоре и числото ай ене-

гова горна граница. От осцовната тсорема 24 следва, че множест-

вото (а“) има точна гориа граница, която ще озиачним с у, Ще
 no-

кажем, че у удловлетиоряна нерапенстиата (4.5). От опреле
лсинето

за точиа TOPHA граница следва верността на лявото перавенство (4.5),
а верността τ дясното иеравенство (4.5) следва от това, че ай с
едиа горна граница и уе точиата гориа граница за множеството (а").

Ще докажем сега, че това число у е само САНО, За това е

лдастатъчно да се покаже, че за всяка g> 0 съществуват рационални
числа а Ἢ ‘?. удовлетворяващи нерапенстиата (4.4), 38 конта

ай --ая < Е. Тогава всеки две числа у, И Vs, удовлетиоряващи не-

равенствата (4.5), трябна да съвцадат, тъй като разликата между

тях по абсолютна стойност е по-малка от всяко отнапред низбрано
чиело в>0.

Фиксираме пронзволно паложително чиело € и радконално

число 80, удовлетворяващо дясното неравенство (4.4). Тогава, тъй
като и < al, 10

ай — а = ал (ай---1) < ай ай-а--1),

Неравенствота ὧδ - ая < к ще бъде доказано, ако установим съще-

ствуването на такива рационалин G и B, чеай-ч-- } < εὐμᾶν,
B глава 2 беше доказано, че за Ввсяко естествено числа п

съществуват TAKNDA рационални числа « и B, удовлетооряващи не-

раненството (4.4), че разликата им 5—u да е гпо-малка от 1/n.
Слелавателпо достатъчно е да се докаже съществуването на т

акова

естествено числол, че aln—1 <gh . Hexa айт-- | &, Тъй като а! ,
10 2. е положително. Използвайки първите два члена B развитнето
на бинома на Нютон, получаваме

a=(a""y"—(1+&a)">14+nEn.

Оттук a—1>n .0, Т. Ε. ῦ«,, <(a—1)/n. И така ain_ | =%, <(a—1)n
Да изберем сега BCTECTHEHO чиесло я, което 43 удозлетворява μ6-
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равен:твото (a- 1) a<elu, Т. е. n>(a—I)ahe. Torapa а)

<{a--1)n<gu*, С тоца доказателството за едиистиеността на чис-

лота у. уловлетворявашо нераненстната (45), e завъртшено. (]

Ще отбележим,. че ако х Ο рационално чиело H “ е стой-

ността на показателиата Функция в точката X, първоначално

лефнинрана само в множеството 1 рациопалиите числа, To а е

това елинствено число ), косто удовдлетоорява неравенствата (4.5),
Jlema 3. Показителната функция у-а“ при a>1 е растяща

върху цялата безкрайна npusa.

Доказателство Heka x; н X, са такива произволии числа,

че х < х, Винаги съществуват такипа рацнонални числа « кн B,

че ху<а«3«<х,. (вж. лсма 2 от 2.3). Тъй като х,<а и P<xg 10

ΟἹ определеннето на показателната функция следват исравенствата

a5 « a0 ий ач. От друга страна, тъй като а<8 и показателцата

Ффункция е растяща в миожеството на рационалните чисдла, е йиз-

пълнено нергиенството ае < а . От невавенствата ай < а , па <af,
ай < и ц τεοβοτεοτο транзитинност па JnaunTe < н - παζγ-

чаваме ая « сч, а това показва, че функцията ν-- αὐ e расттища. (

Лема 4. Показателната функция y=a*(a>1) е непрекъсната

във всяка точки на безкрайната npasd.

Доказателстино. Нека х е пронзнолно реално число, а
(ха) е клоняща към х редица. Съгласно определението за непре-
къснатост по Хайне е достатъчно да се докаже, че за всяко e>0
съществува такъв номер N, че |("я--а“ | < в за всяко nizN. Has-
бираме пронзволно >0 и такива рационални числа ш и В, че

а<х«<В и и --0 <e, Възможността за всяко вЕ>0О0 да се изберат
такива числа « и 8 беше доказана в лема ?. Тъй като педицата
фха) клони към х и @<X<F, то съществува такъв ΠΟΜῈΡ N, че

за всяко AN да «а нзпълнени неравенствата а < ха<В. Понеже no-

казателната функция е манотонио растяща, To ия <а“ < ай, oo

«а < af при всички nizN,

Слелователно двете чигла а“ и ая при п--А са заключеня

межлу числата аз й @F, разликата между ΚΟΗΤῸ ¢f --аа е по-мал-

ка ot ε. Оттук следва, че при п е изпълнено неравенството
|а я -- “ | < E, което показва, че показателната функция е непре-

късната в произволи2а точка х. |

Ще получим сега някон следствия от локазаните свойства па

показателната функиия, Преди това ще отбележим, че ako 0<а<1,
10 а-1:6, вълета 87>1. Затова функцията у--а“ при 0<а<! може

да ссе дефинира като функция у-#7“ при #7>1.

Следствине 1. Покизателнати функция Уг--и“” е положителна 88

κ впийнасити ни X.

Ака х е произво.лта точка OT числовата ос, аг е такова pa-

цнонално число, че < х, Τὸ сиоред OMPCICICHHCTO на показател
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ната функция в множеството на рационалинте числа имам
е a >0,

а or лема 3 — че a’<a”. Следоватселно a*>0.
 .

Сдедствие 2. Показателната функция Уу--а“ при a>1 удавлет-

ворява условията : lima*=0, ΞΞΙ аХ + oo.
Ке Lo X а

Наистина, тъй като a>1, 10 a=1+8, където >0 н αὐΞ (1

+3)*>1+4nd Следователно lim ай-- 4 ео, OT монотонността на
пъе

функцията у--а“ получаваме, че и lim @*= + оо, Tloncxea"=1/a",
54 υὸ

ене ен ο

Следствие 8. Стойностите на (ункцията у--а“ запълват изцяло

подложителната полуправа y>0.
Действително фупкцията y=a* приема само положителни стой-

ности (следствие 1) -- както произволно малки, така и проаиз
волно

големи (следствие 2). От непрекъснатостта и строгата 
монотонност

на функцията а“ н от теорема 4.4 следва, че BCAKO положително

число « стойност на функцията у-а“,
Следствие 4. За всеки дае реални числа X, й Xy са изпълнени

съатношенията

(α" ) = ак ап, bh=(a. b)", a*r. атез ай Σ

Нанстина тези съотношения пече бяха устапновсик при рационалня

показатели. Оттук следва и керността нм при произволни реални

показатели. Ще се убедним в това например 58 първо
то съотноше-

ние. Нека {r'} # () са редици от рационални числа, клонящи
а .е "

CLOTBETHO KBM Χὶ и X, Torama (@) = Q"

Граничният преход при A—o0, KATO използваме свойството

непрекъснатост HA показателната функция, ни дава (апа-- ал
Аналогично се установява BEPHOCTTA и на останалите съотнош

енния.

Ако 0<a<l, като положим b=1ja, τὸ b>1 и определяме

ае 7. фактически изучихме и свойстватаЩе отбелсжим, Че Досега
“α«ἰ. Нанстина непрекъс-на показателната функция у--а“ при 0

натостта й следва OT CAMOTO определение. От определе
нието следва

готовно намаляваща върху 0es-
също така, че тази функция е ΜΟῚ

крайната права. Следствия 1, Зи 4 са верни и за функцнята у--а”
при 0<a<l, а следствие 2 oueBHAHO ще изглежд

а така:

lim аХ - oo, lima*—0.

На фиг, 4.1 н 4.2 ca изабразени графикитс на функцията y=a"
sa случанте ὡ» ὶ и 0<a<l.
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4 Забележка. Показателпката фупкиини може да се определи Η
. Kato решение на функинопалпо уравнение, уловлетворяващо опре-

делсни условиня. Може 22 се локаже, че съществува, н Τὰ един

ствена функция /, зефикирана върху безкрайпата права н удайв-

летворяваща следните три услотия :

1) за ΒΟΡΚῊ две реалин числа Xy и X, ¢ ΠΘΗ равенството

Нажха)-- ) Д(х3);
2 F(O) = И. J(l)=—a пря ¢>1;

3) функцанята f(x) ¢ пепрекъсната в точката x .

| Такава функция е построената no-rope функция а“ при а>!1,

|

|

‘.' 4.3.2. Логаритмична функиня. Логаритмичната функция ще onpe-
i делим ката обратиа на показателната. Пека |(е,4| е произволен

сегмент 0T безкрайната права. В този сегмент фуйцкцията у--а“
. при @>1 с непрекъсната и растища. Затона според теорсма 4.5

. Ффункинята ум-. /(х)--а“ има растяща и непрекъската обратна функ-
ξ' ΠΗ x=f"1(y) в сегмента [6°, 4], KOATO се нарича логаритмична

функция и се означага така:

x—=f Чу)- ю у.

Като заменим означението B2 аргумента у с X, а означението на

/ ; функцията х с у, ще занишем функцнята я обичайния Я вид

y—=log, x.

Случаят 0<a<] се разглежла аналогична. Ще отбележим някои

CBOHCTER на логтаритмичката фунЕецния, следтващи непосредствено от

определецието й.

1. Логаритмичнета фуккция е дефинирана За всички подожи-

‘meany стойности на χ. Накстина стсйности на аргумента на лага-

v,

“ Mome ἈῈ се докаже, че уславкето [(0) =1 e следствие от oetanaaute (n
Ззатова може Да се Изпусне),

- Ε T Г .



ритмичиата функция са стойностите на показатслцата функция,
KOHTO, както видяхме, са само положнителни Η запълват полупра-

вата x>0.
2. Логаритмичната функция е нгпрекъсната и растяща

върху цялата полуправа x>0 при a>1l й непрекъсната и нама-

дяваща върху цядата полуправа x>0 при 0<а<1; при това

lim log,x=—c0, lim log,x=+ со при a>1;
=040 K=t 400

lim log,x==+ oo, lim log,x=-—co пра 0<а<1.
τ ἀ-ε 00

Тези свойства слелцат oT свойствата на показателната функция.

3. За произвадни положителна числа X, й Xy

log, χι Ха) = log, X, 0ба Ха

Това спойство също така следва от свойствата на показател-

ната функция.

Забележка. Специално ще птделим Лагаритмичната QYHK-
я

ция y==log, Χ, където e=lim (1'1":":') . 34 тази функция се използва
чи

азначениета y=Inx, Логаритъм при основа е се нарича натурален

догаритъм.

На фиг, 4.Зи 4.4 са дадени гтрафиките Η логаритмичната

функиня log, х за случаите a>1 и 0<a<l.

4.3.3, Степенна функция. Степенната функция при произволен

реалец показател а може да сс дефинира и като суперпозици
я н2

логаритмична н показателна функция. Нека x>0, Тогава степенната

функция се представя така;

γτεχὰ == (а На а oTMi,



ὶ .
Π Ω

el

където @ ¢ пронзполно Ффиксирано число н 38 определеност ще

го вземем по-голямо от еднинница.

От това представяне н от факта, че при a>| логаритмич-

ната функиня ¢ растяща Върху цялата полуправа x>0, а показа-
телната функция е растяща върху цялата безкрайна праза следва,

че степенната функция y=x= =asig* е Вастящн при a>0 им нама-
ляваща при а<О върху полуправата х>0.

Степенната функция има следните свойства:
1. За степенната функция са изпълнени съотношщекията

lim x"=0 при a>0, Нт хе =+ при a<0. Нанстина нека (ха) е
х«040 x40

пронзволна клоняща OTAACHO KBM пула редица от cTofHOCTH Ha
аргумента x,. Тъй като lim log, Хае -- со, TO OT свойствата на по-

Д-аео.

казателната функция следва, че Цта“ 24 = 0 при a>0 и
ре

4) ш ааа =+ со при а<0О0, По дефиниция полагаме (е =0 при
v

i a>0 и ще считаме този израз 38 HeompejedeH при es0,

(
A

Да

2. Степенната функция Y=x* : а Е4 “ е непрекъсната във всяка

. точка х на отворената полуправа x>0,
“ ToBa следва HENOCPCACTBCHO OT теорема 42 58 непрекъснатост

2 на caomna функция, като се вземе пред BRI, че функцията и «-а log,x
.е непрекъсната във всяка точка x>0, а функцията у-а“ е не-

ξ „прекъсната във всяка точка от безкрайната npapa,
Забележка. Ако показателят а на степенната функция e

PANHOHAIEO число т/п, където пе нечетно цяло Ччисла, τὸ сте-
пенната функция Y=2X° може да се дефинира върху цялата чи-
слова ос чрез формулите :

.....
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- - T ——— чее ξ
l

Фиг. 4.7

уе) |-, ако u=min и m e verno,

y=-=|xl*, ako a=—n/n и т e печетно.

На фиг. 4.5 н 4.6 са дадени графиките на степениата функция
Y=X за различни стойпости на «.

4.3.4. Тригонометрични функция, Вече имаме представа за три-

гонометричинте функцни Уе-5 1 , y==cosx и функциите, които се

изразяват чрез тях :

sin x

саз х

сах X " 1

уе Х = sinx и εχ ππ ὴy=lgx= Ἐ

P cosecy '—'"gi:‘ff' Определенията на функцинте у--5 х и у-са5 х

чрез нагледяи геометрични съображення е логически нссъвършено.

Лагически безупречно тези фуйкции магат да се определят като
решения на система функционалин уравнения,. По-точно може да

се докаже следното твърдение: Същеставува u при това ведин-
ствена двойка функции [ и g, определени за весички реклани стой-

ноести на аргумента х и удаовлетворяващи уславията:

1) П(аа+а)--/ (Щ)Н(Н)"!*Е(дц);(хя).

g (%14 2)=g () #(ха)-- (x)) [ (%2},

(4.6) P2 0) g8 () =1;

2) [(0)=0, g(0)=1, j(x2)=1, g(=/2)=0;
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3) ако 0<x <=2, τὸ 0<(х)<х< (xVg(x)*.

Първата от тези функции наричаме синус и я означаваме

със символа 51N, а втората -- касинус и я означаваме със сим-

80AQ со5.

Доказателството на това твърдение може да се види в До-

пълнението към глава 4 на книгата на Β. A, Ильин н 3. Г. Поз-
няк „Основьъ математического анализа, Г.

Не е трудно да се докаже, че от свойствата 1), 2) и 3) могат
да се получат като следствия BCHYKH Другн свойства на функ-

цинте 517 И со5, известни от средния курс по математика и дока-

зани там с помощта на HATACIHH геометрични съображения. Bmpo-

чем ΤῸ следра от това, че свойствата 1), 2) и 3) определят един-

ствена двойка функцини f н g и че въведените в срединя курс
чрез нагледни геометрични съображения Ффункциин f(x) =sinx н

£(x)=cosx притежават тези свойства.

За пример ще установим с помощта на свойствата 1), 2) н 3)
някон свайства на функциите [(X) = ἰΠ χ И g(x)=cosx, KOHTO
ще ни бъдат необходими при Доказателството на непрекъснатостта

на тези Φ}ἩἨΠΗΗ и при определяне на иктервалите нм на моно-

TOHHOCT.

а) От третото paseHcTBo на 1), а именио 5112 x+cos? x=1[, не-

посредствено следва, че 51 хе и cos?xszl, T. с.

(4.7) |sinx|=< 1. |<оз3х|51.

6) С помощта ца първите две равенства от 1) и първите две
равенства от 2) получаваме

sinU=sin (x+(—x))=sinx.cos(—x)+cos x.sin{—x) =0,

cosO—cos(x+(—x))=cosx.cos{(—x) —sinx.sin(—x) =1.

Поалучените две pascHCTBA са система OT две YPABHCHMHA OT-
посно двете нензвестии са5(-х) и sin{—x). Karo решим тази

система н вземем пред вид, че 5112 x+cos? х--), получаваме

{1.8) €os{—x)=cos x, sin{—x)=—sinx,

T. е. gixl—cosx ¢ четна функция, а f(x)=sinx e нечетна фун-
кцин.“

в) От равенствата в 1) на свой ред следват равенствата

(4.9) 511 {Χ( ὴ Х.) = sin(x;+(—x,)) = βίπ x, . cos (—x,)

TCOS X, . Sin(—X,)=Sinx;. (Ὁ5 Ха — CCS.X, . 51Π Xy,

“ Верността на керавнекството X< f (х)/8 (x) за 0<x<=/2 следна ог ocTama-
JAWTe услозия.

ἘΞ Функцията k. дефнаноана 38 венчки реални стойности на X, се нарича
четна, ако A (--х)--Я () (12 исяка стойност на X), и нечетна ака Я (-х)#--Л (τὶ
{cumno за нсяка стойност ма X).
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oMV
~~~
 

- -  ́ --ἅθ---

cos (x.—-xg}-:cns(x,-}-(-x,)}:cos xy.c08(—X,) {

—sinx,. Sin{—Xy)=C08 Х . COS Χ Ἐ 511 1 . 57 #. |

г) ОтХпървото равенство HA 1) и първото равенкство ка (4.9)
получаваме, че

. X

—{OS ’“'“ζ :

Като съберем н извадим получените ἈΠῸ равенства, ἨΔΜΗΡΊΜΕ

. . „„ X -

(4.10) sinx, + sinx, = 2*5111-!32-“3 . cm-"!-é-'-'-l ,

А) По-пататък от първото PARCHTTEO на (4.9) и OT последните

две равецства на 2) получавама

sin{n2—x)=sin— - са5 X—C0S -5~ - Ш Х =C0S X,

T. е.

(4.1!) cos Х = 510 {π|2--- ΧἹ.

с) Ще се убедим накрая вя периодичността на функцните

glx)=cosx π f{x)=sinx ¢ период 9= От първите две равенства

па 1) при х--х--Ха. ще получим

(4.12) sin2x=2sin x . cos x, e0s2x— cos? x —sin? χ.

Or ?) имаме sin o =1, cos - =0. Използваме (4.12) при x—=/2

и получаваме, че sinw=0, cosw=—1. Като използваме повторно

(4.12), при x=7 имаме sin 2x=0, cos2n=1,
Ot последините две DABEHCTBA и нървите AR

C равенст

sin (x+ 2r)=sin x . cos 9 +cas χ. 5 2r=sin x,

cos (x-2n)=cos Х . 208 On—sin x . sin 2x=c0S X,
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еее

е

а това означава, че функциите siny η C€OSX са пернодичин с

пернод 2.
ж) В заключение ше Усилим малко нсравенствата от ус”

ловие 3). Ще установим валидността 8 следното по-
общо нера”

ΒΕΜΟΤΒΟ:

(4.13) |sinx|=|x|

=/2 неравенството (4.13) следва oT неравенството
Πρη 0<x<

в условие 3).

При —=/2 < <0 неравенството (4.13) cacasa ot sin (—x)=—S5in Χ
н OT неравенствата

0<sin(—x) <—x при --πί <х<0,

а тези неравенства са извълвени пвследствие на това, че (—x) e
в нинтервала (0, =/2). Прн x=0 имаме sinx=Jx.

При =/2< | x| имаме |sinx|s1<=z2=s|x] 7. е. |sinx| s |x].
Ще премнинем към установяване ма ABE основни свойс

тва 18
функциите Нх)ее5 Х u g

(x)=cosx.

19. Функциите SINX ц COSX са не
пр

на безкрайната права. Достатъчно е да устаповим непрекъсна-Доказателство.

тостта на функцията f(x)==sinx във всяка точка X, 
тъй като HE-

прекъснатостта на фупкцията д(х) =cosx ΒΒΒ весяка
 точка х ще

! следва от (4.11).

. Най-иапред ще докажем, че функцията Sinx е непрекъ
сната

cpraacno 2) sinO==0, τὸ според опреде-

- AcuNeTo за непрекъснатоет ΠῸ Хайне е достатъчно да докажем,
че за всяка безкрайно малка редина (ха) съответната редица ὉΤ

стойнссти на функцията {sinxs} ¢
Ot неравенството (4.13) и от

скъснати във всяка точка X

в точката x=0. Понеже

условисто |sinx|= 0 имаме

(4.13" 0< |sinx|<|x|;

селедоватслио

05 |5 хл | 5 | Ха |

Ot последното неравенство (вж. теорема 3.14) следва, че реди-

цата (|51л ха |), а оттук н редницата (5 п х) ς безкрайно малка.
точката x=0 е доказана.Непрекъснатостта на функцията sin B

Ще докажем cera, че функцията sin ¢ непрекъсн
ата във всяка

е произволна редица,точка х на безкрайната права. Нека (ха)
клоняшща към х. Трябва да докажем, че състветната редица

 {sin х)
каени към Sinx.
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Като използваме второто равенства от (4.10) при x,=x н

х.т-ха, получаваме

(4.14) sin Ха-- 5 χ τ 2ιτ05’ ̓ ̓' ̓;' ̓ . 51 'Ξ':.ΞΞ .

Остава да покажем, че дясната страна на (4.14) ¢ член на Gea-

Hpfififlfl малка редица, което пнепосредствено следва от тава, че

дицата sin‘r‘:"x e безкрайно малка поради непрекъснатосттаре 5 ре

ХЧена сицуса в точката пула, а редицата {2 cos “Ἔ } “ ограничена
(вж (4.7)).

20, Функцията 5 е растяща аъв асеки от ссгментите
ЗАщ « =/2, 2kn+n/2] и намаляваща във авеки от сегментите
{(Qk-f-l)x-::}fi!. (284 D)r-+nl2), а функцията cos ¢ намаляващиа ἀδα
асеки om ceemenmume [2kx, 2k=+w| и растяща ave всеки ат cez-
smenmume [2kw — =, 2kx] (навсякъде тук k=0, + 1, +2, .. .).

Доказателство. Достатъчна € A3 прошедем венчки pas-

съждения само за функцията Sin, тъй като след памирането на

всички интервали 8 мопотопиост на функцията ч1 интервалите
на мопотопносТ на фупкцията соз могат да бъдат получени OT ра-

венствата (4.11).
Понеже sin е периодична фупкция с период 2x, ще памерим

иптервалите на монотоиност гамо в рамкпте на CAMH период на-

пример за сегмента [—u/2, За-1:/2). Най-напред ще дакажем, че

функцията 511 расте в сегмеинта [0, =/2]. Нека x; и х. са npous-

волии числа ΟΥ TOSH сегмент н X,>>X,. Тогавяа очсевидно числата

XXy Ха) .
=<5— н T~ принадлежат на иинтервала (0, к/2) и or wropoTo

ра;енствп na (4.10) следва
. . . Ха . Ха

(4.15) sin x,—sin x,— 2205 Ἴ * βίῃ 5
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Ho фуикиията sin има в интервала (0, =/2) положителни стойности

(условне 3)). Функцнята со5 има също положителни стойпости #

интервала (0, «/2) (следва от (4.11)). Следователно дясната страна

на (4.15) е положително число.

. Μ така доказахме, че функцията 5911 е растяща в сегмента

{0, «/2). Ot нечетността на фуйкцията 51 (съотношепие (4.81))
следва, че тя ¢ растяща и в cermenrta [—=’2, O]

С това е доказаноа, че функцията 5т е растяща в сегмента

{—x/2. =/2]. Остана да се изследва поведенисто ца функуинята 51

в сегмента |5/2, п+#/2)| В точка е) се убедихме, че 51Ππ--ῦ,

саз п а --|, а OTTVK и от първото ранвенство на |) следва 5 х

41)-5Щт х. с05 п+005 Х _sinm=--sinx, ΟἹ полученото равенство

заключзваме, че функцнията Sin е намаляваща в сегмента (+/2,
к+к/2), понеже с растяща в сегмента [—w/2, π|2]. О

sin.x cas х

От представянията tgx=— ", Е0 Хее

за случая на YACTHO следнва, че функцнята ( е дефинярана и не-

прекъсната във всяка точка X, различна OT #т--5/2, а функцията
clg e дефинирана и непрекъсната кяъв всяка тиочка Х--йя. Като
използваме равенстната 5щ (х--п)----5Щ х, со5(х+я)---с05х, ще

sinx
получим 6 (r+x)—=—_ Е ¥ и аналогично ctg (x+x)=ctg χ. To-

Ba показзва, че tg ¢ty ca периолични функции с период π. 3a да

нот Teopema 4.1

I

i
Ε Tl |
#

а

2а

I
1



определим областите на мопотонност 3 тези dyuxuuy, достатъчно
е да изследваме интервал с дължина T От 

равенствата

sinxg 62 _ sin (xg—Xy)

(4.16) ig ха-- X1=(osxy ” С0а Х) CoNXy CORK

и OT TODA, че Sin има също положителин стойности в интсервала (0, π),
pana (—=/2,

а соз има също само положителии стойнос
ти В интер

(—=nf2, 112).
+х/?), следва, че функцията 15 е растяща

 в интервала

(При всеки X, и Ха OT интервала (—mn/2, #/2), 38 които ху > Xy,
дясната страца на (4.16) е положителна пеличин

а.)
Аналогично се устаповява, че функцнията “Е е на

малява!
иктервала (0, π). 

ι ,

Няма да се спираме на функцинте 5ес х τ τ ὰ и соес Х”

Графиките на всички тригонометрични функци
и са дадени на

фиг. 4.8—4.13.

ца ¥

Ще дефинираме обрат-
4.3.5. Обратни трягонометрични функции

.
ι рем Ha вънроса 32 TA%-

ните тригонометрични (QYHKIHH Β ще
 се ἐπ

ната непрекъснатост м MOHOTOHHOCT
.
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мщ ф че че ὦ е е # чев ве е ς чи ἡμῃ o чве е. нС NP ДИ κ ае ὰ и ЧКе чи ак ий σὰil #
-

e S . . ἧμε
Фиг. 4.14 Фиг. 4.15

|

L ) L Ν -

# 2
ygsorely х Π 71

Фиг. 4.16 Фиг. 4.17

За дефинивагие на функцията arcsin ще разгледаме функцията
sin в сегмента |-:5/2, π|2]. В този сстмент функцията sin 

с растя-

ща и непрекъсната (вж. 4.3.4). Множеството от стойпостите и е

сегментът |—1, 1]. Според теорема 4.5 съществува непрекъената,
растяша обратна функция в ссгмента (—1, 1], прнемаща стойности

- π| в тачката —1 и =/2 в точката l. Тази функция се означава

със символа arcsin. По същия начин в сегмента |--1, 1] се дефи-
нирза функцията агссо5 — обратна на функцията COS, намаляваща
и непрекъсната в сегмента [0, =].

Функуията агссовя е намаляваща и непрекъсната 
в сегмента

ἱ |--1. 1] ¥ приема B τοῦκητο χ Ί Η хе) C¢BHOTBETHO стойноститТе

N

К

| |
! иеаско х y-orcees x

|

g "
= u 0.

ΕΝ Π
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¥ ,

- #

+

Y=sh х

Фиг. 4.18 а

ΓΡΥ +

Фиг. 4,18 в фиг. 4,18 г

Функциите aretg н arcetg се дефинират като обратни функции
на тангенс и котангенс, разглеждани #в интервалите (--πίῶ, «/2) и

{0, π). Тези функции са дефинирани Н монотонни върху цялата

безкрайна права, Па фнг. 4.14—4.17 са изобразени графиките на

абратните тритонометрични фупкции,
e¥ e ве

4.3,6, Хиперболичии функции. Функцинте g πτ-ο Се

маричат CLOTHETHO хиперболцичен косинус и хиперболцичен синус и се

означавг2т ¢h н sh:

е-- ἐ --δῦ
thx=£§-—:—-—.shx= Е
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Хниперболичният тангеес и хнперболичният котангенс се определят
състветно OT фюрмулите

shx εἴ -- Σ cth x— che _ ete |ету еее ' shr =~ еЕЕ
Ot определението 3a хиперболичнн Ффунхпии следва, че хипербо-
личният косинус, хиперболичният ΗΗ Ὸ и хиперболичният TaHTEHC
са лефинирани върху цялата числава ос, а хиперболичният котан-
Генс - върху цялата числова OC с изключение на точката x=0.

. На фиг. 4.18а) — 418 г) ca далени графиките на тези функцин.
Хиперболичиияте функина са непрекъснати във всяка точка OT

дефиниционната си област (това следва от непрекъснатастта ца по-
| казате лната функция и от теорема 4 1).

Те притежават редица свойства, аналогични на с войствата на.
тригономстричните функцин. Например за хиперболичните функцин

€@ B сида тепреми за събиране, аналогиачни ΜΗ теоремите за съби-
ране при тригонометричните фуйнкции :

sh(x+y)=shx.chy=chx.shy,

ch(x+y)=chx.chy+shx.shy.

|

:

i; Henocpeactoeno се nposcpasat и формулите sh2x=9shx . chy,
| chix < ῃχ - 1. Епитетът „хиперболичен“ с свързан ¢ обстоятелството,

че формулите x.-achf, у-:а5Н “ определят хнпербола, както фор-ι мулите х-асо51., y=asint определят окръжнаст, Найстина в nup-
, BHA случай umame x?—y*—a? т. €. уравиение Ha хипербола, а 8

: втория ху -и? — уравиение на окръжнаст.

| 4.4. Две забележителни граници

4.4.1. Първа забележителна граница. Най-напред ще дакажем една
теорема, функционален аналаг на теорема 3,14.

Теорема 4.6 (функцнонален аналог на принципа за деустран-
HRTe ограничения). Нека в някоя пробсдена 6-околност Q на точ-
ката а са sadadenu функциите f, h ц g, двете иот ксито | u #Е
имат в течкита и обща гланица, ривна на b. Тигиа:, ика 32 веяко
X €8 са изпълнесни нердавенствата

(4.17) Г (х) 5 Я(х) ж ν (Α),

то и функцията Я има граница в точката а, равна на b.
Доказателство. Нека {χὰ} е произволна клоняща към а

редипа от стойности на аргумента, всичкн члепове на която са
;азлнчнп ст а. Тогава съгласно опрелелението па граница ΠῺ
айне лвете редици OT състветните стойности на функциите (/ (ха))

"-'-- - «
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т9 δαδαδισ

αιασανα
νον

и (#(х)) Kaount към & W според (4.17) за всички л са изпълне-
ни неравенствата

f(xn) Ξ й (xn) = #()

Съгласно теорема 3.14 редицата {£(Xs)} € сходяща Η клони (300

към #. Това означава, че числото b с граница на функцията & в
точката a. O 

|

Теорема 4.7. Границата на функцията k(x)=-2" в тояката

x=0 съществува и

sin x
х е |Hm

X0

Доказателство. Ще тоъгнем oT неравеиствата

44.15) 0<sinx<x<tgx (при 0<x<x/2),

разглелзни в 4.3.4. Чрез деление па sin x>0 от (4.18) получаваме

следните нсравенства:;

х 1
1< 7 < τὸῖς P4 0<x<x/2,

За реципрочните величини очевидно са изпълнени обратните не-

равенства

(4.19) οο x . ἘΞ 1 при 0<x<n/2.
Ж

Ще отбележим, че (4.19) са изпълнени н при --1:/2<х <0, понеже
sin

функаните COS X, —— Ἢ | са четни.
Установихме, че пцеравенствата 44.19) ca изпълнени за 

BCHYKH

стойности на х от Murepeana —x2<x<%f2 ¢ изключение HA ΤῸΝ-

ката x—0, т. е. навсякъде в една прободена 8-околност на то
чката

--0. Тъй като двете функции Г(хт;созх и g(x)=1 нимат B точ-
ката x=0 елнаква Граница, равна на единица, TO OT теорема 4.6

. inx

следва, че и функцията k(x)=— - има B точката x=0 граница,

равна на eanunna. Г)

4.4.2. Втора забележителна граница.

Теорема 4.8. Границатца на функцията f(x)=( +x)¥* в точе
ката х--0 същестаува и е равна на числото е.“

Доказателество. Достатъчно е да се докаже, че Дясната

и лявата граница на функцията f(x)=(1+x)"* в точката x=0 
съ

ществуват и са равин на е.

» Числото в бе въведено п 3.2.3 като граница na pelanara {{1..1{π͵7, o~
Τ л = 00,
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1. Първо ще докажем, че дясната граница на 1835 функция B
точката х--0 съществува н е равна на е.

Ше използваме определението 38 дясна граница по Коши и

ше покажем, че 38 всяко >0 съществува такова 57>0, че за вся-

ko x€(0, 8) да е изпълнено неравенството

(4.20) [(1+x)V=—e]<e.

Избираме пронзволно >0 и разглеждаме двете редици {a,} н

{δ.} с членове а4-(1+1(14+я)), ba=(1+1/n)*+1 Ще се убедим,
че ΤΟΞΗ͂ две редици клонят към е. Като използваме, че lim (14+1/л)"

пе

=@, H теоремите 33 граница на частно Η пронзведение на две CXO-

дящи реднци, получаваме

(1+1j(at1+ Ш1 аф ΠΎΗ
ι +Ит ал — +) T в (WY  ́рая π’ ὰ

Ш ba=lim (а + /а) +1/я))-- т1 +1/n)* lim (1 +-1/n)=e .1 =e.
Γ ο Σ ΓΤ Ὶ +ре

Тъй като редиците (ал) н {ba} клонят към e, то 38 избраното

no-rope «7>О0 съществуват такнва номера N, и Мз, че |a.—e[<s
при n>N,, |ba—e|<e при n=N, Нека N ¢ по-голямото от чис-

лата N, u N, Torasa ΠΡῊ n =N ще са изпълнени и двете Hepa-

венства

(4.21) |aa—e|<e и 1 δι -- εἰ «ε.

Нека хе пронзволно число от иитервала 0<x<3=1/N. Тогава

1/x>N. Означаваме ¢ п цялата част на числото l/x, т. е. полага-

ме n=[1/x]. Поради 1/x>N имаме ΠῚῈΝ и са изпълнени неравен-
ствата

(4.22) n<si/x<n+l.

Ot (4.22) следват неравенствата

1

(4.23) 4+ <15 S 1 o

Ot uepasencrsara (4.22), (4.23) и от това, че показателната функ-
ЦИЯ Е РЗСТЯЩЗ пря о:ноза по-голяма от единица, сдледва

(1- Ἀ π τ И + х) κ ἰ ИЕ или ал <(1 +)е <.

И така Локазахме, че за всяко х от интервала 0<х<«<8-1/М при

някое n>N (зависещо, разбира се, OT х) са изпълнени неравен-

ствата паА<(1--х) <л и неравенствата

(4.24) an—e<(l +x)¥*—e<ba—e.

Като съпоставим (4.24) с негравгнгствата (4.21), ΒΊΡΗΗ 38 всяко n=N,
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окаончателно се убеждаваме, че за всяко х от интервала 0<2х<«<#6

--1/У са изпълнени перавенствата (4.20).

2, Ще докажем cera, че н лявата граница на функцията /(х)
=(I+x)¥ в точката х--0 съществува и е равна на е.

Съгласно определението за лява граниза по Хайне достатъчно
е Ia докажсем, че за вснка безкрайпо малка редица от отрицателни

сисла (ха) съответната редица от стойности па фупкцията /(хя)
— (1 4+ х)я клони KBM e,

Нека (ха) ¢ безкрайно малка редпца OT отрицателни числа.
Ще разглеждамсе членовете из редицата OT този HoMmep N пататък,

OT който Венчки ΟΠΌΜΡΗΤΙΙ хя €& по модул по-малки от едцииница.

Полагаме Уа-- λ ὴ {1 Ἐ н). Тотава Ха--- νν 1 + ул) Очевидно
( У) ще е безкрайна малка редица, състояша се само от положи-
телни числа и

[(1η}- 1 -Ὁ xn) ¥t (1 τὸ ψ 1 4 30 Έ 02

14 ун)) 1t Н (1 ун P4 10,

Сле дователно

(4.25) Ню (ха)-- т (14 а)я . Нщ (1+ya)—e. | --е.
ἤσανα 1фл ' b

Тъй като редицата {y,} клони KLM пула и HMA CAMO положителни

члепове, то lim (14+уч) ” ч-е (нече доказаяхме съществувансто Π8
Ие .

дясна граница, раона на е), а Шщ (1+Ууа)-1. 3
ἰ ὰ ἐ

Следствие. Границата на грункцията [ ( - 1 Ἐ1Ηγ при -- се

съществува и е рпана на е.

Съгласно определението па границща ΠΡῊ f—oa по Хайне трябва
да се докаже, че за нсяка безкрайно т1оляма релица {{.} съответ-

изта релица от стойности на Ффункцията {{{6}-- 1 Ἐ Π Уя ΚΠΌΜΗ

към е. Ще paaracaame безкрейно голямата релица (24) or този wien

с номер Х нататък, от който венчки нейни членове # са по мо-

дул по-големи ΟἹ единица. Полагаме ха- а, така че Ih—=1/xa.
Според теорема 3.6 редицата (х.) е безкрайно малха и Х(л)

Ξ } 11 т ( + ха)

Остава да отбележим, че съгляско теорема 4,8

lim J(f)—Hm (1 - Ха) "=,
=200 14 Τ}
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4.5. Точки на прекъсване на функция
и тяхната класификация

4.5.1. Класификация на точките на прекъсване на функция. В5 1 нарекохме точки на прекъсване на функцията / onean точки,: в ΚΌΗΤΟ функцията не е непрекъсната. Предполагахме, че -функ-' цията e дефиянрана B разглежданите точки.
Ще разширивм нашите глеждания, като включим н тезиточки, в които Ффункцията ἷἶ- е дефинирана, но те са точки на

област на функцията.
Ще изяспим възможните видове точки на прекъсване.
1°. Отстранимо прекъсване. Точката а се нарича точка на

отстранимо прекъсване на функцията [, axo същеставува lim f(x),
A=+NO или функцията [ не e дефинирана в тачката a, или е дефинира-на, на Шт [(x)-+ Ца).

Пример: Функцията

ΒΝ

x=! sin χ при x=k0,

Нк) 0 npit х -0
има B тачката х--0 отстранимо прекъсване.

Нанстнна границата на функцията в точката x- 0, както по-
казахме в 4.4.], ¢ равна на |, по стойността й [(0} в точката Ое
равна на ().

функцията в точките, различни ΟἹ а. Достатъчно е да положимстойността на функцията B точката а равна на граничиата й стой-
HOCT в Тази точка. Така в разгледания пример трябва да положимf(0)=1 u тогава lim x—'sin x—f(0)—1, 1. е. функцията / ще бъде-ἢx

| - непрекъсната в точката х-0,

Г
i

2. Прекъсване or първи род. Точката а се нарича mosxa
на прекъсване om първи род на функцията [, axo а тази тонкафункцията | има дясна и лявга граница, но различни една от друга :

:.33.’34: H (х)#хшг (χ).

Образно казано, прекъсването от първи род може да се Mapeue
краен скок.

Примери :

11 Математичесни ἐμεχον 1 е.
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1. *Фъ*пнцня;га :
1 пря x>0,

F(x)=sgnx={ O при х-0,

й | —1 при x<0

има в точката х-0 прекъсване ΟἹ първи род. Дейстинтелно -

ш 5μτὶ Δ --αἰ Им 55πη x——1.. .
.r-c-[l»i—l_? и яай-- =

2. 3a функцията /(х)-1|+ | sinx имаме

lim [x]-tsinx=1, lim {Χ( 7siny=—1.
x4 Ὁ ечййн |

Точката r=0 с точка Δ прекъсване от първи род.

- 3, Функцията |(х)--11(14?24:-5), дефинирана навсякъде освен

в точката х--1, има p точката х- 1 прекъсване от първи род.

Действително, ако (х.) клони към | п«ес състои от членове ха>
то (Н(х„--тц е безкрайно голяма редица с положителни Членове.

Затова (1+2а-и) е безкрайно голяма редица н. следователно

1.,Еп:ц,:агтп ¢ gfim waen f(xa). {{ + 3а) е безкрайно малка, т.е.
т x)=0.
х 4

AKO пък (ха) клони към | и се състон от членове Χ, 10
1/(xa—1)} ¢ безкрайно голяма редица с отрицателин членове.

атова (21а-1) клони към нула и следователно редицата с общ
член (ха)-- 1(1 Ἐ 214л) клони към единица, т. е. „Ш f(x)=1.

3%. Прекъсване OT BTOPH род. Точката а се напича тоака на
прекъсване от втори род на (|рункцията , ακὸ функцията (
няма поне сдна от едностранните граници в тази точка или поне

едка от егдностранните граници и безкрайна. И

Примери :  ̓

1. ®yukuuara |

xcosx—t при x<0,

f(x)={0 при χτοῦ,

cos 7! npu x>0

има лява граница B TOHKATA x=0, рагиа на нула: lim f(x)=0.

Наийстина, ако (ха| е редица, клоняща към нула с членове xn<0, то

0= | (ха) |-- | хя | са5 χ < | %al.
И понеже |x,|—0 при п-+-а, то {{π| [{xz)=0.
” K04

Разглежданата Ффункция няма дясна граница B точката x==0,
HaucTHHA да BaeMeM две релици с положителни члецнове, KAOHAMMH

към нула: хл-- {π|3-. ππηὶ и хл-1/З2атп, Ако QyuxkuHfra имзаше

ж.
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дясна траница в точката х--0, двете peamur {f (x.)} и {f(x))} щяха

да клонят към елно W също чиело.

© - Обаче [(x)=ces2zn—], а [(wm)=cos(n24nn)=0, т. е.

1=lim [(x))=limf(x:)=—0.
&y

Слелователно разглежланата Ффункция има в точката x=0 npe-

късванце OT втори род.

2. Функцнията f(x)—=tgx очевидно има прекъсване OT BTOPH

род във всяка точка х.- / ?-Ет, където k—0, +1, £2,.. -,

τιΐ каго във всяка такава точка

lim ῥι ξ τ ον, lim f(x)=—=0.
] amld хе +0

Образно , казано, функцията tgx има във всяка точка X, без-
красн скок.
* , Функцията “

5 χτὶ при x +0,

f(;_}—{ 1 πρη x=0
има прекъсазне от втори род B точката хе(), тъй като в тази
точка тя ияма нито дясна, нито лява граница. Понеже sin(—|/x)
= <--5 И /х), достатъчно с да покажем, че тя няма дясиа граница

Β точката y=0, което следва непосредствено от това, че на двете

редици от стойности на аргумента xa=sl/mn и X=1/(n/2+2nn) от-

гаварят съответно редиците от стойности на функцията f(xa)
-5 ял 0 и f(x)==sin(w/2+2rxn)=1, първата от конто клонн

KBM пула, а втората -- към единица,

Ще въпедем понятнето частично непрекъсната функция, което

често се греща в математиката и нейките приложения.

Една фуккция се нарича частцично непрекъсната. в сегмента

(а, b), ака е дефинирана навсякъде в този сегмент, непрекъсната
Е въя всяка вътрешна точка с изключение евентуално MU краен брой
течки, & кацто има прекъсване от пъраи pod, и има дясна гра-
ница 8 точката а и лявга граница а точката b,

Една функцаия се нарича частиячно непрекъсната в интер-

вал ( върху безкрайната права), ака е частично непрекъс-

ната въз всеки сегмент, принадлежащ на интервала (безкрайната
лправа).

Нагпример функцията f(x)=[x] е частично непрекъсиата както
въз втеки сегмент, така н върху безкрайната п.рава.

4.5.2. За точките на прехъсване на монотонна фунвкция. Следва-
HIOTO твърдение хвърля светлина върху характера на TOUKHTE на

прекъсзане на монотонните функции.



“

Щ п есссе —————— .
164 НЕПРЕКЪСНАТОСТ НА ФУНКЦИЯ

Teopema 4.9. Ако функцията [, дефинирана в сегмента fa, B},

е монотонна в този сегмент, тя може да има само точки на пре-

късване от първи род и мнажеството от точките й на прекъс-

ване е най-много изброимо иножестао. |

Доказателство. Според лемата, Ддоказана B 4.2.1, една

монотонна функция има крайни десни и леви граници във нснчки

вътрешни точки на сегмента [a, 6) и ocoen това крайна дясна гра-
ница в точката а и крайна лява граница в точката #. Оттук след-

ва, че точките на прекъсване 8 монотонна функция могат да

бъдат само от първи род, |

За да докажем втората част Η теоремата -- че тачките на

прекъсване са пай-много изброимо миожество, -- ще прнемем 38

определеност, че функцията Ге ненамаляваша в сегмента (а, 4).
Дастатъчно е да се докаже, че ΤΟΎΚΗΤΟ на прекъсване в интервала

(а, #), т. e, точките, KOWTO са вътрешни за сегмента ja, δ], са.

най-много инзброимо многа, Ще отбележним, че във всяка такава

точка на прекъсване X 33 дясната н лявата грапнина е изпълнено

неравенството f(x4+0)> f(x—0) (вж. забележката към посочената

па-горе лема). Снпоред лсема 2 от глава 2 33 всеки две различни
реални числа съществува рационално чисело, заключено между тях.

Тъй като във всяка точка 8 прекъсване х се изпълнено не-

равенството /(х+0)>/(х--0), то на псяка точка на прекъсване х

може да се съпостави сдно рационално число /(х), Уудовлетворя“

ващо неравенствата |(х+0)>#(х)>((х--0).
Ще отбележим, че при това на различните точки на прекъс-

ване ще бъдат съпоставени различни рационални числа. Наистина,
ако X, M X, са две точки на прекъсване, 88 които х,<Ху, TO πὸῶ-

неже функцията с ненамаляваща, имаме [(x,+0) s f(x,~0), от-
където 7 (X,)<r{Xy).

По такъв начин множеството OF всички TOUKH на прекъсване

на функцията /, разположени вътре в сегмента (а, b, е подмно-
жество цна множеството 8 рацианалните числа, което, както ви-

дяхме B 2.7, е изброимо. (

4.6. Локални и глобални свойства

на непрекъснатите функции

Лакаални свойства на една функция са тези, KOMTO 8 ΒΩΠΉΛΗΗ B

достатъчно малки околности на дадена точка от дефиннционната

й област. Тези свойстна характеризират поведението па функцията,

когато аргументът се приближава към HICACAraHaTa точка. Напри-

мер непрекъснатостта Ha функция в вякоя точка па дефиницион“-
ната 4 област е локално свойство на тази функция.

айе

ме ее еае
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Глобални свойства са тези свойства, които функцията прите-
жава в цялата сн дефинициониа област. Например монотонността
на функцнията / 8 сегмента |а, #) e нейно глобално свойство.

4.6.1. Локални свойства Ha HenpexbCHaTh функцин. Ще въведем
ἩΒΚΌΗ нови понятия. Нека функцията [ е дефинирана в мно-
жеството {x}.

Определение 1. Функцията [ се нарича Оограничена omzope
(отдолу) в muoxecmsomo (х), ако същестаува такова реалко чис-
ло M (реално wucao т), че 3a всяко ХЕ(х) e изпълнено Hepasen-

ството f(x) S M(f(x)=m). Числото M (часдлото т) се нарича
горна (долна) граница на функцията [ в множестаото ( х)

Определение 2. Функцията [ се нарича Оограничена om две-
те страни (или просто Ограничена) в множествота {x}, ако e
това множество тя е ограничена и отгоре, и отдолу, т. е. ako
съществуват такива реални числа т и M, че за ecaxo хЕ(х) е ua-
Пълнено неравенстато т 25 f(x) 5 M.

Ограничеността на функцията / в множеството (х) фактичес-
ки означава ограниченост на множеството {f(x)} or всички стой-
HOCTH н2 тази функция (отговарящи μ стойностите на аргумента
от множеството (х)).

Примери:

1. Функцията f(x)—igx в интервала (0, «/2) е ограничена от-
долу (за долна граница може да се вземе чнисло т 4 0) и неогра-

ничена отгоре.

2. Функцията на Дирихле, равна на нула в нрационалнинте
TOUKH и на единица в рацноналните точки, е ограничена (or Ддвете
<трани) върху всяко множество (х).

В сила е следната теорема за локална ограничеснаст на функ-

UHM с крайни граници:

Теорема 4.10 (за локаяната ограниченост на функции, имащи
крайна Граница). Нека функцията [, дефинирана а множеството
(х), има крайна граница в точката а. Тогава съществува такова
положително число 8, че функцията Ге ограничена в множеството
Β, ={x}N(a—3, a+38).

Доказателство, Нека границата на [ B точката ае papua
на b. Според спределението на граница по Коши за положител-
ното число =] съществува такова положително чнсла &, че 38
всички стойности на аргумента х от прободената 8-аколност на

Точката 4 е изпълнено неравенството |/ (х)--#1<1, или

(4.26) b—1<f(x)<b+1.

. AKo миожеството {X} не съдържа точката g, теоремата ¢ до-

"казана, тъй като в този случай неравенствата (4.26) noxasear, че
за всяка точка от множествато B, стойностите на функцията / са
заключени между зислата m=6—1 н M=56+1.



„ AKO миожеството (х) съдържа точката а и стойцостта на

функцията в тази точка е На), то, като означим с т по-малкото
от двете числа #-1 н f(a), a ¢ M по-голямото от #41 н f(a),
ще получим, че 38 BCHYKH тачки от множеството В, €3 изпълнени
неравенствата .

(4.27). . mz= f(x) s M,

KOHTO NOKAILaT, че функцията / с ограничена в множеството B, . ΓΤ
Фниг. 4.19 ялюстрира доказаната теорема. |

Следствие, Ако функцията [ ¢ непрекъсната в точката o, тя

е ограничена върху множеството дт всички стойности на аргу-

мента си, принидлежащи на някол E-DKOAROLM на точката a.

Достатъчно е да птбележим, че функция, непрекъсната в точ-

ката g, пма B тазн точка крайна граница. |

Teopema 4.11 (32 неизмениостта на знака на функция, непре-

късната в точка). [lexa функцията Г е дефинирана в мнажество-

та (х), “ непрекъсната в точката ав(х) и стойността й [(a) ¢
положителна (отрицателна). Тегиаи съществува такова положи-

телна" число B, we функцията Г а положителна (отрицателни) на-

всякъде в множеството By — (П Ца--6, a+3).
Доказателство, СпореХ определението 33 непрекъснатост

по Коши, каквота и да е полажителнотоа число €, съществува Ta-

кова положително HHGIO 8, че 38 всички €TOANOCTH на аргументе

X ΟΥ Z-0KOJHOCTTA 8 точката а да -€ изпълнено HEPABCHCTBOTC

| F(x)—f(a)|<e, илн

(4.28) f(@y—e<f(x)<[(a)+e.
ARO 88 & вземем положителното число |f(a)|/2, то двете числа

fa)—e н Да)е ще са „положнтелни при {{6}»ΑΘῊ отрнцатслии

при f(2)<0.
Затова неравенствата (4.28) озпачават, че 38 всички стойности

на аргумента от 8-околността на точката а функцията f с поло“

жителна npn Д(а)->0 в атрицателна при Д(а)<0. O
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Ε Фиг. 4.20 Фиг. 4.21

Фиг. 4.20 инлюстрира теорема 4.11.
Теорсма 4.11 лесно може да се формулира и за случанте,. ΚΩΊ

тато функцията. / е пепрекъсната в точката а само OTANCHO ΔῊ
само отляво.

| Ще се уговорим za наричаме полусегмента (а, и |-8) дясна 8-
. полуоколност на тоячката ¢, @ полусегмента (a—=3, а| — аяша -

подуоколнаст на точкапта d.
1 Теорема 4.11°. Нека функцията f o дефинирана а множества-

то (х), непрекъсната оп:Фясна (отахлно) « точката й от това
множество и стойността й Ди)е различна от нуди. Тагава съ-
ществуви такова паложително число 830, че функцията | е раз-

, вична от HYAG и има същия знак, както в пищката ἃ, за дсички
стойностщи на х от множеството (х), принадлежащи на Флещипа
(аявата) Е-полуско,ноаст на т.чката . |

За доказате лството ΠῈ тази теорсма трябва дословно да се
повтори A0KA3a7CACTBOTO на тепрема 4.11, като се смеци терминът

„ Ο ΟΚΟΛΉΘΟΤ на точката & с термина „дясна (лява) #-полуоколност
„ на точката «“, 

|
ξ. Забележка 3. Към локалните свойства на непрекъснатите B

“ дадена тачка функиии спадат и ддоказаните теореми 4.1 и
4.2 за пепрекъснатост в ладлена точка ка сума, разлика, пройцзаве-

денне м частно на две непрекъспати в тази точка функцин и 38
: мепрекъснатост на слсжга фуниция.

. 4.6.2. Глобални свойства ка непрекъснати функцини.
. Теорема 4,12 (анулиране wa непрекъснатТа функция при смяна
WA знака). Неки функцията Г е непрекъсната в ceeMenma fa, #) «
стойностите й а краищата на този сегмент На) и (8) ca числа
:Е вазлични знаци. Гогава вътре в сегмента |(а, δ] съществува точц-
ка Е, 33 която (Е)-0.

Доказателство. Без ограничение Η общността можем
Ха смятаме, че ДЦ(а)<0, [(5)>0. Нека {x} е множеството от всич-
с KR стойности на х от сегмента (а, ὁ], за които /(х)<0. Това мна-
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жество це € празно (негов CAGMCHT € HAMPHMCP точката х--а) не
ограничено отгоре (например от числото х-ф).

Съгласно теорема 2.1 множеството (х) има точна горна гра-

ница, която ще означим с Е.
Точката Е е вътрешна точка за сегмента [¢, ὅ]. тъй като 0Τ

иепрекъснатостта на функцията f в (а, 4) и от условнията На)<0,
f (6)>0 според теорема 4.11" следва, че съществува дясна 6-полу-

околност на точката а, в която |(х)<0, и лява 6-полуоколност

на точката b, в която (х)>0. |
Ше се убедим, че f(E)—0. Ако Toua не е Taka, според теоре-

ма 4.11 ще съществува #-околиост Е-8<х«<64+6 на точката Е, в
която функцията [ има един и същ 3UAK. Ho това е невъзможк

но,

тъй като съгласно определенисто на точна горна граница същест-
вува поне една стойнаст на х от полусегмента §—8<x = ¢§, за
която [(x)<0, а 3a всяка стойност х OT интервала E<x<E+5
имаме f(x)==0. Полученото противоречие Доказва, че [(ξ)--ῦ. O

Фиг. 4.21 илюстрира теорема 4.12,
Теорема 4.13 (преминаване на непрекъснатата функция през

всяка междинна стойност) Нека функцията [ ¢ непрекъсната в

cezmenma |a, b] п f(a)=a. |(0)--В. Нека у е произволно цисло

между а и В. Тогава съществува тоика § от сегтента [a. δ], 54
каято {[{ξ}- - .

Доказателство. Очевидио от Ддоказателство се нуждае
само случаят, когато «В (B противен случай γ.α-- В н например
Е-за). По същите причини отпадат и случанте, когато Ὑ съвпада с
едно от числата « HAH ἢ.

Без ограничаване на общнастта можем да считаме, че ᾳ «β,

a<y<B. Да разгледаме функцията ф(х)- [ (х)--у. Тази функция е
непрекъсната в сегмента (а, #) (като разлика на непрекъснати

функцини) н има в кранщата му стойности с различни знали:

φία)-- (а)--у-«-у<0, # (8)-- /(8)--у--й--у>0.

Според теорема 4.12 в сегмеита [ὦ, 8) съществува такава вътреш-
на точка Ε, че Ф(8)--/(9--1у-0, т. е. f(§)—y. Теорема ¢ доказана.

Като използваме току-ща доказаната теорема, ще се убедим
във верността на забележка 2 от 4.2.2.

Нека функцията [ e непрекъсната в сегмента [a, 5) и съще-

стаува обратна функция на функцията f. Тогава [ ¢ строго mo-
нотонна в сегмента |a, b).

Доказателство. ΟἹ съществуването на обратна функция

на Г следва, че fla)d=f(b). Hexa На)</(6) ({(}} [(δὴ). Ще по-

кажем, че | CTPOTO монотонио расте (намалява) в CETMCHTA |а, #).
Ще разгледамсе случая /(а)< (8). (Ако [(a)>[(h). разсъждения

та

са аналогични.) Най-напред ще установим верността на неравен-
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ството f(x}<f(b) за всяко х(а, δ). Да дшч;снен противното —

че съществува такова X, € (2, #), че f(xy)>f(b). (Равенството #(х)
--1(6) с певъзможно поради съществуването на обратна функция

на функцията /.) Като приложим теорема 4.13 за сегментите (а, ]

к [%,. #) и използваме следващите ot Ца)< | (6)< [{χι} черавенства

[(αγε - (F (e +FON<F (x),

Fx)> 5 (F (x)+F (0> (b),

се убеждаваме B съществуването ня числа § (а, xy) н ξεξίχι, D).

за които f(E)=[(E)=-y ({ Ἐ } (8}). И така ξιτεξ,, но #(6)
-- [(E,). което противоречи на съществуването на обратна функция

ва функцията [ в сегмента (а. ὁ].
Ще установим сега, че функцията f(x) е строго MOHOTOHHO

растяща в сегмента [a, 6). Да допусием противното -- че съще.
ствуват две числа x,<x, от полусегмсита [a, b), за конто /|(х;)
> (х,). Ще покажем, че това допускане ноди 10 противоречне,

приложим теорема 4.13 за сегментите ,[х„ х.)| к [xg, #) н

използваме следващите ot Д(х.)>/(«х.). (х.)</(06) неравенства

ἔαυ» - () (50> Καὸ,.

Еха <5 (F () + На) <f (D),

{ce убежлаваме в съществуването Η такнва числа §€(x;, Х3) и

ξιε(α,, 0), че [(Ba)—F (E0) == ([αῦ / (ха)). И така €y НЕ а ДЕ)
=f(E,), косто противоречи на съществуването на обратна функцния
на функцията / в сегмента (а, #). Понеже условието f(x,)—f(x,) 38

х <X, е също невъзможно, стигаме 10 извода, че [(x)<[f(x,) 38
всекн x,<x, от сегмента |(а, ὁ]. O

Теорема 4.14 (теорема на Вайерщрас). Ака функцаията [ е не-
прекъсната в cezMenma |а, Я), тя ¢ ограничена 8 тозц сегмент.

Даказателетва, Щ“ дакажгем, че фуинкцията f e ограни-
чена отгорс в сегмента [a, А) (ограничеността отдолу се Доказва

аналогично).

Да дапуснем, че / не е ограничена orrope в сегмента (а, А).

Тогава за всяко естествено чисело п съществува поне €113 тачка

ха от [a, b], за която [(xa)>n. (B противен случай / би бяла
ограничзена в сегмента [a, b))

Hamepuxsme takana редица {xa} от сегмента (а, 8], че съответ-
ната редница от стойности на функцията |/ (ха«)) е безкрайно голя-
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ма. Според теоремата на Болцано -- Вайерщрас (вж. 3.3.1, след-

ствие 3 от теорема 3.16) от редицата (х.) може да се избере схо-

дяща подредица (хл,) (1<1, 2, 3,. . +) с граннца някакво число

E. Тъй като всички членове-на редицата {xa,} са от сегмента |(а, #)

то и точката Е принадлежи на този сетмент. От непрекъснатостта

на функцията / в точката Е следва, че полредицата от стойности
на функцията {f(xy,)} Кклани към f(§). Но това ни води до про-

тиворечие, тъй като релицата {{{χν.}} € безкрайно голяма като

подредниа на безкрайно голямата редица (#(х)) O

Забележка 1. За. интервал {Η NOAYCErMENT) TBLPACRHETO

от теорема 4.14 не е вярно, T. €, от непрекъснатостта на функция

в интервал (пли полусстмент) пе следва нейкната ограниченост. +

Пример: Фупкцията /(х)--1/х в интервала (0, 1) (или в noay-

сегмента (U, 1]). Тазн функция € непрекъсната в посочените MHO-

жестна, но не e ограничена. Нанстина редицата xa=1in, n—2, 3,

4,. . ., принадлежи на интервала (0, 1) (полусегмента (0, 1)), а

редицата от стойности на фунхкцията {f(xa)}—{n} ¢ безкрайно

голяма.

Определение. Числото M (т) се нарича точна горна (точна

долна) граница на функцията | а множеството {x}, ака са
изпълнени двете услойия: |) за веяка стойност ΜῈ х от множест-

somo {x} e изпълнено wepasencmeomo [(x) @M (f(x) τπὴ; 2) за
ACAKO число &0 същестацва такава стайност на х оат множест-

вото (х), че За съотаетната „стойнаст на функцаята | п изпъл-

неко неривенетавото

Нх)>М---Е (Н(х)<т4+).

В дадепото определение условнета |) означава, че числото M
(числета M) е елдна ΟἹ горинте (долянте) граници 33 функцията f

B множествотоа (х), а условиетао ?) означава, че тази rpanmua с

изй-малката (най-голямата).

Точната Горна граница M на функцията f в мпожествота {x)
се означава : |

Μ:ἷξξ’ f(x)=sup{f(x}: xe{x}}.

Аналогична точиата долна граница m ua фуикцията f(x) в mio-

жествотоа (х) се означава със символа

π::ἰ;τξἶίκ}"-ἱπΐ{ΐ (x): xe{x}}.
x

]

По-епециалноа Tounara горна граница на функцията [ в ccr-

мента (а, А) се означава по един ΟἹ следните четири начина :

sup f(x)= sup I‘lf(.r)---—-s»up{3‘,{.:::} :аж Χ τῷ b)=sup{f(x): х «|а, 4)).
ае xs[a,



к Фиг. 422

Аналогично за точната долна гранпица :

ῖπῳι.τ)--: inf ;fti)=i"f{f(fl:fl5x$é}-inf{[(::):,tela, b1}
e x4 |9, b

B сила ca следните твърдения :

1. Axo функцията [ e ограничена отгоре (отдолу) в миожест-

;,* . BOTO (х), TO тя има в това множество точна горна (точна долна)
граница, |

2. Axo функцията Г ¢ ограничена (от двете CTPAHH) B MHO-

жеството {X}, TO тя инма в това множество както точна горна,

|
така и точка долна граница.

Тези твърдения са пряко следствие ov reopema 2.1, тъй като

| - ограничеността otrope (отдолу) на фунхцията ξ Β. множеството {x}
означава, че множеството от всички стойности на тази фупнкция е

ограничено отгоре (отлолу).

Слелвашият пример показва, че точните граници па една ог-

J раничена BLPXY дадено множество функция B общия случай не се

[ достигат.

" Да разглеламе функцията / (вж. фиг. 4.22):

. " х при 0<х<1,

| ο р при х--0, х-1.
il Тази функция е ограничена върху сегмента [0, 1] Η има B
4 пего точна горна граница Мо-)| и точна долна граница m=0.

| OGaue тези граници не се достигат : сред тоачките Ha сегмента [0, 1]
. HAMA точки, B който стойностнте на функцията да са равни на

| нула ἨΠῊ едикица.
) Ще отбележим, че разглежданата функция [ не е непрекъс-

" ната в сегмента [0, 1] (T2 има точки на прекъсване х-0 и х-1).
Оказва ce, че тава обстоятелство не е случайноа, тъй като е в силе

t следното твърдение:

|
-----
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Теорема 4.15 (втора теорема na Вайерщрас). А
ко функцията

Ге непрскъсната в сегмента [a. 6), тя достига в този сегмент
а и точната си долна граница, m. е. ижа такива

finocmma f(x,) е равнаточната си гарк

тоцки Xy и Xy 0т CeZMeRma [a, b}, че сто
на [ в сегмента |(а, 0), а стойността

а сегмента ἴα, }ни точната горна граннца

f(x,) е равна на точната долна граница на (
Според първата теорема 8 Вайерщрас

ичена в сегмента [a, 6) и затова ТЯДоказате лство.

граница M н точна долна Tpa
-414 фуйикцията Ге огран

има в този сегмент точна горна

Ще се спрем на доказателството 38 Ддостигане на точната

ториа граница M. тъй като достигането на точнята долна гра-

мица т се доказва аналогично,

Да предположним, ΜῈ функцията [ не ДдоСсТигЯ точната си

горна граница, T, с. че във всички точки от сегмента 
(а, b] dyux-

цията / нма CTORLOCTH, CTPOTO по-малки от M. 
Тогава да pasrac

даме фуйкцията

F(x) = ЩМ-())-

Знаменателят M — | “ непрекъсната и строго положи-

тедна в сегмента |а, #| функция. Затова съгласно теорема
 4.1

(за случая На цастно) функкинята Г ще бъде неп
рехъсната в сег-

Meura ,_la, b]. Ho cnopea първата reopema 8 Bakepupac 4.14 функ-
мията Е е ограничена в cermenra la, 01, T. е. съществува TAKOBA
положителио чниело A, че Р (х)- 1:(Μ-- ) 23 всички X от
сегмента (а, #). Тъй като функцията М-) е строго положителна
в [a, b], то последното иераненсгво с еквивалеитно На 

неравенст-
вото [(x)<<M—1/A за всички X OT [a, b]. На пос

ледното противо-

речи на това, че M ес точна горна граница, Т. €. изй-малката от

цвсички гории граници на функцията f в сегмента [α,
 b].

Тъй KATO получихме проткворечие, направеното предположе-

нне, че точната горна граница не се достига, не 
е вярно. [}

Забележка 2. След като локазахме, че всяка непрекъс-
ната в сегмента (а, 5) функция достнга точиата си гориа и Tou-

ната (Η долна граница, можем да наречем точната
 Ггориа Ггранипа

M максималиа стойност, а точната долна граница
 т — минимална

стойност на фуикиията f в сегмента {a, b]. Теорема 
4.15 може Да

се формулнра и така: Веяка кнепрекъсната в сегмента [
a, b] функ-

ция [ има B този CCTMCHT максимална и минималка
 стойност.

Максималната стойност на функцията f Β сегмента |а, р) се
лзначава с:

max / (x) = тах f (x)
а хе 4]

=max (/ (х):а:5х 230) тах {f (x): x¢[a, 6}}.



ЛОКАЛНИ И ГЛОБАЛНИ СВОЙСТВА 173
-—_‘_—_-_-_-_-———l——_-———

-—_————

Аналогично 38 минималната стойност :

min f(x) = min f(x)
«1 xtla. 8]

= min{f(x): oSxgb}—min{f(x): Σ Ε [a. b]}.

Забележка 3. Функция, която не € непрекъсната в
 даден

сегмент, може да достигне в този сегмент TOUHAT? си TOPHA й точ-

ната си долна граница. Като пример може да се Β3Ὲ ΜῈ функцията ва

Днрихле D, чнито стойности са равни на нула 38 всички працяонал-

ни X и на елиница за всички рацнионални стойности на χ. Тази функ-
ния с прекъсната във нсяка точка на сегмента [0, 1]. Ὺ очевидно

достига в този сегмент точната CH горна граинца, равна на единица,.
н точната си долна граница, равна на пула

.

Забележка 4. Твърдението в теорема 4.19 ие € вя
рно, ако

0 във формулировката й заменим термниа „сегмент“ с термина
 ,Π|-

; тервал“ нли „полусегмент“.
Така функпията [(x)==x е непрекъсната в интервала (0, 1)

.Ъ или в полусегмента [0, 1), но не достига тачната си ropua Гра-
ница M - | B ΤΌΔΗ нитервал или полусегмент.

Трябва да добавим, че за QYHKUHA, която е непрекъсната в

интервал ΜΠῊ полусегмент, точните граници могат дори да не

. - съществуват, тъй като тя може да не € ограничена в тозн 
нитер-

вал нли полусе:мент (вж. забележка 1)

4.6.3. Понятие 38 равномерна непрекъснатост на функция. Нека.

ι функцията Г с дефинирана в множество (х), шсяка точка на което
е точка на сгъстяване 38 това множество. Примери за такова

множестнво са сегмент, интервал, полусегмент, подуправа, безкрай-
ната права и множеството на всички рационални чнела, принад-

лежащи на всяко от изброените по-горе множества.

Определение. Функцилта [ се нарича равномерно непрекъ
с-

ната в множеството {x), ако за 6CAKU положително
 числи к

| същестува такава положителни числои 8, че 88 всеки дае тончки «
и Х” om множеството {x}, за които |x'—x"| <&, е изпълнено нй-

равенството

(4.29) ()е () | <.

Забележка 1. Ако функцията [ € равномерно непрекъсната

Β множеството (х), TO тя е непрекъсната във всяка точка
 ху па

това множество. Наистина при х”--ху, получаваме определението

ἳι 38 непрекъснатост ΠῸ Коши в точката хХо.
1 Забележка 2. B определениета за равномерна непрекъсна-

|
тост е OCHOBHO изискването 38 всяко εοῦ да съществува YHHBEP-

сално 57>0, 38 което да е изпълнено неравенствота (4.29) за всяк
а
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ее
е

авойка точки x' и X" от множеството {x}, удовлетв
оряващи усла-

вието | &' --x"| <&
AKO HOMCKAME непрекъснатост на. функцията [ във BCAKA

-тачка Xy OT MHOMECTBOTO {x}, то за BCAKO e>0 π 38 всяка

точка Xp на множеството {x} cc гарантира съществуването на

„собстаено“ положително число . =3 (e, Xy), KOCTO завиен не само

OT &, .10 н OT ху и OCHTYDHBA верността на HEepABEHCTROTO f(x)
- } <& 38 всички х OT множеството (х), които удовлетворя-

ват условниесто |х--ха | < (Е, Χο). При това може H да не съще-

ствува положителна точна. долна. гранища на числата #4е, £,) ПО
всички TOSKH X, на множеството (х), T. е. равномерната непре-

къснатаст на функция пърху миожеството {x} не следва от He-

прекъснатостта на тази функция във всяка точка 
Xy от множе-

ството {Χ}.
Забележка 3. Ὅτ даденато определение 33 равномерна не-

HATOCT кепосредствено следва, че яко функциятяа Ге
 равно-

мерно непрекъснага върху множеството (х), τὸ тя е павномерцо

непрекъсната и върху всяко подмножество на множеството {x}.
Примерк :

1/х е рявпомерно непрекъсната върху по-
1. Функцията |(+Х)-

луправата x>-1. Наинстина за всеки Азе точки &' и х” ot тази

?ЛПЛУП[ЩПЛ е изпълцено

lf(xv}__f(xn}l — l /% __an l = I(_I"-—*I') / xfxn]

dl.‘f'-—fi" fo 3”-‘5 тхд-„дп,ь

прекъс

Ако 30 цсяко §>0 вземем 8--5, ще получим, че 38 нсе
ки две точки

X' и x" от полуправата (1, + oo}, удовлетворяващи условието | х"--
--х” |«< 8, е изпълнено неравенстаото |Е(х--(х")| =8&-e.

2. Функцията (х)-5ш 7! не е равномерно непрекъсината в

мнтервала (U, 1), въпреки 5е е непрекъсната във всяка точка на

интервала (0, 1). За да се убедим в това, е достатъчно да докажем,
че 33 HAKOE E>D и за произволно малко 5>( с

ъществува

поне едлна лвойка точки Х” н Х” от интервала (0, 1), за които

1 χ' -x"| <2 но |{{1πὸ}- Н() ε-
Да разгледаме ABe редици ΟΥ точки

щи на интервала (0, 1), с члекове хуе πη, Х

л-;]г 2! ‘31 =
Тези лве редици, а така U също и тяхната раз

крайно малки редици. Затова за всяко произволно малко
 5>0 съ-

жществува такъв комер A, че |, —x,"1<8 Заедно с това 538 всеки

номер п имаме

{x} н {χ Ἢ приналлежа-

“Ξε 1{(2=n τ 12)

{{ - (2. Ξ |5ἴπ ке (2zn—=/2) |= 1.
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Следователно 38 жв - 3 и произволно малко 57>0 съществува
двойка точки X, н X OT инитервала (0, 1), за xouro

|ке τ κ {{ τ | =1>e=1/2, .

а това означава, че разглежданата Qyukuus HC е разномерно He-

прекъсната в интервала (0, 1).
. Ще отбележим, че ако разгледаме същатафункция f(x) = sinx?

не в ннтервала (0, 1), а в нктервала (у, Г), където у е ΠΡΟῊΞ-

волно Ччисло от интервала(0, 1), праведените разсъждения вече

не са взлидни. По-нататък ще покажем, че тази функция е рав-

номерна непрекъсната в интервала (у, 1) за <у 7 7
“ 3. Функцията f(x)—x? не е равнамгрно непрекъспата върху

полуправата х-1|.

" Ще покажем, че не само 38 иякое e>0, а за всяко e>0 и
33 всяко произаослно малко 87>0 съществува такана дяойка точки

χ', x" or полуправата x:=1, 33 която [χ ́ -κ ́ «δ, но || (х”)
--(х")| ~e.
. 88 всяка двойка точки х”, х” от пколуправата «к:-1 имаме

(4.30) 1 - Ξ|α τ ΥὙἘ}-- | х | #а! |2>| хе К.
Фиксираме произволни e>0 н 87>0, вземаме за X' произволно

число, по-голямо OT сдиница н от 2e/3, и полагаме x"—x'+&/2,
За такива х” и x” е Иизпълнено неравенсттото |4”-4 |--8/2<#6,
От apyra страна, според (4.30) за същите ¥’ it ” ще бъде изпълнено

в церавенството

{{{πΆλἡ = [(xTM)] -- (872) (36/8)н-е.

Ако разглеждаме обаче функцията f(x) —x? не върху noJy-

превата (1, + =), а в произволен сегмент (1, b, където 07>1 с
| произволно число, проведените разсъждения иямат MACTO.

 ̓ Това ще стане ясно от следната OCHOBHA теорема:

Основна теорема 4.16 (теорема на Kanvop*). Ако функцията

" Ге непрекъсната в сегмента (а, 8), тя е рценомерно непрекъсната

ПО в тозЗи сегмент.

Доказате ляства. Да предголожим, че функцията Ге не-
преклсната в сегмента [¢, b], но не е равномерио нпспрекъсцата.

Тогага 1 naxoe e>0 и за произволно малко 3>0 съществуват

две такнва точки х” и х” от сегмента (а, #), че [x'—x"| <38, но
[f(x)—F(x") = ε. Да изберем безкрайно малка редица от положи-

телни числа Ba=1/n, n=1, 2, 3, - - - Можем да vBBpAHM, че за

| избраното €>0 и 38 всеки HOMEp п съществуват точки X, И X, OT

сегмента {a, b), 38 xouro¥

i “ Георг Kawrop — немски математик (1845 — 1918]..

:
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(4.31) [χὶ τ | < lin, но |f(x)) — Н() Ξ ε.

Тъй като {χ.} e редица OT точки HA CCIMCHTA la, b], тя e orpa-

ничена н съгласно Teopemara na Болцано — Вайерщрас (вж. след-

ствие 3 от теорема 3.16) от нея може да ссе избере сходяща под-

редница (х, ) {πτ-εὶ, 9 3, ...) Границата Е на тази подредице

(епоред следствие 2 от теорема 3.13) също принадлежи на сег-

мента [a, 5). {Inaom неравенство (4.31) показва, че съотвстната

гподредица {π;"} е също сходяща н има 33 граница точката #.

Понеже функунята / е непрекъсната във всяка точка 13 сег-

мента |а, b], тя е непрекъсната и в точката E*Ho тогава сгпоред

определенисто за непрекъснатост по Хайне двете подредици от

съответните стойности на функцията {{ (,τ;")} " {{ )) ca сходящи

¢ граница f(§), τ е. разликата с на тези подредиои

{({α|})- (fx;;)} ¢ безкрайно малка pumta. Това προτῆμο-

речи на дясното церавенстино (4.31), което ¢ изпълнено 33 всички

номера п и следователно и 33 всички пномера К.
Полученото противоречие показва, че нашето допускане не Ε

вярно. [}

Ще се върнем сега към разгледания пример 2 и ще покажем,

че функиията / (х)-:5 71 е равпомерно цешпрекъсната Β нитер-

пала (у, 1) при всяко у от нитервала (0, 1). Действително ΠΡῈ

всяко такова у функцията / (х)--5 47 е пепрекъсната в ссегмента

[τ. 1]. Следователно по теоремата на Кантор тя е равномерно 
не-

прекъсната н сегмента [y, 1|. Съгласно забележка 3 към опреде-

левието за равномериа непрекъспатост функцията [(χ]-τοῖπ χ ! е
равномерно непрекъсната н н интервала (y. 1), κοῆτο с noAMHO-

жество на cermeura [y, 1)
Teopemata на Кантор се формулира удобно чрез понятисто

осцилация Ha функция,
Нека функцията / е ограничена върху сегмента |с, 4]. Осци-

лация на фун:здша Ге сегмента (с, а| ще маричаме разлика-

та w=M—m между точната горна й точната долна границ
а на

функцията | ¢ тази сегмент.

За непрекъсната функция / в сегмента |с, а) осцилацията е

равна на разликата между максималната и микималната Ἦ стайност
в ΤΌΞΗ сегмент.

От теоремата на Kautop 4.16 непосредствено се получава сл
ед-

ното твърдение :

+ Ако Е съппада с един от кранщата на сегмента [, 5), код непрекъсн
атост

трябва да се разбира едкостраниа пепрекъсиатост.
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Следствие от теорема 4.16. Ако функцията Г е непрекасната

а сегмента [a, δ], то за всяко положително число E същестеува

такова положително число 3, че осцилацията на финкциаята f(x)
във всеки сегмент с дължина, по-мадлка от &, съдържащ се в cez-
мента (а, b, е по-малка om ε,

Забележка 4. Kato анализираме доказателствата на тео-

ремните 4.14 н 415 на Вайерщрас и 4.16 на Кантор, не е трудно
да забележим, че в тези три теореми DMeCTO сегмента (а, 5) може

да се вземе произволно множество (х), което Удовлетворява ус-
ловията: |) множеството (х) е ограничено; 2) множеството {x}

съдържа всичките си точкч на стъстяване (такова множество се

нарича Затвореко).

Множество (х), което удовлетворява посочените две условия,
ще нарничаме компактно множество WM компакт. Следователно

посочените три теоремн (лвете теореми на Вайерщрас н теоремата

на Кантор) ca в сила не само 38 функини, непрекъснати в сегмент,

HO и 38 функиции, непрекъснати върху произволен компакт.

4. Модул на непрекъснатост Ha функция, Нека фупкцията / е
дефиннрана н непрекъсната в някакво множество (х), всяка точка
на което с точка на сгъстяване.

Onpeaeaense. За всяко 82>0 модул на непрекъснатост на
функцията |(х) в множеството !х] ще наричаме точната гарна

граница на разликата ||(х!)--|(х")| по всички mouku χ' и х" om
множеството (х), за които |х!--х" | #.

Модулът на непрекъснатост на функунята / в множеството
(х) е прнето да се означава μ символа e(f; #), т. е.

(4.32) ω(: #)-5ир {{{{π ́}-- {χ}}: χ -ταῦ } τ & χ', х”6(х)).

T Ще отбележим две свойства на модула на нспрекъснатост
ч(/;#).

19, Модулът на непрекъснатост ш(/;65) е вицаги неотрица-
телен.

Това свойство следва непосредствено OT определепието за модул

на непрекъснатост(4.32).
20, Модулът на непрекъгснатост «(/; #) е ненамаляваща Функ-

ция на 5 върху пслуправата 67>0.
Действително при намаляване на # множеството, по което

се взема супремумът (4.32), се стеснява, а супремум върху Част

OT множество не надминава супремума върху цялатоа множество.

Примери :

Ще пресмстнем модулите на непрекъснатсст HA някои функани.

1. Ще сметнем модула на непрекъснатост на функцията / (х)--д2
в сегмента [0, 1).

12 Метемалически сналинз, Т ч.
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| ς Нека χ' u ¢ ca такива Ape произволни TOUKK OT сегмента
[U, 1], че |х/--х” | 3 където 0<8<1, Тогава очевидно χ' --ξξ χ"
τ χ τδ и получаваме

Ὑ -π-ῆ Ξ (е) (P = (P —( =B 28 χ' --δ'
«-28--ὃ",

(}r последното неравенство има
ме

o (f: 8)<зир {{{{π}-τ (7)) | х--а" | <5 х", ΠῈ {Χ}} Ξ-δ --.

От друга страна, като вземем =1 н x"=1-—-8
, получаваме

ЕА)е < 18 =202

Cacnosatenno «(/; ) - ш (x2:9) =255 23,

2, Ще сметисм модула Ha пепрекъснатост па Ф
-:5 п х7! в интервала (0, 1).

Тъй като

Ра) (x")] =] sin () а/х”)| = | sim (1/х1+ |sin(l 1х")22,
то « (/;5) τῷ 2.

От друга страна, като цземем ле безкрайно 
малкн редиця

{x]} н {x,} or точки B uurepsasa (0, 1) οὐ
 вида

x, = 1 (2rn + +/2), X = {{{2π n—=/2),

, за веяко δ»Ὁ можем Ла изберсм Ттакъв
"|<8, при което

уикцията f(x)

кълето n=1, 2.3, .«

намер R, че 0<x, <8 0<x, «Е н | x,—x,

[ (x))—F(x,))=sin (1/x,)—sin (Пу ) 2,

Оттук следва, че ω ̓ 5)е (51п χτ Ὶ; 5)--2,
3, Модулът 113 непргкъсватост 8 функцията f (x)=1/x винтер-

вала (0, 1) ¢ papeH на + 9.
ждаме само тези TOUKH

Фиксираме пръизволно 55>0 п разгле

o 1 х”, KOMTO удовлетворяват съотиношенията =9 =8,
така че |х/--х”|56. Очевидио

w(x b;3)zsup{lix'—18: «! <8} Ξ τ το,

Ще дзокажем едиа теарема, която свързва павноме
рната непре-

Бкъснатост на фуинкцията f върху миожеството
 fx} с модула на

пепрекъснатост па тази функция 
BRPXY 1

Теорема 4.17, 32 да бъдг функцията
 | ра -

«ата в множествато (х), е недбходими и дост
атъчна мойдулът й

Ги непрекъснатост ἰ : ) # това множгества да удоалетаорява
съотношениета

33 lime(f; #8) =0
a0
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Доказателство. Необходимост. Нека функсията f
 с pas-

номерио непрекъгната B множествота {x}. Трябва да се докаже,

че е излпълнено съотиошението (4.33), т. е. че за всяко
 >0 може

14 се намгри такова чнело 3, > 0, че 38 всяко 6, удовлетворяващо
условието 0<8<4, , 18 е изпълнено неравенството W (f; ὅ) (Ε.

Слоред определението за равномерна непрекъсн
атост за всяко

в>0 съще: таува такочза 3. >0, че за pCH'IKH х” χΠ 0T MHOKECTBOTO

{x}. за κοητὸ | x"— х" | < 3, ,е изпълнено неравенството | ()= (х”")
<&/2. Но това означава, че 33 всяко З ot ннтервала 0<LE<E,, е из-
пълнено неравенството

o(f38) = sup {{Π{π-- Ὕ #< |

Достатъчност. Нека е изпълнено съотношението (4.33), т. е.

за всяко e>0 съществува такова 3, >0, че за вся
ко б, удовлетворя“

ващо условието 0<8<8,.. дае изпълнено исравенството ш
 (/; ὅ) (Ε.

ΟἹ опредзеленнието на модул на непрекеснатаст
 следва, че 34

всички Х” и х” от множеството {x). 3 kouto |х/--х
”|585<65,. ¢

изпълисно неравенствота | (x') — (х”)| <& а TOBA означява, че

функцията [ е равномерно нвепрекъсната в множеството
 [Χ Π

Па-рано пресметнахме модулите на непрекъснатост на Три

фукнкцин: функцията χὮ в сегмецта [0, 1] н Ффункциите sinx—! ®
εἰχ в интервала (0, 1). "

Тъй като οἰχῆ; 8)-а28-#, w(sin —t:8)=2, w(l/x; 5) Ἐ 99, OT

теорема 4.17 следва, че функцията χθ е равномерно непрекъсната

в сегмента {0, 1), а фуикциите sinx—! и 1/x не са равномерио

4 непрекъгнати в нинтервала (0, 1).

<3, χ', x"e{x}}=se/2<e.

4.7. Понятието компактност на множество

47.1. Отворени и затворени множества. Hexka (х) е произволно

мвожества от рсалин числа.

Определение 1. Точката X на множествота (х) ве нарича

вътрешна точка 3u ΠΙΟΘῚ множестаий, ака съществува такова
положително чиса0 3, че 8-окодността на точкаита хд

а се съдържа
в множество (х). ножествота {Χὺ се нарича отворекно, ако

ътоешни тдчка 38 множеството
.

и мнежества са интервалите, отворсната

права и абединецието на няколко 
непре-

всака негова точка е в

Примери 33 отварея

полуправа, б-зкрайната

сичащи се пиетервала.

Определение 3. Множестаото (х) се нарича 
затворено, ако

негавота даолълнение (M. е. разликата (—=e,+ o)\ {x}) € отворено
мномеестнво.
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Определение 3'. Множеството (х) се нарича 3amsopeno, ακὸ

съдържа всцчкате си точки на сгъстяване.

Ще се убедим, че за произволни числови множества опреде-

денията 3 и 3" са еквивалентни.

1. Нека мкожествота {x} с допълиненне на отворено множество.

Ще докажем, че всяка точка на сгъстяване на това множество (х)

му принадлежи.

Наинстина, ако предположим, че точката на стъстяване х не

принадлежи на множеството (х), то х ще принадлежи на допъл-

ненинето на множеството (х), KOCTO с отворено множество. Но то-
гава х ще припадлежи HA това отворено мкожество заедно с ня-

коя своя #-0колност, т. е. някоя S-OKDAHOCT па точката х няма да

съдържа точки ΟἹ множеството {x}. Последното противоре«и на

това, че X е точка на сгъстяване 33 множеството (х).
2. Heka сега всяка точка па сгъстяване х на множеството (х)

принадлежи на това множество. Ще докажем, че множсеството

{x} ¢ допълнение на отворено мпожество, Нека х е произволна
точка OT допълнението на миожеството (х). Трябва да се докаже,

че в допълненнието се съдържа и някоя 8-околност на точката Χ.

Ако това не € така, TO всяка B-0KOANOCT на точката х ще

съдържа точки от мкожествота (х), T, ¢. точката х ше бъде
точка на сгъстяване 38 MHOMCCTBOTO #х) и по условие принадлежин

към него, което противоречи на това, че X е точка от допълне-

нието πῷ множестиото (х).

4.7.2. Покритие на множество със CHCTEMA OT отворени множества

Определение 1, е xassame, че системата (У, } от множества

S\, е покритие на множеството (х), ако всяко ат множествата

S. е отворендо и всяка точка х от множеството {x} принадлежи
на поне едно om множествата на системата (S, ).

Ще докажем две забележителни леми 38 пакритисе на MHO-
жество със системи OT OTBOPEHH множества,

Лема на Xafiue— Борел" за сегмент, От авсяко покритие на

сегмента (а, В) може да се избере крайна подсистема, която също

е покритие на този сегмент.

Доказателство, Ако системата {E,} е покритие на сег-

мента [a, b] и не с безкрайна, лемата е доказана. Нека системата

(5.) е покритие на cermenta (а, 5) не безкрайна.
Допускаме, че системата / =[a, b] не маже да се покрие от

Kpaen брой множества на системата {2, }. Ако разделим този сег-

мент наполовина, поне една ΟἹ двете му половини също не може

да се покрие с краен брой множества от снстемата {Z, Ῥ. Да озна-
чим тази полавина с Л. Разделяме /) наполовина и получаваме,

» Емна Борел — френски математик (1871--1956).
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|че поне едната OT двете половини на [, (означаваме я с [,) не

Гможе ла се покрие с краен брой множества от системата (I, |.
Продължавайки така, ще MOJYYHM система от включващи се

сегменти {{π}, всеки OT KOWTO не може да се MOKpHe с красн брой

миожества от системата {I, }. Дължината на A-THA сегмент Л. e
2--.та част от дължината на основния сегмент н клонн към нула

при П--са,

Съгласно следствието от теорема 3.15 (вж. 3.2.2) съществува,
и то сдинствена точка с, съдържаща се във всичкн сегменти /в.

Понеже тззи точка с се съзържа н в сегмента /--(а, b], то в систе-

мата {I,} има множество I,, което съдържа точката с. От това,
че множеството X, е отворено, следва съществуването на такова
¢>0, че 6-околността на точката ¢, Τ. е. ннтервалът (C—8, с4+-8),

също приналлежи на множеството X,
Тъй като всичкни сегменти /« съдържат точката с и дължината им

клони към нула ΠΡῊ п--со, можем да твърдим, че съществува

такъв номер πο. че ΠΡῊ M2y всички сегменти /я се съдържат B

интервала (-ὃ, c+3). .
Η това означава, че всеки сегмент /я ΠΡῊ A=, може да бъ-

де покрит само от множеството X, на сегмента {¥,}. Така стиг-
нахме 10 противоречие с това, че нито един от сегмевтите [, не
може 18 се покрие с красн брой множества ot системата (#.1).0

Ще докажем сега едно по-общо твърдение. .

Лема ὰ Хайне -- Борел 38 затворено ограничено множество.
От всяко покритие на затворено ограничено множество (х) може
да се избере крайна подсистема, съща образуваща покритие на

множеството {f}
. Доказателство. Нека {x} e затворено ограничено мно-

# жество, а {8, | τ система от отворени множества, образуваща по-

критне ца мнажеството {χ}.
Тъй като множеството (х) е ограничено, има сегмент [a, ὁ],

който го съдържа. OsuayasaMe със Σ отвореното множество, KO-

ето ¢ допълненние на затвареното множество {x}. Тогава обедине-
нието на систематя F..} с OTBOPEHOTO миножество Xy образува по-
критис на сегментя [a, b]. Според лемата на Хайне — Борел за

ссгмент от това покритие може да се избере крайна подсянстема,
образуваща покритие на сегмента [a, b).

Ако миожеството У;, влиза в тази крайна подсистема, като TO

изключимМм от HCH, ще получим крайна подсистема на системата

(Σ, }. образуваща покритие на множеството {x}.*
Ака множеството ; не влиза в крайната подсенстема, обра-

зуваща покритие на сегмента [a, b}, τὸ тазин крайна подеистема

e

« Множеството I; е допълнение към мпожествато (¥} B не сълържа нито

адпа точка OT множеството ([x}



182 HEMPEKBCHATOCT НА ФУНКЦИЯ

ще се състои от множества ¥, на системата {I,} я ше образува
крайно покритие на Ммножеството (X}, което се съдържа в сег-

мента [a, b]. O |

4.7.3. TIORATHETO KOMNAKTHOCT HA множество. Нека {x} e произволно
MHOMECTBO OT реалин числа.

Определение 1. Множесгтвото {x} се нарича кожпактно MHO-

жество (нли компакт), ако om всяка система, образуваща по-

критие на множеството {x}, може да се избере крайна подсистема,
която € също покритие на множеството {x}.

В забележка 4 на 6.3 беще дадено друго определение 38 ком-

пактно множество, Ще напомним неговата формулнровка,

Определение 1. Множеството (х) се нарича компактно, ако

е затаорена и пграничека.

Ще локажем, че за праизволни числови множсества определе-

ининята 1 и ( са еквивалентин.

1, Нека множеството (х) ¢ затворено и ограничено. Тогава от
демата на Xafine — Bopen следва, че от всяко покритие на мво-

жеството (х) може да се избере крайна подсистема, образуваща
покритие на множеството (х).

2. Нека множеството {x} е такова, че от BCAKO негово ΠῸ-

критие да може да се избере крайна подсистема, образуваща също

покритие на (х),
Ще докажем, че множествого {X} в затворено и ограничено,
Най-напред ше докажем затвореносттяа на миожеството {x}).

Достатъчно е κ се докаже, че допълцението О на множеството
{x} е отварено множество.

Нека у e произволиз точка от допълнениета ὥ. Трябва ла
се длокаже, че съществува #-0околност HE точката у, която се съ-

държа в допълнението D.
Нека х е произволиа точка па множествота {x}. Тъй като

x=£y, τὸ числото 8(х) е |х-у|/2 ¢ положително и Е(х)-околнас-

тите на точките X и у

не се пресичат.

Понеже системата ΟἹ отворени миожества (2; ) съответству-

вати на ΒΟΜΉΚΗ точки х ат множеството (х), аобразува покритие
на множеството {X}, TO от тази систсма може да се избере край-

3 подсистема Xy, Зуе е. Dy, Образуваща NOKPHTHE на MHO-

жествато {χ}. |
Означаваме ¢ ¥y, Члу ο Чу CHOTBOTHATR крайна подсие

нстема OT 8-околности Ha точката у. Най-малката ot тези ὅ- κ -
ности ще се съдържа във всички множества Wy, Wew τ х B

няма да има общи TOUKH !нито с едно OT множествата Xy, Зха

[ —i———
чннщ
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Ε Ε Σ.-π. Но тогава, тъй като полсистемата Σ , Хе - . ., 3., of-

pasyea покритне на множеството {X], посочената най-малка 8-окол-

ност на точката у няма 1@ сълържа точки OT миножеството {X},

т. е. изцяло ще сс сълържа в лопълиснисто [ 112 множеството ix ,
С това € доказано, че мнажеството D е отворено, и «следова-

телно множеството (х) е затворено,

Сега ще дакажем, че миожеството (х) е ограничено. Ако това

не е така, ще съществува релица (х.) OT точки на MHOMKECTBOTO

(х),удовлетворяващи условисто

| ха | > π, n=1, 2, 3, . . .

Тъй като тази релица няма крайна точка на сгъстиване, TO веяка

точка Xn има #-околнаст Х, . песълържаща други точки от реди-

цата {Iq}.
Очевилно, че OT CHCTEMATa отворени множества {X, "}, образу-

ваша NOKPHTHC на множеството от точки {ra), не може да се из-
бере крайна поленстема, образуваща покритие на всички точки (ха .

Тъй като множеството (х.)е полгмпожество на {x}, To няма
да може н от всяка система отворсни множества, образуващи по-

KPHTHC на множеството {x{_:I да се избере крайна nojcIK TOMa, по-

криваща множеството (х). Полученото противоречие доказва orpa-

ничеността на множеството (х),

4.8. Горна и долна функция на Bep*

Нека в сегмента [o, 6) е дефинирана функпиията /, която npuema
както крайни, така и безкрайни стойнасти.

Избирамс пронизвална точка ху от сегмецнта (а, А) и произволно

положителио чнело # и означаваме ¢ πῷ (х,) Η M,y (Xy) съответно
точиата долна н точната горна граница функцията / в мниожсеството
OT тези тачки на сегмента [g, b], конто приналлежат на интервала

(xo—8, xp+£), т. е. полагаме

my (xg)=Inf {f(x):x€[a, #), ха--6<х<х+4),

My (xp)=sup{f(x):x¢la, b], xp—8<x<xy+38).

Очевилна, че за всяко 250

(4.34) та (хо) = [ (xa)=2 Ма (хад.

Ако положителнотоа чнело 5 намалява, то та(х,) 5 намаляРка

а M; (х,) не нараства. Затова ChUICCTBYBAT гранипите

т (х) = Ξἓ та (κοὶ, Μ (Χυ}πὶᾗ Ма (хо),

* P. Β ̓ — фрекнски математик (1874 — 1932).
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; при това OMEBHAHO са изпълнени неравенствата

ἆ my (х( х) < F () S M (хо)5 Ma (х).
Onpeaeaenne 1. Функуиите M и т се наричат съответно горна

и долна функция на Бер за функцията f.
Теорема. Нека функцията | е крайна (т. с. приема крайна

стойност) в точката хо. Тогава, за да бъде функцията § непре-
късната в точката х.у, е необходимо и дастатъчно дае изпълнеко
равенството

M (хо)-- п (x,).
Доказателство, 1. HeoGrodumocm. Нека функцията /

е непрекъсната в точката х. Избираме произволно e>0 и нами-
раме такова 5>0, че |f(x) —f(x})| <& при |х--хо|<8. С apyru
думи, ако X€(x9—8&, χρ Ἐ δ), то

Нха)-- #< Нх)< f(xp) Ἐ ε.
Но оттук следва, че

f (%) — & 5 т (хо)5 My (ха)5 / (ха)+Е

на функцията f в интервала (x,—3, хо+#)),
Следователно

ι ъ(т--ьй като my (J?) и M, (хо) са точната долна н точната гориа граняца

|
f(x0)—2sm(x,} M (χυ) } (χο) 8.

Or последните неравенства поради произволиия избор на ε»ῦ
получаваме

M (xg)==m (хо)<- (ха).
2. Даостатъчност. Ако М(х)-т(хо), то очевидно М ( хо)

-т (хо)-- (хо) и общата стойност ня Ффункцните на Бер в точ-
ката X, Ὁ крайна.

Избираме пронзволно «>>0 и вземаме takoma 5>0, че

т (Xo) ~e<my (хо) т (хо), M (¥o)SMa (хо)<М (хо)+ ε.
Тези неравенства показват, че

’(κο}-'ε'ζὓῃ (Ifl)r Μἆ (xfl)'::, (Χῃ)"ἰ“!.

Аха точката х принадлежи Ha (x,—3, Xo+8), TO, KAKTO RH-
дяхме, CTORHOCTTA [(x) лежи мгяу ma(xy) и M, (ха). Затова, axo
X принадлежи на (ха--5, xy1-3), то

f(xo)—s<f(x)< (xy)+e.
]C APYTH думи, за всички х OT [a, b), за конто |x—x,|<<8, е из-
пълнено нераненството |Дх)--/(хо)| «Е, т. е. функиията /е π6-
прекъсната в точката X, [
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|

Забеле жка. 32 дефинициокнна област на функцията / вместо
| Д сегмента (а. b] може да се вземе произволна MUDMKECTBO (х), 38
„ Цкоето точката X, е TOYKA на сгъстяване,

" Определенние 2. Функцията Ε, дефинирана в сегменти (а, b),
се нарича полунепрекъсната отгоре (отдолу) в точкита X, om
οὐέμεμπια |а, δ], axo*

П Р(х)е ( (lim f(x) =F (х0)).
iy ет

В това опрегделение не се предполага крайност на функиция-
. Ητᾶ #(х) вито в точката X,;, нито в APVIHTE точки OT сегмента [a, b].

По-специално функцията f(x) e полунепрекъсната отгоре (отдолу)
BLB всяка точка X, Където

' [(χο)τα ῖ (χο) [f (xo)=m(x,)].
Ако функцията f(x) e непрекъсната в точката χὺ, TQ тя е и

полунепрекъсната н отгоре, н отдолу в тази точка. Обратно, ако
функцията е крайна в точката X, н полуцепрекъсната както oT-
fope, така н отдолу B точката X,, тя с пепрекъсната в тази точка..

Тезн твърденция са друга формулировка на твърденията, съдър-
жащи се в доказаната по-рано теорема за горната и долната
функция на Бер.

| “ За всяка peanua (х.) or стайности M3 арлгумента, различни OT &5, хоято
Ц клони към хо разглеждаче limf(x,). Най-голямата ог Штп / (х.) озиачаваме с

" By а

а #(х). Аналогично се определя limf (). Папример
ἰ ἤ ς ааа

|
|

limsinx—t=1|, limsinx-! = —1,
£ а! r-;u

lim(x2simy Y= + 20, lim (x—2 sin £—1) =—o00.
A=} д-+0



5. Диференциално смятане

B тази глава ще OLAAT въведени основините понятия праизволна it

лиференциал на Функция. Ще установим основните правила 58

диферснциране и ще пресметнем произпводните на всички OCHOBHA

елемснтарни Ффункцин. В края на глявата ще бъдат разглелани

производни н диференциали от по-висок пед н въпросът 38 дифе-

ренциране на фунхции, зададени параметрично.

5.1. Понятие за производна

5.1.1. Нарастване на функция. Диференчиа форма на условието

за непрекъснатост. Да разгледаме фупкцията [, дефинирана в ин-
тервала (а, b).* Нека х ¢ произволиа чочка от интервала (а, #), а

Ах с произволио числа, толкова малко, че числото Х--А х също

да принадлежи пна нитервала (v, b). Чиелото Ах ще наричамс на-

растване на аргумента,

Нарастване на функцията | в тичката Χ, ипгаварящо на

нарастването на аргумента A X, ще наричаме числота

(5.1) А (Х)-- Х +А х)- НХ)

Така за функцията y=Sin х параствапета i в точката X, отгогаря-

o ка парастването на aprymcHra А х, с

(5.2) Asinx=sin(x+Ax)—sinx=-2cos(x+A4 x/2)sin (4 x/2).

B сила с следното твърдение :

Зи да бъде ,рункцията [ непрекъсната в точката Χ, ὃ непбе
ходимо и дастатъчнаи нарастването А|(х) на тази функция в точ-

ката х, отговарящо на нарастване на аргумента А х, да бъде без-

крайно малко при Ах-»0.

* За дефинипионка област на фушкиията вместо пнтервала (g, 6) маже A2
се вземе всяко гъсто н Себе си мпожество {x}.



i
Щ
I

Г а

[|m

1 )
W

ἰιι!.! ιι͵| HI ж .

ο ! i

e СИИ Ра ς gy e BT Ве Σ . ἢ ὐ

ПОНЯТИЕ 34 ΠΡΟΗΞΒΟΛΠΗ͂Α 187

Действително според опрелелението за непрекъсиатост на
функцията / в точката х трябна ла имаме

(5.3) lim f(x+Ax)=f(0).
4 х

Съгласнао 3.4.4 съществуването Ha гракицата (5.3) ¢ CKBHBAICHTHO
на това, че PyukumaTa |/(х-Ах)-/(х)) на аргумента Ax ¢ без-
крайно малка при Ах --().

Доказаното твърдение позволява условието 38 непрекъснатост

на функцията [ н точкатза X да се изкаже в сдедната ма:
Функцията [ e нгпрекъсната в точката X, ако нарастването Xflx)
на този функция в точката X, отговарящо на нарастване на ар-

гумента Ах, е безкрийно мадко при Ax — 0, т. ¢. ако

(5.4 ..'ζ"...ἶο [F(x+A x)—f(x)]=0.

Yeacsuema (5.4) ще наричаме диференчна форма на условие-
Mo за непрекъснатост NG функцията/ й таочката x, Топа условие
-внееднократно ще използвамсе по-нататък.

С помощта на уславието (5.4) още веднъж ще се убедим, че:

. sinx e непрекъсната във нсяка точка х от безкрайната

Нанстина от (5.2), от Услопието |се5(х ἘΔ х/2)|5 Г н от
lim sin(A х/2)--0 непосредствено следва, че lim Af(x)=0.
4 540 4 x40

Определенне на производна. Нека функцията )е дефинирана.
(а, &), х фиксирана товка от този интервал и Ах с

, | наьаргунента, 8 косто X+AX припадлежи също на

„ смятаме, че Χ 0, и ще разглеламе в избраната точка х

стиото на функцията / в тази точка и съотистното NAPACTBAME

аргумента Ах:

ЕА ()
ix

Частнато (3.3) ще наричаме диференяно частно (B дадената
τ x). Тъй като х е фиксирано, лиференчнота частна (5.5) e

. Η аргумента А х. Тази функция е дефинирана 51 всички
й на аргумента Ах OT инякоя достатъчно малка S-OKOJHOCT

| Ax—0 с изключение na точката А x=0, 1. е. дефини-
. е навсякъде в достатъчно малка прободена 6б-окалност на

А х--0. Това ни дава право да разглеждамс нъпраса 38

на граница на тази фувкция при Ax —0 (Ажх--0).

К 1. Производна на функцията { 6 дадена точка
€2 нарича границата на диференчното частна (5.5) при Ax — 0O

| условие, че тази гракица съществува).
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Производната на функцията [ в дадена точка х ще означаваме
8 символа Г (х).

И така по определсние

4 х--0 Ax

Axo функцията HMa пронзводна във BCAKA точка х Ππ8 WHTEp-

вала (а, 6), то тази производна ще бъде също функция на аргу-

мента Χ, дефинирана в ннтервала (а, δ).
Примери:

1. f{x)—=C=const, Очевидно производната Г (х) на тази функ-

ция е THKICCTBCHO равна на нула, тъй като нарастването на функ-
днята А (х)-- (х+А x)—f(x) ¢ равно на нула 32 всяко X и всяко А χ.

2. f(x)=x. За тази функция диференчиото частно (5.5) е

(x-;-as__x)—x __Ax

Ax ἀκ "

Оттук следва, че произподната на TasH функция е равкна на

единица във нсяка точка х от безкрайната права.

Напълно аналогично на понятията дДдясна и лява граница на

«функция в Дадена точка се въвеждат попятията дясна и лява

производна на функцията / в дадена точка x,

Определение 2. Дясна (лява) производна на функцията
# в дадена точка х се нарича Одясната (лявата) граница на дифе-

ренчното частно (5,5) в точката A x=0 (при условие, че тази
2раница същестаува).

За азначаване на дясната (лявата) пронзводна на функцият /
B точката х ссе използва символът / (x+0) (/(х-0)).

Or съпоставянето на определенията | и 2 н от свойството на

дясна и лява граница на функиия, установено в 3.4,2, следват
твърденията:

1) Ако функцията [ uma в точката х производна Г|(х), то
тази функция има в тонката х както дясна, така и лява npous-

δοῦμα и (х+0)-- / (х--0)-- Г («х).

2) Ако функцията / има в mowkama х дясна и лява производ-
на и UKD тези производни са равни помежду cu, mo функцаята |
ижа в точката х производна Г (.τἔ и Р (x)=F (х4+0)- / (х--0).

B допълнение па твърденние 2) ще отбележим, че ако ᾧνηκ-
цията [ има дясна и лява производна в точката X, πὸ тези про-

изводни не са равин помежду си, ΤΌ функцията ияма производна

в точката χ. Иначе ще получим противоречие с твърдение ).
Пример за такава функция е

х при x=0,

f(-x)-‘lxl:‘{ —x при x<0.
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Тази функция има в точката x=0 дясна произволна, равна на
|

| Hm (Ax/Ax)=1, н лява производна, равна на lim ((—A x)/A x)=—1,.
420 4 0] HO няма пранзводна в точката х--0,

| 5.1.3. Геометричен смисъл на произволната. Да разгледаме графи-
. ката )нз. функцанята f, дефинирана и не прекъсната в интервала

(а, b).

Избираме произволна точка х от интервала (а, #) Η даваме-
варастване А х-О0О на аргумснта Χ, талкоРва малко, Че числото! | ΧΈΔΧ да принадлежи също на интервала (@, #). Нека M п Р са

, ΤΌΜΚΗ от графиката на функцията f с абсциси, съотевстно равни
на х н х-+-Ах (вж. фиг. 5.1). Точкигте M и P ще нмат очевидно
координатн

M(x, f(x)), P(x+Ax. f(x+Ax))

|

Правата, Munasama през точките M н Р от графиката на функ-
цията /, ше наричаме секуща. Понсже точката M е фиксирана, то

“ сътълът, който всяка секуша MP сключва с сста Ох, ¢ функция
B2 зргумента Ах (тъй като стейнастта на A X еднозначно определя.
Π точката P от графиката на функцията /). Ще означим ъгъла междуl секущата MP и ocra Ox със снмвола #(А x).

r Определение. Axo същестаува гранично полажение на секуща«
та MP, когато точката P клони към точката M по графикатаἱ на функцията (т. е. когато А x—0), та mesa граначко полажеΙ ние се наричи допирателна KoM графиката Ha функцията [ в

1 точката M om тази графика.
) От това определение следва, че за 18 съществува допнрателна

към графиката на функцията / в точката M, е достатъчно да съ-
ществува ΓΡΒΗΜΗΒΤΆ ΙἰΞι“ φίΑ x)=q, при това тази гракица Ф, C

F ¥

равна HA ъгълда, KOATO допирателната сключва с оста Ох.
Ще докажем следното твърдение ;

| Axo функцията | uma в dadena mouxa х npouzeodna, mo съ-
| Wecmeysa допирателна към графиката на функцията [ в точката
ἕ M(x, [(x)) и ъгловият косфициент на тази допнирателна (т. е.

тангенсът на ъгъла, който тя сключва с оста Ox) e ранен на про-} изводната Г (χ).
Ὶ Спускаме от точките A и P перпенликуляри към абсцисната

| ὃς (вж. фиг. 5.1), Прекарваме права през точката M, успореднаЪ на абсцнисната ос, и означаваме с N точката на пресичане на тази
права с перпендаикуляра, спуснят от Р към абсинсната ос. ΟἹ три-

h ъгълника MNP имаме

е( х) 5 9 ὍΞ 76 +

ς (5.6) F(Axj=arctg (Av/Ax).



Фиг. 5.1

Ще се убедим, че съществува граница на дясната (а следователно

st на лявата) страна на (5.6) при Ах-.0. Дейстинтелно от съще-

ствуването на производната Г (х) следва съществуването на грани-
цата !Етп(д!(х)ш х)-- Ρ (x). Оттук и OT непрекъсцатостта 1A функ-

4 х

цинята аге и за всички й следва, че съществува граннцата на

дясната страна на (5,6) и тя ¢ равна на вагс ( " (κ).
И така доказахме, че съществува границата

lim o (A x)=arctgf’ (x).lim φί )  ́ (x)

Ho това означава, че съществува гранично положение на секу-

щите, т. е. съществува Ддопирателната към графиката на фупнкция-

та н точката М(х, (X)) И ъгълът фа Ммежду тази допирателна Η

оста Ох е равен на фу--агс 18 Г (х). Следователна ътловият KOC-

фициент иа тази допирателна tg @ С равен на Г.(х). С това твърде-

HHETO е доказацо,

5.2. Понятие за диференцируемост
на функция

5.2.1. Определение за диференцирусмост на функция. Пека фушк
”

цията [ e дефиинирана в интервала (4, b), хе произволно число

ΟἹ този интервал, Ах е такова нарзстване на аргумента, че X τὰχ.
принадлежи също на интервала (&, b н Ц(х.НА х)--(х) с нараст-

ването на функцията в точката X, отговарящо на H2paCTBaHe Hd
аргумсенга А Χ,

Определение. Функцията Г ¢ наоича диференцируема ¢
точката х, ако нарастаането Af (x) на тази функцая а точка“
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та X, отгаваряащо ὰ нараетването на арпгумента Ах, мозжее
да се представи във вида

(5.7) Af(x)=A.dx+2(Adx).Ax,

хкъдето A e число, независещо от Ax, α «(А х) е функция на
аргумента А х, безкрайно малка в тачката А х--0,

В точката А х--0 функцията «(А х) се неопределена и можем
да й припишем в тази точка произволна стойност. За в бълеще
ще бъле γιούηο за считамг а(0)--0. Така функицията а ще бъде
непрекъсната в точката А х-1) и равспството (5.7) може да се
разиространи н за стойността А χ -τῦ.

Забележка. Второто събирасмо в дясната страна на (5.7)
а (Аах).Ах може да се запите във вида ὁ(ἁ х)“. Наинстиина, тъй
като и двете функции «--а(А х) н Ax са безкрайно малкни в точ-
ката Ах, то н произведенцието им е безкрайно малка функция B
точката А х--0 от по-висок ред, отколкото Ax цвж. 3.4.5). Тогава
(5.7) Momc да се запише във ΠΗΠἅ

а (х)-ДАх+о(а х).
Ще докажем следното твърдение :

Теорема 5.1, За да бъде функцията | диференцируема в moy-
ката х, е необходимо и даостатъчна тя да има в тази точка
крайна производна Г (х).

Доказателство. 1. Необходимост. Нека фуцкцията [ е
дифереццируема в точката X, т. е. нарастването й A f(x) в тази
точка, отговаряща на нарастване на аргумента A X, е представимо
във вида (5.7). Като разделим (5.7) Η А х (приемаме, че Δ x==0),
получяваме

(5.8) Af(x)VAx=A+a(Ax).

. Дясната (еледонателно и лявата) crpana на (5.8) има грацица, рав-
na на A, в тачката Ax—0. Остава да отбележим, че грапицата
при Ах — 0 на лявата страна на (5.8) (B случай че тя съществува)
по определение с равна на произволната ( (х).

И така доказахма, че ако за функцията f e в сила предста-
ввъ;,вш (5;1?). ΤΌ тази QYUKUHR има в точката х производна Г (х)
я Г (х)-А.

2. Достатъчнест. Tlexa съществуна крайна производна / (х),
T. е. съществува крайната граница

45.9) lim 19 х)
акю З /

Af{xДа означим със символа 2 (A х) разликхата ; х, - (х) T. е.
A2 положим

* Ще напомиим, че сямнолъг й (A х) азначаваз безкрайно малка фупкиия OT
по-вясОк ред 07 Аж в точката А x=0),
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(5.10) o (A х)-2/ μ ο
Ax

Or съществуването HA TPAHHUATA (5.9) следва, че функцият2а
а(Ах), определена OF (5.10), има гракица ΠΡῊ Ax—0, равва
ἨΔ нула.

то умножим съотношението (5.10) ¢ A x, ще получим пред-

CTaBAHETO

M(x)sf‘(x),,hx—}—amx).fix.

KOeTO съвпада с представянето (5.7) при A=F(x). Π
С това е доказано, че от съществуването Η крайна пронз-

водна Я (х) следна диференцирусмостта на функцията f в точката
Χ, при това в условието за диференцируемост (5.7) числото A

 съв
пада с Р(х).

Доказаната теорема позволява да отъждествяваме дифсренци-
руе мост на функция в дадена точка със съществуване н

а произ-

водна 18 тазн функция в тази точка.

Операцията намиране на пронзводна ще наричиме Одиферен-
циране.

5.2.2. Диференцируемост и непрекъснатост.

HOTO твърдение :

Теорема 5.2. Ако функцилта [ e диферснцируема в дадена
точка х, тя е непрекъсната в тази точка

.
Доказателство. Тъй като фуикцията | е диференцируесма

в точката Χ, TO 33 нарастването й A f(x) в тази точка е налидно

представянето (5.7), от което следва, че “Шп Af(x)=0, а това 03-
ἤ κ

начава, че функцията [ ¢ иепрекъсната Β точката х (според дифе
-

ренчната форма на условието 32 непрекъснатаст (5.4). O
Ще отбележим, че обратнота THHPREUKE на теорема 5.2 не е

вярно, т. е. от непрекъсиатастта на функцията Я в да
дена точка

х не следва диференцируемоастта й в тази тачк
а.

За пример може да служи функцията у |« )|, която е очевид-

но HCNPEKDHCHATA в точката х--0, но няма в тази точка 
производна.

Ще отбележим, че съществуват функцими, непрекъснати във

всяка точка на даден иннтервал, 10 нямащи пронзводна HWTO в една
точка на този интервал. (Първият пример за такава функцня е

бил построен от Вайерщрас. Един пример на Takapd функшиия е

даден в допълнението към глава 10.}

Лесно се доказва след-

Разглеждаме функ”

иията f, диференцируема в дадена точка Χ, Нараствансто А ()
на такава функция в точката х може да се представи във вилда (5.7).

Ще отбележим, че инарастването (5.7) е cyma от две събираевми.
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първото от кснто А.Ахе линейно относно Ах, а второто «(Ах).Ах
в точката A x=0 е безкрайно малка функция OT по-висок ред, оте
колкото Ах.

Ако числото A, равно съгласно теорема 5.1 на производната
Г (х), е различно от нула, то първото събирасмо AAx—f (х)Ах
представлява главяата част на парастването A f(x) na диферен-

uupyemara функция /. Тази главна част на нарастването е линей-
на хомотенна функиня на аргумента” Ax и се парича

й дОиференциал на функцията f.
В случай че А-- (х)--(0, диференцналът на функцията се прне-

ΜῈ равен на нула 00 определенне.

.# И така диференциналът на функцията / в далена точка ¥, от-
говарящ на нарастване на аргумента Ах, се означава със CHM-

:] вола df н

| i (5.11) 4[-- (Х)Ах.
Когато Г (х)4+0, това число представлява главната Част на

| нарастването на функцията [, която е линейна и XOMOICHHA OT-
' носио нарастрането на аргумента А χ.

" Веднага ще отбележим, че диференцналът df и парастването
Af на функ ,ията / в дадсна точка, отговарящи LB едно и също
нарастване на аргумента Ах, изобщо не са равин помежду си. To-

| ва лесно се вижда OT графиката на f (вж. фиг. 5.2), Hexa M н Р
П €3 тачки от графиката на функинята [, отговарящи съотостно ня

1 аргумента х и х+А х, MS е допирателната към графиката в точката M,

МА | Ох, ХР || Оу, Ο е пресечната точка на допирателната MS с
правата PN. Тогава нарастазнето Af на функцията / в точката «,

! отговарящо на нарастване на аргумента Алх, е очевидно ранно HA
р Лължината на отсечката AP, а дифсренциалът df на фуйкцията в

- точката Χ, отговарящ на същото нарастване на аргумента Ах, е
равен на дължината на отсечката NQ. (Тава непосредствено следнва
от формула (5.11) н от факта, че Β правоъгълния триъгълник МОЛ
отсечката MN e равна на Ах, а тангенсът па ъгъла QMN е равен

Q' на ['(x).) Ясно e, че дължиините на отсечките NP и NQ B общия
I случай €3 различни.

| ἆ Много yno6no е да се въведе и панятието диференциал на
| аргумента x, но трябва да се различават двата случая: 1) когато

1 @PTYMEHTBT X е независима променлива, и 2) когато аргументът х

: е диференцируема ΦΝΉΚΙΕΙΞ ет вила Y=g () на иякоя нова ΠΡΌΜΘΙ-
: лива [, която межем га считаме независима.
] Ще се yropopnM B cayuas, когато аргументът х е He3aBHCHMA
w прсменлива, да отъждествякРаме лиференциала Ha TOSH BPrYMCHT 4х

!

* Ще напомним. че ΔΉΡΕΡΕΘ Фупкпия на зргумента £ се нарича фупкция
| ΟἹ вида y=At+-B, къдсто А н B τ когстанти. B случей че Beel, липейната

QYHKUHE се нарича хомогенна,

13 Математически зизлиз, Г ч.
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с нарастването“” му Ах, т. 6, ще считаме, че dx =Ax. Като след-
CTBHC на тази уговорка равенство (5.11) при:ма BHAS

(5.12) а/- | (х).ах.

По такъв кначин в случая, когато аргументът х C HE3aDHCHMA про-
ненлнва.гзв диференциала ца фупнкцията f е валидно представя-
нето (5.12).

Г([а-на?гатък в 5.3.3 ще докажгм, че представянето (5.12) има
уннверсален характер и е валицио? и в случая, когато аргумгнтът

X не € независима променлива, а е :дифгр:нцируема Ффункцния от
вида x=¢(f) на някоя независима промгнлива Е (B този случай
във формулата (5.12) dx не трябва Да се смята равно ца А х, тъй
като OT казаното по-горг uMame #х-/ () 4.)

5.3. Диференциране Ha сложна функция

и обратна функция

5.3.1. Диференциране на сложна функция. Ще установим правило

за намиране производната на сложна функция у-- (е ()) в точката
Е пря условие, че са известни производните на съставящите я

функцин @ и съответна в точките # Η х--ф().
Теорема 5.3. Нека функцията фе диференциругма в точката

ἐ, а функцията Ге дафгренциругма в съотвгтната точка х--ф.(Е).

Тогава сложната функция #(4(4)) е длфгргнциругма в точката #

и праизводната й в тази точка е

(5.13) {{{φ(}}}}" Р (х).# (ἢ : Ξ Ρ (φ (ἢ) φ' (ἢ.

+ Тази уговорка се съгласува с рзаг ангто на незавясимата променлива
х жато функция οτ внида / (Х)е4, за каято / (х). а хлаА х, T. ¢. dx=AX,
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/ Доказате лство. Да дадсм на аргумента на функцията ф
в дадена точка #Е произволно, различно ΟἹ нула парастване А . На

това нарастване отговаря нарастването Ax = @(f+Af)— () на

функцията х = @(f), при това нарастването Ах може да бъде

H нула.

1 На нарастването А х отговаря нарастване А f=f(x+A x)—f(x)
| на функцията f в съответната точка х--Фф(). Тъй като функцията

[ по условне е диференцируема в точката х--Ф(6), то нарастването
й Δ, в тази точка може да CC прелставн във вида

(5.14) А Г-- (χ). Ах+а«(Ах).Ах,

където а (A х) клони към нула при Ах — 0,
Ще попчертаем, че както беше казано в 5.2.1, продставянето

(5.14) е в синла н при Ах-0.
Разделяме (5.14) на А й0 и получаваме

(5.15) м Р (х) ЕЕ +a(an. 2.

: " Ще докажем, че дясната (следователноа Η лявата) страна Ha
ц 15) инма граница при ἃ ἐ --Ὁ, ргвна на дясната страна на (5.13).

F§' това ще бълат доказани диференцируемостта Ha сложната функ-
л ΠΗ Ὴ формула (5.13) за нейната производна.,

i Or диференцируемостта Ha функцията x—g¢(f) B точката ¢

й следва, че частното А х/АЕ uma rpapnua при Af— 0, равна на #(4).

Остава 18 се докаже, че функцията а (А х) при Af—0 клони към
Ayaa, KOCTO непосредствено следва от ToBA, че a(Ax)—0 при

] Ax—0 иче Ах--0 при At—0, въз основа на дифсренчиата
форма на условията 38 непрекъснатост на диференцируемата B точ-
ката ἐ функция х--ф(). И така цялата дясна страна на (5.15)

има граница при Af—0 и тази граница е равна на дясната страна
ἨΔ (5.13). Теоремата е доказана.

Забележка |. Теорема 5.3 н съдържащото се в нея пра-

вала 33 пресмятане на проинзводна на сложна функция могат да

се пренесат последователно 38 сложни функции, KOHTO са супер-

NO3HIHH на TPH Η повече функции. Така за сложиа функция,

която е суперпознция на TpH функцин F(f(p(f))), правилото за

. - дяференциране има вида

| ι (5.16) {Ε {[(φ (ἢ}}} Ξ ' ({{φ(8}). f (@) φ' (ἢ,
1 Ν

L при Koeto формулата (5.16) е валидна, ако функцнията ф e дифе-
Гь PeHuHpyeMa в точката f, функцията [ е дифсренцируема в съответ-

ната точка ¢(f), а функцията Е (μ) e диференцируема в съответна-
ПО та точка ((Ф(4)).



196 ЛИФЕРЕНЦИАЛНО СМЯТАНЕ
&.——_

_—._“
_—__.

—

5.3.2. Диференциране на обратна функция

Теорема 5.4. Нека функцията Г расте (камалява) и ¢ непре-

късната в някоя околност на тонката χ. Нека осаен това тази

функция е даференцируема в точката х и прлоизводната й ['(x) е
различна от нула. Тогава в RAKOR окояност на съпответната

точка у--|(х)е дефинирана функцията Xx= Е (»), обратна на
функцията |, която е Одиференцируема a точката y—f(x) и за
производната й @ точката у е валидна формулата

(5.17) { () = ИЕ (x).
Доказателство. Понеже функцията f ¢ строго монотопнва

и непрекъсната в пякоя околност на точката X, то според TE
OPE-

ма 4.5 (вж. 4.2) обратната й функция [~ е дсфинирана, строго

монотонна и непрекъсната в някоя околност 18 съотестната
 точка

у- (х).
Даваме ΜὮ аргумента на обратната функция в точката у про-

изполно, достатъчио малко и различно от нула парастване

Ау. На това napactpane Ау отговаря нарастване na обратната

функиня А х-)|-(У+Ау)-/- (у) в съответната точка у (х),
KOCTO поради строгата мопотанност 18 функцията с различцо

от нула.

Товя кни дава право да иатишием следното тъждество”:

(5.18) А Х/А y=1/(A γὶ Δ x).

Нека cera B тъждеството (5.18) нарастнането Ау клони към

нула. Тогава съгласио Диференчиата форма на условинето 33 Μ6

прекъснатост на обратната функция x= [“" ( у) в съоптветната точка

y=F(x) нараствзието на тази функция Ах ще клони също към

нула. Ще се убедим, че в този случай съществува граница на

лясната страна па (5.18), равна на дясната страна на (5.17). С
това ще бъле доказано, че същата грашища има и лявата страна

на (5.18), т. e, че обратната функция цма произволна в съответ-

ната точка y—f(x) и 38 тази производна е вярно равенството (5.17).
И така, за да завършим Доказателстваото на теоремата, остава

да се убедим, че дясната страна на (5.18) има граница при Ax—0,
равна Ha 1/f'(x), XBACTO х е дадената точка.

Тъй като χξ τ ( }y().

+Ау), т. е. yrAy=F(x+Ax) н Ay—f{x+8x)—y=flx+3x)—/(x)
Оттук следва, че дясната страна на (5.18) може да бъде за-

пясана във вида

иА y/A )1 (С)

Ж

" % Това тъждество може да се напише за всекн дее чиела ау н Δ X,

ни от нула.

Ах- РЧ у-аАу)--|-Ч у) тох+ах- Цу

различе

Е яя ка и



..

.

От послелиното равенство съгласно определеннето за производна
F (x) и предположението ['(x)==0 Beanara следва, че границата
на лясната страна 8 (5.18) съществува пря Ах--0 не равна 8

Δ|Ἐ (х), Теоремата с дзоказана.

Примери за приложение на доказаната теорема ще бъдат да-
дени в следващия параграф.

Доказаната теорема има просто геометрично тълкувансе, Нека
M е точка от графиката на фуккцията y— f(x), отговаряща на
дадена стойност на аргумента х (вж. фиг. 5,3), Тогава пчевидно
производната Г (х) е равна на тацгенса на ъгъла %, който допн-
рателната в точката Μ сключва с оста Ох, а производната μ
обратната функиия (/7( у)г; B съответната точка у-|(х) ¢ paBua

;г на тангенса на ъгъла В, KOHTO тазн допирателна сключва с ocrd

, Oy. Тъй като сумата на ъглите « Η В е равна на «х/2, то форму“
. aara (5.17) изразява очевидния факт: Тя В-1|/(ка при α-ι-β“πἱξ.

δ.3.3. Инвариантност на формата на първия диференциал. B5.2.3
се убелихме, че KOIATO аргументът х Ha диференцируемата функ-

ция [ е независима променлива, 33 диференциала 4/ на тазн функ-
. щция имаме представянста (5.12)

df=f(x).dx.

Cera ще докажем, че представянсто (5.12) с универсалио н е

в сила и в случая, когато аргументът х е диференцируема функ-
ция от вида Xx=¢(f) на някан независима променлива £ Това
свойство μῷ диференцнала 8 функциите е прието да се нарича

i пнвариантност на Héz0sama фаржа.

еа

. И така Hexa аргументът х Ha диференцирусмата функция f e
4 диференцируема функция от пида x=—g(f) на някая независима

f променлинва #. В този случай Г може да се разглежда като сложна

| Ффункция от вида #(2(()) на аргумента 4 Понеже този аргумент ἐ

|
w
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е независима промешнлива, то за сложната функция /Х(ф(#))

и за функцията х--ф() диференциалите са представими във фор-
мата (5.12), т. е. във вида

(5.19) α[Ξ- (е (D) dt, ах- (()а.

Mo правилото за диференциране на сложна функция

(5.13) {Fle@=F(x).¢ @)
Замествайки (5.13) B първата от формулните (5.19), получаваме

(5.20) df= Γ (χ) φ' (ἢ σέ.

Като съпоставим полученото раценство (5.20) с второто ΟἹ равен-
ствата ot (5.19), получавамсе окончателно за df израза

който съвпада с представянето (5:12). O
Забележ ка, Може да сс даде и друга сквивалснтна фор-

мулировка на CBOACTHOTO ниваркантност на формата на първия ди-

ферсициал, целосредстивено следваща от уинверсалността на пред-

ставянето (5.12): Производната на диференцирусмата функция f
¢ равна на отнашението на “деТренцша на тази функция df и
диференциала на аргутмента й dx, т. e. се определя от ривенството

(5.21) Р (x)—dfidz,

KAKMO в случая, KOAMO аргументът X е независима променлива,

така и в случая, когато саминт аргумент х с дифреренцируема
фун?гш от вида х--ф(4) на някол независима променлива ἐ,

ниверсалността 8 предстаннието на пронизводната (5,21) поз-

волява да се използва отношението df/dy за означаваце на произ-

водната на функцията / относно аргумента Χ.

5.3.4. Приложение на диференциала за намниране на приближени

формули. Нека за простота аргумсентът х на функцнията f е цеза-
BucuMa променлива. В 5.2.3 показахме, че дниференциалът 4/ на

функцията / в общия случай не е равен на нарастването А/ на
тази функция. Обаче с точност до безкрайно малка функция от

по-висок ред в сравнение с Ах с изпълнено следното приближено

равенство :

(5.22) А Речав.

Частнато (A f—df)/A х е естествено да се нарича относителна

грешка на равенството (5.22). Тъй като A f—df==0(A x). то отно-

сителната грешка на негвснстнатв (5.22) става произволно малка

)
ΠΡΗ͂ намаляване на |А х |.

Съотношението (5.22) позволява да заменяме с известно при”

ближение нарастването А / на диференцируема функция Е с дифе-
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ренвинала df 18 тази функция. Целесъобразността на тази замяна
се оправдава с това, че диференииглът а/ e линейца Ффункция на

Ах, докато нарастването А / в общия случей с по-сложна функция
на аргумента А х. |

Като въземем пред вил, че Af=f(x+Ax)—f(x), df=f(x)dx,
можем да запишем приближеното равенство (5.22) във вида f(x
«+А x)—f(xy=f(x)A х или във вида

(5.23) (х+-А ) )ῈΡ (x).Ax.
Πρηδπηρκοηοτο рагенстко (5.23), също както и (5.22), с валидно за
всяка диференцируема функция / в дадена точка х с точност до
величината 0(А х), която е безкрейно малка ст по-висок ред, от-

колкото ἀχ.

Това приближено P3ECHCTRO позволяна с грешка 0(А х) да се
замени функцията [ в малка OKOJAHOCT на точката х (T. €. за мал-

ки Ах) с линейната функция на аргумента A X OT дясната страна
на (5.23). Приближената фермула (5.23) се използга многа често
в практиката. ..

5.4. Диференциране на сума, разлика,
произведение и частно на функции

Теорема 5.5. Ако всяка ст фуккцеите и и Ф е диференцируема в
дадена точка х, то сумата, разликата, произведението и частна-
то на тези функции (частнкото при условие, че v (x)=0) са също
диференцируеми в тази точка и са в сила фермулите

(и (х)+е(х) ! (x) 2V (x),

(5.24) |« (х). е (х)”/-#! (х). υ (χΧ)Ἐπ (χῚ) . ο (х),

ulx) ' w (Се ()е α ()е ()

(шз)“ ' 65 (x) "
Доказателство. Ще pasrncpeMeé пастделно случанте па

сума (разлика), произРедснис H частно,

1°. Нека y(x)=u(x)to(x). Означаваме с Au, АФ и Ay на-
растванията на (QVHENHHIE 4, Ὁ и у в точкета X, отговарящи на
нарастване на аргумента А χ. Torasa очевидно

Ay=y(x+4 x)—y(x)=[u(x+ax)2v(x+Ax)]
-|и (х)+0(х))-- и (x+Ax)—u(z)]|[o(x+Ax)—2(x)]=Autdo.

Следователно

(5.25) АУ/А х--А ША х ЖАФ/А х.
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Hexa cera Ax—0. От съществуването Ha производните на
функцинте и н U B точката X следва, че съществува граница на
дясната страна на (5.25), която е равна на μ' (х)+7?" (х). Следова-
телно съществува граница (при ἁ χὶ -- ) и ua лявата страна на
(5.25). Според определението за производна тази граница е рав-
на на у (х) и така получаваме у (χ)-- μ' (х)++Ф (x).

2°. Нека y(x)—u(x).v(x). Запазвайки за Au, Av н Ay същия
смисъл, ще имаме

ἃ»--ν» (χἘλ х)--У (х)--и (Х-НА х)9 (χ- А x)—u(x)v(x)

=(u(x+Ax)v{x+Ax)=u(x+A x)v(x)+(u(x+4A х) (х)

—u(x)v(x))

(прибавяме и изваждаме събираемото и(х-НА х)е (х)).
По-нататък можем да запишем

Ay=u(x+Ax)v(x+A4x)~v(x)+v () u(x+A x)—u(x))

—u{x+4dx). Av+ov(x)Au,

така че

(5.26) Σ ς κ 4 ъ(х) аЕ

Нека сега А х-«(). Тогава от диференцирусмостта на функ-
цинте й и Ὁ 8 точката х следиа, че съществуват границите на

Au Av
отнашенията — И т И са CLOTBCTUY равни на й! (х) и ¢ (x).

По-нататък ΟΥ диференцируемостта на функцията « п точката х и
от теорема 5.2 следна пепрекъснатостта на и в тази точка. Следо-
вателно съществува грапицата lim u(x4Ax) и тя ¢ равна на а (к).

4 а!

Тагава съществува грапицата на дясната страна на (5.26) при
ἀχ--Ὁ ц тя е равиа на u(x). v (x)+v(x). ! (х).

Следователно съществува и гравица (при Ax —0) на лявата
страна на (5.26). Спорсд определението ΜῈ произподна тази гранн-
ца е равна на у(х) н получапаме търсената формула у(х)- и (х),0(х)
ἘΜ (Χ). τ (х).

3", Нека накрая у(х)--и(х)/9(х), Понеже ὑ (χ) (Ὁ, съгласно
теорема 4.11 за постоянствота ца зцака на непрекъснатите функ-
цни ἰχ Δ Χ 10 38. исички дастатъчно малки A X и можем 13 на-
пишем, че

А ф.-- ф Щ ο а(хах) u(x)
A_V*_V (x-l—.lx) _]!(1{}— l!(-r‘i-fis_fih πζκΓ

- Μ(Χ: χ) (κ}-οῦ (х4-А «) « (х.)
" υ (х). 0 (« |а ) "

Karo прибавим н извадим В числителя събирасмато μ(χ). υἱα),
ще получим 

:
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Ау-- [ὦ (χ-- χ) ν (χ]-τῖῶῦ (χῚ .0 (χ}} - ἰὺ (π τ х) (χ)-τῷ g.r) o (.l‘:)!

v(x).v(x+ix)
ο ( ι (x+A x)—u (£)]—u (x)o (X448 x)—v (x)} - vix)du—u(x)do

v(x) .o (x+Ax) v(x).o(x+ax) ”

така че

Adu Ao
527) Ay | в(х)п-п(х)-п |

(ὃ. ax r(x).o(xFax)
Heka cera A х —0. Or audepenuypyesocrra (и следващата or нся

непрекъснатост) на функциите 4 W Ф в точката х следрва същест-
вуването на грапицяте :

i -- -Ч.Е.,.- Ϊ —Ξ,'Ξ,ῃΞἝ“ u'(x), Р.Е-п e =7 (%), ;:Шпв(.н-а х)--Ф(х).

Тъй κατὸ е(х)4 , границата на дясната страна на (5.27) при
Ах -- О съществува н е равна на

σ 61Ὲ а (τ)--δ (х). 0 ()
τ τ -

Следователно граяницата (при А х —0) и на лявата страна на
{5.27) съществува. По определението за пронзводна тази граница
е равца на у (x), откъдето получаваме търсената формула

# , - )“" Ltyγὦ « R TG RAL ἢ

Следствие. Axu 32 функцуиитг и и т а dadena mouxa х cu u3-
лълнени същите предподожгния, какта U o meopesa 5.5, mo в
тази точка х €3 аурни следнитг рлагнствл 32 дифергнциллите :

d(u+v)=du+dv,
{5.28) ἓ d{uv)=vdu~+udy

4 (u/v)—=(vdu—udv)/v*.

3a доказателството на (5.28) е дастатъчно да се умиожат ра-
венствата (5.24) с ах и да се използва уничзергалцото представяне
(5.12) на дифк-ронциала на произволна функция /.

9.0. Производни на основните елементарни
функции

Вече знаем, че Основни елементарни функции са: пока-
зателната функция y=a* н догаритмичната функция y=log, Χ,
Рразглеждани за всяка фиксирана стойност Ha ¢, такава, че 0<а--1;
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Щ сс

степенната функция Y=X*, къдсто й е фиксирано реално" числот

четирите тригонометрични фупнкции 5im, COS, tg н clg н четирите

обратня тригонометрични функции агс5И, arcces, агс ig Η arcctg.
B този naparpad ше пресмстнем Η систематизираме B табли-

ца MPOH3BOAHHTE на всички основни елементарни функцни-

5.5.1. Производни на тригонометричните функции
19,. Производна 18 функцията у-5т Χ. Тъй като за

тази функиня

А у 5щ (Х-НА x)—sin х--2 cos (х+-а x/2) sin (4 x/2),

1o при всяко A х--0 диференчиото частно ще има вида
ay 

sin (3 ΧἹ }

5 = o5 (x+8x/2) <7у

По определенисто на производна

(5.29) (5 х)! = m.....-‘;’, - sin (8 x/2)A ;lim - « П feos (v4-8 х/2) р) b

Поради непрекъснатостта на функцията y=COSX във BCRKA

точка х πὸ безкрайната права HMaMe

(5.30) lim cos (Х+А x/2) = cos Χ.
ах-й

По-нататък, като използваме първата забеслежнтелна граница.,

с елементарната смяна на променалвата fe=Ax/2 получаваме

sin (& χ ) Ο 4{ }
(5.31) Ἡ,ῃ"βκ ” щщт,ц.-г- =1,

Or съществувансто на границите (5.30), (5.31) н от теоремата
за граница на произведение на две функции «следват съществу-

вацето на гранинца на дясната страна на (5.29) и равенството

(sin х) M{cos (x+4 x.’fl)—-—mfi} } са5 X,

RAK

(5.32) (sinx)’ = cosx

sa всяка точка х or безкрайната npasa. |

20 Производна на функцията y=COSX. Тъй като за

BCAKA точка х от безкрайната права

со5 X = sin (5/2--х),

TO ΠῸ правилото за диференциране ца сложна функция н по ¢op-
мула (5.32) имаме ,

Ἴἷ--

Γ к
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(cos ху = (sin (=/2—x))'=cos {π|2 --- x) . (π|2--- }

=¢0s (=/2—x).(—1)=—sinx,

ἨπΗ .

(5.33) (cos x)'=—sinx.

3. Производна Ha функцията y= tgx. Тъй като

tg х = sin x/cos x. то по NPasHIOTO 38 диференциране на частно и

от (5.32) н (5.33) във всяка точка х, В която со5 х == 0, ще имаме

(tgx)= (imi )'= _(sinx)’.cos x—(cos x)’' . 50 ¥
τ X “ е058 х

ΝΗ costx - 5щ х 1

И така
1

(3.34) (g x) = еай 143 х

във всяка точка х-скл + 1/2, където n=0, +1, +2,...
4, Производна ua функцията y=ctgx. Понеже εἰβ х

= cos х/5т х, като използваме правилото 33 диферешциране на

частно н (5.32), (5.33), 38 всяка точка X, в KORTO sinx == 0, ще

нмаме

cos X )'E__ {cos ХУ .щ ж — (sinx) .cos Х
(ctgx)’ = ("ιἸΞἷἓ' ΕἸῚ х

o Ξ sintr—costx Ο» ἰ

ЗИ 7 еа

Получихме

(5.35) (ctg x) = sy е(С х)

BLB нсяка точка x==wn, където n=0, +1, +£2,w ..

5.52. Производна на логаритмичната функция. Нека y=log, Хе
където 0<а-51 и x>0 е duxcupana точка. Тогава за всяка ДО“

статъчно малка Ax=0 имаме

Ay „ loga(x+ax)—logar 1 А

ъ АТ аЖ log, (l + Tx)
AX Ax

1 « v, СА 1 ν, A X\Flde

По апределението на производна

' с b o τος (14857(5.36) (log, xy=lim e~ lim loga {{ |5 57 .
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Като manonapame propata забеслежителна граница н елемен-
тариата смяна на променлирвата {=A х/х, имаме

ἃ χλιίάχ ;5.3 lim ( -5) = lim (1 + --е,637) ищ (1457 а )

От съществуеането на границата (5.37) и от непрекъснатост-
Ὑᾶ на фун кцията у--ор,х в точката х следва, че границата B Дяс-

ната страна на (5.36) съществува н е равна на -_:—,-lug,z.

И така

45.38) (юорак)/<- χ ὶ 10р.е

38 всяко 0< а1 я x>0,

По-специално при а--е имаме

(Inx)'—1/x за всяко x>0,

5.53. Производни на показателната и обратните тригонометрични

функцнин. 33 намирансто на производните на тези функини ще из-

ползваме теорема 5.4 за дьференциране на обратна Функцня, до-

казаца в 5,3.2,
12. Пронзводна на функцията уна“, 0<a-:1. Тъй

като функцията y—a*, дефинираиз върху цялата безкрайна пра-
ва --о2«х«< + соо, е обратна μ Ффункцията x=log,y, дефннирана

OT своя страна върху полуправата 0<у< + оо, и за функцията
Х — log,y в околност на всяка точка ΟΥ нолуправата 0< у«< + со

€8 изпълнени вснчки условия на теорема 5.4, то фупкцията у--а“

е диференцируема във нсяка точка x==log,y ¥ за праизводната й
е вярна формулата

(а“) =1 /(logyY —1I/(y~ log,e)—=yllog, e

(използвахме H3pasa (5.38) за производна на JOTAPHTMHYHATA
-фуйкция).

От последнота равенства и от равенствата у = а“, 1МПойц.е
ΞΞΙΠ ὰ получаваме окончателно

(5.39) (a*)—u*.Ina

за всяка точка X от безкрайната иправа.

По-специално при a=e имаме

ey =e .
20 Производна Ha функцията y—arcsiny, функцията-

y=arcsinx ¢ дефинирана B интервала —l<x<] ие обратна Ha

Ξγπκπππτε X=siny, дефиширана в ‘uHTeppana —zn/2<y<n/2. 88

ункцията x==5iny в околност на всяка точка у OT иптервала

-1/2<у<х/2 са изпълнени всички условия на теорема 5.4. Сле
e
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дователно Ффункцията у--агссоях е диференцируема във всяка
точка х--5т у Η за производната й имаме формулата

(5.40) (arcsin х)” = 1/(sin y)’=1/cos y=1/] T—sinly.

! Използвахме равенството (5.32) със знак ,+“ пред корена, по-
| Reme cosy e положителен в интервала ---πί ( π|2.
i

|

Karo вземем пред вид, че sin y=x, от (5.40) получаваине oKoH-
чателно

1

γ1--

(за всички х ΟΤ интервала -1<х<1).
3. Производна на функци ята у--<агс со5 х. Функцията

y=arccosx е дефинирана в интервала -Ὃ ΧΞ Ί u е обратна на
функцията х--со5у, дефинирана в интервала 0<y <. функ-
цията X==COS у в околност на всяка точка у от ицтервала 0<у

““π са изпълнени всички условия na теорема 5,4, Следователно
функцията y=arccos X ¢ диферсъцируема във всяка точка X==COSY
H производната й e

5.41) (агс со5 x)'=1/(cos х) =1/(—sin х) — 1/} 1—costy.

Тук използвахме papencrsoro (5.33) със знак „4+“ пред xopena
1 понеже 5ту € положителен A интервала 0< у« .

(arcsinx) =

Ε Ot това, че cosy—=x, и от (5.41) получаваме

(агс cos χ)" па ——
Vi—x?

за всички х o Hutepsana —|<x<|.

4°, Производна на фун кцията y=arctgx. Функцията
«-агсе 19 х с дефикирана върху безкрайната права -- са« χ Ζ οο κ е 03
ἓτππ на функцията х-- р у, дефицирана в интервала «-1:/2 <y <xn/2.

функцията x=1gy в околност на всяка точка у от иптервала
-1/2<у< /?2 са изпълнени условията на теорема 5.4. Следовател-
но функцията у--аге х е диференцируема във всяка точка y=tgy
и 538 производната Я HMame формулата

! !
(aretg ХУ =1/lgy) =ty р

(използвахме съотношението (5.34)).
И така

ме s

1

14

за всяка точка х от безкрайната права,

(arctg x)'=
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50, Проинзводна на функцанята y==arcclgx. Функцията

y=arcctg х e дсфинирана върху безкрайната права --ео«<«х< + са
и с обратна на функцията x==clg у, дефинирана в интервала 0<у« .
За функцията x=cigy в околност на всяка точка у от интервала

О<у«х са изпълнени всички условия на TeopeMa 5.4. Следова-

телно функцията y=arcclgx e диференцирусма във всяка точка

x==tg у н за производната й в тази точка нмаме

(използвахме (5.39)).
Така |

—1
(arcctg x) = STy

33 всяка точка х от безкрайната права.

5.5.4. Производна на Сстепенната функция. Нека y=x°, където а

е произволно реално число W хе произволна точка от полут:ра-

вата 0< х«< + оо. В глава 4 вече разгледахме степенната функция
Y= хе KATO суперпозиция на логаритмичната Η показателната

фуикция;
»ευχ" = (пькдв )„ =a° аЕ

(къдста а е произволио фиксирано чниело, па-голямо от единица).
По правилото за диференциране на сложната функция y=a",

хъдето u=alog, x, ще получим

! (а“у . (alogxY=a"Ina.axlog,e

ка ἴ g x-l=x*.a.x"l=c.x,

И така окончателно инмаме

ке) «а . хе
за веяко x>0,

5.5.5. Таблица 38 пронзводните на основните CAEMEHTAPHH функцин.

Ще подредим в таблица производните на всички OCHOBHH елемен“-

тарни функции :

10, (λαγ'τεα. χα ὶ (x>0).
‘ 1

Специално (1fxY=—1/z%, (%)==
9, (logx) =x—log,e (0<a#1, x>0).

Специално (Ш х)! =1/x.

30. (αὟ τ а“та (0<а-+1).
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Специално (е) --е“.
49, (sin χ) --с05 χ.

59. (cos x)'=—sin χ.

6% (ἐξ x)=cos2x=1+ig'x (x+nn+=/2; n=0, +1,- . ).

7%, (ctg x)'=—sin*x=—(1 +-ctg’x)(x=*=xn; n=0, +1, +2,...)

8%, (arc sinx)'=(l—x%)—1? (-1<х<!1).

9. (агс соз χ) е --ἰἸ - } (—1<x<]),

108, (агс е ху =1/(1 Ἔ x*).
119, (arcctg x) == —1/(1 4 x3).

В глава 4 разгледахме хиперболичните функции y=sh x, y=chx,
y=lhx н y==cthx, конто са прости комбинации ина показателната
функция. От представянето на тезн QYHKUMH чрез показателната
функция елементарно се получават следиите изрази за производ-
HHTE им:

12°, (shx)' =chx.

13% (chx)=shx.

14°% (thx) =ch-3zx.

Ι 15% (cthx)'=—sh~2x (x40).

Таблицата на произволните засдно с MPABHMOTO 38 днференци-
ране на сложна фуйакция Η правилата за дифгренциране на сума,

разлика, произведение н частно са изчислителният апарат на тази

част от математическия анализ, която се нарича даиференциално

CMRmaxe.

B ΓΠΆΒΗ | я 4 Βοηδ въведохме понятието елементарна функция
хато фуикция, изразяваща се чрез основните елементарни функцни
JIOCPEACTBOM четирите аритмгтичин действия и краен брой супер-

позицин.

Ot дадената таблица на произволните и правилата 38 дияфе-
ренциране на сума, разляка, произведение, частно и сложна функ-
ция следва важнният извод, че производната на всяка елементарна

Фукнкция е също слементарна функцния, т. е. операцията дифегрен-
циране не инзвежда вън ΟἹ класа на елементаринте фувкции.

-

5.5.6. Таблица за диференциалите на OCHOBHHTE елементарни
функцин. В 5.3.3 установихме, че дифгргициалът 4/ ua функцията
Ге ΒΗΉΒΓΗ равен на пръизводната на тази функция / (х), умноже-
на с дифергнциала на apryM=uta dx. Затоваот таблицата на про-
изводните нелосредствено се получава таблицата на Ди-

ференциалите на основните слементарня фуккции :

1° d(x*)=a.x.dx (x>0).
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6 а

Специално d(l/x)=—x—2.dx, а(х)- πἷ“ .

20, 4 0)7 10846. ах (0<а-1, x>0).

dx

Специално 4(Inx)=—-

80 а(а“)«-а ма ,ах (0<atl).

Спецнално d(e*)=¢*. dx.

4°, d(sin x) = cos X . dx.

5°. d(cos x)=-—sinx.dx.

09, d (g x)=cos~?x.dx=(1+Ig’x). dx (χτῈπ n+%i2;
n==0, +1, +£2,. ).

7. d(ctgx)-—:—sin-“x.dx=-—(.l+::tg*x).dx (х#+пп ;
n=0, £1, -+ <)

80, d (arc т х)е } --λῖ ς dx (—1<x<I).

90, d (arccas x)=—(l—x*)"'7 dx (—1<x<L1).

100, d(arctgx)= —-l-i_, .

110 d{arcclgx) = — ι.ΐι:υ .

5.5.7. Логаритмична пронзводна. Пронзводна на степенно-п
оказа-

телната фушкция. Нека функцията |е полсжителиа и диференци-
руема в дадена точка х. Тогава н сложмната функиня на аргу-

мента х OT вида we=In[ е също диференцирусма в точк
ата X съг

ласно теорема 5.3 и за NPOHIBOLHATA HA тази сложиа Ффункция от-

наско аргумента х нмаме

(5.42) {π| } Г (ХУМЕ().

Величината (5.42) е прието да се нарича логаритмияна про
-

изваодна ua фуикцията # в точката χ.

Логаритмичната NPOKIBOANA може да се използава при гресмя-

TaHETO μ иякон функцин. За пример ще пресметнем производиата
на функинята у-ш (х)“), където и и Ф са две функции, диф

ерен-

цируеми в точката X, като и (х)е строго положителна B тази точка.
При тези ограничения Ффушкт.ията we=iny=o(x)Inu(x) ще

бъде диференцируема в тачката χ. Нанстина спаред тесрема 5.3
Функцията Тщ х) е диферсвцнрусма в точката . Следователно
въз CCHOBA на теоремата за диференцируемост 18 ирсизвеление на

двс диференвцируеми функоки Фуньъцията «е П уее Ф(х) т а(х е
м
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диференцируема в точката X и по втората формула ua (3.24) no-
лучаваме

(5.43) (Inyy=v(x). Inu(x) + е(х) (Inu(x))

=o' (x). Inu(x)+v(x). а (x)/u(x)

Or (5.42) κ (5.43) имаме

Viy=v'(x).Inu(x)+o(x). μ' (x)u(x).

Отчитайки, че y=u (X)), получаваме OKONHITC.THO

(5.44) (и(х) " = ц х) (е (Χ}}π μ (х)+ v (Χ) μ' (х/а («)).

Формула (5.44) с вярна при предположение, че ц и T са дн-

ференцируеми в точката х и u(x)>0 υ тази точка.

5.6. Производни и диференциали

от по-висок ред

5.51. Понятние за производна ΟἹ п-ти ред. Праоизводната Г на функ-

„цията [, дефинпирана и диференцируема в иптервала (0, 6), е също
функиня, лефинирана в интернала (а, ). Възможно ¢ тази функция

ла бъде диференцируема в някон точка х 13 интервала (а, b), т. е.
да инма н отази точка произволна. Тогава 1330 гронизцодна се на-

рича втора производна (или производна от 2-ри ped) ua

?};lmmmm f в точката х и се означава със символа P (x), или
(x).

След като с въвседена панятието итора ПРОНЗППДНЗ. пос ледо-

вателно могат да се въвсдат панятията ТР*ЗТЗ праизведна, ЧЕТПЪ[ГГН

производна и Τ п. Ако предположим, че нече сме въвели понч-

тието (п-- )-ва произволна и че (я- |)-вата произнводна е диферен-

цируема в нцикеся точка на интерцала (ὦ, ὦ), т. €. има в тази точка

произшуана, 10 тази пранзволна ес нарича лп-та произаодна (нли

производна om п-ти ред) na функцията [ в точката х н се Ολ-

начава със символа {{Π| (х).

Mo този начин определяме NOHATHCTO т.та ΠΡΟΙ!'ΞΒΟ]ΙΗΒ HHAVK-

THBHO

(5.45) jim = | 0 ”

Функпиия, която има н лалено множество (х) производна of

п-ти ред н пима преизволна OT пс-висок ред, се парика п пъти

диференцируема в даленото множество,

Понятнето производна OT по-висок ред има голямо приложе-

Bue, Тук ще се ограничим с това да покажем механичния смнеъл

14 Математически зналия, § ч.
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па втората пронзводна. Ако функцията Е описва закона за движе-

ине на материална точка по оста Oy, то, какта знаем от глава l,
първата производна Г (х) изразява моментната скорост на

движещата се точка в момента Χ, Тогава втората производна Р"(х)
е равна на скоростта на изменение из скоростта, т. е. на ускаО-

реписто на движещата се точка B момента X.

Методниката за пргсмятане на производните ат по-висок ред

изисква само умение 32 пресмятане 113 пронизводни от ΠΈΡΒΗ Бел,

тъй като последавателното прилагзие на формулите (5.453 пред-
ставлява многократно пресмятане (3 първи пронзводин. За при-

мер ще пиресметнем пронзводните от п-ти P21 113 някон от основ-

ните елемептарни Ффупкции.

5.6.2. п-ти проинзводни на някои функцин

17, Ще пресметнем п-тата производна 1A степениата функция

y=x+(x>0, а -- произволно реално число), Днферепцирайкни по-

сделователно, получаваме

yr = Щ ка yfl") - й (a—l) xo- 2, уШщц (.;;_. 1) (;;_..2) [ ееа

OTELACTO лЛесно се вижда oGuuisir закон

(хе у9еаца--1). . - (а--л- |ука-я.

Строгото доказателство на този закон става лесно с метода на

индукцията.

В частния случай при ше където т € естествено Ччнсло,

имаме

( = ml,

(Χ ) = 0 при n>m.

Саедавателно п-тата производна иа MOJHHOM OT CTENCH т Ппри

> с равна на нула, :

20 Сега ще ипиресметием п-тата производна μ показателната

бункция y=a* (0<а41). Диференцирайки последователно, ще

получим

у еча п а, y* < a*In*a, у) ταὶ αὐ [πὖ а, . - -

Общата формула се установива лесна посредством индукция

Ἡ има вида (@) =a*In"a.

В частност

(е) = е“.

39. Ще сметием сега п-тата производна на функцията y==sinx.

Първата производна на тази функция може да се заинише във

вида у =¢0s х ж« sin(x+=/2). По този начнн диференцирането на

функцията y=sinx прибавя към аргумента й величината πί.
Оттук получаваме формулата :

'ἱ.|͵ .
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(518 Χ = sin (х+п =/2).

4°. Съвссм апалогично установяваме формулата

(cos x )}~ е COS (x4nni2).

51 Слелващата, л-тата производна, която ще пресметнем, Ε

на функцията y=arclg χ. Ще докажем с помощта на метода на

индукцията,. че е в сила сдледната thopsy.ia:

5.46) {arctg x f = (π- Π}7ὃ]:} 4е хул εἰπ а (=/2arctg «х)).

Тъй като y=arcigx, x =tgy, 1 Ἐχ Ξ Т + tg? у) = cos® у,
можем дз препишем формулата 888 BHAA

(5.405 у = (π-τ } } ο . 4 я (π|2-Ὲ )]

Ще се убедим WHAYKTHBHO във верността на формулата (5.46”).
Прни n=l у" = (агс и χὙ = 1/(1 4x%) « со5 ν. Същия H3pa3 no-

лучаваме и при ne=] ОТ (5.46/") (достатъчна с да отчетем, че

sin (=/24y)=cos y).
Следователно ΠΌΗ n=1 формула (9.40”) ¢ вярна.

Ще предположим сега, че формула (5.46") « вярина за πηκὸς

n, м ще се убедим, че тя е вярца и 38 n+l.
Hancrima, диференцирайки {5.46"), получаваме

уе (1= 1)! 2 (cOs” у . sin [ (=24 }}}}

d : ; 42 (J’I—'!,H ἷᾖ {ςῃε.'.γ. ΞΙΠΙΠ (πεΐἆ'.ν... ἑ

=(n—1) Ι{-ἑ- {cos®y) . #ищ (=/2+y)] + cosTMy . Ξ'ξ- (sinfn {π|2-Ὁ »}}} }y’.

Karo отчетем, Че y'==cos’y, ἓ'-’ (cosTMy)==n cosTM 'y . (—sin у),

=t oty {—siny. sinfn (=24 y)+cosy . cosa (π|2..»}}}

cos[(n+Dy+n=i2] = alcostHy 5 (л (=2 + }}.ἢ-

4 Ginln=2+ viD=ncos[n(=24+y)], ще получимdy у

<П σοῖπλῖν.

Полубихме за “ формула от вида {5.46") при номер n+1.
С това индукцията € завършена н формула (5.16 е д

оказана.

% Накрая ще пресметнем л-тата производиа на дробно-л
инейна

Функция y=iax-+b)(cx+d), къдета а, b, СИ 4 са произволии

константи. Диференцираме последователно функцията и получа-

ваме
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re @ (cx+d)—c{ax+4b)

 ̓ (сх+а)“

УЯ « (аа--0с)(--2) . (ex+d)3 . ¢,

¥ = (ad—be) (—2). (--3) (ех+а)-4.(2,...

=(ad—bc) . (cx+d)-2,

Лесно сс вижда обшнят закон

Μ -(ΞΞΞἓ)Μπ {-|γ) 5 ͵ Цай-- Бе) eV {ex i 4γπ - ,

който се доказва Mo метода на индукцията.

5.6.3. Формула на Лайбнииц за л-тата производна на произведение
0T две функции. Докато установеното па-рано правило 33 пресмя-
тане на първата производна N8 сума или разлика от Авс фуйнкции
(1 3-Ф)--4/44/ се препася лесно (папример па метода на индукцията)
и в случая па пранзводна от п-ти пред (u | <7) щ 414-449, то при
пресмятането на л-тата пронизводниа (1Y пронизведение на две функ-

ция нещшата са ΠῸ еложии.

Съответното прапило носи назианието форжмула на Лайбниц
н има следнин вид

(5.47) - (и. Ф) ш μέπε 4 ί r; )u‘""’m’ + { : )u“‘"‘-‘l. "
Ρ

'}' - - «+ "-it « fl[“)‘

Лесна се вижда законът, па кейто е пастросна лясната стргна
на формулата на Лайбини (5.47): тя съппада с формулата за pas-
витие на бинпома (0+2)", но вместо степените на ц It T са взети
производните от съатветиня ред. Това сходства стана още по-
пълно, ако вместо самите функции а н Ф иайишем съптветно а! н

(T е. ако разглеждаме фуикцията като произволна от пулев
ред). .

Ще дакажем формулата на Лайбииниц по метола на индукцията.
При пе | тя има вила (4. 9) =u'. v+u .0, ксйто съвпада с npa-
вилото за дифереициране на произиедение Ha две функини. 3atopd
достатъчна с да предголожим церността на (5.47) за иякое π и да

докажсем вериостта itsan+1. И така пека за някой помер n формулата
(5.47) да е вярна. Ще диференцираме тази формула и ще обединим
събираемите п дясната страна по следния начин:
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(5.48) (и. Фу) = е0) е4 [( 5 )ιἑ“!.-ε:’-ι-( п )uw o ]

3

4.[(: )„ш-з.„щ.д.(;)шл-:д„ш].д. И P

(използвахме, че | = ( 0 )).

Лесно се проверява, че за всеки HOMCP K, който не надминава
п, ев сила

(5.49) ( - Ἐ.

38 да се убедим във верността ка формула (5.49), е доста-
тъчно ле BILIHM, Че

(л) nin=1). . (е ( п )Ч nin=1). . . (лй-39)

|уе (“-131 '

a1 < п .. . (ае-2)

( k ) ki '
Ж

От вацисаните съптношения следва, че

п n N\ _ а(а-!1)1 . .. (n-Ak+1) n{n=1). . . (а-#423)

(k)"*'(k-l) " а Τ
¥

ς δ(π-ι}). . .(a—kt+l4nin—1). . CAn—k+2) . R

" R

+ nin—1%. . .(u-_—:ll';i—fl)(n—k+!+k) __(n+lin{n=1}, . . (n—=k<+2)

Я 3 й k!

ε- 141
ι |

Като използваме Фформула (5.49), можем да препитем съот-

ношението (5.48) във вяда

(lt . f_.){n-i-l) = μἰ 5 Ἐ}} v+ ("':'I ) и ὐ _!_( ";'1 ) це дт

т(“;])дш-?)-и!з).*. e o ξ 0е+И,

1С това се убеждлаваме във верността Ha формула (5.47) 538
n+l1.0
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Пример: Да пресметнем плп-тата производна на Функцията
y=x*_e* Полагаме във формулата на Лайбниц (5.47) и-- ε, pmx?
Η отчитайки, Че uWe=g® (за всяко k), v'=2x, и) =2 ;&=
=. . .=0, ще получим

(2. et Έ (] )e‘.2x+ ( 2 )er .3

=(x*+2nx+n(n—1)) e,

Ще noavepraem, че формулата na JlaiGuun е много удобна,

когато едната функция-множител има само краен брой, раз-
ANYHH от нула пронзводни, а пресмятането N2 всички

MPOH3BOAHK на другата функция-мпожател не представлява затруд-

ненне,

5.64. Диференциали ΟΥ no-sHcox pea. По-раноа 38 означаване
на диференциала на аргумента и състветиня диференииал на функ:

цията използвахме символите ах и 4/. В тази точка ще се на:
ложи да използваме н други символи за означаване на тези ди-

ференциали. По-специално ще означаваме Дниференциала на аргу“
мента п състветствуващия му диференцнал па функцията със CHM?

волите бх Η 5/. В Tean означения иннвариантният по форма ttsgha
за първия диференцнал ua функцията / ще има вида 8/ = ['(x). &x.

Ще разгледаме u3pasa за първия Диференциал на диференци-

руема в дадена точка х функция /:

(5.50) 4) И (x)dx.
Да предебложим, че величнината в Дясната с"рана на 1(5,50) е

ьу"нъш,ий Ма аргумента х, диференцируесма в дадената точка х. За
това е достатъчно да поискаме функцнята ) да бъде два пъти
диференцирусма в дладената точка X, а арз“ ентът X ἩΠῊ да бъде

незавнсима променлива, или два пъти ДЯф“ енцируема функция на

някоя независима променлива . 3 +

При TesH предположения можем”Дда разглеждаме диференциала

2(46)<-6 (/4(х) dx)

на величината (5.50). |

Определение 1. Стойността 5(4) на диференциала на първия

Фиференциал (5.50), взета npu'dx=dx, се нарича атори диферен”-

циал на функцията | (@ dadenama точка x) и се озяачава съв
вимвола «“ Г.

И така по определение“

* Символът (. . «аг.ае О3начава, че B израха, заключен в ΤΌΔΟΜΗΤΕ скоби,

Трябва X4 се положи tx=dx,
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« f=3(df) | ax=a=={E [}’ (х)ах) trmes-

Диференцналът 4 # or произволен ред п се определя по wWH-

дукция.

Нека вече с определен диференциалът d*1f ot ред п--1 н

нека функцнята Ге п пъти диференцируема в дадената точка X,

а аргументът й X е нлн незавнснма промеклива, нли п ΠΈΤΗ AR

ференцируема функция на някоя независима променлива f.

Определение 2. Стойността Z{dTM'[) на диференциала ὑπὶ
(n—1)-6un диференциал 4“-! f. взет при бх--ах, се нарича n-muy

диференциал на функцията [ (4 дадената точка х)и се означа-

ва със символа # |.

И така no определение

ἐ |8 (а“-1 ааа

При пресмятането на втория п следващите дуиференциали трябва

съществено да се различават двата случая: |) когато аргументът

хе иезависима променлива; 2) когато аргументът х е съответ-

ствуващ брой пъти диференинруема QYK на някоя независима

NPOMCH.IHBA !,

B първия случай, когато х е пезавнсима промеплива, HMaMe

правоа да считаме, че ах це зависи от х не равно на едно

н също HBPACTBANE из аргумента Ах (33 влички точки Χ}
При това ще получим #(ах)-(ах)бх ж 0. Ε

Последното PABCHCTBO и второто съотношенне в (5.28) ни да-
ват прано да напишем следните равснства :

(5.51) а | =2 (а кае 2Р (x) - ἀχ]} ак

= (81Р (х)|ах + Р (х)6 (dx)as -αἰ
= (Σ Г (x)] dx} иахев {{ (х). бх . dx} μειως

= ΒΞ(χ) (ἀχ)".

И така в случая, когато аргументът х е независима ΠΡΌΜΟΙ-

лива, 38 втория диференциал на функцията / в точката х имаме

(5.52) Ф f= Р(х(аху.
Съвсем аналогично (Лесно се убеждаваме в това ΠῸ HHAYK-

иня), когато аргументът х е независима променлива, 38 п-тня ДИи-

ференциал на л пъти диференцируема функция / имаме

а| = ὴ (χΧ). (ах)“.

Слелователно в случая, когато аргументът х е независима

променлива, пронзводната ΟἹ ред п нафункцията / с равна на OTHO-

шеннието на п-тия диференциал Ha тази функция 4 / към л-тата,

степен на диференциала 118 аргумента ах.
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Съвсем друг виДд имат UTOPHAT и следващите „диферснциалн Β

случая, когато аргументът х с съответно п NLTH диферепцируема
фукция на някоя независима променлина (. = пресметнем втория

диференциал при предположение, че функпията Ге два нпъти Ди-

ференцируема в дадена точка X, а аргументът ἡ X е два ΠΈΤΗ

диференцирусма функния на някоя независима променлива .
Като повторим разсъжценията OT (5.51), този път ще получим

« [- δ(ν) ае-ак (B () . ах зе-ак

B . ах + () 8(ах) ие

С() в . «е μ ЕЕ ( δ(4Χ)} ие
Съгласно определението за втори дифгргниназ на функцията

х имаме "

5 (ах) а че - #Х

и следователно

(5.53) а | --- Κ3) (χ) ὐ " Ἐ (х). ὐ χ.

Като сраяним (5.53) с (5.52), виждаме, че (за разлика от
 пър-

виня Ддиференциал) вторият диферснциал нимза свойството инава-

риантиост на формата.

Толкова повече диф-"ренпиалите от по-висок ред 
не притежават

свойстното инвариантиаст 13 формата,



6. Основни теореми

за диференцируемите функции

В тази глава са дадени релици пажни теореми 1A диференцируеми-

те функции. Тези теореми са удобни при язследване поведението
на функцни както в околности иа отделни точки, така и й цели

участъни от дефинипнонните им областн,

6.1. Нарастване (намаляване)
на функция в точка.

Локален екстремум

Нека функинята [ e дефиннрана навсякъде в някоя околност па

точката €.

Определение 1. Ще казмаме, че функцията | нараства в
точката с, ика същестауааи #-околнаст на тази точки, в която

Кху< ПЦе при x<c u f(x)>f(e) при x>c.
Определение 2, е казваме, че функцията [ намалява в

точката «, ἀκὸ същестаува Я-око1не”т на тази точка, в която

Нху> (е) при x<c ὰ ДЦх)< Це) npu x>¢.
Определенне 3. /Де казваме, че рункцията | има а точката с

локален максимум (локален минимуж), ако същестаува та-

кава #Е-коднаст на точката ¢, че [(c) ¢ най-голямата (най-мал-

ката) измежду всички стойнаести (х) на «функцията а тази

околност.

Определение 4. Ще казваме, че функцията | има а точката
с локален екстремум, ακὸ тя има в тази точка или локален

максимум, или даакален Мминимум.

На фиг. 6.1 е изобразена функиия, нарастваща в точката (,

намаляваща в точката с., имаща локален MAKCHMYM в точката €3 Η

локален минимум в точката C,.

Ще докажем следните Дне теорсми:

Теорема 6.1 (достатъчно условие 38 нарастване нили Hamaas-

зане на функция в точка). Ака функцията [ е диференцируема в
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— ὧὼν ще Ще Нае , ай ΜῈ .-l A
Фиг. 6.!

mouxama ¢ и произваодната й Г (с) ¢ положитедна (отрицателка)
а тази тоцка, то тя е нарастваща (намаляваща) в точката C.

Доказателство, Ще разгледаме случая [" (€)>0 (поиеже

случаят Г (с)<0 е аналогичен).
Тъй като

то според определението за граница на функция 
по Хайне за no-

ложителното Чисела E= ( (е) съществува такова &>0, че
χ et A LY P E([' (е) при 0<| х--с|<#,
xX— с

nau

f(x)>F (€) при x>¢,

f(x)y<f(c) при x<¢,

т. е. функцията [ е парастваща Β точката
 с. [J

Забележка |. Положителността (ртрнцнттвлността) на npo-

изводната (е) не € необходимо уславие за карастването (намаля-
ването) на функцията / в точката L. Така функцията f(x)=x*

P οο и



НАРАСТВАНЕ (НАМАЛЯВАНЕ) НА ФУНКЦИЯ 219
i 2 а ааа ———

к Ж Ж 4
0 « -

Фиг. 6.2 Фиг. 6,3

нараства в точката €0, а Пранзвелната й в тази точка е равца
на нула (вж. фиг. 6.2),

Теорема 6.2 (неабходимо услйцие 38 локален екстремум на
диференцируема в дадена Touka "функция). Axo функцилта #е
диференцируема в тоцката с ичема в тази точка докален екстре-

мум, mo Г (c)—0.
Доказате лество. "“Съглавно условието на теоремата съще-

ствува крайна пронзводна:/"(е). Тъй като функинята # има в точка-
та с лакален екстремум, то в TRIH точка тя не е нито нараства-

ща, нито намадляваща. Следокателно според Teopema 6.1 пронзвод-
ο натай | (е) не маже Да бъде нита положителна, HHTO отрица-

: O
Тесрема 6.2 има πΤ праст геометричен смисъл: ако в ня-

коя точка N3 кривата ν-- (х) се дастига локален екстремум H съ-
ществуна допнирателиа в тази точка, тя е успоредца на оста Ох

(вж. dar. 6.3).
Забележ ка 2. Примерът с функцията f(x)—x? (вж. фиг. 6.2)

токазва, че анулирането на произнодната € само необходимо усло

BHE, на не е достатъчно за локалец екстремум (производната Р(х)
=3x? на чтази функция се анулира в точката x=0, но B тази точ-

ка функцията няма CKCTPCMYM),
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ч o — " ;-
Фиг. 6.4

6.2. Teopema за анулиране

Ha производната

рема на Poa®). Нека функцията | е неп
рекъсната

диференцирцема във всицчки йътрешни 
тецки на

този ceemennt и [(ω}-- [{8}. Тигави същестаува такав
а пътрешна

точка Е от сегмента |а, δ1, че стойностина На про
изводнита f'(§

а masu точка € равна на нул
и.

Накратка: между ве равии стойности на диференцируема

фуикция непременио нма нула на произволната ὰ
 тази функция.

Доказателетво. Тъй като функцията [ ¢
 непрекъсната Β

cermenta (а, 6), та сътласко тепрема 4.15 тази 
функииня достига Β

този сегмент максималната си стойност М и минпим
алната си стой“

ая: ) M—m; 2) M>m. B случая
ност т. Възможни са два Δ

ΎΝ

1) f(x)-—M--m*-cnnsL Затова производната Р (х) с равна на нула
във всяка вътрешна точка на сегмента |а, Я), В слу

чая M>m, тъй
като f(a)— [(δ}, то функцията дастига в някои вътрсшмна точка Е
на сегмента [a, #) поне една ΟἹ двете стойности M или т. Но τὸ-
гава функцията [ нма в точката Е локален екстремум. Понеже
функцията / с диференцируема в тоячката Е, τὸ съгласио тсорема

62 γι8).-0. OТеоремата на Рол има просто геометрично тълк
уване:; Ако B

крашмщата на сегмешта ардинатите на кривата у-
- [(ΧἹ ca равни, 70

KOATO допирателиата към
съгласно теоремата на Рол има то

чка, B

тази крива е успоредна Π оста Ὅχ (фиг.
 6.4).

Както ще видим по-нататък, теоремата на Р
ол е в основата на

миаго ΦΟΡΜΥ Η и теоремн 8 матсматическия анализ.

Теорема 6.3 (тео

а сегмента (а, δ,

+ Мишел Рол -- фрелски математик (1652 — 1719).

L
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6.3. Формула за крайните нараствания
(формула на Лагранж)

Голямо значение в анализа и HETOBNTE приложсения има слелната
теорема, принадлежаша на Лагранж“.

Теорема 6.4 (теорема на Лагранж). Ако щнкцията [ е непре-
късната ¢ сегмента [a, 6) и диференцируема o интервала (а, b),
то съществува точка ξ от интервала (а, #), за коята ¢ в сила
формулата

(6.1) Ка)--Ца)-(8-а) Р (§).

Формулата (6.1) се нарияча формула на Лагранж пли фор-
мула за крайните нараствания.

Доказателство. Да разгледаме функцнята

(6.2) Е(х)- х)--ДЦа)-(х--ак/(6) -[(a)(b—a),

58 която са изпълнени ΒΟΉΜΚΗ условия ат теоремата на Рал, На

нстина Е с нпепрекъсната в ссгмента fa, 8] (като разлика между
функиинята [ и една линейна фуйкция) и във ясички точки на Hii-
тервала (a, b) има производна, рапвна на

Ецх)- (х)-(Ца)--Д(а)) (#--а).

Ot формула (6.2) е окевизно, че Е (а)- ὶ (6)—0.
Съгласно теоремата на Рол вътре в сегмента (а, О) има такана

точка §, че

(6.3) F @)~ Р(61-4#(6)-- Ц(а))4а--а)-0.

От равенството (6.3) caessa фарму лата на Лагранж (6,1) Ще под-
чертасм, че във фоърмула 46.1) це с цесобхадима b>u. Фармулата
е вяриа н при b<a.

Забедежка. Ние получихме тгоремата на Лагранж като
следствне от тесремата на Рол. Ще отбележим паедно с тсва, че

теоремата на Рол е частен случай от георсмата на Лагранж (при

f(a)— е.
За изчсияване геомстричния семисъл на теорсмата на Лагранж

ще отбелсжим, че величяната (f(b)—f(e)) (b—a) е ъгловияТт кае-

фициснт на секущата, минанаща през точките Да, Да)) и Bib, (b))
на кривата у- (х), а /(5) е ъгловият коефициент на допиратедл-
ната към кривата у-/(х) B точката С (5, /(5)). Формулата на Ла-
гранж означава, че нма Teuka С ст KpHEara y— (х) между точките
Я и B, допирателната в която с успоредна на секущата 48 (фиг. 6.5).

“ Жозеф Jlyn Дагранж — френскин матемитик ® мехапик (1736--1813).
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e тя «нл ч. ΎΝ Ὶ
Фит. 6.5

Формулата ца Лагранж за сегмента |ха Ха х) ще инма вяла

(G.4) [(χοτ ὰ x)—[(xp)=8%. {{Ὁ)

кълегто Е ¢ някоя точка, заключена между Ха " Xg+ A χ.
 Тогава

има такова число 8 от интервала 0<8<1, че

По този начин формула (6.4) добива вида

(6.5) Нхаках)-х.)--ах. Р (¥4-0. ἃ x).

където # ¢ иякое WHCJIO OT интервала 0<8<!1. Формулата н
а Ла-

гранж във вида (6.5) un Aaua HAPACTBAHCTO на функцият
а, предиз.

викано OT произволното крайно парастване Ах на аргумент
а. Този

вид 8 формулата на Лагранж оправлава термина фо
рмула за

храйните нарастванция.

6.4. Някои следствия от формулата

на Лагранж

6.4.1. Константност на функция, която има нулева про
изводна в

даден интервал.

Теорема 6.5. Ако функцията Ге диференцируема навс
якъде 8 .

интервала (a, 6) ий ако навсякъде в тази unmepsaa Г (x)=0, то
функцията # e константа в интервала (a, b).

Доказателетво. Нека x, ¢ HAKOA фиксирана TO
URE в ин-

тервала (а, b), а х е пронзволна точка OT този ин
тервал.

Сегментът [χο «) (или |х, х) се съдържа в интервала (а, 65).
Затова функцията [ € диференцируема (а също така й непрекъ

с-
ната) в този cerment, Това ни дава право A4 приложим 

теоремата
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на Лагранж 33 функцията / в сегмента (ха, х). Съгласно тази
теорема вътре в сегмента [x,, Х| има точка &, 38 която

(6.6) ἐ (χ)-- [{πο)ττ {x—xg) { (D).
По ycaosue пролзводната на функцията / с равна на нула цався-
къде в интервала (а, &) и следователно ( (5)-0. Тогава ΟἹ (6.6)
получаваме

(6.7) Е(х)--Е(хо)-
Разенството (6.7) показва, че стойността ца фупкцията Х/ във всяка
точка х на иитервала (¢, #) « равна на стойността й пвъв фикси-
раната точка X, Това означава, че функиията / с константа в ин-
тервала (a, 5). 3

6.4.2. Условия за MOHOTOHHOCT на функция в интервал., Като sro-
ро следствне ot формулата на Лагранж ще разгледаме въпроса за
YCAOURATY, конто опенгуряват ненамаляване (ненарастванс) 1A фуяк-
цията в доден интервал. Ще инапомним определенията за иснамаля-
ваща, ценарастваща, растяща и намаляваща функция в даден ин-
тервал.

1”. Казва се, че функцията f е ненамаляваща (ценарастваща)
в интероала (a, 6), ака за всеки две точки ¥, и X, ΟἹ ΤΌΒΗ интер-
вал, 38 които х χ € изпълнено нергвенствота

Цх) 2 Цх.) (Flx)=f(x).
2. Казва се, че функцията f ¢ растяща (намаляваща) в интер-

вада (а, δ), ако 33 всеки две тачки X, И X, OT този иптервал, 34
който X=X, ¢ изпълнено неравенството

х< х) (Flx)>F(x)).

Теорема 6.6, Необходимо и дастатъчно уедовие функцията (,
диференцирцема в интервала (а, b), да бъде ненамаляваща (нена-
фастеаща) в този интервал е производната й да бъде неотрица-
телна (неположителна) в този интервал.

Доказателство. |. Достатъчнаст. Нека ( (х)2-0( 0)
навсякъде в интервала (а, b). Трябва ΛῈ се докаже, че Г е ненама-
ляваща (ненарастваща) в интервала (а, b). Нека х и x, са про-
изволци точки ὍΤ интервала (а, δ), 38 KoMTO х,<х.. Функцнията /
е дифсренцирусма (следоватселно и непрекъсната) в сегмента [, X,
Karo приложим теоремата na Лагранж за функцията Я а сегмента
χ. x.), ще получинм

{6.8) Fled—Fx)=(x.—x) P (5),

Mo условие ' (3)=0 (=0) и x,—x,>V. Затова дясната, а сле-
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дователно н лявата страна па (6.8) е неотрицателна (п
еположител-

на), косто доказва, че Ϊ ὃ пенамаляваща (нена
растваща) в инчтер

вада (а, δ).

9 Непбходимаст. Нека функцията Ге анфгр
енцируема н не-

намаляваща (ненашствщпа) в интервала (а, b). Тоябва ха се дока-

же, че | (¥)=0 (=0) в този интервал. Тъй като Те ипенамал
яваща

(нснарзстъшща) в интервала (а, b), то тя е исна
маляцваща (ненпараст-

вала (а, #), Следовстелно съгл
асно

ваша) във всяка точка на иптер да бъде отрицателна (поло-
теорема 6.1 производната Г не може

жителна) в инто елна точка на интервала (а,
 6) [

[ пастяща (намаляваща)
Теорема 6.7. За да бъде функция

та

¢ интердала (а, #), ¢ достатеъчно производната й [ да бъдсе по-
дажителна (отрицателна) п тези ин

тпервал.

Доказателството е аналогично На доказателството за доста-

тъчността в теорема 6.6, Нека х и Ха ( произволии точки от ΠΗ-

тернала (α, 6), удовлетворнващи условието Xy <Xg. Като запишем
формулата на Лагранж за сегмента ху Χ} ще получим равенст-

вото (6.8), по сега в това равенство 4 »Ὁ (<0).
Порали това лявата страна на (6.8) е положителна (оатрица-

телна), което доказва, че ἐ e растяща (памаляваща) в нитервал
а

(а, δ).

Забележка. Подложителнастта (отрицателността) ὰ ΠΡῸ-

изнолната |О Ἀ μΗτόρβῆα {(Π, b) не е πμυούχοπημο условие

за иарастването (намаляването) На функиията Р в нитер.
цала (а, #), Така наприме р функцията [(x}=x? 

расте B интервала

(—1. 1), но производиата й ,*(х)--Зх“ пе е навсикъде положител-
на н ъози ΠΗΤΟΡΙΜΗ͂ (тя е By a Β точката х--0). Въпбще млеко Се

локазва, че функцията Ге раетяща (немалянаща) в интервала

(а, Я), ако произнолната и Ке положителна (отрицателна) навсякъд
е

в този интервал с изключение на K Pac | брой точки, B KONTO тази

праизиодиа се равиа на нула. (За да докажем тоцва, е достатъчно

A2 приложим TCOPCMa 6.7 към всеки o крайпия брей интервали, в

които Р « страго положителна (отримателпа), и да о
тчетем, че |е

пепрекъсната в точките, в KOUTO произволната е павна на нула.)
Установената в тсорема 6.7 връзка можлу зниака на пронзводната

н посоката 12 изменението на фънкцията се разбира Jecno πὸ

гесметрични съобружсения. Тъй като произволнат
а е равна на ъгло“,

допирателната към графиката на функицията

y— f(x), TO знакът на прензводиата паказва дали допиратселната
Ox остър нли тъп ътъл.

слючва с положителната посока на 
аста

Ако Г (x)>0 навсикъде в цнтервала (а, b), To кавсякъде в този
интернал допирателната склкиша с аста Ох остър ъгъ

л и очевидно
кривата у--|(х) се „изкачва нагорс“ навсякъде в този интервал
(фиг. 6.6).

S ка Нке 6 еНиН
ийа
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6.4.3. Липса на прекъсвания от първи род и отстраними прекъс-
вания на пронзводната. Теоремата ина Лагранж позволява да се

установи едно забележително свсойство на производната. Ще за-

почнем с доказателството па следната лема:

Лема 1. Нека функцията | има крайна производна Н нався-
къде в интервала (¢, c+8) ((с--8, с)), където # е някое положител-
ΝῸ число, и освен това има дясна произавадна ' (c+0) (лява npous-

водна Г (с--0)). Тогава, ако праизводната [ има в точката с

дясна (лява) граница, та тази граница съвтлада с дясната npous-
водна [’ (c+0) (assama производна | (с-0)).

Доказателство, От съществуването ца дясна производна

Г (c-+0) (лява производна f'(c—0)) следва съществуването на край-
ната граница

я-чеФа τ -Ι-:ιΞὓ ο )
Ho това означава, че

lim (f(x)—f(e)—0 ( .„Е„п.].о( [(χ)-- [(ὦ})--),
2—e+0

T. е. функиията [ € непрекъсната п точката с OTUACHO (отляво).
Фиксирамсе произволна х в нитервала (¢, c+8) ((е-6, ¢)). Тъй

като функцията [ e диференцирусма (следователно непрекъсната)

B този ицтервал и освен това непрекъсната отдясно (отляво) в

точката с, то 32 тази функция в сегмента |(е, ¢+&] (B [6-- , в)) га

изпълнени всички условия ат теоремата на Лагранж 6.4.

Съгласно тази теорема между х н с съществуна такава тачка

ξ. че е изгълнено PaBéHCTBOTO

(6.9) () (еу х--е)-- Р ().
Да направим в (6.9) граничен ΠΡΕΧΟΙ͂ при χ —c+0 (x —c—0).

Ако производната Р (х) има в TCYKATA с кргйна дясна граница
lim Г (х) (xpzira лява гранина lim ( (х)), τὸ дясната страна на
че+ Хее

15 Математечески ачализ, ! ч.
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(6.9) ще клони към тази границац(тъй като §— c+0 € —c—0) при
X—c+0 (х-.с--0).

Същата грапица при х-+6-0 (x —c—0) трябва да нма и ππ':
вата страна на (6.9). Но границата 18 лявата страна на (6.9) при
X —c+0 (x —c—0) no определение е равна на дясната производна
Г (c+0) (лявата пронзводна Г (с-0)), O

Прилагайки лема | 38 всяка точка с на даден нпитервал (а, #),
ндваме ἈῸ следното твърдение: Axo функцията [ има крайна npo-
изводна навсякъдсе в интервала (@, #), то производната /” не може
да има в тозн ннтервал нито точки на отстранимо прекъсване,

нито точки на прекъсване от първи род.

Наистина, ако в иякоя точка с ua интервала (а, 6) съществу-
ват крайни дясна и лява граница на функцията /, 1o / е непре-
късната в точката с (според доказаната лема“), Axo не съществува
нито една от границите lim Р(х) н lim Г(х),то функцията / по

ее4 Кее)
определение има в точката с прекъсване от втори род. И така npo-

изводната / във всяка точка с на нитервала (2, 6) e или непре-
късната, нли има прекъсване OT втори род. (

Ще приведем пример на функция, чиято производня същест-
вува Η 6 крайна напсякъде в даден интервал и има в дадена точка
OT TOSH нитервал прекъсване от иторн род.

Ще разгледаме в интервала (—1, 1) функцията

x2cos x—! при х0,
f(x)={ 0

0 при x=0,

Очевидно 3a Beako х-0 пронзводната на тази функция съществу-
ва не f'(x)=2xcos χ - ίη х-!, Съществуването на пранзводната

Г в точката х--0 непосредствено следва от съществуванета на
границата

tim L0/ O щ А χ cos (1/A х)-0.
4 X0 4 κ 4 x=40

Производната Г няма в точката x=0 ΠΗΤῸ дясна, HHTO лява rpa-
ница, тъй като събираемото 2xcos х-! има в точката х--0 граница,
равиа на нула, а второто събираемо sinx—! няма в точката x=0

HHTO ДдДясна, нито лява грацица.

6.4.4. Извежданг на някои неравенства. В заключениз ще пока-
жем как с помощта на тгоргмата на Лагранж могат да бъдДат no-

“ Coopen тази лема Ша ἐ (х)-/ (24+0) Ня # (х)-Й (е--0), а тъй xato
къе+б еаг

Π ( ) κ (с--0)-/ (e}, та lim / (х)- lim п)“ (43/" (с), Следователно Г (х) е
Хее

непрекъсна а в точката ¢,
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лучени HAKOH полезни неравенства. 34 пример ще докажем след-

Ἰ ει 1τὸ две неравенства:
46-10) |5 п x,—sinx, | =|x;—x,|,

(6.11) | arc tg x, —arc tg ха | == | x,—x, |

| {TVK X; И Χ, са какви да # стойности на aprymenra). 3a да ycra-

новим неравенството (6.10), ще приложим теоремата на Лагранж за
функинята /(х)--5п х в сегмента (ху, х,). Получаваме

] {6.12) sin xy,—sinx,=(x,—x,) . Р ().
Като отчетем, че f'(f)=cos§ и че |cos§{|=1 3a всяко E, и като

вземем абсолютните стойности в (6.12), получаваме неравенството
6.10).  ́ |

( За доказванс на неравенството (6.11) ще приложим теоремата
Ἠ8 Лагранж към функцията f(x)=arctgx в сегмента [x,, x,| и Ще

B3cMeM пред вил, че Г(9-1/(1+#83)- 1.

6.5. Обобщение на формулата на крайните
нараствания (формула на Коши)

. B τόθη параграф ще докажем теорема, принадлежаща на Коши,
Ϊ която обобщава доказаната теорема на Лагранж.

; Теорема 6.8 (теорема на Коши). Ако всяка от двете функции
. f u g e непрекъсната в сегмента [a, #) и диференцирцема във вся-

. KA вътрещна точка на този сегмент и осдвен това производната

. 4(х) е различна om нуда навсякъде вътре в сегмента (а, 6) mo
съществува такава точка ξ от вътрешнастта на този сегмент,

" че ὰ € изпълнено равенството

“ὥτχ _ L@

€.13) fO—2@ " κ Ε
. Формула (6.13) се нарича обобщена формула на крайните на-

. pacmsanus илн формула на Коши.
Доказателство. Най-напред ще докажем, че “ (а)+-2(6).

у Найнстина, ако тава не e така, за функцията g в сегмента [a, #)
“ ще са изпълнени всички уславия от теорема θ.3 (теоремата на

]ι Poa) и следователно вътре в сегмента (а, ὁ] ще съществува точка
ξ, B която 4 (5)0. Това противоречи на условието на теоремата.
:И така gla)=gb) и можем ла разгледаме следната помощна функция:

4614) F(x)=f(x)—F(a)—(g(x)—g (а)/ (6}--- (a))/(g (6)—g(a)).
" Tlopaan изискванията, наложени на функциите [ и g, функцията
# (х) е непрекъсната в сегмента (а, b] н диферснцируема във всич

1
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KH вътрешни TOYKH на TO3H сегмент. Освен това € очевядно, че

Е (a)=F (b). Тогава за Е са изпълнени всички условия на теорема

6.3 (ua Рол). Съгласно тази теорема съществува вътрешна за сег-

мента (а, А) точка §, 88 която

(6.15) Р! (ξ) .

Тъй като Γ' (χ) - | (x)—g (xXF(b)—f (a))/(g(t)—g(a)) то o1 (6.15)
получаваме

(6.16) Г.(6--# (6(7(6)-- ἰ(ὠ)) (Ε (δ).--8 (6)).
Отчитайки, че #7 (ξ)ΞἘ0, от равенството (6.16) получаваме форму-
дата на Коши (6.13). O

Забележка 1. Формулата на Лагранж (6.1) е частен слу-
чай от формулата на Коши (6.13) при - (x)=x.

Забележка 2. Във формула {GJS) не с задължително да
имаме ὅ;»α. Формулата ¢ взярна н при b<a.

"6.6. PaskpuBaHe Ha неопределености

(правило на Лопитал)

6.6.1. Разкриване на неопределеност OT вида 0/0. Ще казваме, че

отношението на две фунхции [/g ¢ неопределсност от вида 0/0
при X — d, ако

{{π| f (x)==lim g(x)=0.
Хею F o

Да се разкрие тази неопределеност, означана да се пресме
тне грае

ницата lim (F(x)/g(x)) (при условие, че тя съществува).
ле

Аналогично се въвеждат понятията неопределеност ΟἹ вида

0/0 при х — a+0(x -а-0), при x— oo, а също и ΠΡῊ X — 4 со

Следващата теорема ни дава правило 58 разкриване на
 неоп-

ределенаст or вида0/0 при х -а.

Теорема 6.9 (правило Ha Nonutan®). Нека множеството Ο е
прабодена 8-околност на точката а, функциите f u g ca дефини-
рани и диференцируеми 8 Cy и произвадната g не се анулира в

C,. Нека съща

(6.17) lim (х)- т g (x)=0.
ἌΞ ΗΣ 2а

Тогава, ако съществува (крайна или безкрайна) граница

« Γμῆνομ Франсоа дьо Лопитал — френски математик (1661--1704),
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(6.18) 9_3(!’ ( μ (x))

то съществува и

46.19) Ш (F(x)/g(x))

: € 8 сила съотниощението

(6.20) lim (f (x)/g (x))=lim (Р (x)/g’ (x)).
ей Да

Теоремата 6.9 ни дава правнло 38 разкриваце на цеопределе-

ност от вида 0/0, което свежда пресмятането на границата 18 част-

HOTO на две Ффункции в точката @ 0 пресмятане на границата Η

частното на производните Ha тези функциин в същата точка.

“Доказателствог Нека (ха) с произволна редица от стой-

HOCTH на аргумента, клоняща към @, чиито членойе ха са различни

ot а. Ще додсфинираме функциите f н g в точката 4, като ще TH
положим равин на нула в тази точка. При това додефиниране на
функциинте / K # те са непрекъснати навсякъде в миожествота G,
допълнено с точката а, т. е. навсякъде в 8#-0околността па точката

а. Наистнна непрекъснатостта на [ н g във всички точки на ὅ-

околността на точката а с изключение на точката а следва от

тяхната диференцируемост я тези ΤΌΜΚΗ, а непрекъснатостта на /
H g в точката а следва от това, че границите им в точката а CA

равви на стойпостите им в тази точка съгласно додефинирането

на тези функции.

Отчитайки, че всички елементи на редицата (х.) принадлежат

на множеството Сз,, ще разгледаме произволен сегмент, ограничен

OT точките й H Xn

Според казаното дзвете функции [ н # са HENPeKLCHATH върху

такъв сегмент. Осваен това функцните Г я g са дифсеренцируеми
BBB всяка вътрешна точка на избрания сегмент н пронзводната ”
He се анулнира във вътрешиите му точки.

Това ни дава право да приложим към функциите f н g в cer-
мента, ограничен OT точките а Η ха, теоремата на Коши 6.8.

Според тази теорема между точките а и ха съществува такава

- точка £,, че да е изпълнено разенството

Fled—fia) 769

(6.21) ве (а)” 115
Като вземем пред виЛ, че f{a)sg(a)=0, MoxeM да напишем

„съотношението (6.21) във вида

. {6.29) П(хеМа (xa)=F" (вА)/Е (55).
Нека сега в (6.22) n.pacTe неограничено, Τ. е. ха - a. Понеже

Εξ е заключено межлду а H ха, TO H Е - при п- o, От съще-
%

ἴ
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ствуването на граничата (6.18) и от определение
то 33 гравипа на

функция по Хайне следва, че дясната страна на
 (6.22) има грани-

па при Π -’ oo, равна 8 границата (6.18). Следователно същата

граница при Π — co има и лявата страна на (6.22). Понеже кло-

ияшата към а редица {xa} Ε произволна и според определението
за граница на функция 10 Хайнсе съществуването н

а граница при

я — oo на ливата страна ua (6.22), равна на (6.18), означав
а съще-

ствуване на граница на функцията (6.19), която също € равнва

И така чрез граничен преход в (6.22) при п- oo получаваме

съотношението (6.20). O
Забележка 1. Правилото Ha Лопитал не винаги „действу“

ва“, T. е. границата на частното на функцинте (6.19) може да съ-

ществува н в случан, котато границата на частното на пронизвод-
ните (6.18) не съществува, 

|

Например при a=0, f(x)e=x¥cos x~3, g (x)m=sinx съществува

Шп- :’Eflfix"‘_ —-;-t-—- а
95, Е(х) E_',“, sinx Ш sinx iiflxcnsr 0,

докато
Л() а 2Е екае х

Ш ак) 7 s
не съществува,

Забележ ка 2. Ако към условията (6.9) длобавим изясква-

нето 38 непрекъснатост 1A производните [* w g’ в точката &, TO

при условие g’ (а)4:0 съотношеннето (6.20) може да се напише

във вида

ШОе (Ле (е (@)

Забележка 3. Ако производните Рн g удовлетворяват

същите изисквания, както и функпиите [ ug τὸ правилото HE

Лопитал може да се прилажи NOBTOPHO, T. е. границата на част-

ното на първите производни на функцинте fug може да се

замени с границата на частното на вторите производин на тези

функцин. Така ще получим

100 С ῶ μ 2.
lim oy И ве а #7

Примеря :

ечй

2. Следващата граница се намира C двукратно 
прилагане на

правилото на ΠΟΠΉΤΔΗ:

x—sin x ἠπι 1--са5 х и %xfl-'—'lffi-
1 —
:ἱἓ -ι-ιὓ 3x4 х

с 4 Ε
Ἔ Ὥ το
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- -.-.-.- -_.q'i- ия μ

#

3. С трикратно прилагане на правилото на Лопитал се пре-

смята следната граница :

Ние разгледахме въпроса за разкриване па неопределеност от

вила 0/0 38 случая нва граница в точката а. Съвършено аналогич-

ни резултати са в снла и 38 случаите на граница в точката а ат-

дясно (отляво), граница при X — oo, а също така и за граница

при X = + o0 (X ——co).
Cera ще се убедим, че TeopeMa 6.9 e B сила във BCEKH OT

следните три случая:

1. Когато в теорема 6.9 38 множество Сз вземем янтернвала
(а, a+8) (съответно (а--8, а)), а всички граници (6.17) -- (6.20) са
взети при х — a+0 (съответно при Х - а--0).

2. gram в теорема 6.9 38 С, вземем множеството ΟἹ всички
точки, лежащи вън от сегмента |--8, 3], а границите (6.17)—(6.20)
€3 взети при X — oo,

3. Korato B теорема 6.9 за множество С, e взета noaynpapa-
та (3, +00) (съответно (— o0, 8)), а rpaununte (6.17)—(6.20) ca при
X =+ 400 (CBOTBCTHO при X -’ — o).

Случай 1. B сила е цялата схема Ha доказателството Π

теорема 6.9, само че вместо редицата (х.), клоняща към @, OT точ-

ΚῊ хл, различни OT 4, трябва да пвземем редица {xa} OT интервала
(а, а+ 8) (съответно οἹ (а--#, а)), клоняща към а.,

Случай 2. Нека функцинте f и g са дефинирани и лифес-

ренцирусми навсякъде вън от сегмента [—&, 4) при някое >0 и
пронзводната 2” не се анулнира вън OT Посочения cersment, Нека

освен това съществуРра границата

(6.18') Ш (' (x)/g’ (х)4

Да направим смяна 8 променливата (ее|/х и да положим
0(0-#2(1/4+-2(х), Е (4)<- (1/)<- | (х). Тогава очевилно фупкцинте

Е Μ са дефинирани и диференцируеми в прободената 1/8-околнаст
на точката /=0 и производнята

Ο' (ἢ-- # (1t —1/P)mmg’ (xX—x7)

У не се анулнра B тази прободена 1/8-OKOJHOCT.
Освен това поради съществуването на грапицата (6.18/) съще-

Д ствува и границата

(6.23) lim
"Ὸ o Раее) 7) e

1|πὶ Gy “ в < = 7 g €0 B ее(е)
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Ho тогава според теорема 6.9 ше съществува и границата

; O i { < S0(6.24) P T M С

ΠΡῊ TOBA € изпълнено съотиношението (6.20), което приема (поради
(6.23) и (6.24)) вида

и Π i Р0 μ Χ
ТЕ БКЕТОИ У И Е - O

Случай 3. Използваме същата смяна (-а|/х, както в слу-
чай 2, 10 сега тази смяна води вместо до разглеждане на грани-

цата ΠΌΗ X - Ἔ οο (% --- со) до границата при χ ~ 04-0 (x — 0-0),
разгледана в случай 1.

а
. : Ἴ .Примери: 1. Да се пресметне xl:uTo T (14x)

зи пример се птнася KLM случай ]).

Прилагаме правилото на Лопитал и получаваме

м 5 κ
im τ = S = - -

:Шо 14) „,!.З,Тдшп-ъхп Шъгд*” (I 4x)=0..
к!4--асс 1я (1-1/х)

sin(l)x)

38 всяко &> 1 (ro-

2. Да се npecmerue П
Е

ся към случай 2).

Прилагаме правялото цна Лопитал и получанаме

--} I

1π πἰ —ore g (1 --ἰ ) o УЕ(е " o

Н ааа ИИ Σ Ὑ cos 1
1

(този пример се отна-

μ Ε 1
7е) τ

6.6.2. Разкриване на неопргделеност OT вида оо/со. Ще казвамс,
че отношението на A8 дефицираци B околност на точката а ΦΥΗΚ-

ΠΗῊ f и g представлява неопределецост от вида го/со при х -а, ако

(6.25) limf(x)=w, limg(x)—=*
«--а £

3a разкриваце ца тази нгопределгзизст, T. €. за пресмятане на

границата lim(f(x)/g(x)), с в сила твърд:ии:, напълно зналогияно
жй

на теорема 6.9,

* Вместо co в (6,25) може да имаме +co илЛи —oo.
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Теорема 6.9“ (второ правило на Лопитал). Нека мнажеството
C; ¢ прободена Б-околност на точката а, функциайте [ и g са de-
финирани и диференцируеми в Cy и npoussodnama &' не се анулира
в С,. Нека по-нататък

(6.17") lim (х)-- оз, limg(x)=oo.
Ке еа

Тогава, ако съществува (крайна или безкрайна) границата

(6.18") Efg(f’(x)fg’ (χ)),

то същеставува и границата

(6.19) Не (f (<)/g (<))
а

при което е в сила съотношщениетоа

(6.20) 1 LY i /0)
Py () , ST

Доказателество. | Hl> предположим най-напред, че съще-
ствува крайна граница (6.18 ̓) и тя е равна на чиелЛото b, Ще до-
кажем, че в този случий съществува и границата (6.19”) и с съща
равна на b, |

Нека (ха) ¢ произволна peauna or стойности на аргумента,
КЛоОНнЯЩА KBM а HIH отдясно, HAH отляво. Тъй като всички чле-
пове на тази редица принадлежат на множсгството С, . TO каквито
и да са двата члена от редицата X, И Ха, 33 функцинте / нра
сегмента [x,. Xa| са изпълнени венчки Ууславия на теоремата на
Каши (6.8). Според тази теоргма межлу х.а И Хл съществува така-
ва точка gy че е изпълнено равенството

ка ка) Л) , =7 χκ () ше П Ν .
Е (КА)- Е () gixa) ” ΓΞΕ АН ἰχ 8 (ξπια)

От тава равепство заключаваме, че
(6.26) S (Xq) ш У G , - (xfi)‘_'g {Xa) .

Cera избираме произволно положително число ε. Тъй като по
условне Пни(/Г (x)/g (х))-д, а педивата (ка) клони към @, то 38

e  ̓]X

положителното число #/?2 може Да се HAMEPH TAKBB номер m, че
33 всеки номер п, по-голям OT /M, да са изпълнени условията

(6.27) Г (л) Gmn)=b+2pn п | «ал |<#/2.
Ще отбележим, че според уславне (6.17°) limf(xa)=ce, limg(xa)

==c0 и TbH KaTo номерът т е фиксиран, съществува границата

1-# (хаЕ (Xa) 1

,!;Ei - }ια, ) } хе)
“

Бе
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Това означава, че 38 положителното число Τἷιἔἓἆ g " за 3 из-
брания номер т съществува такъв номер M, Че при всн

чки п>Пу

имаме

1—g ἰχ [χη}

(6.28) τογα o 1 Вл
εἰ .

където |Зал|< ἜΤΙΟΙΣ "

От (6.26), (6.;?) и (6.28) следва, че
f(xa)g(xa)=—(b+ α,, ὐ +Bma) =0+ (b4 «) Вя Сл

Следователно е изпълнсено HEPABENCTBOTO

[ F(xa)g (xa)—b]= ({8}:] тл D -] Bt |+- |а |-

Отчитайки условията (6,27) н (6.28), при вснчки A=, полу-

чаваме

(6|+1 «ал |) . | Bt |+ ] «л |<(| 2 |+s/2)m.'|'_{_3m +el2=¢.

И така 38 произволно избраното >0 намерихме такъв номер

N, че при всички ΠῈ Πρ да имаме

|F(xa) g (xn)—b]<e.

Това означава, че границата (6.19") e pasua на чнслото bune
изпълнено (6.20'). По такъв пачин теоремата е доказан

а за слу-

чая на крайна граница (6.18”).
ῶ Нека cera границата (6.18") е равна 118 безкрайност. Тога

ва

очевидно границата на реципрачното отношенисе lim (g’ (х)/Г (х)) ¢
равна на нула и съгласко TOKY-WO разгледавия случай на край

на
граница (6.18”) ще получим“, че Nm (g (x)/F (%))==0.

ῶ Ν

Паследното съотношение поради (6.18") е. еквивалентно на

ι lim'(f (x)g()=00.10

също както н теорема 6,9, теорема 6.9“ с вярна н 38 всеки

от следвите три случая:

1) Korato 38 множество C, cc вземе интервалът (а, а+6) (съ-
ответно (а--6, а)) а границяте (6.17/)--(6.20”) се разглеждат при

х «« a+0 (съответио при X - a—0).

на теорема 6.9%. По-специално производната Л не ce
npoGofiena 8-околпост на точката а (това :

(6.18'), равна на оо, и OT неанулирането н

дена 8-0колност).

Ε - - р



РАЗКРИВАНЕ НА НЕОПРЕДЕЛЕНОСТИ 235
—_—.—_—-——_—_—_—'——-—_-_-_

2) Koraro 38 множество С, се нзбере съвкупиостта OT всички

X, лежащи вън от ссгмента |--6, 5) н всички граници (6.177--4(6.20”")
| ca B3eTH ΠΡῊ X — со.

3) Korato 38 множество C; се вземе полуправата (3, - o)

(съответно (--τς, <)) и BCHYKH граници (6.17/)--(6.20/) се вземат

ΠΡῊ Χ — + o= (съответно при X - —0ca),
Доказателството Ra Teopema 6.9% в тези три случая може да

се заимствува от предишната точка.

Примерн :

. Inx

1. ш Vxinx= т =

. x—1
= : =—2 НШ =1},
:ШОС-ЧЩХ-Ш МЮ 0

l 2, С n-xpatno прилагане на npasunoro на Лопитал се npe-
смята

а пул nt

6.6.3. Разкриване на други видове неопределенасти. Освен изуче
4 ните по-горе неопределености от внда 0/0 н со/оо често Се сре

gfl’r i.f неопределености от следните видове : ῦ.οὐ, со--6о, |*

„ oot% Всички Te3H неопределености се свеждат До изучените Две
ἐ - неопределености с помощта на алгебрични преобразувания. Ще
7 покажем това 38 последните три OT нзбросните неопределености-

й Всяка от тях има вида

(6.29) ,

където / клони съответно към 1, 0 или co ΠΡῊ х-а, й — съот-

ветно към oo Ham 0. Като логаритмуваме израза (6.29), получава-
ме (считаме, че f(x)>0)

(6.30) ginf.

3a да намерим Границата на израза (6.29), достатъчно е да наме-

рим границата на (6.30).

Ще отбележим, че за всекн OT разглежданите TPH случая Η3-

разът (6.30) е неопределеност от вида (.cc при х —a. („ледова-

„ Стелно е достатъчно да се научим да привеждаме неопределеност"
Ἂ от ΒΗΠᾺ 0.оо към неопределеност от вида 0/0 нли oc/oo. Ще по-
υ- жажем как се прави това. Нека

Ι
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при това

imp(x)=0, # Нтф(х)-оо.
X3 хеа

Можем да запишем (6.31) във вида

e -7,{6.32) =9 %=,

Очевидно изразът (6.32) e неопределеност or вида 0/0 при х - a-

Нашата пел ¢ достигната.

Примери ; | |

1. Да пресметнем Нтах*. Озпачаваме y=x*, Тогава Iny=xinx
ж.

- -ἵΐἷξ- Прилагаме правилото ua Лопитал н получаваме

. ; Inx ; к :
lim Iny— lim =, - = lim - пе е η x=0

х-040 / χφ μ lix Χ κ lfi' =040 )
откъдето ¢ яспо, че lim y=1.

Ξ μἢ

2. 115;(1+х*)ш*:-*“”1. Нека p=(1 -+ χθ)μ(εῖ ὰ Тогава да пре-
+

«метнем

ΒΝ
Шу ες ι

Като изпалзпваме правилото на Лопитал, получаваме

; . е() χ {1 ἰχ
limlny=lim ' - - Ш
х-й / Χ С Е μ ι

--- | . ..g:r._p».—-‘ ..-Ш.-.-.З.н. P
=M еааа) TN еаааеу а

откъдето с ясно, че lim у-е?.
£

6.7. ®opmyna на Тейлор

B този параграф ще получим една ΟΥ Η - τ формули B Ma- .

тематическия анализ, KOATO има MUOTOGPONUM приложения KAKTO Ι
B математиката, така и в близките й днециплинн.

Теорема 6.10 (теорема на Тейлор“). Нека функцията Г има o
някая околнист на точката а производна от (a+1)-eu ped (n е

произаолно естествено число). Нека х с произволна точка от тази

OKOJIHOCT, а р - произволно положително число. Тогава между
точките а и х съществува такава точка Е, че ев сила hopmyaama

* Bpyx Тейлор — англияйски математик (1685--1731).

Τ
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(6.33) [(χ)-- [(α)---5  ́ р а) --- 595 o)

ἘπῸ ЪЕ μ(α) 4 Ке )
където

(6.34) Ве4а (х)п( 1‘1:;3 )г (x;i?;*‘ τ (E).

Забележка. Тъй като точката Е с между х # @, то дробта
(х--а)Дх--Е) e винаги положителна Η 38 всяко p>0 е определена

степента ( хл )’-
х

Формула (6.33) се нарича формула на Tedaop (с пентър в
точката @), а изразът Ray,(x) се нарича остатъчен член. Както

ще видим по-нататък, остатъчинят член може да се запише не

само във вида (6.34), но н по друг начии, Остатъчният члешц, за-
пясан във вида (6.34), е прнието да се нарича остатъчен член в

обща форжа.

Доказате лствао, Да положим

(6.35) φᾷ, а)-(а)+-- |ца)+ L5 еа)

+ o8- 42 μ (
и да означим със символа Ra.y, (x) разликата

(6.36) Rayy (х)- [(χγττφία, а).
Теоремата ще бъде доказана, ако покажем, че Rayq(X) се опреде-
ля от формулата (6.34).

Фиксираме произволно х от посочената във формулировката
на теоремата околност. За определеност можем да приемем, че

x>a. Означаваме с #Е променлива, която се изменя в сегмента (а,

х), и разглеждаме псмощината функция:

(6.37) ψ (O=[(x)—g (x, #)-(х--6? . 04(х),
където

(6.38) О (х)--(х--а)7? В (х).

Подробно ¢ мсже ла се запише и така:

{x—()= Н(х)-- 14)25 ра) = Е еце)

(6.39) — o I R (—(x—t)". Q(x).
nl
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Нашата цел е да определим Q, като използваме свойствата н
а по-

мошната функция ф. Ше покажем, че функцията ¢ удовлет
ворява

всички условия на теоремата 6.3 (на Рол) в сегмента (а, х).
Ot формула (6.39) и от условията, наложени на фуккпоията f,

€ очевилно, че фуккцията фе непрекъсната в сегмента (а, x] и
диференцируема във всички вътрешнви точки на TO3H се

гмент. е

«е убедим, че ф (а)<-ф (x)=0. Полагайки в (6.37) #--а, като вземем

пред внид равенство (6.38), имаме

ф(а)-- (х)--е(х, @)=—Rat; (х).

ФОттук въз основа на (6.36) получаваме ф(а)--0. Papeucrsoro ф(х)
—0 слелва пепосредствено от формула (6.39).

И такя за функцията ф са изпълнени всички условия на

теорема 6.3 (на Рол) в сегмента [¢, х). Според тазн теорема с
ъще-

ствува точка §, вътрешна за сегмента [a, %], за която

46.40) ф (6)--0.
Като диференцираме равенството (6,39), получаваме

64l ¥ O=—F O+ PO 5 o а+ Е ец

o g ЕИ рящ 99) |
.

+

Jlecuo се вижда, че всички членове в дясната страна на (6.41) с

изключение на последните два,се унищожават BIZHMUO. Следо-
вателно

. еНЕ e р (е Q).
Полагаме във формула (6.42) #--6 и като използваме равенст-

вото (6.40), получаваме

(6.43) ᾳ(.)--ΞΞ e ),
Като съпоставим (6.43) и (6.38), намираме окоцчателн

о

Regs (x)=(x—ap ) (е) Y= рие).

Случаят, кагато x¥<g, са разглежда съвършено аналогично. [

* (T условисто 34 съществуване ΒΗ npohanogun ΟἹ (п4-1)-ви ред за ΦΥΜΕΠΗ͂ -

та 7 в околнаст ΠῈ точката а следва нсепрекъспатостта ча функцията н квсичките

й производни да л-ти ред в Ta3H околиост, а опук H в сегмента (а, x}. Па-на-
татък може да се твърди, че функцията / и всичкате й произнаден A0 п-ти ред

«а един път диференцируемя B посюочената околност на точката 
а н следователно

мавсикъде вътре в ссгмента (а, x].
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Ще намерим разлагането по формулата на Тейлор на алгеб-
фричните полиноми OT n-Ta степен. Нека

Н(х)- в ах е34 . .. +oax®,

Тогава, понеже fi+1(x)==0, остатъчният член Жлч+.(х)-0, и фор-
мулата на Тейлор (6.33) приема smaa

Е(х)--На)+ 555 р @+ L e+ .. . + ),
(Тук 38 точка а може да се вземе всяка точка от безкрайната
права.) Следователно формулата ua Тейлор дава възможност всеки

полином [ да се предзстави във вид на полином по степените на

х--а, където а е пронзволно реално число.

Нека сега f e произволна функция, удовлетворяваща YCJOBHA-
та на теорема 6.10. Ще се постараем да изясним какви свойства

притежава полиномът (6.35), фигуриращ във формулата на Тейлор

за тази функция. Както Η по-рано, ще означаваме тозн полином

със символа φίχ, а). Със снимвола ¢ (x, а) означаваме п-тата
производна на φίχ, а) относнио χ. Като дниференцираме формула

(6.35) по х Η положим след това х--а, получаваме следните ра-
венства: .

ф(дг “)Ξ! (Е).

?.(дп fl)‘-f‘(fl}.
{6.44) ¢ (a, а)-- (a),

- + - - 1 - - - ΓῚ

4 (α, α)-- κ (α).
=, Torasa фигуриращият във формулата на Тейлор полином ῳ (χ, а)
| 88 произволиа функция / има следните свойства: той и производ-
„ ните MY до п-ти ред вклюячнително в точката х--а са PaBHH съот-

1 BerHo на [ и пронзводните й до л-ти ред.

. 6.8. Различни форми на остатъчния член.

: Формула на Маклорен

16.8Л. Остатъчният член във форма на Лагранж, Коши и Пеано.
По-рано получихме формулата на Тейлар ¢ остатъчен член в обща
сФформа. Сега ще устаповим други възможии представяния 1A OCTa-

i, ТЪЧНния член. Две от тях могат да бътлат получени ката частен
Ἐ случай от общата формула.

| Най-напргд ще иреобразуваме формулата 38 остатъчния член

ЪЧ(Е.З*Ф). Тъй като точката ξ е между точките а и X, TO има такова



s s, SR e ае

240 OCHOBHH TLOPEMH
A4
V -

число” й or интервала 0<B<1, че f—a=0(x—a). При това
 6--а

+8 (х--а), x—E=—(x—a)1—0). Така формула (6.34) може д
а се за-

пише във вида

(6.45) Ruga () ЕН ok (-4 (x—a))

Ще разглеламе Cera два важии частни случая на формула (6.45)”
1) p=n+1; 2) p—1 (ще HanoMHHM, че във формулите. (6.34) и (6.45)
р може да бъде произволно положително число). Пър

вият от тези

частни случан (ρ-- π-Ὁ 1) довежда до остатъчен член във фор-
ма на Лагранж

-- 4 |

(6.46) Ве (*3”“%?3?5* M (a+0 (x—a)).

Тази форма на остатъчиня член се употрсбява най-често в ΠΡῊ 10

женията. Остатъчният член във формата на Лагранж
 напомня no-

редния член във формулата ма Тейлор, само че (п-1)
-вата произ“

водна на функцията / се пресмята не в точката 4,
 а в някоя точ

ка Е-а4+0(х--а) междуа н Χ.

Вторият OT посочените па-горе частии случан (p=—1) вади до

остатъчен член във форжата на Коша :

6 κ рае ЕЕ ра 0(х--а)).

и Коши отговарят на различ-
Тъй като формите на Лагранж 1 стойностите на 8 във фор-

ни стойности на р, а й зависни от P,

мулите (6.46) и (6.47) са в общия случай различии
. 3a оценка na

някон функцини формата Η Коши е за предпочитане пред формата
на Лагранж. Тези две форми на остатъчния член се нзполават

обикновено в случайте, кагато се иска ΠΡῊ една или Ддруга фи-
ксирана стойност на X, различна от а, да се пресм

етие приближе.
но стойността на функцията .

. FeTecTBEHO е Да заменим стойнастта на функцията
 f(x) със

стойността на нолинома ф(х, @) и да оценим гре
шката при това

приближение. Срещат се задачи, в KOWTO ни инт
ересува не числе.

цата стойност 1A тази грешка, а само порядъкът И относно вели”
чината (х--а) За тази цел & удобна друга форма за

 записване
на остатъчния член, която сега ще извед

ем.

Ше докажем предварителна една л
ема.

колността Ὦ на
Лема 2. Нека функцията g е. дефинирана

 8 0
точката а, UMa производни

* Тонбва да подчертаем, че £, а следователно и
 й зависят ΟἹ Р.

до ped n—1 в @ и n-ma npousgcdua
 8
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точката а. Ако g(a)=g' (6)= - - - —g" (a)=0, mo за весяко x¢Q
€ а сила съотнашеЕнциетоа

(6.48) g (x)=o((x—a)").

Доказателство. Ще извършим доказателството REAYKTHE-

HO по OTHOIIERHE на натуралисто чиело A,

За п--) прелставянето (6.48) е в cuna, тъй като g е диферен-

цируема в точката а и Е (а)--0. .

Да допуенем, %€ твърденнето € вярно 32 п Η 18 то докажем

за n+1. От HanpeBCHOTO допущане следва, че 38 всяко хХЕЙ е Β

\ сила представянсто
(6.49) # (х)--0 ((х--а)).

# От друга страна, от теоремата за крайчите нараствания нмаме,

| че 3a BCAKO X (& ¢ в сала равенството

1" (6.50) g (x)—g (x)—g(e)=(x—a) ¢ (¥,
кълето Е е межлу х κ @, т. е. [ξ--α͵ «] χ--αὶ.
От (6.49) н (6.50) получаваме

ὶ, ο μρωκπραο-ωοιξ-α)})-- (x—a) ох--а) 0 («--а/). O
i"T Ще предлолагаме, че функиията f има прокзводна ΟΥ (л--1)-ви

: ред в някоя околност на точката а W производна от т-тн ред B
1) camata точка .

| При тезн предположения ще разгледаме полинома φίχ, а),
ия - определен от съотношеннето (6.35). Разликата между [(x) н този
Т“ полином, както и при локазателството на теорема 6.10, ще osua-

чим със синмвола Йа4. (х). т. € полагаме R, (х)-/(х)--Ф(х, а).
Ще докажем, че при Ннаправените предположения 33 астатъч-

ния член R,y (х) е в сила следнота представяне:

“ (6.51) Rats (x)=0 (<--а).

. Прелставянето (6.5]) e прието да се нарича остатъчен член

” «авв форжма на Пеано“.

TO използваме установеното в края на предишния параграф

свойство на полинома @ (x, @), нзразяващо се с равенствата (6.44),
, получаваме слелните равенства:

(6.52) Ray,(a)=0, #7. (а)<0, Β  ́ (а)--0, . . ., #9) (a)=0.
πεὶ

'ι Ot равенствата (6.52) и лема 2 следва представянетао (6.51).
}. В заключение ще запишем формулата на Тейлор с остатъчен
ξ член във формата на [lcaro

;
|

|

х)е На)+ 253 ра) - - . + @)+ o (x—a)).nt

« Джузепе [leawo — италиански матенатик (1853—1932).
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6.8.2. Друго записване на формулата на Тейлор. Полагаме Β (6.33)
а-- ху х--а--Ах и вземаме остатъчния член въп формата на Лагранж
(6.46). При това х--х,+Ах и получавамс

(6.53) Ε КС ц g е
а ῖ ῳ Ле ει τ 0 .А)+...+(A X)n—n'l”'!"'l'(fi x)"‘i“ (n4+1)1

(тук 8 e число or интервала 0<8<1). Формулата на Тейлор (6.53)
е сстествено обобщение на формулата па Лагранж (6.5). Формула-

та на Лагранж (6.5) се получава от формулата (6.53) при л-0.

6.83. Формула на Маклорен. Формулата на Тейлор (6.33) с център
в точката а-0 ¢ прието да се нарича (фформула на Maraopen®,
така че формулата на Маклорен TPEACTARA функцията в OKOJHOCT

на точката х-:0. Ще запишем формулата на Маклорен 38 произ-

soaua функция f с остатъчен член във формите па Лагранж, Коши
и Пеано :

(6.59 [(X)=FO+-5 РО Р9(0)+ « + р FHO) + Ragy (x)

където остатъчният член има цида:

1) във форма на Лагранж

(6.55) R Х) ::‘" jatn (@ x) (0<O<I)

2) във форма μ Коши

(6.56) Rop ()= =W данщцах) # (0<0<!)

3) във форма на Пеано

(6.57) Вача (xy=0(x").

(Използвахме формулите (6.46), (6.47) н (6.48).)
Ще преминем към OUEHKA па остатъчния член във формулата

на Тейлор - - Маклорен, намиране на разлаганията по формулата
Ἦ Маклорен на най-важните елсмеитарни функции и разглеждане .

на различни приложения на тази фоюрмула.

- Koaus Маклорен -- английски математяк (1698--1746).
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6.9. Оценка на остатъчния член.

Разлагания на някои елементарни функции

6.91. Оценка на остатъчния член за npon3soana функция. Ще
оцекним о:статъчния член за проаизволна функция / във формулата
на Маклорен (6.54), взст 58 формата на Лагранж (6.55).

Ще предположим, че разглежданата Ффункция / притежава
следните свойства: съществува такова реално число M, че за всич-
ки номера л и 38 BUHYKN стсйности на аргумента х от разглежда-

ната околност ва точката х-0 да ¢ изпълнено неравенстьвото

(6.58) |8 (x)| = M.
Ot нерзвенството (6,58) следва

(6.59) [fm@x) =M 38 0<8<!1

и 3aroBa ot формулатаи (6.55) получаваме

1 4ф1
ека ()| = р « [ м В χἹ | = M | х |я + 1)1

Така получаваме следизата универсализ оценка 33 OCTATLMIHA

член в околност на точката χεξῦ ;

(6.60) | #44 ()| =5 M| х а1
Напомняме, при всяко фиксирано х

Вю | х Π Έ 1)1--0
еа

(вж. примера от 3.2.4). Оттук следва, че ако изберем достатъчно

голям намер п, можем A2 направим дясната страпа ua (6.60) про-

изволно малка Това дава възможност да се използва формулата

на Маклорен 32 приближено пресмятане на функции, притежаващи

посоченото свойство, с произволна отнапред зададена точност, Ще

привслем примерн на функции, съвкупността от всички производни

на които е ограничена в oKoJHoCT на точката х-0.

1. Нх)--е“, ὴ (х)--е“. Съвкупността на венчки производни на

тази Функиня е ограничена във вееки cerment [—r, /) (γ»0) or
чиселото М--е”,

2. Нх)--соз х иди f(x)—sin x. Съвкупността OT веички произ-

водни на RCAKZ 0T тези Функции е ограничена павсякъде върху
безкрайната права от чиелота M—1.

i

6.9.2. Разлагане no формулата на Маклорен на HAKOW слементарни

функцни.

18, (х)--е“. Тъй като βη (х)-е“, f®(0)=1 за всяко л, форму-
„лата на Маклоарсн (6.54) има вида

2Ъ

(6.61) ве) еч р Р е е Е Бу Нъча (х),
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където остатъчният член във формата на Лагранж e

хя
(6.62) κ (κ):[π ἜΗ е“ (0<B<]).

Във всеки сегмент [—r, /) ¢>0) поради |е |<е” получаваме след-
ната оценка за остатъчния член:

(6.62") | Ry 09 |< e,

2, [{x)=sinx. Тъй като Р (x)=sin (x+n=/2),

0 при четно п,
, Б i ξ-----ὉРе (0)<-зиця =/2) { (--1)#-52 при нечетно п,

формулата на Makaopen (6.54) има видя

(6.63) т не ἐ ре с е (Се НА)

кълето п е нечетно число, а остатъчният член във формата на
Лагранж е

д„.„(х)цд%з:пшн(нщт) (0<0<1).

Очевидно във всеки cerMent [—r, /) (r>0) за остатъчния член е B
сила следната сценка:

(6.64) | Rata (%) | = 932 (п4+2)!.
3% f(x)=cosx. Тъй ката [ (x)=cos(x-+ nn/2),

0 при нечетно п,|2 (0)<- са5 (π π!ἓ)π{ (—=1)® при четно n,

формулата na Malumpeu (6.54) има вида

(6.65) Lnsx'—'l--gr xi %1-{- ... +(_.1)nfi +Rl+l(x)

където п е четно чш:ла, а остатъчният член във формата на Ла-
гранж е

Вача(х)-- (Ἴ-έἆτ са5 (6 х4-(п + 2) π|) (0<0<)).

Във всеки сегмент |--г, r] (r>0) получаваме за остатъчния члев
аценката (6.64).

4. [(x)=In{l4+x). Тъй като

Ре (= (=11 4)7 (пе-1)1, #(0) 0, j=(0)=(—1"1(n=1)1,
Фформулата на Макларен (6.54) има вида

(6.66) In(l+x)=x— 53-+ -“—5——' S+ +(-l)“‘—‘§f-+1?:»u (х).
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Остатъчния члец TO3H път ще запишем и оценим BLB формите наf Лагранж и Коши:
(6.67) Ва4а (х)-(- И х (] - ху Да 41) (форма на Лагранж),
(6.68) Ве (х1-(-1) Ц --6) ( +8x)="1 (форма на Кошн).
За оценка на Ra.., 33 стойност на х от сегмента ( # х 1 c удоб-
но да се използва формата на Jlarpaux (6.67). Ако във формулата(6.67) вземем абсолютните стойнасти, получаваме 38 всяко х отсегмецта O= х =|

(6.69) |8а44<) | <1/{n+1).

От oneurara (6.69) e очевилно,
Ragq(x) — 0 при п -» =,

Да опеним сега #44) за отряцателии стойности на х от сег.мента --г 15 х =0, където 0</<1. За тази цел ще използвамеФформата на Коши (6.68).
Препигваме този остатъчен члец във вила

1--6 1 хям | нн п - #.у (6.79) εμ ( ) - - ( Ди
Като вземем под внимание, че 38 разглежданите стойности на х(1-9)/(1 +9 х)<1, or (6.70) за модула на остатъчния члец полу-чаваме

(6.71) [ #а (x) |«< /| -),
. Тъй като (<!. то oT оценката (6.71) caenpa, че йт Rty (х)-0.

ееа

че за всяко х от сегмента O=x=]

щ Е

Г (χγπαια--)-. (= 1)1 4z,

Формулата на Маклореи (6.54) нма вида
1} , (6.72) (1+х). ==1+.1%.х+ 4(32-;1)- х2

| Тена 4 щ) 'n;. с xa+Rfl+l(x)r
i

' където OCTATLYHMAT член във Фформата на Jlarpank e

(6.73) Ν τα)Ξ--Ξ ('*'I(L'_i:l )'E.{i"'—"-)_. (1+0 х) TM (0<f <),
B частния случай, когато, a—n e цяло числа, Rasy(x)=0 и полу-%аваие известната от елементарния курс Формула за бинома Ha

„

(6.74) s =L . ря
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Axo трябва Да получим разлагане не на двучлена (14+хУ, а на

двучлена (а+х)“, та можем да изнесем @ пред скаби и да изпола-
ваме формула (6,74). Така ще получим

(a4x)Y'—a" (1<+ х/а)"

Следователно общият случай на бинома ва Нютон е частен слу-
чай от формулата на Маклорен,

6% fix)—arctg х. Понеже

for () (1 - Х2) л--1) Г sin п (агс ig χ Ἐ π|3}}

(вж. пример 5 от Б.6.2), то

А (0)={
0 при четно Π

{(-| Ί Ὸ (д-- } при нечетно п

н формулата na Makxopen присма нида

х b X7 5(6.75) ες хе хе +х-5---7-+ .. -Η-Π'“'""”"Τ-ι- Κ.,....(Χ),

където п е нечетно чнела а остатъчнният член Ввъв Фформата на
Лагранж с

Кача Δ) Ξ Ἐ α Ἐ 37 (1 + (8 x)3)~te+D2 4л (("4+ 2)(are tg х «/2))

(0<0<!1).

3a остатъчния члец във ΒΟΌΚΗ сегмент |—r, /| (кълето r>0)
имаме аценката

(6.76) | #44 («) |<3/(142).

Ot оценката (6.76) е очепидно, че при всяка г *5 1 остатъчният
члец ες (X) клани към пула при п προος

6.10. Примери за приложения
на формулата на Маклорен

6.10.1. Пресмятане на числота ¢ на АСМ. В 3.2.3 пвъРведохме чис-

ἴστο е като граница на редицата [(1+-14»)д] H получкихме за €

груба оценка от вида 2=e=3. В тази точка ще покажем как.
може 23 се пресметне числото € с пронзволна точнаст,

=0
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Ще нзползваме Формулата на Маклорен (6.61) и ouenkara на
остатъчния член (6.62'), като ще положим B тях х--/-1, Ще по-
лучим

(6.77) =14 37+« + 2t Rogy (1),
където

\6.78) ἘΎ ()| = e/(n+1)1<3/(n+1)1.

Kato изберем в (6.77) и (6.78) п достатъчно голямо, можем да
пресметнем с помощта на тези формули числото е с произволна
отвапред зададена точност.

6.10.2. Доказателство за ирациеналността на числото е. С помощта
на формулата на Маклорен (6,77) ще докажем, че числото ге нра-
цноналцно.

Като използваме за Ray, (1) представянето (6.62), при x=1 ще
получим

(6.79) Ἀρ (1)- еДа -Ὲ 1}},
кълсто 0<8<1. Следователно #44..(1) удовлетворява неравенствата

(6.80) Hin+1)1<Rapy (1) <3 (n+ 1}}.

И така 3a ее B сила представянето (6.77) с неравенствата
(6.80) за #44 ().

Ще предположим сега, че числота е е рационална, T. е. може
Да се представн във ΒΉΠΙ е-лул, по-?.

Kato изберем във формулата на Маклорен (6.77) номера n,
равен на знаменателя на рационалината дроб е--т/п, и като умно-
жим (6.77) ¢ п!), ще получим, че ΒΟΙ͂ΚΟ ат числата те и

1п!(1+-;-г+.,гг+ а +51Г) е цяло, докато числото п! Rayq(l)
поради нерагенстното (6.80) удовлетворява условията 1{{n41)
<n! Ry, (1)<3/(n+1) н следонателно не e цяло. Taxa при умножаване
на формулата на Маклорен (6.77) с числатол! получаваме съотно-
шението

Ϊ ! .п1е-а(1 ἘπῚ +ар b се 2 )=nl Яе ),
лявата страна на което € цяло число, а дясната не € цяло чис-
лпф ῃ

6.10.3, Пресмятане стойностите на тригонометричинте фуняцин.
Г. Jlecru e да се убедим, че стойностите на тригонометричните Функ-

ἸΉΗ 5П х и со5х 38 х OT сегмента [0, =/4] напълно определят
стойнастТите на тезни функцин 33 ΒΟΙ͂ΚΟ χ. Затова можем да се

5Π ΦΞ п
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ограничим ¢ пресмятането пя SINX и CCSX за стойности не X CaMo

от този сегмент. За да осигурим точност 10-4, ще положим във

формула (6.63) и я оценкатл (6.64) п--б, r==/4. Тогава

|л (х) [=] #5 ()] = (/7T 1104

и 3aToRa 58 всяко X, уловлетворяващо условеето |x|=w/4, ¢ τοῦ-
ност до 1074 имаме

sin xs==x—x2/04x8/120,

Аналогично, KaTo гположим въз формулата (6.65) и в oueuxara

(6.64) n=6, r==/4, получаваме

Ве (%) | — | Rs } } ὐφ 0 -

и затана 58 BCAKO X, VAOBJASTHOPANAIND услонвието |X[=3n/4, с τοῦ-
ност до 10-F

cos Κον] — 2 -Ὁ x4/24—x%720.

8.10.4. Пресмятане стойностите πα логаритмичината фуккция. Веяко

положително чнело а се предетавя, n те по CAHNCTREN ΗΒΈΏΗΙΙ,

във вила

(6.81) a—=2".M,

κυποτο р с цяло чиело (C произволен знак), а М Уудовлетворява

несравенствата“

(6.82) 1/2::М<1,

От (6.81) следва

(6.33) Ina=pIin2+inM.

Kato пъзелем pMecTo M нова TPOMCHAMBA X, свързана ¢ M чрез
изразите

ш И. Ν мд-дп„.

(6.84) M= #77 i

ще получим ot (6.82) и втората OT формулите (6.84), че х uc на-
пуска границите на ицтеревала““

(6.85) | x]<0,172.

« Нанстина 3a всяка a>0, ката положим pellogeal+l, където [1] ¢ ця-
лата част на числото X, M=z, 2-7, ще получим, че р- 1 обга-«<р. н затова

ор-1 жа < ὮΡ така че 04:-9Р M, където 125M <1,
«: Лостатъчно Β да се намери максималиата н мниинмалпата стойност ка

функцияТа, определена с втората от формулите (6.84) ч cermenta (1/2,11.

ΓῚ
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От (6.83) н първата от формулите на (6.84) следва

(6.86) Ina=(p—1/2)In24In ξ .
Г-х

38 пресмятане стойността на ἱπὰ ще изпллзваме формулата

(6.86), като ще празвинем в нея Ффункцията f{x)=In i"_'—_’? по фор-
мулата на Меклорец с остатъчен ЧлеН PLE формата на Лагранж
н ще отчетем, че х удовлетногряРяа RTPADFHCTUOTO (6.85).

Тъй като ΠΡῊ п) 38 тазн фуйкиция / имаме

Ке х)-- йл (1 +x)- (П (1-- х)))
τοί- е14) (л-- ) (1 —x)"(n—1)!,

О πρΗ четно π,

fi}m’e{z(n-l)l при HCYPTHD A,
то формулата на Маклореи (6.54) с остатъчен член във формата
на JIArpaink нма пили

. 5 ἄχ чул +(6.87) {(.ι')-! ξ-Ξ- -- g.t'-}*?%**s*‘f' SR +-*Ъ-;;Г-+д:д+д(д).

където

(6.88) ааа (х)- 3 (2л4+3)7 ( + 0x)~" (1 —h-2"-3), 0<8<!1.
Щ сцецим остатъчния члси (6.88), Ot (6.85) получаваме,

че изразът п гелемите скоби μ (6.88) не надминаяа сумата
1010724 %% 2. Се дователно 32 целия остатъчен SATH Йзаца ще
бъде Р сила oLty

“ |(6.89) |Къ ς Ἅ : (0,172) 2+ τ +11—0,172)—23)

1 5 ῶ τ 3)=1{(0,172)>*+5+ (0.208)5518).

От (6.86) и (0.87) сл.дна, че 21 пресмятане на Ing може да
се изнолзиз иосиближената формула

Зя 2а
4690 Inc==(p—1/2) 1ц2+2(:+ -ξ-ῥ-ἕἓφ .. 4 Н).

за+1

. при KORTO грешката HY назминава стсящата п дясната страна на

113 (6.89) величиие.
: Пери пресмятайия с помощта ка АСМ обикновсно се използва
формулата (6.90) пги пе-б6. Ще атбележим, че при n=6 полу-

: : 3 а .ша-( -1/2) Ш 2-;-2( X+ -—3—-{--—5—-{.- .. +5й.)

(С rpemxz, не по-голяма от 1571 (0,172)5 4 (0,208))<5.10-13,



250 ОСНОВНИ ТЕОРЕМИ

6.10.5. Пресмятане стойностите на обратните тригонометричня

функцин. Достатъчно е да се ограничим с пресмятането на стой-
настите на arcigx, тъй като пресмятането на стойностите на

функцията arcctgx, агс5тх и arccosx се снежда A0 пресмятане

на стойностите на arclgx с помощта на формулите :

arc elg хе п/9--агтс е х, arcsinx—arc Це τ ξ ----
Ε g ? Е ma τ

агс fiQS xflmffi—arctg "J’L"—:;r' .

Освен тона достатъчно с ла можем да пресмятаме стайно-
стите на функцията агс ех само за положителни стойности на

аргумента, тъй като при ипронанолси знак на х имаме аге χ
—sgnx.arcig|x]. Hono nopeye, пресмятането на CTOMHOCTHTC Ha

функцията arcigx за Всяка стойност на аргумента х се спежла

лесно към пресмятане стойшостите на таан функция 88 стойцости
на аргумента, принадлежащи на сегмента O x=<1/8.

Нека отначало аргументът х на функцията arctgx vaosac-

творява условието х7>1. Полагаме

ху =tg (агс tg х--агс ἰᾳ 1)—tg (arc tg хо-1/4).

Torana

arc g x,~arc tg x—n/4, 1. е.

(6.91) arc tg x=arc Ш х +=/4,

при което

_tg(aretgx)—igtarcigl) x-—1

%17 I+igiarcigx), g (e 1851) Mx-}-l(l‘
Taka формулата (6.91) свежла пресмятането на агс fgx 58

стойности На x=1 до пресмятане ua arc igy, 38 стойности Ha X1
Hexa cera Е е koe gae от числата 0,1, 2 или 3. Ако стойнос тта

arc fg 2-#- 1 е изпвестна при всяко k=0, 1, 2 и 3, ще покажем как

пресмятансто Ha агс #т х за х от сегмента 9--А-1< x < 27 се свежда

до npecMstanc на аге χ Зза CTOAHOCTH Ma Χ, ОТ сегмента

0= x,=22—* L Полагаме

= хуе Ф (arc р хе-аге Фе 2—k—1),
' Тогава

(6.92) arc tg х--ате tg x,+arc tg 2 - 1,

при каето

| ς tg(are tg x)—1g (arc tg 2- 5 ἢ O, Sy
— im——< ἧι,

| (6.99) а T rtg(arc τα х (аге tg 21) С Гу 27

- . Ὅ ς

-!
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Понеже 2—*1<x=2-% от (693) е очевилно, че О χ 2741, За-
това равенстното (6.92) CBeara пресмятането на arc {g x 3a стой-

HOCTH на х OT сегмента 2-4'=x<c2—% до пресмятане Ha arc g Хр
за стойности на X, от сегмента θ χ <241

Като пряложим Фформула (6.92) най-многа четири пъти (3a
k=0, 1, 2 π 3), пресмятането на arcigx 3a CTOHHOCTH на X OT

сегмента |0, 1] се свежда до пресмятането на аге 5 х sa стойностн

на х ot сегмента [0, 1/8).
За пресмятането на стойностите на аге ех за стойности на.

аргумента х ot сегмента [0, 1/8) използваме формулата на Маклорен
с остатъчен Ялен вън формата на Лагранж

2я

(6.94) arc tgx.-_.—x—f;-a-—‘;i.— К +(__1)u€‘2fl:: + Rany (x),

кълето

(6.95) Ве ()е (2а 4+ 3)71 (1 - (х()

W sin((2n+3) arc tg (0л) +=x/2)), 0<9<1.

ΠΡῊ всяко х от cormenta U= x=1/8 33 остатъчния член (6.95у
е B сила оценката

От (6.94) следва, че за пресмятане на агс х за стойпости

на аргумснта ot ссегмента 0=x:51/8—0,125 може да се използва.

приближената формула

ааа м хъ

ΠΡῊ която T решката не надминава нвеличината OT дяспата странз

на (6.96).
При смятане на АСМ може 38 се използва Фформула (6.97)

при п--б6. Тогава

2 а т 13

πτεἰε.υω.τ--'ἓ--ι-ζ еее хТ."З"

с грешка, която не надминава 1571 .8-18<2.10-6,

6.10.6. Асимптотична оценка на селементарните функции Η пре-

смятане на граници. Формулата на Тейлор-- Маклорен е мощно

средство 38 пресмятане на граници. От устанопненото в 6.9.2 раз-
лаганс на елементарните функпии следват аснмптотични оценки

за тези функцин, характеризиращи тяхното поведение в околнастта:.

“ на точката x=0, т. e, при малки стойности на [x|, с TOUHOCT RO
членовете от произволна степец A на малката величина Χ.
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Като вземем във формулата на Маклорен 88 функциите е“,
sinx, cosx, In{l4x), (I+x)* и arctgx остатъчния член във фор-
мата на Пеано, ще получим, че 38 BCAKO л €3 в снла следните
оценки:

2 х

‘?‘=l+%+“;[ Ἔ ер О (х”),
. | КИ К < хе

2ясп5х=1м;+%-%+ К. Ἐ ) +о (Y,

46.98)

3Ξ. χ χ хя “In (( Ἐχ) εχξ р н н - +(=1)" o (х5),

х у жч 260 а

Ἔ.... щ:.(“„ЗЧ:ЕЦ- х"40(х”),

X2 41 "

T τ (stагс Ех;х:.т--“-;:+ч?-.%+ К. (=1)m

Примери; |
1. Като използваме nropara от оценките (6.98), взста при пл-1,

мресмятаме границата

. sinx—x , ЧКА =lim — - ПП —--—-'--—j;fl‘ !
gy « ΓΤ «

2. I=lim <

От вида ΗῈ знаменателя може да се заключн, че определяща
фроля имат члецовете от четвърта стенен спрямо х (понеже sin Χ

ΞΧΈΘ (χ)). Ползвайки формулите (6.98), записваме

(6.99) €os ΧΞ1} - ΧΞ 2 |4 144 |+ 0 (xP),

(6.100) $in x=x 40 (x),

(6.101) e=1+z+2/2+0(2Y).

Очевидно при z=—x*2 or (6.101) получавамс

(6.102) e RP=1—x32+x4/8+o0 (x4.

-

- e

ч
ol
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UF τ Π Фформулите (6.99), (6.100) и (6.102) търсената граничнеа
Ν - да се запише във вида

| ] = Ву ааае В ο (x4 =1 42212~ ж424

s 4o (o) Ν

аI =lim ЕЕЕ 8124112,
i 1
Π  ̓ C¥C CAMROJA а(х) сме означили величината x4 o{x*), която-

" малка ΠΡῊ х--0.)

=1 ( χ--“)ΙΙΙἘ З. / З(совх-!-х*д)** .
m  ́ - Y величината y=(C0S X + x%/2)~* (ἱκ «-<). Torapa [=lim .

; . JIOT2ZDRTMYDBaMe® нзраза 3a y, ще HMaMe =

- ἰπίςος x4x¥/2)Illl му X(sinx—x) “
μ | Вт In y=1lim Щ

жй 20 (П Х)

T €08 = |-- 324 x4/24 + 0(х6), sin х = x — х/6+0(41), ще

| Ч
. | е1ещ 0 (14042440 (х2))

. cera, че In(l+2)=2z+0(2). От тази формула следва

In(1+x424 + ο (х6))- х4/24 +0 (х),

liminy = lim - 0 () 34 τ
ἓἷ'-“" жв --αὐδροιαῦ) у Ίο — 8

I=l- е п
Ἱ ΙΞ | Пт y = e=*h,

. 
:

E

.. CTORHOCTR на х изразът cOSX-+x2/2 е очевидно положителен,.



и намиране на екстремални

CTOUHOCTH

Разработеният B предипните лве глави апарат на диферениналното-
смятанс се прилата в тази глава 33 изслезване графиката на функ-

ция и 38 намнране както на локалните, така и на глобалните:
скстремални стойности пна функция.

:
2

1
7. Изследване графиката на функция

i]7.1. Стационарни TOYKH

7.1.1. Признаци 3a MOKOTONKOCT на функция. Or “ |

вече знаем, че изучаването па участъците на = . на . Ч
«ференцирусма функция се свежда A0 изследване знака на АН
производна на тази функция. ' |

За удобство ще формулирамсе още веднъж намерените в пре- l

дишната глава условия за MOHOTOHHOCT на функция. . м И

1°. За да бъде диференцируемата в интварвала (а, b) функция |
Г нена малягваща (нерастяща), е необходимо и достатъчно произ- -

вадната й | да бъде неатрицателна (неположителна) мавсякъде 8-

i

20, За da бъде диференцируемата в интервала (a, 6) функци8

Е растяща (намаляваща), е достатъчно производната й | да бъде
плоложителна (отрицателна) навсякъде а този | |

Ще намерим областите на монотонност на ( с ията |
= x3—3x*—4. Производната Г (х) = Зх(х-2) на тъази Ὠ & ἢἃ

положителна при — υ < x<0, отрицателна при 0<x<2 . noJOXH-

телна при 2< X<+ оо. Затова съгласно казаното дадената функция

} расте на полуправата («<с, 0), памалява в иктервала (0, 2) я
расте на полуправата (2, + со). Графиката на тазн функция е H30-

бразена на фигура 7.1.

7.1.2. Намиране на стационарни точки., Ще напомним определенията ἰ
33 локален максимум и локален MHHHMYM на фушкдия. Ъ

Нека функцията [ е дефинарана навсякъде в HAKOR OKOA-

не

щ.*?

да

ре

во
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наст на mouxama €. Тогава тази функция има в точката с A0-

кален максамужм (или съответно локален минимум), ако съ-

ществува такава околност на точката с, че стойността ἔ(()

да е най-голяма (или съответно най-малка) измежду всички стой-
кости [(x) на тази функция от тази околност.

Локалпият максимум и локалният минимум се обединяват под

общото название локален екстремуж.

B 6.1 установихме нсеобходимо условие 33 екстремум на дифе-
ренцнруема в дадена точка функция.

| Axo функцията / с лиференцируема в точка с и има в тази

точка локален екстремум, то Р (е)--0.
Заедно с това в 6.1 беше показано, че анулирането на произ-

водната се само необхолимо, но не и достатъчно условие за лока-

лен екстремум на диференцирусма в Дадена точка функция.
Така фуцкцията /(х)--4? има производна Г (х)-ФЗх“, която се

auyaupa в точката х-(, но няма екстремум B тази точка (вж. гра-

фиката на тази функция на фиг. 6.2).
Точките, в конто производната Г 8 функцията / се анулира,

ще наричаме стационарни точки 13 фувкцията f.
Всяка стационариа точка € точка на възможен CKCTPEMYM на

функцията. Обаче, за да се направи заключението, че в Дадена CTa-

ционариа точка действително има екстремум, са необходими допъл-

кителии изследвания, 30 конто трябнва да разпиолагаме с достатъчни

условия за екстремум.

Такива условия ще бъдат установени в следващите три точки.

7.1.3. Първо достатъчно YCAOBME 38 екст

Теорема 7.1. Нека функцията f е Оиференцируема навсякъде
8 нлкоя OKOAHOLM на точката с и нека се стацианарна точка

за функцията |. Тогава, ако в тази околност працзводната Г е
положителна (атрицателна) отляво на точката с и отрицателна

(положителна) отдясно на точката с, функцията f има 8 точката

с локален максимум (минимум). Ако производната Г има в masu

окодност един и същ анак отляво ц отаясно на точката , mo

функцията | няма. екстремум в точката 6.

Доказателство. 1. Нека отначало производната Р в раз”
глежданата околиаст с положителниа (отрицателна) отляво на

точката с и отриеателна (положителна) отдясно на точката Ε.

Трябва да се докаже, че стойността / (е) е най-голяма (най-малка)
измежду всички стойности f(x) в разглежданата околност. Озна-
чаваме с X, произволна точка OT разглежданата околност, различна

от ¢. Дастатъчно е да се докаже, че f(c)— Е(х.>0 (<0).
Тъй ката фуякцията [ с Диференцируема навсякъде в раз-

глежданата околност на точката €, ΤΌ в сегмента, ограничен от



Ффиг. 7.1

точките с M хь 38 функцията [ €3 нзпълнсин всички условия на

теорема 6.4 на Jlarpanx. Според тази теорема

(7.1 На — [ (xe)=(c—xa} ' (6),

където Е с някая CTOAROCT на аргумсента между Xo Η €. Тъй к
ато

производната Г (5) ¢ положително (отрицателна) при ху<е н отри-

цатслпа (положителна) при хо>с. дясиата страна ка (7.1) 
е поло-

жвтелиа (отрицателна).
2. Нека cora производната | има един Я СЪЩ SHAK 

стляво и

отдясно на с. Означавайки, какта по-рано, с Хо NPOH3BO
XHA точка

0T разглежданата околност, различна ΟΤ &, и повтаряйки горните

разсъждения, ще получим, че дясната страна на (7.1) има различни

знаци при X< ¢ R хо>с. Това доказва, че B точката с HAMANE екс-

така:

мум в точката с.

Примери :

1. Намерете точките ка екстремум на функиията (|(х)+- 3
- 3χ3..4 Тъй като ['(x)=3z(x—2), функцията / нма две Ста-
ционарни точки х--0 и x=2. При преминаване през точката с-0
производкната сменя SHAKS си от плюс на минус,
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през точката ¢—2 — от MHHYC Ha плюс. Следователно x=0 e rtow
ка на локален MAKCHMYM, а х--2 е точка на локален минимум

(вж. фиг. 7.1).
2, Намерете точките на екстремум па функцията /(+х)-(х--2).

Пронзводната Г (х)-- 5(х--27 се анулнира единствено в точката

х--?. Тъй като Г (х) e положителна както отляво, така н ОТтДдЯсно

на тази точка, то функцията f(x)=(x—2)° няма точка на екстре-

мум. Графиката на тази функиия с дадена на фиг. 7.2.
Понякога изследването на знака на първата производна OT-

лява и отдясно на стационарна точка може да се окаже доста

трудно. За такнва случаи ще дадем друго достатъчно условие 38

екстремум в дадена стаинонарна точка с, което не HIACKBA H3-

“ ледване на знака на Р B OKOAHOCT на точката ¢, HO предполага

съществуването на различна от пула втора производна х) в
точката с.

7.1.4. Второ достатъчно YCAOBHE за екстремум

Теорема 7.2. Нека функцията | има o дайсна стационарна

тачка с крайна втора производна. Тогава функцията [(x) има а
точката с локадлен максимум, ака (е) < 0, и локален MUNURYM,

ако | (2)>0.

Доказателство. От условиета { (0) «Ὁ (}»0) и от теорема

6.1 следва, че фускцията / намалява (расте) в точката с. Тъй като

no условние Р (е)--0, то съществуна околност на точката €, в която

(€} е положителна (отрицатслна) отляво на ¢ и отрицателна (по-

ложителина) orpacun па ¢, Но тогава съгласно предишната теорема

[ нма н точката с локален максимум (минимум). O

Забележка. Теорема 7.2 има, абщо казапо, no-tacua сфера

на действис от теорема 7.1. Така manpumep теорема 7.2 ис решава

въпроса за екстремум, когата втората производна 9(х) пе съще-

ствува в точката с и когато |94(с)--0. В последния случай при

решаване на въпраса за наличие ΜῈ екстремум е необходимо Да

се изучи в точката с и NOBEACHMETO на произволните от по-висок

ред, което ще направим по-нататък.

Примери:

1. В чаша с формата на полукълбо с радиус r € сложен хо-

могенен прът с дължипна ἐ (фиг. 7.3). При предположението, че

2r<ll<4r, да се цамери равновесното положение на пръта.

Равновесното положение на пръта съответствува на мицимал-

ната стойност ца потенциалната му епергия, т. €. на най-ниското

положение на центъра на тежестта му O (тъй като прътът е XO-
могенен, центърът на тежестта му съвпада с негавата среда).

Като означим с ОК перпендикуляра към равнината, на която CTOH

чатата, ще сведем задачата до намнрането на такова положение

1T Математичесни яйаздка, 1%,



Фиг. 7.3

на пръта AB, при което отсечката ОК nMa пай-малка дължина.

Най-напред ще пресметнем дължината на потсечката ОК като
функция OT ъгъла а па наклона на пръта към равиината, на

която стои чашата. Нека DL е услоредна на ОК,а ОС е пер-

пендикулярна на ОК (D е точката, в която прътът се опира в

ръба ня чашата).

От правоъгълния триъгълинк EAD имаме AD—ED cos a—2rcosa.

Mo условие A0 -:1/?, такч че

00- AD—AO—2rcos a—{]2.

Ot apyra страна. DC - ОЕ --ОК г -ОК. Затова от правоъгъл-
ния трнъгълник ОДС имаме

. ὮΦ r-0K

Sih @ а гауе

Следователно дължината на отсечката OK, която ще означим с

Бе f(@)y—r+ -!2- sina—rsin2a, Преминаваме към определянето

на тази CTOMIIOCT на ъгъла «, 38 коята / има минимум. (Ясно c,

че можем да се ограничим със стойности за ъгъл « ΟἹ първия

квадрант.) Тъй като

[ (=) = ἑπὤει-ἓτπαεἓα -- —f; cosa + 2r — 4rcos* e,
-

TO CTAUHORAPHHTE точки ще са решения на квадратното уравненне

1
4г со52 « — 5~ cosa—2r—0. Понеже cosz е положнителен в първня

квадрант, то ще ни интересува само положителният корен Ha

това уравненне

16 г

Макар н от смисъла на задачата 1@ с ясно, че единствената ста-

(7.2) со5 « —

1
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пионарна точка «, е точка на минимум за функцията /, ще уста-

HOBHM това с помощта на теорема 7.2. Достатъчна е да се убедим
че / (ха) >0. Тъй като

|Ча) — — Ξ- sin z Ἐ 4 sin За -- 87 sin & . (cos «--1/167),

то 0T {7.2) имаме

14 («) = 87 sin х (cos @g—1/16r) — -ξ-εἱπσ.,,. V41282 > 0.

С това с установено, че: I3 PUBHOBCCHOTO 1I0ADKEHHC на пръта ат
гаваря определеният от формула (7.2) ъгъл пна наяклона му към
равнината, на която CTOH чашата. .

2. Още всдпъж ще намерим точките на CKCTPEMYM Ha функ-
цията |(к)-д3-3хА--4. Стационарните точки на тази Ффункция,
както вече видяхме, са х--0 и х--2. Понеже

а (х)--6х--6, #2(0)-- --6<0, f9(2)=6>0,

то според теорсма 7.2 функцията / има максинмум в точката 0

н миинмум в точката 2. Скестремалинте стойности на тазин Функ-
ция са

foaa—[(0)=—4, Гща = [(2)=—8.

7.1.5 Трето достатъчно условие на екстремум

Teopema 7.3, Нека ni-1 е нечетна число и нека функцията |
имиа произяпдна от ред п в някоя околност на точката с и произ-
впдна от ρῶ п+1| в тачката ¢, Тогава, ако са изпълнени съот-
ношенията

73) PO =[O яе е <[ ()=0, е+) + 0,
функцията | има A тачката с AOKAACK екстремум, по-тачно ло-
кален максимум при А (с)<0 ц локален манамум при |"+" (с)>0.

Доказателетво. При л-| теорема 7.3 съвпада с доказа-
ната теарсма 7.2, така че трябва да провелем доказателството само
за нечетно N3,

Нека нечетното число п удовлетворява условието л:-3 и нека
за определеност U+ (е)->0. Ще докажем, че функцията / има B
точката с локалец минимум.

Тъй като {{πῈ}} (c)>0, функцията /(") расте в точкатас съгласна
теорема 6.1. Но тогава, понеже 4 (2)--0, може да се твърди, че
навсякъде в достатъчно малка околност на точката с функцията
[ е отрицателна отляво на с и положителна отдясно на с.

Ката имаме пред вид това, ще развием функцията # в окод-
ност на тачката с по формулата на Тейлор, като ще запишем
остатъчния Ччлен във Формата на Лагранж (вж. 6.8.7) Ще по-
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лучим, че за всяко х от Достатъчно малка околност на тсеката с
съществува такава точка Е между х н с, че

Ра) @+ 2Я + <. . + 6 e

Съгласно съотношенията (7.3) това разлагане добива вяда

(7.4) ( х) 1 @),

По-рапо установихме, че 3a всяко X OT достатъчно малка окол-
HOCT на точката с производната {{π е отрицателна отляяо η с o
положиятелна отдясно на с. Тъй като ξ е между х Η ¢, то 38 всяка
х от достатъчно малка околност M3 точката с величината ” ()
Га очевидно порадни нечетността на п и цялзта дясна страна на
(7.4)) е отрицателна отляво на с н положителна отдясно на с.

И така с помощта на павенство (7.4) доказахме, че произ-
водната ['(X) 38 нсички х от достатъчно малка околнаст на τοῦ-
ката с е отрицателна отляво на с н положителна птдясно на ξ
В този случай според първото лдостатъчно условие за скстремум
(т. ¢, теорема 7.1) функу.ията / има в точката с локален минимум,

Случаят {{ῪῈ} ) <0 се пазглежда съвършено аналогично.
Същите разсъждения н Фформула(7.4) в този случай данат въз-
можност да се заключи, че функинята / има в точката с локален
максимум.

Забележка. Много важно с изискването за нечетност на
числота п в теорема 7.3. При четно п и при запазване на всички
останали условия KA теорема 7.3 функцията / няма 13 има екстре-
MYM в тачката с (вж. 10 този повод теорема 7.10),

7.1.6. Екстремум на функция, която не е диференцируема в далдена
точка. По-рано разгледахме въпроса за съществуване ἨΔ екстремум
на функцията / в тачката с, в която функцията / е диференцируема.
В тази точка ще изучим въпроса за съществуване на екстремум B
точката с на такава функция, която не е диференцируема в точ-
ката ¢, но е диферениирусма във всяка друга точка на някоя
OKOJHOCT на точката с и освен това е непрекъсната в точката C.

Оказва се, че теорема 7.1 мож2г да Gnic обобщена в случай
на такава функция. В сила е следното твърдение:

Теорема 7.4. Нека функцията | e диференцируема навсякъйбе в
NAKOR околност на точката с с изключение евентуаано на тосчката

С це неплекъсната в тоаката с. Тогава, ако в тази соскслнобт

производната Р е положителна (отрицагтелна) отяяво на теочката
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с и отрицателна (положитеална) отдясно на точката ¢, функцият-
Г uma в точкатла с aokasen максимум (musumym). Axo производна-
та | има едан и същ знак отляво а отдясно на точката C, функ -
цията няма екстремум а тачката с.

д;жазателстшш съвнада напълно с доказателството на тео-
рема 7.1,

Достатъчно е да отбележим, че условията на теорема 7.4 и
този път осигуряват приложимостта на теорема 6.4 на Лагранж

към функцнята / в сегмента, ограничен DT точките с и X, където
X, е пронзволна точка от достатъчно малка околност на точката с.

Примери:

1. Да се намерят точките на скстремум на функцията f(x)=|x|.
Тази функция е диференцирусма навсякъде върху безкрайната npa-
ва освен в точката х--0 и с непрекъсната в точката х--0; ΠΡῊ
това Г (х)-1 при x>0 и Р(х)---1 при х<0.

Теорема 7,1 πὸ е приложима 39 тази фуккция, а съгласно тео-

рема 7.4 тя има мицшимум при х--0 (фнг. 7.4).

2. Да се намерят точките на екстремум на функцията / (х)- 23
Тази функвция е непрекъсната върху цялата безкрайна права н o
диферении руема навсякъде върху тазн права с изключение на
точката x==0, Прочзводната й при х-0 е

2 аX} = X "3.х) =3

B предишния пример производката имаще B точката x—0 прекъс-

ване от първи род”; този път производната има в точката х--0

прекъсване от втори род („безкраен скок“), От израза за произ-
водиата заключавамг, Че тя € отрицателна бтляво на точката х--0

* Въпреки че тази производна не същестТвука в точкатя X=0, тя κ =
тази Течка крайни дясия н лява грапица, нессъвнадащи помежду си.
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Η положителна отдясно на тазн точка. Следователно теарема 7.4
позволява да твърлим, че разглежданата Ффункиня ΜῈ Минимум
Β точката х--0 (графиката на тази функция ¢ дадена на фиг,. 7.5).

3. Да се памерят точките на екстремум на функцията

хХД1 +е) при х ι 0,

[(x} = .
0 при х Q.

Лесно се вижда, че функцията ¢ непрекъсната върху пялета без-
крайна пранля, Действително сдинствената „съмнителна“ точка е
х--0,. па и в тази точка функцията е непрекъсната, тъй като

im Д(х)- lim Д(х)- .
х.040 il

Очекидпо разглежданата функция е Лиференцирусма пърху
иялата безкрайна npasa с изключение ня точката х- О0. Hascukpae
асвен R тази точка производната се определи ot фопмулата

РХ) = 1 Ἐξ g x—tett) (] еиеу

| .. - 1

цията / не e диферешщцирусма в точката х-0. Понеже пройизводната
Г е положителна и отляво, н отдясно На точката х--0, то съгласно

теорема 7.4 разглеждЛаната функция нямаекстремум я точката x=0

н следователно въобще няма екстремум. (Графиката ua функцията

е изобразена ня Фиг. 7.6.)

не съществуна, функ-

7.1.7. Обща схема 38 намиране на екстремум. Ще предполагаме,

че функцията / е непрекъсната в интервала“ (@, &) и пронзводната

B Г съществува и непрекъсната в този интервал с изключение.
евентуално на краен брой точки. Освен това ще предполагаме, че

* Вместо интервала (@, #) може да се разглежда безкрайнята права вля OT-
варепа полупрана.,

К "

[t А
Σ еа
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Фиг. 7.8 Фиг. 7.9

производиата / се анулнира в интервала (а, #) само в Kpaen, брий

точки. С други думи, npeanosarame, че интериалът (а, 8) има само
краен брой точки, в които производната Г пе съществува MM се
анулира, Озианаваме тези точки с Xy, Ха Χὰν -+ хя (@<X,< X,y
«е Κ Χ, δ). Съгласно паправените предпаоложения производната

/7 запазва постоянен знак нъв всекиат интервалите(а, X,), (X4, Χα)ν
Кее (Ха, δ). Следавателно пъпросът 30 същестлуване на eXCTpe-

мум въ шсяка OT точките Х) Ха κ τ τν Ха MOAC 22 бъде решен

(и положителен или отрицателен смисъл) с помащта на теорема 7.4,

7.2. Изпъкналост на графиката

на функция

Да предполсжим, че функцията f е длиференцируема пъв неяка
точка на интервала (@, #). Тагава, какта установихме в 5.1.3, съ-

щестнува допнирателниа към графшкагта на функцията във нгяка
ΤΜ καὶὶ Мх, (х)) на тази графика (а< х<#), при това тази допи-

рателна це е успюредна на оста Оу.

Определение. (е казваме, че графиката на функцията # има

а unmepouae (o, 5) изпеъкналост, насвчена найолу (нагоре), aKo
графиката й в толи интервал няма течки пой (най) всяка своя

допирателна.

Забележка 1. Терминът над (цли под) има смисъл, къй като
дапирателната не е успорелна На оста Оу.

На фиг. 7.7 ¢ дадена графиката на Ффункция, която има B
интервала (2, #) нзпъкналаст, насочена падолу, а на ¢ur. 7.8 —

графиката на фупкция, KOATO нма изпъкналост, насачена нагоре.
Теорема 7.5. Ако функцията | има в интервала (a. 6) крайна

втора пропизвсдна и ако тази произвобна е неотрицателкна (непо-

ложитедлна) навсякъде в този интервал, MO графиката на функ-
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H

.В Е Н Τ .Ι
Π

Ν

]Slцията )f uma в интервала (@, b) излъкналост, насочена ;нпдолуд-“ |
(razope).

Доказателство. 3a определеност ще pasraelame случая, Ι
когато | (Χ) =0 навсякъде в(а, δ). Ше означим с ¢ произволна
точка от интервала (а, b) (фиг. 7.9). Трябва да се докаже, че гра-
фиката на фукнкцията / в интервала (а, #) няма точки под Лопи-
paTeanara. минаваща презточката M (с, / (с)). Записваме уравненнието
Ha тази Допирателна, означавайки текушата й орлината с Y.
Тъй като ъглавияг коефициент ἨΗΒ допирателнатае рапвен на / (с),
TO YPaBHEHHETO й има вида

(7.5) У- (е) <- [(ὦ (х-с).

наст на точката с:

(7.6) f(x)=f{c) + 31-,:: И -- -Ε-Ξ' Ξ:'.ἱ [ (). l

където остатъчният член e BLD формата na Лагранж, £ ¢

си χ. (Понеже no условие / има stopa производна в | 1

(α, b)-b (ἓῦξ;ιιγπετπ (7.6) с вяриа 3a всяко х or μητορβαπα (a, b) .
(вж. 6.8.7).

Karo съпоставим {7.6} и (7.5), ще имаме

ι

ι

къде в (а, δ), то дясната страна на (7.7) е неотрицателна, т. е.
за всяко х ΟἹ (4, 0) имаме [(x)=Y.

Последното неравснство доказва, че графниката μ фувкцията
[ навсякъде в чнтервала (а, 6) лежи над допирателната (7.5).

Теаремата се Доказва аналогично за случая /0 (x)=s0. Π
Забележка 2. Ако |0 (х)--0 навсякъде в интервала (а, b),

TO, както лесно можем да се убедим, / е линейна Ффункция, т. е.
графиката й с права линия. В този случай можем да считаме по-
саката на изпъкналаостта й произволна.

Teopema 7.6. Нека автората произеодна на функцията | е не-
плекъсната и положитедна (отрицателна) в точката . Tozasa

съществува околнаст на точката с, в която графиката на функ-

цията | има изпъкналаст, насочена надолу (нагаре).
Даказателство. Спорел теоремата за постоянство на знака

на непрекъсната Ффункция Съществува околЛност на точката с,
В която втората й производна /0 e положителна (отрнцателна).
От предишната теорема; следна, че графиката на Функцията /
нма в тази околност изпъкналост, насочена надолу (uarope).

!

1

.

1

; Ν 
ι

(7.7) flx)=Y — τ Χ —c? [ (§).

Тъй като BTOpaTa пронзводна MO условие € неотрицателна HABCA-

4



Фиг. 7.10

Следователно посоката на изпъкналост на графиката на функ-
ция се характеризнра напълно със знака на втората производнака тази функция.

Пример :
Да се изследна посоката на изпъкналост на графиката нафункцията f(x)mxd—3x*— 4. От вида на втората й проинзводна[P (x)=6(x—1) следва, че тази пронзводиа е отрицателна прнх«<1

и полажятелна при хо>|; Следонателно изпъкналостта на графи-ката на функцията /(х) -43--3л2-.4 е насочена нагоре в интер-вала (--со, 1) и надолу в интервала (1, Ἢ ὑδ) (DX, фиг, 7,1).

7.3. Точки на инфлексия

7.3.1. Определение на инфлексна точка. Необходимо условие заим флексия. Heka a, b н с са три числа, За конто а<с«<й. Ще
предполагаме, че фупкцията Л е диференцируема в интервала (а, #),
Τ. €. съществува допирятелна към Графиката на тази функция въввсички точки, абсцисите на които принадлежат на питервала (a, 6)

лена посока ня изпъкиалост във всеки от интервалите (а, ¢) u(c, δγ.
от графиката на функ-цията | се -нарича точка на инфлексия (инфлекена точка)на тази графика, ики съществува окояност на точката с отабсцисната oc, в която графиката на функцията # uma отляво иотдясно на точката с разлицни посаки на изпъкналост.

На фиг. 7.10 e излбразена графиката ка функция, която имаинфлексия в точката М(с, / (с)).
Понякога при определянето на нифлексна точка на графикатана функцията / се иска допълнително в достатъчно малка окол-

на точката с да длежи от различни страни на допирателната й вточката ДЦце,/(с)). Па-изтатък ще докажем, че това свойства
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следва от даденсото оптределенние при презполсежението, че проназ-

водната е пепрекъспата Β точката с.

Ще докажем следните две леми:

Лема 1. Нека функцията [ има производна Г навсякъде а една
б6-пколност на точката с,при тсова тази праизводна е непрекъсната

в точката с. Tuzaea, ακὸ графиката на финкцията | ume в ин-

тервада (¢, е+8) изпъкналаст, насоячена надолу (нагеоре), то нався-

къде 8 интервала (с, c+8) няма пиочки пт тази гоафика, които

да са под (най) дспарателната към графиката # точката M (¢, е.

Доказателство. Да разглеламе резчиата (хярот ΤΟἸΚΗ
на sureppana (¢, c+8). клоняща към ε. През всяка точка Ma(xe,
Ц(хХа«)) на графиката на функинята / 13 прекараме Леспгралзелната

към тази графика, T, е. правата

Yo—f{xa)+(x—Xa} Р(ха).

Тъй ката по условие графиката на функиинята [ има в интер-
вала (€, ¢+8) изпъкналост, насочена надолу (пагоре), та за всяко
п н нсяка фиксирана точка х на ннтервала (€. с+6) имаме

(7.8) [ἰχὶ τ οτα (х)-- [ (Ха) — (χ τ Ха) Р (ха) 20 (<50).

Or условкета 33 непрекъснатост на / (0 още повече па /|) в

точката € и от опрелелението за непрекъснатаст по Хайне Caeasa,

че съществува граниата

Пе ( f (x}=Ya) “-li_t_:flg{f(x)-'f (¥n)={x=2x1) ()

=) —f ( —lx—ecy [1ὸ..

Ще азначим тази Траница с [ (x}—¥, където под У се pasbupa

Ттекущата ордината на допирателната към графиката на функ-

цията f в точката Μ (δ, (е) (ураннснието на тази допнрателна

има вида У- (ὧὃ-τ ὸὺ χ --  ́ (6)).
Като извършнм в неравенствато (7.8) граничен п:реход при

п-«со И използваме теорема 3.13, ще поаучим, че [ixi—Y=0

(=0) 38 peska фикснрана тачка х от интервала (¢, ¢+E&), при

Koeto У означава текущата ордината на допирателната I течката

Μ ίε, fe).O
Забсележка. Апалогнчно се формулира н доказва лема |

и в случая, когато графиката на функинята нма определена по-

сока на изпъкналост н интервала (с--б, с).

Лема 2. Нека функцията # има производна Г в някоя окод-

ност . NG точката с и тази производна е непрекъсната в точката

с. Тогава, ака графиката на функцията | има инфлексия 8 тои-

ката ¢, то в Оостатъчно малка #чоколяост на тази точка omoacHo

и отляво на с тази графика мжи в различни полуравнини, опреде-

лена om допирателната e точката M(c, [(c)).

e i

е ЖИ= .-- il ST 7. -

Ε
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За доказване на тази лема трябва да се избере 530 толковра
малко, че въ8 всеки от интервалите (с--8, с) п (e, 245) графи-
ката на Чфункцията / да има опроделена паосока на изпъкпалост
(тези посахи ще бълат различни в интервалите (c—e, с) и (c, - δ}).
След vona прилзгаме лема | 33 функцията ἰ за всеки or интерва-
лнте (с--6, O и (¢, е94)

Лема 2 дава пеобхозимо условие за инфлексия в графиката
на два пъти диференипрусма в далена точка фуякция.

Теорема 7.7 (кнеобходимо условне за инфлексия в графи-
ката на два пъти дниферснцируема функция). Axo функцияти /
има а точката с втора произаадна и графиката й има инфлексин
в точката М(е, f(c), то # .)--0.

Доказателстно, Нека, както и по-горе, У е текущата
орднната на допирателиата У -- # (6)44(х--с)/ (с), минаваща през.
точката Μ (е, fie)) ot графикача на фу кинята.

Ще разгледаеме функицията

Е (х() - Уе (х)--#(6)-(-2)/(4).

Тази фупкция F, както н функцнята /, има п roukata с втора
производна (и затова нма и първа пронзводняа в някоя окалност
па е. при тава тя е непрекъсната в точката «). Спорел лема ? в
достатъчна малка околксет U точката с графиката па фупкцията
Μ Г лежи н различни полуравнини, определени от допйрателната
в точката M(c, /(с)) отляво и отдмена на o

Затона в достатъчно малка околност на точкала с не могат
1а се намерят Aue точки х,«е<х., ча които Е(х.). Е (х:)2>0. т. с.в тези две точки Е (х) 13 има еднакън знак.

Да допуснем, че /?2 (е) 0. Понеже Ρ' ()= ()= Р (4), Ее) )
-19(х), та Е (6)--0, Г (е)4-0 и curageno теорема 7.2 функциятаЕ има в тачката с локалсен екстремум. Полученото претинорети#а Tapa, че в достатъчно малка ORKDMIOCT ца точката с пе могат13 хе памерят дие течки ху«< Χ, 33 ΚΟΗΤῸ Е (х,) н Е (х,) naимат едпакъв знак.Г.

Anyanpauero на втората производиа е само необходимо уела-нне 38 инфлексия на два пъти диференцируема функция. Това ce"ижда например or графиката на фупкинята /(х)-х“ 3a тази'WYHKIHA втарата производна { (х)-194“ се анулира в тачката©—0, но графиката й uama инфлексия в точката M, 0).Според Teopema 7.7, за да се памерят венчки инфлексни точкина графиката на два пъти диферсицируема функция Ϊ. трябва да“е разгледат ΒΟΗΜΚΗ͂ корени 1a урависнието I {(x)=0.
Тъй като анулирането на втората производна ¢ само необхо-AHMO условне за инфлексия, пужно с допълнително изгследване33 съществуване на инфлексия във всяка точка, за която /| (х)
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-=0. За провеждането на такова изследване трябва да се на- -

"мерят и дастатъчни условия за инфлексия, към което "преминаваме, Ϊ

7.3.2. Първо достатъчно условние 38 инфлексия t
Teopema 7.8. Hexa функцията [ uma втора производна в някоя ча

околност на точката си [ (6)--0. Tozasa, ако в тази . =

втарита произвойдна | има различни знаци отбдясно и Ν
на ¢, mo графиката на тази функция има инфяексия 8 Н
Μ ίς, f(c)).

εἰ

NokasateactBo. Графнката на Функцията / има допира Ἴ
телна в точката Μ (€. {{((}}, Тъй като от условията на теоремата |
следва съществуването на крайна пронзводна f'(c). Ot това, че.

{ отляво и отлясно на с има различни знаци, И от теорема 7.4 |
«ледза, че посоката HA изпъкналост отляво и отдясно на с е раз- |

-Ллична. Г Η

Пример:

Да се намерят инфлексните точки на графиката на + S

Flx)— ' =3x—4. Тази функция разглеждахме . Е
«риката й е изобразена на фиг. 7.1). Понеже [ - “ l

та единствената стойност на аргумента, при KOATO Ε. ι |

иифлексия, с х- 1. На тази стойност на аргумента . . |
-точката M (1, —0) or графиката. Тъй като /” има различки “

при x>1 н при х<1, TM M(l, —6) е ннфлексна точка за графи-

ката на разглежданата функция, ἵ
7.3.3. Някои обобщения на първото достатъчно YCAOBHE 838 ин- ι
флексия. В условнята ἨΔ теорема 7.8 можем да се откажем от ἰ

Чизисквансто” за двукратна диференцируемост на функцията / 5
Teamara точка ¢, като запазим това нзисквайе само за точките,

конто лежат в някоя околност отляво Η отдясно на тази точка.

При това трябва допълнително да пргдположим обаче съществу-

Ἰβάποτο на крайна производна / (с).

ДаказатеЛствота на теорема 7.8 ¢ посочените HIMEHEHHA да-

{C0BHO гъвпала с привеленато доказателство.

| По-нататък можем за се условим при определянето на ин-

+флексените TOMKH да не изключваме случая, когато допирателната

към графиката в разглежданата точка е успорелна на оста Оу.“

При това условие в теорема 7.8 можем да се откажем даже от

изнскването за Сслнокпратна дяференцируемост в самата точка € я

да формулираме тази теорема N0 следния начиен:

Нека функцията | има крайна втора производна навсякъде в
някоя зколнист на точката с с изключение евентуално в точката

с. Нека асвен тава функцията # е непрекъсната 8 точка с R гра-

* Н тозн случяй whpsaTi производна [ е безкрайна в точката с.
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фиката й има допирателна в точката Μ (с, (/(с)), евентуално ye-
поредна на оста Оу. Тоглва, аков разглежданата околност атората
производна ΜΌ има пазлични Ззнаци отляво и отдясна на течката
с, mnf εξαῴπκππ:π ка функцията Р има инфлексия в пимката

Доказателството па формулираното THLPACHHE е иапълно ана-
логично на доказателството на теорема 7.8,

Пример:

Да се намерят ипфлексияте точки на графиката на ᾧνηκ-
цията у--х“. Тази функция има propa производна навсякъде
пърху безкрайната права с изкгючение на точката хе-0. B TOY -
ката x—0 разглежданата функция е непрекъсната, HO вече пър
вата й производна е безкрайност. Обаче графиката на фупкцията:.
y—xb3 има в точката (0, 0) Ддопирателна, успоредна ма оста Oy*
(фиг. 7.11). Тъй като Bropara пронзводна има отляво ий атдясно
на точката Χ τ различин занаци, то графиката на Функцията
Y—=a'3 uma инфлексия н точката (0, 0).

7.34. Bropo достатъчно условие 3a инфлексия
Теорема 7.9. Ако функцията Г има в точката с крайна трета:

производна и удовлетворява в тазаи точка уеловията ΜΡΝ (<)-- 0,
Г (6)--0, mo графаклта &t има инфлексия в точкита M (¢, f (o).

Доказателетво. Or условигто 16(6)4-0 н ΟἹ теорема 6.1
„Ледва, че функцията | (x) или расте, илн намалява в точката с.
Тъй като /0 (2)--0, 10 и в C/ARHNA, н в другия случай съществува
околност на точката €, в която #244) има различни знаци отляво
Ἡ отдясно Ha е. Но тогава съгласно предишната теорема графиката.на функцията / има инфлексия Β точката Μ (с, #(4)).1;

“ Следва напримсй от това, че графиката на обратната функцня хе) имаB Тазни точка допирателна,
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Забележка. Разбира се, теорема 7.9 има по-тясна сфера надействие, отколкото теорема 7.8. Така теорема 7.9 пе решава въ-проса за наличие на инфлексня, когато функцията f няма крайна
трета пронзводна, а също така н когато 8(е)-0. B послелзниияслучай, 38 да се реши въпросът за наличне на нинфлексия, е нужноДа се изучи поведението на пронзводиите OT по-висок ред в точ-ката €, което ще бъле направено по-нататък.

Ще «е върнем към примера, разгледан в предишната точка. ипокажем, че въпросът за наличие на инфлексин на графикатана функипията (х)-х-342-4 може за бъле решен и с помощтана Tenpema 7.9. Цанстина /? (χ]-- 6-: 0, следователно М(1,--6) еинфлек-на точка съгласно теорема 7.9

..
LTM

-

7.35. Tpeto достатъчно условне За инфлексия. Ще установимоще едно достатъчно условние 38 инфлексия, приложимо 11 случая, ,когато в ладена точка е CC анулират както вторгта, така и тре-тата производна на разглежданата Функиция.
Аналог ΠῈ теорема 7.3 е следнота твърденне: :Теорема 7.10. Нека n=2 ¢ четно число и неска функцията | цшма прациавойдни до п-ти ред в някоя иколност ка точката ¢ uпроизводна om (л4-1)-ви ped в camama точка c. Tvzasa, ако ca κῷ- ̓лълнени съотнашенията 

[

43. OQafO A ο . . ееряце)--0, fior ()0, |
то графиката на функцията Г има инфлексция в mouxama’

Доказателства, При n==2 тезрема 7.10 съвцада с нече.!доказаната теорема 7.9, така че е нужно ла ce даде Доказателстваосамоп 33 четио по4. 

йНека четното awcao п удовлетаорява условиета мп-7--4 и нека.Р“ ()0, Torara според теорема 6.1 функцията [( нли на-

|

малява в точката « (при {{πῈ}{0) «Ο), или расте в тазик точка (при“Ие) 2>)). Понеже ocBen това Г (4)--0, 10 и в двата случая«рункцията {{ вма в д«статъчно малка околност на
различии знаци отлясно и отляво на ,

Да разложим Ффункцията /0) в околността на точката с по л .чрорму лата на Тейлор, като запишем остатъчния член във фор- 'мата на Лагранж (вж. 6.8.7) Ще получим, че за нвсяка х or до- | |статъчно малка околност на точката с съществува точка Е между | |
X H ¢, за която

Τ αγεθίηε TF @+ . -+ IR jen ) B i ()

точката е

Н ая .

1! (n—3) (1-2)! |
Паради съотношенията (7.3 написаното разлатгане добива вила | |



ае еее Ν

По-рано установихме, че ag ΒΟΝΉΚΗ х от достатъчно малка
околност на точката с произволцата ()ARCHO и отляво на . Тъй RATO Е лежи между х и €, то за BCAKO
« OT достатъчно малка ОК ч(а очевядно
(7.4)) има различни MR отдясно и отляво на e И така съ- |

гласно рапвенството (7.4") 32 всико х от

Знбележкн. Мног.
в теорема 7.10 (cpasue;
7.12, 3.13.)



|

Да предположим NO-HATATBK, че функцията Ге сефинирана !

за пронзволно големи CTORHOCTH на аргумента. За определеност |

ще разглеждаме произволно TONENK положителни стейности.
Определение 2. Правата У<- Ех + b се нарича наклонена асамп- 1

moma към графиката на функцията | npu Χ — + oo, ако функ-
цията [ се представя във вида

(7.9) f(x)-kx+b+a(x)

където lima (x)—0.
K G

Teopema 7.11. Необходимо и доестатъчно ycaosue фукнкцията
/ да има наклонена асимптота при Хх-+--оо е да същестауват
двете граници Ξ
(7.10) limx—1f (xy=k и Вт (] (х)-#х)-0.

4-ч-|... ече

Даказателство. Необходимаст. Нека графиката на функ-

цията [ има при X —+ co наклонена асимптоата, т. е. за | с в сила

представянсто (7.9). Тогава

т х [ (x)=lim χ (kx + b+ ὰ (x))—lim ( +bixt+e (х)/х)--#, l

!

υ τ ο еае f RS ] Ι

Ня { f (x)—kx)=1m (b+a(x))=b- ξ
ече 19 K=o .

от Te3u TPaHHUW HH дава право да твърдим, "Ὲ разликата |(х)--#х
—b e безкрайно малка при х-»-оз. Като сзначкм тазя Сезкрайно

Достатъчност. Нека съществуват границите (7.10). Втората }

I

Manka ¢ @, ще получим 38 / представянето (7.9).00 
|

!
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Забележка. Аналогично (e опре-

деля наклонена асимитота н се доказва

теорема 7.11 и за случая х--»--069,

Пример: Графиката на - функцията

Ε (x)=(2x*+ x)i(x +1) има каклонена асими-

тота Y=2x—1 и ври х-е +co, п ΠΡῊ

X — «- оа п OCBCH TOR3 ΜῈ “тертнкална

агимптота x=—1 (фиг. 7.15). Действи-

телно

lim χ τ f (x)=lim (2x+ 1)/ (x+1)—2,
e ) Γ 00 

;

lim ([ (x)—2x)=Hm (—1+1/{x+1) = =1, /
τ - деафеао 

;

Ще f(x)= Έ ωυ, lim f(x)==co, ἶ
“-«τπῖυ ΓΟΝ *, “

Наред с линейните асимптсти се разе # /

глеждат Η асемптоти OT шуСеложен ΒΗΠ, ’Λ

Казва се, че параболата от Π Π

ред, определена от многачлена our. 7.15

(7.11) У--алх“ Ἐ X" .. а X+,

е acumnmoma за графиката на функцията Г при х-» +2сс, ако

ункцията [ се представя във вида

(х)-заа X" +tay 1714е +ах + а « (х), limaix)-0.
ечим

Лесио се доказва слелващото твърдение.

Неибходима и достатъчно условие графиката на функцичта

Г npu x — οο йа има acumnmoma (7.11) е да съществуват слейд-
ните n+1 граница:

Jim x=* f (x)=an, lim ле ((х)--аах”)-- йн-а
е+ L=t 00

o {π| х ({ () (@ax ал X7 υ « . +а,х2)) Ty,
ч..

“ЗЖ (] (X)—(@nXP+2naXTM 1« « - +аах))-- αρ.
ее .

7.5. Построяване на графиката

на функция

В този параграф ще изложим схема, по която Ο nenecsolpasHo
ла се провеждат изследванията на Трафиката Ha функция, и ще

илюстрираме тази схема с пример.

1B Матемптичесми англиз, 1 ч.

П нн ПА
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При изучаването на графиката на далена функция Г e целе-съобразно да се ипаправит слелните изследвания :
Г“. Да се уточин дефиницнонната област на функцията.2. Да се изясни пъпросът за съществуване Η асимптоти (вер-

тикални и паклонени).

3% Да се намерят областите на растене н намаляване на фуни-цията и точките на екстремум.

4“. Да се namepat областите, в конто се запазва
изпъкналост, и инфлексните точки.

9% Да ке намерят точките, B коита графиката на функииятапресича оста Ox,

Па получените даниин лесно се построява ескиз на графикатана функцията. За пример ще постронм графиката на функцията

посоката на

2354146(7.12) [(.).- < -

Ще следваме изложената по-горе схема.
1. Понеже функцията (7.12) е рационална Лроб, тя е дефи-

нирана и непрекъсната навсякъде върху безкрайната права освенB точката х--0, 0 която знаменателят се знулира.
29, Ще изясним въпроса 38 съществуване на асимптоти. Оче-

BHAHO

. 23 -5t 4140 ~6

i S ак
и затора графиката Ha функцията има вертикална асимптота х--0.Оспен тава от съществуването на границите

й

м 1 SO 14χ.-т x=1 | (x)=Jim 225108 -
а-е3 03 ч

. 5КТ 14лlim ( (1) —x/2) = Не Ве 5
ΓΤ ἀτυξτα

следва, че ΠΡῊ X— o H ΠΡῚ ¥ — —u> графиката на функцията има
наклонена асимпотота Y —x/2—5/4.

3% За да намерим сбластите на растене и намаляване, ще
пресметнем първата производна на функцията (7.12) |

|

A_Tx+6 £—1) (х-2)Рау (o e (е)

Karo вземем пред вид освен това, че функцията и първата й про-
изводна не съществуват при x—0, ще получим следните области,
B KOHTO / запазва постоянен знак:



стойпостите па х

Понедение
na функинята / расте памалява! прасте , ншалнньв] pacte

Or приведената таблица е очевидно, че функцията има екс-тремуми в следните точки:

1) максимум при х--3 н [ (—=3)——49/12,
2) максимум при x=] g f (1)=5/4,
3) MHHRMYM при x -2 κ f(2)=9/8.
4°. 3a да иамерим областите, B KoHTO се запазва посоката на

пзпъкналост, пресмятаме втората производна:

- енн е Е ЕА

Xt ἐ

Отчитаме същоа, Че функцията н производните й не съществуватв точката x—0, и получашаме следиите области:

Осбласт на #стойностите На ж ͵ -0ty τ

Знак πὰ {{9 | ̓- ̓͵"-Τ-ἷ-

Посакая на
Ι извъкналаст на / нагоре

Or привелепата таблица е очевидно, че графиката на функ-цията има инфлексия в точката (9/7, #(9/7)) к 1(9/7)-913/756.2% Остава да намерим тачките, в конто графиката пресичаоста Ох. Тези точки съответствуват на реалните корени на урав-нението

2431503 4+14х--6--0.

Лесно се вижда, че 2:3-5х5+14х.-б==2(х-1/2)(х*-2х+6). Πο-неже кзадратният тричлен 42--?9х46 има комплексни корени, тоуравнението нма само CAMH реален корен x==1/2, така че графи-ката на функцията пресича оста Ох в точката (1/2, 0). По полу-чените Данни построяваме ескиз на графиката на разглежданатаФункция (фиг. 7.16).
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Фиг. 7.18

7.6. Глобален максимум и глобален минимум “
на функция в сегмент.

Граничен (контурен) екстремум

7.6.1. Определяне на максималната н мииннмалната стойност нафункция, дефинирана я сегмент. Да разглеламе функцията [. де-финирана и непрекъсната в сегмента [a. b]. Досега се заннмавахме
само с намирането на локалните макснмуми M минимуми на функ-
ция, Сега ще постаним задачата за намиране на глебалните макси-
MYMH и минимумн, T. е. на максималната и минималната стейност
на фуикцията B сегмента (а, b). Ще подчертаем, че сперед теорематапа Вайерщрас (вж, тсорема 4.)5) непрекъсиата функция / в cer "мента (а, Б| непременно достига максималната н минималната си
стойност. За определеност ще се спрем на намирането ча макси-
малната стойност на f в сегмента [a, δ].

Максималната сн стойност функцията Я може да достига илщ
във вътрешна точка X, OT сегмента (а, 6) (тогаватя съвнала с един
ὍΤ локалните MaKCHMYMH на функицята , B, фиг. 7.17), или в
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един OT Kpanmara на cermeita (а, 6) (фиг. 7.18). Оттук е ясно, че
за памяране на макснмалната стойност на функцията / в сегмента|а, b] трябва да сравним стойностите на функцията / във всички
точки на локален максимум н в крайните точки на сегмента а Η b.Най-голямата or тези стойности ще бъде максималната стойностна f B сегмента (а, 6), Аналагично се намира и минималната стой-ност на / в сегмента (а, b,

Изследването на стационарните точки може Да се избегне,
като се сравнят стойностите на / във всички стационарни точкии Р крайняте ΤΟΉΚΗ а и #. Най-голямата (най-малката) от тези

Ще отбележим, че ако / има в сегмента |а, b] camo една
тачка на локален максимум (нили на локален минимум), то, без
A2 сравняваме стойността на / в тази точка с [(@) и f(b), можем
да твърдим, че тази стойност е максималната (минималната) стой-HOCT ua / в сегмента (а, 6) (фиг. 7.19). С аналогични средстна се
решава въпросът за намиране на максималната (манималната) стой-ност на функцията / в интервал, полуправа н безкрайната права(при ycnoswe, че тази стойност се дастита). .

Moxe да се случи така, че диференцируема Функцяя да нямав сегмента (а, 6) (или полуправата (AR Xx< со) стационарни TOUKH
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В такъв случай f е монотониа в този сегмент (полуправа) и ней- |
ната максимална н минимална стойност се лостигат в краищата Ἴ

на сегмента (полуправата).
За пример ще разгледаме задачата 33 намиране на MAKCHM

AA-

ната н минималната стойност на функцнята f (x)—sin x* в сегмента

~Yr<xsVini2,
Тъй като Р (x)=2x cos x?, To в разглежданиня интерва. функ-

цията има стапионарки точки X=0 и x= + Jxi2. Като сравиим стой- З
ностите на функцията в тези точки н в кранщата на сегмен

та J

1

i

1

1
|

1(0)--0, F(£V=R)=1, j(=V=)=0,

i (V8r/2)=sin (5=/4)— —}2/2,

| 3 се достига B ABE вътрешни точки на CerMcuTa χι-- --ῆπι н
%y = V=2, а минималната й стойност е равна на -|272 и се до-

стига в десния край на сегмента 55/2. Графиката ua разгледа-

ната функция е изобразена на фиг. 7.20.

7.6.2. Граничен (контурен) екстремум. Пека функцията f ¢ дефи-
нирана B някой сегмент [a, b). Ще казваме, че тази функция UMD

ι крайната (контурната) точка b на този сегмент граничен

(контурен) MAKCUMNYM (жинимум), ако същестаува 
лява полу-

околност M@ точката b, в коята стойността f(b) e най-голяма
(най-малка) измежду всички стойнаости на тази функция. ξ

Анпалогияно се определя граничен (контурен) максимум 
и pa- |

ничен (контурен) минимум в крайната (контурната) точка а на |
сегмента [a, Я|.

Граничният максимум Η граничният минимум се обединяват 
C

общото мазвание граничен (контурен) екстремуж
.

ΥΤ Τ ς
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B сила v CAeIHOTO Достатъчно условие 34 граничен екстре-.

мум : 38 да има функцията / в точката b на сегмента |а, ) гра-
ничен максимум (граничен минимум), е достатъчно тя да има в

точката b положителна (отрицателна) лява производна.” (Доказа-

телството с съвършено AHAJOrHYHO на доказателството на тео-

рема 6.1.) OT това достатъчно условне за граничен екстремум не-

посредствено се получава н Сследното необходимо условие за Tpa-

ничен скетремум на функция, имаща в точката b лява производна:

Функцията /, имаща В точката b лява пронзводна, инма в тази

точка граничен максимум (граничен мипимум) само тогава, когато

пронзводната в точката b е неотрицателна (неположителна).

Аналогично пеобхолимо условие Ффункцията [, имаща в точ-

ката й AMCHA производна, да има в тази тачка граничен максимум

(граничен минимум) е производната в точката а да бъде неположи

телна (неотрицателна).

7.6.3. Teopema на Дарбу““.

Определение. Ще казваме, че функцията | има проазводна
в сегмента |а, b), ако [ има крайна праизводка въ всяка вътрешна
точка на |a, #) й освен това има крайни едностранни производйни

/ (а4+-0) « { (ὃ--ὐ).
Очепидио функция, която има пронзводиа в сегмента fa, &),

се цепрекъсната B този CCIMENT.

Ще докажем сега следващата теорема.

Теорема 7.12 (теорема на Дарбу). Нека функцията Ϊ има про-
изводна а сегмента |a. #). Тогава каквото и да е числото С, εα-
ключена между А- Г (а--0) и В-/ (6--01, съществува тсочка Ε υπὶ
тази ceeMenm, за коята Р (6)--С,

Доаоказателство, Най-нанред ще докажем сЛледното твър

денис: Ако Е ими производна B (а, ὅ н ако Е (а+0) н Р (b—0)
са числа с различни знаци, TO съществува такава точка Е ot сег-

мента |«, 8], че Ρ' (ξ)--ῦ.

Нека за определеност #"(а-4-0)<0, Е"(6--0)>0. Тогава dynxk-
цията Е има граничен максимум н в Ддвата края на сегмента |«, Ol
llo това означава, че мниималната стойност на Е в сегмнта (а, 6)
ке достига в някоя вътрешна точка Е ΜῈ тази сегмент (функцията

Е е диференцируема, а очевидно и непрекъсната в сегмента [a, 6)
н затова достига минимума си в този сегмент). В точката Е функ-
цията Е има локален минимум Η затова F'(E)=0.

+ За коптурната TOUKA а достатъчно условне за граничен максимум (rna-
ничем MuHHMYM) е отрицателността (положнтелността) на дясната проаизводна
Β ToamaTa а,

++ Гастон Дарбу — френскя математик (1842—1917).

- Ν —— ЕЕ - ЕЕ
В пе в пе
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3a доказателството Ha Teopema 7.12 остаза Да положим F(x)
=f(x)~Cx* и за приложим KBM Е TOKY-110 доказаното твърденние.(

Ще отбележим,. че не предполагахме непрекъснатост на про-

изводната Г.

Дапълнение към глава 7

АЛГОРИТЪМ ЗА НАМИРАНЕ НА ЕКСТРЕМАЛНИТЕ

СТОЙНОСТИ НА ФУНКЦИЯ, ИЗПОЛЗУВАЩ САМО
СТОЙНОСТИТЕ НА ТАЗИ ФУНКЦИЯ 1

e

Ι
la‘

Да предположим, че функцията / е зададена B сегмента [a, 6) н
знаем стойностите й във възлите на мрежа, която се получава

при деление на сегмента (а, #) на 2“ равнии части (=1, 2, 3,. . .).

За определеност ще разгледаме случая 33 намиране точка на ми-

нимум 38 функцията /. При това ще предполагаме, че са изпъл-
нени следниите деве условния: 1) функиинята / има B сегмента (а, #|

сединствена точка на минимум с; ?2) uper a<c функцията f нама-
лява в сегмента [a, с| (Т. е, намалява наляво OT точката на MHHH-
мума), а при ¢<b функцията / расте в сегмента|(е, 6) (т. е. расте
надясно от точката на MHHHMYMa).

Тезн условия €A изпълнени например, ако функцията / е два
пъти диференцируема в сегмента (а, b и / (с)-0, а |“е строго '

положителна B |а, b|. Разбира се, функцяияята / може да Уудовде-
творява двете условия и без да е диферещцируема.

Ще дадем един алгоритъм за построяване на свиваща се сис-

тема OT сегменти, съдържащи точката ¢, B която функцията /

даостнга минимума си.

Ще се спрем на построяването на първия сегмент на свива-

щата се система, тъй като всички останали сегменти ὧδ строят по

същия начин. Разделяме сегмента |а, δ ¢ помощта на точките

а--е.ъ:„.чх„ Ха Xy, Χιξθὸ па четиря равни подсегмента [X,—y, х
i=1, 2, 3, 4.

Един nodcezmenm [Χι-ν X;] ЩщЕ Hapuuas? сегмент на кама-

ляване, ако f(x_)>f(x;}, m. е. ако стойността на функцията |

[ & левия му край е строго по-голяма от стойността й в десния

клай, и съптветно сегмент на нарастване, ака flxip<<F (x3).

i

« Пра тава 633 ограничения па OSM=OSTra погдпалзгамт, че Р (а+80)-4< С

|
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m. е. ака стойността на функцията [ в левия край е строго по-
жмалка от cmolinocmma й 6 десния край.

Понеже функцията [ има в сегмента [α, ) единстзена точка
ἨΔ минимум с, TO тази точка с ще принадлежи на един от YeTH-
рите подсегмента [χι...χν X

Подсегментът [X;—;, X}, съдържащ точката ¢, с или гсегмент
Ha намаляване, μΠῊ сегмент на нярастване, или сегмент, в Kpau-

щата на който функцнията приема равни стойностн.
Tlonexe фуянкцията f по условие намалява наляво OT точката

на мницмума ¢ н расте надясно OT тази точка, ако даден подсег-
мент съдържа точката Δ минимума €, TO всеки подсегмент, ле-

жащ паляво от него, е сегмент на намаляване и всекин подсегмент

падясно OT HETO е сегмент на нарастване. Следователно можем да
твърдим, че подсегментът, който съдържа точката на минимума с,
е нли най-десният от сегментите па кнамаляване, или най-левият
OT сегментите на нарастване, или подсегмент, в кранщата Ha който

функцията / приема равни стойности.
Това твърдение позволява дл се даде алгпиритъм за построя-

ване на пъозия сегмент (а;, #,) от свиващата се система сегментн
(Теа. #.)), PCCKH от KOHTO съдържа TOMKITA 1A минимума €.

Ще разгледаме четирите възможни случоя.
1. Между подсегментите |х;-, Х| има сегмент, в крлаищата 18

койта / приема равни стойности. Тогава тази сегмент съдъ
точката на минимума с и го приемаме за първи сегмент (а,, #,) на
свиващата се система.

2. Всичкин подсегменти (ху-у, 2)), 1-1, 2, 3, 4, ca сегменти на
намалянане. В този случай точката на минимума се сълържа B
Ιιιεἓ-πεἷιωπ сегмент, T. €. в сегмента |ху, x|, който присмиаме за
dy, by

3. Всички подсегменти (X, X)), #-1, 2, 3, 4, са сегменти Ha
нарзстване., Тогава минимумът лежи B най-левия OT подсегментите,
T. е. в сегмента [x,, x,], който приемяме за (а,, 6,).

4. Измежду подсегментите има какта сегменти на намаляване,
Така и лежащи надясно от тях сегменти на нарастване. В този

случай може да се твърди, че точката 12 минимума с лежн B
обсзинението на нпай-десиня сегмент на намалялане и най-левия
сегмент Ha нараствапе. ОЗедицението на тези два сегмента ΠρΗ-
емаме 38 [a;, b].

Така определнхме еднозцачен алгоритъм за построянане на
?[ървп;т])свшент [2;, 6,] за свинащата се снстема от corMeHTH

Ча, Un) .

Вторият сегмент Ha тази cucreMa [a,, #,) се построява, като
тръгнем от (4,, 6,), Mo същия начин, както NOCTPOMXME сегмента
{a,, δ.}. тръгвайки от [a, 6), По същъя начин, тръгвайки OT -тия
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сегмент |(ав, ba], се построява. (л4+1)-вия сегмент (аву, #444) на
свиващата се система.

Ясно e, че така построената система от cerMeHTH ((анл, #.)) е
свиващша Ce, Η понеже Всички те съдържат точката на минимума

с, и двете редици от десните кранща (бь) и левите краища (аа)
на тези сегменти клонят към точката на миннимума с.

Аналогично се построява алгоритъм за намиране на точката

на максимума на функцията /, имаща B сегмента (а, 8] един-
ствена точка на максимум с, при условне, че функцията расте

наляво от с при Ρα н намалява надясно от ¢ при σι(ὅ.

м



8. Примитивна функция и неопределен

интеграл

В тази Глава ще изучим обратната операция на операцията дифе-

ренинране, τ , ще се заемем с въпроса за възстановяване Ha

функция, @Ko се известна нейната производна. Maywanauero на.

този въпрос ще ня доведе сстествено до понятията прижатиавна

функция и неопределен интеграл (вече споменатн в глава ]).

Ще отложим въпроса 33 съществункане на примнтивиа функ-
ция и неопределен интеграл до глава 9, а тук ще изучим най-

важните методи за интегриране, както и класовете функции, чи
ита неопределени нитеграли се -изразяват чрез елементарии

функции.,

8.1. Понятие за примитивна функция
и неопределен интеграл

8.1.1. Понятие за примитивиа функция,

Определенне. Ф ункцията Е се нарича примитивна функция
(вли просто npusmumusna) на функцията [ в интеовала (a, b),
ако тя е диференциаруема във всяка точка х на тази интервал и
праизвадната й Е" е роана на f,

Зибележка. Аналогнично се определя примитивна ua функ-
цията f върху безкрайната права и върху полуправа.“

Примери :

1, Функцията Е (х) » }}] --х“ e примитивна на функцията f(x)

Ξ «-хДЛ εχξ в интервала (--1, 1), тъй като във всяка точка X ца
тази интервал (И--х2) = ~x/ И.

“ Може ΔῊ се въведе примитивна на функция f и в сегмента (а, 5) като
такава функция Е, която има пронзводна ” във всяка вътрешна TOUKA на сег-
мевта (а, 5), равиа на f, и оснен това кма дясна пронаводна F' (a4-0), равна ῶ
f{e). и лява производна ” (6-0), равна на f(b).
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2, Функцията F (x)=sin х е примитивна Ha функцията / (X)=CO5 х

върху безкрайната права (—oo, + соо), Тъй като във всяка точка х

на безкрайната права (sin x)'=cos χ.
3. Функцията F(x)=Inx примитивна на функцията f(x)=1/x |

върху отпорената полуправа x>0, тъй като във BCAKZ TONKa X на

тази полуправа (lnx) = 1/х.
Ако Е с примитивна на функинята / Β интервала (а, b), то ]

очевидно и функунията Г +С, където С е пронзволна константа, е
примитивна πῷ функцията / в същия питервал,  ̓ -

Естествено възниква въпросът, каква е връзката между раз-

личните примитивни на една и съща функиция /. В сила е следната

OCHODHA теорема:

Теорема 8.1. Ако Е, и Е, са примитивни на функцията [ в

unmepsaaa (а, b), то навсякъде 8 този интервая Fy(x)—Fy(x)=C, -
където С е константа.

С други думи, две производин NPUMHTHBHH M2 една н съща ,

функция моГгат 43 се различават само с койнстанта,

Доказателство. Полагаме Ф (х)- Εἰ (х1--Г,(х). Тъй “

всяка от функцияте Fy и Е, е диференцируема в интервала (a, =
то според теорема 5.5 и функцията Ф ¢ диференцирусма в -
пала (а, #), при това навсякъде в този нитервал P’ (x)—F, =

—Fy ()= ()= (x)=0. 1
B 6.4.1 беше доказана теорема 6.5 със следното съдържлние:

Ако функцията Ф е диферениируема навсякъде в интервала (a. b) |
и ако навсякъде В този интервал Φ' (x)=0, та функцията Ф e .
хонстанта в wurepsana (a, b). : i

Or тази теорема получаваме, че Ф (х)- ὶ (x)—F(r)=C=const. O
Слелствие. Ако Е е една от примативните на функцията f e Ч

«гнтераала (а, #), то всяка примитивна Ф на функцията р .
unmepoaa има вида b (x)=F (х)+С, където С е кинстанта. = ¢

8.1.2. Неопределен интеграл, |
Определение, Съавкулността OM всички примитивни функ- .

ἰ

!

|

щии на длдена функция | 8 интервала (e, 6) се нарича неопределен:

интеграл от функцията | (8 този интервад) и произволен елемент

на тази съвкупност се означлва със симзода

(8.1) f (x)dx.

B това озпачение знакът f се парича интеграл, изразът / (х)4х--

подинтегрален израз, а функцията |/ -- подинтегралиа функция.
Axa Ееедна от примитивните на функцията / в интервала (а, 5),

“TO Според следствието от теорема 8.1
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(8.2) f 1(х)ах = F(x) + C,

където С € произнолна KOHCTanTa.
Ще подчертаем;, че ако примитивната (3 следователно и неоп-

ределеният интеграл) на функцнята / в интервала (g, &) същест-
вува, ΤΌ псдинтегралният израз във формулата (8.1) прелставлява

диференцеалът на всяка от тези NPUMHTHDHW. Действителна нска
Е с прокзволна ΠΡΗΜΗΤΉΒΗΣ на функцията /в интервала (а, b), т.е.
32 всяко х от интервала (@, 6) имаме [F'(x)=f(x). Тогава / (х)ах
- Е (х)ах = dF.

Примери :

-- Де
Ι. А dx = Vl-—x“" +C в нитервала — [<x<1, тъй

като фуркцията F (x) -- Y1—x е една or примнтивните Ha функ-
пията f (x)me—x/J1—x* B този интервал,

2. f ces xdx == 5П x+C пърху безкрайната права —oo < х < oo,
тъй Kato функцията Е (x)=sinx e eaua or примитивиите на функ-
цнита f(x)=cosx върху безкрайната права.

B тази глава няма да се занимаваме с въпроса за съществува-
нето на примктивне (или нсопределени интеграли). Тук само weor-
бележим, че в 9,4 ще бълс доказано, че за Beska функиня /, ne-
прекъсната в интервала (a2, 6), съществува примитявна функция
(я неопределен интеграл) в този интервал.

ф

8.1.3. Основни свойства на неопределения HHTerpaa. Hafi-
напред ще отбележим две свойства, непосредствено следпащи OF

спредеслението на неопределен интеграл:

1°. dfi(x)dx*-f(x)dx‘.

0, f dF (x)=F (x) + C.

Свсйства 10 означава, че знаците d н f »BIUNUMHKHO се съкраща-
. L

ват“, когато знакът HA дДиференшциала CTox пред знака на интег-
paaa.

Свойства 20 означава, че знаците f Η « „изаимно се CbKpa-
Щават" и когато знакът на интеграла Cron пред знака на дифе-
ренциала, но в този случай към Е TpsGRa да се добави пронзволна
константа C.



За установяването на свойство 19 е Достатъчно 13 се Bieme

диференциалът на двете страни на фърмула (8.2) и да се вземе
пред вид, че 4Е (x)=F'(x)dx = Цх)ах. :

За установяването Ha свойство 29 е достатъчно Β лявата страна

на {8.2) ла използваме равенството dF (x)-=f(x)dx.
Следвашите две свойства се H2PUYAT линейни свойства на

днтеграла : .

3, f[i(x):tg{x}ldx= ff(x)dxj:fg(x)dx.

. f [Af(x)]dx = A f f(x)dx (A—=const).

Pagencrsata във формулите на 3? н 4° нмат условен характер:

те трябва да се разбират като рзвенства на дясната Η лявата стра-

нас точност до събираемо произволна константа (това е разбираемо,

тъй като всеки от иинтегралите, фигуриращи във формулите на
30 и 49, е определен с точност до произволна константа).

Понеже дзе примитивни ΠῈ една и съща Ффункция могат да

( различават само С константа, то 38 доказателството Η свой-

ство 3 e достатъчно Π Ce покаже, че ако Е е ΠΡΗΜΗΤΉΒΗΒ.

f. a G - примитивна на g, то функцията Е +й е примитияна “
#+Е, което непосредствено следва от това, че производната на

Далгебричната) сума ка функции е равна 8 сумата от ΠΡΟΗΆΒΟΗ͂-

ните на тези функини, т. е. (Е+06/-Е"+( -|+р. Аналогично.

«ме доказва и свойство 4°. В този случай се използва равенството.

(AF (у = ' (x)—Af (x).

8.1.4. Таблица на OCHOBHHTE неопределени интеграли. B raasa .

получихме таблицата Ha производните на OCHOBHHTC 33 .
функции, което е основа на апарата 38 смятане в “

смятане. Всяка формула на тази таблица, Ν Ο

функция Е има производна, равна на /, ΗΗ води съгласно

леквпета за неопределен интеграл към съответна формулЛа на

гралнато смятане
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f f (x)dx= F (x)+C.

По To3H качин идваме ἈῸ слелната таблица на OCHOBHHTE HE-

определени интеграли:

jo. f 0dx=C.

2, f ldyv=x+C.



¥, | х ах-х а 1)+С [(α-| . --τΊ}.

4°, fx—ldx=ln|x|+c (x=:0).

5°. f а“ах-а“па+С (0<а-р1), f ἐ χ — εἴ Ἐ,

6°. f sin xdx=—cos x+C.

7°. ft:ns xdx=sinx+4C.

32, fms,x f{l+1g’x)dx-tgx4*c (х-Е жа + #/2, където

n=0, £1, +2, . . .).

9°, alfl:x 161 )de~—ctgx + С ἰχ πη,, където

n=0, +1, £2,. . .).
аге sinx + С

106, (—=1<x<1).
'“"x' —arccos x +C

ἀχ arcigx+C,
”Д [-.-„--г*

1+ —arcelg Х +C.

120, Ἑἓἷ - !п:х-ъ-]/х!;ь!)-а- С (o случая на знак минус се
разглежда | х | >1).

2. Геу т | 251 τὸ | ἘΠ)
Към тези фпрмулп могат Да се присъединят it съответните фор-

мули 32 хниерболичияте функции :

140, fsh xdx—=chx+C.

159, fchxdx-—-shx +C.

16°. fch—’xdxuthx-i-c.

170, f 5072 х dx=—cth х +C (х40). μ κ e сЕ
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Ще направим някои бележки ΠῸ отношение на формулите 49,
120 и 130. Формула 4° е вярна 38 всеки интервал, несъдържащ х-0.
Нанстина, ако x>0, то от формулгата (In x)’=1/x закл

юзагаме, че

fx—ldx---ln x+C, а ако x<0, τὸ 0Τ (ln (—x))'=1/x Ззеключзваме,

че f x—1dx = т (—x)+C. Следователно фермула 4° с EFpRa 38

веяко x40,
Формулите 129 r13° заемат изключително положение В нашата

таблица, тъй като те нямат аналози сред формулите от табли
цата

Ha производвите.

Разбира се, за проверка на формулите 129 ий 139 е достатъчно

да се убедим, че производните на изразите B десните страни Ha

тези формули съвпадат със съответните подиятегралви фуй
пкани.

Нашата най-близка цел е да допълним таблуната н
а неопре-

делените интеграли с основни начини н методи 38 интегриранс,
Ho преди да пристъпим към рсглизацията на тази це

л, ще напра-

вим една важна забележка.

В главите | и 4 въведохме понятнието елементариа функция,

ав 5.5.5 установихме, че пронизвсдната На всяка елементарна

функция е също слементарна функция. C други думи, уст
авовихме,

че операцията диференциране не ни извежда от класа н
а елемен-

тарните фупкции. Ще отбележим веднага, че при операцията WH-

тегриране пнещата стоят другояче. Може да се докаже, че интеграли

от някои елементарни функции вече не са едемсентарни фуинкции.
Примери за такива интеграли са следиите

 :

.. ΙΓ” ах. 20, fcusix‘)dx.

3. [ sin(xdx. е. ( 0<ж+1).

cos X sinx
5, f < ах (x:40). 6 | —- dx.

|

:

Никой ст изброените интеграли кне е елемситарна функция4 г

Разгледаните функцин не само че реално съществуват. 
но я иг

раят гиляма роля в разлячни въпроси на физиката. Така uanpu-
мер интегралът 19, наречен интеграл ка Поасон wan а

нтеграл

на грешките, се използува широко B статистическата физика, B

теорията на топлопроводнисстта и дифузията, внитеграли н 39,
наречени интеграли на Френел, се прилагет широко 

в сптиката.

Често се срещат в приложеквията и интегралите 49—6°, п
ървият OT

KOMTO се нарича BHmezpasen логаритем, а последните два —

интегрален косинус н интегрален синус.



oCHOBHMH МЕТОДИ ЗА ИНТЕГРИРАНЕ 289

8.2. Основни методи за интегриране

8.2.1. Интегриране чрез смяна на променливата (субституция). Смя-
ната на променливата е един OT най-ефективните методи за HH-

тегриране. Тай се основава на следиото елементарно твърдение:

Нека функцията т e дефинирана Η диференцируема B множест-

poto (х), което представлява или иптервал, ἩΠῊ отворена полуправа,

или безкрайната права, н нека {{} е множеството от всички Стой-
ности на тази функцня. Нека освен това за функинята § да съ-

ществува в множеството (f) примитивна функция G, т. е.

(8.3) [ewat=Gm+c.

Тогава нансякъде в множеството (х) за фупкпията g(p(x)) φ' (x)
съществува примитивна функция, равна на С(ф(х)), т. е.

(8.4) |ееседак « ба«р+С.

За доказателството на това твърдение € достатъчно Да използу-

ваме правилото за диферепциране на сложиа фуйнкция

75? (С ( (Χ}}} = Ο' (φ (x)) φ' (x)

и да отчетем, че по определението на примитивна Ο τορ. Да пред-
положим сега, че трябна ла пресметием иитеграла

(8.5) f f(x)dx.

B редица случаи ¢ yAoGHO 34 нова променлива Да се nsGepe Ta-
кава диференцирусма функция #--ф4х), че 48 ¢ изпълнено равен-

ствота

(8.6) ц = φίφ(χ)) φ' (x),

flpu което фУНКЗШЯТЦ g се ННТЕГРПРЗ лесно, Ὑ. е. ИНТЕГРБЛЪТ

[д„ош--а(!) +C

се npecmara просто. Доказаното твърдение Ny позволява да папи-

шем следната формула за интеграла (8.5):

(8.7) f f(x)dx = G (3 (x))+C.

Този пачин 38 пресмятане Ha интеграла (8.5) се нарича HMEHNO
интегриране чрез смяна на променливата.

Разбира ce, Toit не е приложим” към всеки интеграл. (OCsen

това трябва да подчертаем, че изборът на сполучливна CYGCTHTV-

19 Математически апализ, 1 ч.
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ця B голяма степен се определя OT уменнието на този, KOATO
смята.

Примери :

1. Да се пресметне f sin 3x dx. 38 пресмятането на TO3H MH-
теграл трябва да се направи простата субституция f=3x, di=3dx.
В резултат от тази смяна ще получим

fsin3xdx= f—:}sintd!-z—--a-ms!+6-=-—-§—cas3x+€.
εἰχ |2. Да се пресметне f ττα - JO3H интеграл се пресмята по-

средством смяната !—x+-a, 4!--ах. При това получаваме

πῆῶὸ - [{- - || + С- | «+а| +С («+--а).

3. Да се пресметне f € + sin xdx. Лесно се вижда, че този HH-

теграл се пресмята със субституцията {=cosx. Найнстина при това
dt— —sinxdx н

fecmsrn хах = — fc‘df= ¢+ Com εκ + С.
. 

L]4. Да се пресметне W— dx. 38 пресмятането HA TO3H

интеграл е удобна субституцията {=arctgx. Нанстина при тази
ΠΗ Π . - d'rсубституция 41 -- i "

.__.q(““; t%.?"_";dx g.-f 100 gf — -Ἔἷ.- + С - Т%Г(агсщх)шчЪС.

3. Да се пресметне / = f (5x—6)""""dx. Pa3bupa ce, развивайки

подинтегралната функция по формулата 32 бинома на Нютон, мо-
жем да донедем този интеграл до сума на хиляда деветстотин Η
оссмдесет таблични иннтеграла. Но мнаго по-просто е да се направи
субституцията 1--5х--6, df—>5dx, в резултат на ксето ще получим

=+ f (8t — o R LC — L Gx 6y С.

6. Да се пресметне f “ | За да предвидим субституцията,
чеч

която трябва да направим, ще приведем интеграла във внида

ак . Г cosxdx _ ( cocxdr

cos £ ” cosfx [ T=sintx et ]| З "=
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Сега е ясно, че трябва Да положим #--51п х, 4#1--с05 х ах. B ре-

зултат ще пплучим

— f = | |+C=h1[tg (x/2+%/4) | +C.

7. Да се пресметне f  ̓(έ ́ἑ ́}ἷἷ-ἷΓ - За пресмятане на тази инте-

грал с удобна субституцията /-(Зх)й, 41--2 . 37 х5 41. В резултат на
посочената субституция получаваме

χά 1 dt 1 1
Зеу ” 43 | е4 7 азта 876 tg“"‘c ч3 arctg3x)° + С.

- 3 -8. Да се пресметне | f W а пресмятане Ha тозн ннтег

рал е удобна тригонометричната субституция

t=arclg -, χ = αἰξέ, χ =acosTM!dt.

B резултат Ha ΤΆΒΗ субституция интегралът npHeMa bula

dx

[ et = [eostit=asintye
а gt -ψ--μτμ-
τ ὑ Ο 7 ауя TG

9. Да се пресметне f “—""T Тук e удобна субституцията

{==arc 410 ---, x=asint, dx=accstdl, пря което

f g —*r‘fcns-‘tdfr—r‘tgwc

л ж

αθ Л7ЗТАВ Е +C= T P +C. :

10. Да се пресметне f
теграл е удобна субституцията 2t=arcces —, x=acos2f, dx

""ἶ ах. 38 пресмятане на този HH-

= — 26 κἰπ 2t dt. Получаваме

fJ а ἰχ -- _4afcns’fdfm—2af(l+tfismd‘
а-х

— 9t 9а f ccs U dt=—2ai—asin2t+C

=-a(arc cos -Ξ- -}-Π:-ἷἔἶ:ἷ}ΐ) +C.



1

292 ПРИМИТИВНА ФУНКЦИЯ l
_
_
_
_
—
_
—
_
—
_
—
_
_
—
h

82.2, Интегриране no части. Heka Bcska ΟἹ функцинте ¥ H O
е диферснцируема B множеството (х) и B това множество нека да
съществува примитивна на функцията е. μ ́. Тогава в (х) същест-
вува примнтивна Η на функцнята u.v' и е в сила слелната Φορ-
мула:

(8.8) f u(x) v (x)dx = u(z).v{x) — f o (x). μ (х)ах.

Забележка. Определеннето 3a Audepenunan и свойството
инварнантност на формата My позволяват Формула (8.8) да се за-
пише във вида

(8.9) f и () до (х) -> и (х).о0(х)-- ffl(,t)du(x).

3a доказателството на формулираното твърдение ще запишем фор-
мул?та за производна N3 пронзведението на двете функции u(X)
η и(х):

(8.10) [ω (х). е (х)”/--и4х). ¢’ (x)+u'(x).v(x).

Интегрираме равенството (8.10), Тъй като no VCIOBHE 38 всяко £
от множеството (х) съществуват f х) (x)dx н f | (х) ..е (х)| dx
=u(x).v(x)+C, то 33 BCAKO X от множествотс (х) съществува я

иннтегралът f μ (χΧ) υ (χ) χ, при това е вярна формулата (8.8) (или

f иде ἈῸ намиране на интеграла f vdu. Β редица конкретни cay-
чай втарият интеграл може лесно да се пресметие.

Пресмятането на unmezpasa f udv посредстаом формула(8.9)
се нарича интегриране по часта. Ще отбележим, че при KoH-
кретно прилагане на формулата за интегриране по Ччасти 18.9) e

мпого удобно да се използва таблицата на диференциалите от
5.5.6.

Примери :

1. Да се пресметне /-- fx'lnxdx (n+—1). Kato положим ц |

Ξ η x, dv=x"dx и използваме формула (8.9), получаваме du=x—1dx, !
v=x"t{(n+1),  ̓

_ 1 . 1 __!__ _ 1 eyТ = #5 х“*г1!пх-3-+т]х“дх- Т (Inx )д”-г +C.

(8.9)).
Формулата (8.9) свежда въпроса за намиране на интеграла

!

2. Да се пресметне /= | х arctg х ах.Като положим ижагс Е х,
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dov=xdx и използваме формула (8.9), получаваме

I"‘f"x:arc tgx TIHW“ dx= g ¥ -агьйвх--д- 1442 ах

= -ἐ- х“ аге ρχ-- ἑ]ὢ.τ-ὶ- -Ξ-Ιιἰξἷ = -Ξ-(Ι +x¥arctgx —x/2+C.

3. Да се пресметне /-- f x*cos х dx. Hafi-uanpea ще приложим
формула (8.9), като ще положим u=—x?, dvwcosxdx. Получа-

ваме du—2xdx, v=sinx, #1425 х--2 f xsinxdx. 3a npecmara-
HETO на последния янтеграл ще приложим формула (8.9) oute
веднъж, като този път ще положим и--х, dv=sinxdx. Получа-

ваме du=dx, и----с05 Χ,

I=x%sin χ χ со5 x—2 ftus χ ах = (Х2--2)5т x 4 2xcos χ + C.

flo такъв начин нитегралът j x® со5 x dx се пресмята посредст.
BOM двукратно интегриране no части, Лесно е да се разбере, че

интегралът f x"cos х dx (където п е произволно цяло положително
числа) маже да се пресметне по ацналогичен начин посредством
п.кратко интегриране по частн.

4. Ще пресметием сега [— f е““ cos bx χ (a= const, b = const).
Най-напред ще приложим фермула (8.9), като ще положим п =¥,
dv=cus bxdx. Получаваме

du—aeTM dx, v=5b-"sin bx,

I=b-tesinbx— 2 f е2: 5л bx ах.

За "пресмятане ΠῈ последния ннтеграл още веднъж прилагаме
формула (8.9), като ще положим тази път u—eTM, dy=sinbx χ.
Получаваме

(8.11) I=b-'e* sinbx+ab—* ¢ cosbyx—a® b2 ς

По такъв начин чрез двукратно интегриране на / по wacTH no-
Лучаваме за ннтеграла / уравненнето or първа степен (8.11). От
Ттова уравнение намираме

I = (а746)-Ца со5 bx +b sin bx) е““,

Практпната показва, че голямата част от интегралите, конто Mo~
гат да се решат чрез интегриране по части, може да се раздели
на сдедиите три групи: : :
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тегрална Тпуншня съдържа като множител една от следните

функции : Inx, arcsinx, arccosx, arcigx, (arcigxV, (arccos x\%,
Ing(x), " -+ а другият множител е производна HA позната функ-

ция (вж. разгледаните примери Т н 2). За пресмятане на ΒΉΤΕ-
гралите от първата rpyna прилагаме формулата (8.9), като пола-
гаме в нея и равна на една от изброените функииня,

i
Ю

1

1

1. Към пързата група се отнасят интегралите, чиято подин-

2. Към втората група се отнасят интеграли от веда

f (ax + b)"cos(cx)dx, f (ах + b)'sincx)dx, f lax-+b)*e~"dx,

където @, b, € са константи, п е пронзволно цяле полсожително !
числа (вж. разгледания пример 3). Интегралите от втората rpyna |

се pemapar чрез n-Kpatilo прилагане Ha формулата 38 интегрира-
не по части (8.9), като 38 и трябва всеки път да се вземац(ах-#)
в стъответиите степени. След всяко HHTerpHpane по Части тази
степен ще намалява с единица.

¥

Ν

3. Към тази група се отнасят интеграли от вида f e*cosbxdx,

Le‘"s&n bx dx, f sin (In x) dx, fcostlnx)dx, . - - (вж. пример 4)

TO означим Ввсеки OT интегралите в тази rpyna ¢ / и Rnykpar-
HO интегрираме по части, стигаме да уравнение OT първа степев

48 ],
Разбира ce, посочените три групи не изчерпват ясички инте-

грали, конто се решават ¢ ннтегриране по части. Ще приведем ξ
примери на интеграли, KOHTO не влизат В unto една от изброе- ,
ните три Групи, но могат да се пресметнат с Ппомощта на ᾧορ-

мула (8.9). #

Да пресметнем 1 = f xsin—*xdx. Този uurerpan не влиза B

HUTO една OT споменатите TPH Ггрупи, Въпреки това, като прила-
жим формула (8.9), полагайки в нея и--х, dv=sin—* xdx, полу-
чаваме ди--йх, v=—cig х,

1

=--хс13х-г-]с%3хйх---хствх.-ъ]:::ах |

= —xclgx+ ἱἷζ": = —xctgx + In|sinx|+C ι

(B проведените разсъждения χεεπη, където л--0,-1, -Ἐ2, - - .)-
. !

Аналаогично се пресмята н нитегралът f xcos—xdx.

Ще npecmerHeM накрая важния 38 по-нататък HHTETPAR
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Kl '.-—-fif (ta"}'a’)-—x Щ, НЪДЕТО a‘:mnflt‘l‘:l, 2, 3’ P ΤΟΞ" кнте-

грал също не влиза в споменатите по-горе три групи. За пресмя-

тането му ще установим рекурентна формула, свеждаща пресмята-

нето на K; до пресмятане на K.
Можем да запишем (при А-1)

К. -- а- f ааа) а - ατἢ f (*-1-a®)—1) ((5-Ὁ αὖ).} 4

-а-2 f ( + @)y dt — Yo f ἐ{{5... α3.- 2а

а Κμι-- - ατθ f L α5γ- а(6+а3),

За пресмятане па последния интеграл npuaarame формулата 38
иптегриране по части (8.9), като полагаме ш-!, 4о-(8ч4-42у-
а(#+а2) Получаваме du=df, t=—(*+ а3у-а+1 Ц(А--1),

1 1
Ki = a2 Kot sy ааа - т) 97 Ка-а.

От последното равенство получаваме рекурентната формула

(8.12) Κι = Q(_;::,Tfl"’ AN 4. ἓἷ.ἓ а Ky

Ще се убедим, че рекурентиата формула (8.12) nosboassa да се
пресметне нитегралът Ху за всяко 4-2,3,. . . Наинстина иинте-

гралът К) се пресмята елементарно

Ν ааа d(t/a) _ 1 (к Гаа 7 [t = & πεὶς ς +C.
След като е пресметнат ннтегралът Х,, като пеложим във фор-
мула (8.12) А--2, без труд намираме К,. На свой ред, като знаем
K, и положим във формула (8,12) А--3, получаваме Ky Продъл-
жавайки по този начин, ще пресметнем интеграла К; за всяко
естествено число A.

8.3. Класове от функции, интегруеми

в елементарни функции

Макар че, както отбелязахме, неопределеният интеграл ΟΥ еле-
ментарна функция може да не се изразява чрез елементарни
функции, Bce пак съществуват шнроки класове ΩἹ Ффункани,
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неопределените интеграли от конто се изразяват чрез елементар-

ΗΗ функции. Този параграф е посветен на нзучаването па такива

класове от функция.
Най-важен измежду тези класове от функции е класът На

рацноналните Ддроби, представляващи частно на Два ялгебричви
полинома. Изучаването na класа на рацнионалните дробн се предше-
ствува от кратки сведения за комплексните числа и алгебричните

NHOJUIHOMA.

8.3.]1. Кратки сведения 32 комплексните чиясла, Дяе реални числа
X H у ще наричаме наредена двойка, ако € казано кос от тези

числа с първо н кое е второ.

Наредената двойка от реалните числа X и у ще означаваме

със символа (х, у), записвайки на първо място първия елемент

на двойката.

Komnaexcno число се нарича наредената двойка (x, у) om
реални числа, първота от Koumo х се нарича реална част, а

второто у -- имагинерна част на това комплексно число.

Когато имагинерната част у се равна на нула, съответната
двойка (х, U) се отъждестнява с реалнотоа число «х. Това поз-
волява MHOMCCTBOTO на реалните чнсла да се разглежда като

подмножество на комплексиите ч«исла.

Две комплексени числа Ζ) τ (χν У) Η 2)7 (хХу. ¥,) са равни, ако

хе Ха Уу--Уз. Казва се, че комплексното чнело z—(x, у) е равно
на нула, ако x=0 н y—0.

Ще определим операциите събиране и умножение на ком-
плексните числа. Понсже реалните числа са подмножество 58
комплекените числа, тези операции трябва да се определят така,
че приложени към AUE реални числа, да водят До същия резултат,

както опсрацинте събнране и умиожаване на реални числа, HIBCCTHH
ни от 2.4.

Сума на две комплекени числа 2,=(xX), у))) Η Ζ, Ξ (χχ ;)

наричаме комплексното чиесло

(8.13) 2-(х,+х. И +Ya)

Произведение на 08 комплексни числа Z,—(X;, V) H #3
=(Xg, ¥s) HAPHYAME комплекснато чниело

(8.14) Z2=(Xy Xs—W"1 Vs, Ха Μεῖ Хе V).

Лесно се проверява, че сумата и произзедението на комплексни

числа притежават същите свойства, както сумата и произведението

па реални числа. В сила са следните свойства:
1?. z,+2,=2,+2, (комутативно свойство на сумата).
20 (z,+2,)+23—2;+(2,+2;3) (асациативно свойство на сумата).
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3. 24(0, 0)=z (особена роля na числото (0, 0)).
4°. 32 всяко число Z=(X, у) съществува противоположно на

него πησπο 2'=(—x, --у), за което #4-2/-(0, 0).
5% 2)..2.--2,.2) (комутативно свойство на произведението).
6° (2,.2.).2;3=2,.(2,.2;) (асоциативно свойство на пронзве-

JCUHETO).

7% z.(1,0)=z (особена роля на числото (1. 0)).
8%. 94 BCHKD комплексна число Z—=(X, ¥), различно OT нула,

съществува реципрочно на него число ;-ш (*—;r%;r. - Χ:ξ )”) ,
1

за което Z.TE(I, 0).

P. 2142y . 23=2,.23+2, .2y (дистрибутивио свойство на npo-
изведеннето относно сумата).

Свойствата 1°—9° позволяват да се твърди, че за комплекс-
ните числа се запазват напълно Ввенчки правила на CJAEMCHTAp-
ната алгебра, отнасящи се 0 аритметичните действия и почлен-
ното събиране на равенствата. Освен това тезн свойства напълно
решават въпроса 98 изцаждането на комилексни чнисла като дей-
ствие, обратно на събнирането, н за делепието на комплексни числа
като действие, обратио на умножението.

Разлика na две комплексни числа z,~=(x,, y,) н Zy=(xy, Уз)
се наряча такова комплексно Число Z, което, събрано със 2z,
дава z,. С помощта на свойства 10--40 се установява съществува-
нето и единствеността ἨῊ разликата на две произволни комплекски
чиесла.

Jlecuo се проверява, че разликата на две комплексии числа
21 (Хра У) Η 2,=(xs, V.,) е комплексното число

(8.15) г-(а-- Ха H—Y.).

Частио на две комплексни числа #г)22(х., У) н 27 (х., Vo)
нторото от който не е нула, се нарича такова комплексно число
<, кото ΠΡῊ умножаване със 2, дава 2,. С помощта на свойства
52---80 се установява лесно, че единствснота частно на спомензтите
две комплексин чнела е комплексното Число

гш(гхдхв-щна- алу |

Xty +
В операциите ¢ комплексни числа особена роля нграе Чис-

лото, представено с двойката (0, 1), което се означава с бук вата 2.
Умножавайки тази двойка сама 8 себе си (т. е. повдигайки я в
квадрат), според определението за пронзведение " комплексни
часла получаваме

©. 0.(0, L=(—1, 0)=—1, т.е, #--.1,
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| | 1

всякоа KCMIIEKCHO число #2-4х, У) А
Като вземем пред вид това,
 

|

може да се представи BDE вида 
» Il

z={x, y)=(x. 0)+(0, y)=(x, 0)+(y. 0.0, 1)=x+iy. |
По-нататък широко ще използваме представянето 2-х У ξ

за комплексното число z:_—-(x, .

Комплекснота число #-(х, —y)=x—iy се нарича спрегнато
на комплексното числа z=(X, у)--х-Ну.

Очевидно едно комплексно ЧчисЛо е paBHO на нула тогава Η

само тогава, когато спрегнатота му число € равно на нула. 
.

! :За геометрично ПРСДСТЕВЙНЕ на комплексиитТе числа се използва

правоъгълна декартова координатна система. Комплек
сното число

z=(x, у) се представя или с точката M с координати (x, y) ἨΠῚὺ
-

с вектора ОМ с начало в началото Ha координатната 
система. По

тозн квачин Ссъбирането и изваждането на комплексни Числа 
се

свеждат A0 събиране н изваждане HA съответните им ве
ктори (това

се разбира от формулите (8.13) н (8.15)).
Непосредствено от определението (8.14) за произведение на 1

комплексните числа следва твърдението: Про uemo на две Ἰ
н!

ΙΙ

(и повече) комплексни числа е равно на нуда тог
ава и camo то-

гава, когато поне един om множителит
е е нуда.

Найстина, ако поне едно от числата 2= (ха У) Н #37 у)
вно на (0, O, τὸ от (8.14) е очевидно, че z=z,.2,—(0, 0)

е раАко, обратно, Z=2, .2, е равно на (0, 0), то от (8.14) следва, че

X3 ху ¥2=0

{8'14’) Vi хз+ X, v,=fi.
μ

н ако Ζιξεί(ῦ, 0), T. & x4+ γῖΞ0, то (8.14") представлява XOMOTCHHS
И пистема OT ABC уравнения OTHOCRO ABETE нензвестни

 X3 Η Y € A€

терминанта Xi-+Yi различна OT нула. Такава система нма сам
о

тривиалното решение, т. е. < (xay ¥.)—(0, 0).
Непосредствено OT определеннето (8.14) за произгедение на

две комплексии числа следва още едно твърдение: К
омплексното

числа, спрегнато ина произведението на две (Η пов
ече) комплексни

«исла, е равно на произведението 0Τ комплексиите 
числа, спрег-

HATH съответно па всекн ΟἹ множителите,
 Τ. е.

|

„Е ИЕ «е

(8.14") (2,- ξῴτεξι % .
! |

С помощта на правилото 38 умножаване на комп
лексни ЧчИселЛа

(8.14) лесно се проверява, Че дясиата и лявата страна Ha (8.14”) |
са равин на едно н СсЪЩО комплексно Ччисло (хха-У Уу аУъ |

—X3 Y1)

1..

|

| ||—-':
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8.3.2. Кратки сведения 3a корените (нуляте) на алгебричните πο-
линоми.

19. Алгебричен полиножм от п-та степен се нарича us-

раз от вида

(8.16) F=cnz"+cny &1+« . - 4124 С

къдета z=(x, у)ех4+у е променливо комплексна число, а €ny

ζα-αν - - -+ ба €@ комплексни константи, първата от които е раз-

лична от нула. Като делим eaun алгебричен полином [ oT степев

π на друг алгебричен полипом ф OT степен, не по-голяма от A,

стигаме” 10 заключението, че каквята и да са двата полннома f
н @ (степента на ф да не HUAMHHARA степента на ἢ, то е в сила

равенството

(8.17) [ (D)= () 9 (2)+г (),

а което ¢ и г са полиноми, при това степента Η 4 с равна на

разликата от стспените на полиномяте f 1y а степента на ге
по-малка от степевта 14 ф. .

Mo отношение на фигурйращите В равенството (8.17) полиномн

Г, 7. ¢ и г обикновена се изполават напълно разбираемите тер-

мини „делнмо”, „делител“, „частно“ н „остатък“.

Казва ce, че полиномът /| се дели на полинома @ (2), ако във

формула (8.17) остатъкът r(z)=0.
Ще се уговорим да наричаме NOJHHOM OT пулева степен BCAKA

комплексниа константа. Ясно @, че всекни палином се дели на pas-

личен от нула NOJHHOM от пулеви стенпен.

Определение. Комплексното число b се нарича корен на по--

линома |, ако |(6)-0,
Теорема 8.2. Полиномът от ненулева степен Г ве дели на

двучлена z—b тогава и само тогава, когато b e корен на mosw

полином.

Доказателство. Записваме за полиномните Р Ν 2(2)--2--фй
формула (8.17). Тъй като степента на остатъка г В тазни формула
трябва да бъде по-ниска от степента на делителя ф (2)--2-6, то г
е полииом на Ннулева степен, т. е. r(zj=c=const. Така формула

(8.17) приема вида

(8.18) [(ἀ)5- (2-- ὴ 4 (2)+с.

Като положим във формула (8.18) 2-0, намираме, че τ (δ).
По определение | се Ддели ня 2--8 тогавя и само тогава, когато

остатъкът ВвЪъв формула (8:18) с--/(0) e равен на нула, т. е. KO-

гато & е корен на Π
99 Естествено възниква въпросът, Дали всеки алгебричен па-

лином има ΚΌΡΘΗΗ. Отговор на този ΒΈΠΡΟΣ Дава основната тео-
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i
pema Ha алгебрата: Всеки полином om ненулева степен εο |
EOUH корен. "

Ot тази теорема следва, че алгебричен полином от п-та

лен има точно п корена, като се отчита тяхната

Наинстина нека f e полином ΩΤ л-та степен. Съгласно

теорема на алгебрата Г има поне сдин корен &y, T. е. 38 fe 8
трелставянето . п

48.195) f(2)=(z—b)) А (2), . i' .

в което ἢ ¢ полином от (n—1)-Ba степен. Ако n=l, то " ч
основната теорема на алгебрата f, има поне едия корен &, 7 |

За [, ¢ в сила представянето

(8.192) л (2)-(-6, #. (2).

В Koeto f, e ΠΟΛΉΠΟΜ от (#—2)-pa степен. Продължавайки ,

разсъждения, получаваме представянията .

48.193) Ъ (2) (2--θῷ [5 (2). .

(8.19") ffl—l (z)a(z-bfl) fn(2) '

B последното от тези представяния Да € NOALHOM OT ”

T. ¢ fa(2)=c=consl. Като Ссъпоставим равенствата “ “
Ἡ отчетем, че fi(2)=c, ще получим

(8.20) [{2)-- (2-8,(2--6;) - - - (z—ba).

Ще отбележим, че комплексната константа с не е равна Ha нул
ΤῊΝ като в протнвен случай полиномът / ще бъде

равен на нула и няма да бъде от л-та степен.

От равенствато (8.20) с вчевндно. че f(by=f(b)= - . .
=0, τ е. всяко OT числята by, by, - - -, йя е Kopen ua

Освеи това or (8.20) e пчевпдно. че каквото и да е ΞΞ
число b, различно or by, b, by . . ba, Комплексното YHCAO , : а

не с р.-:тш на нула.Следователно полиномът / има точнол 755

*ьи b:t b " buv ]I
Равецството (8.20) дава разлагане на полинома [ на Ο

жители. !|
Полином (8.16), в κοῆτο c.=1, се нарича приведлен, За а

веден полином формулата за разлагане (8.20) има вида 'Ι

@21) FR)=(z—b) z—b) - « - (z—ba) 1
По-нататък, ако не е Ka3aHO NPOTHBHOTO, ще разглеждаме пря-

BEACHH полиноми.

Между корешнте на полинома Р може Да uma и равни. Нека
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 ῥ “.----
а, b.- - -, с са различните карени на приведения полином f (2).Тагава за този полином представянето (8.21) приема слелния вид -
(8.22) [@)=(z—a)(z—t) . . . (2—qpr .
B ToBa разлагане «, B,. . -, Y са цели числа,
е по-малко от единица,

на полдинома f,

Лко за полинома f e ¢ сала разлагането (8.22), казваме, чекомплекснато число а € «-кратен

b e бкратен корен на (|..

корен на .

Корен с кратноот единица се нарича еднократен (просткорен), а корен с кратнаст, па-голяма om единица, се наричажмногократен (кратен).
Може да се даде и аруго еквиналентно определение на коренс далена кратност: комплексното число а се нарича «-кратен:корен на полинома [, ako 88 [ e в сила представянето

BCAKO OT които не
Wa&+B4- . . 4+r=n къдета n e степента

- ROMRACKCROMO wucao ¢ ¢ y-xpamen

(8.23) [(2)=(z—a} ¢ (2), където # (@) +0.
3". Heka cera

(8.24) [ (2) Ξ 4 еа 271 еааа . oo 4o,
е приведен алтебричен полином с реални коефишиенти са-;. Са--+.τ с,. Ще докажем, че този полницом притежава следнато важноCBOACTRA.

Teopema 8.3, Axo KOMRACKCHOMO число а е А-кратен корен наполинома (8.24) с реални коефициенти, mo u спрегнатота му ком-плексно число а в също А-кратен Kopew на този полином.Доказателство, Ще започнем с Доказването на следнияпомющен факт: Ако / е полином с реални коефициенти, то ком-
плекснота число / (2) е спрегнато na wnenoro f(2).

Тъй като коефициентите на полинома (8.24) ca реални числа,TO за доказателството ΠῈ +този факт е достатъчно да се убедим,
;}z 332 BCEKH номер л комплекснота число (2)“ e спрегнато ну 2"

GIOMHM в това съотношение 2z,=z,—2, ще получим (23)-(2).По-нататък палагаме н (8.14”) z,=2% z,—z и получаваме (Z)=(z%.Zz=(z).z2=(z)%,

Продължавайки аналогично, се убеждаваме, че (27)-- (2)" 3aвсеки помер Λ.

Н така доказано е, че числото [(z) е
Ϊ ι2). т. е. fliZ)=f(2), или

(8.25)

CNPLTHATO на πηῦποτο

#(2)--#(8).
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Нека сега комплексното число а € А-кратен корен на полЛи-

шома с реални коефицкиентя /, T. е. е B сила представянето

(8.26) f(z)=(z—b)* φ (2),
жъдето

48.27) φί(αγεεῦ,

От (8.26) и (8.25) следва

f(2)=(z—aVg(2)

а последното равенство поради (8.14”) може да се квапише във

ида

{8.28) [(z)=(z+a} . 3(2).
Ще отбележим cera, че съгласно Установеното по-горе CHOT-

ношението (2)=(z)" ¢ изпълнено равенството

48.29) (z—a) < (<--ай-(2-а) .

Or (8.29) и (8.28) получаваме

{3.30) e o [(@)=(z—a) ф(2).

KBIETO

(8.31) ¥ (2)=¢(2).

Δ да завършнм доказателството на теорема 8.3, остава да се

убедим, че ф(а)-+0. Това следва веднага от факта, че съгласно

48.31) ψ(α)-Ξ- ῷ (α), а 9 (а):0, тъй като φία)ξξ . съгласно 8273.0

$.3.3. Разлагане Μ алгебрични полиноми с реални коефициенти
на пронзведение от неразложими множкители. По-нататък ще ра

з-

глеждаме CAMO полиноми на реална променлива. Затова променли-

вата ще означаваме с X, а не със #.

Karo използуваме теорема 8.3, ще намерим разлагането на

полином с реални коефициенти f на произведенне от “

реални множителн. Нека полинсмът / има реални “ o by
., b, . Ккратности съответно By, β2." - Ве M | |

s

спрегнати KOPENY @y Η Gy, а, и @s - - -, Gz 0@z с кратности съот-

BETHO Ay, ει = айл
Тогава гъгласно резтлтатите от 8.3.2 ΠΟΛΉΠΟΜΕΤ се представя

тъв BHIA

{8.32) f(x)=(x—b (x—ba¥ . - - (x=bm}'m

X (к--а,)в (х--а (X— @yt x—Ta . « « (£ —8alia (х--ба..

Ξ Rl ot εἰ τπαπσπ e et
L ὐὑτος τ ——

-
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Да означим преалната и имагннериата част на корена a(k=1, 2,
τ те ΠῚ CLOTBCTHO C &y W ) T. € нека a,—u,+its. Тогава a,
==l —lv,. Преобразуваме 3a всяко k=1, 2, 3,. . ., п H3pasa

(8.33) (x—ay's (х--а,Ук = ((x—a,) (x—a)
=((x—uty—iv)) (x—tty+lv,))'s

={(x—u)* + vi)h-—-_('x' ἜΡκΧ Ἔ σιλῖα,
2 μкъдето Py=—2,, фул 4

т (8.33) п (8.32) получаваме 38 поленома Г следното разлагане
на пронзведенне от реалин неразложими множители:

(8.34) FOV=(X b)Y (х--Ва . . - (x—b }om

X+ X+ ( + р g0 - (х ра X Ἔ gn ).
Така идваме до извода, че полиномът Е с реални коефициенти

се представя като произведението (8.34) от перазложими реални
миожители, при което множителите, съответствуващи на реалните
коренн. са линейни двучлени със степени, равни на кратностите
на корените, а множителите, съответствуващи на комплексните
двойки корени, са квадратни тричлеци със степени, равни на крат-
ностите на тези двойки кореци,

8.3.4. Разлагане на правилна рационална дроб на сума от елемен-
тарни дроби. Радпонална дроб се нарича wacmumomo на два ал-гебрицчни NOAUNOMA.

Навсякъде по-нататък ще разглеждаме рацнонални дроби,
които ( частно на два алгебрични полинома с реални коефи-
циенти (такива дроби се наричат рационални дроби с реалян кое-фициеянти).

Рационалната дроб Р/() се нарича правилна, ако степента
на полинома Р в числителя е по-малка om степента на полиномаО в знаменателя.

8 противен случай пационалната дроб се нарича неправилна.
Ще докажем две помощии твърдения,
Лема 1. Нека Р/О е правилна рационална дроб с реални ков-фициенти, знаменателят Q на която има за о-кратен корен ре-

алнотоа число а, т. е.

(8.35) О1х)--(х--а)" τ (x). където ῳ (a)==0,
Тогава за тази дроб е вярно следното представяне:

О() (v~a)* " (x—a)* g(x}
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В това представяне А е реалка константа, равна на Р(
а)/ф(а) #

k e цяла число, удовлетворяващо усаовието k=1, Ф € такъв 
поли”  ̓

ном с реадни коефициенти, че последната драб в дя
сната страна |

на (8.36) е правилна. означим С 4 реалното числОо
Доказателство, Да

A=Pla)ipta) и да разгледаме разликата 
|

ра А . |
) (x—ar !

Като приведем Tasi разлика към общ знаменате
л, ще HMaMe. :

ра ΑΧΣ4. Ρωπάφω. oW
(8.37) О (х) (x—a)® (χ--αὶ 94) (х--а/ φ () ' ι ]
къдлето ¢ @ е означе

=P (x)— φ (х).
Тъй като @ (a)=Pla)—A . φί(α) - Р(а)--# (а) „Р(а)/(а)- , реал-

ното число а е корен на полинома ф с някаква кратност #2:»
Това озпачава, че ¢ BAPHO представян

ето
1

(8.38) Ф (x)=(x—a) ф(х), |

където ф(а)40, а ф е полином с реални косфициенти. 
м

От представинето (8.38) и равенството (8.37) окончателно
 no-

лучаваме ριω А -

, A W #
(8.39) ᾧ () (x~—a)* (х-а)77“ g (x) :l.

¢ доказино. Остава само la се ч.
С това представянето (8.36) :

убедим, че дробта н дясната Сстрана на (8.39) e прашзилна,. к

пепосредствено сле

рационалии Дроби е правилиа рационална дроб (за κῈ се убедим
в това, е достатъчно A2 приведем разликата на п

равилните ра-

ционални дроби към общ знаменател). Г |
на дроб ¢ реални Koe-

О на която има за А-кратни корени

H-f‘m тм. е.

оето -:]1

фициенти, Знаменатеаят

комплексните числа а--и+ ю и а-

(8.40) о(х-(х4+рх 49 τ ().

където ¢ (@)+0, ф1а0, р-е--Зи, φ-- εὐ τ .
Тогава за тази дроб е 8 сила следното представя

не :
Mx4N % (x)

(8.4) Ο x) (*+pxtgf ια' Ἐρχατ ” 95)

Β това представане M и N са рейдки константи, Е е
 цяла числд,

говисто k=1, а фе такъв полиним Е реа
дни

удавлетворяващо ус.

коефициенти, че последната дроб в дясната страна на (8.41) е
правидна.

.

два от факта, че разликата на две правиляи Ξὶ
!

1
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Доказателство Ha лема 2. Ще се уговорим да озна-
uaRaMe реалиата част на комплексната величина A със символа
Re[A], а инмагинерната й част със символа Im[A]. Полагаме

Μ Ξ υ ПЦР (α)ήφ (а)), N=Re[P(a)/p(a)]—uv—1m|P (a)/p(a)].
Не e трудно да се пронвери, че M и N са решение на следното
уравненне ;

(8.42) P(a)—(Ma+N)p(a)=0.

Нанстина, ката разделим това уравинение на @(a) и приравним
реалната Η нмагинерната част на нула, получаваме двете ра-
венства

Mu+N=Re |Р (а/ф(а)),

Ме-: ЩР (aVy (α)],

OT конто се определят M и М. Да разгледаме сега разликата

Р(х) Mx4N

ееее
Като приведем тази разлика към общ знамензтел, ще имаме

(8.43) #190 ΜΔῈΝ „ Р) (МНА) я (х)7 ® (x) |
QR аке 7 ааая е() чра) ()

Тук с Ф е означен полиномът с реалии ксефициенти Ф(х)-(х)
—(Mx+N)p(x). Равенството (8.42) позволява да се твърди, че

комплексното Чиело 4, а следоРателно съгласно теорема 8.3 и

спрегнатото му число а €3 корени на полинома Ф от някаква крат-
кост #2:1. В такъв случай за пслинсма Ф е в сила представянето

(8.44) Ф ()= (x+px+g/ ф (x),

където ¢ (X) е полином с реалии коефициенти, който HAMA 38 Kc-

рени чиеслата а н а. От предстявянето (8.44) и формула (8.43) по-
лучаваме представянето (8.41). Последната дроб в дясната стТрана
" (8.41) е правилна, попеже тази Ддроб е равна на разликата на
две правилни дроби.(3

Последователнота прилагане на леми 1 и 2 към дробта P.Q

по. отношенне на всички корени на знаменателя води до следното

забележнително твърдение : .

Теорема 8.4, Нека Р/О0 е правилна рационална дроб с реални
Koeghuyuenmi, знаменателят на която има 8uda

(8.45) 0 (χ)τ- (х--6,)й (x—b) . . . (X—bp)Pm

κίαξΈρι g (ΧΡΈΡΙΧ gl . - . (X4 pax+Ga)n.

30 Математическин англез, | ¢
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Ἠ

Тогава за тази дроб е в сила следното разлагане на cyma om еле-
ментарни дроби:

ρᾳμΨ BY g в

j

!

ἷ
. #” в " 35:1 ;

|

1

!

]

аА Е Ч З(8.46) Q(x) {x-fi,)'*"(x—b,)’ τ + (x=bp)a

R e o (—bmm
By АИ Π ) 1)

(22 4ppe4qy) Σ ΈΗ (x3 4 pyx4-q)t

MP NP M e A MY + АТ
.е Е а . . _— % . ι+ +(:’+n.x+ @) | (B2 ра Яа) " (X34 DX Ἐ Φα)}ῖν

В това разлагане B, Β. .. Β, Μ M. .. Δ N

(@ реални константи, част om коийто могат да бъдат нули.

Забележка. За определяне на KOHCTAHTHTE равенството
(8.46) трябва да се приведе към общ знаменател и да се сравкят
коефициентите пред еднаквите степени на х в числителя,

Примери:
1. Да се разложи на сума oT елементарни дроби

(8.47) ety 4χ5..χ...2чийа Μ И

ἰτ- n! (3"‘-{»1’1—”

Тъй като квадратният тричлен x4 x4 1 нма комплексиц Kopenis
ще търсим съгласно теорема 8.4 разлагане на дробта (8.47) ot вида

ж4442 B, B, Mx+N

(8'48) μ:--ι}Ε ξ ) x—1 +{.r-—¥}1+ ἀβιι χ . }
Като приведем равенството (8.48) към абщ знаменател, получаваме

284424 , 2 B (1) By (s еИ H(Me + N) αθ- Зе)
(к-- 1)8 (x24x1) 7 Е еЕН

Чрез сравняване в числителя коефициентите пред «х9, χὶ, x* н x3,
стигаме до системата уравнения

B,+M=2

B,+N—2M=4

Β.-- Μ --ὩΝ --Ἰ

B,+B,+N=2,

Karo pemum тази cucrema, намираме B,—2, B,—3. M=0, N=I,
Окончателно получаваме

| Ὡχδιιάχχι 2 8 1 |
(8.49) ἆ:ῇ:τΜ"Πἤ:-ῖῖῄ’ΡψἨ-Ι
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Този Метод за намиране на разлагането на правилна рацнонална

προῦ се нарича метод на неопределените коефициенти.
2. Да се намери разлаганета на правилната дроб

8κι ἐρεθ εθκβ. }
(== Ρ Σ

Тъй като квадратният тричлен ΧΞ Ὶ има комплексни корени, ще

търсим съгласно теорема 8.4 разлаганс от вида

324343251 В ΜΙΧΉΝ, MaxtNy

K i ΣΗ
Призеждаме последното PaBCHCTBO KbM общ зпнаменател и сравня“

ваме числитедите. Така получаваме

It 4204 341 = B (х242х24-1)
+ (Myx Ν (x3 =253 4 £ —2) (M, x +N,) (x—2).

Kato сравним коефициентите пред x% χὶ, х?, х2 и x4, crurame до
системата уравнения

Ν.--2. Μ.-.8

Ката решим спстемата, намнраме B=3, M,—0, N,=2, M,=1, N,
->0. Окончателно получаваме

- b 2а343За2-е1 3 2 х
8. — ж - _ .(8.50) - ) Ξ Π x—2 T ¥ T oA

8.3.5. Интегруемост на рационалните дроби 8 елементарни фФунк-
цни. Сега сме ΓΟΤΌΒΗ да решим в общ вид проблема за интегри-
pane на рационални дроби с реални коефициенти. Този проблем
се свежда 0 интегриране сама на правилни пационалиин дроби,

Thil като всяка неправилна рационална дроб (паосредством разде-
ляне числителя на знаменателя) може fla се представи като сума

на алдгебричен полинам и правилна рацнонална дроб.

Пример:

Хе . 4
A3y ка + ааа

тъй като х.--х241 | 244

χ χθ 2 χ3

T T
а 1

—2x3 944

осТатък 4x+]
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Ние знаем да интегрираме полиномн. _

Ocrapa да се научим да интегрираме правилна рапионална

дроб. Съгласно теорема 8.4 проблемът 38 HETCIDHPIHC на правилви

рацнионални дроби се свежда до интегриране на елементарни дроби
OT CAeANMTE четири типа:

B .o 8 . „ ., MxdN(8.51) 1) а 2 G D ety " Y ааа

Тук p=2, 3, 4,- - -5 =2, 3, 4. - - Β. M. N. b,pugca

"реални числа, при това тричленът х +рх--4 няма реални корени,
T. е. 4д--р:/4>0.

Ще докажем, че всяка от посочените четири BHA3 дробн се
интегрира в селементарни функции.

HpoGutc от вида 1) и 2) се нитегрират с помошта на субстие
туцията {=x—b. Получаваме

®52) |[ 4 -- в [ =Binjt|+C=Bin|x—b|+C.
х-й

” (х-8)“ #1

. -'ᾗ:'ἵ- х +С.

38 пресмятане на интеграла ot дроб or тип 3 ще представим

квадратния тричлен във вида х24+рх4+4 = Χ р!? +(4-. 4) и

понеже g—p*/4>0, a=\g—p*/4 e реалноа число, Като направим
субституцията f=x+ p/2, получаваме

Π ме ме)
.) f Fprrg O 2а

dt
/2) а

1 4 (:/а)

Σ ΞΞΗ“,'-Ἱ-{Ν-ΜΡ:Ἔ) Ὶ f (Бай-+1
ὩΝ-- Μ=Т1п(:*+а=)+ ЗА Е an:tg-%—-}-c

i Ρ-. o?:V_M‘" arc tg -
γ34-- Ξ уЗа--рЕ

M 2 de

-5 |аеъ ме

- In(x*+pr+q)+

Остава да се сметне интегралът от дроб ΟἹ тип 4. Като изпол-

зваме въведените озназения [=x--p/2,a=|g—p*4, ще имаме
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.-,-.-----щ-чч--ц

[ g енне 4
(3+-px+q)t (24-а2)

_ M (а(84а) | e ΜΗ ἜΝ

7 ааа ΤΝ ΔΡ ) f (3:[αθ)
Въвеждаме означенията

„ 1462449 | - („.
В Р K f (a7t

Интересуващият ни интеграл ще бъде решен, ако се пресметнат

интегралите Д и Κα . Интегралът ἰχ се решава елементарно

ееу (Вчауан +Се 1 (P 4px ) 4C.

Интегралът K, беше pewen в края на 8.2.2. Така получихме 38

този интеграл pexkypeutiara формула (8.12), която ни позволява

да пресметнем К) 31 ъсяка A=2, 3, 4,. . -, понеже

dt 11 ¢
Ἱ:Ιἁἶζἷᾖΐπ "Ξ'-'ΕΙὉ tg -5—*-[—0«.[]

И Taka пресметнати Ca интегралите OT посочените четири THNA

(8.51) и e доказано, че псеки от тези нитеграли представлява

елементарна функция. С това идваме A0 следващята теорема, с

коята се изчерпва проблемът 38 интегриране на рационалнни дроби.

Теорема 8.5. Всяка рационална дроб е интегруема 8 елемен-

тарни функции.

. В заключение ще разгледаме ипякон ΠΡΗΜΟΡῊ 58 пресмятане

Ha неопределени иинтеграли ΟἹ рациопални дроби, а HMEHHO не-

определените интеграли or дробите (8.49), (8.50), разгледани в пре-

дишиня параграф. Като използваме за тях формулите (8.52), (8.53)
и (8.54), ще получим

2ка44х14 χ

L | ааа 9
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: [άαά(τ" Ί)

—3In}x—2|+2arctg x—1/2 (2+1)+С.

а(Т < 2) x—1 2(x—=2)

=—-In|x|=2n|x—1]+321n] x—2|+C.

8.3.6. Интегруемост B елементарни (DYHKUHH HA някон TPHIOHOMET-

PHYHH ¥ HPAUHOHAAHH изразн. 33 разсъжденията в тази точка
важна роля ще Wrpae рационалната Ффупнкция на два аргумента.

Ще започнем с опрелслянето на тази Ффункдия и изясняване на
иякои нейни свойства,

Поланожм Om степен п на два аргумента х и у се нарича

израз vm вида

Ῥ (χ, у)-- ааа ἜΘ У+ах +адху+ан )

ἃ който с ам, ащ " " "» Upn €4 означени такива реални констан-

ти, че CPed числата Uuyg, @r—yrys Ba—geze s - -+ g а има поне €0-

MO, различно от нула.

Рационална функция на два аргумента х цу ссе нарича

израз от вида

P, («.
Rz, уее

а който Ра е полином на двата аргумента хиу om степен п

а Ощ — полином на бдвата аргумента х и у от степен т.

В сила е следното тривизлно твърленне: aKo R е рациокнална

функция па двата аргумента х и у,а R, К. и Ry ca три произ-

волни рационални функции на едпа променлива 4, то израз от вида

(8.55) R(R (), Rytt)). В 14)

e рационална функция на една променлива.

За доказване на това твърдение е достатъчна Да отбележим,

че в резултат ΟἹ прилагане на операциите събиране, изваждане,

умножение и деление към рацяоналии функции HA една променли-

ва Е се получава пак рационална функция на една променлива #.

По-нататък, 88 да докажем ннтегруемостта в елементарни

функции на някои изрази, с помощта на специално подбрани суб-
ституции ще сведем ннтегралите от разглежданите изразн към HH-

теграли от рационални дроби. При това ще казваме, че интегра-

лът от разглеждания израз се рационалцизира с посочената спе-

циална субституция.



КЛАСОВЕ ОТ ФУНКЦИИ 311

1° Интегрниране na HAKOHW тригонометрички из-
разн. Със символа R ще означаваме рационална Функция ua
двата аргумента х и у.

В тази точка ще докажем интегрусмостта в елементарни фуйнк-

ΔΜΗ на всяка функция от вида

(8,56) К (sinx, cosx),

KeTo ще покажем, че интеграл OT TakaBa функция се пацнонали-

зира със субетитуцията #-1а4 (х/2). Haucruua

--. 5 2 εὐξδια.) 1παοὸ

x=2arctgf, dx— ng{r ,

така че

(8.57) IR (sinx, cosx)dx= ΙΗ (-Ι-ΞΞΞ- . -Ξι.ἷἆ)-ζ-ἔᾗ .

Ако положим R (== 2{ 427, Ry— 1 - 1 +23), Ry(t)=2/(1 +4).
в дясната страна 1 (8,57) получаваме иптеграл от вида (8.55),
който с интеграл от рационална функпция на аргумснта #

Пример : )
X

" Да се пресметне 1 - Vhacor >0, a=:1. Karo приложим

YHHBEPCAAHATA тронгонометричина субституция £=1g (х2), получаваме

s В Θ ,-ὰ
x=—2arctpt, dx= ' Cosx= o

I,mzf——“n*f-—*—r 2 f———--f" .a+l+t(I—a) ΔΈΪ | T+MA(1—a)/(I4a)

По-нататък трябна отделно да разгледаме двата случая:

N 0<а<1; 2) а>1,

В случая 0<a<l имаме
5 

ааае е

I τ Ξ arc tg (t Vi --е +а))+С

2 1--0 х

7 Да 21е ( "i'-'“t-a"g'?)‘*‘c'
B случая a>1

==L} 1+ц(а-1шпт

Дал "[ τ а- Ἐ 76
=1 п |23-Ма-- )Λ ἜΠ 1 (x/2)
— s ———————————

=T | 1—fla=T)la+T) 1g (x/2)
+C.
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2, Интегриране Ha Дробно-линейни ирацнона л-
RoCTu. В тази точка ще докажем интегруемостта в елементарни
Ффункции на всяка функция oT вида

(8.58) R(x, ἷ'(ιπ 4+6)/(сх + 4)),
където @, b, с п а са константни, ле ияло положително чиело.
Функция OT този вид ще наричаме дробно-лианейна ирационал-
ност.

Ще докажем, че ннтеграл от QyHKUAA от вида (8.58) при
ай — bcluig: О се -рационализира nocpeicrBoM субстит уцията

я

г.- Цах+8)(сх +4). Наистина
_ax+4d а b __(ad—be) ntn—t !tfl"'cx-]—d . ἀτ e dx= (@a—c, ту dt, ] |

TaKa че

8.59) fR(x.mm)dx

= [R(G= ) iR ка

(a=—c. ¢ ,
то в дясната страна на (8.59) ще получим интеграл от вида (8.55),
койта е интеграл от рационална функция на аргумента 4. С това
е доказано, че ннтегралът от Дробно-линейната ирационалност

(8.58) се рацнонализира със субетитуцията 1- γζαχ τὸμοχ +d.
Пример:

dxДа се пресметне /= 4 . Правим субституцията
14 - 14x - (3..ὕἢἍ 1t dtt—-\[ I—x * = T—x * « *“-*д+г. аХ - “"Ἱ"ὑΐ- i

получаваме

3. Интегрираце на кзздратични ирационалкно
стя. В тази Точка 13 ποτακ Ν HHT2DYEMIITTa в елементарни
функцин на всяка функция от вида

('Β-ΞΟ) . К (х, Jax*+bx+¢),

ЕЕ ЕЕЕ
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където а, b и е са константи. Функция от този вид ше наричаме
квадратиячна ийпрационалност. При това, разбира се, ще смята-
мс, че KBalpaTHHAT тричлен ax?+4-bx+4C uAMa равни корени (иначе
квадратният KOPCH OT този тричлен може да се замени с рациона-
лен израз).

Ще докажем, че интеграл ΟΥ Ффункция от вида (8.60) винаги
се рационализира с една от Τ, нар. субституции ua Ойлер.

Най-напред ще разгледаме случая, когато квалратният тричлен
ах“-6х4с има комплексни корени. В този случай знакът на
квадлдратииня тричлен съвпада със зкака на а и тъй като квадрат-
ният тричлен трябва да бъде положителен (от lero се извлича
квадратен корен), то а>0.

Тогава wMame право да направим следната субституция :

(8.61) t=Yax*+bx +c+xYa.
Субституцията (8.61) абикновено се нарича първа субституция
на Ойлер. Ще докажем, че тази субституция рац нонализира ἨΠ-
теграла на функцията (8.60) за разглеждания случай. Попдигаме
“ кпадрат двете CTPau ка рапенството Vaxi+bx +c=t—x)a и по-
лучаваме #х - - 7 ὰ ἐχ, така че

. ΜΡΚ;--͵α e e V8 εμ уа

ЕЕ γαχτεῦχεε nj\?uH—b !
{ —

dxzzfi!‘-{-bf-f-c\’a ше

2ае
По такъв ΒΜΗ

(8.62) f R (х, Vax*F 65 - ῷ dx

Ν f R( B-c Jairtbtiycla )2Щ+ь:+сд "

2а 145 2Jat4b 2Jaty6)  ̓
Ἐ

oA знака на интеграла Β дясната страна на (8.62) имаме

израз от вида (8.55) при Н,(:)=ч--:-*-"-5- .Н,(!Ъ==Л!Чм+сд ,й 2yat+b ” 2уа4-8
. 2

Ry)—2 ἧ; Ξ’;ἷ;’“ . така че п дясната страна на (8.62) получа-
ваме ннтеграл от рационална npoG.

Ще разгледаме сега случая, когата квадратннят тричлен ax*+bx+c
има реални корени Xy и х, Тогава ax®+bx+c=a\x—x,) (х--х,),
а интегралът ΟἹ функция or вида (8.60) се рационализира чрез
субституцията

(8.63) в ЗС
«к--х)
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наричана обикноРено втора субстатуция на Ойлер. Наийстина,

като TIOBJHTUEM в квадрат девете страни на равенството (ах μὐχ ς
«-х--х1) и съкратим на х--ха ще получим а(х--Х,)-( (x—x)

така че

-αιρχμξ | 1{&_ Ха Б + С-- 31;1,-**32„
=

Ἄ, IlιἓTM7и
Б А А А Ν ὙΝРа

(а-а)

По такъв начин

(8.64) f Вах, Гах ? -5х +) dx ᾖ

- ....дг-ь-.п: а (жу--«ка) ¢\ За (х -41 #

ΙΕ ( !:-д ; й t‘:—a ) и:-п); dt.
Дясната crpana на (8.64) е израз or suia (8.55) npu

#а ' ft—a

Ry (ἢ-- 2“:??:;!?- Taka п дясиата страна Ha (8.64) noayvaBame
интсграл от рациокнална дроб.

Примерк : "

1. Да се сметне /= [ ——  ́.-----, ТЪЙ κατὸ квадратният
A ета PR gy ра

тричлен x’+x+l има KOMILIUKCHH корени, ще направим първата
субституция на Ойлер

ἐ--Ἰ χ χ Ἐ1 χ.

Повдигаме Ha квадрат AReTe сСтрани на paseucthoto ( +x+1
=f{—x н получаваме Ах34х4+1|-8-24х?, или x+1=£2-2x,
така че

δτ-ι ау РН р

Пе такъв начин

ЕИ а а . [(4Α. Β с

1--2 | пуе #7 f( + τ T iy )‘fl‘
Heonpeaenennre коефициенти A, B и С се пресмятат JecHo:

A=2, В---3, С----3. Окончателно получаваме

1--21 | # [--2- In|1+2¢{+3/2(1+20+C

= 2 ЕУ τ ]-- <ещ 1+2x+2 )Т | |

ч4ш2а с аН -ЩЩ
Ε Ξ-Ἐ . Υ S,
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ἘΞ +2х+2 3431) +С.

2. Да се пресметне /:-- __.__.'.__H____ й KaTo: ПЕе Тъй като кнвадратният

тричлен |--?х--х“ има реални корени ху----1-1? и ха--1-19,
ще направим втората субституция на Ойлер (8.63)

„Же Ν

ΓΤ

Като повдигнем на квадрат двете страни на равенството | 1—2x -х#
—t{x+1+}2), ще имаме —(x+1—}2)—0x+1+)2), тъй че

-#424-1)4-2-1 пе 242кне уее
пе 2422 +1 ш| +y]1—2x~x ..--—%l—fiv d-’f-fl——n———-—- ЦЦНЩ.

По такъв начин

1----
fdt

! Wf (4 1)(124-2 2 14-1)
Получаваме инФеграл or рационална дроб, пресмятането на който
предоставяме на читателя,

8.3.7. Интегриране на диференциален бином

Диференциален бином ще паричаме израз от вида

X" (a+b ΧΡ.

където а Η b ca константи, а степенните показатели т. п и р са

рационалии числа, Ще изучим Ввъпроса за интсгриране в елсмен-

тарни функции на диферещиален бином.
Най-напред ще отбележим три случая, в KOMTD интегралът OT

диференциален бипом Допуска рационализираща субституция.
Първият случай e, когато p ¢ цяло число. В този случай ди-

фереицналният бином е Ддробно-линейна ипрационалнаст от Bula
#

R (х, (х), където г е най-малкото общо кратна на знаменателите
на рапионалиите числа т Η п. Следователно интегралът от дифе-
ренциалиня бином в този случай се рациопализира със субститу-

 ̓

цията ἐπτ͵χ.
Втори случай имаме, когато (т«-1)/п е цяла число.

В този случай, като направим субституцията 2--2” и положим 38

краткост (т--1)/т1--1:--4, ще получим
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48.65) f xTM(@+ b5 dx = ππὶ f (α : δεὴ)»ε dz.

Подинтегралната функция В дясната страна на (8.65) e дробно-ли-

нейна ирационалност от Вида R (z, (а+02г), кълето s e знаменате-
лят на рационалното число р.

Така че в този случай диференциалният бином се рационалие-
¥ ¥

supa със субституцията f=Ja-+bz=Ya+bx".
μει Трети случай имаме, когато (т-+ /л +р e цяло чиело. B тозя

случай подиктсгралната функция в дясната страна на (8.65) е

дробко-линейна ирационалност от вида Е (2, Та+90:)/2), така че
интегралът от диференциалння бином се рационализира със субсти-

« «

туцнията t=|(a+bz)/z -Уах-“+0ф.
В средата на миналия век Π. JI. Чебишов“ е доказал, че Η3-

броените три случая изчерпват случанте, при които диференциал-
ният бином е ΜΗΤΟΓΡΥΌΜ в елементарни Ффункция.

Примери :

1. Да се пресметне ннтегралът

/ f 2а f x—a+bx?)~Vdx,

B случая m=—2, n=2, p=—1/2, така че (m+1)/n+p=—1 (трети
случай). Като направим субституцията

t=Yax—+b, хе /а//8-5, dx=—Yat(*—b)~?dt,

16 получим

I= f (-.%‘.)s L 4 C=a1Yar1b+C.

2, Да се пресметне [= f χῦ(! -- χ τ χ. B дадения случай

ИЕ tdt
< р С HY— -π Щ

м получаваме

1=-](1-т=ш-=-[д:+2]"вщ-[:ш

=-i+—§-f‘ ἑ ς

-- Ἱ χξ 2у Е - ὙΠ С
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8.4. Елиптични интеграли

Към интегралите ΟἹ квадратични иракноналнроюсти естествено се
отнасят Η следните интегралки :

(8.65) f R (x, ТГах 4 5х4сх - εἢ dx,

18.66) f Rx, Yax*+bx"Fextrdx +еах,

WHUTO подинтегралии функциин съдържат KBAAPATEN ΚΟΡΘῊ oT па-
JHHOMH OT трета или четвърта степен (¢ реалнн KoedHUHeHTH).

Тези интеграли се срещат често в приложенията. Интегралите-
(8.65) и (8.66) не са елементарни фупнкцин. Тези два интсграла «
прието Да се наричат елиптияни, кагата не се изразянат чрез

елсментарни функцин, и лсевдоелилтачни, когато се изразяват
чрез слементарни функции,”

Поради важноСтта на интегрглите (8.65) н (8.66) за прилсже-
нията се състапят таблици и графики на функцните, определени с
тези интеграли. При произволни коефициенти a, b, ¢, d не тахива
таблици н графики се съставят достяа трудно. Затона възниква за-
дачата за свеждане на венчки иитегрилн от пида (8,65) и (8.66)
A0 HEKOAKO THHA интеграли, съдържащи по възможност по-малко
произволия коефициенти (или, какта се казва, 38 привеждане на
интегралите (8.65) и (8.66) в канонична форма).

Интегралът (8.65) се евежда към интеграла (8.66). Действи-
телно кубичният полипом има винаги поне един реален корен .t
и затова той може да се представи във вида axd+-bxt+cy+d
=a(x—xy) (x*+px+q).

Karo направим субституцията x—x,= Ἐ, както лесно се
анжда, можем да преабразуваме интеграла (8.65) в (8.66). Следо-
вателно Достатъчна е да разгледаме само интеграла (8.66).

Съгласно 8,4. полином от четвърта стелен се разлЛеага на про-
изведение от два квадратии тричлена с реални ΚΟΘΙΦΗΠΉΘΗΤΗ ;

ах“--б6х4 χ Ἐαχ- ει α χ х +а9)(2+рх+4).

Съществува линейна или дробно-линейна субституция, която уни-
щожава линейцните членоге н двата квадратни тричлена. Като на-
правим такава субституция, ще преобразуваме пинтеграла (8.66) с
точнаст до събираемо елсментарпа функция във вила

* Тези названвия илват OT TOPA, че 538 пърли път тези нитеграли са възнике
κε.ἶἓ Ι:ἑἵπ решянане на задачата ня ректифициране на елипса (BX. пример 4
ST 19.1.,8},
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R{f’)d!
8.6 f 5 ,
( Т) йР (1 - Π Ὶ

| къзето # с някоя рашионална функция. Освен това може да се

1 покаже, че при всяка комбинация на абсолютните CTORMNCTA и

знаците Μ константите A, т и т има субституция, която свежда

интеграла (8.67) към т. нар. каноничен цнтеграл
#1 (23) dz

((8.68 И. 958 ,
1(8.68) ее

B който с КЕ с озиачена константа, удовлетворяваща условнето

0<k«l.
Всеки каноннчен интеграл (8.68) се привежда с точност до

събнраемо слементарна функция до следините ΤΡῊ стандартни ни-

,теграла :
dz 

dr

(8.69) f уеуе ) ааау -k
Η

dz

f ааая k<
Интегралите (8.69) e прието да сс наричат елиптиячни интеграли

| съответно om I-8u, 2-pu и З-ти род. Тези интеграли, както е

показано от Лиувил“, не са едементарни функции. Елиптичнните

нитеграли от |-ви Η 2-ри род съдържат само едни параметър ,
приемащ реалин Сстойностн от интервала 0<Ak <], а елниптияните

иптеграли от 3-ти род съдържат освен това н параметър A, κοῆτο

може да приема и комплексни стойности.

| Льожандър”” подлага интегралите (8.69) Ha Ппо-нататъшно

опростяване чрез субстнтуцията 2—sing (0 5 ¢ < w/2).
С помощта на тази субституция първият or интегралите (8.69)

се преобразува във вида
d-

_ (.70 Vi—kEsin®s
BropuaT or uurterpaante (8.69) при тази смяна с TOYHOCT да moc-

| тоянен множител е равен на разликата на интеграла (8.70) н oy
| теграла

(8.71) f γ1 Ξ εξ sin фаз.

| Третият от интегралите (8.69) се преобразува SLR вида

(8.72) .S АИ
{1-|ὰ ? <) 1 -- 2 εἰπὲ ο

Интегралите (8.70), (8.71) н 18.?2) е прието ла се наричат елипе
тичниа интеграли съответно om 1-ви, 2-pu а 3-ти ро0д вев

форма на Льожандър.

« Жозеф Лнувил -- френски математик (1809--1852).
+е Алойач Мари Льожандър -- френски математик (1752--1833).

W
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9. Определен интеграл на Риман

В уводната глава Gewe показапо, че към понятието определен
интегралЛ водят редица важни задачи на естествознанисто. В тази
Глава ще постронм стрпга теория на определения ивтеграл на
Риман.

9.1. Определение на интеграл.
Интегруемост

Ще въведем поцятията деление ΗῈ сегмента [a, #), дробене на
това деление н обединение на ABE деления,

Опргделенние 1. Ще казваме, че е дадено сдна deaenue на ceze
мента |(а, #), ако са Одадени тичкците X, Ха Хае . -, Xneyr Xn, 88
коита а-х,<«храх.б . .. <x..,..1<x.,al

Това деление μ сегмента (а, 6) ще означаваме със симво-
ла {x,}.

Определение 2. Делението (х,) на сегмента (а, b} се нарича
дообно на делението (х.) на този сегмент, ако всяка точка на
делението {x,} съвпада ¢ някоя от точките на делението (x4},
T. e {0} (х).

Определение 3. Деленцето (x,} на сегмента (а, 6) се нарича
обединение на даете деления {Χ}} ц {χ.} на тизи сегмент, ако
адсички тонки на деленията |х)и {x,') са тонки на делението {x,}

и делението (х.) ме съдържа други точки.

Ще отбележим, че obeinnenueTo на две деления е дробнио на
всяко OT THAX.

Да разгледаме B сегмента [a, #) функция f, която uMa край
ΠῊ СТОЙНОСТИ ВЪР ВСИЧКИ ТоЧКи от този cerMcHT. По дадено Jle-
ление {x,} ще намерим числото, T. нар. питегрална сума, а (X,
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9е

«

Е) -- Σ{ (E)(Xy— Xz—1)» кълето § е някоя точка от сегмента [Χκ--»
k=1l

x,]. Интегралната сума σίχαν §) зависи както от делението {Χ}}»
Е |Хлъ Xa]. Ако означим с A X,така и от избора на точките {

разликата Xp— Χκαν TO интегралната сума може да се запише така: }
ι

o= Σ [(ξὼ А ха, Б ε[τὰν х)
kul

Сегментите [Xr—y, Xa] Се наричат понякога частични сегмен- ]
та, а точките ξὰ — междинни точки.

Чнелото d=max{d хл #--1, 2. 3,- а п) ще наричаме ὅπα-
метър на делението ἀχε]. Ще въведем оснповните понятия гра-

пица на интегрални суми и нитегруемост Ha функция по Р
иман.

Определение 4. Числото / се нарича граница на цни
теграл-

ните суми а, когато диаметърът а на делението {x,} клони KoM .

нула, ако за всяко ε»»ῦ същестаува такова число 88 () > 0, че лпри |
а<65 при всеки избор на междинните точки Б. € в сил

а неравен-

ството
| I—al<e.

Лесно можем да се убедим, че съществува само една граница
на интегралиите суми в при 4 - 0.

За означаване HA границата на ннтегралини CyMu се използва

символът

e e LB

1-- т σ (х.. &)
4--ὦ

Определение 5, Функцията f се наринма интегруежа по Ри-
ман в сегмента |а, b}, axo за тази функция

съществува границата 4 на интегралните й
метърът d на делението {x;} клони към нула. 

|

Числото / се napuua OnpedeAer интеграл на Рижан на
функцията Г в граници ΟἹ а 1o b u се c3HayaBa със символа

ff{x}dx..

Следователноа по оапределение

Числото а се нарича долна гракница на интегриране
то, а чиС-

лото В -- горна граница на ипнтегриранетод. Променливата X

| [N

П“

H

o

Η
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под знака Ha определешия иптеграл се наричяа янтеграциовна про-

менлива н може да се означи с произволна буква:

ff{-")dx*—'fflfl)duflff_{t)dt ит. H.

Ще илюстрираме BLRCACHNTE понятия с примери.

: Примери:

I. Геометрично тълкуване на интегралната

сума. Ще разгледаме криполинеси трапец, т. е. фигурата, огра-

ничена oT графиката па непрекъсната иеотрицателна фуинкцня /,

зададена в сегмента |а, 6], правите x=—a н x—b, перпендикулярни

на абецисната пс, и сегмента |а, ὅ] or abcuncnara oc (фниг. 9.1).

Очевндно нитегралиата сума с (хь Б) отговарящя на избраното
деление {x,} н избраните междиянни Toukn £k представлява лнце-
то на стъпаловнаната фигура, защрихована на този чертеж,

B caeavawara глапа ще бъле дадлено попятнето Π на pas-
ицниа фигура и ще бъде установецо, че при 4 - () границата на

тази стъпаловидна фигура с равиа на Луцето ина криволинейния
трапец,

2. Пример па най-проста интегруема по Риман
фуякция. Ще nokames, че фуш;цинта [ὸὴ-- с<-- сои51 e uure-

груема във всеки cerment [a, #) и j cdx=c{b—a). Нанстина npu

«

всяко деление 8*.„] и при нвсеки избор на точките & € [Xa—g «|

имаме /(Е,)--с, Следователно

Xy, E)=c.Ax,+c. А хуе - НС.А Ха

=c. (Ax;+Axg+ - е е А ха)-е .(#--а)

Ξπ всяко деленние х) и всеки избор на точките Е,« [Xa—q, X,

атова

в

f cdx=lim а {x, Е,)-- пе „ (b—a)=c.(b—a).
а--0 41--

а

3. Пример на огракичена в сегмента [a, #), но
неннтегруема по Риман функция, Ще разгледаме функ-

цията на Дирихле D, стсйнастите на която в рационалните тачки

Η сегмента Fa‘. А) ca равни 8 седипица, а в ирационалните —
на нуда. '

Избираме произволно деление {x,} на ссгтмента (а, #)) ΒῈΒ

2! Матаматиачесни ападиз, 1 ч.
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Ν

|
|
'

!
“

Π

“

Фиг. 8.1 :

Ж

вески OT частичните сегменти Ссъшествува поне една рационалва

точка бБ.. Написваме съответната интегрална сума

” Η

а (X, ξ;.)-:-Σ DA хь=2 Axy=b—a.

А ἄω

Я
Оснен тога в тези CCIMCHTH |ха.а. Xi] иМма ирационални точкя жа “

Тъ Е [Xaey, %), Затова интегралиата сума, стговаряща WA дадения
избор от междинин точки ча |Хе- «ха), ще се запише така:

# я

с (x4, 'm)=-z Dn A x.-.—-ZO „А x3=0. !
|

ko) хе ὶ

Ξ
|

И

|

Ясно e, че интегралните суми ΠῈ Ффункцията на Дирихле нямат
граница, когато AHAMCTLPLT N3 делението клони към нула: при

елин избор на междинните точки [, йнтегралиата сума е равна

ня #--а40, а при друг -- на нула н TOBA е така, колкото н ма-

лък ΔῈ € диаметърът нл делениета.

4. Ненитегруемост no Риман на неограничените

в cermenta |(а, #) функции. Нека / не е ограничена в |a, 4).

Ще покажем, че за всяко делеиие {x,} интегралната сума ofxa, &)
може да стане по абсолютна стойнокт произволно голяма в зави-

CHMOCT от нзбора на междинните точки ξε. Накстиня, ако функ-

цията / не е оГраничена в сегмента (с, b}, а сегментът (а, 4) e

разделен Ha краен брой сегменти [xa—;. x3). To функцията ще бъде
неаграничена поне в един частичен сегмент от делецието. Без да
нарушаваме общността, ще приемем, че |) е неограинчена в cer-

мента [Χρ x,]. Избираме произвално в останалите сегменти (X1, Ха

(ха, Ха), - а [Χπ..., Ха) междиниете т3еки б. ἔλε ¢ τ ба ATH фи-
ксираме, Означаваме със o, (Xg ξε) величината |

oy (X E)=F (ξ) AXs+f(EDAXy+ υ - - 6) А χα-
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Ще разгледаме cera QyukuuaTa / само върху сегмента [X,, X,).
Тъй като / e неограничена в този сегмент, то 38 всяко отнапред
зададено положително чнело M ше се намери такава точка Е, от
този сегмент, че

[ ξ ξ9 12:(| а [+ M)A x,.
Оттук следва, че | #485) А х | |4+4, и затова

ΣΣ НЧ А ха ||) & хуе (ха 6) |
й|

ἘΞ {{ξ}} ἃ х--|о) (ха, &) |2М.

Да изберем сега редица ΟἹ такива чиела {Ma), че lim Ma= + oo,
еве

а също и такава редица от деления на сегмента (а, b], че съот-
ветните диаметри Фл -- 0. По посочения по-горе пачнни построяваме
редицата от ннтегрални суми On, удовлетворяващи условието |о.|
=Ma. Тазн редица от пинтегрални суми е разходяща, T. €. функ-
цията / не Ε нитегруема в интервала (а, ὁ].

Ισ(.ϊε. ξ.ι)!""

9.2. Голяма и manka cyma

и техните свойства

9.2.1. Определение на голяма Η малка сума. Пример 4 от 9.1 нн
Дава основание да разглеждаме сямо ограничени в Даден сегмент
ункини (тъй като нсограничените функции не са интегруемни па
иман). Нека f(x) е ограничена в сегмента (а, #) функция и (хь)

€ пранзволно деление на ΤΌΒΗ сегмент. Понеже f е ограничена Β
сегмента (а, 6), тя е огранпченан въя всеки частичен сегмент [Xa_,,
Xs] и затова нма точна долна граница m, и точна горна граница
My в частичния сегмент |ха-:, Ха),

И така нека

=10t {f (х) : х € [xx—y, «ха)), My=sup {f (x): х € Гхае-аа ха|).
Определение 1. Cymume

S=MAx,+M A%+ -« +MyAxp= Ем.а Ха

k=t

п

S=m А х.+ т А Xyt е + ῃ ΔκππΣΜ.Δπ

Х|



ще наричаме съответно голяма и малка сума на Дарбу на

фуккцията [(x) за дайското деление (х,) на сегмекта (а, #).

u!le изясиинм геометричния смнсъл на голямата и малката Cy-
ма. Ще разгледяме отново криволинейния трапси, т. с. фигурата,
ограничена or сегмента [a, 6) на оста Ох, oTrope — от графиката

на непрекъснатата функция у /(х):0 и правите х-а н х-#,

перпендикулярни на оста Ox (фиг. 9.2). Пека е ладено произволно

деление #х) на сегмента |а, #). Тъй като / е непрекъсната, чис-
лотао M, « нейната Максимална стойност в сегмента [x,.;, Жа).

Затова голямаТта ннитегрална сума © равни на лицето на стъпало-

видната фигура, съдържаща криволинейния трапсц. Topa лице e

защриховано Ha фиг. 9.2.

Аналогична малката сума е равна на лицето на стъпаловид-

ната фигура, каято се съдържа B кривселинейния трапец (фиг.9.3.

Числота my е миннималната стойност на функцията / в частичния

сегмент [Xp—y, Ха|.

9.2.2. Основни свойства на големите Η малките суми. Ще локажем
следиите леми:

Лема 1. Нека ofx,, E,) # интегрална cyma, отговаряща на деле

ниета {χ,}. Тогава при всеки usbop кна междинните точки Е

са в сила неравенствата

Ξξπ Ξιςι

където в и 4 са съотаетно малката и голяжата сума, отговарящи
на това деление,

Доказателство. От определението па числата т. и M,

заключанваме, че т.2/ (<=M, за всико #,Е|ха. в Ха) Като vMHo-

жим тези неравенстна с Ах и ги cyMupamse по Е от | до п, полу-

чаваме исканите пераРенстаа. O

Лема 2. Нека 8:„1 е праизволно фикеирано Оделение на сег-
мента [a, 6), а & е прпизволна фиксирана число. Тогава μοζᾶπι да

се изберат тока междинните точки Е, че интегралната сума

i
ἑ
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а(х.ь &) и голямата сума # да ydossemsopssam неравенството
0=S5—o(x,, Б.)<е. Междинните mouxu ч. могат да се изберат ц
таки, че интегрилната сума ав(х., т,) и малката cyma s да удов-
летворяват неравенстаото 0z=c(x,, n)—s<e.

Доказателство, Нека {x;} ¢ фниксесирано деленце πᾶ cer-
мента (а. 6) н ε;»Ὁ. Ще докажем най-напред първото твърдение
на лемата. Тъй като Ма--зир(/ (х):х ¢[x,—,, χ,} то за избраното
£>0 съшествува такава точка §,€[x,—,. Χ, че 0= M, -- (Е,)
<e/(b—a). Като умножним тези нерпавенства с Ax, и ги cyMipame
по К от 1 πὸ п, ще получим

Аналогично, понеже my==inf{ (х):х |ха-. х.,|), съществува
такапа точка ту # |хл-а, «.)|, че

0] (my) —m, <el(0—a).
Последиите HepasencTsa след умножаване ¢ Ax, и сумиране водят
до оценките Ugo(x,, т.)-5<е.(

Следствне. За всяко фиксирано деление (ха) са верни coommo-
щшенидта

S—sup (а (ха, Ба) : (ва ъ Зе И (а (χρν ε) (7)),

където точната гоарна ц тоцната долна граница се аземат при
всеки избор на междинните течцки.

Лема 3. При раздробяване на дадено деление голямата сума
може само да се намали, а малката -- camo da се увеличи.

Доказателство, Hexa (х+) с дадено деление, а делението
X'} се получава от пего с добацяне на само една ноза точка X.
Гесно се вижда, че общият случай се съежда към този. Да пред-
положим, че х |«л . Χα]. Тогава в израза за 5 събираемото МЪЛха
се заменя ¢ М,(х--ха-а)+МУ (Ха-- х), кълето

M, — sup{[f{x):x€[xx .4 ἶ]}. M:r-'sup{f (x):x¢ {Ξ. χιὶ)-
Тачиата горна граница на функцията върху част OT сегмента

не цалминава точната горна граница на функцията в целия сег-
# а .“ -мент. Затова M= , M; = Ма и

Ма к--ху-а)+Ма (ха--х):5 Ма | (F—x5_)) + (3 — Х |--АМПАхв
Тъй като венчки други събирлеми в израза за голямата сума са
същате, то при добавяне 14 точката. х голямата сума може само да
се иамали, Случаят, когата към дадено деление се прибавят ня-
колко нови точки, се спежда очевидно към разглеждания. По
същЩия начин се установяпа, че при раздрабяване ua далена деле-
ἘΠῸ малката сума може само да се увеличи. ()
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Лема 4. За две произволни деления на сегмента малката сужа

за едното от тези деления не наймцинава голямата сума за другота
деление.

Доказателство. Нека (х,) и (х.) са аве пронизволни де-

лепия на сегмента |a, &), а 45”, 5”, §”, 5” са съответно големите н
малките суми 38 тези деления. Да означим с (ха) обединението
на деленията {x.} н {x;}, а ¢ 5 н 5 голямата п малката сума на

делснието x;}. Ще отбележим, че {x:} e дребно деление както на
делението (хе), така и на делението (х,”), Съгласно лема 3 са

изпълнени неравенствата

S§'=S, 55.

Освен това от лема | нмаме 5:2545. Kako използвеме тези три не-
ривв;гва. заключаваме, че 5/545”. Аналогично се установява, че
газ”.0

Следствие. Множестаото на големците суми на функцията f,

който атговарят на всички възможни деления на сегмента |a, δ],
¢ ограничено отдолу. Множеството на малките суми е ограничено
отгоре.

Действителна всяка ΓΟΛΗ͂ΜΒ сума не с по-малка OT коя 13 е

фиксирана малка сума, така че множсеството на големите суми е

ограничено отдолу. Аналогични са разсъжденията за малките суми.
Съгласно основната тсорема 2.1 ще съществуват точна лолна гра-

ница за мпожеството {8} н точна ropita граница за множеството {s}.
Определение 2. Горен антеграл на Дарбу от функцията f

се нарича тоячната долна граница Г“ на множеството на годежщите
суми 45) на [ 3a всички възможни деления на сегмента |а, #). 1105
лен интеграл на Дарбу от функцията [(x) се нарича точната
горна граница 1, на множеството от малките суми (5) на [ за
всиячки възможни деления на ceemenma |(а, δ].

Лема 5. Долният интеграл на Дарбу никаога не надминава

горния unmezpasr на Дарбу, т. e. 1.<1”.
Доказателство. Допускаме противното, Τ. е. че 1/,>!“,. Нека

Ι.-Ῥ =Е>0.
За това € съгласно определението на числото |“ съществува

такова леление {xi'} на сегмента [a, δ]. пе за съответната му га-
ляма сума 4" е изпълпено неравенствота 45/<!4#/2. По същия
начин се показвна съществуването на такова деление (х.) 18

сегмеинта |а, #), че малката му сума 45” зудовлетворява неравен-
ството s> /,—¢/2. Като извадим почленно второто неравенство

„ от нпървото, получаваме .8' --οὐ </“--/.4жв. ο Г- Гуе --Е, затова

S'—s"<0, т. e. $”>S". Полученото неравенство противоречи на
aema 4, Следователно [,=/*. [
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Нека M=sup {f(x):x¢[a, 8]}, m=inf{f(x):x€[a, b]}, а (х.) е
произволно деление Ha сегмента [a, δ], 4 e диаметърът Ha TOBa де.
ление. OspauaBaMe с {x,} леление, получено OT делението (хл)

с добавяне на / пронзволни нови точки, Нека & и 5 са голямата

и малката сума за делението (хь), а 5" и δ' са голямата н мал-
ката сума за деленнието {x,}. В Ο е следиото твърденне:

Лема 6. Разликите 5 - δ ̓ ́ и 4/--5 удовлетворяват неравен-
атвата S—S'<M—m .l.d, 5' - s=M-—m).l.d.

Доказатедство. bea na ограничаваме общността, меже
да смятаме, че към тачките на делението (х.) е добавена само

една точка X, и да докажем, че в този случай са изпълнени не-

равенствата 5--5"5 (M—m)d, §'—s<(M—m}d.

Нека добавената точка х принадлежи на сегмента [Χὰ.... x.g.
Torana голямата cyma S ще се различавна or голямата cyma S’

само с ToBa, че събираемото Med ха B сумата 5 ще се замени с

двете събираеми M) (х--ха-а)+М; (ха--х) сумата δ' (тук с Му»,

M, н M, ca означени точинте гории трашщщина f в сегментите

(къ-а, Хха), ГХъ-а, X] н [x, ха)). Векчки останали събираемн в су-

мите S и S ще бъдат едни и същи, Оттук еледкна, не

5-5-МЕА ха — M} (X εχ ) ἘΜ (X2 — %))

От последното съотношение, като отчетем свойствата на точните
##

(ropua и ponwa) граници Ma=M, M,z т. Μ 2т, получаваме

5-452МА ха-т (Хе- Ха-а)+ (Ха-- x)]
=(M—m) A xp:=(M—m)d.

Деказателетгота на оценката 38 MAAKHTC суми е апалогнично. ()

Определение 3. Числото А се нарича граница на големате

суми S, когато диаметърът на деленията 4 KAOHU към нула, ако

30 всяко положително число € може да се намери такова положи-

телно число ©, че при d<& да ¢ изпълнено неравенството

|5--А } «ε.

За озиачаване па тази граница е естестгено да се използва

CHMBOABT

A =limS.
а

Аналогична се определя и траницата В на малките суми §,

когата 4 клони към нула,

Основна лема на Дарбу. Горният интеграл на Дарбу Г е

равен NG границата на големите cymu S, когато диажетърът а на
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деленията клони KoM нула, т.е. limS<=I*. Дналогично lims == [,
40 « '

Доказателстно. Ще длокажем пързото твърдение на лемата. !
Ако f(x)—c=const, To S—cib—al—/* за вснко деление. Затова |
Ш §=/%. Ако функцията / не e константа, та M—sup {{ (x):x¢[a,
а-й

Б)) > т -- ШИ (x):x¢[a, b]}. Избираме произволна положително
число ε. Съгласнка определеиннето па числотао /* съществуна такова |
делецне {x;}, че годямата сума 5 на това деление да YNOBJETBO- “

рява условиета S* — /“<#/2. Означаваме с [ броя на точките на “
делеинето (х,), несъвпадаши с кранщата на сегмента (а, δ].

Нека (ха) е произволно леление na сегмента [a, b], auames
търът на коета удовлетворява пераненството а«<8-22 (М-т); !
и кека 5 е голимата сума на това деление. Раздробяваме π6π6- "

нието х.), като добавяме към него отбелязаните по-горе / точки ἰ
8 деленнето (х,). Така полученото дедление означанаме с (х;).

#Съгласпо лема G голямата сума 5” на последното деление ще | l
удовлетворява услонисто Х

0<45-65 (M—m)l.d « er2. |

Ho делението (х,) може да се разглежда и като драбно на |

делецието {x,}, към което се добавят тачките на делението (ха),
несъвпадащи с кранщата на сегмента [a, #). 3arosa съгласно onpe-
деленнето на /" н лема 3

Ра5щ5", т. е. 0<5-/3-1, |
Ho no-rope Gewe предположено, че S*—/* <¢/2, затона 058" —/*

<e/2, От това нсравенства н атТ неравенствота 0:=28—S'<e/2 nao-
лучаваме, че 0=5—/#<g когато 4 е по-малко ат избраното по-

rope #. Следователно /*—1limS. За малките суми доказателството
а-0

ΓΤ :s 181

е апалогично. П

9.3. Теореми за необходими и достатъчни

условия за интегруемост на функции.

Класове интегруеми функции

Доказанните свойства па големите и малкнте нятегрални суми ни
дават възможност да получим необходими н Достатъчни условия |

34 ннтегруемост πὸ Риман ®a произволна ограничена (VUERHS. :

i

1
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9.3.1. Необходими и достатъчни YCAOBHS за интегруемост.
Помощна теорема, Ограничената функциая # в сегмента [α, 6)е

интегруема в този сегмент тогава ц сама тоагава, когато е изпъл-
HFHO рлвенството (Г.е-/“,

Доказателство. Heobxodumocm. Нека функцията { е
HHTCTpvema по Риман в CermenTa |(ае, b). Тогава съществува гра-
ницата / 13 ннтесгралните й CYMH а при клоцене към нула па
дниаметъра d.

Съгласпо определението за граница на иптегралпите суми 38
ВСЯКО €20 съществува такова 8:>0, че при всеки избор на меж-
динните точки б. за делецието {xx) ¢ днаметър d<& с изпълнено
неравенството

[1--σ(χε, Е) | < ε,4.

Според лема 2 за даденото делепие (хъ) може така ла се избе-
рат междиниите точки ξ и 65 във всеки частичен сегмент |хь.-, ха|,

че да са изпълпени церавенствата

Ще подчертаем, че за ладеното деление {X:) са изпълнени и не-
равенствата

М--е (хо 65) | <#14, |1--а (ха, ξ « εἰ4.

Остапа ла стбележим, че

Зе τ |5--а (ха, E ))+ а (ха # ) — Д+|(1--а (ха, W+ |0 (ха. 6,7)--51.

Оттук, като отчетем, че модулът на сума не падминава cy-
мата QT модулите HA събираемните, получаваме S—s<e. По такъв
начин ΠΡῊ кланене към пула на дпиаметъра 4 на деленазето Гхъ),
границите на големите и малките ннтегрални суми съвпадат. Па-
нетина, тъй като за DCAKO деление ка изпълнени внверавенствата

акщ Σ

70 OT неравенството 5--я<же, nouexe e>0 е произволно избрано,
следва, че /.-/“,

Достатъчност. Нека (.--“--А, Според основната лема на
арбу F=lim S, 9ῳ τ Ш 5, T. е. горният иптеграле 1 аница наДарбу а S, а lim p p Ῥ

големите сумя, а долцият интеграл с грацица на малките суми,
когато днаметърът на делението d клони към нула. Затова 34
всяко 82>0 може да се намери такова чнело &30, че при Βῦπκο
деление с днаметър 4 да са изпълненц неравенствата [,—s
—A—s<e, 5-/--5-Д< е. При всяка дадено деление с днаме-
тър, по-малък от &, BCHKA антегрална сума а (Xk, #Е) Уудовлетворява
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неравенстваото 5 = o (Хха, ξε) 5 S, а следователно и неравенството

ДА-е<5 Ξ о(Ха, ξ = 5<А-е.

Оттук получаваме | А--а(хь, 64) | <е (за BCARO деленне с диаме-

тър 4, по-малък от #), така че А:!З-п.:ва(хь, Е.), т. е. функцията

f e интегруема. (

Ще докажем елна теорема, която има важно значение в те-

орията на римановия интеграл.

Основна теорема. За да бъде ограничената в сегмента ( а, 6)

функция |, интегруема в този сегмент, е необходимо и достатаъцно
за ecaxo в>( да съществува Oeaenue (хь) на свгмента |(а, 6), за
коета S—s<E.

Доказателство. Необходимост. Нека функинята Ге нн-

тегруема в сегмента (а, 6). При доказателство на необходимостта
в спомагателната теорема показахме, че 38 всяко €30 съществува

50 такова, че за всяко деление на сегмента (а, 6) с диаметър d,
по-малък OT 3, @ изпълнено неравенството 5--5<«. Необходимостта

е доказана.

Достатъчност, Далено ¢, че за всяко ε;»ῦ съществува такова
деление (ха) на сегмента (а, 6), че 33 съответните големи и малки

суми е нзпълиено съотношеянето: S—s<e. Тогава, тъй като

та /"-- , <. От това нсравенство н произволния избор ua « 38-

ключаваме, че/"--/.. а 0T помсшната теорема получаваме, че

фунията Г ¢ ннтегруема. (-)

9.3.2. Класове интегруеми функции. По-гсре в 9.1 на тази глава

видяхме, ке ако функцията е константа в сегмента [a, 6), тя е иц-

тегрусма по Риман в TO3H CErMCHT, а също така, че интегруемите

в даден сегмент функции трябва да бъдат ограничени в този

сегмент (вж. пример 4). Естествено възниква въпросът 38 опис-

вгне на класоаве функции, интегруеми по Риман B сегмента [a, bl
Измежду TRX важна роля играе класът Ha непрекъснатите в сег-

мента (й, #) функции.

Teopema 9.). Пепрекъснатите в сегмента [o, 6) функции са

интегруеми 10 Риман 8 този сегмент.

Даказателствао. Нека / е непрекъсната B сегмента (а, δ].
Избираме произволно число e>0. Понеже f ¢ непрекъсната,

тя e равномерно непрекъсната Ἡ затова 38 избраното ε»ῦ
съществува такава число ὅ»0, че ако & и ξ ca про-
изволни точки ΟἹ сегмента (а, b), 32 които {ξ’ --ξ ́ } « ὃ, 10 {{{ξΊ
- f(E"| < “Д6--а). Оттук следва, че разгнката Mexly TOURNTE

гарна и долна граници на [ в пронзволен CErMERT с дължина,

пао-малка от &, е па-малка от числото в/(6--а). Избираме деленке
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(хв) на cermenta [a, 8] с диаметър d, по-малък OT указаното.,
5:4<6. Нека

Ма--зир {f (x) : х Е |Ха-аа Ха ma—inf {J () : х € |ха-у х:)).

Съгласно дефиницията за голяма и малка сума

ъ ὅπ 5 το Σ(Μ;.-Μῄἀπα.

#1

Ъ Karo използваме, че за избраното деление Му-- т « 2/(0--а), ше
получим

пя

S—s< - ΣΔ:::.-:Ξ.
b—n

Д |

Ot асновната Tcopema заключаваме, че функцията Ге nuterpyema
в сегмента (а, #1.(

. Следващата тепрема даца достатъчно условие 33 HHTErpye-
MOCT на един клас прекъснати (hyHKRIUN,

Ще казваме, че тояката х ¢ покрита ot интервал, ако се
съдържа в тази интервал.

Теорема 92, Ако функцията | е дефини рана u Ограничена в
сегменти (а, 6), то тя с unmespyema по Риман в този ceeMenm,

| ако 3a дсяко Hucao e>0 съществуват краен брой unmepeasu, no-
криващи всички точки ниа прекъсване на тази функция, с обща дъл-
жина, по-малка OM ε.

Доказателство. Пека M ц т са точната горна и точе
ката долиа гранница ua фупкцията / п сегмента (а,6). Ще от-
бележим, че ако M—m, т. е. ако / е канстанта, тя е интегруема.
Затова ще считаме, че Ὁ» η Heka e>0 с произволно число, По-
криваме точките KA прекъсване WA фупшкцията / с краен брой
интервали, стмата OT дължииите на ΚΟΠΊΟ € 110 малка от чиелото
Е =&/2(M—m. Тачките ка сегмента [a, b], които не принадлежатна
тези кнтервали, образуват мпожество от краен брой непресичащи
се сетменти. Ще наречем тези сегменти допълнителкин. Понеже
във всеки от тях функцията с непрекъсиата, тя е равномерно не-
прекъсната. Следователно съществуват такива числа б,2>0, че
ако [§'—E") <8 та | (Е)-/ (6”) | <ef2 (b—a)., за пронзволни Е и
£, Еннадлежзщн на р-тия допълпителен сегмент.

ека é=mind,. Тогава, ака вземем такова леление на допъл-
нителиите CEerMCHTH на частични ссгменти, че днаметърът ‘Ha

всеки OT частичните сегменти да пе надминава B8, та разликата
между точните гарна rpawnua M, и Долна граница Π на фуяк-
цията f в р-тия частичен сегмент ще бъде не по-голяма ΟἹ &2 (b—a).Като обединим всички Деления на допълнителните сегментии из.
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браните по-гоаре интервали, взети с техните кранща, ще получим

деление Гх.) на целия сегмент [a, δ]. За така построеното общо
деление на [a, 0) имаме

4 -- 5 -- Σ (My—rmy) А χα-- Z’ (Ма--та) А Ха + Σ" (Me—maz) A χαι:
Ἀνοὶ

където сумата с прим съдържа всички събираеми, отговарящи на
частичните сегменти, образувани от ицтервалите, покриващи точ-

ките на прекъсванс, а сумата със секонд -- всички останали.

Да разгледаме първото събираемо в дясцата страпа на TOPROTO

papencteo. Понеже Ма-ли<М-т за всяко R, 10

SV M=) А х = M= т) A ху < (M=m) в =e/2.

По-пнататък съгласно казакото по-горе от равномерната не-

прекъснатост на фуикцията / в допълнителните сегменти полу-

чаваме

# ##

Σ iM—m A< s З Аю gy #74)а/2.

ITo такъв начин namepuxse деление {x,}, за което S—s<e. Or

OCHOBIATA теорема получаваме, че Qyuxiusita [ е wurTerpyema. Γ
Следствне 1. Функцията [, ограничена в сегмента (а, 6) аимаща

само краен брой MOMKH на прекъсване,с интегруема в този сегмент.

ЛПо-специално частично непрпекъснатите в даден сегмент функции

га интегруеми в тизи севгмент.

Наистина според предишната теорема е достатъчно Да из-

берем интервалите, покриващи точките на прекъсване, с еднаква

дължина, по-малка ΟἹ £/2p, където ре броят на точките на пре-

KicBaHe на функцията /.
Следствие 2. Нека функцията [ е интегруема в сегмента

[a, b], а функцията g съвпада с функцията / ABB BCHYKH точки

на сегмента |a, #) с изключение евентуалнио на KpacH брвй точки,

Тоагава функцията g € ннтегруема в сегмента [a, b] и f f (x)dx
&

b

а
-

Teopema 9.3. Всяка Momomonua в cezmenma [a, В) ффункция | e

интегрусма а този сегемент.

Доказателство. Случаят, когата / е константа в Cer-

тенвта (а, b], може да се изключи. Ще празгледаме например ue-

1

|
|

Ч.|
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намаляваща в сегмента ἰα, #| функцния /. Ilexa €>0e¢ произволно
число. Избираме делепшие {x,} на сегмента (а, Ὁ] с диаметър

а < ЕЦ (6)--(а)). Ще отбележим, че гонеже / не е кочстанта, то

n

fimy>[ (a). Да оценим разликата S—s— Z(M* τ mMA ху, където

k=)

Mg н та са тачната горна и точната долна траница на #в [xs_,,
“

xt]. Получаваме 5-8(!2(Мд-тд-ШПЩ-Г(а]Ъ. На за пенама»-
Ае

я

ляваща функция Е(Мг-пц)-,г (b)—f(a). Затова 5-5«<Е п функ”

Ае)

цията Г е unrerpyema. За нерастяща фупкиция разгъжденията «а
аналогични. ()

Ще докажем cera едпиа теорема 33 интегрусмост на супер-
позяция от ase фуйпкции.

Теорема 9.4, Неки функцията [ е интегруесма по Риман в
сггменца [a, 8], M и т са точната й горна й пточната й долна
граница в таози сегтмент, Нека oceen това «рункцилта ф да с де-
финирана & сегмента |т, М| и да удоалстворява следното усасаце“:

същестаува таксва нейтрицателна числа С, че за праизвелнци X, и
Ха от сегмента |гп, M) да е изпълнено нерааснетвато |+ф(ха--+ (
С | ху-- х.|, тогава :(шнкцштшп(х)-ф(г.(х)) е интегруеми по
Риман в сегмента |a, b

Доказателстово. Нека e e произволно положътелио чниСело.
Поради интегруемостта па функцията / в cermenta [a, } може
да се избере Takona разделяне (хъ) па този cerment, че S—s<e/C,
къдета 5 и у €3 съответно TOPHATA и долната интегрална сума
Ha функцията f, а С е канстантата ΟἹ условчето на теоремата.
Нека My и my са точиите граници на функцията { в частичтиите
сегменти А х. на разделянето {x;}, а ΜῈ н т, са съответните ΤΌΜΠΗ

граници за функцията i, Тогава съгласна чусловието, наложено
на функцията ф за DPOMIBONHN тачки х н у, припадлежащи на
частичиия сегмент A х. OT разделянета {x;}, ев сила перавенството

Я (х)--А( } Ξ #( х)-- κ }} - [φ([ } - 9 () 56 } } - #30
ЕС(ЗИД-Ш.Ъ).

Попнеже церавенствота ἡ (χ)--ὶ (»}:Ξ C(My—my) е изпълнеко

+

* Тава услоквине се парича услоние на Лигшиц, Оневидно, ака езна функиия
удовлетворява услението ка Липшиц, тя е пепрекъсната.
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за произволни тоачки х н ¥, принадлежащи на сегмента А хь 1O
още повече ще бъде изпълнено н неравенството M,—rm, < С (Ма

--тиа. Нека сега 4” и s* да са съответните ΓΟΡΗ͂ и долна ΜΗ-

тегрална сума на функиията h за избраното разделяне (ха) ка
л я

сегмента [a, b]. Тогава 45" —s*= Z(M;—m;) Ажа С Σ (Ма
е1 чай

ε- К) А xe<e. Тъй като ке пронзволно положително чясло, TO съ-

гласноа осковната Tcopema, фувкцията Л е ннтетруема в сегмента-

1а, 61. 3

Теорема 5.4 ́, Нека f е функция, unmezpyema nn Риман e cez

мента [α, b}, M и т са тонните й горка идолна граница в (а, δ]. Нека
освен това функцията 4(х) да е непрекъсната в сегмента {π|, Μ].
Тогава сложната функция h(x) = ¢ (f(x)) e интегруема no Puman
@ cezmenma (а, b).

' Доказателство. Heka Ο - πιαχ { {φ(}} : πὶ τ ἐ ΜῈ н хе
произволно положителна чнисло. Полагаме в --Е4(6--а+2С). Поради

това. че ф е равномерно непрекъсната в [m, М)|, съществува

|| такова 87>0, че |+(5)-+ (0|< е. ако [5--ἰ[«ὃ и s, te[m, Μ|. Изби-
раме # още така, че 3<s,. Поради иктегруемостта на фукнкцнята
[ B [a, А) съществува такова деление (х:т на сегмента [a, δ]. 32
което съответната горна и долна интегрална сума Ha / yaosaer-

воряват неравенството 5--5<#“, Нека

M= sup {f (x): 2 хъщ χα]}ν me==inf {/ (x): X в жааа а

Mi=sup {h (%) : χ (ъеъ xe]}s mu®=int {h(x): x€[xe—ys Ха))

Разделяме целите uncaa 1,2,. - -, п на две множества днЯ:
числото ЕЕА, ako My—my<8, числото k¢ B, ако My—mx=3. Axo

| ke A, то Me—m,<8, следователно OT равномерната иепрекъсна-
тост на функцията + в сегмента [m, M| пол учаваме M,—m, < 6.

( Нанстина, ako се разглежда нндекс k€A, ще получим, че Ma
--та--5ир {f (x): х Е [X2—y, Xa]} — ἱπ { (x):x e[xe—y. а)) < 5, т. е. при

X, Y€ |Хе-а, Ха) разликата f(x)—f(y)=s—t по абсолютна стойност
не” надминава ὃ:5- {[«ὃ, 5-(х), 1-- ( у). Следователио поради

| равнамерната непрекъснатост на функцията @ получанв
аме

lp(Fn—e ( (] =2 (5)--20) | < εἰ:

Тъй като последното неравенство е изпълнено при всяка X

и всяко у от сегмента |хъ-у. Xs). TO н

sup {φ (Е(20)): х €[xe—y. ка ( (х)):х 6(Ха-а, Хха))< е2.

Па-иататък, ако k¢B, τὸ очевндно M,—m ε2 . Да запишем
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сега разликата S*—s"(S* и s® са CLOTBETHO голямата и малката
сума на функдията Л 33 разглеждакото деление {xi)):

ееае (Mi—m}) А хе Σ (M=) А ха
{й|

+ Σ(Μ;-πῷὀ хь) ( --а) + 2 ΟΣΔ Хн
мя ма

Остава да panpabum оценка на величината Σ ἀχι. Имаме

а

”

g Σ Axy - Σ (Μ,-- ῖ А x, SZ (Μι--- πι) А χε, тъй като разликата
ма м Не

Ма-пть:0, Ax,>0, то събираемните в последната сума са сама
неотрицателни. Отчитайки, че при даденото деление (х.) нмаме

я 
а

ι Σ (Δ1.---πικὶ Аха--5--5<:862, получаваме 8 Σ А .ϊιΞΞΣ (Μι-- ть) Аха

ἀπεὶϊ ΓΤ жа)

<&, т. ε.ΣΔ ха<в. Понеже &<e,, окончателно намираме
| а

Τ ΤΗ (ь-а)+2г:2 Δ ха < в, (#-а)+2С8

kel

<& (0--а 4+2С)- ε.
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9299 е

Следлователно функцията Я е интегруема. Γ]

Следствие. Дко функцията Г е интегруема в сегмента [«, 5),
MO при всяко подажително число « функцията |Р « интегруема
в този свегмент.

Наистина лостатъчно с 1a разгледаме непрекъснатата функ-

ция #(0 - |1|“ и да приложим предншната теорема.

Примерк : _

1. Пример 3a интегрусма Qynrnua с безкрайно MROTO TOUKH на

прекъспане. Пека в cermenta [0, 2/) е дадена функцията (фиг.

9.4)

ьяеи {sin τ < Х £ -,

[1x) τ
0, Х = ῃ.

Тази фуикиция има прекъсване от [-Βπ' род зъв всички ΤΟΊΚΗ

ха- МЕж, k—1, 2. ч. а стшо така и прекъсване от 2-ри род в

точката 0. Фиксираме Числото #:>0. Пакривиаме точката х-0 с
интервала ( -&/4, e/4). Вън от този нвитерзалд нма само краен брой р

точки на прекъсване ца функцията. Чиеслото р зависн ΟΤ избра-
ното ε;»ῦ. Покриваме гсяка от тези то“ки с интервал с дължина,

по-малка οἹ /? р. TOTary всички точки KA грекъсване на фуйк-

цията / ще бъдат покрити с краси брой интервали, сумата OT дъл

жниите па KouTo не надминава #2 +p.e2p — 6. Според теорема

9.2 функцията / с иитегруема в сегмента [0, 2/)
2. От иитегрусмостта па функциита |/|не caezpa нзобшо ин-

тегруемостта на [. Напстина да pasraelase функцията D,. равна

на единица за рационали: X, и на минус едицица за wpaunounada-

ни χ. Тогава |2, () | - 1 e puTerpyema. Също както н 32 функ-

цията на Дирихле D, сс показва, че функцията (), не e интегруема

(пж, прямер 3 от 9.1).

0.4. Свойства на определения ивтеграл

9.4.1. Свойства на интеграла. Ще изасним оснонните свойства на

интеграла на Риман.

а) Нека функциите f и g са интегруеми & сегмента [a. δ].
Тогава функцията {Ὲ g е също интегруесма в този сеемент и

f(f(x):j:g(xj)dxr f f(x}d.:.:-rfg(r}dx.

Нанстина при произволно деление ua сетмента |[a, 6) и при

произволен избор на междининте точки £: € нзпълнено равен-

CTBOTO ЕЕЕ Е Е Е Ύ τὸῷὶ
„ i 7
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2)16) + g@Nax = 57)54 + 57 φίξη Δαι.
k—1 АеК.

Затова, ако съществуна границата на дясната страпа, когата дка-
метърът на делсниестоа клапи към пнула, то ще съществува и гтра-

иицата на ляната страна. Поради линейните свойства па този вид
граница получапаме исканото. []

6) Ако функцията | е интегруема в cezmenma [a, 8], mo
функцията C.f, където C=const, e съща uumezpyeMa o mosm
сегмент и

fC.f{r)dxr-Cff(x}dx*

ς Hanctnua 3a всяко делепие 28 сегмента |a, Ь) и acexn. избор
на междикните точки §x € изпълнено съотношселнието

2C [{ξὴ А хе С S | Б) А жа
А | й

откъдето, както по-оре, получаламе твърдецието 6.(3
“

Следствие. Линейна . комбинация Σ C.[; ка интегругми

=
функцаи (е интегруема фуккция. |

в) Нека функциите Р и g ca интегруеми o cezmenma [α, b).
Тогава [.g e интегруема в този cczmennt,

Цанниесваме очепиднато тъждество

2() .0 = (f (x)+g (N —(f (x)- g ().
Разглеждаме функцаията φ (ἢ --ἶδ, Съгласно Teopema 9.4 oT инте
груемостта на ΚΟῊ A3 е функция следва интегруемостта Ha ней-
ВнЯя квалрат. Тъй като функцинте f4+g и f— g според скойства
а) са интегруеми, TO са интегруеми и кнадратите им, а следова-
телна (поради тъждестното) фупкцията /. е интетрусма. 3

г) Нека функцията | е интегруема в сегмента [α, b]. Тогава
тази функция е интеегруема и 6ol всеки сегмент [ε, 4), съдържащ
се а сегмента |[a, Б|.

Избираме произеолно числа e>0 и такова деление {xi) на
сегмента [a, δ], че S—s<e. Добаняме към тачките na делелиета

(хаъ) тачките с н #. 32 толемите сумн 4” и малките ΟΥΜῊ 5" на
HOBOTO деление {x;} съгласно лема 3 07 9.2 също ще бъде Expua

оценката : §' — &’<¢, Да разглеламе деленкета (ха) на сегмента
(<, «), образувано от точките на делениета () ΟἹ целия сегмент

22 Математическни акавлиз, й ч. и и енне U чи е НИ oy еИ НИ s A, 53 чаае-
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Га, δ]. За толемите и малките суми 5 и 5 на делението {x:} е из-
пълнено очевидното съотношение S -5<5!-5, тъй като Всяко

неотрицателно събнраемо (Мьъ-т.А хл в израза 5- 5 е събираемо

и в израза 4"-5", така че S—s<e и функцията / е интегруема
в сегмецта [c, 4.5

Ще считаме по определение, че интеграл на Pusmas от функ-

ция“ в граници от точката а 00 точката ае равен на нула,
а

т. €. f f1x)dx=0. Това свойство трябва 1a се разглежда като yrosop-
&

ь

ка. Ще се условим също така, че по определенние — f [ (x) dx
a

«

= + [ f(x) ах при a<b за ecaxa цнтегруема функция. Тази фор-

мула трябва също да се разглежда като уговорка.

д) Ако функцията [ е иктегрусма в сегментите [a, €] ий (с, 6)
то f e unmezpyema и o ceemenma |(а, 6) и

ff(x)dr=_f1(x)dx +f!(x)dx.

При а--ф твърдениета e пярно съгласно казаното по-горе.

Ще предположим иай-напред, че a<c<b. Избираме произ-
волно чнело e>0. Нека (х,) и {x,} ca такинва деления на сегмен-

тите |а, с) и [c, b), че я18 нсеки or тези сегменти S—s<e/2. Нека

{x2} е деление на сегмеинта (а, b], образувано от Тточките на деле-
нията (х.) н {χ..}. Очевидно разликата между голямата и мал-

ката сума на деленнието (ха) няма да надминава ε. Интегруемост-

та на функцията f в сегмента [a, bl e доказана. Нека cera {xa}e

.r_‘t_pnusnonuo деленне на сегмента [a, 5], съдържащо точката C.

огава

Σἶ () Axy= Σ'ἶ (5.) 4 XH-Z”f (ξε) A ха,
=1

# 12

където Σ отговаря на деленнието на сегмента |(а, с), а Σ - Ha

сетмента [σ, b]. Тъй като тава е вярна 33 BCAKO деление, TO KaTo

« Фунвкцията е дефинирана и има крайна стойносТ в точиата й.
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MHHEM към граняца при клонене на днаметъра на делението към
нула, получаваме

ff(x)dx - ff(fix)dx + ff{x)dx.

Ако Toukara cf[a, b]. To сегментът (а, 6) се съдържа или в
[e. 8], или в [α, ο]. Нека например c<a<p, Съгласно свойство г)
функцията / е интегрусма в [a, b]. Наинстина / е интегруема в
[c. 6) по условие, а |а, 4) (с, b). По-нататък, понеже c<a<b, 10

« » а

!г(х) ах +!!(.х)с!х--.!](х)бх.

й “

Ho, както казахме вече, f f(x)dx = - f fix)dx. O
с а

Ще отбележим, че формулата, изразяваща свойство д),
може да се запише и така:

е » а

ff(x)d.r + ff(x)dx + !Н:)ахз- 0.

9.4.2. Оценки 38 интегралите,
я) Ако функцията # е интегруема в сегмента (а, 6) и f(x)=0

3a всяка x¢(a, 6), то интегралът om | в този сегмент е неотри-
цатеден.

Доказателството следва от това, че за всяко деление (ха) н
всеки избор на £, интетралната сума

в < Zf(&.}A x32=0.

«1

В този случай границата на интегралните суми също ще бъде
неотрицателна. ()

6) Интетриране на неравенства. Дко функциите #и
& са ичтегруеми в сегмента (а, 6) u |(х) < g(x) sa всяка x¢[a, ὁ]͵

то ἶΐίκ)άπἑ,ἶεωὠ:-
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¥

Действително функцията g—f e интегруеман неотрицателна
B[a, b], така че

ῥ «

[τὦ - ак 1 0.
а

в

4

1 |
1

{
8

Но тогава ot свойстео а) на 9.4.1 слелва f g({x)dx — | f(x)dx
 ̓ а “

1

=0.0
в) Heka функцията Е е непрекъсната и нестрицателна а cez-

мента |а, 6). Axo съществува поне една точка xo¢ |а,0), за която
Нх)>0й, та ,

Ι{(.τ)ώ:ππ)θ.

Напстина пека [(xg)=5>0. Torasa nopaan непрекъснатастта
на функцията [ в точката X, съществува Taxapa околнаст на

точката X, Чче 38 всекн ссгмент (с, а), ¢=d, изцяло лежащ в тази

аколност, да е изпълнено неравенстгото { (х) > 8/2. Но тогаза спо-
а 4 o

ред onenkura от 6) | f(x)dx = | Цх)ах = [(3/2)dx = 3(d — с)/2

Пе ве |е
=a>0.0

г) Ако функцията f е unmezpyema no Риман в сегмента
[α, 8), то и функцията |[| е unmezpyesa в me3u сегмент й

А

f f(x)dx
&

< f |} ) dx.

а

Разглеждаме непректъснатата функция g (()< |14|. Съгласко reo-
рема 9.4 от интегруемостта на / следва питегруемостта на τ{ (Χ)}

!

|
1

в |

=|f(x) [» Да изберем cerauncioro «-- +1, така че « f J(x)dx = 0, l

2 |
&

Очевидно @ f(x)=|af(x)|=|F(x)| Тогаза- f fi{x)dx

mf{zf(x)dx;s;flf(x)ldx.l
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4) Първа формула за средните стойности. Нека
всяка от фуянкциате f и g e интегруема 8 сегмента (а, #) а освен
това g € неотрицателна (цацй неположителна) в този сегмент.

Означаваме с M и т точните гланици ка | в сегмента (а, 6).“
Тегава същеставува такова часла р, удовяетворяващо неравенствата
Π Ξ , че e в сила следната формула:

& Ν

(9.1) [ φ κ εμ f #() dx.

При допълнителиото предположение 33 Nenpexschamocm NG Ра
сегмента (а, 6) може да ге твърди, че съществува такава точка
ξ от този сгемент, че ¢ изпълнена равенствота

#

(9.2) f!(x)-g{x) dx = f(Elfg(x)dx.

Dopmyaa (9.2) се napuva първа фержмула 3a средните стой-
насти. Формула (9.1) също се нарича първа формула за срей-
ните стойности,

Формулата (9.2) следна пнепосредствено от формулата (9.1) н
0T тава, че непрекъснатата п сегмента |а, #) функция / достига п
този сегмент точните си грапици M п т к прнема всяка междин-

на стойност ц (т«<4<М).

Следователно достатъчно е да докажем само формулата (9.1).
Съгласно определението за дална и TOPHA граница 58 ΜΟΙ͂ΚΟ X от
[a, 6) са нзпълнени перавецствата

те х) M.

Като предположим за определеност,че g е неотрицателна B
la. b], и умножим паследините неравенства с g(x), ще получим,
че за всяко х от [a, Я) нмаме

(9.3) т. а(х) ( .2(х)М.я(х).

Тъй като ocren тога според свойстнва 6) и в) от 9.4.1 всяка от
функцинте m.g, M.g и f.g e интегруема B (а, b], то оценката
(9.3) паказва, че са нерни следните неравенства:

А # »

fm.g(x)dx gff{x)g‘(x) dxfifM 2() ах,

” Функция, интегруема в (а, 5], ¢ ограпичена в [a, 61 к затова съществу-
B3T точнете й граници B (а, δ], |
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или, че
l

& & а I

00 κ [εὐ)άτεε [1e) ewdr=m[gixdx. |
й а , « R

Възможни Ca два случая: I)fg(x)dx = 0 2)f g{x)dx > 0.

B първия е«лучай ot нераненствота (3.4) следва, че f f(x).g(x)dx

=0, и затова формула (9.]1) e вярна 38 всяко M.

, Във втория случай, като разделим неравенствата (9.4) на

f g (x) dx, получаваме

m < ff(x)g(x)dx/fgtx)dxsm.

31 да завършим доказателството на формула (9.1), остава да
означим C ц числото

& #

μ- f [ὦ g (x)dx,/ f g(x)dx.00

Ще формулираме отделно доказаната теорема 32 частния
случай g(x)=].

Следствие. Нека функцията f е интегруема в сггмснпш [α, 6),
аМ и т са moywume граници на f в този сегмент. Тогава съ-
ществува такова число B, удовлетворяващо неравенствата m=p=M,

i
че ¢ в сила ropmysama ι

ь .

f f(x)dx=p (b—a). }

i
flpu donwanumeanomo npednosomenue за непрекъснатост на
ceemenma |a, b] може да се твърди, че съществува такава точка
от този сегмент, че е в сила формулата

f f(x)dx= (b—a) f (&)

Tasu форжула се нарича форжула 35 Cpednrme стойноста.



цията [ е интегруема, а функцията g € монотонна в сегмента|а, b]. Тогава съществува такава число ξ om този cezmenm, че

b ξ b

_f F ( (Ἱ dr=ga) [ ]x)dx+g (o) f f (%) dx.
а а Е

Ще установим отначало следната твърденне:
Лежмжа на Абел“. Нека числата р, удовлетворяват цусловията

Η

pi=p;=0 npu t<f, а числата 5,-- З ен 1,2,3, .. .,п, yoos-
А |

астворяват неравенствата m=5,=M, където φε, m, M ca също

я

някакви wucaa, Тогава тру: Σ Prqy= Mp,.

Ao

Доказателства, Лесно се nposepana, че

където“5--0, рач-<0. Тъй като py0, Pe—pry, >0, то като 38-
меним в последиото равенство всяко δὲ най-напред с m, а послес М, получаваме

” я A

т З) (ρε -- ре) - 3 (ра-- Ръ
=] k=] #1

n

но З Pr=prt)=py—prpr=py. O
k=l

Ще ycranonnm cera втората формула за средните стойности.
Да допуенем, че функцията g не расте B [2, 8] не несотри-

цателна. Фуякцията {ἷ е интегрусма като произведение на две
Ннинтегруеми функцин. Пека My и ту. са точните граннци на | B
частичните сегменти [rg.,, x4], Тогава очевидно

Σ Mg (Хе-Т) А хе ἓΣἶ (χε. ) Е (χκ-ἡ А xk‘éZMfi δ(χκλ ὰ χα.
ец Дн) #.)

“ Нилс Хенрик Абел — пориежки математик (1802--1829).



4
"

344 ΟΙΠΡΕΠΕΠΕΗ ИНТЕГРАЛ НА ΡΗΜΑΗ͂ Ч]

“

Поради монотонността на д(х) € вярна оценката

n "

Σ (λήε - те) В (Хъ- ἃ Ха 2 ΗἷΠ}Σ(Μἁ-ἳΠἢ A χε. "

неравенсТво клони към пула, KoTaTo диаметърът 4 на делението

клони към пула. Следователно за всички ὰ вл 32 KOHTO тА

&) Y=}

Понеже f e unTerpyemd, сумата D лявата страна ня послелното
1

I

арь;ам.ь, сумите 11
я я π

Σπυ:ξ (χε...) & Χαν Σ пе (ха-) А Xy, Σ Μεείκε..ἡ A жа
Ке | К |А

двустрантите оценки за интегралната сума на функцията /. #.

4

. |
KJAOHAT към нитеграла f jix)gixide при d -0, Tosa caeasa ot |

а '

Съгласио свойствъ 4) числата ра. където те 5 μὲ τῷ Ма, могат J)
ХХ

na се изберат Taxa, че f J(x)dx —=p.d х. : .} |
“ рл 

4 i !

Ще отбележим сега, че функиинята F(x)= f f(hHdé с nenpe- |
a

късната B сегмента [a, b], тъй като

AF—F (х+А х)-гш-.] Fitydi—p . Ax,
«

ἐπέ{ ( : Ε{χὸ х Δ х) ΞΞ μ 2 зар {{{ἢ τ εχ. Ха х)

и следователно АГ -- 0 при Ах - 0.

+я

|

Ἴ
i #

Да празгледаме числата S,—-Zm.&x;— f { τ αἱ.
=] a

Ясно e, че m=S, =M, където т и M ca точните границя Ha

функцията Е в сегмента [ἃ, 68) Въвеждаме следните озиачения :

Pl‘flg(xb-—l}s Чь=д1г51ь- k:l, 2- 31 .., N,

Паради MoHOTORUNCTTA и неотрицателността HA функцията g

имаме p,=p,=0 при I=j Числата р. S» ¢, Уудовлетворяват

условията на Лемата ἰ Абел. Затова 1
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: 
κ

! те (α) :ΞΞΣ Е (Ха-а) А хь = ΜῈ (а).
: ἐξεὶ

| я
Сумата 23(:.3..1) (МА хл е заклютена между ту(а) и Ме(а). Ако

ἄξει

l'r::c'ramm сега дниаметърът 4 Η делснието 11 клони към нула, TO
и границата на тази сума ще бъде заключена между т.Е(а) и
М.а(а), т. е. ще ся в CHA3 перавепстевата

#

т.ека)з]!(х).г(х)сгхам „Е (а).

#

I Пепрекъснатата функция Е (х) = f [(ἢ dt npuema всяка стой-
а

г наст, заключеня между точинте й граници те и M. Тъй като

"

т " д:щ]Пхш(х)е!х-чм,

съществува такава точка #, че

Е &

Е (&= f[ dt=-y o5 ff(x) & (x) dx.
а а

Следователно в сЛлучая, когато g ue расте и е нептрицителка, е

доказана, че:

.

ь Е

f i (%) g(x)dx—g (a) Ι Ε(ὦ «.

Ще разгледаме сега общичя случай ца перастяща функция α(, To-
гава функцията k(x)=g(x)—g(b) е перастяща п нестрицателна.

КЗТ:З я поставим взместо F в равенството по-горе, имаме

а Е

f (х( (x)—g (0)) dx=(g {@)—g (0)) f f(x)dx.

Окончателяо палучаваме
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Ἠ

& ἐ & £

f f(x}g(x)dx=g (a) f f(x)dx+g(b) f f(x)dx—g(b) f На ах

Е в

<-- #а) f flx)dx+g(b) f f(x}dx.O
а ᾷ

Примери :

х“, хЕ(0, 1],1. Да разгледаме функцията Цх) = { | ::(0 " Тя е непре-
късната в сегмента [0, 1]. Като пресметнем производната й, лесно
се убеждаваме, че тази функция има локален минимум при X, |/е.
Прни това (|(1/е)--671“ и тази стойност е най-малката й CTORHOCT в
сегмента [0, 1). Като използваме свойство 6) от тази точка, намн-

1

раме, че e~V < ! xdx =1 (е71е--0,692 . . -). Ще отбележим, че в

тази случай CTOAKOCTHTE на WHTErpana не могат да бъдат опреде-
лени чрез стойности на елементарин функцли,.

2. Ако функцията / не е непрекъсната, формулата 38 сред-
ните стойнастин може да не бъде вярна. Да разгледаме функцията

_{1:’2. O=x=1/2,
16)51 3у4, 12<x1.

ц

Тагава ! f(x}dx=05/8. Фупкцнята / (х) не приема стойността

5/8 в нито една точна: £€10, 1). Следователно не съществува 4KCAO

EC[0, 1], за което jf(.r)dx=[(§)_

9.0. Примитивна Ha непрекъсната функция.
Правила за интегриране на функции

Досега достатъчио пълно бяха изучени свойствата на римановия
интеграл. По-специално беше паоказано, че като се използва оп-
ределеннето 38 интеграл, могат да бъдат пресметнати интеграли
от някон елементарни функцнии. Разбира се, пресмятането Ha ин-
теграли с помощта на граничен преход в интегралните суми е
неудобно н води до значителни TPVAHOCTH. Затова е важно да се
намерят прости правила 32 пресмятане Ha определени интеграли

Π Π 0 S5,



ПРИМИТИВНА НА ФУНКЦИЯ 347

Η Риман. По-нататък ще бъле далено ецано такова правило, а
именно ще бъде доказана основната флормула на интегралното
смятане (формулата на Нютон — Лайбниц).

9.5.1. Примитивна. Да разгледеме функиията #, интегруема в сег-
мента (а, #). Нека p¢la, #). Torasa за всяка х Е(а, 6) функциятеа
Ге ипнтегруема в [p, х) и затова B сегмента [α, #) e дефчнирана

«

фунншштз Е (х)-- f f (£} df, която се napuya интеграл с променлива.
μ

TOPHA траница. Аналогично се дефиничра ?уннцнп Е, ако Ге ин-
тегруема във всеки сегмент (е, 4 (α, 0), като в този случай
pela, b).

Teopema 9.5. Ако функцията | ¢ unmezpyema в coemenma (а, #)
=

и p€la, δ], mo производната на функцията F(x)= f ) « съ

Р
щестаува във всяка тояка на непрекъснатост х, на подинтеграл-
ната функция и Г (х.)- (х).”

Доказателстно, Поради непрекъснатостга на функцията
Г в точката x, за всяко e>0 съществува такова 850, че f(x)—e
<!(х)< хе ако |х--х,|<6, За всяко ἐξίχον x] e изпълнено
неравенството |1-- ж|2 |х-ха|<8. Затоца

ПЦ)е 25 24) = [(χῷ Ἔε.
Съгласно свойства 6) от 9.4.2 иезависимо от знака на разликата
х--х., имаме

ка)е - f fi)dtsf(xg+e, | х--х|<#.

1
X

(Стойността р=?:д-,;- f 1(4 4 не се изменя npH размяна на грани-
Ф и

цате на интегрнране, T1H ката ΠΡΗ͂ това едиовременно се сменят
«

знаците на X—X, Η Ha интеграла f [(ἢ 4.)
Xy

«

1 Е(х)-Е(хНо - 5 f Г () dt=——— x: 2 следователно при | x—x, | <& имаме
Xy

« Ако точката х съвпада с един от Kpaumara на сегмента (а, #), 10 под npo-
изводна в тачката Xg на функциятя F(x) се разбира choTBeTHO лява или дясиа
прокзводна. Пря това доказателствато HA теоремата не се изменя.
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ею A

Е (х3--Е (ъ)

X—Xp
[ἰχρ)τ- ΞΞ ΞΕΙ Χ τ ε.

1. е. Е χ съществува н Γ' (xo)—f {xg)- O .

Caenctaue. Всяка непрекъсната e сегмента [a, 8] функция f !

има в този сггмент npumumuena, Една om примитивните е функ-

yusma Е (х)-- f Ε(0) dt.

Забележка . Тесоремата остава Еярна, ако [ e nenpe-

жъсната в интервала (2. 6). В този случай 34 долна граница тряб-
B84 да се вземе точка р Е(а. δ). Всички разсъждения се запазват.

Забележка 2. Може да се разглежда и функцията на

долната Граница на ннтеграла or f, т. е. фуякцията Ψ- f fe)de.
«

За такавя фупкция

Ф (x)=—[1x).

Забележка 3. Ако функцията Ге интсегруем3а във всеки

сегмент, съдържащ се в интервала (а, #), то интсгралът с промен“

лива гарна Грапшица е пенрекъсината в (¢, 6) функция на горната

граница.

Дейстичтелно пека Fx)= f f{Hrde, pela, b). Torama !
Β

+45

А Е-- Е (х +Ах)-- Е (х) =f аи3 x, където
«

inf{f(@):telx. χ - Δ х))2 и т ечр () 124 | x+Ax])

съгласно nLpbuTa формула 3a средните стойностин. Ако функцията

# е инвтегруема, то тя е ограпнчена и затоза 33 всички достатъчно

малки Ах е CTpaHmucH2 и величнната р, зависеща ст х н Ах. llo-

точно ИТ (x):x¢[c. d)}=p=sup{f(x): x¢[c. а)“. Затова А Е -0

при Ах - 0,
Забележка 4. Иинтеграли с пременлява горна (нли долна) „

граница MOTAT ла се използнат за дефиниране на нови Ффункции, ς

KOHTO пе се изразяват чрез елементарнн функции.

+ Тук (е, а) е произнолан фиксвран сегмент, съдържаш се в иптерваля (@, в)
в такър, че х |с, а), χῈ Δ Е(с, d).
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-

Както peue отбелязахме, инктегралът ! е-” 46 се нарнча интег-

&

, 4
рал на Поасон, нитегралът 5[ КТС 0<k<1, се нариче

x

"елиптичен интеграл, интегралът J‘ #71 5т #45 — ицтегрален CRHEYC,

- «

. de
¢-1ces 4 — интсградеи косинус, | - o τ WRTCTPAACH логяри-

0 U

тъмМм Ἡ T. H.

9.5.2. Основна формула на нитегралното смятане. Зизем, че RCeRH
дте примитивин ка функцията f{x), дефинирана в сегмента [a, &),

.

се различават с коистанта. Затова, ако F(x)= f [t dt, 8 Фе npo-
“

изволна примитишна на непрекъснатата функция f, 10 F—@=—=C

=—const, т. е. Ф (x)= f [)dt+C (ex. теорема 9.5). Поелагаме в

а

последната формула отначало х-а, а след тава x=~b. Тъй като
" Н

f fi)dt=0 за всяка фупкция, приемаща крайни стойнести B точе

а

ката а, то

й

Ф(а)--С, Ф(6)-- f f(x)dx+C.

b

Оттук f f(x)dx=>D (b)—D а) и Taka получихме ocuosnara форму-
я

да на ипатегралното CMATARC.

Ще я формулираме вън вид на теорема.

Tecpema (основна теорема на интегралното смятане). За да се
пресметне определеният интеграл от непрекъснатата фукнкция

Е(х) а сегмента [a, 0), трябва да се прееметнат стойнсстите на
произволна нейна примитиена ¢ точката В и ¢ точката а и om

пъргата да се извади втората.

Задачата 33 пресмятане 8 определен игтеграл се свеле до

задачата 38 намиране 1A ΠΡΗΜΗΤΉΞΗΒ на кепрекъсната фунхция,
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Естествено не е лесно да се намери примитивна на всяка функ-

4ἰηπ. Нне нееднократно посочвахме QYHKUAW, чинто примитивин не
се изразяват с елементарни функции. В тези случан естествено

възникна въпросът за приближена пресмятане на определени HH-

теграли, за което ще стане дума по-пнататък.

Оснавната формула на ннтегралнота смятане се записва често

във формата

&

А в

[ ̓Πυγάχεφας |

жъдето

Ф(х)
»

‘='l' (5)--Ф (a).

9.,5.3. Важни правила за пресмятане на ONpeAtAcHH интеграли

При пресмятането на определени интеграли и при други въпроси

често се използва правилото 33 смяна на променливата под 3888

на определения интеграл.

Нека функцията g има непрекъсната производна 8 сегмента

(т, ΜΊ и min{g (4):26|т, М))--а, тах (е (ἢ : ἐξίπι, M]}=b, npu кое-
то g(m)=a. g(M)=b. Тогава, ако функцията |(х) е непрекъсна-

та в сегмента [a, b], mo

& M

fft‘x}dx=f fig ) g «.

Тази формула се нарича формула 36 смяна на променли-

зата пой знака на определения интеграл.

Доказателство, Нека Фе някоя примитивна на функ-

цията /. Функциинте P и g са диференцирусми съответно в cef-

ментите (а, #| и(т, М). Затова съгласно празилото 38 пресмятане

на произгодна на сложна функция

Фе (01--Ф"(246) g (ἢ.

Ще отбележим, че пронзгодната ® в израза отдясно € OTHOCHO

aprymenta х: Ф"(я(0)--Ф! (х) х--#4(65). Ще отбележим също, че

Φ' (x)=f(x). Като заместим в дяската страна на формулата 38

< ®(g (1), получаваме

Δ Ф(е)-- айл е.

я

ὶ
"

а
#
#

#
-

;
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По такъв начин функцията Ф (е (4), #6(т, M]. e примитивна
на фупкцунията / (я (ἢ) « (ἐ), т. е.

м

[ 1ф)е а: Ф (g M)~ (g mp -2 (51— (a)

b

съгласна условието. Следователно, ΟΤ една страна, f ἐ (χ) ἄχ

M

=& (6)--Ф (а), а, o7 друга, Ф(6)--Ф(а)-- f Flgityg (Ὁ dt. O

Cera ще формулираме и установим правилото 38 интегриране
по части.

Нека функциите f и g са непрекъснато диференцируеми «
| cezmenma [a, 6). Тогава

b

ff(x)g'(r)dx —f(x). g (%)
b

:— f g(x) х) χ.

Нанстина :3-(!.8)-“-?4-2"-!-?48- Затозва функцията f.g е при-
митизна на функцията f.g'+f. g. Следователно

а

JUwewtrweunds=iw.em|. 0

] Последната формула е удобио да се запнисва във вида

Гмвтг-в]:-]ш

2;2.4. Остатъчният член на формулата на Тейлар в интегрална
рма.

Нека функцията / има в иякоя околност на точката а не-

прекъсната ггуг.-ъ-!)-пз- произподна. Нека х принадлежи на тази
околиост. Разглеждаме равенствота

| f—f@=[Foar.

ь Като полажим и (8-/| (4), Ф (t)=—(x—£) и приложим към интеграла
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99е - -

  ́ ́ἷ--- ́--
-

« «

f Г (ἢ dt= f w(f) 4е (() формулата за интегриране по YacTH, полу-

в а

чаваме

Ц.х)--(а)-- f [ (ἢ dt=—f" (ἢ (x—1) ' [t dt

. ” |
- (х--а) Р (а)+ f (x—1) 1(0 dt. ]

|

| |! |
|

Па такъв начии чрез последоРгателно интегриране по части

HaMHpame
«

)Ό ) -- f га -4х-а) (а)+ f (x—1) " 04
x

= (x—a)]’ (π)“!--ξ (х--а) " (α}-- -ξ.- f (χτ } " (ἢ dt

πννν πασα) [ ()t (х--а ) - .+ == кау (α)
- }

« » |

+ [ (x— e (8 it -"Σι ̓ι“" (х--а)“ |“ (@) + Вача (х), |
A=) |

«

ΚΈΠΕΤΟ Ιί’π-ι-ι(-ἴ):ἓἶ f хе иеца . Ι Ъ

а

Вижламе, че На € остатъчният член в разлагането на Тейлор
ка функцията [ в околиост на точката a. Тази фарма па ocma-
тъчния член се нарича пнтегрална форма.

Ака приложим първата формула за срединте стойности (BXK. Д)
от 9.4.2), то

ι ἢ 1 :
Ragy («)-- ὦ f (х-- ря ак ееце f (х- /

& -

„ A N e i Γ.. (к--6)7 μαθ ὴ (ξ],
nt T4l α ́'ὶ' 3

къдета ξεία, x]. Слелокателно гри същите гредголожения ще по-

лучим остатъчния член във форма H3 Дагранж. Дейстеньтелно

лесна се вижда (като се изголзва теоремгта на Дарбу, според
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KOATO производната прнема всички междинни стойности), че равен-

ството #ча (x)=(x—a)rHf+ 0 (6Да4-1)! е я сила само при усло-
BHETO 38 CHILECTBYRAKC и интегруемобт на fi+h(x),

Примери :

1. Пресметнете интетралите, като иаползвате основната фор-
мула на интегралното смятане:

а) fx"dx"—': XL СИЕ ηπηὶ

а

АТ . AFE—1.”

ь П

6) f sin xdx— —cos Х [шсоз a—cos b, f cos xdx=sin b—sin a.
[а

o

dx ав) !-д-;-; == arc 1 х Lmarc tg a.

п [ s ἀκ = ай + χἢ Ι;ι-.--ἓ-ιπ 2, a>0.

2. Изчислете интегралите ¢ помощта па правилото 38 смяна
на променливата (C помощта на г.;убстнтуцнн):

я я
sindx , ж ЗАа) тдгч!%:;-,;- 4:4!М2а-гй!о=1/5т

където ¢ положена ἐ- τ ἰ χ.

Σ1

6) [x Vl+x"d:uJ :шт-.--д;.:ггщгй-шз. t=)1+x3.
2

3. Да се пресметне инитегралът, като се приложи правилото
за интегриране по части:

w2 “2дт-1 - ,1= ! Sinmxdx = — 355 х ο τ ἰχ | ̓“ ̓ ̓ ..-5:} f sin®—2xdx
m 0 m

6

m—1

m=2, т e естествено число.
Лесна се вижда, че Jy==/2, /,--1, По индукция получаваме, че

/ — 2m—1 2m-3 3 1 = (@m-DI =

W ἄ "2m=2 6{2 2 ет) 2

2то 2π|.-9 4 2 (2m) 1

23 Матоматнческа amanw, [ ч.
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4. Да се докаже, че 38 функцията f(x)=(l +x)* остатъчннят
член Ruqq(x) в интегрална форма KACHA към нула при п ~ oo,

xorato | х |<1. Имаме

x

Къе ΞΗ τ ἘΞ9 Г 4 fyemact (2 е .
]

От очевидните неравенства #/х 2-0, 1 +x>0 caensa, че

- Hх +t=—;-(l +x)=0 или

По-пататък, тъй като х п x—{ са числа с еднакъв знак, то

x—1 ¢ х

Следователно

«

f S U+t 1 « Р Га +е С (х, а) | 2],
кълето С (х, «) не зависи ot n. С други думи,

|Raps| S ( а) | α(α--1}- - - @=n)| [ ["n1=pa.
Разглеждаме произволио число ¢, удозлетво ряващо YCROBHETO | X

<494<1. Тъй като

Ранм „ 1я-1-1| x|

ПАя s
то съществува такъв номер N, че ра-/ра<4 при n=N. Оттук
следва, че рл 5 рм"-”“ при n=N. Като оставим B това неравен-

ство п да расте неограничена, се убеждаваме, че р., а следова-

TCAHO н Rayy KNOHAT към нула.

9.6. Неравенства за суми и интеграли

9.6.1. Неравенство на Юнг“, Да разглгдамг две неотрицателки
числл а й b и й0вг числа р u g, по-голгми от единица u такива, че
‘lfp +1/g=1. Ще докажгм слгдното неравгиство на Юнг:

ай ΞΞ а”/р46/9.

Доказателство. Разглеждаме функцията f(x)=x¥—x/p

+ Увлям Хенри Юнг — английски математик (1882--1946).
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при x=0. Понеже |! (х)---(х74#--1), 10 'f"(x)>0 при 0<z<I,
Р (х)<0 при x>1. B точката χΞ1} функцията / приема най-голя-

мата си стойнаст, при това f(l)=1—1/p=1/¢g. Следователноа х»
—x/p=1/q Ξ ncako x=0. В последното неравенство полагаме

х--а2/0, 64-0. С това неравенстното на Юпг е доказано при #4+0.
При #-0 то е очевидно. (

1/9.6.2. Неравенство на Хъолдер” за суми. Нека ἀγ. а - " -, аки

by, by - - -, ba са произволни неотрицатедни wucaa, Тогава

Η͂ ΓῚ П я ие

206515 Σ“ἷ Σὐἷ ,
ὶ ( еа1

където 1/р1/9-1, p>1, 42>!.
Това неравенство се нарича перавенство на Хьолдер за суми.

Та е xoMOrenHo в смнсъл, че AKO с изпълнено за числата oy, &,
то е изпълнено Η за чинелата а) ἔδι. Затова е достатъчно да

” ” n

установим, че 25,!:,51 при условия Za§=l, Zb'g=l. тъй Ka-
ἔνω! } ( |

TO винаги маожем да РЗЗДЕЛНМ чнелата а, к b‘ CLOTRETHO Ha
μ Ve " Ve

(Σ а1 н Zb' .. Записвайки неравеяството Ha Юнг за
ἐκαὶ ге

такива числа а;,и & и сумирайки тезн неравенства по {, по-

лучаваме
„ я а

Za.,b;g—:,——-z a? + %Ебт.
fuzl жч|

n

Затова Za.b;s l/p+1ig=1. O
#21

Забележ ка, В случая p=2, ¢g=2 неравенството на Хьол-
дер се превръща в неравенството

я 12а Зуя

Σ ο Σ ο (Σὺξ β
il ἐπεὶ Ге)

* O, Хьолдер -- немски математик (1859--1937),
** Предполагаме, че поне еано OT числата 4; н поне едно ΟἹ чеслата §; e

П развлияно от пула,. В протквен случей неравенството ¢ очевидна.
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9.6.3. Неравенство Η Мииковски““ за суми. Нека a,, а,, a3, - - -,

ал й by, by, by е. δα са произвални неотрицателни числа и p>1.

Тогава ¢ изпълнено следното неравенство на Минковски за суми :

(ἑ(π.-...μ-)“’ξ(ἑ;πς)“ζ(ἑος}ψ
#1 ἐπεὶ ἐ-πὶ

наречено Μοραδενῦπιθο на Коши — Буняковски“ за сужи ι , |

Доказателство. Запнсваме PaBeHCTBOTO | Ъ

Σ (а,4+6,)”-- Ед: (а4+6)71 τ Σ δι(α,- δὴ)»- , | ξ}
пя ἐπεὶ f=]

Към всяка OT сумите B IACHATA страна прилагаме HepaBeHCTBOTO

на Хьолдер. Ако lp+1/g=1, p>1,¢>1. 10 (p—1)g=p. ..ἑ......ξ.;' .

Затова | |
Ἀ я ру π 1е |

Z(dfi'bt)"“' (Zaf) (Σ (α, Ἐδὴ»- "') |
() ἐνοϊ

π p=1)ip

Kato разделим последното HEpaBeHCTRO Ha (Σ(π.-{-ὀ.)!) . ще
а

получим UCKAHOTO нера венство. Ш

9.6.4. Неравенство на Хьолдер за интеграли. Нека |(х) u g(x) са
две произволни интегруеми в сегмента [α, b] функции ; некари @

са две цисла, по-големи от единица, и 1/p+1/g=1. Тогава е изпъл-

нено неравенството на Хъолдер 30 интеграли : |

Δ b иеу b це |

!f(x).g(x}dx s(flf(x)[fldx) (]'ιεωιω) Ἡ
!

« Виктор Яконлевинц Буняковеки — руски математик (1804—1885). .}
.. Херман Минковски — HeNCKH математик B физик {1864---1905). |
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 —

(BCHYKH написани интсграли съществуват Cnopel следствието от
теорема 9.4).

Доказателсетва. Ще отбележим, че както и в 9.6.2,

дастатъчно е да разгледаме случая, когато f [F(x)pde=1 и

f F(x)g(x) dx ! =1,
Записваме неравенството па Юнг за произволна тпчна х за функ-
циите | (х)| и | g (х)|. Имаме

е0116 1 а-П(ЩЧ-ШхН*
Kato интегрираме това перавенетпп. получаваме

[Н(хъмг(х)!ахзт.

Ho съгласно свойство г) or 9.4.2 "

#

lffrx).gtxm sfmx)l.mxudx, o

flg (x)|dx=1, и да докажем неравепството

Както и при нзпида па неравенстаптп на Хьолдер за суми,

предполагаме, че f |/ ( |ах+4Оби f |g(x)]dx+0. B противен cay-

чай неравепстнвта е ачевидно,
Забележка. В случан, когато p=2, ¢=2, неравенствота

па Хьвлдер се преврьща в нераненството

ff(x) g(x) ὡ: (flf(x”!dx) (flg(x)[’dx)m.

| ксета се нарнча неравенство на Коши — Буняковски за йн-

произволни неотрицателни и интегруеми върху сегмента (а, 6)

функции и числото ΡΞ:1, Тогава е в сила неравенството на Мин-
коаски за интвзрали

"» b

ἓ [τεων ах: ::’ JIEE

]TB,.B.S. Неравенство Η Минковски за интеграли, Неки Р и g еа две

177 а Пе

+; f 5 (-т)дх: .
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Ще отбележим, че съгласио следствието OT теорема 9.4 всички

подинтегрални функции са ннтегруеми,

Доказателство. Точно какта и при Доказателството на
HepaBencTROTO на MHHKOBCKH 38 суми, тръгваме от

» # »

f (f (x)+g(x)yPdx= f ) F(x)+g(x)pPdx+ f g () (x)+ g (x))»—1dz.
a

По-нататък, прилагайки към интегралите B дясната страна mepa-

венството на Хъьолдер, както Η в 9.6.3 получаваме искания pe-
зултат. 3

Па индукция може да се докаже и по-общо неравенство 33
п ι',;ἱγπιἓἴππ П. неу {π ̓ неотрицателнни и интегруеми в сегмен-
та , :

# На

ἓ f ( (Χ) ἘΠι ()4 е.. +[n (:»ω:ζ

# tip #»

skfff(x)dxf -ι-μ.[ς(:) ах
ἮΡ

ff: (x) dx‘ .
1 ,

+в1ь1г+

9.7. Критерий на Лебег” за интегруемост

на функция върху сегмент

9.7.1. Миножества с мярка нула Η с жорданова мярка нула. B

тази точка ше BLBENEM HAKOR понятия, необходими за доказател-

ството на крлтерия на Лебег.

Определение 1. Множеството A={x}, принадлежащо Ha cet-

xenma [a, b), ще наричаме MHONCECMBO с мярка нула (лебегова
мярка нула), ако за всяко число €>0 съществува най-много из-

броимо noxpumue на множеството A={x} със сегменти Iv=[an bs},
k=1, 2, 3.- - ., такова, че

¢ Аври Лебег — френски математнк (1875—I1941).
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N

Вш Е(дь-щ)(:*. Обстонтелстното, че множеството А нма мяр-
ке)

ка нула, обикновено се записва така: п.(А)-0.
Очевидно в определението за миожество с мярка нула сег-

меятите (ал, Di] могат да се заменят с интервалите (ал бл).
Ще докажем следните твърдения:

Твърдение 1. Нека Д и Β са дас подмножества на сегмента

'a, 6) и BCA. Тогава, ако p(A)=0, mo и p(B)=0.

Доказателство. Тъй като p(4)=0, то за всяко e>0 съ-

ществува най-много изброима система от сегменти /Га-| ал #.)
Ν

k=1, 2, 3,. . ., такава, че AC м и lim ба--а+)< Е.

Попеже BCA, то ΒΞ иц и следователно p(B)=0.
Νααῖ

Твърдение 2. Нека множествата ἄλι k=1, 2, 3,. . ., принад-

лежат на сегмента а, #) и AC υΑμ Тогава, ако й(Аа)--0, k=1.
ке

Доказателство. Тъй като множеството Ay има мярка

нула, то 38 всяко положително Число в и всеки номер k=1, 2,
ξ..]. . Ссъществуна съвкупност OT такива сегменти Лд--|йв,л.

ι,.ι Π че

U ПА и 2(#;.3-:1:„„)(2-* ε, Понеже AC им,
ле k=i

цЦач §

н| А T

Системата от сегменти Гъя &, n=1, 2, 3,. . ., е най-много π3-

Gpouma. Да я преномерираме с помощта на едлин HHAEKC и да o3-
начим с I,=[a,, b,] сегмента I,;, ¢ l,=[a, #,)-- сегмента /,,.

с Iy—[ag, bg] — сегмента Ди т. н. С други думи, сегментите

} 5 Това кнеравенство коже да се злапише и Така: Σ (by—ap) < E, Ккъдето

.
к N

BOA символа Σ (бл-- σκὐ се разбира :!.!-Ῥω Σ (δ..--ακ),
F ἄκαὶ
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Гъл номерираме в естествените числа по рела на нарастваце Ha Е
+п, а за едиаквите K-+n — по реда на нарастване на k.
Очевидно 38 всяко естествено число АЛ:) с изпълнено неравен-
CTBOTO

«N N &

Z(bm‘—fl.) ἓΣ Σ (Огл-- аъл) |
Т А πΞθὸΟте 1 ве

където (а., Om]=/m е сегментът с номер т при новата номерация.
Тъй като съгласно избора на сегментите [deq, bix] за всеки

помер & са изпълненн неравенствата

N N

Е(аь,„-щ.„)з lim Σ (brn—ara)<2-*g, k=1, 9, 3,. . .,
пе Кчпп-:.

TO 38 всяко Х2) имаме

А “

Z(b.—-a_)sez -4 e,
тя | Х|

Следователно
N N

.-ἘΞ.Ξ- Σ (бл--ам) = Зъхр Σ(ὁ..,-α.) =ec
ms=] въе

Затова μι)--. O
Следствие. Axo множеството A се състои om изброим или

краен брой точки на сегмента |(а, 8) то p(A)=0. По-специално
множеството на рационалните числа, принадлежащи на сегмента
[a, &)y има мярка нула.

Определение 2. е казваме, че множеството А--(х) npunad-
лежащо на сегмента |(а, #), има жуорданова мярка нула, axo за
асяко число ε" »Ὁ същеставува такова крайно пакритие на мно-
жеството А със ceemenmu ly—[as, bi], k=1, 2, 3,. . .,

Ае)

N=N (е), че Е(ьд-а.)(ь
#1

Очевндно в определението за множество с жорзановна мярка
нула сегментите (аь, b:] могат да се заменят с интервалите (ах,
br). а снистемата (1/.) може Да се избере от два по два uenpecHua-
щи се сегмента.

HenocpencTeeno от определението слелва, че всяко поДмно-
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жество на сегмента (а, b], състоящо се от краен брой точки, има
жорданова миярка нула,“

Ще отбележим също, че ако множеството А има жорданова
/мярка нула, TO има също така и лебегова мярка p(A), равна на
иула.

“ Твърдение 3. Да разгледаме сегмента |a, 6) и процзволно не-
гово покритие със сегменти ly=[aw, b), k=1, 2, 3.. . ., m.

Tozasu

Σ (bx—an)=(b—a)>0.
Л

Доказателство. Ще докажем твърлеиннето индуктивно.
При m=1 то с вярно, тъй ката Да b,]D]a, 0) и 6,--а,>-6--а

Π >0. Допускаме, че твърдението с вярно 38 покрития, съставени
уот т сегмента Л. [y -« τν τ Като изменим, ака с необходимо,
. номерацията на сегмецтите, ще присмем, че atla,, #;)--/.. Тогава
|asa=by,. Axo ὀπξαό,, то by—a,=b—a>0 и всичко е Доказано.
Нека 6,<д. Тогава системата /[y, /ае . - а образува покритне

| ва сегмецта [δ., 6), състоящо се OT т сегмента, и съгласнс ин-
„ 

Β ̓

!дуктпвното допускане » (бу--а)-0-8,2>0. Ho тогава Е(дь-щ)
ἀναὶ

¥

ῃ

К.

=(b,—a) +(b—by)=b—a>0, което трябваше да се докаже,
ствие 1. Сегментът [α, 6) не може да има жорданова

мярка нуда.

Следствие 2. Нека {xp} ¢ едно деление на сегмента [α, 5) и
К Хау «а)|, #-1, 2, 3,. .., п, ca частичните сегменти на
това деление. Нека (Р.,), m=1, 2, 3, . . ., p, e такава крайна си-

Ρ 4

m=| 1
2 4

Z(‘bm""‘:!tfl)E Σ ἰχἓ,"“ΐι;.ι)ὑ
ι #41 е1

Теърдение 4. Нека К е компактна мяожество, принадлежаща
на ceesenma |(а, b), а ц.(К)--0. Тогава К има и жорданова мяр-
ка нула.

оказателство. Тъй като мпожеството K има мярка
нула, TO за всяко €>0 съществува Такова нцнай-много изброимо

ре

, а oпокритне HA MHOMECTROTO K ¢ интервали ἐκ = (ag, bi), че U Г
Ἀπεὶ

“ Не е тоулпо Да се убедим, че всяхо изброима затворепо подмножество ня.
сегмента (а, #) е съща мнажество с жорданова. мярка нула,
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= N

= Ц(ш, by) O K, при което {{π| ἓ(ὑι-ὢ)ζε-

Поради компактността на множеството K от покритнето
а o

{1} може да се отдели крайно подпокритие (/4,), j=1, 2, 3,. - -
+

т "

o

m, 3a Koero U hu.:K. Очевидно Σ(ὑι͵--σι͵}(ε. O
еа1

#1

Като следствие получаваме, че всяко изброимо 3aTEOPEHO MHO-
жество от елементи На сегмента [a, δὶ (то е компактцно) има жор-

данова мярка нула.

9.7.2. Осцилация на фунвкция в точка, Изследване на множеството

от точки на прекъсване на функция. B 4.8 оспцилация o (f; х.) на
фуикцията / в точката X, нарекохме разликата M(x)—m(x)=w(f.
х.) между горната и долната функция на Бер 38 Ффункцията / в

точката «Хо.

Ще докажем едно обобщение на теорема 4.16 за случая на

прекъскати функцин.

Твърдение 5. Нека «функцията f с дефинирана u ограничена
в сегмента |а, b). Нека същестауаа такова число w=>0, че 05 (/;

х) == w 3a всяка точка х от сегмента |а, δ]. Тогава за всяко «>0

гьщ;г;шшувп такова деление {x:}, #-0, 1, 2,. . ., п,на сегмента

a, #), че

шуе Мау--та--5ир (Дх): х € |хХа-у. ха))-108 # (х): х Е |ха-у X2]}<0+2*

за всяко k=), 2, 3,. . ., п.

Доаказателетво. Нека € ¢ произволкно фикенрано положи-
телно число. По условие O0=oa(f; x)=w за всяка точка х

от сегмента (а, δ[]. Тъй като w(f; x)=M(x)—m(x)= lim {M, (x)

—ms (x)} (вж. 4.8), то за всяка точка X, от сегмента (а, #) съще-
ствува такъв интервал (x,—&, х.+5), че

а ( [x,—8. Xp+8h<w+te.

Ще отбележим, че е налице включването [a, #) C U (x —&(x),
[ 

χ εἴα. #1

x+&(x)). Поради комиактиостта ua сегмента |а, 6) можем 88 из-
берем крайно подпокритне на сегмента |а, δ] с нинтервали (a,, #,)

= (χχ--ὃ (χι)ν ᾖ;-ἴ“-ὖ (ха)). . а (αν, Вм)-- (хХл---8# (xx), Ху (ΧΝ})) Ттака,

че (а, #С U (@, b,). Ilexa {x,} e елно такова деленвие на cer-
o]

" Числато шу се -означана ome Η с o (), |Хра. «А) B се нарича осцилация
ка функиията / (Х) н сегмента |Хл-а «| (вж. 4.6.2).o &

. „:

те ...ωἰἰι
Е ПА ὐ ι τ
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мента (а, &), че всички точки G, @y, - « «,ал, by, By, - . -, By, при-
падлежащи на сегмента [¢, 0), да участвуват в това деление н
всеки частичен сегмент [Xx.;, «| OT делението (х.) да се съдържа:
в някой сегмент (ар, 6,), р-1, 2, 3,. .., М. Тогава очевидно.
wlf; [xa—q, Xi])<w-+e 38 Всяко k=1, 2, 3,. - ., п. Π

едствие. Нека са изпълнени условинта на твърдение 5. То-
гава съществува такова деление {χμ}, k=0, 1, 2,. . ., п,на cez-
мента [a, b}, че за това деленце e изпълненоа Q=S—s<(w+e)ib—a).
Наинстина

.ὅ - ς -- Σ(Μἱ - тд)(:ъ- Хл)
А)

<(о+) 5 (ха-- Ха γεείω Ἐε)(δ--α)..
Ω

Нека функцията / е дефинирана н ограничена в cermenta
[a, δ]. Означаваме с

К {g)—{x ¢[a, b):m(f; x)i=e>0)

MHOXKECTROTO OT точки х B сегмента [a, 8], 38 които осцилацията
на функцията / е по-голяма или равна на чиелото e>0,

Вярио е следното твърдение:
Твърдение 6. За acano e>0 множествота R (e) е затворено.
Доказателство. Ще напомним, че осцилацията на функ-

ция в дадена точка X, € долиата грапица на осцилациите на Ta-
зи функция във всички симетрични интернали, KOHTO съдържат
точката Χρ ἰχρ е среда ΠῈ инитервала). В случая, когато x, е край
на интервала, се пвземат ипнтервалите, KOHTO имат за край X, Η

лежат п сегмента [a, 4).

ПЦека х, е контурна точка за Х (е). Ще покажем, че тя при-
надлежи на R (е). Очевидно Bcekn китервал,. който съдържа Χρε
съдържа н някоя точка от Х (е) и затова осцилацията на / в TO3H
интервал (или в сегмента, получен чрез присъединяване на кран-
щата на интервала) е не по-малка OT e, Τ. с. точката ха принал-
лежи на Ж (е). Тъй като всяка KOHTYPHA точка на (е) пиринадлежи
на множеството Ж (£, то това множество € затворено, [J

За да бъде една дефнинирана Η ограничена в сегмента [a, А)
функция / непрекъсната в точката X, е необхолимо и лостатъчно
осцилапията ш(Я х) в точката х да бъде равна на нула (кли, което-
e същото, M(x)=m(x)). Затова, ако осцилацията w{f; x)>0, τὸ
точката х е точка на прекъсване за функцията /..

Нека # e множеството ΟἹ BCHMKH точки на прекъсване на:
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Ἠ

|фувкцията #(х), дефинирана и ограничена в сегмента [a. δ]. To-
гава очевидно

в- | # (ия) = ixela, δ] τ (γ; nz1m).
m=1 еа

9.7.3. Критерий за интегруемост на функция.,
Теорема 9.6 (критерий на Лебег). За да бъде ограничената в

сегмента (а, 6) функция [ интееруема по Риман в този сегмент,
е необходимо и достатъчно множеставото от точки на прекъсване
на тази функция да има мярка нула.

Доказателство. Необходимост. Нека функцията Ге де-
фикирана и нинтегруема в сегмента (а, 6) и R e множестното OT

точките й на прекъсване в този сегмент. Тъй като Κ - UR{lim).
ч1

TO съгласно Ттвърдение 2 е достатъчно да докажем, че”
В (К (1/т))-<-0 за т-|, 2, 3,. .. Ще покажем, че жордановата
мярка на всяко множество Ж (1/т) e равна на нула, толкова по-
вече p (R (1/т))-- 0.

овеже фупкцията f e иитегруема в сегмента [a. 8], то 38
BCAKO €20 и за BCAKO CCTECTHCHO число т съществува според
основната тепрема от 9.3 такова деление (кха), £=0,1,2,.. ., m,
на сетмента (а, b], че 0:59-45--5-#/2т. Разглеждаме съвкупността
(1а), ае | Хача, χαὶ, #-1, 2, 3,. - ., т, OT BCHYKH частични сег-

£

менти на даденото деление. Нека [ —=(x4~,, Ха)е съответстовува-
щият на частичния сегмент интервал, а dla={xs—,, ха) е множест-
BOTO OT двете тачки Xp_y Н ха. #-1, 2, 3,. . ., п.

Разглеждаме двете множества R’(1/m) и #” (1/m), определени
по следния начнн:

R’ (()πὴ - (ИТул ц ἦι; R" (1/m)=R (1/m)(\ Цдл..
й

я

Очевидно множеството ид[ь яма жорданова мярка нула,
ἀπαὶ

понеже се състон от краен брой точки.
Η͂

По-нататък ЙЯ” (1/т (С ид!ь затова и множеството В”"(1/т)
ἀξεὶ

има жорданова мярка нула. Слелователно 3a избраното па-горе

.>0 съществува такава крайна система {P}, I=1, 2, 3,- . .,
L=L(s), ot сегменти P,=[a,, b), че

 ̓

4
:

!

|
ἐ

g
j

’

|
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i L

(9.5) Σ b—a)<ei2, в"(ите | е.
Е-1Ге

Ще докажем, че множеството R’(1/m) също има жорданова:
мярка нула. Нека х,ЕХ(1/т)--#. Тагава съществува такова kg,ῳ

че Xo € Гл Хлщ Ха,), Η затова съществува >0, за което (x,—3,Xy+8) С Г.. Следователно

шь (Р; а)е ( (ха--8, ху48))2:е(1; x)=1/m>0.
По този начин установихме, че “

където Qu=({k:1=k=m, w(f; 1 12πι}.
Ще запишем следниите очевидни церавецства :

Η͂

:..Σ (Mr—ma) \Xn—Xpt) =S —5<8/2m.
чи

Неравенствота S—3<¢/2m следва от избора на делението (х.,).
Следователно получаваме

(9.6) Σ (χ,-τ Ха-а)</2.
"

Окончателно имаме

Е

R /т)- ' ὴ #” (Ппх)С(Ц Ι, )U(U Рз).
ἐπεὶ

където поради (9.5) и (9.6) сумата ΟἹ дължините на крайния брой
сегменти [y н Р, не надминава ε, Понеже & е произволно избрано,
множеството R(1/m) има жорданова мярка нула,!

Достатъчноест. Нека R е MHOXECTEOTO OT TOUKHTE на пре-
късване на функцията /, дефинпрана н ограничена в сегмевта
[a, b]. За всяко >0 umame

R(g={x¢[a, b]:w(f; x)=8}CRCla, b]
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Нството R (ε) е затворено. Затова според определението от 4.6.3

|| множеството R ) е компактно. Тъй като p(R)=0 и R(eCR, 10
1l or твърление | следва, че μ (е))-0, а от твърдение 4 -- че н
| жордановата мярка на множеството R(8) е равна на нула. С други

1 думи, за всяко €>0 съществува такава крайна снистема от сег-
|| ментя P—[a,, 6, Ξ 1, 2,. .., N, че системата от питервали

' ῤ,π(π,. b)) покрива R (ε). т. е.
N N

UroUBore.
«а) е1

N

il при което qu;-—-n,)(s.
(L]

Нека {x,}, k=1, 2, 3,. . -, n, е деленне Ha ссгмента [a, b],
|l състоящо се ΟἹ точкните @, b и BCHYKH кранща Ha сегментите P,

{=1,2,...,N, конто се съдържат B [a, δ]. Нека /(а-Хл-а, «|
k=1, 2,. .., n, е частичен сегмент от делението (х.). Па по-

9

строенне инятервалът κττχχτν Ха) не съдържа кранщата на сегмен-

тите (Р,). Възможни са два случая :

o

2

ἱ
1

Π следователно R (ε) е ограничено. Съгласно твърление 6 множе- ]

!а) Съществува такъв нндекс Д, че [,CP,. Означаваме тази
трупа от сегменти с -4(/).

6) За всеки номер / сеченнието (xp—y, X)(1P~g. В този слу |

чай точката хХа-). (нли X,) може да бъде край на някой сегмент +

от системата (2). Означаваме тазн rpyna ΟἹ сегменти с /”-Ган). 4
Ще гпокажем, че в случая 6) нито точката Ха-а Кито точката Ха “»

принадлежи на R (). Нанстина, ако например x,—,€R(e), то no- “

неже системата от интервали (Р,) покрива множествота R (s). ще 1

съществува индекс /), 32 който χε- €M), =F #. и TOraBa ачевидно

(Xs—y» ΧΌ ΞῈ ' въпреки избора на деленнето (х,. И така в
тази случай 1 Π Καὶ (ε)--- #.

Ще подчертасм, че всеки от сегментите /, на делението {x}
се съдържа или в групата /, вли в групата [".

Тъй като / € ограничена в сегмента (а, bj:|f{x)|=M за всяко

x€[a, 5), 10 @y—=w(fi (х.-чла. XD=2M 38 #-1, 2,3, 66 π. По-
специално, ако [ €l и ЛПь--|Ха-а, Ха!), 10 |

N

Σ ἐ " (.Тн-х;г..з)зш Σ (ьд-а,)с:ЗМ:.

() =]

Нека cera Ге /". Тогава [p-[JR(e)=# н 32TOBa осцилацията
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w(f; Х)< ж за всяко X€Jp-. Ще приложим следствието на TBBP-
дение 5 към сегмента Ллее--|Хан-а, Xpe], като за ὦ ще изберем
числото €. Може да се твърди, че съществува такова деление {y,}
на CCTMEHTA [pry Ханеа = Yo<<Va< . . < Ущануее Хуе с частичен

сегментни | Ул-ъ Μκ]. Че  ̓

πί "

ΣΜ (Fil =1 Уе {)ὲ--»κ-αλκ3ε(χν"ττ χ. ).
#1

Образувамсе сега делениесто {2,} като обединение 8 делението
(к.) на сегмецта (а, 6) и деленията {ya} на сегментите /Ху Η 03-
начаваме със [2,—;, <,) неговите Частични сегменти, За делението

{z,} нмаме

053_3=§ W, (Z,~Z,—y) Ἔ ξ w, (2,—2,—)

52W+2t;(xv*-xm—:)<2! (M +(b—a)),
¥y

където Q={r:[z,—, Ζ Ο 1» Ε, Q={r:[z,—, 2]Cle€I"}. Or
произволния избор на & н ocHoBHaTa Teopema or 9.3.1 следва ин-

тегруемостта по Риман на функцията f в сегмента (а, #).

9.8. Несобствени интеграли

При изученаото в глава 9 панятие за определен интеграл на Риман

CBULECTRENIO се използват две обстоятелства: |) че интервалът
[a, b] на нитегриране е краен; 2) че поднятегралната функиия /
е ограничена в разглеждания икнтервал,

Cera ще обобщим понятпето определен интеграл на Риман 38

следните два случая : |) когато интервалът на интегриране е без-

Kpaen®; 2) кагата подинтегралната функция f е неограничена в
околност на HAKON точки от оабластта на интегриране.

Понятьета интеграл при едно такова обобщение e прието да
се нарича несобствен икнтсеграл съответно OT първи Η втори род.

9.8.1. Понятие за несобствен интеграл от първи род. Ще въве-
вем понятието определен интеграл в случая, когато областта,

върху която се uHTCTPHpA, е безкрайна. Върху правата —oo<x

<о> ἡμὲ три вида безкрайни свързани области: 1) полуправата

* Т. е. представлява полупрана или иялата безкрайна npasa.
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--со«хжй; noaynpaBata a<x< +4co; 3) цялата права -оо«< х

< oo,

3a опрелеленост ще разгледаме подробно една ΟΤ тези 06-

ласти, а именно полуправата a=x<--ce. |

Ще предполагаме, че функцнята [ е длефинирана върху полу-

правата алх«< +ео и за всяко число A, удсвлетворяващо нера-

венството A, съществува определеният ннтеграл на Риман
А

(9.7) Е(А)-- f fix)dx.

Възниква въпросът за съществувансто на граница ua F(A)
при A —+oo!

A

9. и [4}.}Ὲ dx.(9.8) mF)lm!i(x)x

Определение. Гланицата (9.8) в случая, xozamo csujecmsyea,

се нарича несобствен интеграл от първи род на функцията /
върху полуправата |а, + <o) и се означава със символа

ἄ ο

(3.9) f [ (xjdx.

При тава се казва, че несобственият интеграл (9.9) е сходящ,
и това се записва с равенството

+е A

f f(x)de=Hm | f(xidx.
a А.*Нд

Впрочем Ссимволът (9.9) се употребява н в случая, когато

границата (9.8) не съществува, но тогава се казва, че не-

собственият интеграл (9.9) е разходящ.
Аналогична се определят несобствените дятеграли върху полУу-

правата —oo<x<b и върху безкрайната права --ео<х<+оо.
Първият ΟἹ тези интеграли се определя като граница

8 »

lim f f(x)dx и се означава със символа f f(x)dx.
AMJ 

e

- =

Що се xacae до интеграла f f{x)dx, 70 TOH се определя |
--ῷ

НН
TM

|

1
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K4TO rpanumara

където A’ ΚΠΌΗΗ към - οο независимо 0T клоненето на A” към— . От тези определения следва, че ако 38 някое реална число
¥ 

. ψа DCCKH OT несобствеците интеграли f flx)ydx в f [ (λ) ἀχ e ςχο-
«) „

4

дящ, та н несобственият nmTerpaj f fix)dx e сходящ не B сила
ечсИА

равенството

Tf(x)dx“fi(x)dwff(x)dx.

ΕΝ

Ако нпесобственият интеграл f f(x)dx e сходищ н & e числа,
«

ч«а

по-голямо от а, ἸῸ Η песабственият интеграл ! [{x)dx е сходящ

и е изиълнено равенството

Това слелва непосредствено от определението за сходимост нанесобствен интеграл.

Примери:
1. Ще изучим въпроса за сходимост на несобствения интеграл

0

- ς
I4x7 -

Тъй като функцията Е(х1-1/(1 4-22) е иевтегрусма в сегмента
[0, A] за всяко A>0 и 33 нея

A

Е (А) < !Т-%х? =arct’gxf:= arc Те 4,

24 Математически аналка, 1 ч.
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τ

lim F{A)=lim arctg A==/2.
Ao At

- 2а

ах
Следователно песобственият интетрал ! 1327 е СсхоляЩ н

2. Ще Дазглеламе въпросга 38 сходимостта на несобствения

интеграл f χὶ dx, където @ н А са произволни ресални числа, пър-
а

BOTO ΟἹ копто е положнителио (a>0).

Тъй като функцията /(х)--4“ е ннтегруема в cermenra [a, А)
при всяко A>0 н

ΓΕῚ

F(A)fo"dx—: 1 +И) п
Inx|4-=1InA~Ina при λ- --ὶ,

то за A< -- г?вннцвта иа F(A) при А -.4+-> съществува н е
равна на «а ЩДаА4+1), а за AZ=—1 тазн граница не съществува.

фе

Следавателно при A<<—1 несобственият интеграл f χ χ e
«а

сходящ н е равен на --аг" 4441) а при A=—| той е разходящ.

9.8.2. Критерий на Кощши за сходимост на несобствени ннтег-
рали от първи poa. Достатъчни YCAOBHA за сходимост. Сходимост-
T4 Ha песобствен интеграл от първи род е еквивалевтна Η

ζῖιΠΙΒΠΤΒ}'Πἂ!!ΕΤΠ lia rpmmu& на функпннта

A

F(A}=ff{x)dx при А —+00.
a

Както e известно, 3a съществуването на граница Ha ¢ yHKINATA
Е (А) при A --юо е неабходимо н достатъчно тя да удовлетворява

следиото условине на Коши: За всяко #7>0 да съществува такова

uucao B, че 38 нроизволии A; н A, по-големи от B, да е изпъл- |
нена неравенството

L
Ξ
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A,

|F(A)—F(A,)] = f Е(хуак | <e.
4,

Следователна B сила € следното твърленне :

Твърдение 1 (критерий на Коши за сходимост на несобствен
интеграл). Необходимо и достатъчно фусловис несобственият ин-
mezpaa (9.9) да бъдг сходящ е 3a асяко €>0 да съществува тахова
B>a, че при всеки избир ὰ числата A; и A, по-големни от B, да
а изпълнено

1 i'1;|

[ 169 ἃ] <.
A,

Забележка. Or сходимостта на песобствения интеграл пе
следва JOPH ограниченост на подпнтегралната функция. Наипри-

мер ннтегралът f [ (x}dx, къдета функцията / е равна Ha нула
0

за BCHYKH нецели х W е pasna на п при x—n (л e цяло число),
очевидно е сходящ, нвъпрекн че поднинтегралната функция не е

аграничена.

Ще дскажем следното твърденкие:
Твърдение 2 (общ критерий за сравнение). Нека върху noay-

правата ἀτ χ Φ ῶ имаме “

(3.10) () | =g (x)-
ф 0е

Тогава от сходимостта на интгграла f g(x)dx caedsa cxodu-

4-оа

жостта на интеграла f f(x)dx.
a

τ

Доказателство, Нека f g(x)dx e сходящ. Torara съг-
4

ласно критерия на Коши за всяка εο ще се намери такова

B>a, че при всеки избор на числата 4А,>8 и А.>В8 да e из-
пълнено неразенството

#

ἐAy

(9.11) Ig(x)dx < ε.
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От известните неравенства за интеграли и неравенството (9.10)
получаваме

Ay Ay Ay

Нх)ах =< | |f(x)|dx=[ g(x)dx.|« а e |
Оттук и от неравенството (9.11) следва, че 38 всеки яве Ypcaa

Ay

A, >B н A,>B e верно неравенството f [(x)dx | <e. Следава-

A
+е

телно интетралът f f{x)dx e сходлящ. Г
-

Твърдение 3 (частен критерий 38 сравненне). Hexa Gynx-
цията / удовлетворява върху полуправата 0< а: х« - съотно-
шението |/ (.1.3 |=iexd | където с и i са константи, А< --1. Тогава

[.:}

интегралът f [(x)dx e сходящ. Axo съществува maxasa кон-
“

станта €0, че върху полуправата О<а-<х« +co йда е в сила
съотношението |(х) . χὶ , в коета λῃ;»--ἴ, mo интеградът
S

f [(x)dx e разходящ.
a

Tora твърдение следва oT твърдение 2 и примера, разгледан
в предишната точка (достатъчно € да се положи g(xj=cxt).

Следствне (частен критерий за сравнение в гранична форма).
Ако при λ - същестауцва крайната граница {ἰπὶ х-“ х|--с,

чечч

то интегралът f f(x)dx е сходящ. Ако npu iz —1 същестевува
<

положителната граница lim х |(х)-е>0, то зинтегралът
τ τὰ τ

Ще се убедим във верността на първата част от слелствието.
За тази цел ще отбележим, че OT съществуването на граннцата
при X τ Ἐ следва ограниченост на функцията х | (х). T. е.

ияма коапстанта >0, за която е изпълнена неравенството

Π ὐ Ξοωχι. ς s с ЕЕЕ ОО Е А
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1 След това прилатаме първата част на твърденне 3. Верността
Ha втората част на следствието се получава от следните раз-

| съждекия: Понеже ¢>0, може да се намери талкова малко £>0,
че с--2>0, На това & отговаря такова B, че при x>8 да e ua-
пълнено неравенетвото X! f(%)>¢c—e (това неравенство следва
"от определението за граница), Тогава f(x)>(c—e)x! и можем да
приложим втората част на твърдепие 3,

9.8.3. Абсолютна и условна CXOAMMOCT на 1CCOGCTECHHTE интег-
|рали. Ще въведем панятията за абсолютна и условна сходимост
| на несобствените интеграли, Нека / с интегруема във всеки cer-
мент (а, А|,“

+ ва

Определенне 1. Месобственият интеграл f f(x)dx се нарича
1

“
ὰ

абсолютно схадящ, ако ¢ схадящ f | f(x)dx.

00

Определение 2. Несобстаенилт unmezpas f [(¥)dx се нарича
а

o} ὰ

условно сходящ, ако MOl е сходящ, HO интегралът f 1f(x)] dx

аL разходящ.
Забележка. Като полажем в твърдение 2 #(х)-|/(х)|, полу-

чаваме, че от абсолютната сходимост на несобственния интеграл
следва неговата сходимост.

Ще отбележим, че твърдения ? и 3 позволяват да се vera-
нави само абсолютиата CXOAMMOCT Ma нзследваните несобствени
интеградли. |

Ще дадем one седин критерий за сходимост Ha несобствени
интеграли от първи род, годен за устаковяване и на γΟΠΟΒΗΒ

сходимаост.

Твърдение 4 (критерий на Дирихле - Абел), Нека ca изпъл-
нени следните услевия :

1) функцията [ е нгпрекъсната върху nosynpasama a<x< + са
и uma върху тази полуправа ограничена примцитиана Е;

2) функцията g e дефинирана и MOROMOHHO нерастяща върху
полуправата a=x<+oc и има граница, равна на нудла, при
Хее ο ς

“

м

“ Тогава и функцията |/ (х)| е интесгруема пъв всеки cersent (а, Al
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3) производната g (x) на функцията g съществува u € не-

прекъсната във всяка точка от полуправата а х«< + со.

Тогава несобственият интеграл

oo

(9.12) f f(x) gtx)dx

e сходящ.

Доказателство. Ще използваме крнитерия на Коши 32
сходимост на несобствени ннтеграли. Предварително ше интегри-

A

раме по части ннтеграла f f(x)g(x)dx върху пронзволен cer-
Ay

мент [A;, Ay, 4,>А, от полуправата a=x<+co. Получаваме

Ay A,

(9.13) f f(x) g (x)dx=F (x) g(x) l"- f F(n g (x)dx.
A, A Ay

Съгласно условнето на теоремата Е е ограничена: |F(x)]

<k, Тъй като g не e растяща н клони към нула при Х — +oo,

τὸ 2(9::0, а #(х)-:0. Като оценим съотиошението. (9.13), полу-
чаваме следното неравенство:

Ay 4

| ! [ (gt dx| SK @A) +R AN+ K ! (—& (x)) dx.

Тъй като интегралът B AACIATA страна ца това неравенство е

равен на д(4,)--214,). то очевидно

A,

(9.14) ] ! [ (x)g(x)dx } <K 2(4;).

Нека £ е пронзволно положително число. Понеже д(х) —0 при
x = + со, TO в зависимост OT 8 може да се избере число В така,
че при А,>8 да е изпълнено g(A,)<e/2K. Оттук и от неравен-

ството (9.14) следва, че за всеки две А; и A, по-големи ΟΤ B е
А

изпълиено перавенството } f ] (x) g (x)dx }(ε. което съгласио кри-
2

терия ua Коши гарантира сходимостта на интеграла (9.12).0

Забележка. Условне 3) на твърдение 4 € инзлишно # е

предизвикано само от метода на длоказателство (прилагането Ha

интегриране 10 части). За да се докаже твърдение 4 603 ycao-
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я

внето 3), за оценката 1a интеграла f f(x)g(x)dx трябва да се
A,

прнложгн втората формула за CpPCAnHTE стойности (вж. свойства
в) 9.4.2,

Примери :

1. Да разгледаме интеграла

а

(9.15) *“:f dx, «>0.

Като положим f(x)=sinx, Д(х)еех-е, десно се вижла, че 38
тозн интеграл са изпъднени условията на твърдение 3. Следова-
телно ннтегралът (9.15) e сходящ.

«|

2. Да разгледамсе иптеграла на Френел J sin x*dx. Съгласно

e ol

т. | Ha това допълнение OT CXOAMMOCTTE M3 интеграла f sin x* dx
i

следва CXOAMMOCTTA на изследвания интеграл. Затова ще изслед-

ваме сходимостта на интесграла

Като положим f(x)—xsinx?, g(x)—1/x, виждаме, че ca из-
пълнени всички условия 8 твърдение 4. Следавателно интегра-

лът на ФренеЛ ¢ сходящ.

9.8.4. Смяна на променливите NOA знака на несобствения нн-
теграл н формула за нитегриране по части. В ΤΆΞΗ точка ще

фарм улираме условията, при които са в сила формулите за смяна

8 променливите Η интегриране по части за несобствени HHTE-

грали от първи рад. Най-напред ще разгледаме въпроса за смяна
на променлива под знака на несобетвен иитеграл.

Ще гпредполагаме, че са изпълнени следните условия:
1) функцията f e непрекъсната върху полуоста ащх«<+с;
2) полуоста ажх« - oo е множеството ат стойностите на

иякся строго монатаниа функция g, зададена върху полуаста.

α:ξί ς οο (ИЛИ --по« :) и g има върху тази полуос непре-
късната производна; '

З) gla)—a.
LY
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A

При тези уславия or схолимостта на HAKOH OT иесобственитеинтеграли

Ε 
406 

-

010 |годак н Г 1(0е а wn - уее а

следва сходимостта па другия и равенството им.
Формулираното твърдение се установява с гомощта на след-ните разсъждения: Разглеждаме произволен сегмент (в, А). Натози сегмент порали строгата монотопност на функцинята g(f от-ТовВаря такъв сегмент (а, р) (нли [p, a)) от оста £, че когато ἰ 06-хожда сегмента |«, ρ], стойностите на функцията g обхождатсегмента (а, А) н σίρ)--.4. По този иачни За разглежданите сег-меицти са изнъянени всички условия от 9.4.3, ΠΡΗ͂ коинто е в силаформулата за смяна па променливата под зквака на определенияицтетрал. Следавателно с изпълнено равенството

А P 
а

(9.17) ]пхшхи]ншшгш nflna-ffig{f))g'(!)dt .
a а 

а

Поради строгата монотопност na функцията g нмаме А -+ со
при р - oo, обратно, р-. го при A — Ῥ ο (или A - 400 при
р0 Н р-е-со при A - + оо). Затова ΟἹ формула (9.17) следва
верността на формулнираното по-горе твърдение.

Ще npemnnem сега към въпраоса 34 интегриране по частни на
иесобствени интеграли от първи род.

Ще докажем следното твърдение:
Нека функциите й и v имат непрекъснати производни върху

полуправата ἄτξεχ ς 4 oo ц освен тпва съществува граничната
стойност Ше ц(х)т(х)-4. При тези ycaceus om сходимосттаXt |- ня

на единия дт интегралите

Ἔ == - B

(9.18) f 2 (χ) 7 (x)dx и f Ὁ (Χ) κ' (x)dx
а a

следва cxodumocmma Ha другия. B сила ¢ също gopsyrama

+m= +е
(9.19) f ἐ (Χ) τ (x)dx=L—u (a) v (@)~ f v(x)u' (x)dx.

38 доказателството на TOBA твърдение ще разгледаме произ-
волен сегмент (а, А|, В тозн сегмеят е в сила обикновената фор-
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мула за читегриране ΠῸ части н следователно

A A

f u(x)? (v)de—uix)v(x) И f v (х)и (x)dx.
а

а 
а

А
Тъй като при А - + ое изразът п (xywix) „ Елони към L—u (а) Ὁ (a),
та от гориото PABEHCTRO следва едновременната схолимост на
интегралите (9.18) и верността на формулата (9,19) в случая, когато
еднкият OT потегралите (9.18) e vxoauny.

9.8.5. Несаобствени интеграла от втори род
Нека p rnonycemcmaéu. 0) е дсфинирана фупкиията /. Ще

наричаме точката b особена, ако функцията не е ограничена в
полуссемента, но е огранцичена 588 вееки сегмент (а, h—a), a>0,

: принадлежащ на полусегмента (а, b). Ще предполагаме също, че
| във всеки такъв сегмент фупкцията f е интегрусма.

При тези предположения в полусегмента (0, 6--а) е зададена
функция на аргумента &, дефинирана със съотиотението

А--н

Е («)-- f ἐ() dx.
а

Ще изследваме сега цъпроса за дясна граница на фупцията F (α)
в точката «-0:;

еа

(9.20) Ш f г() de.
+

Определение. Дясната граница (9.20), ax) същестаува, се на-
рича несобствен антеграл от втори р0д8 от функцията f 8
сегмента (а, b] и се означава със симаозла

(9.21) ]"нх) dx.
а

Kassa се още, че несобстагният интгграл (9.21 ) e сходящ, ц се
записва

& b

= i F{x)dx.͵ [(x)dx mu! J (x)dx
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Символът (9.2]) се употребява и B случая, когато границата
(9.20) не съществува, но тогава се казва, че несобственият ΠΗΤΕ-
rpaa (9.21) e разходящ., 

!
3abenexka, ΠΟΗΉΤΕΕΤΟ несабствен "нтеграл от втори род ce ;

пренася леко п в случая. когато функцията / има краен Gpoit -
особени точки:

Пример: 
"

Да разгледаме в полусегмента (а, b) функинята (ὁ---αῇ, A<0.
Ясно ¢, че точката b e особена точка за тази функция. Освен
това очевидио тази функция е интегруема във BCEKH сегмент .|
а, b~aj, a>0,

R B

|

.. <(е АТ . (δ--αὐλλ ̓!. α1Ὁ5] Ν

) ~In(p—x) [ "=1n (b—a)—Ina при A= < |. | Ъ
b—a

Очевидно границата "mu f (b—x) dx съществува н e равиа Ha
= ξ

а

ватслно разглежданият пнесобствен ннтеграл е сходящ при λ»-Ξ}
и разхолящ при А5--1.

Ще формулираме критерия на Каши за сходимост на несоб-
ствен иптеграл от втори род. При това ще предполагаме, че функ-
цията f е дефинирана в полусегмента |(а, b) 1t b e ocobeua точка
ua функцията.

Твърдение 5 (критерий на Коши). За да бъде несобственият
интеграл от emopu род (9,21) сходящ, е необходима и даста-
тъчно за всяка в7>0 да същестаува такава wucao 8>0, че при
асеки избор на чиелата «! и α", удовлетаоряващи условията
O<La"<al <8, да е изпълненао неравенството
ааа ра „ Н.. l

f )ά κ <e.

'

|

|
б6--аР 4441) при A>—1 и не съществува при А --|. Следо- 1

(

Верността на тази теорема следва от тава, че сходимастта

на иитеграл по определениес е еквивалснтна на съществуването

на траянца на функцията Е, въвелеца в началото Ha тази точка.
Няма да развиваме подробнко теорията на несобственните интеграли
OT втори род, тъй като асновните изводи 38 несобствени интеграли |
ὍΤ първи род лесно се пренасят Η за интегралите OT BTOPH род. |

3aTopa ще се ограничим само ¢ UAKOH бележки,
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тетралите OT ΒΤΌΡΗ POA се свеждат към интеграли ΟἹ NLPBH род..
Именно нека функцията [ се непрекъсната в полусегмента.
ζα. bY 1t b ¢ нейна особена точка. ΠΡῊ тези услЛовия в интеграла.
- |

f f(x)dx можем да извършим смяна на променливите :

| 1% При някои ограничения 38 ΠΟΛΗΠΤΕΓΡΘΠΉΗΤΟ фуйнкцни ин-

«

х-6-Щ, dx=t7dl, 1{{8-]τε ι И.

В резултат на тази смяна получаваме

аby

19.22) f Цх)ах- [ [o—1i06~2dt.
ца--)

»

Нека иинтегралът f fix\dx na е сходящ, т. е. rpamnuara
й

brm

"Ἔσ f f(x)dx да-съществува, Or равенството (9.22) се вижда, че и
ф

грашицата на израза в дясната страна на (9.22) при « -« co

съществува. C топца са доказани сходимостта на несобствения WH-
теград от първи род

ф

[(o—11ty—2dlt

ει o—a)

b

" PABCHCTBOTO му ¢ интеграла f f(x)dx. Очевидна сходимостта
а

на този ицтеграл ат ΠΈΡΒΗ род влече сходимастта па интеграла.
b

f f\x)dx W равенствота на тезн два интеграла. И така ΟἹ cxo-
&

AHMOCTTA на единия OT интегралите

фое

ff(x)dx " f fo—1ityt—2dt
1jg=~3

следват сходимостта HA другия и PABEHCTBOTO помежду HM.

20. За несобствените пиптеграли оТ втори род Се доказват
лесно твърдения, аналоснчни на твърденията в 9.8.2, ΚΟΗΤΟ.

могат да се обединят под общото название „критерин за CPaB-
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кение“. Ще отбележим, че ΞῈΒ всички формулировки функцията /
трябва Да се разглежда в полусегмента (а, #), където ὅ e особена
точка 33 тази функция.

Частяният критерий за сравнение ще има слелиня ΠΗΖ:
Ака {{χ)] Ξ ε( δ-τ χ ο където A>—1I, τὸ несобствепниянт инте-.грал ;‘9,21} e схолящ. Ако f(X)=c(b-x¥ . кълето c>0 н Ξ --Ἰ,

то несобегвеният интеграл (9.21) e разходящ. Доказателстаото
следва от общия кратерий 32 сравнение и от примера, pasr.aeiail
в предишинат2 точка.

В пълиа зналогия с 9.8.4 могат ла се формулират за ποτοῦ-
стзепите дитеграли от втори род н празилата за янтегриране чрез
смяийа на промендивите i интегрилане по части.

9.9. Главна стойност
на несобствен интеграл

Определение, ека функцията | е дефинирана върху правата
=X οο ц е интегругма във асекц сегмент от тази права. Ще
казваме, че функцията [ ¢ антегруема по Kowa, ако съществу-

4

ва границата im f [ (x)dx.
~a

4-а4 o0

Тази граница ще наричаме главна стойност на necoGemse-
ния интеграл om функцията |(х) 8 смисъл на Kown и ще я
означаваме със сенмвола“

A==

+ A

V.p. ff(x)dx—- lim ff(xhz’.l:*
e il εο

38 разлика от понятието несобствен и нтеграл f f(x)dx, дефи-

All‘

иирано като границата lim f f(x)dx, rorato A’ клони към —co
A7 енн
’1!9_’+=d‘ 

.

независимо OT клоненето Ha A" към o0, интегралът на Komn

“ V. p. ca началните букви на ,Valeur principal®, o3sanasamo „главна стой-
пост“,

..

|
" Ν

!

- -

ς ὐ ς
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A

се дефинира KRTO граница HA интеграла f f(x)dx npn A— 4+оо в
—A

CHMETPHYHH интеграциониин граници.

Пример :

Ще намерим главната стойност на интеграла от функцията.
f(xj=x. Понеже f(x)=x e иечетна фупкция, т. с.

ι A

f xdx=0, To V.p. f xdx=0.
A

-

Па същия пачин заключаваме, че и V. p. f sinxdx = 0.
— -

Tenpaenne. Ако функцията f(x) e нечетна, то тя с инте-
zpyema no Коши главната стойност на интеграла й е равна на
нула.

Ако функцията |(х) е четна, тя е unmezpyesma по Кащи то-
гада и CAMO тогава, когата е сходящ несобственият интеграл

o κ

(9.23) J‘ ΠΌ

Mrprata част на това твърдение е очевидна. 33 доказател-
ството на втората част е достатъчна да използваме рапенството

A A

χ = 2 ,;ζ{{;.) Χ J/(x)dx

KOCTO е RAPHO 33 прочаволна четна фуйкция, и определението 38

сходимасТ на несобствения инвтеграл (9.23).

Понятието интегруемост по Коти може да се въвсде и 38

несобствените WHTCIPAJH OT втори род в случая, когато особената

точка € вътрешна за сегмента, Β койта се извършева интегрира-

пето.

Определение. Нека функцията #(хХ) e дефинирана в ссемента
[a, b) с изключенце евентуално на mouxama ¢, a<<e<b, и интегруе-
ма във всеки пидсегмент на [a, 6), несъдържащ ε. Ще казваме, че

функцията #(х) е интегруема no Кеши, ако същестауцва грани-
цата

с--а » »

lim flxyde + | [ἰχγ χ |--У.р. | f(x)dx.Я /



Пример :

Фуикцията 1Дх-с) не с интегруема в сегмента Га, 8]. a<c<h.
в HECOOCTBEH смисъл, но е интегруема по Коши. При това

4 dx dx : ах -v - Ἦ ; щ b—cΕΞ ...."Ἕπ( < + [ ")' -
а а €ia

9.10. Интеграл на Cruarec*

4) Понятнето интеграл на Стилтес е нспосредствено обобщение на
понятисто нитеграл на Риман.

Ще дадем осноавните сведения за ннтеграла па Стилтес.

9.10.1. Дефиниция на интеграл на Стилтес и условия за неговото
съществуване. НЦека функцинте / н и са дсефинирани и ограни-
чеци в сегмента (а, 6) н (ха) е една деление на тази сегмент:

д-х“(х;(* се (x;-l'(t;(* .. « Ха τ b,

Сума от вида

(0.24) σ -- Σ f G (X)) =1 (х-4)).
4е

където X ΞΞ ξὶ ἘΞ χ 1--), 2, 3, - . ., п, се нарича unme2pasna
# сума на Стилтевс.

| Числато / се нарича гранаца на интегралните суми (9.24)
при max (Ах : - 1, 2, . . .,n}—0, ako при всеки #36op na e>0
съществува TakoRa &0, че при max {Ax;:i~=1, 2, ..., п)<8
да е изпълнено нераненството [σ - /| « ε.

| Определение. Ф ункцията f се нарича интегруема относко
функцията и а сегмента (а, b), ако същестаува крайна граница
на интегралните суми (9.24) при тах {Ax;:{=1,2,...,a}—0.
Тази граница се нарича цитеграл на Cmuamec (или интеграл
на Риман — Стилтес) от функцията | nou в сегмента α, #)

|| се аозначава със симаола

я

| 9.25) I = f f (x) du (x).

Функцията и се нарича интегрираща функция.

“ Томас Йоанес Стилтес — холандски математик (1856 -- 1894).
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Стилтес идва πὸ идеята 33 такъв интсграл NPH разглежда-
нето на положнтелно „разпределение на маси“ върху права, KoeTo

е зададена с растяща функция &, чиято ΤΌΜΚΗ на прекъсване

съответствуват на масите, „концентриранпи в една точка“,

Интетралът на Риман е частен случай от нинтсграла на Стил-

тес, когато 38 ннтегрираща функция е BacTa функцията X--C,

където € е константа.

, Ще дадем няколко условия 88 съществуване на интеграла

на Стилтес (т. е. условия, когато функцията f с нинтегруема от-
носно фунцията 4).

Да предположим,. че интегриращата фуйкция и е растяшща.

Оттук следва, че 0Τ а--х,<А < . . <Xn, <xn—b имаме Auix))
- и (x;)—~u (х.-4)>0. Това позволява, като заменим Ax; с Ди(х)),

да повторим венчки разсъждения, проведени при разглеждане ин-

теграла на Риман.

Аналогично на сумите na Дарбу за интеграла на Риман тук
сс въвеждат малка н голяма сума на Дарбу-Сталтес

(9.26) S= ΣΜι (¥ - (x=)) 5 - Σ пу (азха-и (ха-а))
= (=t

където М, и т, ca точната горна и точната долиа граница на

функцияята / в сегмента [x,.,, x|
Както при сумите на finpfiy (r. е. в ипай-простия случая й

—Xx4¢, c—const) при седно н също делепие са изпълнени неравен-

ствата 55с:54, като 5 и са точпните граници за стилтесовите
суми o, взетин ΠῸ BCHYKH възможни вътрешни точки на частичинте

CerMenTH.

Сумите на Дарбу--Стилтес имат (както и B най-простия слу-
чай) следните свойства ;

а) ако KbM Точките цна деление добивам нови тачки, TO мал-

ката сума на Дарбу--Стилтес enentyanno може camo да расте,

а голямата сума -- само да намалява;

6) всяка малка сума на Дарбу--Стилтес не надминава KOS

да е от голсмните суми, отговарящи на едио или друго деление на

сегмента |a, ).

Аналогично HA пачина, използван 33 NOCTPOEHHCTO на HHTEr-

pana на Риман, се въвеждат горен и долец интеграл на Дарбу-
Стилтес :

15 =inf{S}, f,=sup{s},

KBACTO долната и горната грапица сс BIEMAT N0 всички възможни

деления на сегмеита |[a, #),
Лесна се проверява верцостта на съотношението

sl =<I*<S.
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Както при интеграла на Риман, н при интеграла на Стилтес
горният интеграл на Дарбу--Стилтес се долна граница на голе-
мите суми S, когато дниаметтрът на делението клони към нула.
Аналогнчно ΠΟΠΉΝΗΤ ннтеграл на Дарбу--Стилтес е горна Тра-
ница на малките суми 5 (Ex. 9.2.2, основна лема на Дарбу).

Ще формулираме сега теоремата, която е обобщение на ос-
новната теорема ΟἹ 9.3.1.

Ocnosna теорема. Необходимото и бдостатъчно ycaceue функ-
цията f, ограничена а сегмента [a, #), да бъде интегруема в този

CEZMEHM относно растящата функция и е за всяко >0 да съ-
щестаува такова Оделение {Xx}) на cezmenma |а, b), че S—s<e.

Даказателството пе тази TeopeMa (както впрочем и на даде-
ните по-горе факти н свойства) е дословно повторение на раз-

съжденвията, прозедени за пнтеграла на Риман.

Ще избронм сега някои класове фъункции, интегруеми по
Риман--Стилтес.

|”. Ако функцията | с негрекъсната, а ие растяща в сег-

мента |(а, b), mo интегралът на Стилятес f f (x)du (x) същеставува.
it

Доказателството на тоРа твърдение € напълно аналегично KA
доказателстното пца теоремата 9.1.

Забележка. Даденото свойство е вярно к в случая, когато
функцията и « ¢ ограничена вгриация." 33 функцията ¢ ограничецна
вариация с в сила следният OCHOBCH критернй:

Неабходимо ц достатъчно условие функцията и да има огра-
ничена вариация в сегмента |а, 4) е тя да може da се представи

а този CE2MCHM като разлика на 08¢ растящи и сграничени

функции:

" -- ὶ -- .

Следователно, когато ц € функиня с ограничена вариация,

сумата на Стилтес може да се запише така:

σ ΞΣ;ςεῃ...:,.)-Σ;ε.ε.ωειῳ- ;пгдм(хд-а ~ G
#1 11

# Така се нерича фупения ц (x), дефинирана в сегмента [a, δ]. за която
Ξ

числовото множестно Κ ({χ}} — Σ | & (-- и {x;.1) | « огранвичеко отгоге, където
#1

Xph @=Xp< < . . . < Xp < Хатей. В произволно ZelCHEE па сегмонта (а, b).

ачката горна грнияца на множеството V ({xg)) се nrapEsa варкация Ha ¢y непията

и (%) в ссгмента [a, δ] и се озничава със симвала Vo u=sup{V {{π}}

- те



където

An(x)—ulx)—a(x—) Ag(x)— gX)—g{xs—)

38 всяко x' и х” or [a, b], къдета € е константа.
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ΔΗ () = Н (х,)-- Я (%)

Сумите o, и o, клонят към крайци граници, когато диаме-

търът на делението клони към нула, тъй като g и Я са растящи

функцин. Тогава съществува крайна граница и на сумите а при

клонене на диаметъра па делеине към нула.

Следователно теорията на нитеграла на Стилтес може да се

построи и B случая, когата интегриращата функция и нма огра-

ничена вариация, напълно аналогично WA случая на прастяща

функция u.

Ще отделим още един клас функцни, 33 KOHTO интегралът на

Стилтес съществува.

20, Интегралът на Стилтес (9.25) съществува при усдовие,

че функцията | е интегруема а сегмента |a, 6) по Риман, а фукк-

цията и удадлетворява в този сегмент услаовието на Липшиц, т. е.

[μ(χἢ - ") {π 6)|х!-”

Тъй като нсяка фунъция, удовлетворяваща условието на Лип-

шиц, е функция с ограничена варнация, то за доказателството

на този критерий е достатъчно очевидно да ге разгледа само

случаят на растяща лигшицова функция и да се отбележи, че

|

(9.27) 5-:- ΣιΜ..-:π.) Аи (х) З-гЕ(Мд-т,) Ax,.
=li=l

където M, = sup {f (x): х х хуе И {f(x}: x€lx,—,, х) се KOHCT2H

тата or условието na Липшиц. Стойността Ha израза Σ (Μ,-- т) А х,
=1

в неравенството (9.27) поради чнтегруемостта Ha функцията / по“

Риман може да бъде направена произволнцо малка за сметка на

избора на делението Μὰ сегмента (а, #). Следователно величнината

S—s може да бъде направена по-малка от отнапред зададено число

ε:»ῦ, ако днаметърът на деленпето се избере достатьчно малък.

Съгласно основната теорема функцията /е интегруема по Crunrec.
B общия случай 38 функцията и, която удовлетворява усло-

'BieTo на Липшиц, също може да се разгледа представянето

ἐ

; и (х)--сх-(ех - α ) τ ш (х)-- 4 (x).
25 Математайссян аизана, 1 ч.
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' B нега двете функции щ и Wy са растяшн и удовлетворяват }
условието на Липшиц и разсъжденията са същите, KAKTO па-горе.

Ще nazeM накрая още един клас интетруеми по Стилтес

функции,

30, Axo функинята [ е интегруема в сегмента |(а, #) по Риман,
а функцията и допуска представяне във вид 18 иквтеград с про-

менлива торна граница :

и (х1-4+ | #(0 αἱ, |
/ «

KBACTO ф е ннтегруема πὸ Риман функция в сегмента [a. 8], τὸ
интегралът (9.25) съществува.

Действително, понеже + ¢ HHTerpyema πὸ Риман, то тя е ΟΓ-

ipammena: |9 ( |= K = const. Следователио ἶ

| (x)—u(x")|= f;-(i)dt 2 Κ͵] χ' -- χ"]}.
- Ъ

Така верността на този критерий следва от верността ка

предишния критерий.

Ще отбележим, че ако са изпълнени формулираните в този |
А

пя

!нритернй условия, интегралът на Стилтес / = f f(x)du(x) се cBex-

ла към unrerpana ка Puman no формулата
й »

(9.28) [1mdu = | есе ак.
я а

По-специално равенството (9.28) e валидно в случая, Koraro

и(х) има отраничена и интегруема по Риман пронзводна и Β
сегмента [a, #). В този случай +ф<-ш”.

9.10.2. Свойства на интеграла на Стилтес. Ще формулираме HAKOH

свойства 14 WHTerpana на Стилтес, непосредственос следващя от

определението му. 
:

а) Линейно CBOICTBO относно HHTErpyeMara и OTHOCHO нятег-

риращата функция (при условие, че всекн от ниятегралите на Стнл-
тес в дясната страна съществува): 1

i Г(пт-в fodu=a ffxdfl'i'l’ffzd“- 1 |
а а а I

!

|

чтт а НН
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jfd(-mu,,-l—fl Uy} = mf;‘du,-{-fifidu,.

Тук =, В 5 произволни числа,
б) Ако е изпълнено условието а< c<d, τὸ

а с b

еащ = [ ащ + f F(x)du (x)

при предположение, че и трите интеграла съществуват.

Подчертаваме, че or съществуването Η HHTErpaauTe
“ 6

f f(x)du(x) и f f (x)du(x) не следва съществуването Ha интеграла
а

[Γ(Χ)α'π (x). ETo такъв npuMep :

0, ako —] =5 x=0,

f{x) = { (ΧῚ =
ΑΞΕ0, ако 0<х:51,

0, ака --|5:х<0,

850, ако 0=sx=1.

υ i

Интегралите f f(x) du(x). ! f(x)du(x) съществуват и ca равни Μ
=

нула, понеже съответствуващите MM суми на Стилтес ca равни Ha
чула. Нанстина в първия интеграл / (х) =0, -1:5х:50, във втория
Au(x,) = u{x)—u(x,~y) = 0 за всяко деленне (х.) на сегмента [0, 1],

ι

Обаче интегралът f [ (x)du(x) не съществува. Действително нека
-

Сха) e делецие на cermenta (а, &), което няма 38 елемент точката
0. Тогава в сумата на Стилтес

“ - Σπω...ω
ъ

остава само едно събираема, а NMEHHO събираемото

ἐ (ξ) (и (ха)- и (ха-а))-В β(ξ), B+-0,
38 Koeto точката ( се съдържа B сегмента |ха-а, ха). В завнисн-
MOCT от това, дали ξετξῦ, нли >0, получаваме o=0 иляи
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c=A.B=0, така че ¢ няма границя, когато днаметърът на деле-

HHETO клони към нула.

Този факт е свързан с това, че за функпиите #(х) н uix)

точката нула е точка на прекъсване.

в) За иптеграла на Стилтес (9.25) е в сила формулата за
средните стойности.

Нека функцията f(x) e ограничена в cermenta [@, ὅ]. така че

m=f(x)=M, а функцията ц(х) e растяща в този сегмент. Тогава
съшществува такова числа K, Уудовлстворяващо неравенствата т А

=M, че за интеграла на Стилтес с изпълнена формулата за

средните стойности :

#

].Г(Х)Ф*(х>=р(и(й)-п-(а))-

Па-спецнално, ако понскаме и непрекъснатост на f(x) в сег-
мента (а, &), то съществува такава точка Е#(е, #), че й-#6).

Доказателството на тази формула е съвсем акалогично на

доказателството на формулата за средните стойности за интеграла
на Риман (вж. 9.4.2).



10. Геометрични приложения
на определения интеграл

10.1. Дължина на дъга на крива

10.1.1. Понятне за проста xpwea. Нека в сегмента [«, B] са зададе-
ни две иепрекъснатия функции # H Ф.

Ще задем определение за праста равинина крива.
Определение. Muoxecmanmn M } о0т вецяки точки M, кооре

динатите на които се определят с уравненията

(19.1) =gl у - Ф(2); ατθέξεβ,
се нарича проста равкинна крива L, акана различни стойноста
на параметъра Е от @, 4) отговарят различни точки om множест-»
вото (М).

Всяка тачка от множестното (М), апределяща проста равнинна
криза, ссе нарича точка на тази KPHUI, като точките, отговарящи
на стойносгтите «и 8 ца параметъра ¢, се наричат краища на
прастата крива.

При това се казва, че „уравненията (10.1) определят проста
равнинна крива L* нли „проста равнинца крива L, параметризи-
рана с уравзнецията (10.]y,

Пример за проста крива е графиката Η полуокръжност с
радиус r, лежаща в горизта полуравнина с цепитър ициачалото на
хкоординатната система :

~rcost, у-/5т “ при ὑ:Ξ ἐξξ π.

По-общ пример за npocra крива е графиката на пепрекъсната в
cerveuta [a, 6) функция /, каято може да се параметризира по
правилото

x=t, y=f(t) при ἐε|α, b).

Ще отбележим, че простите криви не изчерпват цялото мно-
жества на кривите, коиТо могат да бълат определени с уравне-
няята (10.1).

В следващата точка ще разгледаме по-общя криви, KOHTO се
определят с тези уравиения.
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Забележ ка 1. Една и cuma npocra крива L може да се

параметризира по различни начинн. Целестъобразно е да се раз-

глеждат само онези параметризации, които се получават от дадена

параметризация чрез представяве на параметъра 1 като непрекъс-

ната, строго монотонна функция на друг парамсетър 5. При такива

преобразувания на параметъра се залазпа редът, в който следват

точките na кривата L.
Забележ ка 2. Нека L, н L, ca две прости криви и кран-

щата на L; съвпадат с кранщата на L,. а вснчки останали точки
на кривите L, н L, ca различни. Кринвата L, получена от обедя-
нението на кришвите L, к L, се нарича проста затворена крива-

19.1.2. Понятие 38 параметризуема крива. В математическия анализ
често се налага да се разглеждат криви, ΚΟΗΤῸ пе €3 прости,

например криви, имащи точка на самопресичане ΠΠῊ пели γψηδῦ-

тоци на съвпадане, BB връзка с това се въвежда понятието пара-

метризусема крива.

Ще смятаме, че множествота (2) е или cersment, пли полу-

cerMenT, нли интервал, или числовата права, Η отворена, ΗΠῊ

затворена полуправа. Че казааме, че крайната или безкрайната

система ат свементи ((6-а, #) е деление на множеството {{}»
ако, първи, обединението на тези сегменти дава цялото множество

{¢} , второ, ойщи точки на daa сегмента Mmozam да бъдат само
техните крашца.

Примери :

1. Системата от сегменти [0, 1/2), (1/2, 1] e очевидно деление

на сегмеита [0, 1}
2, Системата от сегменти {[n—1, л)), където л-- |, 2, 3, .. ..е

лелеинце на noaynpavara [0, + w).

3. Системата от сегменти (л--1, n]}, където л приема всички

цели стойнасти, очевидно дели числовата права.

Пека множеството () € едно от изброените по-горе множества,

а функциите ф и ф са кепрекъснати я това множество. Ще даде м

следното определецие.

Определение. (е казааме, че уравненичта

(10.2) =g у--ф (0)

задават параметризуемата крива L, ако съществува такава

cucmema от сегмента (6-а. #)), деляща множеството {t}, че за
стойности на Е от всеки сегмент системата уравнения (10.2) да
определя праста крива.

Межлу точките на кривата L може да се въведе извества

наредлба. Нека точката M, съответствува на стойносТ на пара-

метъра f,, а точката М, — на стайност #.
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Казваме, че точката M, предшествува точката M, 4(каста
записваме M,<M.), ако #<1..

Ще отбележим, че точкпте, отговагрящи на различни стой-

HOCTH на параметъра, се счнитат вннаги различни.

По такъв начин парамстризусмата KPURA може да се раз-

тлежда като обединение на прости криви. при което тези прости
ἘΡΗΒῊ се ΠΡΟΟΉΓΒΩΤ от тачка M, координатите на която се опре-

делят с уравненията (10.2), когато параметърът “ пробягиа миоже-

ството {f}, като расте монотонио.
Забележка |. Простата крива може Да се разглежда ката

частен случай ΗῈ парамстризусма крива. В ΤΌΞΗ случай системата

от сегменти, деляща сегмента («, β], се състон от седнии «сегмент,
а нменно от сегмента («, В).

Забележка 2. За параметризусма крива, определена с
уравненията (10.2), се казва също така, че е параметркзнирана с

помошта на yparuenwata (10.2). Една и съща кринва А може да

се параметризиряа по резлични начини. Ще празглеждаме всизки
възможин параметризации из кривата L, Kouto се получават ot
произтколна дадена параметризация врез представяне на параме-

търа Е като непрекъсната строго растяща функция па друг пара-

метър 5. Само при такива преобразувания па параметъра се запазва

наредбата на точките на кривата L.

Забележка 3. Понятието пространствена крава гсе
въвежда съвсем аналогично. Какта при равнинна проста крипа,
MPOCTPAHCTEENA проста крива е множеството (М) от точки на
пространстРОоТоО € Ккоординати X, ¥, 2. конта се определят ΟΥ

уравненията

(10.3) χτεφίῆ, ν τ- Ψ(ἢ), Ζ τὸ θιἢ) ; α τξὸ ἐ ΞΞ β,

ΠΡῊ условие, че функцинте ¢, ¢, 0 са непрекъснати п сег-
мента [α. 3] и че на различни стойности на параметъра # отгозарит
различни точки на множеството {M}.

Като използваме понятнета npoi:m пространствеца Kpuea i
понятисто делепие на миожеството (2) на изменение на napame-

търа, както н B равикниия случай, се дава определение за пара-

метризуема пространствена крива.

Примери :

1. Пека равнинната крива L е заладена с уравненията

Х с054, y=sin; 0 ΞΞ ἐξξ ὃὅ-.

Очевидно сегментът [0, З«)| маже πᾶ се раздели на сегментите
[0, <), [=. 25), |25, 3=]. като за стойности на # от всеки ΟἹ тези
жегменти торните уравнения определят проста крива, а HMCHHO

полуокръжност. В дадекния случай кривата L представлява окръж-
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HOCT, в която полуокръжността, лежаща в горната полуравнияна,
се изминава два пъти.

2. Уравиенията

χ τ cost, y=—sint, z=1; - 00 Ξ κ οο,

задават простата пространствена криРа, наречена винтова ΠΉΠΗΒ.

10.1.3. Дължииа на дъга на крива. Понятие 38 ректифицирусема
крива. Ще въведем понятието дължина на дъга 113 пара

метризусма

крива и ще разгледаме иякои свойства на криви, коита им
ат дъл-

жина (такива криви се наричат ректифяцирусми).
Ще напичаме права линия кривата, определена с парамет-

ричните ураднения х--й +b, y—=ct+4+d. Константите a, b, ¢. 4 мо-
гат да се изберат Taka, че правата да мннаяа през дпе дадени

точки M, (x,, У) к Mgtxy, у:). Частта от правата, заключена между
точките M, и M, се нарича отсечка, съедииянаща тези TOUKH, а

съвкупиост от Kpael брой свързани една Ο друта OTCEUKH
 се нарича

начупена ΠΗΜΗΗ͂.

Нека кривата L се представя с уравнснията

x—gity, у- ф(0; ἐξία, Bl

Нека освен това T е произволио деление на сегмента («, В) с
точките а-1, <6<ty . . <А --?. Означаваме ¢ Mg, М), My - - -,
M, CHOTBOTHHTC точки OT кривата L, T. е. Точките с KOODAHHATH

M, (g (Za), ф (ἐρ)), M, (φ (ἐν). Ψ ) M, (g (&), ф“з”г “е Mag(ta),
ᾧ (44)). Начупешата линия {{- ММ,Ма " - -Ма ще наричаме начу"

пека линия, вписана в кривата L и orroBapama НА делецнето Т na
сегмента («, β]. Дължина |4,| на отсечката l,~=M,., Μ, от тази

начупена липия е разстоянието между точките М;-1(Ф(81-4)

ф (=) Μ (φ (6), Ф(4,)). Затова
18] = ()е 4е (ф (0) (ὑ )P)'TM,

а дължината {{{ па цялата начупена длиния 1--
М,М, M, - -

μ1-- μ - Σ
“

{-:| [ΞΞ}

Ма е

(9 () = - ει - ,

Определение. Кривата L се нарича ректифицируема, ако

мкажеството {{{1{} от дължините на вписаните в кривата L
начупени линии L=LiL), отговарящи на всички възможни деления Т
на сегмента (@, В), е пгранциено. При . това точната горна граница

на множеството 4141) се нарича дължина на дегата ὰ кривата

L и се означава със символа |L|.
От тава определение се зи»жда, че дължината на кривата L

е винаги положителна число,
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Забележ ка |. Съществуват неректифицируеми KDHBH (вж.

допълнението към Тази глава).
Ще докажем следното помощно твърдение :

Лема, Нека || е дължина на начупена линия, вписана & кра-

вата L а отеговаряща на делението Ty на сегмента (а, Bl а |4 | е
дължина на начупена линия, вписана в кривата L и отговаряща
на делението T,, получено от деленичето на Т.„ посредством добавя-
нето на една или някдлко нави точки. Тогадва |/ |<|4 |.

Доказателство. Достатъчно е да разгледаме случая, Ko-

гато към лелението T, с добавсна само една точка у, В този
случай начупената линия, атговаряща на делението Т. се раз-

личага от начупената линия, отговаряща на делецието Т,, само
с това, че една отсечка κ My, от начупената липия, отгораряща

на лелениета T, се заменя ¢ две отсечки ΔΝ и Ν μ ка на-
чупсната линия, отговаряща на деленисето T, (всички останали

отсечки п начупените SN, отговарящи на деленията To и Ty
са lcnuu и същн). Тъй като |Ма κ | = | MN + |УММача |. 10 4 |
=14,)-0

е приведем някои CROMCTDA на ректифицируемите криви:

19, Ака кривата L e ректифицируема, то бължцината на

дъгата й не зависи от параметризацията на тази крива,

ПНанстниа нека имаме две параметризапини на кривата L,atn
5 €3 CLOTBETHHTC параметри, определени съответно на сегментите

{a. 8) и [α. δ]. Тъй като # « строго монотоина и непрекъсната функ-
ция на S, а те строгоа монотонна и непрекъсната функция на

2, τὸ μ всяко деление Τ на сегмента («, 8) съответстнува
определено делешие Р на гегмента [a, &) и абратна.

Озевидно €, че вписаните в L начупени линини, ОоТгоВварящи

на съответни деления на сегментите [z, В) и [a, δ], са тъждественти

и затога лължините им са равни. Η тогава и точните им гарни

гранини ще бъдат равин, T. е. дължината на дъгата на крипата

L при две различни параметризации ще бъде една н съшща.

, Ака ректифицируемата крива L е разделена с помжощта ка

краен брой тачки My My Му.- - .. Ма на краен брой криаи Да

като точките M, M, M. - - .. М. съответетауват на стойнос-
mume i, 8y, 1, - - -, I на параметъра Ἐ Ἢ а ί. ..

«ἰντ--β. то всяка т кривите L e пектифицируема и сумата от дъл-
жините | L, | на веицките криви Г. е равна на дължината || на
xpusama L.

Очевилно ластататъчно с тона свойство Na се дакаже за слу

чая, когато кривата [ е разделена на две кризи Ly, и L, oT тач-

ката С. Да означим ¢ у стойността на параметъра f, на която OT-

говаря точката С. Тогава точките от KpnBaral, съответствуват на

стойности на гарамстъра Г ΟἹ сегмента |<«, (),а точкитеот кривата L,
съответству ват на стойкости на гараметъра ΣῸΤ семеита [γ, В). Нека
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Ty и T, са нронизволни деления на тези сегменти, а Т е деление

ΒΔ сегмента |«, β], получено от обединението на деленията T, Η
T,. Ако μι): | Ε IZA. са дължини HA начупените лнини, вписани
в кривите L,. Il,, и L н отговарящи на деленията Ty Ty и Т ва
сегментите, то ὑπὲ ΠΗ ΠῸ

(10.4) |а + | 4
Тъй като числата |4|. {ἰΦ| н || са положителни, ΤΌ от равенството

(10.4) и ректифицируемостта на крнвата L следва, че множества-

та OT дължините на вписаните в кривите L, n L, начупени ли-

вии, отговарящн на всички възможни деления на сегментите [α, γἱ
и (у. B]. са ограничени, T. с. кривите L, и L, са ректифицируеми.

От равенството (10.4) и от определенисто 38 дължина на дъга на

крива следва, че дължините |L,|, | #| и 1 Δ} . дъгнте на кривите
L,, L, н L удовлетноряват неравенството

(10.5) L]+ 1451121

Действително от равсиството (10.4) следва, че за произволяи де-

лепия Ty и T, на сегментите («, у) н [y, §] ¢ нзпълнено Hepa-

венството |4, || #| < |4|. От това неравенство н от определение-

TO 30 точна Горна граница се получава перавеиството (10.5).

Ще покажем, че в неравенстното (10.5) зпакът 32 нерав
енство

може да се замени със знак за равенсетва. Да допуснем противч
о-

то, T. е. че Δ {ἘἘΠ Δ |<14|. Тогава числото

(106 [2| - 6 } Ἐ Leh=e
е ποποχκητοῦπο. От определенисето за дължината [{} на дъга на

кривата L следва, че за положителното число « Мможе да Ге на-
мери Такова делецие T, на сегмента |«, В), че дължиината | па
начупената линия l,, впнсана в кривата L и отговаряша на това.
делецие, да удовлетпорява неравенствета |L|—il,|<e. Да добавам

към делениета T, точката у и да означим нолученото деление € Т.
Тогава съгласно доказаната лема дължината || на начупената
липия, отговаряща Ha делението T, още повече ще удовлетпорява

неравенстнота | |- |4|< ε. Тъй като делението T μ сегмента

|«, В) е образунако от обединението на някаквиа делеция Т,и T,
на сегментите [2,7] и (у, В|, то дължаините || и |6| ua кривите,

отговарящи на тези деления, ще Уудовлетваряиват съотнош2нието
(10.4). Затова е изпълнено перавешството |Х | - + ͵ е.
Тъй ката |1 |-Н| # |<5 44 + |Ls| то още повече ще бъде в сила

неравенството | L |—(|L, |+; #. ||<кв. Но това керавенство проти-
воречи на неравенствота (10.6). Полученота противоревие доказва,

че предиоложението | 2 || . [«|Δ | не е BAPRO, и следователно

а Ἐ ἐ |-- | |. O
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Забележ ка 2. Попятието дължина на дъга на простран-

ствена крика, заладена параметрично Е уравненията (10.3), се
въвежда точно както дължина на дъга на равнинна крива. Как-
70 и в равниниия случай. се разглежда дължина |¢| на начупе

на
линия, вписана в кривата Е; при това

{{ Σ (φ τφ ει (A= (L)) Ἐ (ἐ0 - (ι,..})}}},
#1

Пространствената крива L, onpedesena om уравненцията (10.3),
се нарича ректаифицируема, ако множеството (|4|) на дъл-
жините Ha начуягншпе линий ἶ, аписани & тази крива, е пгра-

ничено. Точната гарна граница || на mosa множество Се нарича
дължина на дъгата на L.

Пространствените ректифицирусми крив" притежават сВой-
ствата |? и 29, Доказателствата на тези сиойства са аналогични

на доказателствата 38 равиинни криви.

10.1.4. Критерии 33 ректифицирусмост на крива. Пресмятане
дължината на дъга на крива. Ще дадем достатъчно условние 38

ректифицируемост на крива и формула за пресмятане дължин
ата

на дъга.

Ще употребяваме слелдната терминология
 ;

19. Ще казваме. че функцията / има й сегмента (o, 3) не-
прекъсната първа производна. ако upon3BeARATA й Г съществува

и е цепрекъсната във псяка вътрешна точка на този сегмен
т и.

ако OCECH това съществуват крайните граници

lim f* (&) и ШаЙР ()е
Tча +0

При това определение функцията ИЦИ) ще бъде непрекъс
ната

в сегмента [z, 8]. ако стойцостите на тази функция в краищата

на сегмента положим равни съответно на границите

limf ( н {{π| { ().
Prig + Ч ей

ῶ Ще казваме, че функцията / има в сегмента [α, 8 огра-
ничеша първа производна, ако Г съществува H удовлетво

рява за
( ' =M,всички вътрешни точки U3 сегмента [z, 0) неравеиството

кълето М е константа.

к

« Ако в условията на определение 19 се понска лопълпятелв
о съществува.

нето на дясва пронзводна Г (24-0) и „лява пронзводиа Г(8--0). 10 споредл: 4.3
може да се твърди, че

ка Р (Ξ (2-0), Ше/ x)=F -im Г ()= (400 ἅπ|} а)е (8--0)
=g
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Теорема 10.1. Нека функциите ф и ф ca непрекъснати и имат

непрекъснати първи производни в сегмента («, В|. Тогава кривата L,
определена с параметричните уравнения х--ф (8, y="=4(¢) при ἐξία, Bl
е ректифицируема. и дължината | L| на дъгата й се пресмята по
формулата

8

(10.7) [2-- f (@ (ὦ + # ()R ε.

Доказателство. Най-напред ще докажем, че кривата Дерск-
тифнаируема. Да разгледаме формулата за дължиката |<| на начу-
пената лниня 4, вписана в кривата L и отговаряща па пронзволно

деление на cersents («, В) :

1{1 < Σ ((ψ (ἐ) τφ ἷἷε-ιἶβ ἰψί ) τ ῷφ (ΐἑ-ὐ)!)'π-
ἐ Ἱ

За всяка от функцините ф и ф са изпълцени всички условия

ча теорема 6.4 на Jlargumu във Ввееки OT Ччастичните CerMCHTH

(ἐμ-αν 1) (при #-1, 2, 3,0 - -, 1), Според тази теорема между #)-1
и 4, съществуват такива точки E, н ча Че са изпълкени равенст-

вата

ф (ti) -ф (t,r—l}“?’ (Е:) А tu ф (ω'"ψ [!ι-ι) ΞΦ’ Щд A ΐμ

където Δί,-τ ὐ -ίμει. Следавателно

(10.8) [4{-- D) (φ ) + Ο) Ае
фе

Според условията | теоремата функциите ф н ф имат в сегмента

[« B] непрекъснати и затова ограцичени първи производин, Τ. е.

за всяка вътрешна точка ἐ на сегмонта |«, B] ca изпълнени ue-

pasencreata |’ (! =M. | ()| =M. Затова or формула {10.8)
сдедва

0<|i= Σ (Μ5.- MEPAL; — 2 ΜΣ Δι, -- 5 (8-а) M.
е1( )

Tlo такъв начин миожествсто {{{|} OT дължините HA BUH
CAHUTE в

кривата L начупени линин, отговарящи Ua всички възможни де-

ления Т на сегмента [α, В|, с ограничено и по определение 
кри-

Bata L e ректифицируема.

r.
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Ще докажем cera. че дължината |L| на кривата L се пре-

смята по формулата (10.7).
Ще разгледаме следната ннтегрална сума:

oty Ей-- Σ (57 (E) ἘΨ ENV2 ALy,
Ρ

отговаряща на делението Т на сегмента [z, B] w избора на меж-

днините точки Е определено във Фформулата (10.8). Нека ае

дваметърът на деленнето 7, т. е. 4-тах (41,: 1=i=n}. Ще дока-

жем, че 32 всяко положително число « може Да се намери такова.

>0, че при 4<6 да е изпълнено неравенството

(10.9) 11|- Ξ ε,

където / e границата ua интегралните суми в(6, ξ) при 4 -0,

τ ε. Й f (PN Ἐ Ἔ (ά . С други думн. ще покажем, че.

може да се избере деленне Т с толкова малък JMEMETLP, че дъл-

жината |4| на начупената линия [, вписана в кривата # и ΟΥΤΌ-
варящя на това деление 7, да се различава от интсграла / с вели-

чяна, по-малка от някое отнапред зададено uncao &/2. Ще отбе-
дежим, че”

| (g7 (ξ) Ὁ ф“ } — (57 (§) + 9" (ξ.}}"2Ξ φ (ηγὐ - ψ (§) [ΞΜ,--πῖι,
където M, н т, са точните граници на фуикцията ¢’ (f) в частич

ния сегмент |1;-4, 1). Затова

7 и ЕИ щ) (@ и + ” (€)' PAL,
[:-]Ἱ

(10.10) 11Π|--|] | -

Ξ Ὶ (φ ) Ἐφ =" €0 ἘΦ ()) Aty
Г1

“

-;:2“ (M,—m;) Aly—=S—s,
=}

+ Първота ΟἹ тези неравенстна следва OT оценката

ечв e е ве е < (
(02+b3) 4цаз в) ἐδι τ ο }

вярна 38 пронзволеин числа @, b, #.
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къпето 5 и # са съответно голямата H малкат
а сума на Ффунк-

дията / за делението Τ на Сегмента [α, Bl
Фувкцинте (.344?)2 н ¢ са непрекъснати, а следователнко

и интегруеми в сегмента |«, В), тъй като по условпе #( к Ф ()
ка непрекъснати в сегмента [a, В).

От определението за ннтегруемост и OT основната теорема

на 9.3 следва, че за всяко e>0 може да се намери Такова &>-0,
че при диаметър на делението а« 65 да са изпълнени HEPABEHCTDATA

{10.11) |еъ E)—1]<&d, S—s<eld.

Затова при 4<8 съгласно (10.10) н (10.11) са в сила нерагенствата

{Π1|-π|͵|Ξ Π ππ|στσ--ὶ 154 --е|+|6-|<Е/4 Ἐ εἰ4 </2,

с κοῦτο верността на (10.9) е доказана.

Ще докажем cera, че сред всички възможнии начупени ли-

siuu {, чиято дължина |!/| удовлетворява неразенството (10.9),
има начупени линин, дължината на KOWTO се различава от дъл-

жината | L| ка дъгата на кривата L с по-малко от εἰ2.
Действително |L| е точната горна граница на MUOKECTROTO

ill [} от дължините на начупените линии 1, вписани в кривата

и отговарящи на всички възможни деления на сегмента (% В).
деление T*, че дължината | |, съот-

Затова съществува такова
линия # на това деление, удовлетво-ветствуваща 13 начупената

рява неравенствота

{10.12) 0| L|—| " |</2.

Да раздрабим делението T*, ката прибавим към него HOBH

точки на деление така, че да се получи ново деленне Т с дна-
метър 4, по-малък or 8. При това, както показахме, дължината
11] на иачупената липня [, отгонаряща на това деление 7, ynos-
летворява неравенството (10.9). Тъй като DCHAKH върхове на на-

чупената лишня, отговаряща на деленнето T*,ca също върхове и на

начупената линия, ОоТтговаряща на делението 7, то съгласно до-

казаната в 10.1.3 лема 0<3!|::|1:<14|. Затова перавенствата

(10.12) ни дават право да твърдим, че

(10.13) 0='L|—|¢|<er2.

Η така даказахме, че B множеството Ha начупените -THHUH

{1}, дължината на конто удовлетворява перавенството (10.9), има
начупеки лпини, дължините на които удовлетворяват и неравен-
ствата (10.12). Ot перавенствата (10.9) н (10.13) получаваме

[18}-1|«ε.

Понеже ¢ е произволно положително число, TO [{|Ξ.
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Забележ ка |. Ако функциите ¢ Ὴ ф Ca непрекъскати я

имат огравичени първи производни в сегмецта |«, В), To kpuparal,

определена от уравненията X—g(f) и γεεψ (ἢ, е ректифицируема.
Действителна в Ххода на доказателството на теорема 10,.1

установихме, че ако функпните ф я ф са непрекъснати B (2, В). то
при условие, че първгте им праизподна са ограничени B («, В),

дължините {{] на начупените лиинни, впнсани в KpuBaTa Д н от-
говарящи на възможните деления 7 на сегмента («, 8], ca orpa-

ничени-

Javenexka 2. Формулата (10.7) за пресмятане дължината

на дъга ¢ в сила, ако функциите ф н ф €2 непрекъснати, а про-

изволните им #” и Ψ' са само ництегруеми в cermenta («. В). Дей-
ствително от интегруемостта W2 тези произкодни Сследва тяхната

ограниченост и затова съгласно забележка | кривата L е рек-
тифицируема. За извеждането на неравенствата (10.10), (19.11),
а слелователно и на неравенството (10.9) са дДдостатъчни непре-

къснзтостта на @ и ф и ннитегруемостта wa ф н Ψ' в сегмента
[α, В|. тъй като от тях съгласно следствието на теорема 9.4
следва интегруемостта na функцията (4?44)” в сегмента («, В).
Останалите разсъждения са същите, KAKTO при доказателството

на теорема 10.1.
Забележка 3. Ако кривата L е графика ua функцията f,

която е непрекъсната и има HenpeKsCHaTa производна Р
в сегментза (а, b]. To кривата L се ректифицируема н дължината n
Д| moxe да се намери no формулата
!

а

(10.19) IL|- f (1477 ()" dx.

Дейстантелно графиката Ha разглежданата функция e xpusa,

определена параметрично с уравненията Χ --ί, уе 4; astz=b.

При това всички условня на Теорема 10.1 са изпълиени. Като. по-
ложим във формула (10.7) 7 ()=, ф ()--#й) и сменям интегра-

анонната променлива Г С х, получаваме формулата (10.14).
- Забележка 4. Ако кривата L се определя с полярно урав-

нение Ζ--γ(θ). 0,<8=0., и функцията r е непрекъсната с нспре-

късната производна в сегмента [0}, 8.}, то кривата L е ректифи-

цируема и

е.

(10.15) 111 f ( (8)- 7 (8))2 48.
#.

За доказателството трябва да използваме (OPMYJIHTE 88 пре-

“ минаване OT полярни координати B декартови «Х-<-#4(8)Сс05 6, у
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=r{B)sin@. По такъв начин кривата L се определя от параметрич-

unre уравнения ф--г1(0)со058, ф-#(8)5 т0 8 ( [8}ν 6], при което
са изпълнени всички условия на теорема 10.1. Прости пресмятания

довеждат до формулата (10.15).

Забележка 5. AKo се разглежда пространстнвнена параметри-

зуема крива L, зададена с уравненията x—=q(l), y=%(f), z=0(1),

н функциите P, P, В са непрекъснатин я нмат непрекъснати про-
изводни B [α, 3], то кривата L е ректифицирусма и дължината на

дъгата й |L| се пресмята по формулата

(10.16) |L|= f (@' () + 47 (1) +67 (4) .
Доказателството € аналогично на доказателството Ha тео-

рема (0.1,

Забележка 6. ЛАко функцните ¢, ¢, ( са непрекъснати н
имат ограничени първи производни в сегмента |«, В), то кривата
L, определеца от уравиенията (10.3), e ректнфицируема. Ако при

това производиите na тези функцин «са NUTErpyCMH в сегмента
(«, В). то дължината | /| па дъгата на кривата L може също така

Да се пресметие по формулата (10,16) (вж. забележки 1 н 2).

10.1.5. Диферецциал μ дъга. Нека функцните х-Ф(), у-ф(0)
са непрекъснати н нмат непрекъсиати първи производни и сег.

мента («, 8]. В такъв случай променливата дължина на дъгата
4(4), отговаряща на стойности на параметъра от сегмента [=, Д,
съгласно теорема 10.1 се предетаня във вида

ц

(10.17) L= [ @ @+ ()у

Подинтегралната функция B дясната страна ня формула (10.17)

е кепрекъсната, затона фупкцията L е диференцирусема и
и чъ нл S

а РАТ
Като повдигием тона равениство Ha квадрат и го умножим с (4/),
ще имаме

(10.18) ( ау-(6! ( ἀη 3 +(ф 1) ай?.

Тъй като L'(hdi=dL. φ' (ἢ 41--αχ, §{)di—dy, то or формула
(10.18) 38 дигберенцияла а! на дъгата на равиинката крива

4 получаваме

(10.19) AL —dx® +dy*.

Ако се разглежда праострацнствена крива, определеца с уравне-

нията (10.3), 10 при условие 38 непрекъснатост на функцниите ф
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фи § н на техните пърги произгодни в сегмента («, βἑ 38 ди-
ференциала α]. кна дъгата на пространствената крива Д имаме
формулата ,

(10.20) аг- dx*+dy® +аг“.

ΠΡΉΜΕΡΗ : .

1. Ще намерим дължината |L| на vacTTa от дъгата Ha acTpoH-
дата х-асо0511, y—asin, лежаща в първия кпадрант. Тази част,
както не е трудно да се Риди, стъответствува на нзмененис на

параметъра / от О ло =/2. В разглеждания случай + (()----За со5 isint,
¢ (()-- За 512 1 . со51, Затова пс формула (10.7)

а3

у 1=! (9а! со5 Е . sin® 14-9а? 5016 1 cos® 173 4 = 1-:-! sin 2tdt = За/2.

2. Ще пресметием дължината |L] wa дъга от параболата
»γεαχῖ, О5х:1. Тъй като у-ФЗах, 1o no фФормула (10.14) полуг“
чаваме

o ]

i

L= [ут";гязз:т?щ: - Τ Ε α" «ае И 36 ΕἸ Π 3а .
г

3. Ще намерим дължината на дъгата на логаритмичната
спирала г--ае OT точката (фу га) 20 точката (g, 7). По формула

(10.15) nmane

¥

| L gf(fiz ге ὐ еж” dio (] +b=2)12 (r—r,).

фе

х
4. Ще намерим дължината на дъга от слипсата - + =1l

a>b, отчитана of точката М,(0, δ). Разглеждаме параметричното

уравнение ua елипсата хл-а5т!, y=bcost; ἐ ¢[0,2=]. По фармула

(10.17) получаваме
4

(10.21) ἐ - f (@* се5 τῈ δ ̓ sin? 112 τ
5

“

zaf(l—fisin’ 1 ат-а. Ε (e ἢ.
<“

Числото кв-(1--#/а)” се нарича ексцентрицитет HA слипсата

- 85 Матаматиесски зиализ,. ] 4.
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Неопределеният интесграл f Y1=cTsin®tdt, който се анулира

при {=0, се нарича елиптичен цнтеграл Om втори род

(вж. 8.4). Този интеграл се означава със симиола E(g, () и не

с изразява с слементарни функции.

102 Лице на равнинна фигура

Ще изучим въпроса за определяне и съществуване на лице на

равнинна фигура, KaTo под равиинна фигура ще разбираме пронз-

BQTHO отраничено миожество ΟἹ точки 8 равкината.

10.2.1. Понятне за контур на миножество н равнинна фигура. Да

разгледаме множеството на венчки точки в равнината н да ᾧη-

KCHpaMe една от тези точки Д.

Ще наричаме в.-0колност на тоака Д множеството om

онези точки в равнината, който са разположени вътре в кръг с

радиус в и с център точката A,

Нека cera (M} с праинзволно MUOKECTDO от точки в PaDiu-
ната.

Точката M от множеството (М) ще наричате вътрешна

точака на тоава множествоа, ако стчщестаува такова e>0, че

г-околността на точката M да се съдържа 6 muoxeemsomo (М).
Точка M, непринидлежиаща на множестаото (М), наричаме

външна точка за множествотоЛЪМЗ. ако същестаува такова
e>0, че е-дколността на точкита За няма обща точка ¢ жмкно-

жеството (М). |
Toukama M ще наричаме контурна MOUKE на множеството

(М), ако masu точка не е Humo вътрешна, нито външна точка

За това множество.

Ще отбележим, че точката M е контурна тачка на множе-

ството (М) тогава и само тогава, когато 3a всяко £>0 в e-0Koa-

ността на точката M се съдържат както тачки ΟΥ мпиожеството

(M}, така и точки, непринадлежащи на това множество.
ПНаинстина, ако B ΠΉΚΟΙ £-OKOMHOCT на точката M ие се съдържа

точка OT множеството (М) или точка, коята не принадлежи на
това мнажество, ΤΌ точката M ще бъде или външна, или вътрешна
тачка 38 множеството (М) н няма да бъде контурна 38 това MHO-

жестно.

Съвкупността на веийцки контуряи тоянки на едно множеставо
ще наричаме контур на това множество.

Забележ ка. За най-простите видове мниожества #М), пред-
ставляващи част от равнината, заградена с проста затворена крива

или с няколко такива криви, въведеното понятие контур на множе-
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CTBO съвпада с HHTVHTHBHATa представа за контур. За множе-
ства от произволен вид конТтурът в определения OT нас смисъл

MOAC да има доста необичаен вид и да не се вмества в HUTYH-

тивннте ΗΗ представи за контур. Така 38 множествоте (М) от точ-
ΚΉΤΕ на кръга с рационални абсциса н ордината контурът в опре-

делеция от нас смисъл е пелнят кръг.

- Ще наричаме множеството (М) от точки в равнината йгра-

ничено, ако съществува кпъг, съдържащ всички точки на това

миножество.

Произволна ограничено множество Е от точки в равнината

ще наричаме равнинна фигура.

R‘;a;mypa на равнинна фигура Е ще азначаваме със сим-

вола 0Ε.

10.22. Лице на равиннна фигура. 32 въвеждането на TNOHATHETO
лице на равининна фигура ще тръгнем OT един специален частен
вид равинини фигури — τ пар. мвогоъгълни фигури.

Многоъгълна фигура а равнината ще наричаме множество,

съставйено от краен брой ограничени многоъгълници, лежащи в

тази равнина.

Известиа е понятнето лице на многоъгълна фигура. Лицето

на мниогоъгълна фигура Р ще означаваме със символа g (P).
Ще напомним, че лицето на многоъгълна фигура е неотри-

цателно число със следните три свойства:

15 /адиТтивност). Ако Py ' P, τῇ две многоъсълни фигури

без общи вътрешнини точкин Р U P, ¢ обединението на тези фигури, TO

20 (инварнантнаст). Ако многоъгъьлвите фигури P, н P, ca

равни помежду си, TO

(10.23) . (P)=p (P).

30 (монстонност), AKO многоъгълната фигура P, се съдържа
в миогоъгълиата фигура P, 1o μ ( ι ) Ξξμ (,).

Свойството MOHOTOHHOCT е следствие от свойството адитивност
M OT Tuka, че лицето с неатрицателно чиело. ПНаинстина, ако P,

се съдържа в P, τὸ P,=PU(P\PY* и тъй като P, и Ρ ι

HAMAT общи вътрешни точки, то съГгЛасно свойството адитивност

RP=p (P)+p(PN\P)). Остава да отбележим, че p(Py\Py)=0.

Забележ ка. Ще подчертаем, че лицето на многоъгълната

фнгура e сстествено да «считаме равно на едно и също Ччисло
незавнсимо 0T това, дали многоъгълната фигура се разглежда

« При xoero разликата P,\ P, па две многоъгълни фисури € също MHOTO-

ъгълна фигура.
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със или без контура си. При разглеждане на разлнката на две

многоъгълни Фигури P\ P може да се условим да счнтаме, че

фигурзта P, е взетас контура си, а фигГурата Р;-- без контура
си. При такана договореност разликата ще представлява много-

ъгълиа фигура, взета с контура си.

Ще преминсм сега към определениесто 32 лице на произволна

равнинна ¢urypa Е (т. е. ва произволна ограничено множество

от тояки B равнината).

Да разгледаме всички многоъгълин ΦΉΓΥΡΗ P, съдържащи се

в Ε, и всички многоъгълии фигури Q. съдържащи F.

Фигурате Р ще наричаме вписани, а фигурите Ο — описани.
Числонвото множестно 4у (Р)) от лицата 118 ясички впнсани мнво-

гоътълни Ффигури с Оограничено отгоре (папример от лицето Ha

KOR да е опнсана многоъгълна фигура Q). Числовото множество

gx (Q)) от лицата на всички описани около Е MHOTOUTHHA

нгури Ο е ограничено отдолу (инапример ст нулата). Затова съще-
ствугат тачиата горна граница :

(19.24) e =84 (F)==sup а (P): ῬῈ ΕἸ

на лицата на всички многоъгълци фягури, вписани B F, в точната

долна граннца

(10.25) μ'-- μ (F)=inf {1 (Q) : QO ΕἸ

на лицата на BCHYKH многоъгълни фигури, onucaun около F.
Ако в Е не може да се влише инто един многоъгълник, TO

го апределенние се полага p,=0.

Величината p, се парича долна мярка на лицето на фи-
гурата F, а μ" -- горна мярка на лицето на тази фигура. От
TOBa, че лицето на всяка вписана фигура е не по-голямо ὉΤ ли-

цето на веяка описана фигура, следва

e (0 (F).

Определение 1. Равнинната фигура Е се нарича измерижма

(или имаща лице) ака горната мярка на Alyemo " на тази

фигура съвпада ¢ долната MAPKA на лицето й μᾳ. При това чис-

дото p=plF)=p*=p, се нарича лице на фигирата F.
Ясно €, че BCAKA многоъгълна фигура F e измерима Р CMH-

съла на ладеното определение Η лицето й μ (F)=p* (F)=pe (ΕἸ.
По такъв UAYHH разширихме TOHATHETO лице на миогоъгъл-

ници върху един па-широк клас ὉΤ фигури.
Запазването на свойствата адитивнаст, инваризитност и MO

HO-

тонност ше бъде доказано по-пататък,

Ще започнем с доказателството ua следния критерий за из-
меримост на равниниа фигура:

Ка
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Teopema 10.2. За да бъде равнинната guzypa Е измерима, e
неабходияо и достатъчно за всяко >0 да съществуват описана

около Е многоъгълна фигура Q и вписана в Е многоъгълна фи-

гура P, за коита

(10.26) μ.0)-- (Ρ)«ε. |

. HorkasatenctBo. Необходимаст. Hexa фигурата Е е mua-
мерима, T. € μῆξεῃς. Според определението за точни Граннци

10.22) и (10.23) за всяко «>0 съществуват вписана многоъгълна
гура Р и описана миогоъгълна фигура (), такива, че

ι.9.--εἰ «μ (P)=py, В ((0)<е/2.

Or тези неравенства и от p*=p, заключаваме, че p(Q)—p (P

«<Е. П

Дастатъчност. Нека за всяко €20 съществуват многоътълни

фигури Q Ρ със свойствата, даденя във формулировката Η
teopemata. Тогава от неравенството (10.26) н от съотношенията

й ( ) πεμῳ 752 (0) получаваме, че

Ompt -- р (Q—1 (P)<e.
Тъй като € е NPOM3BOAHO положително WHCAO, от условието

Omsp®—p, <е следва, че p®=p,. Ε

Теорема 10.2 допуска просто, KO важно абобщение: във фор-

мулировката й DMCCTO описана н вписана многоъгълна Ффнгура
О и P магат да се иземат произволини описана и впкнсана изме-

рима равнинна фигура О н Р. В сила е следната теорема:

Теорема 10.2'. За измеримостта на раанинната «фигура Е

е необходимо и достатъчно за всяко e>0 да съществуват us-
мерима правнинна фигура Q, съдържаща Е, и измерима равнинна
фигура P, съдържаща се а Ε, за каито

Ϊ α(0)-- (Р)<Е.

!  ́ Не ¢ нужно да се доказва необходимостта, тъй като многа-
ъгълните фигури Q и Р са измерими.

. Ще докажем дестатъчността. Фиксираме произволна e>0 н
построяваме измерими равниннни Ффигури Они P, първата от KOHTO
съдържа Г, а втората се съдържа в Е, такива, че

.' (10.26") n(Q)—p (P)y<e/2.

: Тъй като О н Р са измерими paBAHHHA (PUTYPH, TO същест-

: Bymar миогоътълца фигура @, съдържаща Q. н многоъгълна фи-

rypa P, съдържаща се в P, за конта

а (0)--и.(0)<#/4, р (P)—p ()</4.

: Or nestc неравенства и от (10.26) следва, че μ(0)-- (P)<e. Но
!

!
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понеже многоъгълната (bm‘ypa Q съдържа Е y а многоъгълната

¢urypa Р се съдържа B F, то фигурата Е е измерима съгласно
теорема 10.2. 3

Ще установим още една еквивалентна формулпировка на Тео-

рема 10.2, Нека Е e произволна равяинна Фигура, Q е Ммпога-

ъгълна фигура, взета с контура си и съдържаша фигурата F, а Ре
многоъгълна Ффигура, взета без коитура си и съдържаща се във

фигурата . Тогава разликата Q\F е миогоъгълна Ффигура, взета
с ноц;з.?а си н съдържаща всички TOYKH от контура ОЕ па фигу-

рата Е.

От адитиаността 8 ляцето KA миногоъгълна фингура следва

равенството й.(0“Ж2)-н1(0)--1.(Р), а 0T него--че нсравенството
(10.26) във формулнировката на теорема 10.2 може да се aanume

във вида

(10.26") p(Q\P)<e.

Определенне 2. Множество om точки в равнината ще на-
ричаме мнаожество с мярка нула, ако се съдържа в многоъгълна

фигура с произволно малко лице.

Неравенството (10.26") и това, че многаоъгълната фигура QN\ P
съдържа BCHMKH точки на контура 0Е на равеннната фигура F,

дават право да се изкаже теорема 10,2 по следниия начин:
Теорема 10.2". Равнинната «ригура Е е измерима тогава и

само тогава, когато кантурът й ОЕ цма мярка нула.

Необходимостта ¢ очевидина.

Ще се спрем на доказателството на достатъчнастта. Вписваме

равиинната фигура Е в квадрат Е със страни, успоредни на
координатните оси, и разделяме квадрата на слементарии квад-

рати със страца Л с помощта на прави, успоредни на KOOPAHHAT-

ните оси, Това раздьляне на квадрата ще наричаме мрежа със
стъпка h.

Ще докажем най-напред, че ако KontvpwT dF на фигурата Е

се съдържа в многоъгълна фигура с Лице, по-малко ΟΤ g, то при

достатъчно малка стъпка Д на мрежата контурът dF Β фнгурата

Е се съдържа в обединението на елементарни квадрати OT мрежата

с общо лицс, ненадминаващо З2в.

Нанстина достатъчно e да отбележим, че псяка миогоъгълна
фигура с лице, по-малко OT Ε, с сума OT Kpacn брой триъгълняци

без общи вътрешни точки; всеки триъгълник е равен на обеди

# Следна ат ΤΟΝΆ, че нсяка вътрешна Тачка на многоъгълната фигура Р е
нътрешна точка ня . а всяка външна Тачка ня миогоъгълцата фигура () е вън-

штна точка на . Дастатъчноа в да изамем пред внд, че разликата QNP сълържа
венчки тачкя ст равинната с изключение на въпшнките точки на Q и нкътрешните

TOYER на Р.
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HeHHeTO на два правоъгълни Ттриъгълника (без общи вътрешиен
ἹΠ'Ι); всеки правоъгълен трнъгълник се съдържа в два пъти

по-голям по лице вправоъгълник; всеки правоъгълник се съдържа

в обединеннето на краен брой квалдрати, сумата от лЛицата на
ΚΟΉΤΟ не е по-голяма от два пъти лицето Ha правоъгълника; всеки

квалрат Ce съдържа в два ΠΈΤΗ по-голям по лице квадрат със

страни, успоредиин на коордянатните OCH.

И така всяка многоъгълна фигура с лицс, по-малко ОТ g, се
съдържа в обединението на краен брой квадрати със страни, ус-

поредни на коорднинатните оси, Η с общо лице, по-малка от e

Ot тези красн брой квадрати избираме квалрата с пай-малка
страна (ако има няколко такива квадрата, избираме един от тях)

и взсмаме 33 стъпка Я на мрежата половината от дължнината на

страната на този квадрат.

При този избор на Н всеки OT описаните KRAAPATH (със страни,
успоредни на координатните оси) ще се съдържа в обединението

на слементарни квалрати на мрежата, общото лице на които не

надмннава учетворсното лице на дадения квадрат.

Затова всяка многоъгълна фигура с лице, по-малко OF € се
. съдържа в обедниението на слементарнн кпадрати от мрежата,

общото лице на които ¢ по-малко от 32.

Следователно. ако Koutypst ОЕ на рапвнинната фигура Е има
лице, равио на нула, то 38 всяко >0 при посочения избор na

стъпката Я на мрежата целият контур 0Е ще се съдържа в обе-

диненнето OT елементарин квадрати на мрежата, общото лице на

KOitTo ¢ по-малко ot 32ε.

3a да завършним доказателствато, с достатъчно да атбележим,
че обсдинението на всички елементарни квадратн, които Ссъдър-
жат само вътрешни точки на фигурата F, e многоъгълиа Ффигура,

съдържаща се B F, а обединеиннето на тази фигура Р с веички

елементарни квадрати на мрежата, съдържащи точки OF контура

ОЕ на фигурата F, е многоъгълна фигура Q, съдържаща фигурата
F,up(Q—p(tP)<32. П

Като използваме тази теорема, ще установим измеримостта 1A
широк клас равнинни фигури.

Лема. Всяка ректифицируема крива има лице, paoHo на нула.

Доказателство. Нека L e ректифицируема крива, а | |е

дължината й. Разделяме тази крива с помощта на л-1 точки на
части с дължина |Д |/п. Вземаме всяка от тези л-| тачки за цен-

тър на квадрат със страна 21|4.|/п. Сумата от тези кнадрати e
многоъгълна Фигура, описана около кривата L, а ΠΉΠΟΤΟ на тази

ἢ] многоъгълна фигура не падминава сумата от лицата на съставя-

щите я квалрати, т. е. числото 4|LP (n+1)m3. Тъй като |L] е
фиксирано, а п може да се избере произволно голямо, то Числото



408 ГЕОМЕТРИЧНИ ПРИЛОЖЕНИЯ
___—____——_—————

—--——_—‘-

4 а 4+1)1-? може 1a се иаправа по-малка OT BCAKO отнапред
избрано число e>0. Следователно кривата L може да се включи

5 миногоъгълна фигура с произволно малко лице. |)

От тази лема W от теорема 10.2” следва теоремата:

Теорема 10.3. Всяка дпавнинна фигура, чийто контур се се-
I

1стоий от една UALL HAKOAKO ректифицируегми Kpusd, е USMepumd.

Ще покажем cera. че въведеното поиятие лице на равциина

фигура притежава свойствата адитивност (еж. 10.22)), инвариаянт-

ност (вж. (10.23 н монотонност. Ще се убсдим най-напред B

адитивността Ha лнцето. Нека Ε ̓ и Е, са измерими фигури без

общи вътрешне точки и Е е обединението им. Тогава Е е изме-

рима н

(10.27) p{F) = (Fy) + ΊΩ

Измеримостта на «фигурата Е caensa or тепрема 10.2 u o7 това,
че KOUTYPHT й GF е съставен от множества с лица, равни па пула,

тъй ката OF е част от обединението на контурите oF, и дГ, на

Фигурите Е, н Е,. (Очевидно всякл част на множество с лнце,
равно на нула, също има лице, рашно на иула.)

Ще докажем верността на равсниството (10.27), Разглеждаме

многоъгълните фигури Р, н Py вингани Съответно в Fy н ἔμ и
многаъгълните фигури (), н Q.. описани съответно около Fy и ..
Фигурите Py it Py съставит многоътълна Ффигура Р и usimat общи
вътрешни точки, Затова съгласно (10,24)

. (2)-4(2, 1 Py —p (P (Py).
Многоъгълщите фигури @, и Q,, спвенктуално пресичащи ce, като

сума съставят многоътълната фигура Q, лицето на коята не HAA-

минава g (Q) +11Q,). Затова

1P =1 (P) + 1 (Py) = Н() MQ=n(Q))+R(Q).
Ot apyra страца, според определението 33 измернмост 38 фи-

гурите Е, u Е, са верин неравенствата p(P)=p(F)=pr@Q) к
в .) (7.:5н(0,), от които следва, че ш

RP)+ μ τ ) Ἐμ (FI=p(Q)+1r(Q.

Mo такъв начии дегте величини Е) н μίβῃ) ἘΜ (F,) са 38-

ключени между числата (1 (Q) +1(Q)) κ (B ) ἘΜ (Py), разликата

между коита

(μιρ ἘΜ ί0,})-- Ρ Ἐμ ι Ρρ)-( (Φ.)--μ (Ρ}}
+(Е(6,)--#(2,))

може да бъде напрапена произволио малка.

Следователна тези две величини са рабиин, т. е. в си
ла e pa-

венствато (10.27). O
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а
П Свонстевото назариантност на лице на прсизполна равииннна

„ фитура нспосредствено следва ст инвариантнастта на лицето на

: миогоъгълна Фигура (иж. 10.23)) н от начина на определяне ца
e ча измерима Фигура чрез лицата на ΜΗΟΓΟΒΓΈΠΗΗ Ффигури.

: Haxpas свойството монпотониост на лицета следва непосред-
„ствено от определецието за измеримост на равяннна фигура.

ф Забележка. Сеченнето на две измерими фагури е измерима

фигура.
Действително нека F=F, NF, н Г. и Е. са измеримн.
Всяка контурна точка πα Е е контурна или за Г,, нли за
Затова твърдението следва от теорема (10.2”) и or това, че

е на две миожества с липа, равни на нула, ἘΜῈ съща

се 7. равно на нула.

“ Въпеденото в тази точка понятие лице се нарича лищце RO
Mopoax®* пли мярка на Жердан.

. По-рапо се убедихме, че лицето no Жордан притежана спой-

: ството JANTHBHOCT, т. е. ako F=F UF, а F, н Г, ca измерими
фигури бсз общи вътрешни точкн, то Е ¢ измерима н μ (F)=p (F))

ΕΜ) Тона свойство е очевидно п сила и 33 обединенисто на

„ произволен краен брой Fy, Fy, Fy « -, Fa измерими фигури без
. общи вътрешни точки. Ако

F=U{F:i=1, 2+ ., п),

"

" τῷὸ Е е nomepiMa и μ(ἣ--Σ й (Г,) (свойство крайна адитивиост),

ф 1Г

. Опаче лицето по Жордан (миярката ка Жордан) не притежава

«войстиото изброима аднтивност, т. е. обединението на избройима

” жЪвкупност от измеримн Фигури #ЙЯ), Е,. Fg - -+, боез общи вът-
„ решин точки може A2 не бъде измерима фигура. Ще илюстрираме

лтова с пример. Разглеждаме в равниката Kvaapata D:0<x <1,
0<y<1- Вземаме в квадрата D точките с рационални координати.

" Не e трудио да се гокаже, че тези тачки са изброимо MHOKCCTDO.
Разполагиаме ги въз вид на редица

- 2y —(xy. У) Ζ,ιτείχ,, Μὰὼ)ν. + а Za=(Xn, ]ι'π)ι s Σ

Фиксираме числото €>0 и построяваме кръг (), с център я точ-

жата . и радиус r,<ef2, изцялао съдържаш се в Kuazpava D.

2. Първата от точките Z., 2y, 21.. . ., KCATO не попади B кръга

0,. означаваме със 2л Η Ппостроячаме кръг O, с център TOYKATA
Zny н радиус r.<e.2-2, който да не пресича Kprra ()) и изцяло
Да се съдържа в квалрата D.

* Бамна Жоразн — фронеки математик (1538—1922).
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Продължавайки тези разсъждения, построяваме редица ΟΥ

кръгове Ο,, 0, О - - ey Ony « « « с радиуси Py Γὰν Ту " " =9 " oy

га« е. 9-”, KOHTO пе се пресичат помежду CH и изцялс се съдър-

жат в квадрата D.
Всеки от тези кръгове е измерим Η има лице, равно на

m.r3 n=1,2, 3. - ).

Ще се убедим, че обединепието Е μἃ тези изброимо MHOro

кръгоне F=0,U0,U . - . е фигура, нензмерима по Жордан. Нека
Ο с произволна многоъгълна фигура, съдържаща фигурата #.
Очевидно във BCRKA €-OKDANOCT на всяка точка на квадрата D
има точки OT редицата («л), т. е. има точки от фигурата Г. Ho

това означава, че всяка точка на кпадрата D е нли вътрешна,
или контуриа точка на фигурата Г, т. е. многоъгълната фигура
Ο съдържа целия квадрат D и следователцо

в (0)21(0)-1.

Нека сега Р с пронзволна мпогоъгълна фнгура, съдържаща

се в Ε. Тогава лицето Ц(Р) няма да надминава сумата от лицата

на нсички кръгове O Oy Ο ч. т. е.

и () (B ik -« « )е (2702744« . .)-/3.

И така p(Q)=1 и (2):5жке/3 за всяка многоъгълна фнгурз

Q. съдържаща F, и всяка многоъгълна фигура P, сълържаща се

в F. Но това озиачава, че при малко & разликата |(0)-#4/(Р) е

по-голяма от 1-- πεῖ 3 и не може да бъде паправена произволно

малка, т. е. фигурата Г не с измерима по Жордан.

Ще отбележим, че моиже да се вънеде друго, обобщено поня-

тие 33 лице -- Т. пар. мярка на Лебег“, коята вече притежава и

свойството изброима адитивнаст.

10.2.3. Лице на криволинеен трапец и криволинеец сектор. Kpuso-
линеен трапнец ссе napnya фигурата, sarpagena or графиката на

дефиниранл върху cerMenTa (а, 8) непрекъсиата и неотрицателна

функния [, перпендикулярните към оста Ox прави х--а и х--йн
отсечката ΟἹ оста Ох, заключена между точките аи b (фиг. 10,1)-

В сила е следиото твърлешие ;

Краволинейният трапец представлява измеринма фигура Е,
лицета w(F) на която се npecatuna по gopsmgrama

- Апри Лебег -- френски матсматик (1875--1941).
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(10.28) B (F)= f F(x)dx.

Доказателство. Непрекъснатата в сегмента (а, 5) функ-
цня [ ¢ HHTeTpycMa, следователно 33 всяко положително число в
може да ссе цамери деление на сегмента Га, b], за коста разликата
между голямата сума 5 н малката сума 5 да бъде по-малка 0T ε.

| Но 5 и s са равни съответно na p(Q) и μ(), където й () н p(P)
, а лицата на миогоъгълни фигури, първата ΟΥ които съдържа

криполинейния трапец, а BIOPATA се съдържа я криволинейния
трапец (ua фиг. 10.1 са изобразеци също и тези многоъгълни фи-

; Тури). По такъв начин p(Q)- p(P)<e н съгласна теорема 10.2
1 жриволинейният трапец е измерим. Тъй като 33 всяка HHTETp yeMa1 Ффункция гранипата както на големите суми S, така и на малките

суми s ¢ равиа на f f(x)dx, когато днаметърът на делението
4

#

“ || клони към нула, и 5 =p(F)=S, то лицета p(F) na криволинейнияТрапец се намира по формулата (10.28). O Кее
” Забележка. Axo функцията f е непрекъсната и jenodo-

# W A ъ2 :. 
- - akeжителна B сегмента [, &), To стойността Ha HHTerpana f ἰ (x)dx,

Е

B3eT с отрицателен знак, е равна на лицето на криволинейния
трапеп, ограничен от графиката на функцията f, ордннатите B
YOURUTE а и b и отсечката от оста Ox между точкитела u ὅ. За-

аА

. ако / Ο сменя знака, то f f(x)dx e равен на сумата or
а
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лицата на криволинейните трапеци, ΒΒΕΤῊ със съответния знак,

разположени над и под оста Ох, при това лицата I3 пър
вите са

B3ICTH сък знак плюс, а па вторите — със знак минус.

Ще преминем сега към разглеждане 118 лицето 13 кри
волинеен

сектор, Нека кривата L е зададена с уравнения в полярин ΚΟσΡ-

динати 7=r (8); ἀξξθεξβ (фиг. 10,2), при което функцията r с не-

прекъсизта и нсотрицателна в сегмента [e, Bl
Ще кнаричаме криволинеен сектор равнинната фигура, ограни-

чена от кривата Д и двата лъча, сключващи с полярната ос ъгли

жи В.

Ще докажем следното твърдение ;

Криволинейният сектор ¢ измерима фигура F, лицето на

кояти се пресмята по gopmyiama

(10.29) и (F)= + f (0) 40.

Доказателство. Разглеждаме деление на сегмента [z, В)
< точките а-Й8,<0,< . - <Dy=p и за всеки частичен сегмент

(8,-4, 0] построяваме кръгови сектори с радиуси минимална
та г и

максималиата R, crofiuoet ма функцията г D сегмента [θι.... 6]. B
резултат получаваме ABC измерими фигури, първата durypa A,
съдържаща се в криволинейния сектор, а ятората В, съдържаща
този сектор (вж. фиг. 10.2). Лицата и (А) ий (8) на тези измерими

а

фигури А и B са съответно рапин на -ξ Σ(θ.-θ.-,)π’ξ н H3
(- |

я

-Ξ-Σ (8,--6.--)) #2. Обръщаме вниманне на това, че първата от т
ези

(- 1

суми е малката сума §, а втората -- голямата сума 5 на фушпк-
1

цдията / в сегменцта (с, В) за посоченото деленние на TOIM сег

мент. Тъй като непрекъснатата в сегмента («, В) функция -Ξ- те
интегрусма в този сегмент, ΤΌ за всяко в>О0 съществув

а деление,

за което разликата S—s=p(B)—p(4) е по малка ΟΤ 
Ε.

Тъй kato А и В са две измерими фигури, нъртата от KOUTO

се съдържа в криволинейния сектор F, а втората съдържа F, TO
съгласно теорема 10.2” кряволинейчият сектор е из

мерим.

Валидността ua формулата (10.29) за лицето следква от TORA,

че мярката му p(F) е заключена между s=p(4) н S=p(B),
 a две-

те суми 5 и S клонят KLM интеграла B дясната crpana на (10.29)
мри клонепе на диаметъра на делението към пула. (
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Ν

ве μ Де ей сещ че еве П ае R а
Примери:

L. Да се намери лицето п (Е) на фигурата Г, ограничена от
| „ на функциите у-х“ и хъ-у“, а| (фиг. 10.3). Поцеже

„е симетрична относно бисектрисата на първия квадрант,
и може дла бъде получено, като от единица (лЛицето на
ес извади YAUOCHOTO лице на криволинейния трапец, за-

с графиката на функцията у-х", а: |, в сегмента [0, 1],
110 формулата (10.28)5 получихме, че .

] 1

и (#)-1-2 [ χο йх = |--Зх« + Ща- |)) =(a—1)i(a+1).
¢

2. През три точки с координати (-- ὶ у,), (0. у;), (A, у,) ми-
„ само една парабола y—Ax*--Bx-+D тТили права, ако Team

лежат ина една права).

Наинстина услопието трите точки (—A, у,), (0, y,). (&, у,) да
.Б на параболата ни води 10 система уравнения OTHOCHO A,

D-=-y,,
AR +Bh+-D=y,.

ази система HMa единствено решение

А-- (уа- Зу /2%, B—(y,—y,)i2h, D=y,.
- ΒΆΜΕΡΗΜ лияпето ц (F) на крнволинейния трапец Е, огределеш
а парабола, правите, успоредии на оста Оу и ми-

ирез точките (--й, 0) и (k. (), и атсечката or оста Ok,
между тези точки (фиг. 10.4).



414 ГЕОМЕТРИЧНИ ПРИЛОЖЕНИЯ

0

Фиг. 10.5

По dopuyaata (19.28) имамс
"

я

А() - f (Ax*+Bx+ D) dxw-:j;-flx“-!—-!f Βχ 4 χ
З 

А

=2Ah%3-+2Dh.

Kato заместим намерените стойпости за A н D чрез ординцатнте

Voo Y1 и Yy и величината &, получаваме

в (F)y=h (Yot W +у)/3.

3. Да се намери лицето W(F) на трилистника г--а са5 38
(фиг. 10.5). Ot чертежа се пиждя, че е достатъчно да се пре-

сметие онази част ΟἹ лицето на трилистника, която отговаря на

изменението на # or 0 до ®/6, и полученият резултат да се у
мно-

жи на шест. Затова по формула (10.29) получаваме

6 я 6

μ(Ρ):-Β.ξῖ!ωε“εΜο:ΜΓ"'ΐὢ 46
ий

я 6

=322 (/12 + ет 65 )-τπ. .

10.3. Обем на тяло в пространството

Основкните определения и твърдения тук 8 аналогични Ha съот.

ветиите определеция и твърдения от 10.2. Това ни позволява да

се ограничим ¢ основни формулировкни.
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10.3.1. Ofem на тяло. Да разгледаме множеството от всички точки
на пространствота н да фиксираме една от тези точки Д.

ἘΓΟΚΌΠΗΟΟΤ на точката А ще наричаме миожеството OT вснчки
точки на пространстното, разположени вътре в кълбо с радиус e
Ἦ пентър в точката А.

Точката А ще наричаме вътрешна (външна) точка на мно-жестяото (М) от точки на пространството, ако съществува такова€>0, че е-околността на точката А изцяла принадлежи (не при-
цадлежи) на множеството {M).

Точките на миожеството (М), конто не са нито вътрешни,
HHTO външни, ще царичаме контурнии точцка lla мнвожеството{M}. а съвкупността от всички контурни точки ще наричаме
KOMmYp на множестиното {M}.

Множеството {M} ot точки μ NPOCTPAHCTNOTO ще наричаме
Ограничено множество нли тяло, ако съществува кълбо, съ-
държащо вснички точки на тогпга множество.

Сред всички тела ще отделим т. нар. многостенниа тела,
дставляващи обелинение на краец брой ограничени миогостени.

оинятието обем на MHOTOCTEHHO тяло с известно, Ще подчертаем,
че този обем (както и лицето на многоъгълна фигура) притежава
свойствата адитивиост, инвариантност и монотонност.

| Да разгледаме произволио тило Е, а също и всички миого-
„ стенин тела P, съдържащи се в Е, и всички многостенни тела Q,

1 1 въдържащи F,

1 Ще наречем ropua мярка на обема на тялото Е точната дал-
г На граница на числоното множество (| (Q)} ot обемите иа всички

1 многостенни тела Q. съдържащи F, т. e. числото

μ" - μ" (F)=inf{n(Q): Q3 FJ.

| Аналогично ще паречем долна мирка на обема на тялото Е
Тточната горна граница на числовото миожество {μΡ}} от обемите
на всички многостенни тела P, съдържащи се в Е, т. е. числото

M, — , (5--зир(и(Р): P c F).

ι, Ὅτ ле7и определения е ясна, че p == μῆ.
” Определение 1, Тяаста Е се нарича измеражо (ажащо обем),
axo μέ--μι, При тева числото. й-- μ (F)— н«- μ се нарича обеле
#а тялдото Ε.
„ Напълно аналогично на теорема 10.2 се доказна следното

; дение :

. Теорема 104. Нгобходимото и достатъчно услааце тялото Е
. бъде измеримо е за всяко в7>0 да същестауват многостенно

тяло P, съдържащо се в Е, и многостенно тяла Q, съдържащо Е
а коита Н.(0)--(А)<е.

vl

Π

I
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Забележ ка, Bup фсрмулирсевката на теорема 10.4 вместо

многостенни тела Р и Ο могат да се вземат произволни H3IMEPHMH
vena P u Q, удоевлетворявашн всички останали условия на тей-

РЕШ:Е.

On еление 2. Множества om точки на п.растрпнстн*вт
о

наричаме множество Ο нулев обем, ака това мно
жество се

съдържа в мнагастенно тяло с произволно малък обем.
Теорема 10.4 може да се преформулира така :

Теорема 104, Тялото F е измеримо тогава и само 
тогава,

когато неговият контур uma нулев обем.
Въведленото ΟἹ нас попятие за ofieM на тяло има CBOHCTBATA

адитиввост, инварнантност н мопотопиост.

10.3.2. Някои класове измерими тела. Диландрична тя
ло ще на-

ричаме тялото, пграничено с цилиндрична повърхкост, чиито ο
ὔ-

разуващи са успоредни на дадена ос, и с две равнини, перпе
ндику-

лярни на тази oc.

Сеченията πὰ тези равнини с нилиндричната повърхиост €3

равнинни фигури, наречени основи на цилиндричното
 тяло, а раз-

стоянисто A между осноните се нарича височина на цилиидричното

тяло (фиг. 10.6).

B сила е следиото твърдение :

Ако основата на цилиндричното тяла Е е иамерима раванинка
фигура G, то тядото F e измерима и пбемът му Щ(Е) 

е равен
на W(Q).h, където Е (С) е лицето на оснивата G, айе височина-

та на това цидиндрично тяло,

Доказателетво, Тъй като равинината фигура G ¢ изме-
рима, то за нсяко е>0 могат Δ се наме AT опнеана н внисана Β

тази фигура миогаъгълни ΦΗΓΥΡΊ Он P, за конто μίρ)--Μι}}
<elh.

Обемите τ многостепните тела Ра Η Fp, 38 основи HA KOH
TN

P. а височинвата им ¢ разна Π8.служат многоъгълните фигури Qu
Δ. ca равии CLOTBETHO Ha p(Q) .k n L(P). 2 Затова

μίρ). ἀ-τμρ). ἀπμ (0)--α (Ρ}}. A< - #.

Тъй като миогостенното тяло ἰ съдържа Ε, а MHOTOUIEHHOTD

тяло Fp се съдържа я Ε, та съгласно TeopeMa 10.4 тялсто Е е
измеримо. Понеже R(Q) 2= и (С)й - И (О)Л, обемът на цилиндрия-

нато тяло Е e равен на p(().k O
От croficTROTO алитцРност на 0

следва, че стъпаловидните тела са

се нарича обединеннето на Kpacl брой Π ῚῈ

ложени така, че горната пснова па ΒῈΡῈΝ" предиду

B едиа I'&Ulllil!fl и долцата оснога на следРащето ж.

бема и доказаното твърдецие

измерими (стъпаловидно тял
о

дриени тела. разпо-

шо тяло лежи

фиг. 10.7).
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тядло F,, съдържаща F, и стъпаловидна тядло ,

следва твърде-

съдържащо се а
Ἐ, за xoumo B(F)—p(F,)<e, mo тялото Е е измерама.

Използвайки това твърдение, ще докажем изме римостта на
ротационните тела. В сила е следното твърдение :

Нека функцията | е непрекъсната в сегмгнта [α, δ]. Тогава
тялото Е, образугвано om завъртанета около ocma Ох на криво-
линейния трапец, ограничен om графиката на функцията {, пра-

и обемът му W(F) се дава с формулата

»

(10.31) И (Е)--т | Р (х)ах.

а

При завъртането на крлволингйния

едното от която Q съдържа F, а другото P
: на тези телзаз Ο ч P ca съответна

“ Мятемктически зиализ, Т

oume х--а и х--й и отсечката от оста Ox от а do b ¢ измгримо

Доказателство. Разделямге сегмгита [q, А) на частични
- € тоякияте а-ху<х< - - - < ха--й, Нека т и M, са точ-

гранияци на / в частичнниая cermeut [x,_,, х,|. На всеки такъв
MO-TPOABAME Да правоъгълнцака с висачици ту и M, (на

. 10.8 тезя правоъгълници са изобразениа caMd за едяан сегмент
xi]). В резултат се получават две стъпаловидни фягури,
OT KOHTO се съзържа в краволинейцая трапец, а другата

тра пец и тези
фигура ще получим тялото Е й две стъпаловидни

се съдържа в
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Очевпилно ¢, че тези изрази ca голяма н малка cyma 38 функцията

= Р. Понеже тази функция e интегруема, то разлеката между
тези суми при подходящо Ллеление на сегмента (а, 6) може да се
напрази по-малка OT BCHKO стнапред избрано полежителио число Ε.

Следователно тялото е измеримо. Тъй като граннинте на тези

суми, когато днаметърът на делението μὰ сегмента (а, #) клони

към нула е paBpa на π f Г (x)dx, то обемът И(Е) ua тялото Е се
а

дава с формулата (10.31).
Прнимери :
1. Да намерим обема й(Е) на кълбо Е с радиус г. Разглеж-

даме Topa кълбо като резултат от завъртането на окръжиността

γε:γ".--χῇ, —r=2x=r, около оста Ox (вж. фиг. 10.9). С форму-
лата (10.31) получаваме

# ι

μί ~=1:f(r’-—x")dx=fl.r“"x --%чт:х*

- - -

2. Ще намерим обема it (F) на прав кръгов конус с височина

A и радниус Ha ocHorata г. ΤΌΒΗ конус може да се разглежда като
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Фяг. 10.10 Фиг. 10.11

. ротацеонно тяло, получено от завъртането на триъгълника с вър-
хоВве в точкате (0, 0), «Я, ()) к (A, r) около оста Ох (фиг. 10,10), 5
„съгласно формула (10.31) имаме за обема му

ὴ

! !“-(г)*-*тт.!:.!:““]..т*:!хш*;*пг%-“х“
я | :

- πΡ Л.

“ .

3. Ще namezum обсма на тялото Е, получена от завъртането
DKoo оста Ох на синусопдата y—sinx в сегмента [0, π|. Имаме

ὶ 2 - ἢ « 2 а1- : B(F)=x[sin®xdx --й-!пчгвзаг)ах-п-х?
υ

(фиг. 10.11).

Допълнение към глава ι ὦ»

.. ПРИМЕР ЗА НЕИЗМЕРИМА ФИГУРА, -
]:; ОГРАНИЧЕНА ОТ НЕРЕКТИФИЦИРУЕМА КРИВА
П

L. Полуотворен траъгълнак ще нарпичам: жмчожгетвото от
Аточките KA триъгълник 623 точките на две om страните му и
„ върха, прилгжащи към тях. Ще разгледаме построяването
зна криза L, коятоа ще бъде част от контура на ипеизморияма фигу-

а Q. Това построение се извършва по пътя на последователното
' HA определенци полуотнореци триъгълници ΟἹ даден pas-

прапоъгълен триъгълник T, който за удобство ще озна-
¢ T |0. 1]. Координатите Η BLPXOBCTE на този триъгълник са

„“ TOR2 допълневис е занимствувано OT книгата на Β. A, Ильин, 3, I, Позняв,PoHOBH матецатического анализа“, изд. „Наука“, Mocxea, 1971.
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Фиг. 10.14 Фиг. 10.15

(0, 0), (1. 1) n (2, 0) (фиг. 10.12). Ще опишем сега процеса на no-
следователиото отделяне от триъгълника Т [0, 1) на определсени
полуотварени триъгълници:

1) Отделяме полуотворения триъгълник, едицият от върхопете
на KOWTO има координати (I, 1), а другите два са разположени на
оста Ох. Лицето S, на отделения триъгълник ¢ ранно на 1/4. По-
лпдучената в резултат фигура с изобразена на ᾧμι. 10.13. Тя се
състои от два Ттриъгълияква Т [0, 1/2) н Т [1/2, 1] с равни лица.

2) От триъгълниците Т (0, 1/2) и Т (1/2, 1] се oracas по едим
тркъгълник, сумата S, от лицата на които e равна на 1/8. Полу-
чената фягура е изобразена на фиг. 10.14. Тя се състои от четири

триъгълника Т [0, 1/4), Т (1/4, 1/2), Т [1/2, 3/4), T [3/4, 1] с μ88-
ΒῊ лица. |

3) Or всеки от тези триътгълници отделяме по един триъгъл-
няк, сумата S; OT Лицата па KOMTD е равна на 1/16. Пелучената

фигура е изобразена на ¢ur, 10.15. Тя се състои ὍΤ осемте три-

ъгълника Т [0, 1/8), Т [1/8, 1/4), T [1/4, 3/8], Τ |3#8, 1/2), Т (1/2,
5/8), T [5/8, 3/4), Т [3/4, 7/8), T [7/8, 1] с равни лица.

4) От всеки от тези триъгълници се отделя по един триъгъл-
янк, сумата 5, на лицата на които е равна на 1/32. Получената
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{{|}

КО(0,9) \{\ %qx—'}
Фиг. 10.16

фигура e изобразена на фиг. 10.16. Тя се състоятрнъгълника с равни лица. Всеки от тези трнъгълнсъс символа

OT шестнадесет

ΗΗ ще означим

Tlp.274% (о+1).2-4), p=0.1,2,. ... 15

По-нататък процесът продължава аналогично. Ще преминем ceraкъм определяне на кривата L. Трниъгълниците Т (р. .(+1). 27(рил са произволни цели числа, удовлетворяващи условието р«<2"),получени в описания процес, притежанат следното свойство : НекаТр, .2, (ρ, Ἐ1). 2-πὴ и Тр, . 2-a, (2;:+1). 2-1:) са два такиватриъгълника, че P27 τ р,2-а (р,+1).2"*г5(р,+1)2-**-. Tora-ва BTODHAT OT тези триъгълници се съдържа в първия, Ц%п отбе-

[p.2-7,
клони към нула.

«

. Hexa {T[p:s27TM, (Pr+1).27%), k=1, 2,3,..., ¢ свиваща сесястема OT триъгълници (това означава, че триъгълнякът с индексЕ съдържа триъгълника с индекс #41 н при & — οο диаметърътHa триъгълника ΚΠΌΗΗ към пула). Всяка такава свиваща се систе.M3 ст триъгълници има точно една обща точка. Разглеждаме2 Бсички свнващи се системи от посочените по-горе трнъгълници.Кривата L определяме с множестното (М) от общите точки наΒΟΜΉΚΗ свиващи се системи от триъгълници Тр.?2-а, (p4-1), 2-).На muoxecrsoro (М) (на кривата L) принадлежат върховетеНа всички триъгълници Tp.2-% (p+ 1). 2 : , тъй като върхът навсеки такъв трниъгълник п инадлежи на свиващата се система оттряъгълници (Т |98р.9-и+5, (*. p+1).24*+8)} у на системата{7Τ0(». p— 1) 274я+2), 2% 5 2-4я+51)). За да се убедим, че постров-.| Н0То множество {M} е проста Крива в смисъл на определението.ЖАадено в 10.1.1, трябва да докажем, че BCHYKH точки M на мно-
ὰ

“ Диаметър на триъгълник се нарича дължината на най-голямата му страна..
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жеството (M} се определят с параметрични уравцения х-Ф(6,
у-9(8; a=£=b, където фи ф са непрекъснати функцини,”

Да разглеламе сегмента [0, 1] на οὐτὰ #. На всеки сегмент

(о.9-я, (p+1).27%], където ри п са произголин неотрицателни

пели числа, р<?", съпоставяме триъгълинка T [p-2-7 (2+1).277).
На dur. 10.17 са изобразени сегментите, KONTO отгогарят на три-

ътълниците Т (р.2-2, (p-+1).27%. Всяка точка # o1 сегмента [0, 1]
принадлежи 2 всички сегменти от някоя свигаща се система

Цра - 277, (px-+1).27"#]} or сегменти. Съпостаняме на тази TOUKA

( общата точка M на стеингашщата се система от трнъгълници

(Т Гра 277 (pa+1). 2 "4]}. По такъв начин 8 всяка CTOUHOCT на

( or сегмента [0, 1] се съпоставят две чнсла X WY - KOOp.MHATH

ι точката M. Следогватслно х и у са функции Ha параметъра ί.
Ще се убедим, че тези функции х-:Фф(4) и у () са непрекъснати

в сегмента [0, 1). Действително неска € с пронзволио положително

числа, Е е фикснрана точка 0T сегмента {0, Ц n M e точката от

кривата L, определена от тази стойцост KA параметъра #. ОТ сРи-

ващата се система от триъгълници (7 рь .27”“, (pe+1) . 277}, оп-

ределяща точката M, избираме TPULIMINEK с диаметър, 
по-малък

OT ε. и разглеждаме сегмента [μν. 27", (ра«+1).27”), κοῆτο отго-
варя на тази триъгълинк и съдържа точката £, опредселяща M (а
следователно х й у). Всичкн точки на крината L, съотретствувашщни

на стойцости π £ ΟἹ тоац «сегмент, са разположени в носочения

по-горе триъгълник и затова коордицатите им ще се различават
oT координатите на точката М пай-много с ε. o топа означава,

че функцинте ф и ф са пепрекъсиати B тази точка.

2. Ще премннем към Ппострояване на неизмерима фигура Q.
Разглеждаме кпалрат Q със страна, равна ва 2. За DCAKa страна

на Ттози квадрат иострояваме ра вобедрени граевсътълни триъгя.

st Т,, Т., Туъ Ту. в резултат на коета полукзагаме кРалрата ()

сьс страната 2 |? (фиг. 10.18). След Tora от всеки OT тези три.

ътълници отделяме TOJVOTUOPEHH триъгълиицн така, ка
кто тога €

опнисано в т. |. В резултат ще получим фигура Q. orpamincua от

затворена крива, състаяща се OT четири KWLM, конгруентни на

kpuvata L. Ще докажем, че получепната фигура Q е неизмерима.

Разглеждаме две спецнални редици от многоъгълкици {Qn} и (0л)

пързата OT които се състон OT вписани във фигурата () мпогоъг
ъл-

янци, а етората — ΟἹ описани около () миогоъгълници. Редицата
{Qn} се получава чрез присъединяванс към квадрата () на полу

-

отворените триъгълннци, отделени ΟἹ триът лниците Ty Ту Тъ

+ Това, че на различии стойпости па ¢ отгопарнт различна точки OT мно-
жеството (M), е очевидно OT построенкето на кривата L.



ер ὰ ще ς «

ДОПЪЛНЕНИЕ КЪМ ГЛАВА 1 493

δ ( 4 ΤῈ 50 ik тт ¢
‘_x_'=——q_fl———_h—-———_4___.q

Фиг. 10.17

N\

$ur. 10,18

T, на вснка нечетна стъпка ΟΥ процеса, owican Β т. |. Peanuata
(Ол)се голучава чрез отделяне от квалрата О на полхотворените
триъгълиици, отделени от триъгълниците Ty, T,, Ty T, на нсяка

чветна стъпка от процеса, описаи 8 τ |. Очевидно €, че псеки

вписан въя фигурата Ο многаъгълнак се съдържа Β някой мпогоъгъл-.
ник Qs а псгки описан около фигурата Ο мнагоъгълшк съдържа

някой миогоъгълинк Qu. Затова граняцата на редицата (54 0т ли-
цата па миогоъгълниците (щ е panua на долната мирка на лицето

Р на фигурата Q, а границата на редицата (Х4) от лицата ua мно-

гоъгъляиците Qs е равна на горната мярка на лицето Р на фи-
Η

гурата Q. Лесио се лубеждаваме, че .5„=4+24"*+*. 5а--8

а!
к

— D74+ Затова Р- т5 -16/3, а Р- ш 5а-22/3. Тъй като
2: 1 Пе =

P==P, 10 фигурата () ¢ нензмерима. Ще отбележим, че P—P=2,
;" Следопателно контурът на разглежданата фигура има лице; рав-
Ὸ на 2.

3. Ще докажем, че всяка част OT Kpupara L, ограничена or
< Ддве различни точки, € неректифияцируема. Най-напред ще покажем,
Че таканва част L' or кривата L AMa различно от нула лице, Τ. е.
всекн многоъгълник, покриващ L', има лице, по-голямо от някое
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положително число. Ще отбележим, че L' съдържа част LY, or-

говаряша на точките OT някой сегмент [p.2-7, (р+1).2-”), и за-
това ” се сълържа в триъгълинка Т|р.?-я, (24+1).277) и може
да бъде полуксена Ype3 отделяне от този триъгълник на определени
полустРОорени триъгълници.

Лесно се пресмята, че сумата от лицата на всички отлелени
полуотгорени триъгълшици е по-малка от лицето 5у на триъгъл
ника T[p.2-% (p+1).2-"]. Следогателно частта L' има лнце,
равно на Зу -57>0. В 10.2 πρὴ доказателството 33 измеримост на
Ффигура, orpaunvera ст ректифицирусма KpitFa, доказахме, че ли-
цето на ректифицируема KPHEA е [arHO на нудла.

3atora частта £L” wa кривата L, а следователно и частта L
съдържашща (Д/, с неректифицируема.

абележ ка. Всяка or построените функции фи ф няма
гроизводна в нито една точко щ сегмента [0, 1].



B тази глага се
PeunTe на алгебрични и транспендентни уравнения и за пресмятане8 определени интеграли.

11.1. Приближени методи
за пресмятане корените на уравнения

Ще се заемем с приближенота пресмитане на едян от кореинте науравнението / (х)-0, където / ς пепрекъсната функция. Ще счи-таме, че UMTCPCCYFAUIMAT ΜΗ KOPCH на Topa уравненние e отделен внякакъв сегмент (а, 6), т. в. че този корец с вътрешна точка засегмента [a, b), който не съдържа други корени на разглежданотоуравнение.

ILL1. Метод на „вилката“ (метод на разлоловяването). Ще започ-HEM С метода, който често се нзползва за приближено пресмятанена корени с псмощта на съРременните бързодействуващи матема-тически машинни. За оснока на този метод служи едно ново дока-“ зателство на теорема 412 относцо апулирането на иепрекъсната
ира" Функция при смяна ua знака й. Ще изложим това доказателство.А TpnGea да се докаже следното твърдение :Ако функцията Хе негрекъс цата в cermenta [a, #) н ако crofi-ностите й f(a) и f(b) в кранщата на сегмента (а, 5) са числа сразлични знапи, то съществуква точка ¢ вътре в сегмента (а, #), вKOSTO стойността на Функцията f(c) ¢ равна μ нула, T. @, секорен на ypaFHCHHETO f(x)=0.

Ще наричаме („Рнлка“ pcexn сегмент, в кранщата на койтафун+цията / има сл1о ности с Pazautuy знаци. По условие сегмен-тът (а, 5) e квилка, НКНека за огрелеленост / {π)ζἄ [(Ὁ}:»Ο. Раз-деляме сетмента (а, 6) maroncemsa. ΒΥΞΜΟΣΚΗΗ са два случая:„ 1) стойността на Ффункцията в средата на сегмента (а, 60) е равна
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на нула (B този случай теоремата с доказана); ?) тази стойност
не е равна на нула. B Toan случай едиата ОТ половинките на
сегмента (а, 6) е „вилка“, Означаваме тази половинка с [ay. δ4].
Очевидно f(a)<0. f(b)>0. Със сегмента [a,, #,] постъпваме
така, както със сегмента (а, b), Τ. ¢ разделяме cermenta (а,, 6,)
наполовина.

Продължанайки аналагично, ще имаме двете възможности :
1) или онисаният процес грекъсва порадя това, че в средата 18
някой от сегментите стоймостта па функцията с равна на нула (в
този случай теоремата е доказана); 2) или описаният процес про-
дължава цеограничено, в резултат па което получанаме CHHBaila
се система от сегменти-„илки“ Та,, &), (а,, 6.), |ву. &)+ - -,

[ἅᾳ. δα}, - -+, като 32 всеки номер п ямаме f(a.)<0, f(62)>0. Съ
гласно следствнето OT Teopema 83.15 тази свиваща се система от
сегменти нма една обща точка €, към която клони всика OT ре-
диците (аа) и (6.). Ще докажем, че f(c)—~0. Тъй като фунхцията /
е пепрекъсната в точката €, TO всика от редиците / а)) и (Е(64))
клони към [(c). Но от условията / (ан)<0 и [ (ba)>0 и от теорема
3.13 получаваме, че сдпоРременио ка изпълнени неракецстяата
Це) τ Ои #() > 0, 1.0 (4--0. Π

Сега ще предиоложим, че при условията на доказаното го-
горе TOLPAGHHE сегментът (а, #| съдържа само един корен с ца
уравиението / (х):--0, Тогана за приближена стойцост на този корен
може да се вземе точката (ал-фй)/?, т. е. средата на cormenta
!a,,, bn]. Понеже дължината на cermenta (@, #4) е райна на
b—a). 27", та чиелото (ан + 64)/2 се пазличага OF тозиата стойност
на кореца с не rovese of (й--а).23-я-. Гу такъв начин описаният

процес пца последоРдателно разполовягане на сегментите-вилки”
позволяРа да се пресметне търеепият корен ¢ с произвяална, ΟΥ-
напред зидадена точнаст. Тъй като описацият npoitec води до мно-
гократно повтаряне ua еднотипии пресмятания, той е ocobeHo

удобен 38 програмна реализация на автоматичии сметачни мащини.

11.1.2. Метод на итерапияте.“ Изложеният тук метод лежи # οὐ-
новата на мноо други гриближени методи. Тай се поинлага 38
решагане на уразиението

(1. x=F(x).
Ще пъведем понятнето итерациопна редица.
РЕДНЦВТЗ хоъ A‘;. x._._v. . .t-‘m ке к Ι.Π;Ε НЕРНЧМЕ m&pamm:

ако 32 всяко ΠΕΞῚ членът й ха сс изразяга чрез Xp., i'0 рекурент-

ната фармула Xn=F (хл-1), като х, е гроизголно число от дефи-
ниционната област 6 функцията F.

“ Този метод се нарича съще така и метой на послебователнате при-
Флижения. |
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Τ . ξ i Ще докажем, че при определени услория итерацнавната pe-

н Τ дяца клонци към корена на ураевненнето (11.1) н следователино ней-. ὝΜΗΤΕ членове могат да се вземат 38 приближени стойности на този

1 корен. В сила е следното твърдение:
е

1 Е Твърдение 1. Нека функцията Е е непрекъсната в cezmenma
e, 6) и всички членове на итерационната редица ху Xy Χ" - -,

ЖЕха, - - - принадлежат на този сегмент. Tozasa, ако тазци peduya
 ̓ πίκλοηι към някое число с, тева число в корен на уравнението (11.1).
! ме Доказателство. Тъй като редицата (хе) KJAOHH към с и

| ичките й членоРе гприналлежат на сегмента |a, ὁ], To и грани-
ата с принадлежи на сегмента |a. 6) (Рж. следствие 2 от Teope-

, “ μ 3.13). По условие Фупъцнята Е е непрекъсиата в точката с и

τ τ βατορα редицата (Е (ха)) клони към #Е (с). Taka от равенството
21 Xa=F (Хе-.) при траничен трехол, когато п-с-. получаваме ра-

гвенстгото ¢=F(c), т. e. ¢ е корсн на уравиението {{].}}. O

# Ille докажем ошще едно таърдение, което често се използва за
ч е:приближено пресмятане KD корените pa уравнение (11.1) с помощ-

оТта на итерацнонна редица.

. - Твърдение 2. Нека с е корен на уравнението (11.1) « в някой
симетричен относно точката с свемент (6--Е, ¢+g| производната

| Ка:на функцията Е удавлетворява yeaosuemn |Р! (х)-5«<1. Tozasa
„терационната рюедица Xgo Ху. Χαν а Хае че ΡΗ произволно

Ге ху ет сегмента [ζ-- &, €8] клаени към колена с.

в Доказателетно, Най-напред ще докажем, че весички чле-
” ‘HOBe Ha интерапионната редипа {.s:..r приналлежат на cerMenta [c—e,
| C+e]. Дейстиително ху трипаллежи на този сегмент 10 услоние.

. Затога е достатъчно, като предиоложим, е ха-а припадлежи на

.. CTOSH сетмент. 72 докажем, 5е и Xn му принадлежн. За целта ще
| -B3neasiame дформулата на Лагранж за разликата Е (хл-а)-# (е),

ката ще стчетем, че Е (е)- εὶ xa=F (xn-,). [Toayvarame

: '(11-2) Хне В (χη-- ) Κ (€)= (xny—) Γ' (§),
където ξ € LSKOR топка MEXKAY Xp—y и с и CACROBATEAHO принад-
лежи Ha cermenrta |[c—e, c+&|. Тъй като |F'(§)|=2<1, τὸ or pa-
BedcTEROTO (11.2) следва

| l (11.3) | ха--6 |< 4 | Ха-а--е |
| } Понеже 0<а<1, ot (11.3) на σβοῖ ред получагваме

i

4

i !

i

{11.4) |Xa—c|<| Ха-а--е |

HepaeencteoTo (11.4) гоказга, че всеки слелРащ елемент ха е
ФРазположен по-близко IO € от гредидущия елемент Χπ- Η ТЪЙ като
Xa—; принадлежи на сстмента [C—¢, ε, който е симетричен OT-

]::
ΕἸ
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HOCRO точката €, то и ха. принадлежи на този сегмент, Остава дасе докаже, че редицата {x;} клони към с. Понеже исравенството
(11.3) е изпълнено за всеки номер п, то с помощта на Toea uepa-BEHCTBO получаваме

(11.5) | ха--е EL PR
откъдето е очевидно, че хл — с, тъй като а” -. (), Π

Ще паправинм една практическа забележка относно току-щодоказаното тнърдение. Да предположим, че с предварителин пре-смятания сме устанйовили, чне търсеният корен на Ууравненнето (11.1)е отделен в сегмейита [a, 6) н производиата на фупкцнята Е удов-летворява н този сегмент услаонието |Е!(х)< & < 1. Тъй като сег.ментът (а, ὁ] в общия случай няма да бъдг симетричен относнотърсения корен, то естестиено пъзникиа въпросът, как да се H3-бере нулсвото приближенние ху 38 да може да се приложн дока-заното твърдение 2,

Ще отбележим, че където и да се намира пътре в сегмента[a, 6) търсеният корен ¢, то noue единият or дната симетричиниOTROCHO с« сегменти (а, Зе-а), [2c—b, 8) (евж. фиг. 11.1) изцялопринадлежн на cerMenta [a, b]. 3arora поне една от точките акли й принадлежи на симетричен относно корена с сегмент, на-всякъде в κοῆτο |Е!(х)|5 a<].
Следователио поне сдна от точките а ἩΠῊ b може да се μ3-бере 38 x, съгласно доказаното твърдепие 2. Коннретно за Xтрябва да се usbepe онази от TOUKKTE а ΜΜῊ b, за която прибли-жението x,=F (x,) не излиза извън сегмента [a, δ].
На практика често се среща случаят, когато произРОодната F*има постоянен знак в сегмента (а, b). Ако този знак е положите-лен, от формула (11.2) caeara, че редицата (ха) е манотонна. Тозислучай води до стъпаловидна диаграма, изобразена Η фиг. 11.2.Ако производиата Г е отрицателна в сегмента Г(а, 8], то or съща-та формула (11.2) се вижда, че гееки два последовтателни члена

Xa—y И Ха лежат от различни страни на корена с. Този случайводи A0 спираловидна днаграма, изобразена на фиг. 11.3.
Забележка. Възникга въпросът 33 оценка на грешкатТа

при мстода на итерациите, T. с. за оценка ᾷ отклопението на
п.тото приближение ха от точната стойност на корена ¢, От фор-



Б
 К В Р

πῶ хе ще ие .#е е ще т ще ае Н ЯИЕ це e
]

# ж ж «- Б ЕНἪ чен e
а Χ,Χ, х,., =z, &

Фиг. 11.2 Фиг. 11.3

мула (11.5) непсередствено се получава следната оценка:

| va—c| < « (0--а),

където « е точната гориа граница на функцията | F* (х)| в сегмен-τ (а, b]. в който е отделен търсеният корен.
Ако пронзводната Е" e отрицатслна в сегмента [a. 8], то, как-

TO € показано H0-TOPC, Xn—; Н Ха лежат OT различии страни на
корена с и затова е B μῃ Λ Τ сцецка:;

I lxn'—C'l “ ]хп-хп-1 '.

| AKO B разглеждания случай се пземе за приближена стойност на|, корена полусумата на две последователици приближения
| .\'; " (Ι'π +I3-—1)!21
i

получаваме следната оценка за грешката.

к 1| 
|х.-с.: E';_, |х„-хн....|.

11,1.3, Методн на хордите н допнрателните. Към широко разпра-
| „Странените методи за приближено решаваце на уравнецието /(х)-0

| се отнасят методът на хордите 1 методът ца дочирателиите, койито
лпредставлягат коцкеретни варианти на метода на игерациите.

Най-напред ще разгледамг метода на хордите. Нека търсеният
корен на уравн: HHETO

81.6) [(x)=0“

“ Ее отделен в сегмента α, 9). Ще предполсжим, че Ффупкцията /
‘HMa в сегмента [@, А) монотонна и непрекъсната първа производна
С постоянен знак.

.....
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Възможни са четири случая: 1° Ге ненамалянаща и положи-

телна в [a, b]; 2% [ e нерастяща н отрицателна κ (а, ὁ]; 2) Г e
нерастяща и положителна в [a, #); #) [ ̓ ¢ ценамаляваща и OTPH-

цателна πἑπ. δ].

Подробно ще разгледаме случая 19 Вместо vpaenenseto (11.6)
вземаме уравнение от вида

(11.7) х-Е(х) където Е (x)=x—(b—x) [ (Χ}}({(δ)--- ἰ (х)).“

Jlecito се вижда, че отделените в ссгмента (а, #) карени па урав-
ненията (11.6) и (11.7) съвпадат к затова тези ураРзнения са ек-
внвалентин в сегмента [a, #). За решаване на уравненнето (11.7)
използваме метода на итерациинте,. като за НЗЛЕПО ПРНбЛПЖЕННЕ X

избираме точката a. Както обикпиовено, определяме редицата {xnf
no рекурентиата формула xa=F (Xa—,), n=1,2, 3,. . . Ще докажем.
че. редицата {¥a} клони KLM търеешия корен с. Затова съгласно
твърденне 1 0Τ 11.1.2 се достатъчно да се докаже, че всички Ха

принадлежат на сегмента |а, #) и че редицата (хн) е сходяща.
По индукция ще докажем, че BCHUKI X, лежат в сегмента

[lfz. b]. no-touso в сегмента (а, €], където се търсеният корен.
ъй като X, принадлежи Ha cerMenTa |а, в|, то за провеждане на

индукцията « достатъкно A0 допусием, че ха припадлежи на cer-

мента, н ла докажем, Че Халу също припадлежни на този сегмент.

Понеже

(11.8) Ха4а Е (Xa)— Xn—{(0—2xa) [ (xu)/(F (5)- [ (xn)).

TO Kato отчетем, че #(с)-0й, ще nmama**

ка4а — Ха е7 __{b'xq)f ( Ὸ (δτα υ S (V=S ()
ПТ 0= (k) Μμι ) - } Ἐμ ) (ха ”

Прилагайки към изразите и срелдните скоби формулата на Лагранж,
получапнаме

суе ( Χηϊίοτ Р (θ) ς
(11.9) LTI oY 1) WSy TR
KBACTO J:n<afl<gw c<fl:;<bl T. €, Bu{fl';.

Понеже производната Г е пенамалятаща н положителна, MOKEM

да запишем 0</Г (84) = / (fi:) А оттук, тъй ката b—c>0 η - x>0,

ще получим

(ὃ --ὦ Г (85)+(с-- х) ' (Ba) = [(6—0) +(c— хн)) /' ()

« При това считаме, че Е (8)--8-/(6)// (b). Torapa функцията Е e непре-
късната в целня сегмент |а, bl.

#+ По-кататък ше предполагаме, чи η <, тъй кага, ако ЖХде-с. то / ()
<7 (6)--0 и следователно Ха =Xg=C, Τ, €. Хачща принадлежи на сегмеята (а, c].



Фиг. 11.4

По такъз начин ог равенстчата (11.9) памираме xpp—xa<e
-Хъ. НЯН Хачша«< . Т. е. HHAVEUHATE е завърщшена.Ц Ще докажем czra, че редицага {22} с нецамаляваща. За това
е достатъчно да покажем, че частното я дясиата страна па рапен-
ството (11.8) с нецоложително. Тъй като производиата Г ¢ nono-
житслна п сегмента [a, ὁ], то фуикцията f е растища B този сег-| мент н OF цераненстиота x, τ ς ὅ ̓ следна, че (ха)2/(с)-0, [ (&)
- (ха)>О. Оттук следва и неположителността на разглежданото

έ частно.

И така редицата (ха) ¢ ненамаляваща и ограничена отгоре ¢
числото с. По теорема 3.15 тази редица е сходяща и нейна грани-
ца е търсеннят корен с.

Ще дадъм геометрична илюстрация на разгледания случай 1°.От формула (11.8) следва, це Xniy е абсциса на точката на пре-рсичане U3 хордата, съединягаща точките An (ха, f(Xa)) и B (D, f(&),or графиката на фуякцията / (на фиг. 11.4 ca изобразени
A, и A). Както Geme казано, освен пазгледация .
можни са още три случая: 20) производната /
рицателна в сегмента (а, 5); 3% произнодната

| Д положителиа в сегмента (а, ὁ}; 4% производната
| отрипателна в сегмента (а, 6). Тези случаи са изобразени съответ-
но на фиг. 11.5, 11.6, 11.7. B случая 29 уравнението (11,6),
HARTO по-горе, се заменя сс “ уравиениета (]1.7) н за

| нулево гриближение се избира точката ха--а (при това редицата{xa} се оказва също ненамаляваща). В cayvaute 3 и 40 ураниение-
ι 7o (11.6) се заменя не с уравненнето (11.7), а със следното урав-
i С x=F(x), където F(x)=x—(a—x)f{x)/(f (α)--- [(χὺ, и 38 ну-

]

точките

учай | въз-
е нерастяща н от-

Г с uepacrama н
е ненамаляваща и

Лево приближенние се азема точката Xo=b (ири това редицата {xs}
се оказва HepacTsina).



Фит. 11.5 Фиг. 11.6

. че e че че < O
Фиг. 11.7

Приведената геометрична илюстрация дава названието на Me-
тода на хордате.

Ще премнинем cera към изложението ΠῈ метода на доплрател-
ните нли метода на Нютон.

Нека, както по-гаре, търсеннят корен € на уравнението (11.6)
е отделец в сегмента (а, 6), в κοῆτο / има непрекъсната и MOHO-
тонна първа пронзводина, запазваща постоянен знак. И тук са
възможни същите четири случая, които отбелязахме при метода

на хардите.

Що разгледаме подробио случая 1% т. е. предполагаме, че
;тпнзнпдндта Г е ненамаляваща и положителна в сегмента (а, 6].
рависнието (11.6) е еквивалентно на уравнецието

(11.10) x=F(x),

където

Е(х)-х--(ХуМР (x)

в сегмента (а, 6) н ще pomasam= последното ypasucHHT по мгтода
на итерациите, KATO ще иземем за ΠΥΠΌΒΩ приблажзение X, точката

b и ще определим редицата (ха) по рекурентната формула

{11.11) Xnty=F (n)= Хае) (ха)/Е (xn).

За да дакажем, че редицата (хл) клопа към търсения корен с, е
достатъчно съгласно твърдение | or 11.1.2 да покажем, че всички
Хл лежат в сегмента (а, 5) и редицата (ха) e сходяща.



С нидукция ще докажем, че всички Χ лежат Β сегмевта (а, #),
по-точно в сегмента [c, 4), където с е търсеният корен. Тъй катоXy=>0 принадлежи на сегмента [c, 0). то за грозвеждане на индук-
цията € достатъчно, като допуснем, че X, принадлсжи на сегмен-та (е, b], да докажем, че и Xaty CLUWO принадлежи на този
сегмент.

Ако xa=¢, TO [(xa)=[(c)=0 и ot формула (11.11) следва, чеl Хафа е Ха < 6, T. е. индукцията ¢ проведена. Нека cera xa>c. Tora-
88 от формула (11.11). отчитайки, че f(c)=0, получаваме

Xa=Xaty=(f (xn)—f (С) (ха).
Като приложим към израза в числителя ΠᾺ драбта фармулата наЛагранж, намираме

Ха-- Ха =(Xa --с) Г (Enwf' (хп):

където с< < ха. Понеже проинзводната e иенамаляваща н пола-жителна, дробта Г (§a)/f'(xa) е паложителна н He цадминава едн-HHOB, т. €. X2—Xn4y = Ка--С, Нл Ха =€,
Индукцията е прозедена. Or положителността на пранзвод-ната Г следва, че функцията Ге растяща, n затава от неравен-

€TBOTO с ; ха получаваме 0:=f(¢)=f (x.). Тогава Flxa)lf! (x)=0. От-

TYK съгласно Формула (11.11) хл =5 ха, T. е. редицата (ха) е не-: ‘pacTawa. Понеже тазн редица оезен тоза е ограничена отдолу от„ ЧИСслОоТо с, то според теорема 3.15 тя е сходяща. "Съгласно твър-1 деняе | or 11.1.2 границата ἢ е търсеният корен с.; Ще дадем геометрична илюстрация на разгледания случай 1%,ὶ От формула (11.11) следва, че Ха4а е абсциясата на пресечната точ-

0
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Приведената геометрична нилюстрация ONpaBAaBa названиета--мев

тод на допирателните. Предлатаме на читателя самостоятелно

да разгледа метода па допнрателните за случанте 29, 3° и 45, πο-
сочени при излагането на метода на хордите.

Забележ ка ]. Възникга въпросът за оценка на грешката

при метода на хордите и допиратселните.

Като приложим към израза | (ха)--)(ха)-- ( формулата ва
Jlarpaux, нмаме (ха)-(Ха--ес)ЦЕ). Оттук получагаме следната

оценка:

(11.12) | kn—c| ΞΞ | ξ (xa)//m,

кълетоа т е минималната стойност на |/ в cermenta [a. 6). Форму-
ла (11.12) позволява да се оцени OTKJOHERHCTO на Xa от точната

стойност на корена с чрез стойността на модула на дадената

функция [ в точката Xa.

11.2. Приближени методи за пресмятане

на. определени интеграли

11.2.1. Уводни бележки. Ще се запознасм с три от най-често H3-
ползваните приближени методи за пресмятане на определени ин-

теграли: метод на правоъгълниците, метод на трапеците и метед

на параболите.

Основната идея на тези методи е да се замени подинтеграл-

ната функция с по-проста функция -- полином, съвпалащ с f в

някон TOYKH. 32 изясияване па тази идея ще разгледаме при малко
я

h интеграла f f(x)dx, представляпащ лицето на тесен криволи-
“-ἢ

неен Tpanew, лежащ под графиката ua функцията / в сегмента

[—h. Я) (ex. фиг. 11.10).
Заменяме функцията / с полином OT пулева степен, а нменно

с константата /(0). При Tora интегралът f [(x) dx приближено се
ὰ

заменя с лицето на прагвоъгтлиника, зашрихоРан на ¢ur. {1.}}.

По-нататък ще покажем, че гри определени условия за f грешката

при такава замяна € от норядъка на #2.
Да заменим сега функцията / с полишом от пърга степен, а

именно с лицнейна фуинкция у=#х+з, съвпадаща с f(x) в TOUKH-

те --К и h. При Tora интегралът f f(x)dx приближено се 3a-
--Й
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меня с лицето на праволинейния трапец. защриховац на фиг. 11.12,По-нататък ще покажсем, че грешката, която се прави при тази
замяна, е също OT порядък Ao,

Заменяме цакрая функцията Ге полином от втора crenew, т.е,
.С парабола уь-Ах3+Вх-:-С. cuonajawa с / в точките —h, 0, A.

ΡΗ това интегралът f [(x)dx се заменя приближено с лицето
ὰ

на лежащата под параболата фигура, защриховаца на фиг. 11.18,
PO-HATATHE ще покажем, че при определени изисквания за Φγηκ-цията / грешката ΠΡῊ такана замяна е or порядъка на 6.
Ж b

н Ако трябва да се пресметне интегралът f f(x)dx 3a npouspo-
πῇ

< 
#

ен сегмент Га, δ]. естествено е този сегмснт да се раздели на
Достатъчно голям брой малки сегменти н за Всеки ΟἹ тях да се
риложат , изложениТе разсъждении. Така идваме до методните налравоъгълниците, трапсците и параболите в ΤΟΧΉΜΗ общ вид. За
A2 оценим грешката ири прилагане ца метолите на правноъгълни:-ЩЯТе, трапеците н параболите, ще разгледаме тези методи от друга
„Таедна тачка.
.- Най-напред ще въведем понятието усреднение на л числа.

Нека 3, 0., ε. . .. За ca произволни положителни Ччисла.
!

|

L
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Всякоа число с ат пида

(11.13 ее4 ДХ) (x4« . - Ἔλη (ха /а аН - - λη)
се нарка усредксние па пте числа {{Χ.}ν {{Χ}ν - - εὐ {{Χη).

Очегидно e, че ако Рсички числа Й(х,), #(х3),- - -, Нхн) τ

заклюссни между скслата т н Mm=M), то и всяко усреднение
с 113 тези числа удоРлетворяга нсранешството m=c= M.

Ще предполагаме 10 нататък, че функцията Ге непрекъсната

в сетмента (а, b] и точките Xy, Ха тт ч. Ха VPHUIJAEIKAT на този

сегмент, Тогага коестон усредкение на π-τὸ числа fix,), [(xg), - - -,
f(xs) ла взсмсм, същестнвуга такага точка # на сегмента [a, 6), че
TOEa усредкнсние да е ракна на стойността /(6). Нанстина, тъй

като функцията / (х) е пегрекъсната в сегмента (а, b], то всички
нейни CTORHOCTH B ΤΌΖΗ CETMCHT са заключени между най-голяма-

та й стойност M и пай-малката й стойност т. Следоватслно и

всяко усредиение ¢ на чнелата fix;) #(х.) [{Χ8}ν τ - τ. Й(ха) с

заключекно между m н M. Но каквато и да т TA3H междинна стоЯ-

HOCT Ha ¢, съгласио Teopema 4.12 същесттуРа Takava точка ξ в

а сегмента {a, b, че ¢=[(§).
По такъп изчии за негректсната Ффупкиня f(x) в сегмента

(а, 6) формула (11.13) може да се панцише във вида

(и.14) 04/(х) Ἐλεξ(χ ἘΠῚ o . Ха (х( Ἐλε Ἐ е Е)е {{
HJAH във вида

} ὐ Ἐ / (o)t е +ФА жа)

От друга страна, за Hel peknenata функция я ceimenta [a, δ]
съгласно 9.4.2 съществуга лочка § от се|мента (а, 8], за която
е в сила формулата за средните стойности

#

(11.16) f fx)dx=(b—a) f (€.

Curociarsucto на фермули (11.15) и (11.16) roskoasiea ла се на-

прави гредголсжсениесто, че гри някой разумен избор на числата

AL A 13..&- εὐ Ая Η ΤΟΥΚΗΤΟ X, Ха Хае ееу Ха пресмятането па ни-

теграла f f(x)dx с голяма TouHOCT може да се замени с пресмя-
«

тането па сумата OT лягата страна на формула (11.15). Именно ua
тази ндея за разумен избор на числата Ay, А Az " - - а И TOUKHTE
Χιν Ха Хал - -, Хя са основани приближените методи 38 пресмя-

Ν

тане на интеграла f f(x)dx.
а
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3 Ще започнем с разглеждането HA интеграл със сяметрични
&

граници f f(x)dx. 3a пресмятане на този ннтеграл ще тръгнем OT

# "Й“УЛНТ:(!ЩБ) н (11.16), в които полагаме п-), а---6, b=0o,
за--0, А --|. Тогава очевидно и дясната страна ε8 (11.15) е равна

на 2c.f(0), така че

'fii.-.l'f) f f(x)dx==2¢c.f(O)+R,
и .

където R е остатъчният член (T. е. OTKJOHPHUCTO на чяслото
:26.1(0) от точната стойност на интеграла). За да оценим остатъч-
ΒΜΗ член R, означаваме с Е примитивна функция на /. Тъй като

е

'lif- 7 Ν
та (е Β сила формулата на Нютоин — Лайбниц f [(x)dx=F(c)=F (—¢), то

+(11.18) R=F(c)—F(—c)—2¢ :7(0).
Разлагаме по формулата на Маклорен функцията (х)-#4(х)

--Е (--х). Като вземем остатъчния член във форма на Лагранж и
-“означим с {' междинна променлива в интервала (0, ¢), имаме

10 + р

+ 4 W ( .
Пресмятаме влизащите в Tasu формула стойности на Ψ (0),

“ (0), Ч (0) и Ч” (Р): е

1a- " ¥ (х)- Е (х)--Е (--х); ¥ (0)=F (O —F(0)=0;
W x)=F (x)+F' (—x)=F () +] (—x); ¥ (01-/(0)+/ O=2[{0) ;

¥ (х)- Р (x)—=["{=x); ψ (0)-Ξ Р (0)--Р (0)<0;

ς Y@=+ (е ψ ι)Ξ @)= =2 0.
B последното равенство използвахме формула (11.14) при n=2,
еа |, x,=¥, xo=—F H сме означнли с ξ някоя точка от HH-
тервала (--с, с), в който по условие |“ е непрекъсната Ффункция.)
„ Замествайки пресметнатите стойности във формула (11.19)..ще :
имаме

1.311-»20) Ψ (c) =F (c)—F (mc)=2¢.f (0)+ %ema. |
ф

/
"

15 -

ца
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Ὅτ (11.261 к (11.18) окончателно получаваме

(1.21) R=-3 а Б = 5 (207" (®.

От тази оценка за OCTaTLUYHHA Ччлен се вижда, че формула
{11.17) е толкова по-точна, колкото € па-малка величината 2¢. 3a-

ь

това 33 пресмятане на интеграла f [ (χ) ἄχ e ynoGito да се раздели
a

сегментът (а, 6) na достатъчно roasm брой vacTit н към всяха ΟἹ
тезн части да ce приложи «формулата за npubAMKCHO интегриране
{11.17). Като предполагаме, че функцията има в сегмента [a, 6)

непрекъсната втора произподна, ще разделим този сегмент на п

фравни части с помощта на точките Ха-йа« Х« - « Хол--й. Озна-
чаваме с Xz средната точка на сегмента [Xaa, X242]. Тогава

я

&

(11.22) f fryde = Ξ [Fx)+flxd+ - - - +fxmn)]+R,

където

Ве В В с + Нае 23 р €417 @)+ - - - + (6<))

(11.23)

=8 @), а<<!.

(Тук сме използвали фармулата за усреднянане (11.14) при A, =3,
=...=As=] H сме озиачнлни с Е някоя междинна стойност Ηδ

аргумента в ичтервала (а, b).)
Формула (11.22) се нарича форжула на правоъгълниците.

Геометричният й смистъл е 0Ὲ от фиг. 11.14: Лицето на ἘΡΉΒΟ-

линейния трапец под графиката на Й в сегмсента (а, O] приближено
се заменя със сумата от Лицата на означените на тозн чертеж

правоъгълници.

11.23. Метод на трапеците. Нека, както и по-горе, функцията /
има непрекъсната втора пронзРаодна D разглеждания сегмеянт. От-

е

ново ще пресметнем HHTETpana f f(x)dx, но TO3H път ще HIXOXK-
"

даме от формулите (11.15) к (11.16), като ще считаме, че n=2,

a=—c¢, b=¢, x3=—0C Ха С, Хщ 1.
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Е И ς Ἠ ̓'μ Ε το

аА а„Е εὶ а g “ му ка а ТЕ eks i

Тогана

(11.24) [Πακ - ὰ - Ἐ ΠΘ 12е+ #.

където R е остатъчният член, подлежащ на ΟΠΘΉΚα.
¢

Означаваме с Е примитивна на функцията [ Η o f f{x) χ « F{c)

—F (—¢) получаваме

(11.25) R =F(e\~ F(— &)= (—e) + } (¢}] . 2.
Нека, както в метода na правоъгълниците, Ψ (x)=F (x)—F (—x).
Karo разложим функциите Ψ н ¥ no фармулата на Маклорен с
остатъчен член в интегрална форма (вж . 9.5.4) и положним x=c¢,

ще имаме

¥ (9-#(4)--Е (--с)- ΨΊΟ) +-1-6 (0) + <-2 ¥ (0)

+,2‘!_ (c—x)* ) ах,
0

W Q)= () + (=)= W' (O) - c¥" O+ | ! (е-- х) (x) ах.

Замествайки в тези формули стойностите на + (0), ¥'(0), Ч" (0),
"' „пресметнатя в 11.2,2, получаваме
7 

£

F (€)= F (=0)=2¢f (0) +=- af ¥ (χ) (ε-- %)t ἀχ,
А

;
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f(©)+] (=c)=2f (0)+J W (χχε-- χ) dx.

Kato zamectaM госледните дга wapaza B (11.25), намираме

€

R= ! ф (x}[-%-— (с-- x)'-c(r:—x)] dx=— --Ξ- f (c*—x*) ”” (x)dx.

Поради това, че функцията ¢®—x® e неотрицателна B сегмента
{0, <), ще приложим към последния интеграл първата Формула за

средвите стойкости (FX. 9.4.2). Като вземем пред вид, че W' (x)
-|"(х)+Г" (-х), н o3HaveM ¢ Е" подходяща стойност Ha аргумента
от сегмента [0, ¢], получаваме

ве 4 НР ЕУ [ = аке < P 141" -

Като приложим ΚΊΜ израза в средните скеби формулата 88
усредияване (11.14) при n=2, ейе | И означим с Е подходяща
стойност на аргумента 0 ча м.а.а |--6, €], памнраме окончателно

R = - 5 8 = =5 (26 [ B0,
B

38 пресмятане на HHTErpasa f f (x)dx, както и при метода на
я

прагоъгълниците, разделяме cermeunta |а, 6) на п равни части с

помощта на точките =X, <X < . - . <Xp=0 н грилагаме формула

11.24) za гсеки ΟἹ хастиъните сегмешти. Получагваме

(11.26) [1wde= 5) | годак

-Σ - ὐτακ ка
#1

ЕЦ жа Ἐ I () Ἐ N+ «Е Ч (ка-а)+ аН
1

2 "2:“ [f (а+/ (b)+22f () +R,
К1
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--8-4 , αξεξεεῦ.
„(Използкали сме формулата 88 усредняване (11.14)). Формула

(11.26) се napuva формула на трапеците. Гесметричинят сми-
гсъл на тази формула с ясен οἹ фиг. 11.15: Jliuevo на криволне“

щейния трапсип, лежащ под графиката на функцията / в сегмента

{a, b). ссе заменя приближено със сумата от лкцата на посочените

‘88 този чертеж граволииейни трапеци. CparHAPSHeTO ца остатъчния

чляен (11.27) с остатъчвия член (11.23) показка, че методът на
трапеците не дава гпо-голяма точност в сраРнение с метода на

-правоъгълниците.,

11.24. Метод на параболите. Този път ще гредполагтамс, че ᾧγηκ-
пнята / HMa в разглеждания сегмент непрекъсната четвърта про-

е“

изводна н OTHODO ше гресметнем интсграла f [(χ) χ.
т

Както и по горе, ще нзходим от формулкте (11.15) и (11.16),
но този път ΠΡῊ n=3, a=—¢c, b=c, L, =A=1, А (числото А
ще определим по-нататък), х;---С, ха-0, х--с. Тогава

е

- ΊιΙ{( O dx =L :}-}2-+€ O+ 9,4 R,

където R е остатъчният член, който трябва да определим. 38

, ONeHKAa на остатъчния член ще означим, както и по-горе, с Е при-

” METHBHEA функция Ha [ Η като отчетем, че Ιἷ(.τ)ἀ.τ:ξ’(ε)-Ρ(-σ}.

Π (11.28) В #Е(6)-- Е (--а)--- НАе o,

Нека, както и го-тсре, ¥ (x)=F (x}=F (—x). Разлагаме функциите

Ψ (х)и Ψ' (x) no формулата на Маклсрен с сстатъчен член в HH-

тегрална форма. Като заместим в тези разлагания (0) Ч”(0),
P (0), гресметнати B 11.2.2, и като отчетем, че ¥ (0)=0, имаме

o e Ἷ
-
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TO=HOH=0=2- [ Ok o PO+ 5 [{0- αρ ¥ (x)dx.
0

Ot тези формулни следва

(11.30) -ЩЪ„Ч"Н"”“ “2е

. S i 2=26 O+ 2 5, [0+ 2o εὀ[ (с-х) W) (x) ах.

От формула (11.28) се вижда, че остатъчният член R е равен на
разликата на изразите (11.29) и (11.30). За да паправим остатъч-
HHA член безкрайно малка величина OT по-висок ред относно с,
избирамс А така, че нторите члецове в дясната страна на форму-
лите (11.29) и (11.30) да съвпадаг, T. с. полагаме "ἓῖ“: Ξᾧ-, или
A=4, При тази стайност на А раздиката на формулните (11,29) н
(11.30) дава

Като вземем пред внд, че функцията Ке-х) (</34х)) е неот-
рицателна в сегмента [0, ], ще приложим към” последния инте-
грал първата формула за средиите стойности. Отчитайки, че Ф2Щцх)
- ( (χ)] ἘΜ (-- χ)ν и ката означим с §’ подходяща стойност на ар-
гумента от сегмента [0, с), получаваме

R= ""ἶ’Ιἷ {{ (634-/09 (~EN) f (¢~ х) (6/34-х) dx

]

= S0 ИЕ) -Ἐ ο ς--ἘἸ].
Като приложим към из;аза в средиите скоби формулата за усред-
няване (11.14) при n=2 и А,--3,-1 и като означим с Е подходя-
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ща стойност на аргумента от сегмента |--с, с), получавамс окон-
чателно

К < ——g5 (20119 (6).

ἄ

3a пресмятане на интеграла f f(x)dx разделяме сегмевта [a, 0)
+

B2 п равни части с точките а-ху«<а«< Χ, « - - « Хае й н полаТаме

Хал = —,;- (IQ*-}*IM:’)* nflflyanEHB

111.31) f ак 5 f f(x)dx

= Σ{(:π- Ха2) Afl*"""‘-—*—*flw{: s+ (o) -l-'Rn}
к)

n—| а!

= а ΔΑ ка) + 457 Π + R,
А) й

където

132) Α- - G0 @) /@) + .. . + ())
B

а< <.

(Тук използРахме формулата за усредняване (11.14).)
Формулата (11.31) се нарича формула κα Симпсън“ ἩΛῊ

формула на параболите. Геометричният й смисъл е ясен от
фиг. 11.16: Лицето на криволинейния трапец под графиката на
функцията f(x) н сегмента |(а, А) се заменя приближено със су-
мата от лицата на фигурите, защрихавани на фиг. 11.16, лежащи
под параболите. За да се убедим в това, е достатъчно да отбе-
лежим, че изразът Β големите скоби на формула (11.31) дава ли-
цето на фигурата, лежаща в сегмента (хоа, хоа2) под параболата
y=Ax'+Bx+C, съвпадаща с / в TOUKHTC χῶλ, χαμμι, Ха

Форм улата на Симпсеън 1888 по-голяма точност OT формулите
Ha правоъгълниците Η трапеците.

* Томас Снъпсъп — английски математик (1710 -- 1761).



За да илюстрираме използгането на формулата на Снимпсън,

ще пресметкем иптеграла „ (x,)= j e~*dx. Ще се orpsunumM за
простота със стойности 38 X, ΟἹ сегмента 0= x,=1. Като nono-жим [ (х)-е-“ и пресметнем производната /Хл) -4(4х4- 1244 Зе-“,JIECHO се вижда, че за всяко X 0T сегмента Ощ r=x,=1 нмаме
[9.}} = 20. Оценката (11.32) ни дава, че !ih:;«—---lауя " Следова-

телно, като разделим сегмента [0, х,) на 5 равни YacTH и заменимразглеждания интеграл със сумата от дясната страна на форму-
лата на Симпсън, ще пресметинем този интеграл с точност Τἑᾗ

1

< 50006 ”



! [2. Метрични, топологични,
#.

ормирани прос CTB¢ HOPMHD ространства
В тазн глава ще бъдат изложени важни понятия Η Ффакти от οὔ-

¥ шата тополагня, KOWTO се H3INOJ38aT в различни области на Ma-
тематиката. Читателят Gea труд ще забележни, че тези NOHATIHS W
факти ca естествено обобщение на редица определения и твърде.

| ния, съдържащи се в предишните глави. Матерцалът or тази гла-Ι га ще бъде ἩΞΠΟΠΒΒΩΝ също Η в нзложекнието по-нататък.

!
;

|

12.1. Метрични пространства

12.1.1. Определение на метрично пространство. Вече подчертахме,че фундаментална роля в анализа играе ΠΟΙΡΗ͂ΤΗΘΤΟ граница,В осноната на тоза понятие е определението за разстоя-
ние между числата, Τ. е, абсолютниата стойност от разлика-
та на тези числа. Затава е естествено да се въведе понятнето
разстояние вече не между ΛΗ числа, а между два ΠΡΟΜΒΒΌΠΗΗ
елемента па инякоае абстрактно множество Χ. Това разстоянне
трябва Дда обобщана свайствата на разстоянието мМежду чнислата от
числовата ос. Във връзка с казаното ще далем слелното опре-
деление: 

|
Определение 1. В множгетвото X е опредглена структура

на метрично пространство, ако е зададена реална функция р
на 082 промегнливи χ u Y. X, Y€X, удовлетворяваща axcuomume

1) 2(x. ¥)=0 тогава и само mozasa, когато X=y;
2) ρίχ, M=p(y, х) (axcuoma sa cumempuama);
3) plx. yi=p(x, 2)+p(z У) (неравгнетао на триъгълника).
Функцията р се нарича метрика или функция на разсто-

янцето, а числото p(x, у) се нарича разстояние между точките
X 4 y на множеството X,

По такъв начин mempuxnomo пространстао се образува,
om множеството А и om функцията разстояние р. Затова обик-
HOBERO метричнато пространство # се означавна така: R=(X, ρ).

μ

Ὶ Е
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Ι Ако в аксиома 3) положим х--у Η вземем пред вид 1) H 2,
: получаваме O0=<p(y, 2), T. е. функцията разстояние е неотрица-
телна функция на аргументите CH.

Ще приведем за пример най-често срещащите се метрични
пространства,

Примери :

1. Миожеството на реалните числа се превръща B метрияно
пространство, ако за всеки две числа X, у положим p(x, у)
=|x—y|. Това метрично пространство се означава обикновено с Εζ

2. Аритметичното п-мерно пространство А-А”, точките на KO-
ето (или елементите на множеството А) са наредените п-торки от
числа х-(х), Ха - -, Хха), е очевидно метрично пространство, ако
положним

n “

ρίχ, У- 51 х .
ἐπεὶ

където х-(Х), Хуе чеа Ха) ¥V=( Y11 Уае а Уа), H се означава с
£%=(X. р). Акскомите 1) н 2) ат определението на метрично про-
странство, както лесно се вижда, са изпълнени. Верността на
аксиома 3) следва от неравенството na Коши--Буняковски за су-
ма (вж. 9.5). Действителко

P (x, y)= Σ | - } “Е [(x; =2+ (2= Р
ἐπαὶ ἐπαὶ

- Σ{.κ,-ε..)’ + 2Σ (хе-2) (2—y) Ἐ Σ (
#е еа #<

м Η „

52‘-’1:"‘ 2+ 2Σ | χ ι {{2|π|ΚΨὶ l +Z: (2,-- γὺ"
ἐ-ἴ #4 #4

я n цуя “ π

52(:,—2,)*1—2(2' ) Ρ) (Σ! Ζι-- ὶ Ρ) ΦΣ(Ξ;"ΜἹ'
#1

=p*(x, 2)+2(x, 2).p0@ N+’ (Ζ, м)-е(х. 2)+042, PP
Mo такъв начин p(x, γ) ξε ρίχ, 2)+p(2, ) н черавенството μ три-
ъгълника е доказано, Ще отбележим, че по-горе приложихме не-
равенството на Кощши — Буняковски към сумата

“ я

Σ| ха--2|. Ιἧ-ΜΙΞΣ αιδ,, където а--|х--#2;|. b;=|2—y,|.
а1 ἔπαὶ
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! B множествота X, елементи на KOCTO са наредените п-орки
от числа X=(¥;, Xa, - - -, хя) може да се въведат Η другн функ-

Пцин разстояние, нагример: а) p,_a-]:’—f‘?;?—%—)—, x, y€X, където

функцнията р с въведената 8 пример 2; Ъ) р (x, у)- тах (|х;-4|:

I=i=n} х, γεχὶ с) ри(х. У>=Е|х:-ш!. х, yeX; () вз (х, у)

. %y, „у , v
={l ако x==y р(х, »», ako ρίχ, у<1 където

0, ако x=y; с) ρείχ, у”»*д[ Ι, ако p(x, у)
|функцията р е огределена го-рано в гример 2.

; Естествено ΠΡῊ тоРа едно н също множество X се превръща
в различни метрични FpocTpancTPa R;=(X, р,), където (=1, 2, 3, 4.

Н 3. Нека К e множестРото на неспрекъснатите функции, дефини-
рани в cermenrta (а, ὁ]. Въпеждаме метрика, като полагамс р(х, у)
Ξ- тах | х (4)- у (}}: ἐξία, 6)). Полученото прастранство е метрично
пространство. То се означага с

C[,g_ Ξ Ὑ. р

1 По същия начни множеството Ζ на п пъти непрекъснато ди-
ll_ Тферепцирусмите функцин в сегмента (а, δ], по:|, става метрично

пространство, ако въведем метрика Ὸ правилато:

ΧΌ (6) < х (6), У (() μῷ ν (2).

1 || ToBa пространство се означава обикновено така:

ψ ῶ Пространетвото Οσ, ο ще озиачаваме понякога и със символа

a, /

ἑ 4. Нека Ие миожестното на всички ограничени редици X =(X,,ἶ Χ τ ττν Хае) OT реални числа. Полагаме р(х, y):suplx,-yJ
#

Б Очевидно аксиомите 1) — 3) са изпълнцени. Тава пространство се
] I ffosnanara ¢ m—(V, ρ).

W

-

| Ще отбележим, че ECHKO гподмножество X, на MCTPHYHOTO
| пространство R(X, р) е също на свой ред метрично пространетво

| Мсъс същата фушкция разстояице р. Нанстина, ако аксномите, опре-
делящи метриката р, са изпълнени 33 ECHKO X, ¥, Ζέ Δ, те са
изпълнени и за X, у, &, принадлежащи на X,. Така ποῆκο под-

| множество η 7 е метрично прастранстно с функция р(х, +)
Yy,Π ; <

. % |

= 2‘ fxi—y:[*} Също така всяко noxmuomecrso на C”[a, 6) e
} Ἅ ἐπεὶ

]
1
1

!

ще

Ἀρ >y
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метрично пространство, n=0, 1, 2,. . .
Двойката (X, p)=R, се нарича подпростравство на R=(X, ρ).
Щ отбелсжим също, че ако р е функция разстояние B някое

метричио пространство, то по формулите а) нл е) от прамер 2
могат да се получат нози функциин разстояния.

12.1.2. Отворсгни ня затвореня Muow:=crea. Кълбо O (a, г) в метрич-
ното прастранство Ж (затворено кълбо Ж ца, #)) с център точката
а и радниус г сс нарича съвкупиастта OT точките хЕЛА, за KOilTo

ρίχ. а)<г (p(x, a)y=r).
Опргделение 2, Мчожгството X< X c2 нарича Отворено ¢

ἓίὦ р), ако загдно с всяка свая точка събържа и някоес кълбо
(%, «).
Определение 3. Околчост на точката хЕХ се нарича всяка

отвърена Мчожгетва, съдържащо х. Околност на инякос подмно-
зжгстаз на Х (мъжг да бъде и самъпо X) c2 нарича всяко отвопе-
но мнижгетво, съдЗъпжащо даденото подмножестат. Околност ка
точка х ще означаваме със M,. |

Onpenenenne 4. /1ка Υ c X, mozasa точката x¢ X се napuva
точка на сгъстяване на множеството Y, ака всяка околност на
точката х съдържа панг една точка укУ, различна om χ.

Точката yeY се нарича азолирана точка за мнажестазта
Y, ако същестаува околност на точката у,в коята няма MmO
евдна точка от Y, различна от у.

Определение 5. Точката у, поинадлежаща на множееството
Y - подмножества на X, се нарича вътрешна, ако сс съдължа
в У заедно с някоя саод oxvanocm. Touxume, вътрешни за допъл-
нениегто на Уа X, се наричат абншниа по отнощение на Y. Ако
поцката не е нито вътрищшча, нито външна пи атнощгние мна Y,

тя сс нарича контурна точка sa Y. Множеството om контур-
ните точкци на У се означава с ΟΥ̓͂.

Определение 6. Едно мчожства в Mzmouddn прастланство cp
нарича Ззатворено, ако дапълненцето му е отворено.

В сила е следното твърдение :
Лема 1. Обединенигто на произволгн брой отваренц множгет-

ва и севението на краен ὄρηϊ отазрени мнаожгетава га шпеорени
множгества, # u Х са отазрени.

Сечението на произволеч бло0й заталргни множгства и обеди-
нението на краен брой затазрегни мчожества са затворени MHO~
жества, # ц Х са затварени.

Доказателство. Π κ {8,} е сгм21:тво 07 отворени ΜΗῸ»

жества в Х. Ако хеи.?г„ TO съществува такова o, Че xX¢X,,
n
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следоРателно съществува TakoBa число 70, че O(x, 1) .. T. e,

” Ο(χ. NC UE. . Следователно []в„ € отварено множество.
4 -3

По-нататък, ако Σ., &, . - -, 5, ca отворени B X, To oT това,
π

че :ЕПЕ„ следна. че за всяко 1-1, 2, 3,- - -, n имаме x¢3,
!

Τ. е. 38 всяко {=1, 2, 3,- . ., п същеструват такига 1:>0, че
Ο(χ. γὴ Ὸ ;. Като изберем r= min r, sa ccako i=1, 2, 3,...

151л '
¢ п получаваме

а

О(х. ἡ Π Ο(χ, г)), τ е. Ofx, τ}ς:ΠΣ,.

[0- т. с. сечението па множествата I, (=], 2,. . ., n, ¢ атеорено
- | MHOMCCTBO.

на : { Второто твърдение NEROCPeICTHCHO следга от ΠΉΡΒΟΤΟ, KATO
ζ използваме гринципа на деойнственост за множества. Папример

ча пека (Е) е семейство от затвореци множества в ἀ ́. За всяко а щеИ Щщ

на разгледаме OTEOPCHOTO множество ¥, < Е”.“ Toraua ( Π Ε, ) = U Е“
1 ι 1

1

1

#

" = U}:, . T. O, (n Ρ..) с OTBOPENO множестто: следователнво
- -

πὸ Π F, е затворено. Това, че # и X са едновременно отпорени Η
Ν Ξ «

затворени, с очевидно.

o Определение 7. Jamsopena обвиака Y на множеството У се
; нарича сечението на всички Затаорени множества, съдържащи Y.

В μ с следната лема:

Лема 2. Затварената обаивка на множества а метрично пра-
странствоа има следните свойства :

1) ADA; 2) А-А; 3) AUB=AUB; 4) й-а, X=X,

Доказателство. Сгойства |) е очевидно: ако хЕА, та х
принадлежя на всяко 3ATBOPCHO множество, съдържащо Д, и спо-

ред лема 1 x€A. Свойство 2) следва от тага, че А е затворен

(лема 1). Ще докажем свойство 3), Тъй като AYBDA, а AUB

2AUB, τὸ AUBDA. Понеже АДЦВ е затиорено множества, TO

AUBDA. Аналогично AUBDB. llo такъв начни 4А()8-54/8.
. Обратно, AlJB e според лема | затворсно множество и следава-

, телно AUYBDAUB. Твърдение 4) osuavara, че g g Х са затворени
И множестРа. П

* Ще напомиим, че A’ означава допълвевинето HA множестлота Л.

29 Математически внздиз, | я.
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Очевидно, ако CC D, та CCD.
Ще ладем следиото определение:

Определение 8, Нека В-(А, 0)е метрцчна пространство, а
Къ--(У, в) (УССА) e негово подпространство. Множества ХЯу om
плдпространството К,(УССУ) се нарича omsopeno отнасно R,
axo съществува такива отворено в К множество Yy, че Sy =Y
N3x . Аналогично множество Fy от подпространството R, (Fy CY)
се нарича Затворено OmMHOCKO R, ака съществува maxosa 3g-
творена в R множества Fx, че Ер-УПРх.

Множеставо, коета е атворено относна Ry, ще наричаме „Фт-
носцтелно отейрено“,

Лесно се вижда, че едио OTROPCHO (затворено) OTHOCHO R,
множество Xy (Fy) e отворено (3arsopeno) B R, (разглеждано като
подпространство Ha #). Вярио е н обратното: ако множеството е
отворено (затворено) в Ry, То е отворено (затворено) относно R,.

Ще подчертасм. че когато се говори 33 относително отворено
(затворено) множество, наред с основното пространстко се посочва
Η подпрестранстиато Ry OTHOCHO KOETO се дава определението.”
Аналогично на определението на огносително отеорени и относи-
телио затнорени множества се определя и относително затворена

обвивка, Отиоснтелно затворена обвивка А на множеството А в
R, се определя чрез съотношението Я-- АПУ, където R,=(Y, р),
А е затворепата обвивка на A в Н.

Определение Y. Пространството R =(X, р) се нарича свързано,
ако не може да се представи като обединение на д#е непразни

отворени непресичащи се множества.

. QueBHANO пространствота ес свързано тогава н само тогава,
когате не може да се представи като обеднинение на две непразни

затворени непресичащи се множества.

Миожеството Y, принадлежащоа на метричното пространство R,
е свързано, ако ¥ ¢ свързано като подпростракнкство B K.

12.1.3. Декартово произведение B2 метрични пространства. Ако

R Χ, ρὺν R.(X,. p,) са ABC метрични прастранства, то може да
се определи декартово произпеденис на тези метрични простран-

ства. Пека X'=X,XX, е декартовато пронзведение на MUUMECT-
-

вата Ху и Y, τ е. мниожестното OT вссвъзможните двойки (X, X4),

* Например интервалът 5--(0,2) е orsopen относно пространствота ΕἸ в не

е огварено множество относна пространствато Ε3, Дейстнително, тъй като Зе

ΕΞ τὸ 2-En0(a, 1), къдета О (а, 1) e атнорен кръг й #“ с център в точкат“
I, 0) кн paauyc 1, 1. ¢, нитерцалът с ὐ н #2 атнасно пространствота £,

0 се разглежда интероалът 2=(0,2) в £! та той пе е OTBOPEHO множество,
: понеже не съдържа пито едии кръг,
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Ἡ

където X €Ay, x.€X,. Метрика р в множеството X може да се
въведе каприямер по следното правило:

е (х. У)- р (Су У) х y )2,
ЖМкъдето χ. -ἰχ,, x). y=(y Vo) 26X, ι Ε, i=1, 2. ДвойкатаК (А, ρ), където X=X\XX., ре функцията разстояние, въведена
:по-горе, е метрично пространство и се нарича декартово произ-

|весение a метричните пространства R, и В,: R—R,xR..
. Ако е зададена изброима редица ΟΤ метрични пространстваΚα (А1. 200 ῳ ( Χ, o)y Ву(Аз, 23) - - ис Хе означено декарто-

0ΤΌ прокзведение на множествата X, (--1,2,3,...,. Х=Г1 Хъ

Фл |т. е. X се състон от елементи ХеХр Ха X500 - - ), € X, TO
|може да се даде следното определение :
| Определенче 10. Декартово произведение R на метричнате
| простракстиа R,, R, Ry . . . се нарича двойката (X, р), където

{1121.4. Навсякъде гъстн и съвършени множества
Определение 11. ека А а В εὰ две множества от метрич-{|#omo npocmpancmao R =(X, p). Множеството А се нарича 250me

Це Β, axo A D Β. Множеството A се марича навсякъде гесто в
| Apocmpancmsomo R, ако A=R.
4 Пространства, в Koumo има изброими, навсякъде гъсти MHO-:l':!.'cmea. се наричат сепарабелни.

Разгледаните примери ἨΔ метрични пространства El, τ
-Сд[ц. b] са примери на сепарабелни метрични пространства. Така в "
физброимо, навсякъде гъсто множество е множеството на точките
#С рационални KOOpAKHatTH. В пространствата (Сл [α, b], п:2-0, тако-
Β множество е множеството на полиномите с рационални кое-
- Ффицненти.
Н Ilpoctpancrsoto т е пример 38 несепарабелно пространетно.“
А За да се убедим в това, можем да пастъпим така:
м

““Вж. пример 4 ог 12.1.1.
1



e S e e че T ARt

a5 = et e—— ο πΤ οο.....ςς.ς.-...

452 МЕТРИЧНИ ИТОПОЛОГИЧНИ MPOCTPAHCTBA

Подмножеството £, на т от редиците, състоящи се само от
нули ¥ здиници, с с MOWHOCTTA на континуума.

Взанмните разстояния в пространството т между два раз-

лични елсемснта а и # от множеството £, са равни на единица.

Следоватслно е невъзможно да се приближи с произволна точност
всеки от тезн BEKTOPH с CACMCHTATE на избронмо множество, тъй

като кълбата с цептрове и точките на множеството £y н радиуси
1/3 не се преснчат, а образупат множсство с MOIMHOCTTA на KOHTH-

нуума. Тъй като £, С m, m=(V, р), то пространството т е нссс-
парабелно.

Множеставота А се нарича навсякъде негъсто а метричното

пространства R, ако във асляки отаворено множество на това про-

странство има отварено мнажество, несъдържащо нито eOHA точ-

ка от множеството A.
Например в гространсттото С(0, 1] множеството A на функ-

пиите на вида ¥=nx® (п цяло чниесло) е навсякъде негъсто. Друг
пример за навсякъде негъсто миожество в сегмента [0, 1] (pas-

глеждан като метрично пространство) е Τ. нар. кантораво съвър-

шено множество.

Множеството A, съдържащо се а метрична пространство, се

карича съвършендО, (K0 се затайрена и асяка тачка на множест

вота A е Nezosa точка на сгъстяване,

Канторовото съвършено множество в сегмента /-(0, 1 се

построява по следния начин: От сегмента [0, 1] оглеляме интТер-

вала (1/3, 2/3) и останалото множестви -- обединецието ца двата

сегмента [0, 1/3,), |2/3, 1), озиачаваме с /,, От тези диа сегмента
8 свой ред се отделя по едиа трета — интервалите (1/9, 2/9),

(7/9, 8:9). Обедицнението на останалите сегменти означаваме с f,.

Продължаваме този процес иеограничена, Очевиано 15Лл5(Щщ7
.. ий л е обедицение wa 27 CerMUeBTA, псеки от които нма дъл-
жина 370,

[ ]

Множеството K= Π η се парича капторово множество.
-π-.

Ще nokaxem, че K ¢ «ъпършено. Това, че 70 е затворено,

сдлдедра OT построениете п Τ лема |; пстава Да се покажес. че He

съдържа изолирани vouxd. Нека ХЕК и нека Яу е произволна

околност на точката X, T. C. OTDOPCHO множество. Таогава според

определението на OTHOPCHO множество същсествуРа иитервал o,

(кълбо с център н точката х), съдържащ точката х и o, C У,. Нека
, е тази orcedka Or миожестното /(/а, която съдържа точката X.

AKO п е даостатъчно голяма, та Д, С в,., Означавамс с ал този край
на отсечката A., който ие съвпала с точката Χ, ОчеРвидно ΟἹ по-

строснието на множеството К имаме a.€ K. Слелователно npous-

волната околност ка точката х -- множестнотао Ех. съдържа ТоЧ-
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ката ал-Ех : а €A C 0,5, т. с. точката х е точка на сгъстяване
за множеството K н K е съвършено.
. Ще локажем ccra, че K е навсякъде негъсто множество в

сегмента [0, 1), разглеождан като MCTPHYHO пространство с обик-
новено евклидого разстоянне. Тъй катс BCAKO отварено множест-
во в CCTM AT съдържа н себе сн интерпал, достатъчно е да пока-

жем, че всеки watcprad (кълбо) съдържа вътре в себе си друг
иитервал, D който няма точки, Ппринадлежащи па К. Некаа e
произволен ннтервал от с гмента [0, 1). Ако тай не съдържа τοῦ-
[ΚῊ на K, построението е завършено. Ако съдържа точка x ¢ K и
X¥€o. TO можем да изберем толкова голямо т, че хЕД.„С Т и
А.Сз.т с естествено число. Памираме интерпала с дължина 3—m—1
и с център B средата на A,. Този нитервал не съдържа точки OT
K. а се съдържа в в. 5

12.1.5. Сходимост. Непрекъснати изображения
#

Определение 12. Редицата (аа) om точки на метрично npo-
CMpancmeo се нарича сходяща към тоцката а от това прастран-

ство, ако всяка окоднаст на точката а съдържа всички точки
на редицата с изключение на краен брой, Ако редицата (анЖ) e
сходяща към (клони към) @, товгва се Записва ал — G, п -со, йли
lim Gn=4a.
яе

HenocpeacrBeno от апределеннето следва, че ako ἄμ -а, то
р (ал, а) =0, л - со.

В сила е твърдениета:

Лема 3. Точката a¢ R принаддежи на затворената obausxa

А на дадено множество A тогава и само тогава, когато същест-
eysa редица (ан) om точки на множеството A, сходяща къж а.

Hoxazateactno. Нека a¢A, тогаваа принадлежи на вся-
KO затворено миожество, съдържащо A. Да вземем за околност
88 точката а кълбото O(a, п7!), където п ¢ естествено число, по-
голямо OT някое фиксирано число. В това кълбо има поне една
точка а.ЕА. Ако това не е така, τὸ ¢ ¢ A и съществува околност

“ на точката а, в която няма точки на А. Допълнението на тазн
Доколност « затворено MHOMECTEO, съдържащо множеството A, и

'ἹὈἼΚΒΤΒ а не Μ 5 да принадлежи на това затворенос множество.

|
ἰ Така стигаме 10 противоречисе н следователно ал --а ΠΡῊ п — oo,
ал .

, ΒΗ͂ΡΒΟ е и обратното: ако йл — й H @nfA, Toa(A. Ν

AKO всяка околност на точката а се пресича ¢ A, то авА.

-"ег!;твнтелно. ако ΔΕΑ͂, 10 ἀαξ. Акоа Е A, τὸ ako допуснем, че

Π A и зземем лоптълнението А”, ще получим околност на точката

υ а:
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а - множеството Д”, която не се пресича ¢ A, а това противоречи

на ЪГСЛОВНЕТО, че BCAKA околност на точката а се ПРЕЕНЧЗ с A.

Or ай —a ¥ Ga€A следва, че BCAKA OKOJIHOCT на тачката @
съдържа точка ал OT множеството A, Τ. ε. се пресича ¢ A. O

Едновременно доказахме и следното твърдение :

Твърдение 1. Точката atA тогава и само тогава, когато вся-

ка околност N, на точката а се пресща с Α͂.

Понятието непрекъснатост на функция на Числов аргумент

допуска сстествено обобщение в случая, кагато имаме изображе-
ние на едно метрично пространство в друго, Ще дадем следното

определение :

Onpenenenne 13. Изображението g на едно метрично про-
странство В (X, р) в друго К,(7, gy се нарича непрекъснато в
точката X, ако за всяка околност Зе) на точката g(x) съще-
cmeysa такава околност B, на точката х,че βί ) C Б Ако g
е непрекъснато въй всяка тоачка на пространството R, mo g се
карича непрекъснато изображение 8. R,

В сила e следната лема:

Лема 4. Изображението д:К — Ry на едноа метрично про-
странство Н в друго Ry е непрекъснато в R тогава и само mo-
гава, когато прообразът на BLAKY (ипдорено множество е отворено

множество.

Доказателство. Fleobxodumocm. lleka g: R - R, ¢ непре-

къснато изображение на R и R, и Iy e отворено множество в R,
Ако д-1(Х,)-(х:ХЕВ, g(x) € З,)-#, τὸ 27 (В,) с очевидно OTBO-

DCHO, тъй като # е oTRopeno.

Нека g8 g и ΧΕΣ τ ! (5,). Тъй като x¢g (%), τὸ
£(x)€2y; следователио I, може да ссе разглежда като окалност

на точката g(x). Поради непрекъснатостта на g B R (а следова-
телно и в точката х) съществува такава околност I, па точкат#

x, че #(8,) С Σ т. е. B, Ε ΑΤ Σο). И така за пронзволна тачка

x€g' (3, съществува такава околност X, че B, C #77 (5,). Поне-

же Я =,UE,. TO MHOXECTBOTO X € отворепо като обсдиненние Ha
а xe Y

отворените MuomecTras .. Taka че прообразът на пнсяко OTBOPEHO

множество е отворено.

"Достатъчност. Нека е дадено, че при изображението g : - εκ

прообразът на всяко отворено множество се отворено. Вземаме

произвална точка x € X, R=(X, ρ), и произволна околност Σ ) на
образа й в R,. Тагава I, =g ( ε) N0 условие € отворено мно-

жество B R Η е околност Ha точката X, като при това образът Ha
Я, при изображението g се съдържа в Zym. Следователно изоб-
ражениета g според определението е непрекъсната Β точката «.¥

“
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Тъй като тези разсъждения са ΠΡΗΠΟΣΚΉΜΗ 33 всяка точка хЕД,
то изображението £ € непрскъснато в Й. П
- Οπρολόπεμης 13 за непрекъснатост на изображенние g: R -- R,
B точка X €R очевидио може 8 се изкаже и 10 следния начин“
. Onpexeaenne 13'. Изоблажението g на edno метрична простран-
ство К(Х, р) в друго В,(Г, р) се нарича непрекъснато в точ-
ката X, ако за всяко число e>0 съществува такова число 87>0, че
ака точката у принадлежи на отворенато кълбо O (х, 5) с цен-
тър в точката х и радиус 3, то тсчката g(y) принадлежи на
отвореното кълбо Oy(g(x), #) с център в точката £(x) и paduyc
Ε, лежащо в npucmpancmeomo R,.

” Последното определение може да се изкаже и no следния
начин: Изображеннето g:R — R, е непрекъснато B точката X, ако
;i_flgf ¥)=g(x).

Ot 1cpaBeHCTBOTO на триъгълника лесно се получава, че функ-
цията разстояние р € непрекъсната в точката х при фиксирано у.
В дейстоителносття с непрекъсната функция и по двете променливни.

В случая, когато метричното пространство R е числората oc¢
с обичайното разстояние между числата, т. е. престранството Е",
а нзображеннието g ¢ реална функция 8 £, хаденото апределение
13 32 не прескъснатост очевидно съвпада с определенияла от га. 4,

Ще лдадем още следното определение:

12.1.8. Компактност. floxpumue на множество А в метрично пра-
странство се нарича асяко семейство от отворени множестаа,
обединението на които съдържа A.

Определение 15. Метрицното пространство В-4Х, 0) се Ha-
рича компактнио или компакт, ако асяко покритие съдържа
крайно подпокритцие, т. е. от всяко покритие от отварени мно-
жества на пространствота R може да се избере xpaiina cucmema
(подпокритие), съдържаща цялото прастранство,

Всеки сегмент |а, 8) от числовата прага е компакт, което
следва от това, Че OT всяко покритие LA този сегмент с отворени
множества може да се nalepe крайно подпокритие. |

Може да сЕ nokaxe, че едно метрично пространство е ком-
# пактно тогава и само тогава, когато от FCAKA редица от точки
може да се избере подреднца, сходяща към точка от това про-

# странство.

Лема 5. Затворена подмкожество на компактна метрична
Ἢ пространство е компактно.
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!

й Доказателство. Нека F с затворсно полмножество на
Г компактното метрично пространство Я (А, p) ὶ () е система от

отворени подмножестна, покриваща Ε. Към снстемата {%,} при-
съеднининвамс отвореното миожество G=X\F и полученото по-

|

! критне на цялото DPOCTPaUCTBO означаваме със {Σ;}.--:{Β. JUG.
I Поради компактиността na R or системата {5} можем ла изберем

!

крайно подпокритне на цялото прострапнство -- системата ( .

Премахвайки, ако ¢ пеобходимо, от системата [335;1 множеството
| G, получагаме крайно покритие па мпожестквото F, избрано ot
1 систсемата {2, ). O

| Ъ Лема 6. Образът на компактно праостранство R—(X, ру npu
И непрекъснато изображение е компактно пространставо.

" Доказателство. Нека g ¢ пепрекъсиатоа изображенниес на
| ]ἔ R n R, Нека {3,} е покритне πὰ Ry с отворени Ммножестна, 8

# ' ¥, — g-'(X.). Множествата W, са отворени ьнж* лема 4) и {1, |

| [ е покритис на R. Поради комиактността на Х можем да изберем

от тона покритие κραῦπο подпокритие : (Ч32: ; тогава (, . т« oo,
е покритке на Ry, като Y=g(W¥;), i=], 2, 3,. - .. m, 0O

| Лема 7. Всяко компактно птудмчожеставо на метричнко про-

| странстао R (X, р) ¢ samoopeno.

l Доказателетво. Пека Е е компактно NOAMHOMKCCTRO Ha
' R(X, р) и иска Ε ΧΝ ΕἸ за всяка X€F съществупат съотястно

| [ околиости X, и X, на точките @ и X, за κοῆτὸ E,N5,—&. 3a Ta-
| кнва околиости могат да бъдат избрани например кълбата Оца, r)

и Оц(х, г), ππ-ἑ- ρία, «). Поради компактността на Е можем за
изберем ΟἹ топа покритие крайно подпокритие (X )% . Да разгле-

даме състветствупащите на X, околиости B, коинто но построенцие

Очевндно ENE,=g, #-), 2,- - -, m, н затова INF—g. Следо-

вателно SCX\F, т. е. миожеството AN\ F ¢ orropeno, ἃ Г ¢ за-
TooprRO. (]

Лема 8. Hexa g: R (X, р) - E', където Е e реалната числава

' ос. Ако g ¢ непрекъснаито изображение, R е компакт, то де сгра-

| RUMENO и достига точните си горна и долна граница.

| Доказателстнво. Cnopea лема 6 подмнажеството g(R) на
! метричиото пространство Е е компактио, а по лема 7 то е 38-

творепо. Тогава очевидно съществунва такова нсотрицателно число

T, че |2#(#8)|< Т, и g(R) съдържа точните си торна и лолна гра-
ница, ThH KATO BCAKO компактно множестЕо OT числоРата OC е

ограничено. [Π

| “
”; ! не се пресичат със Σ И ПЗ:,:Е е околност на точката а.
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По-рано бяха дадени (вж. определение 8) понятията относн-
телно отевареци и относително затворени множества. Ще поясним
още всдяъж, че понятнята OTBOPCHOCT и 3aTROPCHOCT на множество
са относителни. Едно и също множество може да бъле отворецно"
Β CLHO пространство и 18 не бъле отворено в лруго метрично про-
CTPaHCTRO, съдържащо първото. Hanpumep сетмснтът [0, 1] e οτ-

ворепо множество 5 метричното пространства R—(Y, p), където
—[0, 1), ар ¢ обичайната евклидова метрика в сегмента. От

друга страна, същият сегмент [0, 1] е затворено, но не е отворено
миожество в метричното прострацства Е -- (Α ́, р), κυποτὸ А --(-са,
со), а ф e същата функиня, Обаче компакт с абсолютно понятие,
Τ. е. ие зависи OT съдържащото го пространстово. В снла e твър-
деннето :

Твърдение 2. Нека Rp=(F. g). Ну - (ΚΥ. p) Rx = (X, р) са
метрични пространства, при това Е С“ Y C Χ. Тагава множеството
Е е компакт отнасно Ry® mozasa и само mozasa, ксгато с кам-

- Ипактна отнасна Вх.

Да предноложим, че F е компактно отпосно Ry. Нека {3.}e

семейстго от множестка, отгорени относно Ry, н Ὸ υΣ. . Съ-
ч

гласно огределение 8 за всяко а същсествутга такова миожество

U, . отворе“но относно Ry, че I, = YNG,. Тъй като F е компакт-
но относно Ry, имаме FCG,U- . . UG, npu иякой избор на

красн брой индекси 2y, @, . . .. та. Тъй като FCV, τὸ от no.
следнота включване следва, че Ε 3, U ...|)У, . С това с до-

казано, че множествота Е е компактно относно Ry(Y, o).

Пека cera F е компактно относно Ry. Нека {G,} е отворено
в Rx гокритне на Е и 3, Ἐ Пб.. Torapa същестнуват краен
брой индекси а,, o, - - -, f,, такига, че а Е - U:;“n‘ По-

неже X, CG,. τὸ ¢ изпълнсна и включването FCG, U - . . |JG..

С това г гоказано, че Е e комгактно относно Ry. ΓῚ

12.1.7. Базис на прастранство
Определение 16. Системата от отворени множества {¥, } на

метричнота профтранстал К-(Х, р) се напича базис на тава пра-
стронство, UKD всика непразна Отаоренд множества в простран-
ството R moxe де се представи като обединение на множества
от системата У)

В сила e сдедната лема:
Лема 9. За да бъде системата (5.) от omeoperu множества

базис ὰ пространството R=(X, в), е необходимо и дастатъчно

" Мпожествато Е е компактно OTHocHo R, ако O нсяко негова покритне
с отвореян отпссво Яу мнижестев мОщ да се нзбере крайно подпокритне.
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за всяко отворено множество ( и всяка точка o ¢ G да съществува
пизкова множество X, om тази система, че ΔΕΣ, CG.

Доказателство, Heka снстемата {¥,} e Gasuc на npocr-
paHcTBOTO. Torasa BCAKO OTBOPEHO множество G е обединение Ha
множества от {2, }. Затова 38 всяка точка @ € G съществува такова
множество I, че ав СС н 3, принадлежи на дадената CHCTe-
ма {Z; }.

Ot}pamu. нека са изпълнени условията, формулирани B ле-
мата. Тогава всяко отворено множество С може да се прелстави
във вида

Τ. е. cucremara (У. |е базис na пространсткото, Лемата е доказана. 137

Определение 17. Метричнота пространетво Н-4(А, р) се на-

рича пространство с u3bpousm базис, ако в него съществува
поне един базис, състаялщ се om не повене О0т изброим брой мно-

жества. Пространства с изброим базис се нарачат npocmpancm-—
ва с втора аксиома за изброимост.

Лема 10. Mempuunomo пространстваал R=(X, р) е npocmpancm-

80 с изброим базис тогава и само тогава, когато в него има из-
ὄρομμο, навсякъде гъсто множество,

Доказателство. Нека Д -(а ” е изброимо, павсякъде

гъста MHOKCCTRO в Й. Всеспъзможните кълба О(ал, т”!), където
п, т са всгвъзможните сстествени числа, образуват изброим базис
на пространството,

Обратна, ако в Я има избронм базис {Η . то като изберем

по точка an€ Ха, получаваме мпожеството A={an)y, KocTO ¢ нався-

къде гъсто. Действително. ако A== X, 10 отвореното миожество

G=X\A би било непразно н не би съдържало пито едиа Точка
от A=[aa}i’, което е невъзможно, защото С е отворено множест-
во и с обедипение на някон OT множествата на системата (3.). а

Примери :

1. Лесна е да се пострпят метрично пространства R=(X, р)

Η затворени кълба ЖК,)(ху, ) н Ky(xs, ry), за xouto K,CK,, а

χ Σ
Действително нгка R (X, р) е метрично пространство, състоя-

що се от всички TOUKH (х[;бу) на затворения кръг в равнината
χν: X={(x, y): ¥*+y*<9} с обичайната евклидова метрика р. Кълбо-
та K, ще определим така: К.--А- (А, p). Hexa K,=IK;N{{x. y):(x
-2) 4у <:16). Тагава K,CK,. ri=4, r,—3.

2. Множеството A OT метрично пространство е затворено то-

ИЕИ а S P RS
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гава и само тогата, когато съвпада със затворената CH ΟΒΗΒκὰ

A т.е. А- А.

Действителнао, ако A—A, To понеже затворената обевитка на.
всяко множество € затворена (като сечение на затворени множе-

ства), А с 3aTeopeno. Обратио, ако Л е saradpeno, TM АС-А. От дру-
га страна. от определението на 3aTeopena обавивка следва ACA,

Τ. е. ако A e затворено, то A=4.
3. Кълбо O(x, г) в метричното пространство Я е отворено

множество. Ако x€0(x, 7), T. е. р(х, х,)<г, то кълбото O(x, е)
mpit О< е< г--р(х. х) ще принадлежи на изходното множество:

О(х. εΞ O(x,, г). Действително, ако ¥ £ O(x, €), т. €. p(x, у)<Е, То

ρίχο. У) Ξῷ plxg х) (х, γκρίχρ, Х)+г-Р(хХуа x)—1.

Затвореното кълбо — множеството К (х, r)={y:pix, у)), ¢ за-
TBOPCHO множество в R, понеже допълненнето му е отворено
множество.

4. Затворената обвивка A на множеството А от метрично про-
странство се състон от всички Точки, KOMTO €@ точки на сгъстя-

ванс за миожеството A ΗΠῊ са глементи на Д. Действително ця-

лото миножество се съдържа п 3arnopeHata си обвивка ACA. Ще

докажем, че затворената οὔβηθκα на А съдържа н точките на
сгъстяване на А. Но затворсната обвивка на множесството е за-
творено множество, а ако сдно множество е затворено, TO съдър-

жа ΒΟΉΝΚΗ CBOM точки на сгъстяваце: ако една точка не принад-

лежи на затнорено множество, тотя принадлежи на допълиецието

MY, което ¢ околност на тази точка, несъдържаща точки от за-

твореното множестно, T. C. тачката не е точка на сгъстяване за

затвореното множество. Па такъв начин затпорената обвивка на

ен

ΙΑ съдържа точките на множеството A Η точките на сгъстиване
па A. Обратно, нека Ἰ“ί.ἷ. тогава или X € точка на сгъстяване на

A, или x€A. Ако x€A и x¢A, To пвсичко е доказано, Ако x €A,
Ho X €A, To х е точка на сгъстяване 38 . Ако допуснем про-

THBHOTO, тогава ще съществува окалност X, на точката X, цесъ-

държаща точки от множеството Α͂. Нейното допълнение е затво-
рено множество, съдържащо A и несъдържащо X, T. с. точката.

x € A, κοετὸ е невъзможно.
5. B иякон мстрични пространства R=(X, р) могат да се по-

строят отворено кълбо ( («х, r)={y:p(x, y)<r} и затворено кълбо-
К (х, n={y:p(x, y)=r} c общ център K равкни радниуси, за KOHTO-

O(x, 1=K (x, г). Действително нека X & множество, съдържащо»

повече OT една тачка, и нека
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TrAEtTha

plx, у) —{0, ако х--у;
тогава

K{x. D=X, Otx, 1)=x, О(х, D=x1-K(x. ]).

B предишния параграф Gaxa дадени основните свойства па ме-тричиите пространства въз основа на понятията OTBOPCHO и затво-рено множестно. Фактически вснчки те използват сама свойстватана отвореинте множества, а именно че сума на произволен бройW сеченние на краен брой отворени множества са OTBOPEHH мно-жества, цялото пространство и празното множество са отворени, ине използват понятия като кълбо и разстоянне. ΒΚ това на-вежда на мисълта, че може да се построят пространства, и контоотворено (затворено) миожество се определя аксисматично така,че да се запазнат свойстната, форм Aupany в лема |, Тогава не-обходимостта от определения Η ἕ отпада, а тевърденнието μῃлема | стапа аксиома. Имени” така и ще ΠΟΟΤΉΜΠΗΜ в следващияпараграф при изучаването ва топологични пространства. Ясно e,че така ще се стнгие до пълно сднообразие при нзучаване ΜῈосновните свойства на метричните и гопологичните пространстпа.Такър подход към изучаване снаойствата на метричиите пра-странства (формулировки и доказателства, използващи само спой-ствата на отпорепите (затворените) множества ) притежава редицапредимства — допуска например обобщение в по-общи простран-стРа. Заеднп С ToBA, понеже в c'rpyl-cwpa'ra на метричните про-странства с въведена функция разстояние, тези пространства трябвада притежапат н свойства, присъщи само на тях. Често именноТези свойстиа се нзучават при разглеждане на метрични про-странства.

В тази параграф ще изложим тези фундаменталии свойства
на метричните пространства. Венчки те използват понятието пъл-
нота 118 простраиства.

Определение 1. Редицата {x,} от елемента на метричнотаnpocmpancmso R —=(X, р) се нарича фундажментална, ако ρίχη, X )0
когати R, т — с0у п, т са естествени числа.

Определение 2, Метрианото пространство В-(Х, 5) се на-
рича RBARO, ако всяка фундаментална редица е сходяща към
елемент на това пространство.

Както вече говорихмс, ака редицата {x.} е сходяща към еле-мента X (хХа -- х), то р(ха, х) =0 при п- oo,

1
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Teopema 12.1 (принцип на вложените кълба), За да бъде еднометрично пространства пълно, е неабходимо и достатъчно всякаИ редица от затворени, вложени едно 8 друго кълба, paduycume наИ които клонят към нула, да uma непразно сечение.
Доказателстно. Необходимост. Нека R=(X, р) e пълнометрично пространство, а K, {x,, "Ки(х.. (К (ха ) . ..са вложени едно B друга 3aTBopelly кълба. едицата or центро-вете им « Ффундаментална, тъй като В (хъ Xm)<ryy m>n, а гл ~ 0при п- со.

Понеже пространството R е пълно, то съществува x=lim хн,
еае[- }

x¢R. Очевидно x¢ Π ΚΚα. Действително хе точка на сгъстяване
не

за всяко Кл (вж. определение 4, 12.1.2)
х.„Е Knl”K,. а тъй като Кл е затворено

Достатъчност. Трябна 23 покажем, че ако (ха) е фундамен-тална редица, тя има граница хЕЙ. Избираме такава точка Х пче ρίχον хя )«<2-?, n>n,. Приемаме Ха 33 център на затворенокълбо с радиус единица, косто азначаваме с K{xu, 1). Избирамеслед TOBA точка X5, OT редицата (х), удовлетворяваща следиите:условия : plxa, х.,)«<2-? ῃ всяко n>ng. п,>п,. Приемаме точкатаХа 38 център на кълбо с радиус 1/2: К хл 27-Ч. Нека x4, Хнет Ха, (M<K, . . . «πὶ)} са вече избрани. Torapa Халу ИЗби-
. раме така, че да бъде изпълнсно условнето: р(ха, хл )<L 041v 38 всяко ппьу Пъу >па.. Kakto н πὸ гаре, прнемаме Хну 38

център на затворено кълбо с радиус 2-А: K (ха, +ь 27#), и т. н.
Така получаптаме редица от вложени едно в другао затворени къл-ба с радиуси, които клонят към пула. По предположение съще-ствува точка х, обща за всички кълба, Ясно €. че ρίχη,, Х) -0,
!щ„м со, Следователно фунламецталната peanua (х.) съдържа под-

|

. понеже при m>n umame
множество, TO χ .

реднца {x, ), клоцяща къ точка х or прострапството, Torapa и
самата релица ще клони към същата граница. [

Забележка. Всички условия, изброени в теоремата, сасъществени: пълнота U2 пространството, затворсеност на кълбата,
условието, че са вложени елцо в друго и радиусите им клоняткъм вула. Най-малка е очевилна пеобходимостта на последиотоуславие — да имат непразно с.чение.

Ето например пълно Метрично пространство и penuma отвложени сдно в даруго кълба, имащи празно сечение.
Нека R=(N, р). където N е множеството на сстествените

__{I-}‘-U(m-{—n), ako n-f-m,
ρίπι, π)-- 0, ако п-т.
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К (п, 1+1/2n)={m:p(m, п) [+1/2n}, n=1, 2, 3,. . -

i Torasa е очевидно,че K(n, 14-1/2л) ca BATBODEHH и вложени едко
#
в друго, а пространството е пълко, защото всяка фувдаментална

| peanua е сходяща в пространството. Но сечението 8 тези кълба
е очевидно празно.

Определение 3. Множеството M 8 метрично прастранство R
се карича множество от първа категария, ако може да се

представи като обединение на изброима много навсякъде негъсти
в К множествда.

 ̓ Всички останали множества се наричат множества от
Чвтора категория.

: Теорема 12.2 (теорема за категориите), δίεκα R .-(Χ, р) е не-
упразно пълко метрично пространства. Тогава Х е множестяо om
|втора Kameeopus, т. е. Х не може да се представи като обеди-
цнение на избраимо много навсякъде негъсти множества.

'
-

Доказателство. Ще даопуснем противното, че X UA.

и BCAKO от множествата Α., =1, 2, 3,. . ., e навсякъде HETLCTO-
в #. Heka К, е затворено кълбо ¢ радиус единица. Понеже мноо
жестиото A, е навсякъде HOTBHETO, то съществува такова затворен и
кълбо K, с радиус, по-малък от 1/2, че K,CK, и ΚΙΠΑ͂, - #. Тъ
като множеството A, е павсякъде негъсто, то по същия начно*съществува затварено кълбо с радиус, по-малък or |/2%, за Koer
К.ПА- е. КСК) и т. н. В резултат получаваме редица от вло-

жени сдно в друго затворени кълба ΙΚὼ}ἷζ.ι. раднусите на който
Kaouat към нула. Според теорема 12.1 съществува хЕ Ка за всяко
п, хе Х. Тъй като no построенне КА()Ал--#, то x BAs за всяко

-e
n. C:re.anaarmun X G U.‘!n=){. ТПВ! прп*гнвпречн на допус Какне-

жа|

та, че Х- иАд. 5
Яе |

Определение 4. Изображенцето g NG метричното прострлан-
ство К е себе си се нарича свиващо, ако съществува такова. числа

а, О<4<1, че

Р(Е(х) g(yN=aplx. у).
Теорема 12.3 (принцип па свиващите изображения). Вгсяко

свиващо изпибражение на пълно метрично пространетво В-(Х, р)
в себе си има, и MO CAMI една, неподвижнва тоячка X, M. е. такава

точка x¢ X, че g(x)=rx,

; Доказателство, Нека χ е точка ΟἹ X. Определяме ре-
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e

дицата {xa}2 | по правилота: x,=g(x,), Ха-- Е (Х). Xa=g(x), . . .
"Редицата {xa} e фунламентална в R. Действително, ако m>n, та

Р(Кц. xm)zp(g(x!*l)* gfxm*l»:i!-:p (I- «а xfl—])
Зъ - + 20Xy Ха-к) ал р (X X)) 4p (X, χ

Ἔπ τ Ἐρίχα- πταν Ха)) 2 а”р ίχο, Х,)(14-а4 - « . +фат-я--)
а (X Хх/(1-),

жъдето a<].

По такъв начиян р(хл, ХА) = 0, m>n - со. Понеже простран-
твото # е пълно. съществува Иш ха. Нгака х- ш χη. Тогава от
" 

е. -

епрекъснатостта“ на изображението g имаме

Е (х)-Ши а (ха)- {{π| Ха = χ.
ἥπεψε τ Σ

С делователно съществува инеподвижна точка. Ще локажем, че тя
не единствена. Ако g(X)=X и gly)=y, To р(х, у)е (х. у), T. е.

cp(x. у)--0; следоватслнио х-у. 3
Забележка. Ако изображението £ на местричното прост-

41 фанство # B себе си притежава само спойстнвото, че Р(2(х), g(y)
«ρίχ, Y х, YER, х-Ву, то може н да няма цеподвижна точка,
Ето и пример: нека # -4ЧА, р), къдетт Х -|1, o), аре обичай-ната езвклидова метрика. Нека g(x)=x3|/x. Тогава ρἷε(:), “()
=|x+Hx~y ~1/y|<|x—y]. Неподвижиа точка няма, тъй като
£(x)=x+1/xx за всяко x¢€X.

. Onpeaeaeuse 5. Ще казваме,чне две изображения gug ча
метричното пространество R --ἰ Χ, p) xomymupam, ако за вдсяко
x€X е изпълнено равенствато g(g, (x))=g, (g (x)).

Teopema 124 (обобщение HA принципа на свиващите изобра-
жения). Нгка gu gy εὰ изображения на мгтоичното пространство
R(X, р) в себе cu. Tozasa, ако изображението) 8, е свиващо и изоб-
раженията g и g, комутират, mo уравнението р(х)- х има pe-
шенце x¢R.

Доказателство. Споргд предишната теорема (теорема 12.3)
съществува и при това само една такава точка хЕЙ, че g, (х)--х.
Прилагаме към двете страни Ha равенството изображениета е.
Като използваме, че изображенията комутират, получаваме

(g (х))--2(х). g (а(х))-# (х), & (N=y,
й където y—pg(x). Като вземем пред вид, че изображението g, е.
свиващо и има единставена неподвижна точка, получавамс, че
x=y=gix). Следавателно и за изображението g съществува не-
подвижиа точка.

“ Непрекъснатостта C12133 0 T гава, че # ¢ свивашо изображеняе.,
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"

: Ἴ ’ Забележка. Степен п на изображението Е се нарича иза-
[1! бражението д", получено B резултат на л последователни прила-

| гания на изображението :
| ш ;Ъ Ъ.] g (x)=glg(-..(g(x). -..}. xeAX.

Е | От теорема 12.4 следва, че ако изображеннята gn 2“ комутирати g e
| такова нзображение, че някоя HCTORA степен е свиващо изображе-

| пие, то уравнението g(X)=Xx има едпо н само едио решение.
Π й l Единствеността на решеннето следва OT тона, че BCAKA точка.
" цеподвижиа 38 изабражението g ще бъде неполвижна Η 33 изоб-

ражецието go.

] Примери :
1. Памиране на корени (нули) на фуинкцин. Нека1}' [l i (4), a=¢=0b, с реалиа функция, удовлетворяваща условнето Ha

ἨΠΙΠΉΠ :

19 ()-Ф () | Ξ 9|4-4)| и 0<9<!1|
M l и изобразявпаща сегмента (а, #) B себе си. Ako въведем метрич-

I цото пространство R~(X, р) където А -|а, #| а р e обичайната
] евклидона метрика на сегмента, то изображението ф е свиващо

| н следователно чиеловата редица Ly L@l #,Ф()), . - - е
| сходяща KLM CAHHCTBCHHS KOPen па уравнението ἔταφ ( 3a всяко

| ξ t,é[aé é)[}. g}aofipumeunem ф е свицаща, ако цнапример [φ' (4) |8
<l, ἐξ]α, ὁ].

Нека имаме да решавамс уравнение от вида Е (4-0, като
при тева Е) е реална функция, дефикннирана в (а, #) и Fia)<0,
Е (0) >0, 0<8,--#"4):50,, #6 |а, #). Тогана, ако разгледаме функ-
цията f)=L-AF () ΔῈ Е1, и намгрим корена на урависнисто
@(f) =L, то ще решним и изходната залача,. Към последното урав-
кение можем да приложим предишните разсъждения, AKO папри-
мер |+ (41|<--8<1. Имаме 1 -- λθ,τξίφ' (6:51-2АВ8, Не ¢ трудно да се
избере реалиото чнсло A>0 така, че да с изпълнено уславието :
ὕσξεφ' (1)=8<1. Тогава, както не с трудно да се убедим, функцията
ф ще изобразява сегмента (а, Я) в себе си. Наистина, тъй като
# (4):0, 10 ф пе намалява; следователио φία)ξεῳ (ἢ) τξ φίδ) 38
ἔξ[α, 6). Но «#(а)-а-3А Е (а)>а, +(6)-6-3#Е4(6)<#, т. c. а< е(
<b. ἐξία, #).

2. Намиране решения на система уравнения от нида у- χ
я

-l-b. Нека Ἱ.“ΞΣἅσΙ;'Ι”ὁ; (i.:.l, 2, . Π}Ὸ наображшше ва n-

71
мернато пространство X в себе си: нарсдената п-орка (X, Xa,

ες ¥n) € X премицава B наредепата n-opka (Y, V.o « oo УА)ЕХ,
Τ. ¢, изображениесто g(X)=AX--b привежда паредена п-орка or
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<THO метрично пространствон при някакви условия е свпващо, то BEXTOPHOTO уравненне р(х)=X ще има едно и само едно решение. Ще намерим такива усло-вия за изображеннието # и ще въвелем метрика в множеството X,Τ. е. ще образуваме съотеетни метрични гространства:
а) Hexa

ρι(Χ, y)=max{[xi—y|:1=i=n} и В1-4А, р);
тогава

κ

ее

и услоенето g да бъде свиващо ще е изпълнено, ако

я

»"

в) Ако въведем метрика в X по правилото

Pz (X, у)- 91 χ - ,
ἐπα

не € трудно да се ΒΗΔΗ, че изображеннието е свиващо, ако
я

ZI‘?ulfi“(L /=L 2,3,...,n,
ἐ-πὶ

с) Накрая, ако метриката с зададена така:
π 

12

ρίχ, у)-| З х,-2 |,
i=l

то изображеннето g е свиващо, axo

а

tr=1

Изброените условия ca достатъчии, за да има уравпението
}

HE(X)=X и при това единствено решение, т. е. системата х З а 4%

fas ]
Ἔδιν 1-1, 2, 3, - ., n, да нма, и To единствено решение:

”Шмщтш. Ὰ
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не К 
ΛπΛ5Θ5Θὃ

3. Съществуване и единственост на
на обикновено диференцинална уранв
ped. Ще разгледаме т. нар. задача на Коши. Трябза да се наме-ΡΗ функцня у, която удовлетворява YPABHCHHETO У--#4(6, м) нY{ty) =y, при £—=£,, където Yo Е HHKAKBO число; при това трябваA2 докажем, че това решение у е само едно.

Ще предпиоложим, че функцията f(f, у) e непрекъсната вМНоЖжествотоО : Ωξ L8, - οο ( у« + 0o, удовлетворява условието наЛипшиц по у, т. е.

Π{ 30 =1t y) 5 Κ yi-y,).
н точката ᾧ € вътрешиа за сегмента [a, b]. Понсже решаванетона Задачата на Кошн e еквнвалентно ΒῈ решазането а интеграл-г

ното уравнение: у(2)- + f ἐ(ξ, yE)dE то umame nazcro изоб-
#

ражгвшсз на миожеството ат.функцнп {¥} па прапвилото: Е“(У(4))

=Yg+ f FG у (@) 4 ξ. Въвеждаме прострайствота Cia. . Torasa изоб-
?

ражецисто £, определено в това пространство, го изобразяваме всебе си, а задачата за намиране решение wa нитегралното уран-ненне се свежда до памирайе на ицеполдпижната точка на изобра-женнето £, т. €. до намнране на стакава функция у, че g(y)=y.За да съществува такава точка и за Δ бъде единствеца, Достатъч-на е чзображението g да бъде сиизащо,
Понеже от условието на Липийщ следва, че

решението

нение OT първи

Е y)=T @ #: } =K | 3=y 5 Ko (3, ).
TM

г

е( (У). #()) == max ff\'P(Jh 2)4: 25 К (6 -а) ( », г).
е51 )

Тук р e метриката в Cla, А), ( у, 2)= max [»(ἢ) -- ί. Следова-
ΤΟΙ͂ΠΟ изабражението е свизащо, ако сегмептът {a, b]e достатъчномалък, така че

K{b-a)=8<1.

При тези меслоряя получазаме тесремата 33 съществуване и един.-
CTBCHOCT на залачата на Койниг,

4. Оператор na Волтера ия свойства ᾶ неговата



ТОПОЛОГгИЧНИ ПРОСТРАНСТВА 467

Ъд;-та степен. Ще покажем, че някоя степен Η8 изображението,
|заладено с интегралния оператор на Волтера :
К

ц

: ву [Καὶ Di @ dz+e (o)

J_irmm Ае висло, К(Е, ) φίἢ са непрекъснати функциин па apry-
|ментите ся, ¢ сзивацо изображение в Са, 5, @ <<f = b,
Ρ Нека

ἰφ τ (i) =] Al f K¢t &) (L () ~ / (5)) dE

| Ν S 1AM G-05 (e )
(&G~ ({ | =AM (b=a)*p (f,, [2}}π|.

У Вянаги може да се избере такова п, че |X|"M"(b—a)/nl<], и(следователно при това п изображението 8“ ще бъде свиващо.
Съгласно 3afenexrata след Teopema 12.4 интегрално уравненне от
BHIA 21/)--/ има при всяко A решение н то € CAHHCTDCHO.

12.3. Топологични пространства.
Отворени и затворени множества

В тозч параграф ще изложим основните определения и факти, от-
насящи се 10 топологичан NPOCTPAHCTBA.

12.3.1. Определение на топалогнично пространство. Понятието To-
пологично прастранство е естествено обобщение на понятнето ме-
тричноа пространство. При определението ца метрично пространство
постъпихме 10 следния HAYHH : с помощта на YHELHATA разстоя-

| ние въведохме отворени н затворени множества Η доказахме реди-
ца техни свойства, а след това, като използвахме тези свойства,
Иизучихме метричинте врастранства. Ако искаме да намерим по-
широк клас пространства от метричните пространства, е сстественодв определим отворените (MM затворените) множества аксиома-

| THYHO. Във връзка с това ще дадем следното определение:
: Определение 1, В множеството X e определена структура
#а топологично пространство, ако е дадена система (У) от
He208u подмножества, притежаваща свойстаата :
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1) Muoxcecmgomo X ц празното множества # принадлежат
на (Я)

23 Обединението на произволен брой множества от системата
{Z} и сечението на краен брой множества от системата (5) npu-
надлежат на {X).

9) За авсеки 86 точки х,уЕХ, x=y, съществуват такива
множества L., Xy от системата {3}, че B, Y=g и хХЕЙ,, y€3,.

Системата (2), удовлетвориваща условията 1) н 2), се нарича
тополагция на множеството X.

По такъв начин диойката: мниожествота X и тополсгията {Σ)},
образуват топологично пространство; τὸ се означана с T—=(X,
X); топологнчин пространства, за които е нзпълнено и условие 3),
се изричат хаусдорфови топологияни пространства.

Примери :

1. Да разгледам“ произволно метрична пространстто Й-(А”, р).
Отеоревите множества според лема | от 12.1.? притсежават

свойстоата |) и 2) от определение | на топологнено пространство.
Акснома 3) OT опредсление | е съще така изпълнена в метрично
пространства -- ако х-|-у, то p(x, ¥)=a>0 и за кълбата Ог(х.а/3),

(ὄ'. a/3), конто ca отворени множества B R, имаме О( х,а/3)

ака всяко метрично пространство Я е и топалогично про-
странство 7T=(X, У), където ἷΞ} ¢ снстемата от отворсни множест-
Ba B #-(Х, ρ).

2. Да разгледаме миожеството Х-(0, 1]. Ще зададем в това
множество тополагия, 7. €. система () Причисляваме към {I}
множествата # и Х и венчки възможни интервали от вида (=, В),
къдета 0<а<В<1; полуинтервалите («, 1), където 0<а«|; по-
луннтервалите [0, «), където 0<а<), от KONTO са язключени точ-
ките OT вида |/п, п — естествено число и BCHYKH TCXHW обедниие-

ния. Венчки аксиоми |) -3) от определение | са изпълнени.

3. Ще разгледаме множеството X or произволно сстество. Ще

причислим към системата (2) само цялото миожество Ди празното
множество #. AKCHOMHTE 1) и 2) са очевидно изпълцени, обаче

аксиома 3) не е изпълнена. Следователцо системата {¥} не задава
хаусдорфава топология.

4. Нека X'=E£' ¢ съвкупността 8 реалните чиела. Ще при-
числим към системата () всички възможни обединения на HHTep-
вали ΟἹ X и празното множество ¢, Тогава Т-(А, У) с тополо-
гично пространство.

5. Нека Х --С e съвкупността на всички комплексин Ччисла.
Към системата .Ἑὶ причисляваме съвкупността на всички множест-

ва от нида |2-2,|<Е ΠΡῊ всички възможни 2,ЕС и ε;ρῦ, техните
обединения, # и X. Двойката T=(X, I) е топологично προ-
странство.
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}:[2.3.2. Отвеореня и затворени множества
| Onpexeacune 2. Множеството X, C X се нарича omsopeno в

| Onpeaeneure 3. Околност на точката x ¢ X се нарича всяко
шпренп множество, съдържащо χ. Околкаост на HAKOE поджмно-

( жество на X (както и на camumo Х) се нарича всяко отворено
Д множество, съдържащо даденото подмножества (ила Х). Околност
на точката х ще означаваме със У..

| След като са определени отворените множества, в топологич-
Д|кнте прострапства могат да се въведат BCHYKH понятия за метрич-

фня пространства. Така дословно се запазват определенията 4--9,
И1--17 от 12.1. твърденията на лемите 1, 2, 4--9 и твърделието
12, които се доказват по същия начийн.

Ἱ Едко топологично пространство ще наричаме простракства
€ първа AKCBOMA за изброцмост, ако за всяка точка а съществува
такава usbpouma система от околности (УЯ), че 3a всяко отворено

| множество Я„ съдържащо точката а, съществува околкост У све.

(свойство : Бъ C Σ,. В метрично простраиство първата аксиома за

| избронмост, както вече казахме, е изпълцена,
В сила e твърдението. Точката а от тополагична простран-

femeo T с първа аксиома 3a изброимост принадлежи на 3amsope-

| ната обвивка А на дадено множестао А тагава и само тогава, κὸ-
гато същестаува редица {an} om точки на мнажеството A, сха-

дяща към а.

| Доказателство (вж. лема 3 or [2.]). Редицата or кълба
O(a, п--!) трябва да се замени с околности от системата (871 При

това винаги може да смятаме, че ΣΤΌ Σ иначе 3 ще заменим
а

! “

Едновременно доказахме и следното твърдение:

' Твърдение 1. В топологично пространство с първа aKouoma

за изброимост точката atA тогава и casto тогава, когато всяка

околнаст B, на точката а се пресича с А.
Топологичното npocmpancmso T =(X, У) се нарича npocmpar-

ство с избраоийжм базис, ако в него същестаува поне вдаиан фбазивс,
съдържащ He повече om usbpoum брой множества. Пространство
с изброим базис се нарича още прастранство с втора аксипома
за изброижмост.

Топологичното пространство Т-(А, Я) e пространство с из-
броим базисе тогава, когато TO е пространство с първа AKCHOMA за

изброимост и в него има избронмо навсякъде гъста множество.
Обратно, ако в пространството 1, ксето не е обязателно с първа

1
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акснома 38 изброимост, има изброим базис, ΤῸ в него инма н H3-браимо навсякъде гъсто множество.
(За доказателството вж. лема 10 от 12.1; редипата от кълбата

Ο (а, m—3) на метричното пространство, където т Ἡ п са естест-
вени числа, трябва да се замени с редицата от околности =1

ετ

Efi‘cflg. Тези околности винаги съществуват за точката ., no-я

неже T=(X, Е) е пространство с първа аксиома за изброимост.)
Примерни и забележки :
1. При задасване на топология на множеството X можем да се

ограничим само с аксиомите 1) и 2) от апределенине ]. Полученото
определение 38 топологична пространство с най-общо. От този клас
пространства може да се отдели по-тесен клас, за който аксиома
3) трябва да се замени с акснома 3'): 38 ΒΟΘΚῊ две точки х иу
на пространствота Т, х+-у, съществуват такава околност X, на
точката Χ, че ν £ X, и такава околност У на точката y, че х €Z,.
Не за всико пространство с топология, определена от аксиоми р
и 2), e изпълнена акснама 3). Ето един традициокен примср. Мно-
жеството Х --(а, b} се състон ΟἹ две точки. Топологията ще за-
дадем с отворените множества X, # и точката b. Аксиомите |) и
2) са изпълнени, а 3) не е изпълнека. Накрая ще отбележим, че
ие всяко пространство Τ, в KOCTO топологията се задава с аксио-
мяте 1), 2) н 3), удовлетворява определенне |, Папример, ако
Х-0, 1] и към снистемата, определяща топологията, отнесем X,
ян . -0, 1]\{za} където (в«.) ¢ произволно избронмо множест-
во от сегмента [0, 1], - то аксномите 1), 2), 31 са изпълнени, но
прострацството ме е тапологично B смисъл на определение |. Но
хаусдорфовите топологични пространства са очевидно пространства,
удовл.гтворяващи аксномите 1), 2), 3/), Ако заменим аксиома 35 с
друга, може Да се етигне до по-нататъшно стесияване на класа
на прастранствата (вж. за това ].2.2).

2. Множеството А OT топологичното пространства Т е затворено
тогава и само тогава, когато съвпада CLC затворената си обвивка

A т. е. A=A (вж. пример 2 от 12.1).

3. Обединение на не nopeuc от избронм брой затворени мно-
жества се нарича множество ΟΥ тии F,. Сечение на не повече

ΟΥ изброим Gpoll отворени множества се нарича множество ΟἹ тип
ба - Например множеството на рационалиите числа 8 R, е мно-
жество ΟἹ тип Е,. Множествота 8 нрационалните числа е MHO-
жество от тип Gy .

4, Затворената обривка A на миожеството А от топологично.
И пространство се състон OT BCHYKH TOYKH, ΚΟΗΤῸ са ΗΠῊ точки на

сгъстяване 33 множеството A, или елементи ua А (вж. пример &
ΟἹ 12.1).
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# 3. Важен клас множества в топелогични пространства са мно-
.. BOHTO се получават от отвореци (затворсни) множества

: . TOMOINTZ на це повече о0т избранм брой операция обединение (се-мение) и H3ramjaHe.
Семейството В на богелсвите множества с най-малкото семей-

|

1е
Ι : ΟἹ миожества, удовлетворяващо следните свойства :
# а) всяка отворено множество принадлежи на 8:
# Ὁ) ако АЕВ, то A'¢B:
4 

.

i

!

:

¥

| с) ako A.¢B, 7o UAuEB.
21

h

Ι ! 12.4. Свойства на топологичните
пространства

1

1

εἰ

) B този nzparpa ще изложим OCHOBHHTC снойства на топелогич-
| ните пространства. Много OT тях са свързани с т. нар. аксиоми” 88 отделимост, ΚΟΗΤῸ определят по-тесии класове тополагични про.

. . странства.

, 124.1. Аксноми 838 отделимост. Ще формулираме тези аксиоми
8 такън ред,. че условията на HCAKA аксиома да са следстоне от

. условията на аксеномата, която я слелва.

| Определение 1. Едно топологично пространставо се нарича
П | регулярно, ако за всяка точка ай всяко несъдържащо я затаорено

„ множества B, н X, че а ¢X,. ЕС Σ.
Пример за нерегулярио топологично пространство е пример

2 τ 12.3.1..
| Определенне 2. Едно тополагично npocmpancmso T се нарица
Зншлно регулярно, ако за всяка тачка а и всяко затворено
| множество Е, което не съдържа точката а, съществува такава
„непрекъсната часлога функция [, дефинирана в това простран-
«тво, че O==fix)=<1. x¢ T, /(а)-0, [ (χ)--1, χ Ε Ε.

Напълно регулирните пространства се наричат още тяхоновски
пространства, ““

Н Всяко напълна регулярно пространство с регулярно. Дей-
- ствително некга /,—[0, 1/2), 7,=(1/2, 1]. Тогава Σ πἘ ) и Σ

W, =["'(l) ca oTRopesn. тъй KaTo / е непрекъснато изображеине,
i‘ (% N3=2, a¢3I,, FC 5. Следавателно пространството с peryaspHo.
ιΙ

“ Точката O и затворевото множество {{|π са неотделимн в посачения
смисъл.

** Андрей Никодаевич Тихонов — съветски математик (1906).
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творени, непресичащи се MHOства F; и „Е, сощеевтауват дво maxuga непресичащи се аотворенимножества %, и I, че F,C 3, F,CX,.

12.42. Нормални и напълно регулярни (тихоновски) пространства.:Лема на Урисон“. В сила с следната лема:
Лема 1 (лема на Ypucon). За ecexu две непресичащи се затво-рени множества Е) и ΕΞ на нормално топологична пространество=(X, #) същестаува maxasa непрекъсната числова функция ,.дефинир;на в , че O=f(x)=1, x¢ X, f(x)=0, axo хе Fiif(x)=1,ако x ¢ F,.

Доказателетво, Ще постронм редица от отворени мно-жества I(r), съответствуващя на рационалиите числа от вида;пе 27я k=0, [, 2,. . Зя, пе цяло положително числа), при-.тежаващи свойствата: |) ΓΙΓΞΣ (0), Е,-(1) („“ означава допълне-"
ние) н 2) () С Я4(г) за всеки г</”, където # (е) е затворената οὔ-вивка ця X(r).

Построението ще направим с нндукция no n. Нека n=0. То-гава системата Σ (γ) ще съдържа само двете множества: Я),5(0). Тъй като пространството ТПе нормално, то съществуват та-
кива отворени множества B, н Я че Е, C 3, Ρι СС Я,. Тогава мно-
жеството Σ (0) - Σ, е търсеното.

Да допуснем сега, че2 множеството Σ ( е постросно 58 чнс-
лата r=k.2-mH воф, |, 9,. .. 251y при това е изпълиено
услоавие 2). Нека k ¢ цяло нечетно н 0< 2<21--1. Тогава У ((Е-1)2-77)
CE(k+1).2-", тъй като числата (R—1)2-" н (k+1).2—" имат
вида Х” ,2"-1, където ( 5 &' = 24-1, Понеже Те пормално простран-
ство, а У (#-1).2-5) ((k+1). 2% =g н тезн множества са
затворени, то съществуват такива отворени множества С н G,, че

Σ ((k—1) . 2-4с-0, 2 ((2+1) 275) С G, н 6П6,-#. Тогава G, е за-
творено н GCGCE((k+1) . 29, т. е. GCX((k+1) . 2-%. Karo no-
ложим Σ (R.2-M =3 (r)=G, завършваме построеннето no HHAYKILHSA.

Ще определим cera функцията f(x), като положим:

0 за x ¢ X(0),f(x);{sup {r:xeXB(r) за x ¢ X (0.
Torara по yenoBue |) umame [ (x)=0, ако X€F,;f(x)=1. akox¢F,.
Нанстина, ако x¢F,, 10 x¢3'(1), 7. е. ΧΈΣ(Ι) m or условне 2)
следва, че ΧῈΣ μ), r<I, T. е. sup {r:x e ()}=1-

” Павед Самунлович Урясан — руски MATEMATAK (1898--1924).
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Ще докажем негпрекъснатостта на функцията
:произнолноа х,ЕА и цяло uncio по>й, Избираме такова r, че
ΐ(χ,μ:πζ{ (xq)+2—"1. Цека S_E(NNET—2-%), където Σ (s)
#. 5<0, 3(5)=X, s>1. Orropenoto множество 3 съдържа Tou-
Kata Ха ТЪЙй като [(xgl<r, Η CJACACBATENHO х.„ЕЗ(П; също така
br топа, че r—2-"-1<f(x,), следва 1„53*(г-?-**д-д)(:(щг-г-з))“.
llo-HaTaTeK. ако ΧΕΣ, то ΧΕΣ ц”) и затова f(x)=r. Гещо повече,
XE(E(r—2-)" СС 1 {r—2-7) u следлователна r—2—"=f(x), така че
ако ΧΕΣ, то |f(x)—f{x)}=2-". Така получанаме, че 38 всяка
Околност Вл) (в числован сегмент [0, 11 съществува таканва
Околност 5 на точката x,, че ἐ(Σ) С жу 7. е. функцията f e He-
прекъсната в 7. (
И Следствне. Нормалните топологични пространства са на-
пълно регуялярни. Това следва OT лемата н от това, че в тополо-
Тичните пространства псяка точка е затворено множество.“

Teopema на
B тази точка ще докажем теорема, която установява

връзка между аксиомите 33 отделимост н аксномите 38 изброимост :
Теорема 125 (теорема на Тихонов). Всяко регулярно та-

пологично пространство с изброим базис € нормално прастран-
тт

Iloxasareacino. Heka T=(X, Я) e регулярно топологично
пространстто с изброим Gaane () u #), Е, ca две затворени
непресичащи се множества. За всяка точка χ € Е, ((--1, 2) съще.
ствува такава околност U,. че (/,П“Е)+ #. Това следва от факта,
че всяка околност на точка съдържа затворена обвивка на някоя.
околност Ha тази точка.““ От покритнето (U, :x¢F, i=1, 2) μ
множеството Е, може да се избере изброимо подпоакритие, Τ. е.
в множеството Е, съществуват такива изброими системи от точки

ий

Xedo Χρδιν = =y Xipe- - +, Че ἣζυ Uxia, {=1, 2. При това Un.e
“1

NF;=# н аналогична (е2а(ПЕ, - .

* Затова ще отбележим, че произнолна точка X на едно Ттопологично пра“

странстна може да се представи във анда + Π 2’y, където Зу са околнести на
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Определяме по RHAVKOHS при произволно л:-1| множествата
Vie и Узл като полагаме

я я

Via=Una\|J О Vea=Usza\|) ере
k=1 И.

Лесно се вижла, че Vi, Η Узом це се пресичат. Нанстина, ако

n=m, TO

Π ὑ ) жу \ Uspn= #

Следователно миожествата V1=U ИИ V,:U Vie също не
71 πιαὶ

се преснчат. Ot друга страна, те съдържат съответно множест-

вата ΕΞ и Е,. Така e доказано, че ABC пронизвални „затворени не-
пресичащи се множества от пространството 7 могат да се вклю-

чат в непресичащни се отеворени множества. С други думи, про-

странството Г е нормално, косто трябваше да се докаже.

12.4.4. Компактни и- нормални пространства. Цел на тази точка e
доказателството 1A следната теорема:

Теорема 12.6. Компактното тапологична прастранствоа ¢ нор-
мално топологично пространстао,

Доказателство. Нека T'=(X, 5)е компактно топологично

пространство, Ще докажем пнай-напред, че то е регулярно, Нека
ай Е са точка и затворено множество, коета не я съдържа:

ав Ε. За всяка точка хЕЕ и точката а съществуват такива окол-

ц

| кости N, и X,, че X .NI,—&. Подпрострацствота Е на компакт-
ното пространство е компактио (Рж. Лема § от 12.1). От по.
критието на Е ¢ отворените миожестна {¥.1 ще изберем крайно

я

покритие Уу Sy, - - o, .. Мека 31""‘U Ящ а сечението на съот-
«1

Η͂

ветните на Ух. околности Σ на точката а означим със Σ,-- Π Σξε,
=)

Torasa FC3I,, at X, и X,NZ,=¢. Следавателно пространството
Т e peryaspuo.

Heka cera Г, и F, са две затварени MHIKECTBA, 32 които
FiNFs=g. Порадни регулярността на пространствато за всяка тачка

x¢F, съществуват Ттакива отворени множества 51 н G че x €I},

F, G и ΣΙ Π 63--ἰ ́. От покритието на компактното про-

странство Е) с отворени множества {5}} нзбираме крайно Пподпо-
м

критие {S;,},", н означаваме З1=и 3. Сечецието на съот-
#1
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#

”

ΒΕΤΗΗΤΘ OTDOpERN множества G, означеваме C1C ΞΞ:Π Οἷι. Το-
k=1

i
1

rapa F,CS!, Е„С н SN =g, 7. е. пространството T=(X, 2) e
| .яормално. TeopomaTa € доказана.

1

“

а - . .

I 12.5. Линейни нормирани пространства,

| линейни оператори

Понятието линейно пространство нграе основна роля в ацализа.
"#Линпейните пространства и липейните оператори в тези простран-

1

Детва игракт основна роли и в много други важнииц области ца Ma-

ф тематнката.
ἰ

'12.5.1. Определение на линейно пространство.
Опредеденне 1. Множеството L, събържащо паоне един еле-

мент, се нарича линейно или векторно проастранство, ско са

# изпъднсени следните аксиоми :

' 1. За всеки два елемента χ, ¥ €L едноЗначноа се определя
трети едемент Ζ € L, наречен тяхна сума, който се означава с

П | X4y, и при теова ;

а) χ τ εχ (клмутативнаст );

Ὦ x+(y+2)=(x+yi+2 (асаоциатиавносст);
l с) съществува такъв едемент 0¢ L, че x+0=x aa scexu еле-
Menm ХЕД: елементът й се нарича нулев или нула на про-

странството L;
4) 3a всеки едемант x € съществува такъв евлемент —Xx, че

х4(--х)-й; слементът —X се нарича протцаоположен елемент

на елемента χ.

9. За всяко числа « а всеки едемент хЕ1. е апределен еле-

ментът сх € L, наречен произведение на а и Χ, при което

а 2(Bxi=l(z.B) х;

Ъ) (2+В)х-ах+Вх;
с) а(хгу)-ахтау;

а) . Х--х 30 всеки елемент χ.

Ако в аксиома 2 се използват само реални числа, пространст-

вота L се нарича реалко линейно пространство. Ако се us-
ползват коамплексни числа, пространствота Е се нарича KOM~

плексно.

- Ще разгледаме HAKOM примеря на линейни пространства. Пря
. Йинзучаване на метричните пространства бяха разгледани множест-

BOTO на реалните числа, аритметичното п-мерно Ппространство,.

множеството на непрекъснатите функции в даден CErMeRT и множе-

Μ И
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CTBOTO 4 ограничените редици. Всички тези множества ca при-
мери за линейни пространства, ако се въведат операциите събиране
H умножекние по следните правила:

1) В съвкупността Е“ на пеалните числа обичайните аритметичня
операции събиране и умножение.

2) В n-MepHOTO аритметично пространство- Mo формулите

ХУ (Хр Хуе o Xa) (Ур Ἀ . -+, Vi)

={11+J’1. Jf,;'l"y;f е. хп+Уп)в
4 .X‘-"f‘z(xu Xgp κ -y ,τῃ)..-(ᾳ.ϊι, Е Хне цх”)*

3) В пространствотоа на цепрекъснатите в даденцн -сегмент
функцин — обичайните ὈΠΌΡΒΠΗΙ за събиране на две Ффункцни,
т. е. /+Е-!(х)-+#(х), и умножение на функция и число, т. е.
α{:. «. f {x).

4) B MUOKECTBOTO на ограничените редици въвеждаме onepa-
цните събиране н умножение no формулите

хъуе хХр Хае )+(Ур Уе) Ὑ ἜΗ Хае Уво со),
αχεαίχι, Хн - « )2(4 Ху, « Хае - ),

Не е трудио да се провери за бвсички изброени примери, че ca
изпълнени AKCHOMHTC, опредслящи линейно пространство, За тези
линейни Ппространства ще запазим означенията, даденн ΠΡῊ раз-

4 глеждането им като метрячни простракства, T. €. съответно в
случая |) — означението Е“, в случая ?) — означението #. в
случая Ф --- означениеста Срм,а H в случая 4) — означеннето т.

Определение 2. Линейните пространства L й #“ се нари-
«ат изоморфни, ако същестаува такова взаимно еднозначко
свответствие между елементите UM, че ако на елемента χ ¢ L съ-
ответстаува едементът χξ LY, а на yelL съотаетстаува y*¢ 1.",
та на х+у съответстаува х“4-у“, а на a.x съответствува ах“
(« е произавално часло).

Изоморфните пространства могат да се разглеждат като раз-
лични реализации ца едно и съща пространство н такива про-
странства цяма да считаме различини.

12.5.2. Нормнрани пространства. Банахови пространства
Определение 3. Функцията (|(х)-|х|, която съпоставя на

всеки вектор X от линейното пространство . реалното число
i x|l се нарича норма в линейното пространство L, ако удовле-
тваорява слейните аксиома:

D (х)-| x||=0 тогава и camo тогава, когато x=0;
2) i(ax)=[§mxfl=]a’ ,]}x":]m].f(x) 84 всяко числа а;

З) Г) | х Ἐ а || а + а [ =f (за)+/(ха) за всяко x,
дсяко χ,, принадлежащи на L.
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Определение 4, Линейно прастранство L, в xoemo е въведена
функцията [(x)=||x|l, се нарица лианейно норжмжарано προ--

“ 38 да подчертаем, че поостранството L e нормирано, ше го
означаваме обикновено с буквата V.

Стойпостта на нормата за дален всктор х € N се нарича норже
на вектога, дължина ца вектора или жодул на вектора.

, HopMata на BCKTOD е винаги неотрицателна н e равна Ha нудла
Жамо 38 нулевия вектор. Действително, като положим в акснома:
8) х.----х. н отчетем 1) и 2), получаваме

0-)01< { sy —x || х |+|--а ( жа { Ἐ τττ х |2 χ,|}, т.е-
Π Χ}) Ξ х |0.

Във всяко нормирано пространство може да се пъведе ecTecT-
BEHA метрика N0 правилото р(х, ¥)=|x—y|. Or аксиомите 38

ф норма следва, че фуикцията plx, у) ACACTBUTCAHO задава разсто-
янне в пространството, Τ. е. удовлетворява аксиомите 33 разсто-
яние.

Освен това. понеже N е линейно пространство, метриката
ρίχ, у) с ннвариантна относно транелация, T, e,

pix,+x, f:+r)=*ll(af:+r)—(x=+x)fl-'-'flf'-’r-x; "29“‘11 χὴ,
Η положително хомогенна, т. е.

ρίαχ, «у)- |«х-«у|-(|«(х-у) | -|«|||х- у ||-1«|р(х, ν).
С появата на ecrecTsena метрика и нармираните прлстрацства
могат да бъдат въведени всички MONUNTHA, каито разгледахме при
метричните пространетва, като пълнота и др.

Следващото определение отделя от Всички нормярани ΠρῸ-
странства най-важния клас пространства, наречени бапахови”.

Определение 5. Банахово пространство се нарича всяко
пъдно аинейно нормирано пространетво,

Примери:
1. Престранствота £! от реалните Числа с аобичайните apur-

метични операции, както 3Haem, е линейно пространстьво. To ce
превръща в нормнрано прастранство, ако 38 норма 8 чнелото х
приемем абсолютната му стойвост: | х ||-|х|. Ot свойстката на
абсолютната стойпост следлва, че са налице всички свойства 34
норма. Това нормирано пространство е пълно, т. e, банахоно. Пе-
говата пълнота, Τ. е. пълнотата на £', ката метрично прастранство
с обичайното разстояние между реалин чиела (pix, у)-|х--у|

| < | х--у |) беше установена в квлава 3.

# Стефан Банах — полски математик (1892-.1945).
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2. Линейното пространство £", разгледано по-горе, € също

нормирано пространство, ако за норма на вектора х =(X;, Xz -« " "

Ха) пруемам

{{ τ αθ εχξ . - - .},χᾖιμ:(Σχἶ)πἴ

ἱξξὶ

Ахсиомнте |) Η 2) са очезидно изпълнени, а неравенството на
триъгълиика се превръща в неравенството

”

ие ( Зя) < Σ «н ”
ἐπεὶ 11

„

1 T3 112

#( Π Ρ Ἔ k) +
(-l i=l

което с частен случай (p=2) or неравенството на MHUKOBCKH за

суми (еж. 9.6.3), Това чпрострацство £7 е nwauo, Ттъй като cxo-

димостта на XV — x в Е озкачава CXOANMOCT на венчки коорди-
кнатн Х0) на вектара x® към съответиите KOOPAMUATH на вектора

| x. Остава да се приложи твърдението OT пример |.

3. Пространството Cla, b] от непрекъснати функции с abu-
чайните операции за събиране а ΠΚ Η умножение на

функция с чиело, както вече гогпорихме, е линейно пространство.

То се превръща в нормирано, ако положим |/ («х)|-- тах |/ (х)|,
ΓΡ

|| където /(х) е непрекъсната функция в сегмента [a, 6). Като из-
полззаме сзвойствата на абсолютната стойност W HR Ффункцията

max, лесно се убеждаваме, че BCHUKH аксноми за норма са из-

пълнени. Може да се докаже, че това пространство е пълно,

4. Простраиствота т ΗΔ ограничените редици също може да

fice нормира, като положим 38 X €m, X=(X;, X3 Xg - ее)

|1͵τ||-:επρ{|.τ,,|:ὲ'..-..-ι, 2, 3, - - -}.

Π Акеномите за норма н Tyk се проверяват лесно. Можем да се
Н убедям също така, че това пространство € пълно кормирано про-

странство, T. €. банахово пространства.

11 12.5.3. Оператори в линейни н нормирани Ппространства. Нека
L, u L, ca 86 линейни простракства н A е изображение на про-

странството Ly, в L,, T. е. Α: - #..

Определение 6. Изобоажението A:L, -« L, на едно длинейно

чдрпгтрштва L, в друго L, ce нарича линейно изображение или
ланеен оператор, ако:
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͵, a) А (хи-х.)--Алхуч-Дх. 3a scexu ὅδα вектара Хъ xo € Ly;
: Ъ) А (ах)--аАх за асеки вектор X ¢ Ly, и всяко число «.

Изабражението A:L, Е Ж . Χία - L на декартовото про-

извелсиние на линейните пространства Ly, L, - « -, La* в линейното

пространство Д се нарича полцлинейно, ахо са лицшейкни всички

изображения

Ai’:Lt""Lr i';lr 29 31 - ‘|| ni

firoayuem a7 A(x, y, -+ -, 2) чрез фиксиране HA всички промен-

| ливи amez NpOMCHANBATA, CcTowma на £-70 място. Тук x €L, УЕ Е
N1 Y Ν Ξ

Ака е зздадено лннейното изображенис А:1., -~ L, на линей-
ноато пространство L, в линейното пространство L, и простран-

ството L. с резлната числова ос (нли комплексната равнина), TO

операторът A се нарича функцицонал.

Ще разгледаме HAKOH примери 1A оператори и функционали.

ΠΡΗΜΟΡΗ:

ᾖ | 1. Нека L е nponasoano линейно пространство. Onepavopst £
ι Нсъпоставя на peeky слемент x €L същия елемент х от това про-

Ъ / Цстранство, т. е. Е:4-- L н Ех-х за всяко ХЕД. Такъв оператор

w' се нарича единичен нли единица.

| 2. В тримерното пространство #З ще зададем оператор A
, # като лниейно преобразуване, състоящо се в проектирацето HA

% всеки вектор върху оста Ox (т. е. ца всеки вектор се съпоставя

!

:

|
|

|

geropaTa координата oT octa Ox). Операторът може да се зададе

¢ матрица. Например в базиса от единичните вектори ἐχ, ἐξ Ф
насоцени съответно по координатиите оси Ox, Oy, Oz, операто-
рът А може да се зададе така:

k 1 0 0 Xy

Ax=| 0 0 0) X, |, х-(Ху, Ха Xy €E3
0 00 Xy

3. B пространството ([α, 0) е зздаден линейният оператор

числовата ос и е функционал,

Модулът на непрекъснатост w(f; 8) (вж. глава 4) и функцно-

налът &f—f (@), който съпоставя на всяка непрекъсната в сег-

мента [a. #) функция стойността й в TOUKara а, са примери 38

! « Линейните oncbamun B LiX Ly - " -X Да св определени ес равепствата
жр жа = τ τν ἄ Ἐ Y Yo s o Ξ Ί Ἐ, Ха Уа τ - - Zat¥als « (Хр Ха
Ἐ - - nl=[5-rl- XXy, - = s ὓΐπἶ- където [-ἶμ Ха " * r‘ull {.!’1. Yi. =+ y.ni
lely Χ - - Хф х WEL;; i=1,2, « + -y A 3 & число,

ἔ A:A{{x)r--ff (x)dx. Операторът A e изображенине на Cpo, o B

i
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функционали в пространството (С 4. Функционалът 6/--Ца) сенарича дмша-фуншя.

Нека L, и L, са дке ли-нейни прострацства. Ще разгледаме съвкупността (4) от всичкиликнейни оператори, изобразяващи L, в L.. B множествота A}, еле-ментите на ΚΟΟΤῸ са линейни onератори, изобразяващимогат да ссе въведат алгебрични ι Β L,операции. Нека A4, и A, са та-
княа оператори. Определиме събирапе на ΤΟΒῊ аператори посред-ствам равенството

(A, +Ag) I=Al .l‘+.o4, X, X EL,.

Τ. е. операторът, привеждащ пвескиOx=o,

Пространството na лпнейните оператори,оабикновено се означава така: (Ly - L,). АкоL, освен това umar и топология, нпап
пространството на операторите (Ly -
пология.

което въведохме,
пространствата L, н

нмер са нормирани, то и
г) ще има определена то-

12.5.5. Норма на оператер, Нска Ny и Ny са две линерани пространства и операторът A изобразява N, в N,.Определение 7. Линейнича оператор AN, -. N,, изобразя-ващ линейнота нормирано пространство N, в линейното нор- :жирана npocmparcmao Ny се нарича бОграначен, ака съществуваmakaga константа M, че || Ax llve = М || x|lv, за scaxo YEN,. Νдексът долу на символа порма азпачава пространството, в което !се разглежда нормата Ha цектора, Когата това ияма да води донедоразумение, тезн ипдекси ще се изпускат,
В сила е следното твърдсние:
Теорема 128. 32 да

който изобразява линейното нормирано пространства N, в -непрекъснат, e neobxodumo и docmamsuno той da бъде сграничен.(Ще отбележим, че TYK под непрекъснатост на оператара серазби ра нцепрекъснатост на съответното нзображенне.)Доказателство. Нека Л е нспрекъснат оператор. Ако тойне с ограничен, ще съществува такава редица ΟἹ елементи (ха), че “

а ll > || ха .

ΗΗ порми-
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Нека Уа-- х.„”п || χῃ ||. Тогава y, - 0, тъй ката Цу ||=mr2~ 0 приn— o, От друга страна,

A yall < || Аха|>1.жай
Ще отбележим, че от линейността на оператора А следва Ao=o;действително A0 = А (x—x)= Ax—Ax=0. Затова Ay, не клоникъм Ao=o0, т. е. операторът A нс е непрекъснат в точката нула,
което протнворечи на условнето на теоремата.

Обратно, ако А e ограничен, то [ χ [l=M |l x ||-
Τ. е. || ха--х | --0 при n— . Torasa | Ar,— Ax П-- А (хъ--- х)<М |) ха--х ||-- 0 при π - оо. Слелователно Axa -- Ax и операто-рът Л е непрекъснат в точката X, 7

Определение 8. Hexa A е динеен свграначен оператор. Нафй-

Следонвателно съгласно определение
А притежава следните свойства:

2) | Ах || А . | x | 32 всякс хЕМ; .Шза BCHRO ЧИислО €250 съществува такъв слемент X,, че

Il

> (| All—e || x, ||
e

Il Ax,
l’fllflfll??fififif}fi ]‘! ani-{..sup }A;}x}l. || % Ξ 1} или, което с същото,

x| Ρ 0}. Действително, ако ΙΙ.ἼΙΞΙ. T0
=AY xll=|A]l. Слелователно и sup {{4χ {{- || A]]. Or

ж|2друга страца, за всяко 2>0 съществува такъв елемент х,, че

Π χ,} {{4{{πτ ε} χ .

Нека ξ,τεα, Ζ х, . Тогава A |- | 1 Д
- А ||--е. Тъй като ПЕ |-1. то sup (;]Д.:П[:Щ]ТАЕ."),]АЦ-Ъ
I ,”_E::T!fi"‘m““m‘m sup ЩАх|: х | 1 Ah i ἧᾗ ]]:.шр Ι" Ах ||

Забележ ка. От проведенете разсъждения следва, че
Пя =sup { Ax : х -

B т. 4 беше ванелено пространството ( - Д„) на операто-
рите, изобразяващи линейното пространство L, в линейното гпро.
странство L. Това пространство играе важна роля в различни 06-
ἼΔΟΤΗ на анализа и сега ще продължим да 10 изучаваме. |Да прелположим сега, чце споменатите лилнейяи прастранстваLyn L, са нормирани. Ще ги озназим croTBeTHO с N, n М аCLOTRETHOTO линейно пространство, слементите на коета са линей-
ните ограничени оператари, ще означим с (N, -- М,). B простран-

'i-:.

=

31 Матемактически авълиз. Г ч.
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ството (А, -- N,) може да се въведе норма. Норма на елемента А0Т пространствота (N, -- N,) въвеждаме ΠῸ правилото: (А|=sup Ах|: || - 1). Лесно се вижда, че са изпълнени всички аксномиOT определението 38 норма. По такъв начин липейното простран-ство (N, — N.}), елементи на KOCTO са линейните ограниченн опе.ратори, е линейно нормирана пространство. Възниква естестве-HHAT въпрос: Kora това пространство е пълно, т. o,Отговорът на тозни въпрос се съдържа в следната теоремаТеорема 129. Axo линейното нормирано пространство N,=Bе банахово, mo пространството (N, - By ка линейните сграничениonepamopu е съща банахово.
Доказателства, [eka 14) е Ффундаментална редица впространството на операторите (N, -. Β.), т. е. || A=A, || - 0, ко-гато п, т = . 3a всяко х имаме || Anx—Ax || 4.--А,„| | x|-- 0 при n, Mm— oo, Следователино, ако ХЕЛМ, ¢ dukcnpano, то ре-дицата {A.x} ΟἹ елементи на B, е фундаментална в B, и orпълнотата на B, следва, че тя o сходяща. Означаваме у- т A,x.

ιПолучихме по този начин изображенние на ,J'."A в 8,. Операторът,осъществяващ това изображепие, означаваме с . От свойствата награница следва, че той е линеен. Ще покажем. че e ограничен.От това, че | Au—A,, || -0 при я, т — oo, следва | А (--НА „ || - 0Крип, т -- oo, Τ ̓ с, числовата редица (| A, ||} е фундаментална ви следователно е ограничена. Съществува такава коцстантаМ, че μΑ.. Ч:зм 23 нсяко естествено п. Оттук получаваме | Aax |< 4 |Π{{ Ξ Ἢ {{π||}, т. е, вземайки пред вид, че функцията, опре-деляща порма (разстояние), е пепрекъсната, имаме

Следователно операторът А е ограничен. Операторът А Gemeопределен като оператор, изобразиващ N, в B, no даденото по-горе правнло, Ще покажем, че А e граница на редицата {A.g BСсмисъл на CXOAMMOCT по норма B пространството (N, -- B.). Фн.ксираме e>0 и избираме n, така, че | .. х-- ах ||< « за n>n,.p>0 н всяко х, за което | х ||<<1. Нека р - а ; тогава || Ая:-АьхЪSE 88 A=A, и всяко X, за което |х||-1. Затова за n=mn, имамеfAx=A[|=sup {{ .4..-- А) х И: х |-13 е. Следователна А - т А в
часмнсъл на сходимост по норма B пространството (N, — B,), т. е.това пространство е Gauaxopo, което трябваше да се докаже. ()

125.6. Понятие 38 хилбертово пространство. Ще дадем слелнотаопрелеление :

Определение 9, Хилбертово npocmpancmso се наричамножество Н от елементи f, g, Н,. . ., притежаващо следнитесвойства :



Н ааведение, каято удоалетворчва аксиомите -
I 3 (а/. 2)-а(/, р) за всяко число а;П 9 + #)-(, Я)+(в. ;

в) (f. Е1--(#, _f);‘
D 020 при Г +0; (. =0 при [=0. Hopmama | жаелемента / се определя с равенството

«а вцинаги пълни.)

Вземаме произволни селементи , ЕЕН и нека A e реалисЧчисло, тогава

0:5( А (. g, [ἘΧ4} #24-(ф, 0+241(, P +2|(}, oI . (g, &)следователио този полином OTHOCHO A не може да има различниῬΌΒΠΗΗ корени, откъдето

. К &1 —(f. -t #0 g 0.
Taxa (дори н в случая (f, ρ)--0)

ἨΛΗ

се проверява, че

Г--е | удовлетворяват

Заедно с метриката в хилбертовото пространство се появяват Η
свързани с граничен преход, в смисъл на въведеното

* Тук (£, /) озпачава число, комплексно спрегнато ΠΔ (g, /),
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