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ПРЕДГОВОР КЪМ BTOPOTO ИЗДАНИЕ 

От написването на този учебник изминаха около осем години. 

Основното му ядро остава непроменено, тъй като отразява вече 
установилите се концепции на съвременните курсове по теория на 
вероятностите и математическата статистика, приети на въоръ- 
жение в почти всички водещи университети по света. За разлика 
от останалите естествени науки математиката представлява пос- 
ледователно изграждаща се структура, в която новополучените 
резултати естествено попадат в надстройката, без да засягат ак- 

сиоматичните основи на структурата. Бурното развитие на тео- 
рията на вероятностите и математическата статистика през пос- 
ледните години очертава още по-ясно тази базисна. основа, тази 
първа стъпка към по-нататъшните многобройни разклонения на 
теорията и нейните приложения. 

ТОВЗ„, което отличава настоящия УЧСбНИК, е опитът да се съче- 

таят простотата и достъпността на един първоначален курс със 

строгостта на математическото изложение, базиращо се Ha ос- 

новните математически курсове, изучавани от студентите преди 

TOBA. # 

Във второто издание са внесени несъществени изменения, OT- 

насящи се само до стиловото и техническо изложение и до OTCT- 

раняване на допуснатите грешки в първото издание. 

Натрупаният опит от изминалите години показва, че учебни- 
кът е подходящ предимно 38 студентите ΟἹ факултетите по Μᾶ- 

тематика и информатика на университетите в София, Пловдив, 

Велико Търново, Шумен, Бургас и Благоевград, но той може 

да бъде използвакн и от студентите и преподавателите във всички 
висши учебни заведения, където се изучават въпроси от теорията 
на вероятностите и математическата CTATUCTMKA. 

Авторите считат за приятен дълг да изразят своята благо- 
дарност към всички колеги, които посочиха допуснати грешки и 
неточности в първото издание. Искрено се надяваме, че второто 
издание ще бъде по-добро от първото, 33 което сме благодарни и 

на Университетско издателство „Св. Knument Охридски“. 

Февруари 1996 г. Aemopume 
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ПРЕДГОВОР K'bM ПЪРВОТО ИЗДАНИЕ 

Стохастиката (OT гр. отохоас — предполагаемо, зависещо от 

случая, или στοχαστικὸςζ — умеещ да отгатва) обединява тео- 

рията на вероятностите и математическата статистика, както и 

техните приложения. Тя е математически фундамент на съвре- 

менното естествознание, без който е немислимо изграждането на 

правилен научен мироглед. Нещо повече, знанията по стохастика 

могат да ни помогнат да се ориентираме в редица чисто житейс- 

ки ситуации, а изследването и оценяването на много обществе- 

но-икономически и социални процеси е невъзможно без широкото 

привличане на стохастични методи. Както отбелязват някои изс- 

ледователи, общата култура на една нация съществено зависи от 

нейната стохастична култура. | 

Теорията на вероятностите възниква като математическа дис- 

циплина през ХУП Β. и е свързана с имената на Паскал, Ферма, 

Галилей, Хюйгенс, Якоб Бернули. Първоначален подтик дават 

някои задачи, свързани с хазартните игри, решаването на които 

не е било възможно в рамките на съществуващата тогава матема- 
тика.Твърде скоро тези блестящи учени забелязват, че възникна- 

лите основни понятия на стохастиката. могат да опишат много по- 
широк кръг случайни явления. Нещо повече, те предвиждат фун- 

даменталния характер на младата наука за бъдещото развитие на 

естествознанието. Наистина прогресът на науката и техниката е 

неизменно свързан и с развитието на теорията на вероятности- 

те и математическата статистика. Тези успехи на стохастиката 

са свързани с имената на Моавър, Лаплас, Гаус, Поасон, Ло- 

бачевски, Чебишов, Марков, Ляпунов, Борел, Бернщайн, Леви, 

Фишер, Хинчин, Винер, Гнеденко, Нейман, Пирсън, Фелър. Сред 

тази блестяща плеяда особена роля се пада на един от най-забе- 

лежителните математици Андрей Николаевич Колмогоров (1903- 

1987), с основание наричан „баща на съвременната стохастика.“, 

който през 1933 г. поставя теорията на вероятностите на строга 

аксиоматична OCHOBA и доказва редица фундаментални резултати. 

С част ΟἹ тях читалелите ще могат да се запознаят и в настоящия 

учебник. 

Заглавието на книгата съответства на наименованието на кур- 

са лекции, четен ΟἹ авторите на студентите от ФМИ при Софийс- 
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кия университет през последните десет години. 

Основното предназначение на този курс и съответно на книга- 

та е да въведе читателя в областта на теорията на вероятности- 

те и математическата статистика — екзистенц-минимум за бъде- 

щите математици и информатици в областта на тази интензивно 

развиваща се математическа дисциплина с многобройни и важни 

приложения в другите науки и практиката. 

Главната цел на авторите е да развият у своите слушатели и 

читатели т. нар. вероятностна (стохастична) интуиция, т. е. уме- 

нието да. построяват и изследват адекватни математически модели 

на реални случайни явления. Ето защо наред със строгото акси- 

оматично изложение на теорията те често прибягват до нестроги 

„евристични“ обяснения, които, от една страна, посочват произ- 

хода на математическите понятия, а, от друга, дават възможност 

за различни интерпретации на получените математически резул- 

тати. 

Книгата е естествено разделена Ha две части: Теория на Be- 

роятностите (първа — девета глава) и Математическа статистика 

(mecera - петнадесета глава), написани съответно ΟἹ Н. M. Янев 

и Б. Η. Димитров в тясно сътрудничество. Втъв всяка глава са 

включени задачи за упражнения, а освен това в текста има дос- 

та решени примери, което се надяваме да улесни усвояването на 

материала. Читалелят трябва да реши допълнително и немалък 

брой задачи, 38 което препоръчваме съответните Ръководства 38 

упражнения по теория на вероятностите [26] и MO математическа 

статистика [30], които са съобразени с настоящия курс. 

Формулите (теоремите, дефинициите, примерите и т. н.) се 

цитират със съответните номера, към които се добавя отпред но- 

мерът на параграфа при цитиране в друг параграф от същата 

глава. При цитиране извън съответната глава се получава. трой- 

на номерадция. Така например (3.4.7) означава формула (7) οἹ 8 4 

на трета глава; теорема 4.5.1 означава. теорема 1 от § 5 на чет- 

върта глава; задача 9.6 означава задача 6 от девета глава и т. н. 

Авторите считат за приятен дълг да благодарят за полезните 

съвети на колегите от сектор „Вероятности и статистика“, Лабо- 

ратория по компютърна стохастика и Лаборатория по статисти- 

чески контрол на качеството. Особено ни е приятно да отбеле- 

жим дейното участие на по-младите колеги Ива Цанкова, Маруся 
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Славчова, Марияна Белева, Райна Робева, Сахиб Иса, Георги 

Янев, Борис Ковачев и Иво Гавазки в окончателното оформяне 

на ръкописа. 

Рецензентите Цветан Игнатов и Георги Чобанов направиха 

ценни препоръки, за които авторите са им много благодарни. 

Особено признателни сме на Росица Додунекова за добрата й ре- 

дакторска работа. 

Лнуари 1988 г. Авторите 
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Първа част 

ТЕОРИЯ НА ВЕРОЯТНОСТИТЕ 

Първа глава 

Вероятностни пространства 

§ 1. Емпирични основи 

Предмет на теорията. на. вероятностите е математическият ана- 

лиз на понятието случайност. При това, докато в ежедневните 

представи, в житейската практика се счита, че случайните яв- 

ления или събития представляват нещо крайно рядко, което не 

с в рамките на обикновения ред, при „закономерното“ развитие 

на събитията, в теорията на вероятностите ще се откажем от тези 

представи. Случайните събития като основни понятия в теорията 

на вероятностите имат редица характерни свойства. 

Ето какво казва по този повод А. Н. Колмогоров [13]: 
„Най-простите закономерности, които формира естествознани- 

сто, се състоят в посочването на условията, при които някакво 

интересуващо ни събитие се сбъдва или не се сбъдва, т.е. това 

може да бъде изразено по една от следните две схеми: 

1) при всяко осъществяване на комплекса (т.е. съвкупността) 

ΟἹ условия 5 се сбъдва събитието 4; 
2) при осъществяването на комплекса от условия 5 събитието 

А не се сбъдва. 
В първия случай събитието А се нарича „сигурно (достовер- 

но)“ или „необходимо“ събитие IO отношение на комиплекса S, 

а във втория -- „невъзможно“ събитие, Събитие A, което при 

реализиране на комплекса ΟἹ условия S понякога се сбъдва, а по- 

някога не се сбъдва по отношение на този комплекс от условия, 

се нарича „случайно“. 
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Например при химични реакции без обмен с околната среда 

(комплекс 5) общата маса на реагиралите вещества остава неиз- 
менна (събитие A). Друг пример: при температура t° 2 100°C и 
атмосферно налягане Р = 760 mm (комплекс 5) водата кипи, т.е. 
превръща. се Β пара (сигурно събитие A), и не може да се намира 
в твърдо състояние (невъзможно събитие A). 

В своята практическа. дейност човекът на всяка крачка среща 
случайни явления. Нещо повече, без тях не протича HUTO един ре- 

ален процес. Случайни явления например се проявяват при всеки 
процес на измерване. При това колкото измервателният уред е 
по-точен, толкова „случайните грешки“ при измерване са по-ясно 
забележими. Като претегляме един и същ предмет на аналитични 
везни много пъти, винаги получаваме близки, но различни резул- 
тати. Примери на случайни явления представляват отказите на 
различни технически устройства, разсейването на снарядите при 
стрелба, заразяването OT грип, радиоактивното разпадане, косми-, 
ческите лъчи, шумовете при радиоприемане, състоянието на ат- 
мосферата, демографските процеси, лотариите, хазартните игри 
и т.н. Втъобще от гледна точка на съвременната атомно-молекул- 
на теория всяко вещество се състои от огромен брой елементарни, 
частици, които се намират в непрекъснато движение и взаимо- 
действия със случаен характер. В този смисъл може да се каже, 

че теорията на вероятностите като единствена наука, занимаваща 
се със случайностите, е фундаментален математически апарат на 
съвременното естествознание. 

От гледна точка на познанието простото утвърждаване на слу- 
чайността на дадено събитие представлява ограничен интерес. 
Обаче за широк кръг ΟἹ явления при многократно осъществява- 
не на даден опит (експеримент, комплекс от условия 5) броят на 
случаите, при които се сбъдва (реализира) събитието А (често 
се означава #(A)), разделен на броя на всички случаи N (т.е. 
честотата на това събитие v(A) = #(A)/N), малко се отклонява 
от (колебае се около, стреми се към) някакво средно число. Това 
число може да служи за количествена оценка на случайността на 
това събитие, която бихме могли да наречем вероятност на съби- 
тието А (естествено в съответния математически модел). И така, 

теорията на вероятностите изследва не всички случайни събития, 
а предимно масовите случайни събития, които се подчиняват на 
вероятностни (стохастични) закономерности, т.е. предполага се, 
че могат да се създадат много пъти едни и същи условия (да се 
реализират експерименти), при които може да се сбъдне или не 
някакво случайно събитие 4. 
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Например можем много пъти да подхвърляме една и съща мо- 
нета, като всеки път се осъществява едно ΟἹ двете събития А = 
(Герб) и A = (Лице) (т.е. отхвърляме възможността монетата да 
застане на ръба си). На фиг. 1 e дадена графиката Ha честота- 

та и(А) = #(A)/N за редицата ot изходи ГЛЛГРЛГЛЛЛГГЛлЛГЛ, 
т.е. начупената, линия, съединяваща. точките (k,v(A)), която с на- 
растването на N бързо се приближава към правата v(4) = 1/2. 

νν(.Α) 

Ο 9 10 M 12 13 1% 15 16 17 Ν 

Фиг. 1 

3a да провери TO3M факт експериментално, Бюфон е извър- 

шил 4040 хвърляния на монета, от които 2048 са били „герб“, 
откъдето е получил честотата и(4) = 0,5080. Пирсън е хвърлял 
монста 24 000 пъти, при което са се паднали 12 012 герба, т.е. 
ν(Α) = 0,5005. Така B случай Ha „правилна“ (т.е. симетрична и 
от хомогенен материал) монета е естествено да приемем вероят- 
ността на събитието А (падане на „герб“) за равна на 1/2. До 
пналогични изводи можем да стигнем, ако разглеждаме статис- 
тиката на ражданията, която показва, че наблюдаваната честота 
" ражданията 38 момчетата е между 0,51 и 0,52 (колебае се за 

различни периоди и различни страни). 
Устойчивостта Ha честотите е обективно свойство на масовите 

случайни явления в реалния свят. Устойчивите честоти ни дават 
представа какви свойства трябва да има аксиоматично дефинира- 
ната вероятност в съответния математически модел. 

Теорията на вероятностите € математическа наука, която изу- 
чава математически модели на случайните явления и процеси. B 
пел както във всяка математическа дисциплина се изхожда ΟἹ ня- 
кои основни понятия (т.е. математически обекти), които не подле- 
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AT на дефиниция, а се основават HA знания 38 действителността. 
Те се явяват синтез на нашия житейски опит, т.е. дефинират се 
аксиоматично. От аксиоматична гледна точка събитията ca Ma- 
тематически обекти, които могат да се комбинират с помощта на 
логическите операции „и“, „или“, „не“ в съответствие с дадени 
правила, а вероятността е числова характеристика на събития- 
та от даден клас, чиито свойства по дефиниция са аналогични на 
свойствата HA честотите. 

8 2. Основно пространство и алгебра на събитията 

Първично понятие в аксиоматичното изграждане на теория- 
та на вероятностите е понятието елементарно csbumue. Понякога 
елементарните събития се интерпретират като възможните изхо- 
ди (резултати) на един „случаен опит“ (експеримент). Тук поня- 
тието „случаен опит“ е спомагателно и служи само като посред- 
ник между абстрактния математически модел и реалната действи- 
телност. Считаме, че опитът е напълно определен, ако е дадено 
множеството от неговите възможни резултати. 

Съвкупността на елементарните събития (за даден опит) на- 
ричаме основно пространство или сигурно ( достоверно) csbumue. 
По-нататък винаги ще изхождаме OT непразно множество Ὦ = {w}, 
елементите на което ще считаме за елементарни събития. 

Пример 1 (хвърляне на монета). В този случай основно- 

то пространство ᾧ = {ωϊ,ὦ2} съдържа две елементарни събития 
ил = „Герб“ и шз = „Лице“. За нас е съществено, че резултатите 
са само два и че при всеки опит се реализира точно един OT тях. 

Пример 2 (хвърляне на зар). В този случай 

Ω Ξ {1,2, 3, 4, 5, 6}. 

Пример 3 (хвърляне Ha 3ap, докато се падне шестица). Ce- 

га OCHOBHOTO пространство съдържа. изброимо много елементарни 

събития 

О [щ,щ,...,ш„,...), 

където Wy = [да се падне шестица за първи път на п-тия OIIMT}. 

Пример 4 (хвърляне Ha две монети). B 1031 случай основно- 
то пространство П = ((Л,Л),(Л,Г),(Г,Л),(Г,Г)) съдържа четири 
елементарни събития. 
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Пример 5 (стрелба по кръгова мишена). Елементарното 
събитие е всяка точка ш от кръга и основното пространство от 
ослсментарни събития Ὦ = {w} съдържа неизброимо много еле- 
ментарни събития. 

Пример 6 (осцилограф). В този случай 

Q={f(z) :a<f(z) 56, т Ε (с, 4) 
съдържа неизброимо много елементарни събития и всяко от тях 
с някаква ограничена и непрекъсната функция /(+) в краен интер- 
вал [c,d)]. 

Забележка. Опитът въобще не дефинира еднозначно 
основното пространство ). Понякога Η един опит могат да се 
съпоставят различни основни пространства. 

Пример 7. При хвърляне на два зара можем да разглеждаме 
следните основни пространства: 

О = (ненаредените двойки (i,k); i,k=1,...,6}, 

Ω = (наредените двойки (5,7); 15122726), 

Qs = (сумата от точките #+ k; i,k=1,...,6}. 

Да отбележим, че пространствата имат различен брой елемен- 

ти #(П1) = 86, #(02) < 21, #(03) = 11. 
Този пример не бива да ни смущава, тъй като теорията на 

вероятностите „започва“ всъщност едва след като сме фиксирали 
съответното OCHOBHO пространство от елементарни събития. Сега 
воче можем да въведем следващото важно понятие — севбитие. 

Най-общо казано, всяко свбитие е множество от елементарни 
свбития. Различните събития са различни множества от елемен- 
тарви събития. 

Ако елементарното събитие w се сбъдне ишмЕ АСП, ще казва- 
Me, че се е сбъднало събитието A (или че е настъпило събитието 
A). Същевременно казваме, че елементарният изход ш е благо- 
приятен за събитието A. 

В условията на пример 4 нека: 

А = ( да се падне поне едно лице), 

B = (да се падне точно един герб), 

С = (да се паднат две лица) = (да не се падне герб), 

D = {πᾶ се паднат поне четири герба).



Тогава горните събития съдържат следните елементарни съби- 

тия: A= {(I,JI),(JI,T"),(J1,J1)}, 8 < ( ),Τ1,Γ}}, С < ((Л,Л)), а 
Р не съдържа нито едно елементарно събитие. 

Последното събитие се нарича невозможно csdbumue и се беле- 

жи ¢ #. Това е такова събитие, което не може да се реализира 
при дадения експеримент, 

Тъй като 38 всяко ш имаме w € Й, то П се сбъдва при всеки 

експеримент и затова естествено се нарича сигурно csbumue. 

Нека в резултат на експеримента в пример 4 е настъпило еле- 
ментарното събитие w=(JI,I'). Тогава очевидно се сбъдват съби- 
тията Ди B, но не се сбъдва С. В този случай казваме, че е нас- 

тъпило дополнителното (противоположното) на С събитие (С. 

И така по дефиниция w € С тогава и само тогава, когато w # C. 

Очевидно Q=2 ὦ Ξ ῷ. 

Obedunenue (или сума) на две събития А и B наричаме съби- 
тието Н = AU B, което се сбъдва само когато се сбъдва или A, 

или B, или двете събития едновременно, т.е. Н съдържа. eneMeH- 

тарните събития, които принадлежат на поне едно от събитията 

A или B. 

Ceuenue на събитията A и B наричаме събитие G = AN B (Ge- 
лежи се ome AB), xoero се сбъдва caMo когато се сбъдват и 4, и 

В едновременно, т.е. С съдържа елементарните събития, общи за 
ди Β. 

Събитието A\ В = АПВ се нарича разлика на А и В и настъпва 
само когато настъпва A, но не настъпва Β. 

Събитията А и В се наричат несгеместими, ako АПВ - #. В 

този случай вместо AU В често се използва означението А + Β. 

Казваме, че събитието A влече събитието В (Genexum A С B 
или B D A), ако A = АПВ (или равносилно B = AU B), т.е. ако 
при сбъдването Ha събитието A се сбъдва и събитието Β. Kassa 

се още, че В следва от A. 

Axo A C B u B C A, казваме, че събитията A и В са еквива- 
лентни и означаваме A = Β, 

Симетрична разлика ΑΔΒ = AB + AB e събитието, което се 

сбъдва само когато настъпва точно едно от събитията А или Β. 

За въведените събития от пример 4 не е трудно да се провери, 
че ВСА, BUC=A, АХС - В, ВПС =0, така че А - В + С. 
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Така дефинираните операцдии над събития са илюстрирани на 
фиг. 2, където резултатът от съответната операция е защрихован. 

W Ζ 
#340 49 

По-нататък с B(N) ще означаваме съвкупността ΟἹ всички под- 

множества на П. 
Операциите обединение и сечение на събития се разпростра- 

ияват 38 BCAKO крайно или безкрайно множество ΟἹ събития {Ak}, 

къдсто обединението |) Ay означава сбъдването HA поне едно ΟἹ 
" 

събитията, а сечението |) 4) означава едновременното сбъдване 
κ 

на всички събития. Обичайните свойства на операциите над мно- 

жества се пренасят без изменение върху операциите над събития. 
Папример в сила са законите на де Морган: 

() (а- а  N4=U% 
“ k “ в 

Често се използват означенията 

(2) sup Ay = | | A, inf А = () Ak 
kzn kzn kzn kzn 
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Ще докажем (1), като символът 32 еквивалентност «-> ще 03- 
начава „тогава и само тогава, когато“. Наистина 

ὡεἰ ) А <->ш #| A= 4 A, k=12, 
“ “ 

= weldy, k=1,2,... «<->ш 6 | Я5. 
в 

Второто равенство се доказва аналогично. 

Дефиниция 1. Нека # е система от подмножества на  (m.e 
ἃ ς Β(Ω)) све следните свойства: 

1) ПЕ З, σεᾷβ; 

2) ако А Е Ф, то Α ε ; 

3) ахо A, ВЕФ, mmAUBeFuANBe3. 
Тогава § се нарича булова алгебра (6.а.), а нейните елементи — 
случайни сгбития. 

От тази дефиниция веднага следва, че ако Ay Ε , k=1,...,n, 
TO UAkES'MnAkES. 

" Е 
Това дава основание да казваме, че буловата алгебра # е устой- 

чива относно операциите Jonsanenue, крайни обединения ч сечения. 
Дефиниция 2. Булова алгебра §, която e устойчива относно 

usbpoumume обединения и сечения, се нарича а-булова алгебра, m.e. 
от A, Ε ὅ, k=1,2,..., следва |) А € «|) Ar 6 #. 

" " 
Като използваме тъждествата на де Морган (1), лесно вижда- 

ме, че в последната дефиниция е достатъчно да поискаме устой- 
чивост относно едната от операциите обединение или сечение. 

Най-прости примери на булови алгебри са тривиалната було- 
ва алгебра δὺ = {2, 1} и #(0) — множеството OT всички подмно- 
жества на §). В частност, ако ξ (Ω) = n, то #(98(0))) = 2”. 3a всяка 
булова алгебра от подмножества на Ὦ имаме #5 ( § С B(N). 

Ако А ς ῷ, то 81 Ξ (#,П, А, A} e булова алгебра. Аналогично, 
акоАСПиВСО, 10§ ={9,0A4A,B,A,B,AUB,ANB,AUB, 
ANB,AUB,ANB,AUB,ANB,(ANB)U(@NB),(AnB)U(AnB)} 
e булова anrebpa. 

Не e трудно да се провери, че axo Ay С Ὦ, k=1,...,n, то кла- 
сът ¥y, който съдържа &, Ὦ, множествата А , техните допълнения 
и всевъзможните обединения и сечения на тези множества, е също 
булова алгебра. При това § С #; Сбал С #(0) 38 4 - 1,...,п-1. 
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Дефиниция 3. Двойката (2, F), xsdemo # е булова алгебра om 

подмножества на Ὦ, се нарича измеримо пространстево. 

Да отбележим, че Ὦ е съвкупността ΟἹ елементарните съби- 

тия, докато # съдържа случайните събития. 

Забележка. Елементарните събития могат да не са 

случайни събития! 

Пример 8. Нека Й e от пример 2 и A означава събитието 

„да се падне четно число“. Очевидно A = ( да се падне нечетно 

число), Както бе отбелязано по-горе, #1 = {@,Q, 4,4} е булова 
плгебра. Тогава B измеримото пространство (2, 1) елементарни- 
те събития не са елементи на §;, т.е. не ca събития. 

Нека {Ap} е редица от събития в о-алгебрата #. Тогава съ- 

битието 

οο οο . 

(3) Α, < U Π Ам = sup( шЕ Ам) = lim 7 inf A, =liminf A4, 
el m=n nzl mzn „п-+с0о mzn 

= limA, 

сс нарича долна граница Ha редицата {A,}, а събитието 

o0 o 

(4) 4 - Г) | А = 10 (sup Ал) = lim | sup Ал = limsup 4, 
nzl msn N0 mzn 

n=1m=n = 

= limA4, 

-— горна граница Ha редицата {A,}. 

Да отбележим, че B (3) и (4) сме използвали означенията (2). 
Множеството A, може да се интерпретира като събитие, състоя- 

що се в това, да се сбъднат всички събития на редицата {A,} от 

известно MACTO нататък. Наистина от (3) следва, че акош € А,, то 
οο 

съществува такова N, че шеЕ Г) Ам, т.е. ш Е Ащ 38 всички m 2 Ν; 
m=N 

следователно ш не принадлежи €BEHTYaJHO само Ha KpaeH брой 
събития от редицата {A,}. 

οο 

Axo w € A*, от (4) следва, чеш € |) Ay 38 всяко n 21, т.е. W 
m=n 

принадлежи Ha безбройно много събития 4,. Следователно MHO- 

жеството 4“ може да се интерпретира като събитие, при което се 

сбъдват безбройно много събития от редицата {A,}. Очевидно 

А,с4“. 
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Дефиниция 4. Ако A. = A*, казваме, че редицата {An} uma 
граница lim A, = liminf A, = limsup A, npu n — oo. 

Hexa например ( Ал ) е MOHOTOHHO намаляваща. редица OT съби- 
тия, т.е. А DA D ... 9 Ал 2Алу D ... (често това се означава с 
A, 4). Тогава от (3) и (4) следва, че 

со 

liminf Ал = limsup 4 = Π Ал, 

n=1 

οο 

т.е. редицата ( Ал) има граница и lim 4, = (] A4,. 
п-+оо n=1 

Axo {A4,} e монотонно pacTama редица ΟἹ събития, T.e. А) С 
Ay C...C Ay САна1 Ο ... (означава се накратко с A, 1), от (3) и 
(4) получаваме 

οο 

liminf A, = limsup 4,, = U An. 

n=1 

οο 

Следователно редицата ( А) има граница и lim A, = || Α,. 
n—ro0 n=1 

По-нататък често ще използваме представянето 

n n k—1 

(5) UAk=Z[Ak\UAi]: nzl, 
k=1 =1 k=1 

където 3HAKDLT Σ означава обединение на несъвместими СЪбИТИЯ, 

0 
а ||) Ξ #. Прип =1 формула (5) e очевидна, а при п = 2 равенс- 

#1 

TBOTO 

(6) А ) = 4; + (АЛ41) 

следва непосредствено от дефинициите (вж. фиг. 2). 

Да предположим, че (5) e вярно 38 някакво п2>2. Полагаме 
п 

A= |J А, В = Алат. Тогава, като приложим (6) към AU B, на- 
k=1 

мираме, че (5) e вярно и зап + 1. 
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5 3. Вероятност. Основни свойства 

Нека (Ώ, 8) e измеримо пространство, т.е. Ὦ е OCHOBHO прос- 

транство на елементарните събития, а # — булова алгебра от 

исгови подмножества (които нарекохме случайни събития). 

Вероятност Р в измеримото пространство (Ώ),, ) се нарича 

всяка числова функция, дефинирана върху събитията от #, която 

удовлетворява следните аксиоми: ᾿ 

1°. Р(А) 20 за всички A Ε # (неотрицателност); 

2°, Ῥ(Ω) =1 (нормираност ); 

3°. P(A+ В) = Р(А) + P(B), когато AB = @ (adumusnocm); 

4°, 3a всяка peduya om свбития {A,}, 3a xoamo A, | # (me. A1 > 
οο 

4.2...и N Ap=0), e 6 сила lim P(A,)=0 (непрекъснатост). 
n=1 n—o0 

Torasa тройката (2, , P) се Hapuua вероятностно npocmpanc- 

тво. 

Забележка. Ot аксиомите 1?- 4° се вижда, че Be- 

роятността е функция от множества, чиито стойности са реални 
числа. Такива функции (изображения) е прието да се наричат 

мерки. Примери за мерки са дължината, лицето и обемът. В на- 
шия случай можем да кажем, че вероятността е неотрицателна, 
нормирана, адитивна и непреквсната мярка. 

Казваме, че е построен вероятностен (стотастичен) модел на 
даден експеримент, ако на него му е съпоставено вероятностно 
пространство. На всеки реален експеримент могат да бъдат съ- 
поставени различни вероятностни пространства. В това ще имаме 
възможност да се убедим нееднократно. 

Една от основните цели HA стохастиката е построяване и изс- 
ледване на адекватни стохастични модели. 

Задачата за адекватност (т.е. съответствие) на математичес- 
кия модел с реалната действителност се третира от математичес- 
ката статистика, която се разглежда във втората част на книгата. 

Следващите елементарни свойства на вероятностите следват 
пепосредствено от аксиомите: 

1) P(@) Ξ 0. 

Действително, от #012 = @ и #П = # по аксиома 3° намираме 
P(@) = Р(2) + Р(#), откъдето следва 1). 
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2) Ако A ς B, 10 Р(А) < Р(В) (monomonnocm). Освен това 

P(B\A) = P(B) - Р(А). 

Тъй като B=A+4B, or аксиома 3° имаме P(B)=P(4)+P(4B), 
а ΟἹ аксиома 1° следва P(AB) 2 0, откъдето получаваме 2). 

3) 0SP(A)£1 за всяко A€ #. 

Свойството следва непосредствено ΟἹ 2), тъй като А СП. 

4) Р(А) = 1 -- Р(А) (допълнителност). 
Това следва от аксиоми 3° и 2°, понеже АЯ π μ А + 4 -П. 

5) P(AU B) = Р(А) + P(B) - P(AB) (силна адитивност). 

Ot представянето AUB = A+ (B\AB) по аксиома 3° се получа- 
ва P(AUB) = P(A) + P(B\AB). Ot свойство 2) имаме P(B\AB) = 
P(B)—-P(AB) и след заместване B предишната формула следва 5). 

п п 

6) Ако A;A; = @ 38 всички # # 7, то P (Σ А;„) = ZP(Ak) 

k=1 k=1 

(крайна adumuenocm). 

Доказва се по индукция OT аксиома 3°. 
n 

7) Р (ῦ Ад.„) < ЕР(А,„) (полуадитивност). 
k=1 k=1 

n n 

Ot равенство (2.5) получаваме Р( υ А,„.) -Р (Σ Bk), където 
#< k=1 

k-1 
В АК U 4; С Ai. Оттук с помощта Ha 6) и 2) намираме 7). 

4:21 

8) Нека A, € § v A, ТА (или A, | А). Тогава P(4,) Т P(4) 
(респективно P(A,) | P(A)). 

ОтА CAC...C Ay C ... С A следва, че B, = A\A, | @, 

откъдето съгласно 4° e изпълнено P(B,) | 0. ο or свойство 2) 

имаме P(B,) = Р(А) - P(4,), откъдето P(4,) 1t P(4). 

38 случая A, | A (т.е. А D Az D...D Ap D ... D А) докажете 

camu, че P(A,) { P(A). 
Аксиомите 3° и 4° могат да бъдат 3aMEHEHM със следната ак- 

сиома: 

3“. Ако csbumusma om редицата {A,} са две по две несвемести- 

ми (т.е. 4,А4; = #,4 #4) и ΣΑπ Ε, т Р (ЕА„) =ЕР(А„) 
п п пе 

(0-adumuenocm). 
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По-точно в сила € следният резултат: 

Теорема 1. Системата аксиоми 1°, 2°, 3° и 45 е еквивалентна 

на системата аксиоми 1°, 2° и 3* 

Доказателство. Нека ca в сила аксиомите 1°, 2°, Зи 4 и 

пека {A4,} e редица от две по две несъвместими събития, 33 които 
no { οο 

Ал Ε §. Тогава B, :Σ A, В =ZAk, B, 1 B n ΟἹ свойствата 

1 ne= k=1 k=1 

8) и 6) намираме 

n—00 n—00 
k=1 

P(B) =P ():А„) = lim 1P(B,) = а 3 P(dx) = 3 Р(4), 
k=1 k=1 

KOCTO доказва 0-3AUTUBHOCTTA. 

Нека cera ca B сила аксиомите 1°, 2°, 3“" и нека A, 4 #. Ot 
o 

представянето A, = Σ Ap\Ag41 по аксиома 3* получаваме 

k=n 

P(4,) = Y Ῥ(άμλΑ μ). 
k=n 

οο 

Тъй като редът P(A;) = ZP(Ak\Ak+1) е сходящ, то 
k=1 

P(An) = > P(Ap\Ag41) 40 mpun = 00 
k=n 

KATO OCTATLK ΟἹ сходящ ред с неотрицателни членове. 

Теоремата е доказана. 
οο 

9) Ако 3a всяка редица от събития {4,} имаме |) 4, Ε #, τὸ 
n=1 

οο οο 

Ῥ (U А„) < Σ P(A,) (¢ — noayadumuenocm). 

n=} n=1 

Следва OT свойство 7), KATO се използва граничен преход. 

10) 38 всяка редица от събития {A,} имаме 

P(liminf 4,,) £ liminf P(4,,) £ limsup P(A,) Ξ P(limsup 4л). 
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От (2.3), (2.4), 8) и 2) получаваме 

п-+оо теп 
P(liminf A,) = lim P ( inf А„,) 5 liminf P(A4,,), 

P(limsup 4) = lim P (sup Am) 2 limsup P(A,), 
n—00 mzn 

където liminf P(A,) и limsup P(A,) ca съответно най-лявата и най- 
дясната, точка. Η сгъстяване на редицата {P(A4,)}. 

Системата аксиоми 1°, 25, 3° и 4° (респективно 1°, 2°, 3*) 
дефинира BEPOATHOCTHA мярка BLPXY буловата алгебра # от подм- 
ножества на основното пространство . Тази аксиоматика е пред- 
ложена от А. Н. Колмогоров. 

Нека J е клас ΟἹ подмножества Η , т.е. § C #8(0). Ще каз- 
ваме, че ὶ е минимална алгебра (0—aazebpa), свдвржаща J, ако за 
всяка алгебра (а-алгебра) G, за която J С G, следва # С G. Мини- 
малната алгебра. (о-алгебра), съдържаща даден клас, се нарича 
също алгебра (o-aarebpa), породена от този клас, и се означава 
¥ = 9(3). Изобщо алгебрата (о-алгебрата), породена от даден 
клас, е сечение Ha всички алгебри (о-алгебри), съдържащи този 
клас. 

Дефиниция 1. Hexa () = R!, кодето Ἐ е реалната права, аЗ е 
класет на интервалите от вида la, b). Минималната а-алгебра B, 
породена от 3, се нарича а-алгебра на бореловите множества в Ἐ 
(или накратко борелова o-anzebpa By = o(J)). 

Едноточковите множества {a} ca борелови, тъй като 

οο 
1 

(а) < Π α,α- -- . 
п 

n=1 

Интервалите (a,b) = [a,b)\{a} ca също борелови множества 
(събития). Втъобще BCAKO OTBOPEHO множество € борелово, по- 
неже може да се представи като обединение на изброимо много 
интервали. Всяко затворено множество е също борелово (тъй ка- 
то неговото допълнение е отворено). 

Дефиниция 2. Нека ( = R™, α J е класет на паралелепипедите 
от вида 

n 

Π[α,-,ὀ,-) ш ет а τὸ (2),...,2а), αὐΞαὶ <b;, i=1,...,n}. 
i=1 
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Тогава B,, = σ(3) се нарича булова о-алгебра в Ἐ. ἘΞ 
Следващата теорема, известна като теорема на Кара,теодори 

за продължение на вероятностите, играе важна роля в теорията 
на вероятностите, ; 

Теорема 2. Всяка вероятностна мярка, дефинирана вврту ὄψυιο- 
ва алгебра от подмножества на дадено множество, допуска един- 
ствено продвлжение вврау о-алгебрата, породена от нея. 

Това значи, че за всяко вероятностно пространство (П,5,Р), 
където § е булова алгебра, може да. се построи единствено вероят- 
ностно пространство (2, §', Р) такова, че # = а(8) и P'(4) = P(4) 
за всяко A € #. 

Тази теорема дава възможност да считаме отсега нататък, че 
във вероятностното пространство (12, , Р) съвкупността на съби- 
тията ф е а-алгебра. 

Доказателството на теорема 2 ще приведем в § 8, като преди 
това ще разгледаме някои частни (но важни) случаи на вероят- 
ностни мерки. 

8 4. Класическа вероятност 

Дефиниция 1. Нека (0(,8) e измеримо npocmpancmeo, квдето 
= {wi,Wa,...,Wn,...} € изброимо множество, а # = B(N) (т.е. 

множеството от всички подмножества на ). Нека на всяко еле- 
ментарно свбитие wy, Е ) е свпоставено неотрицателно число P(Wy ), 
така че 

(L Zp(wn> =1 

Тогава на всяко csbumue А € # сопоставяме неотрицателното 
число 

(2) P(4) = > plw), 
ῳ €A 

квдето сумирането се изворшва по всички елементарни себития, 
принадлежащи на A. 

Ше покажем, че формула (2) дефинира една вероятностна мяр- 
га върху (9,4), т.е. че (Q,F,P) e вероятностно пространство. За 
гази цел трябва да проверим верността на аксиомите 19 - 4° (или 
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на 1°, 2°, 3“). Наистина 1° и 2° очевидно следват от (1) и (2). 
Нека сега A, Веби АПВ - #. Тогава 

P(A+B)= Y ρ(ω) - Σ΄ pw)+ Y pw)=P(4)+P(B), 
wEA+B weA чеВ 

т.е. в сила е аксиома 3°. | 

Ако A, € T u 4, | #, то P(4,) = Σ p(w) } 0, тъй като при 

wEAR ὶ 

n - 00 събираемите се изчерпват, което доказва валидността на 

ажксиома 4°. 

Следователно функцията Р(А), дефинирана с (2), е вероятнос- 
тна мярка и притежава всички свойства, които доказахме в 8 3. 

Сега ще разгледаме един частен случай от горния пример, 

когато OCHOBHOTO пространство има краен брой елементарни съ- 

бития, т.е. () = Тил, .. . ш ), и на всяко елементарно събитие е съ- 

поставено едно и също неотрицателно число р = p(w;),i =1,...,n. 

ш 1 
Съгласно (1) e изпълнено 1 = 57 p(w;) = пр, откъдето р = o Te 

=1 

BCAKO елементарно събитие MMa BEpOATHOCT, PABHA на ἓ = ———(lfi)- 

Тогава от (2) получаваме 

#(4) _ 3 P(A) = —. е Ра) ае 
Формула (3) дефинира класическа вероятност (наречена така, 

понеже първоначално са разглеждани само такива вероятности). 

Елементарните събития, които принадлежат на дадено мно- 

жество A, често се наричат благоприятни csbumus (т.е. тези, при 

които се сбъдва събитието А). Тогава формула (3) се интерпрети- 

ра като отношение на броя на благоприятните събития т = F#(A) 

към броя на всички възможни елементарни събития п = #(9). 

Модели на вероятностни пространства, водещи до класичес- 

ката дефиниция на вероятността, се използват, когато елементар- 

ните събития имат свойството „симетрия“, т.е. намират се в едно 

и също отношение към условията, дефиниращи характера на слу- 

чайния опит. Такива са елементарните събития при хвърлянето 

на зар, спорт тото 2, лотарии и T.H. 
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Комбинаторика. При пресмятания в схемата на класическата, 
вероятност широко се използва комбинаториката, особено комби- 
паторните понятия вариации, пермутации и комбинации (които ΟἹ 
своя страна биват без повторение или с повторение). 

Нека X = {z1,23,...,2,} е крайно множество ς п различни еле- 
мента. Множеството {Zi),Zi5,..., T4, }, съставено ΟἹ елементи на 
X, се нарича извадка от клас k, #21. 

Вариация (без повторение) на п елемента от k-mu клас, квде- 
mo 1Sk <n, се нарича евсяка наредена извадка, 8 която елементите 
не се повтарят. Две вариации {2;,,Ti,, ..., i } и (#,3за., ) 
съвпадал само когато #4 2 2щ m=1,2,...,k. 

Вариациите на п елемента от k-TH клас можем да образуваме, 
като към всеки елемент пристъединим вариациите на останалите 
п.- 1 елемекнта от (k - 1)-ви клас. Следователно за броя на вари- 
ациите V¥ на п елемента от Е-ти клас получаваме формулата 

в k-1 
(4) Vn - nVn-—l ᾽ 

откъдето последователно се намира 

n! (5) Kf:n(n—l)...(n—k+1)=m. 

Частният случай Ha вариация при Е = п се нарича nepmyma- 
ция на п елемента. Тогава броят на всички пермутации P, на п 
олемента се дефинира по формулата 

(6) Ра УЯ п(л 1)...2.1 τ η!. 

Комбинация (без повторение) на п евлемента от k-mu клас се 
парича BCAKO подмножество 144) , &4y, ..., Z;, ) на множеството Х с 
мощност Е (т.е. с брой на елементите k). 3a разлика от вариа- 
циите при комбинациите няма значение наредбата на елементите. 
Следователно за общия брой C,’: на комбинациите на п елемента 
от А-ти клас е в сила формулата 

vk η п koo ΄ (5) 
(7) Cn = Р. Kl(n-k)! (k) 

Cera ще разгледаме извадки с nosmopenue (или ¢ врещане). 
Нека в извадките има Х елемента ΟἹ X, като k; OT тях са равни 

na g, #а — на T2 и T.H., вл — на T,. Очевидно А) +ko+...+k, = N. 
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Извадки, които се различават една от друга само по места- 
та на неравните помежду си елементи, се наричат пермутации 
с повторение. Не е трудно да се съобрази, че за техния брой 
Ρνίκι,..., Кл) e в сила формулата 

(8) Р„(ь1,...,ь„)=-т, > ki=N. 

Подобно се дефинират вариации ¢ повторение HA елементите 
-- наредени т-орки от елементите на съвкупност X с #(X) -п. 
Броят на вариациите с повторение на п елемента от т-ти клас 
се означава ¢ W', Те могат да се интерпретират като извадки с 
връщане с обем т от съвкупност с п елемента. Отделните извад- 
ки се различават помежду си по неповтарящите се елементи или 
по техните места, т.е. в такава извадка (Cq,...,¢,,) единственото 
ограничение е Е; € X, i =1,...,m. Тогава лесно се съобразява, 
че 

m ... m (9) Wt =n". 

С други думи, MHOXECTBOTO на вариациите с IIOBTOPEHME на 
елементите на множеството Х от клас т представлява декарто- 
вото произведение. 

XM=XxXx...xX (m пъти). 

Комбинациите с noemopenue на п елемента OT т-ти клас са Ta- 
кива извадки, при които всеки елемент на Х може да се повтаря 
в извадката най-много до класа на комбинацията (т.е. до обема 
на извадката), а отделните комбинации се разграничават една OT 
друга само по различните си елементи без оглед на тяхната на- 
редба. Броя на комбинациите с повторение на п елемента, ΟἹ т-ти 
клас ще означаваме ¢ КТ“. 

Комбинациите с повторение на п елемента от т-ти клас можем 
да получим като към елемента т) присъединим комбинациите с 
повторение Ha елементите (#1,..., 2.) ΟἹ (т - 1)-ви клас, към еле- 
мента +» присъединим комбинациите с повторение на елементите 
{z2,...,2n} от (M — 1)-ви клас, към #3 -- комбинациите с повто- 
рение ΟἹ (т - 1)-ви клас на {zs,...,T,} и т.н. Така получаваме 
формулата 

(10) К е КТ 4 КЕ ἐ К” пуе 

28



Ще докажем по индукция, че 

. n+m-1 1) ка (""" = O 
За т =1 формулата може да се провери директно. Да допус- 

ем, че (11) е вярна при някакво т > 1. Тогава от (10) и (11) 
олучаваме 

п n—1 '+m 

12) капеУука “ (J " ) 
i=1 =0 

|епосредствено се проверява представянето 

. т ш т1 ш ym+1 . 
|.-5) J+m ”” 7 Ἐ η Ἐ1 т 2 ζο’ 

ъдето С = 0 при i > Г. Като заместим (13) в (12), не е трудно 
а видим, че 

I{1n+1 - т1 < n+m 
n N41m m+1 : 

което формула (11) е доказана. 

Пример 1 (извадка без връщане). Нека урна съдържа N 

опки, номерирани с числата 1,2,...,N, от които M са бели, а 

станалите N - M — черни. Извадката 663 връщане се състои в 

ова, че случайно вадим от урната п топки последователно и без 

а ги връщаме обратно. Това означава, че за основно пространс- 
BO на елементарните събития Ὦ = (ш) приемаме множеството на 
сички наредени п-орки 

|4) w=(¢1,€2,---7€n)a 

vaero 1S, EN, € # €, г # 4, 1,4 =1,...,n, т.е. Ὦ e съвкуп- 
остта Ha вариациите (без повторение) or N елемента п-ти клас 
всички такива извадки са равновероятни. 
Следователно от (5) намираме 

1 

15) #(0) у = 2 
(N —n)l’ 

Нека Ащ e събитието „сред извадените п топки има точно т 
сли“, Ще покажем, че 

16) #(Am) = СИ VN T 
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Действително, броят на елементарните събития (14), при кои- 
то имаме точно т бели топки, се получава като произведение на: 
С“ (на брой) начина, MO които могат да бъдат избрани местата 
за т-те бели топки измежду възможните п места, У възможнос- 
ти за вариране стойностите на т-те координати измежду M-Te 
„бели“, и аналогично У 1 — 3a останалите „черни“, 

Сега по формулата 3a класическата вероятност (3) от (15) и 
(16) получаваме 

Cm ут N M 

VN 

Като използваме (7), не e трудно да се види, че (17) може да 
се изрази в следните еквивалентни форми: 

-т τὰ Ύ Μ ет 

C N ΕΝ Cn ΟΝ -Ὲ 
" Μ С ΟΝ 

Пример 2 (извадка с връщане). Сега от описаната в пример 
1 урна се вадят последователно п топки, при което всеки път се 
записват номерът и цветът на топката, която след това се връща 
обратно в урната (и урната добре се разбърква). В този слу- 
чай пространството ΟἹ елементарните събития се състои от все- 
възможните вектори (14), за чиито координати няма други огра- 
ничения освен 1S €, SN, т.е. Ὦ е съвкупността на вариациите с 
повторение на Х елемента от п-ти клас. 

Следователно от (9) получаваме 

(17) Р(Ам) = o 

(18) P(Ap) = 

(19) #(9) = Wg =N" 
Аналогично на (16) се показва, че B този случай 

(20) #(Am) = СИИ 
По този начин or (19) и (20) no формулата 38 класическата 

вероятност (3) намираме 

_CRM™(N - M) ς M\™™ (M\™ 1) P(Ap) = T =Cr (ι Ν) (Ν) . 

По-късно ще видим, че този пример може да бъде интерпре- | 
тиран по друг начин, а (21) е частен случай на биномните веро- 
ятности. 
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8 5. Геометрични вероятности 

Важен клас модели на вероятностни пространства може да бтъ- 
е построен с помощта на геометричните вероятности. 

Нека ((,6) e измеримо пространство, където Ὦ = {w} e об- 

аст в п-мерното евклидово пространство R™ с краен п-мерен 
бем μ(Ώ) < со (под п-мерен обем разбираме съответната лебего- 
в мярка W), а § = QN B, където B, е бореловата а-алгебра в 

“ (вж. дефиниция 3.2). За всяко A € # дефинираме функцията 

у P(4) = #0) 
. μί(Ώ) 

От (1) веднага се вижда, че функцията Р удовлетворява акси- 

мите 1° - 4°, т.е. тя е вероятност. Тази вероятност е прието да 

се нарича геометрична вероятност. 
Така. дефинираното вероятностно пространство (2, , Р) служи 

ато математически модел на реални задачи, при които някаква 
астица се хвърля (попада ) случайно в дадена област Q. Формула 
1) показва, че при това положението на частицата е равномерно 
азпределено в тази област, т.е. вероятността частицата да по- 
адне в дадена област A e пропорционална на п-мерния обем на 
ази област и не зависи от положението M. 

Пример 1. Пръчка се чупи на две части в случайна точка, 
авномерно разпределена по дължината й. Нека A е събитието 

1 
по-малката част има дължина, ненадминаваща. 3 ΟΥ дължина- 

в на пръчката“. Да означим с ἰ дължината на пръчката, т.е. 
(Ω) = 1. Нека ᾧ e разстоянието ΟἹ TOUKATA HA счупване до фик- 
иран край на пръчката. Тогава 

( 2017 ἰ 6 1 2 
= :{χ- -- > — = ше Ч че ше — 4 {:c.{.v=3}u{a:= 3}} и А) 3+3 + 

2 
гкъдето по формула (1) получаваме P(A) = 3" 

Пример 2. BB вътрешността на квадрат със CTPAHA а по слу- 
аен начин е избрана точка. Каква е вероятността разстоянието 

а 
T тази точка до центъра на квадрата да не надминава Z? 

31



Да означим последното събитие с A. Очевидно то се реализи- 
а 

ра тогава и само тогава, когато точката лежи в кръг с радиус - 
4 

и център в центъра на квадрата. Тогава 

ИА) - т (%)2 = Ш 

Тъй като лицето ὰ квадрата е μ(Ω) = a?, от формула (1) следва, 
че P(4) = π716. 

Пример 3 (задача на Бюфон). Върху равнина, pasuepra-~ 
на с успоредни прави на разстояние а една OT APYra, се хвърля 
случайно игла с дължина ( < а. Каква е вероятността иглата да 
пресече някоя от успоредните прави? 

Да означим с А въпросното събитие, с т — острия ъгъл между 
иглата и перпендикуляра към успоредните прави;, а с у ---- разс- 
тоянието OT средата на иглата до най-близката права (фиг. 3). 

™y 

Фиг. 3 

Координатите (2,y) дефинират положението на иглата OTHOCHO 
успоредните прави. Тогава (фиг. 4) 

9={<wfl>: 0253, 0§y§-2-}, 

τ 
2 

Α:{(ω,ω: 0Ξ:ς 
Не е трудно да се пресметне, че 

я/2 

И(А) = / %coswdm = -, 

DO
 

o~
 

0 
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Фиг. 4 

"Lit като μ(Ώ) = ΞΞ-Γ-, по формула (1) получаваме P(4) = Ξἰἷ. 

Накрая да отбележим, че Β някои задачи, свързани с геомет- 
ични вероятности, е възможно елементарните събития да не са 
очки, а други геометрични обекти -- например отсечки, рав- 
ини и т.н. Всички тези проблеми се изучават в стохастичната 
гометрия -- сравнително нов, но интензивно развиващ се дял OT 
тохастиката. 

8 6. Условна вероятност. Независимост 

Често се налага да търсим вероятност на дадено събитие A, 
згато е известно, че се е осъществило събитие В. Да разгледаме 
ървоначално няколко примера. 

Пример 1. Нека случайният опит е двукратно хвърляне на 
ур. Да означим с А събитието „при първото хвърляне на зара 
» пада единица“, а с В събитието „сумата от точките € по-малка 
г4“. Основното пространство на елементарните събития е 

Q={(G4): i,j=1,...,6},  #(Q) = 36. 

33



Събитията A и B са следните подмножества на П: 

A={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)}, #(4)-6, 
В - ((1,1), (1,2), (2, ) #(B) - 3. 

Оттук се вижда, че 

ANB={(1,1),(1,2)}, #(ANB)=2. 
Следователно 

6 3 2 PA)=—, P(B)= —, P(ANB)= =, 

При условие, че се e сбъднало събитието В, събитието А мо- 
же да настъпи само когато се сбъднат елементарните събития 
(1,1) и (1,2). Тогава по формулата за класическата вероятност 
за вероятността на А при условие B получаваме 

2 

P(4|B) = Ξ :ζ-δ:ἷξἷἓ)]ἰ). 
86 

Пример 2. Нека в условията на дефинираната в § 4 класичес- 
ка вероятност #(0) =n. Нека А и B ca случайни събития, като 
#(4) =m, #(В) =1, #(ANB) - г. Тогава 

т 4 г | P(4) - --, P(B) = -, P(ANB) = _. | ( ) п ᾽ Ρ( ) na ( П ) п 1‘ 

Ако e настъпило събитието В, т.е. сбъднало се е едно от l-'re‘ 
негови елементарни събития, събитието A ще се сбъдне тогава и 
само тогава, когато се сбъдне някое от г-те елементарни събития, 
принадлежащи на A N Β. Следователно 

r 

P(AB)=7="= -Ρ-(Ιξ(ἓ)ἆ). 
n 

Тези два npumepa 060CHOBaBAT следната 

Дефиниция 1. Нека Р(В) > 0. Условна вероятност P(A|B) на 
свбитието А при условие, че се е сбъднало свбитието B (или нак- 
ратко: при условие В), се нарича отнощението 

Р АПВ) Ὁ P(4IB) < <е 
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За условната вероятност P(A|B) понякога се използва и озна- 
юнието Pg(A). - 

Нека събитието В е фиксирано, а А € # от дадено вероятнос- 
но пространство (0,#,Р). Тогава условната вероятност Pp(A), 
мзглеждана като функция Ha събитията A € , дефинира HOBO Be- 
юлятностно пространство (2,3, ῬΒ). 38 да докажем това, трябва 
|а проверим валидността на аксиомите 1° - 4° за Рв. 

Действително, от (1) получаваме 

Py(d) = fl;—’(—g)flgo; Po() = M =1, 
Ако 41 П А) =@, то (А1В) N (ΑΖΒ) =0n 

_P(4B+AB) _P(4,B)  P(4;B) 
Poldi+4) = =55 С В(Б) Т Py 

> Рв(41) + Ра(45). 

Накрая от A, | @ следва BA, | @, откъдето 

PB(ATL) = E%)?L)‘ ᾧ 0. 

Очевидно (1) е еквивалентно HA представянето 

2) P(AB) = P(B)P(4|B), 
звестно като теорема 3G умножение на вероятностите. 

На практика (2) дава възможност за пресмятане вероятността 
' сечението на две събития (едно сложно събитие), ако се знаят 
гловната вероятност на едното събитие спрямо другото и веро- 
гността Ha събитието, стоящо в „условието“. Формула (2) лесно 
) обобщава по индукция. Ако P(4;...4,_1) >0, то 

) P(A;...A,) = Р(А1)РА, (42).. Ρ Α4,42...4.... (44}. 

Забележка. Условната вероятност Р(А|В) не е дефини- 
wa, когато P(B) = 0. Удобно е в такива случаи да се приеме, че 
(A|B) = P(A). ο както и да е дефинирана тази вероятност, тя 
1наги трябва да е число между О и 1. Затова TeopemaTa за умно- 
пние на вероятностите (2) винаги е вярна, дори когато Р(В) =0 
огава вляво на (2) стои P(AB) = 0). 
Теоремата за умножение на вероятностите (2) има два вари- 

тта: 

Р(АВ) =P(A|B)P(B) и Ρ(ΑΒ) -- Ρ(ΒΙΑ)Ρ(Α). 
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Аналогично нейното обобщение (3) има n! еквивалентни пред 
CTaBAHMA, съответни на възможните пермутации при подреждане 
то в сечението A1 As... A,. 

Дефиниция 2. Свбитията А « В се наричат независими, ако 
8 сила равенството 

(4) Р(АПВ) = P(A)P(B). 
Ако (4) не e usnsaneno, csbumusma A u B се наричат зависими. 
Axo събитията A и В ca независими и P(B) > 0, тогава 

(5) P(A|B) = P(A). 
Аналогично, ако P(A4) > 0, τὸ 

(6) Р(В|А) = P(B). 

Доказателствата на (5) и (6) следват непосредствено ot (1) 
и (4) и показват, че при HE3ABUCUMOCT на събитията условните 
вероятности съвпадат с безусловните. 

Понятието независимост (както ще видим по-нататък) има ос- 
HOBHO значение в теорията на вероятностите. Обикновено незави- 
симостта на А и В, която се нарича стохастична (за разлика от 
причинната независимост на реалните събития), не се установява 
с (4), а се постулира въз основа на някакви външни обективни 
съображения. С помощта на (4) само се пресмята вероятността 
Р(Ав), като се знаят вероятностите P(A) и P(B) на двете незави- 
сими събития. 

При установяване независимостта на събитията А и В често 
се използва следният принцип: Събитията A и B, чиито реални 
прототипи A и В ca причинно-независими, са независими в сто- 
хастичен (теоретико-вероятностен) смисъл. 

Разбира се, този принцип не е теорема, тъй като не е форму- 
лиракн в рамките на математическия модел, Естествено ΟἹ стохас-: 
тичната независимост на събитията A и В не следва причинната 
независимост на техните реални прототипи A n Д. ὶ 

Следващият пример показва, че независимостта може да из-! 
чезне при малка промяна на вероятностния модел. 

Пример 3. Ot обикновено тесте с 52 карти (т.е. състоящо се 
от 13 различни карти, всяка в четири цвята) случайно се изби- 
ра една карта. Да въведем събитията А = (да изтеглим асо), 
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Ι} = {ma изтеглим пика). Тогава AB = (да изтеглим aco пика). 
Гъй като 

Р(А)-4/52-1/13, P(B)=13/52=1/4, Р(АВ)-1/52-Р(А)Р(В), 
"ъбитията 4 и В ca независими. 

Ако същото тесте съдържа и джокер, събитията А и В ще ста- 
14т зависими, защото Р(А) = 4/53, Р(В) = 13/53, Р(АВ) = 1/53 и 
медователно Р(АВ) # P(A)P(B). 

Теорема 1. Ако себитията А u В са независими, то независими 
а и двойките А, В; Α, Β; A, Β. 

Доказателство. Тъй като A = AB + АВ, съгласно аксиома 
” имаме P(AB) = Р(А) - Р(АВ). Оттук, като използваме (4) и 
войствата 4) от § 3, получаваме 

P(AB) = P(4) - P(A)P(B) = Р(4)П1 - P(B)] = Р(4)Р(Б), 
.e. събитията A и B ca също независими. Аналогично се доказ- 
а независимостта на A и Β. Независимостта на Аи B следва от 
редставянето B = АВ + AB и равенствата 

P(4B) = P(B) - P(AB) = P(B) - P(A)P(B) = (1- P(A)|P(B) 

= P(A)P(B). 
Дефиниция 3. Събитията Ay, A, ..., A, се наричат независими 

LAY независими 8 свекупност), ако 3a Koy да ca Е om maz, 25k < п, 
в сила 

" 

7) P(AiuAizs""Aik)z П P(Aim)" 

m=1 

Axo (7) e usnsaneno camo npu k = 2, сдбитията A, 45,...,4., се 
зричат независими две по две. 
От независимост в съвкупност очевидно следва независимост 

зе по две. Обратното не е вярно, както се вижда от следващия 
тасически 

Пример на Бернщайн. Случайният експеримент € хвърляне 
1 правилен тетраедър, стените на който са оцветени съответно 
бяло, зелено, червено и трикольор (бяло, зелено, червено). Не- 
ь 4 e събитието тетраедърът да е паднал на стена, съдържаща 
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бял цвят, Β -- съдържаща. зелен, С -- съдържаща червен цвят 
Torasa 

P(4) = P(B) = P(C) = ἔ - ἓ 

Ρ(ΑΒ) = Σ = PAP(B) = ; 1, 

P(AC) = Σ =P(4P(0) = 2 1 
P(BC) = ; =P(BP(C) =+ 1, 

T.e. събитията A, B и С ca две no две независими, HO не са HE3a- 
висими в съвкупност, защото 

3 

P(ABC) = 1/4 # P(A)P(B)P(C) = (Ξ) - 1 5 

8 7. Формула 38 пълната BEPOATHOCT 

и формула на Бейс 

Be3 да уговаряме това специално, по-нататък винаги ще счи- 
таме, че е зададено вероятностно пространство (12, F, P). 

Дефиниция 1. Csbumusmae {H,} образуват пелна група om cs- 
бития (или разлагане), ако H; П Η; = @, i Κ 2 (m.e. csbumusma ca 

οο 

две по две несваместими) « Y, Н. - . 
n=1 

Teopema 1 (формула 3a пълната вероятност). Axo {H,} οὔ- 
pasysam nsana група om свбития и P(H,) > Ὸ зап =1,2,..., mo 3a 
всяко csbumue A e изпалнено 

οο 

(1) Р(А) =) P(H,)P(A|H,). 
n=1 

οο 

Доказателство. Тъй като 57 H, =, то 
n=1 

A=ANQ= АПЕН-ЕАН„. 
n=1 
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Следователно по аксиома 3“ получаваме 

2) P(A) = ἓ P(AH,). 
n=1 

Ot теоремата 6.2 за умножение на BCPOATHOCTHTE имаме 

Р(АН,) = P(H,)P(A|H,), 

оето, заместено B (2), masa (1). 
Събитията Ha пълната rpyna {H,} имат характер η предпо- 

ожения относно това, кое от тях ще се случи. Затова понякога 

и наричат хипотези. 

Пример 1. От Х изпитни билета п са „щастливи“ (т.е. по-лес- 
и). Студентите теглят последователно билети. Кой има mo-ro- 
яма вероятност да изтегли „щастлив“ билет: този, който тегли 

ърви, или този, който тегли втори? 
Нека А е събитието „първият студент е изтеглил „щастлив“ 

илет“. Очевидно P(A) ξ n/N. Да означим с В събитието „вто- 
ият студент е изтеглил „щастлив“ билет“, Втъзможни са две 

ипотези: A -- първият студент € изтеглил „щастлив“ билет, A 
- първият студент не е изтеглил „щастлив“ билет. По формула 

1) 
P(B) = P(A)P(B|A) + P(A)P(B|4) 

nn-1 N-n n n 

NN-iT N Ν-τ΄ W 
е. двамата студенти имат еднакъв шанс да изтеглят „щастлив“ 
илет. 

Пример 2. Дадени са п еднакви урни, като урна с номер # съ- 
ържа Х; топки, ΟἹ които т; са бели. От случайно избрана урна 
извадена топка. Каква е вероятността тази топка да е бяла? 
Нека H; e събитието да бъде избрана урната с номер i, при 

=1,2,...,n, а А -- да бъде извадена бяла топка. Torasa 

1 т 
H) = - , Ῥ(ΑΙΗῚῺ = — Р( l) n ( I ) Ni 

по формулата 3a пълната BEPOATHOCT намираме 

P(4) = Y PH)P(AIH) = Ъ 
пе 
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Теорема 2 (формула на Бейс). При условията на теорема 1, 
axo Р(А) > 0, в сила са формулите 

- Σ P(H;)P(A|H)) 
за К : 1,2,... 

Доказателство. Πο теоремата 38 умножение на вероятностите 
(6.2) намираме Р(Н.А) = Р(Н,)Р(А|Я)) = Р(4А)Р(Н|4), откъдето 

P(Hy|A) = P(Hp)P(A|Hy)/P(A). 
Karo приложим kLM знаменателя P(A) формулата 3a пълната 

вероятност (1), получаваме (3). Ν 
Формулата Ha Бейс допуска следната интерпретация: Нека съЪъ- 

битието 4 е резултат от някакъв експеримент. Вероятностите 

Р(Н.) обикновено се наричат априорни вероятностц на типоте- 

зите Н),, т.е. такива, които се дефинират ΟἹ условията на реа- 
лизацията на опита. Условните вероятности P(Hi|A) се наричат 
апостериорни вероятности и се дефинират в зависимост OT из- 
хода на опита А, който може би носи допълнителна информация 

за условията на опита. Формулата на Бейс позволява по апри- 
орните вероятности на хипотезите и по условните вероятности на 
събитието А при хипотезите Н)) да се пресмятат апостериорните 
вероятности P(Hg|A). 

Пример 3. В урна има п топки, от които известен брой са 

бели. Възможни са п + 1 хипотези H;, # =0,1,...,n, където H; e 

хипотезата B урната да има # на брой бели tonku. При липса Η 

друга информация имаме всички основания да предположим, че 

априорните вероятности са равни помежду си, т.е 

P(Ho) = P(Hy) = --- = P(H,) = ——. 
n-+1 

Ot урната случайно e извадена една топка, KOATO се е оказала 
бяла. Да означим с В събитието „(*лучайно извадена, топка от 

урната е бяла“ и да пресметнем Р(Н.|8), k=0,1,. 

Тъй като Р(В|ЯН)) = ~, 1o формулата на Бейс (З) получаваме 

1k 
P(H,|B) = „е % 

“ Σ": ι ἐ πίν Ἐ1) 
шлъ 
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Оттук се вижда, че най-вероятна е хипотезата H, и 38 нейната 

юстериорна вероятност имаме P(H,|B) = 2/(п + 1) = 2Р(Я.). 

§ 8. Теорема за продължение на вероятностите 

Преди да преминем към доказателството на теорема 3.2, ще 

жажем някои помощни резултати. 

Разглеждаме вероятностното пространство (0,65,Р), където # 

булова алгебра от подмножества Ha (). 
οο o0 

Jlema 1. Hexa А„ 1, Βια Τ, квдето Ap, Bn€F v |) AnC U Bn. 
n=1 m=1 

0гава lim 1+ P(4,)S lim 1t P(Bn). 
m—rod Tt~ 00 

Доказателство. 38 BCAKO фиксирано п редицата A, B, e pac- 
οο 

ща по т2>Ти |) Α,.8.κν = A,. Тогава ΟἹ непрекъснатостта на 
m=1 

"роятността (вж. свойство 3.8.) получаваме 

lim 1P(Bm)2 lim ТР(аВа)- Ῥ(Ά,). 
n—ro0 m—ro0 

TTYK при п — 00 следва твърдението Ha JeMaTa. 

οο οο 

Следствие, При условията на лема 1, ако |) A, = |) Β,ι, mo 
n=1 m=1 

10 ТР(4,) = lim 1 P(Bp). 
m—+00 

Да означим с U класа Ha всевъзможните изброими обединения 

\ елементи ΟἹ # или, което е еквивалентно, класа на границите 

ь MOHOTOHHO растящите редици ΟἹ елементи на §, т.е. 

οο 

) и=[8:6*=11тТА„, An€3}= G:G= UBm, Вл Ε ὅ 

т1 

Тогава съгласно следствието ΟἹ лема 1 B й е еднозначно де- 

лнирана следната функция: 

) Q(G) = Шша 1P(A,), 4.,16б, Α, Ε ὅ. 
п-+оо 

Лема 2. Kaacsm U е минималният клас от подмножества на 

, породен от #, и имащ следните свойства: 

а) 0SQ(G) L1 за всяко G € U; 
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6) @, Пе Й, като (0(2) =0 « Q(Q) - 1; 
в) ако G1 С G2; G1, Gy €U, то Q(G1) < Ο((4); 
г) ако С1, Са €U, то 

Gi UG eU,GiNGy €U и Q(G1)+Q(G3) = Q(G1UG2)+Q(G1 flGz); 

д) axo G €U ς 1 G, т G €U uQ(G) = lim Q(G,.); 
n—>00 

е) за всяко A € § e 6 сила Q(A) = P(A). 
Доказателство, Свойствата а) и 6) са очевидни, а свойство 

в) следва от лема 1. Нека A,, B, еби A, 7 Gy, B, 1 Gy. Тъй 
като A, U B, 7 G1UG,, A, B, 1 СС» и освен това по свойство 3.5 
P(A4,)+P(B,) =P(A,UB,) +P(A,B,), то при п — oo получаваме 
свойство г.). | 

Нека за всяко n21 имаме Ата Т Су при т — со, където 
Apn € §n Gy, 1 С. Нека C,, = sup Ammn. Очевидно Ст € # 

пат 

и См Т. От друга страна, Ама С Сма С Gy и следователн 
P(Ann) 5 Р(Ст) £Q(Gm) при n<m. Оттук при т — oo получа- 
ваме G С lim Τ Cp, С Сби Q(G,) < hm Т P(Cp) < hm Q(Gm), 
откъдето при п — OO0 окончателно намираме 

с.„Т1ави, QG)= ἨΞΞΠΟΟΡ( Ст) = lim Q(G,), 
nN—00 

което доказва CBOMCTBOTO д). 
Твърдение е) на лемата е очевидно. 
Върху #(0) — множеството OT всички подмножества на , 

дефинираме следната функция- 

(3) ечв Jnf{Q :ВСави), 

която се нарича веншна мярка. 

Лема 3. Веншната мярка Q*(B), дефинирана в (3), има свойс 
твата: 

а) 050“(В)<1 ч Q*(G) = Q(G) npu G € U; 
6) axo В) С By, mo Q*(By) £Q*(By); 

в) Q*(B1UB2) +Q*(B1NB,) £ Q*(B1) + Q*(B,), xamo в частнос 
Q*(B)+Q*(B)21; 

г) axo B, T B npun — oo, mo Q*(B,) 1 Q*(B). 
Доказателство. Свойство а) € очевидно, & свойство 6) следв 

от MOHOTOHHOCTTA на (). 
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От (3) следва, че 3a всяко «е > 0 можем да изберем G; € U така, 

„ Bi C G u Q*(Bi) + ggQ(G,-), i =1,2. Torasa 

Q*(B1) + Q*(B2) + £ 2Q(G1) + Q(G2) 

= Q(G1UG2) + Q(G1 NGy) 2 Q*(B1 U Ba) + ΟἾ(Βι N By), 
жъдето npu € — 0 получаваме B). 
3a да докажем r), ще отбележим, че 3a BCAKO 6 > 0 можем да 

берем редица от числа 6, > 0 и съответни подмножества Gy € U 

ка, че Σ δι =0, B, С Gy и 9 (Β,) + 3 δὲ Σ Ο(Θ,). Да означим 

а = 8810 Gm Очевидно D, € U, Dy, t u B, С D,,. Не e трудно да 
msn 

покаже по индукция, че 

) QB+ 57 629(0,), a2l 
ksn 

зйствително, да допуснем, че (4) e BAPHO 38 някакво n2 1 (mpu 
Ξ 1 то очевидно е вярно). Тъй като B, С D,NGuy1 € U, OT лема 
свойство в) получаваме 

Q(Dn+1) = Ο(Ρη U бааа) 
= Q(Dn) + Q(Gn+1) - Θ(Ὀπθπ-Η) 

ξ Q* (Bn) Ἔ Σ δ!«: + Q*(Bn+1) + бп+1 - О*(Вп) 

ksn 

= Q*(Bn+1) + Σ O, 

| ksntl 

й като B с nl_l_{n 1Dy, €U, npu n - οο or (4) nonyuapame 
οο 

"15130 T Q*(Bn) +62 πΙΞ-»Πἑο 1Q(Dn) = Q(r}_l_)n;o T Dn) 2Q*(B). 

TYK, KaTO B3eMeM предвид, че съгласно 6) Q*(B,)LQ*(B), по- 
чаваме г.), с което лемата е доказана. 
Да дефинираме класа ΟἹ подмножества на Ὦ 

A= (4:04(4) + 0"(А)-1, Ае 8(0)). 
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Лема 4. Класот 4 е с-булова алгебра u " e вероятностна мяр 
ка в измеримото пространство (2,9). 

Доказателство. Ot дефиниция (5) следва, че класът # е устой- 
чив относно операцията допълнение, T.e. ΟἹ А € # следва A € #. 

От леми За) и 2 6) следва, че 0"(2)+0"(()) =1, т.е.#,ПеЕ 5 
38 A1, 45 € U по лема 3 в) получаваме 

{ Q" (A1 U 42) + Q*(A1 N 42) £Q* (A1) + Q*(Ay), 
Q*(A1U 42) + Q* (A1 NA2) £Q*(41) + Q*(4y), 

където съгласно (5) сумата от десните части Ha (6) е равна Ha 2 
ΟἹ лема 3 в) следва, че 

{ Q*(Al U ΑΖ) + Ο"(ΑΙ υ Az) 21, 

Q@ (AiNA)+Q (A Ω 42) 1. 

Не e трудно да се съобрази, че (6) и (7) ca изпълнени еднов: 
ременно само в случай на равенство. Следователно А UA, € Фу 
А,.ПА, € 2, т.е. класът Я е устойчив относно крайните обединения 
и сечения, като освен това Ωὑ е силно адитивна в # (вж. свойствс 
5) от 8 3). 

Досега показахме, че 2 е булова алгебра и Q* е неотрица. 
телна, нормирана и адитивна мярка в нея. От друга страна, акс 
Ap €U u A, 1, съгласно лема 3 6) и г) при т 2 1 получаваме 

Q (U 4 | Ξο' , Ф (Ц А„) = lim tQ*(4n). 
n=1 n=1 

Kato съберем двете съотношения и положим т — 00, получа- 
ваме 

а*(шА„)+а*( А„);ъ 
n=1 n=1 

Ot nema 3 в) следва, че B горното HEPABEHCTBO трябва да имаме 

(6) 

(7) 

οο 

равенство, т.е. |) A, Ε #. Това показва, че # е о-булова алгебра 
n=1 . 

и " e BEPOATHOCTHA мярка B нея. 

Доказателство Ha Teopema 3.2 (3a продължение HA BEPOAT- 
ностите). Нека P e вероятност B измеримото пространство (12, #), 
където § e булова алгебра от подмножества на П. 
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Съгласно (1) и (2) построяваме класа U и дефинираната в не- 
0 функция @, 38 която πὸ (3) определяме външната мярка (”, 
ткъдето в съответствие с (5) се дефинира о-алгебрата #. 
Поради леми 2 и 3 за всяко A € # имаме Р(4) = Q(A) = Q*(4), 

ткъдето следва, че # С #. Тогава 38 § = а(85) (т.е. о-алгебрата, 
ородена от #) имаме # С # и ограничението P’ на вероятностната 
прка @* върху # е търсеното продължение на Р като вероятност 
тази о-алгебра. 

Остава да докажем единствеността на това продължение. 
Нека P; е вероятност в §', ограничението на която върху # 

ъвпада с P, т.е. Ρι(4) - Р(А) 38 всяко Α € #. Тогава очевидно 
"(G)=Q(G) за всяко С Ей и следователно Py (B) < Р(В) 38 всяко 
!е §. Да допуснем, че за някакво By € #” umame Р;(В) < P'(By). 
огава ͵ 

Ρι(Ω) = Ρι(80) + Ρ (50) < P'(Bo) + Р(Б5) = 1. 
Полученото противоречие доказва единствеността на продъл- 

онието. 

Задачи 

1. Докажете, че за всяка тройка събития A, B, С е изпълнено: 

а) А(ВС) - (АВ)С, AU(BUC)=(AUB)UC (асоциативен закон); 

6) AN(BUC) = ABUAC, AU(BC) = (AUB)(AUC) (дистрибутивен закон). 

2. Докажете, че следните събития Ca еквивалентни: 

а) ABUANB и B\A; 
6) АВ и A\(A\B). | 

3. Докажете, че Р(А) < Р(В) при АПВ = #. 5 

4. Докажете, че 3a всеки Tpu събития A, B и С e B сила формулата 

P(AUBUC) = Р(А) + P(B) + P(C) - P(AB) - Р(АС) - P(BC) - P(ABC). 

5. Числата 1,2,...,n се нареждат B случаен ред. Покажете, че вероят- 
ютта числата 1 и 2 да €a съседни в такъв ред е 1/п. 

6. На фиш от ТОТО 2 са зачертани шест числа. Покажете, че вероят- 
кстта точно три от тях да бъдат изтеглени в поредния тираже 0,017650... 

7. Покажете, че вероятността сред Е случайни цифри (k 2 3) цифрата 0 
| се появи точно три пъти е k(k - 1)(k - 2)(0,9)* /4374. 
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8. Върху квадрат случайно e хвърлена точка. Докажете, че вероятнос-т 
та точката да бъде отдалечена OT върховете на квадрата на разстояние, Ε 
по-малко от дължината на. половината страна, е 1 — π{4. 

9. В квадрат ἢ = |0, 12 случайно е хвърлена точка. Нека А е събитиет 
„абсцисата на точката. е не по-малка от р“, 0 < p < 1, a B — събитието „о| 

динатата на. точката е не по-малка от 4“, 0 < g < 1. Покажете, че събитият 

4 и В са независими. 

10. Урна съдържа N билета, от които M < N печелят. Нека А) е събъ 

тието да се изтегли печеливш билет, след като от урната вече са изтеглен 
ἐ билета, Покажете, че ῬΑ ) = M/N, т.е. шансовете за печалба не завися 

от момента на теглене. 

11. Три машини произвеждат 25, 35 и 4096 от даден вид изделия пр 

брак съответно 5, 4 и 2%. Покажете, че вероятността случайно избран 

изделие да бъде дефектно е 0,0345 и ако случайно избраното изделие се 

оказало дефектно, вероятностите то да е произведено от първата, вторал 
или третата машина Ca съответно 25/69, 28/69 и 16/69. 

12. Нека Aj,...,An ca случайни събития. Докажете по индукция ¢og 
мулата. 

n n 

P UA.- = ΣΡ(Α,-) - Σ Р(А;А;) 
ἐπεὶ i=1 151:<7 5 

п 

+ Σ P(AiAjAk)—..._}_(_l)n—lP flAi 

18i<j<kEn 1 4 

13. Секретарка e написала п писма, които сложила B пликове и запечате 
ла, а след това. написала адресите в случаен ред. Покажете, че вероятностт 
поне едно писмо да попадне на верния адрес е 

_ 1 1 ааа 1 
Ρπ-ἶ-ᾗὗζῖ-"'ᾧ(-ἰ) π-᾿ 

и при Ἢ — 00 клони KbM 1 — e~ 1 я 0, 63. 

Ynsmeane. Използвайте зад. 12 ¢ A; = {i-rusaT адресант получава пред 

назначеното 34 HEro писмо). 
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Втора глава 

Случайни величини 
и функции на разпределение 

81. Емпирични представи 

Случайните величини са едни от основните обекти на изслед- 
0 в теорията на вероятностите. Преди да дадем формална 
ифиниция, ще се спрем на някои примери. 
Броят на точките при хвърляне на зар се мени от опит на опит, 

"Ὸ взема различни стойности от множеството 41, 2, 3, 4, 5, 6). 
умата OT точките при хвърляне на два зара също се колебае от 
пит на опит със стойности ΟἹ 2 до 12. Броят на обажданията от 

Бонатите на телефонна станция за даден интервал OT време при- 
ма различни стойности в зависимост от случайни обстоятелства. 
ри стрелба отклонението на попадението от центъра на мише- 
""ἃ има случаен характер и очевидно може да взема различни 
гойности в даден интервал [0, R]. Въобще всяко измерване (както 
6 бе отбелязано в първа глава) има случаен характер. Същото 
ожем да кажем за температурата на въздуха, броя на падащи- 
' космически частици, радиоактивното разпадане, скоростта на 
олекулите в газ и T. H. 

Независимо от разнообразния характер на приведените приме- 
и ΟἹ математическа гледна точка те представляват една и съща 
)ртина. Във всеки пример имаме величина, която характеризира 
зследваното явление и която под влиянието на случайни фактори 
мема различни стойности. При това предварително не можем 
| кажем точно каква стойност ще вземе дадената величина, тъй 
\TO тя се мени случайно от опит на опит, Τ. е. случайната ве- 
лчина е функция Ha елементарните събития. Следователно пър- 
YTO нещо, което трябва да знаем 34 една случайна величина, е 
ъвкупността от стойностите, които тя може да приема. 
Това, разбира ce, е недостатъчно, за да направим някакви съ- 

сствени изводи. При задаването на случайна величина бихме 
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искали да знаем не само СТОЙНОСТИТЕ, които тя взема, HO и колко 

често, т. е. с каква вероятност, приема тя тези стойности. Сега 

ще се постараем да формализираме тези идеи в рамките Ha мате- 

матическия модел. 

5 2. Пространство на случайните величини 

Нека (9,3, Р) e вероятностно пространство, а (ВЛ, 84) — бо- 

реловото измеримо пространство (вж. дефиниция 1.3.1). 

Дефиниция 1. Числова фунюция ξ = ξίω), изобразяваща Ὦ в R}, 

се нарича #-измерима (или накратко измерима), ако 

(1) Е7ЧВ) < (ω: ξ(ω) ε В) ε # 596 ecaxo B € B. 

В теорията на. вероятностите е прието измеримите функции да 

се наричат случайни величини. Специално, ако (! = R! и § = B, 

функцията £(w) се нарича борелова. Същността на тази дефини- 
ция е следната. Тъй като не всяко подмножество на Ὦ е съби-” 
тие, естествено трябва да се разглеждат функции ξίω), чиито про- 

образи на борелови множества ξ 1(Β) съгласно (1) са събития 

и следователно има смисъл да се говори за тяхната вероятност 
P{w: ξ(ω) € В). 

Теорема 1. Условието (1) е еквивалентно на следното условие: 

(2) (ω : ξί(ω) < т) 68 завсяко z€RL 

Доказателство. В едната посока твърдението е очевидно, тъй 
като I, = (—00,z) € #1 и следователно ξ 1(12) € ὅ. Нека cera е 
в сила (2). Да отбележим, че операдията „вземане на прообраз“ 

(т.е. преход от В С Ἐ към Е7Ч(В) С Ω) запазва теоретико-мно- 

жествените операции, Τ. е. 

£7H(UBy) = U™ (By), 

(3) €71 (NBy) = Ωξ ' (Βι), 
ε- "(5) =€1(B). 

Въвеждаме клас # С By, такъв че 

A={B:B B, B)e€F} 
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Съгласно (3) # e а-алгебра. Ще покажем, че 2 съдържа всич- 

ки интервали. Действително, съотношенията 

ίω : ξ(ω) Σ } =0\ {ω : ξ(ω) <=z}, 

ίω : ξ(ω) 54} = [{w: и) <z +1/n}, 
n=1 

{w:éw) >z} =0\ {w: ξ(ω) 2 «), 

ίω : α Ξ ξ(ω) < Ъ) ={w:éw) <b}\{w:{w) < а) 

(ω : α « ξ(ω) < 9) - и : ξ(ω) < 5) {ω : ξί(ω) Ξ α)}, 
ω : ξ(ω) - #) - (ω : и) 52) {w: ξ(ω) < “}, 

ίω : α 5 ξ(ω) 56) < {w: ξ(ω) 25) ие : ξ(ω) < а) 

показват, че горните множества. са събития, Τ. е. принадлежат на 

8. Следователно # съдържа и минималната. а-алгебра, породена 

ΟἹ интервалите, T. е. #8) С U, което доказва теоремата. 

Теорема 1 ни дава възможност на практика да използваме по- 

простото условие (2). 

От (3) следва, че съвкупността 3¢ = {A: Α Ξὶ ξ -1(Β),Β 61)е 
о-алгебра, която се нарича 0п-алгебра, породена om &, и се бележи . 

#; Ξ 9(6). 
В теорията на вероятностите е прието случайните величини 

да се отбелязват с една буква (най-често гръцка), без да се пише 

дргументът (но той трябва винаги да, се подразбира!). 

Да означим с 6 = Θ(Ώ, ᾧ, Р) пространството на случайните ве- 

личини, дефинирани в дадено вероятностно пространство (2,3, P), 

и да изследваме структурата му. 

1) 6 свдвржа xoncmanmume, т. е. 3a всяко а € Η имаме a € 6. 

Действително, 

& 3azxzfa 
a<$ 1 = } 

( } {Q 38 т >а. 

2) 6 свдвржа индикаторите на всички свбития, T. €. ако A € #, 

то Тл € 6. Да кнапомним, че 

IA(w)={O зашм # А (т.е. we А), 
1 зашЕ А 
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и следователно 

2 58 230, 

Пл <2)-4 4 за0<2<1, 
Ω заа>1. 

3) 6 e линейно пространство, т. е. ако £, Ε 6,тоа+6.66 
и a¢; € 6 за всяко a € В2. 

Второто твърдение е очевидно, тъй като за всички т € R} 
имаме 

{αξἰ(ω}:{ξὶ(Ξ}Εἓ приа > 0, : 

+ 
{a§,->m}={€,:> E} Εεὖ приа-<0. 

Не е трудно да се провери, че 

(4) (а +е <) -| Ща <z-n}n{&<n}, 
k 

където {1k} е множеството (изброимо) на рационалните HUCJIA. 

Действително, нека w € (а - < «). Тогава &(w) < ~& (w) + #. 
Следователно съществува рационално число Tk, такова. че fa(w) < 
ть < --ξχ(ω) + 2, т.е. L2(w) < гри А(ш) < T~ Τῇ,, което показва, 
чеш Ε {& < п) П(а < г-т.). Обратно, нека ш принадле- 
жи на дясната страна на (4). Тогава съществува такова k, че 
и Е {ξ| < т-т) ПО < .) т.е. а(ш) < а-тьи 6(ш) < 1, 
откъдето & (W) + (ш) < #. 

4) Аналогично се показва, че & е алгебра, T.e. oT §,& € 6 

следва, че ξιξ € Θ u ξι /& € 6. Естествено, неопределеностите OT 

0 00 
вида 00 — 00, 0.00, il трябва да се изключват. 

οο 

5) Β G приемаме естествената наредба 4 Ξ &, ако & (w) <(е) 
38 всички w € П. Тогава ot &,& € & следва, че τηδχίξι,ζ2) € Θ u 

min(¢;, &) € 6. Действително, 3a всяко ¢ € R имаме : 

(тах(а,0) < «) Ξ { <z}nN{f <z} €3, : 

{min(&,&) > 2) ={& >z}n{& > 2)6 #. ЕА 

6) Ο е затеорено относно граничен преход. Действително, нека 
{&.} e редица от случайни величини. Тогава ΒῈ ξ €6 и ш „ €6, 
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мищото за всяко т € R имаме 

{sup§n<m}= fl{€n<$}€3, 
ngl n=l1 

{,igfl ξπ, < (E} = U {En « 17} € 8. 

n==1 

Оттук следва, че lim supé, € 6 и lim inf §, € 6, понеже 

lim sup &p = ninf (sup ξ...) , lim inf &, = sup ( infn ξ...) . 
2l \mzn ngl \/2 

Да означим ξ = lim supéy, ξ = lim inf &, и да разгледаме мно- 

WUCTBOTO " - _ _ 

(Е- 6) - 16 #4) Ξ < 594 >) 

"ледователно (Е = Е) € #, понеже 3a BCAKA двойка случайни вели- 

чини Е и т) са в сила съотношенията 

{t<n}ed (6>п)68, 

(6<п) 6 ὅ, {ξξη} ε. 

Действително, 

(ξ <п) | ДЕ < <) ε ὅ, 

къдсто гь) е множеството на рационалните числа, а 

(Е < ть < п) - (Е < τῈ т > те) #. 

()ттук лесно се вижда, че 

(<<1)- ПА >п)«8, {ξ Ξ η} + {ξΞ7} } (ξ 5 } Ε ὅ. 

Дефиниция 2. Ако за всяко w € Ὦ имаме 

lim sup &p(w) = lim inf &, (w) = ξίω), 

ще казваме, че peduyama {En} клони KoM случайната величина ξ € 6. 

Понякога тази сходимост се нарича поточкова. 

Т) За всяка борелова функция ф(Е) и за всяка случайна ве- 

дичина Е € & е в сила ἢ = φίξ) € 6 (т. е. борелова функция om 

влучайна величина е случайна величина). 
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Доказателството следва веднага от факта, че 38 всяко B € #) 

(ω :η(ω) € В) - {w: φ(ξ(ω)) € B} = {w: (W) € ¢ (B)} < ὅ, 
тъй като φ ᾽ (Β) = {z : p(z) € B} € B;. Оттук веднага се вижда, 

че ако Е € 6, 1o например &*, £t = max(£,0), #7 = max(-¢,0), 

18) =&t — ¢, 1g€ (при £ > 0) ит.н. са също случайни величини. 
а! 

o0 

Дефиниция 3. Hexa {A;} e разлагане на Ὦ, те. У; Ay = Ὦ, 
k=1 

А € §. Случайните величини, npedcmasumy 656 вида ες 
Ν : 

(5) ξ(ω) =Y zila, W), Д 
k=1 й 

# 

се наричат дискретни (ствпаловидни) случайни величини. Ако в / 

(5) себираемите са краен брой, то свответната случайна величи- ki 

мна се нарича npocma (eaemenmapna). Kaaca на npocmume случайни 1 

величини ще означаваме ¢ бо. ' 

Простите случайни величини приемат краен брой стойности 

CLOTBETHO върху непресичащите се събития. + 

к 

Теорема 2. Κλασσ & на случайните величини, дефичирани е i, 

дадено вероятностно пространство (Ώ, , Ῥὴ, сгепада с класа 5 на ᾿ 

измеримите функции, свдвржащ елементарните случайни величини / 

U затворен относно поточковата сгодимост. N 

Доказателство. Нека ξ = {(w) € 6. Полагаме 2„: 
2 

Ф φω- Y А() + (е) - πῖρ, (е2), 
Ке еи2 

където 

Ak={w:k_1 - Ξ <е) < Е), Βμ--ἴω τξίω) 2я), Съ (: 462) < <я) 
Очевидно &,(w) e проста случайна величина, т. e. ξ € б0, тъй “ 

като приема краен брой стойности. Ще трябва да покажем, че 

за всякош € Ὦ ξρί(ω) = ξί(ω) при п — 00, т.е. 38 всякошЕй и 

всяко € > 0 съществува N < 00, така че за всички п 2 N имаме - 

ἰξι(ωλ) - £(w)| < ε. 
Нека ш € Q и ве произволно положително число, Избираме N 

1 
така, че — < ε. Тогава съществува такова kg, че 

N 
ko—1 

N 
~N?4+1<kSN? и <е) < . 
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ko—1 
Съгласно (6) Tosa означава, че En(w) = и следователно 

N 

ξ(ω) - ξν(ω) < —]1\7 «ε. Cera 3a всяко πρ N съществува k, TaxoBa 

-1 . 
ча 1-n?gkgn®u kn « ξ(ω) 5 Ξ Съгласно (6) ξμ(ω) = kn 1. 

Тогава ξίω) - én(w) < ἷ1ι᾽ «ε. 

И така, показахме, че всяка случайна величина може да се 

представи като граница на елементарни случайни величини, ко- 

ото доказва теоремата. ΟἹ (6) непосредствено се вижда, че ако 

С20, τὸ Са- , ἢ - 1, 2,... Следователно §, 1 &, т. е. всяка neom- 

рицателна случайна величина може 00 се представи като граница 

на монотонно растяща редица от неотрицателни прости случайни 

величини. 
Изобщо от (6) следва |6,| < [ξ]. 

8 3. Функция на разпределение 

Както видяхме в предишните два параграфа, разнообразието 

от случайни величини е голямо, като стойностите им могат да са 

краен брой, изброимо или неизброимо много, могат да са разпо- 

ложени дискретно или да запълват цели интервали, дори цялата 

реална права. За единно вероятностно характеризиране на тол- 

кова различни по своя характер случайни величини в теорията 

на вероятностите се въвежда важното понятие функция на разпре- 

деление. 

Дефиниция 1. За всички α Ε R вероятността случайната ве- 

личина £ € Θ(Ώ, , Ρ)ὴ да евземе стойности, по-малки от T, разглеж- 

дана като функция на T, се нарича функция на разпределенче на & 

(1) Fe(z) =P({w: ξ(ω) <)) =P{{ < z}. 
По-нататък (когато HAMA ONACHOCT OT недоразумение) ще пи- 

шем само F(z). 
С помощта на (1) можем да пресмятаме вероятностите и на по- 

сложни събития. Например 

(2) Ρίαξε < b} = Ε() - Fla), 
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което следва от представянето 

16 < 0) Ξ {ξ <а) + (αΞ ξ <) 
и от аксиома 3° 33 адитивността.. 

Teopema 1. Всеяка функция на pasnpedeaenue uma caednume csmI-: 
cmea: 

19) за всяко т € RY e usnsaneno 0 < F(z) <1; , 
20) за 21< a2 (21,22 €RY) ев сила Ε(α1) < F(x2) (монотонност);" 
30) за ecaxa редица x, €RY, т | то εΕ, cnedeaxh__)n; F(z,)=F(z¢) 

(непрекъснатост omageo); ᾿ | 
49) lim F(z)=0, lim F(z)=1. 

а->-00 2-+>+00 3„% 

ὴ 

Доказателство. Свойство 10) следва от факта, че F(z) е Be- 
роятност, а свойство 29) — 0T монотонността на вероятността P, 
тъй като (Е < .7:1} сЕ < wz} 

Οται <22 < - < Ty <+ = T следва, че Bn—{an§<w0}J,z 
прип — 00, Тогава от аксиома 4° за непрекъснатостта и (2) по- 
лучаваме 

0= ὰ P(B,) = hm (F(a:o F(z,)) 
n—roo 

= F(xo) - lim F(z,) = F(xo) — F(zo — 0), 
n—o00 “ 

т. е. Е(тао) = Е(то - 0) (непрекъснатост отляво). 

щ 

Тъй като ίω: (ω) < oo} Ξ Й, 10 F(+00) Ξ Р(Е < +00) = 1. От й 

Apyra страна, ) = Σ Ας, където А (Е-1<Е < k}. Следователно 
k=-00 

1 - Ρ(Ω) = Σ Р(4,) = Ш. Σ P(4r) 
k=—00 k=1-n | 

п-+оо 

откъдето получаваме F(—oo) Ξ 0. й 
Забележка. Понякога вместо (1) се използва дефиницията “ 

(1%) F¢(z) = Ῥίξ 5 ). 
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Тогава теорема 1 е в сила с единствената разлика, че вместо 

условието 30) (непрекъснатост отляво) е изпълнено условието 

3*) за всяка редица га Е В2, хл | 106 В2 ве сила '}er;oF(mn) =F(zo) 

(непрекъснатост отдясно). 
В условията на дефиниция (1) доказахме, че F(z) = F(z - 0). 

Heka cera хл 4 Zo. Тъй като редицата F(z,) е MOHOTOHHa и Orpa- 

ничена, тя € сходяща, T. е. 1115130 F(zx,) = Е(« +0). Β общия случай 

po = Е(« + 0) - ) Σ 0. Ако Е(+) е непрекъсната в точката T, TO 

П. =0. 
Точките, в които Py > 0, ще наричаме точки на скок (точки 

на преквсване). B TakaBa точка графиката на функцията F(z) има 

скок с големина. Py (фиг. 5). 

Фиг. 5. Функция на разпределение със скокове 

Функцията на разпределение Е(+т) може да има не повече от 

изброимо много скокове (респ. точки на скок). 

Наистина функцията на разпределение F(z) може да има не 

1 1 1 
повече ΟἹ 1 скок, по-голям ΟἹ 5; скоковете, при които 7 <р.< 3 

1 1 
са не повече от 3; при 5 <p £ 1 е са не повече от 7. В общия 

случай функцията на разпределение F(z) може да има не повече 

1 1 
" n . — 

от 2" — 1 такива CKOKa, че Зя < р.< σπΞ 1 n=12,... 
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Ясно e, че всички скокове могат да бъдат номерирани, т.е. те „ 

са не повече от изброимо много. 

И така, на всяка случайна величина по формула (1) съпоставя- 

ме функция на разпределение. Обратното не € вярно -- различни 

случайни величини ΟἹ едно и също вероятностно простраянство , 

могат да имат една и съща функция на разпределение. : 

Пример 1. Нека ἢ - |0, Н u § = #1П [0,1], т. е. # се състои 4 

ΟἹ борелови подмножества в интервала (0, 1). За всяко A € # има- 

ме Р(А) - А(А), където А е лебеговата мярка (дължината) върху 
реалната права (вж. 1.5). 3a всяко ш € [0, 1] разглеждаме случай- 

ните величини ξίω) = w и η(ω) = 1 —w. Очевидно това. са различни 

случайни величини. При 0 Sz 21 директно пресмятаме 

P{¢ <z} - Ῥίω < «) - А(0,а)) ==, ! 

P{n<z}=P{l-w<z}=P{w>1-ux} ! 

Ξ5 1 -- Ρίω ΞῚ -- “} ΞΞ 1 -- λί[0,1 -- 2}) 

Ξ 1 -- ( -- ) . ; 

Следователно случайните величини ξ и 1) имат една и съща 

функция на разпределение (фиг. 6). 

0 538 σ Ξῦ, 

Εαθμ 4 т за052251, | 

1 saz21. : 

Фиг. 6. Равномерно разпределение 
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За случайна величина, имаща тази функция на разпределение, 
сс казва, че е равномерно разпределена в интервала (0,1), като се 
означава Е € U(0,1) (фиг. 6). 

В теорията на вероятностите в повечето случаи се работи не 
директно със случайните величини, а с техните функции на разп- 
ределение, Ако е зададена една функция на разпределение, тя не 
определя еднозначно случайната величина, а цял клас случайни 
всличини, имащи дадената функция на разпределение. 

В много случаи обаче ще видим, че от теоретико-вероятност- 

на гледна точка случайни величини, имащи една и съща функция 
на разпределение, е уместно да считаме за неразлични. 

Нека Е е дискретна случайна величина (вж. дефиниция 2.3), 
οο οο 

re €= У ala,, 2 Ax =, където стойностите й са подредени 
k=1 k=1 

по големина ) < e < < Ф <е 

Тогава, като означим 

(3) Ра - Р(4,) - ΡῬίω : ξ(ω) = га 

за функцията на разпределение получаваме 

Θ F@)=P{{<z}=P| > A)=) P{{=m}=) рь 
гь <е e <е тр <е 

Ссга or (4) непосредствено се проверява, че при & 1 #п 

Шъ F(z) = Е(а.) =p1 +p2+ -+ +Pm—1, 

а при + ῳ Хм 

lim Е () = F(zm + 0) < ра + ра +е + Pm, 
T. с. големината на скока на Е(+) в точката Ty е РЕ(2.,+0)-Е () = 

И.е 

И така функцията на разпределение на дискретна случайна 

вселичина € напълно зададена, ако са дадени нейните стойности, 

както и съответните вероятности, с KOMTO тя приема тези стой- 
пости. Често това се представя във вид на таблица и се нарича 

ducxpemno разпределение: 

Стойности 

Вероятности Т Ч” ЕИИ ЕИ 
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където освен това са в сила yCJOBUATA В 

со ) 

(5) ра 20, ΣΡΗ: . и 
n=1 . 

Пример 2. Нека ξ e cymaTa OT точките при две последователни 

хвърляния на зар. ες 

В този случай вероятностите (3) непосредствено се пресмятат | 

по φορμυπᾶτϑ за класическата вероятност и разпределението има 

следния вид: ᾽ 

Друг важен клас случайни величини са тези, 33 които същес- 

твува неотрицателна функция f¢(t), такава че за всяко ᾧ € RY 

( ка) [ л 
Η 

Такива случайни величини се наричат непреквснати, а функ- ᾽ζ 

цията fe(t) — плетност на разпределението (или накратко плет» .. 

ност). Ot (6) следва, че функцията на разпределение F(z) e аб- 

солютно непрекъсната и Fi(z) = fe(z). . 

Очевидно 3 

T2 

Ра 56 <л) = К)) - Е) = [ А( 
21 

където 

+00 

() κῶξο, [κῶα-ι 

Както ще видим по-късно, свойствата (6) и (7) (съответно (4) 

и (5)) в известен смисъл са характеризиращи, т. е. ако същест- 

вуват функции с такива свойства, могат да се намерят случайни и 

величини, на които те са съответно функция на разпределение и . 

плътност. (Понякога (5) се нарича дискретна плетност.) . 
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(както и смес от TAX) съществуват и т. нар. сингулярни разпре- деления. За тях фуякцията. на разпределение F(z) е непрекъсна.- 
T, но не абсолютно непрекъсната (т.е. няма плътност). Типичен 



F(z) не нараства, е ; 

>3(3) = atle - 
а ЗАЗ 

т. е. Е(«) расте върху множество с мярка нула, но без скокове. 

8 4. Функции на разпределение и вероятностни 

мерки в борелово пространство 

В предишния параграф видяхме, че всяка функция на разпре- 

деление, дефинирана с (3.1), npurexasa свойствата 10) - 409) от Ъ 

теорема 3.1. Оказва се, че тези свойства са характеризиращи, - ' 

т.е. определят еднозначно функцията на разпределение Β смисъл | 

на следната ' 

Teopema 1. Всяка реална функция F(z), т € Ἐ, свс свойствата . 

10) - 40) е функция на разпределение на някаква случайна величина, „ 

дефинирана 8 подтодящо вероятностно пространство. 

Тази теорема ще докажем с помощта на следващата теорема, 

която установява връзка между вероятностите в бореловото из- 

меримо пространство (В2,981) и функциите F(x) със свойствата 

19) - 49). 

Теорема 2 (теорема за съответствие). Свотношението 

(1) Q) = F(z), | 1 

xsdemo I, = (—00,T), установява 630UMNO еднозначно свотеветстн " 

sue между функциите F(z), дефинирани csc свойствата 19) - 49), . | 

ι вероятностните мерки () в бореловото измеримо пространство ς 

(ΒΙ’ἙΙ)' ,.'i | 

Доказателство. В едната посока твърдението е частен слу- ! 

чай на теорема 3.1, в смисъл че във вероятностното пространство " 

(В2, B;, ()) от (1), което е равносилно на (3.1), следва, че Е(«) " 

има свойствата 10) - 40). Ν 

Обратно, нека F(z) има свойствата 19) - 40) от теорема 3.1. Ще ' 
покажем, че съотношението (1) определя вероятност в (RL,By). " 

Нека Л e класът на интервалите в Ηὖ (крайни, безкрайни, от- 

ворени, затворени, полуотворени). В J дефинираме функция Ο - 
щ 
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чрез равенствата 

o) Q([a,b)) = F(b) - F(a), Q([a, b)) = F(b+0) — F(a), 

Q((a,b) = F(b) - F(a+0), Q((a,b)) = F(b+0) - F(a+0). 

Нека # е минималната булова алгебра, породена от J. Нее 

трудно да се съобрази, че By е съвкупността на всички крайни 

обединения на непресичащи се елементи от J, т.е. за всяко А € 0 

съществуват Ο € Л Е-1, 2,..., n, така че 

п 

(3) A=) Сь CiNCj=8 3ai#j. 
k=1 

Продължаваме еднозначно () BLPXY 0 чрез полагането 

п 

(1) Ω(4) -- 57.0(Са). 
k=1 

Cera ще проверим, че (4) дефинира BEpOATHOCT B (R1,Bo), T. €. 

че () удовлетворява аксиомите 1° - 4° от 1.3. 

Непосредствено от (4) се вижда, че за () са в сила аксиомите 

19 - 3°, т.е. () е неотрицателна, нормирана и адитивна мярка. 

Остава да покажем, че тя е непрекъсната, т. е. аксиома 4°. 

Първо ще покажем, че за всяко А € 0 функцията О(А) може 

да се апроксимира отдолу с компактни множества, T. €. 

(5) Q(A) =supQ(S), ScA, S=Y L, ILeG, 
k=1 

където G е съвкупността Ha затворените интервали [a,b] € в2, 

а с Bo. 

Действително, OT непрекъснатостта отляво на Е(2) следва, че 

за всеки интервал Су € Л съществува I € G, Д С Οι, така че 

5 
а(с.)59(1(щ) + = k=1,...,n. 

Следователно 

Σ QU< SRS Y QU+, 
k=1 k=1 k=1 

т.е. Q(8) 2Q(A) £Q(S) + ¢, което доказва (5). 
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Нека A, € Bo n A, | #. Да означим с Gy съвкупността на 
компактните множества в В2. Тогава от (5) следва, че за всяко 
n 21 и 3a всяко € > (0 съществува S, € G’o, S, С A,, Taka че ) 

( QA Ξ QS + - 
οο οο 

Тъй като |) 5,С |) 4л -- #, от компактността на множествата η 
n=l пе 

N 
следва, че съществува крайно N, така че ἢ S,=92. Torasa 

n=1 

N N 

Q=) 5. Ξ | | 5 | 
n==1 ne=l 

N N 

AN=ANfiQ=ANfl(U—S-;> U CUA Sn, 
n=1 n=1 

тъй като Ay С Ay, n=1,2,..., N. Cne,uonafrenno (вж. свойства 
2) и ?) от 8 3 на първа глава) 

N N - 
QUAN)SQ (U (А„хз„)) « Σ О(алА 5) ' 

n=1 n=1 

N 00 

= У 1Q(4n) -- QSIS Σ [Q(4n) -- Q(Sa)] Ξε, 
n=l пе ! 

където сме използвали и неравенствата (6). 
Показахме, че за всяко € > 0 съществува крайно N, така че 

при n 2 У имаме Q(A,) Ξ О(Ал) « ε, т.е. Q(A,) = Ο прип — оо.„ 
Тогава 1o Teopemara 38 продължение Ha вероятностите (вж. тео- | 
рема 1.3.2) вероятността () може да бъде еднозначно продължена. 
върху а-алгебрата #31. 

Доказателство на теорема 1. Нека () е вероятността в (В2 #834) “ 
съгласно теорема 2. Втъв вероятностното пространство (R, B, ()) 
разглеждаме случайната величина £(w) = w, w € В2. Тогава Е(«) 
е функция на разпределение Ha £, както се вижда ΟἹ следните ра- 
венства: 

Οἰω : ξ(ω) <z} = Q{w <) = QI) = F(z) 
съгласно теорема 2. 
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§ 5. Многомерни функции на разпределение 

Нека & (ω), ..., ξμίω) са случайни величини в дадено вероят- 

ностно пространство (Ώ, , Ρ). Тъй като за всяко ὧς € Ε имаме 

{w:é(w) < 2.) €3, К ΞΞ 1,..., п, то сечението им също е събитие, 
n 

o, ( {w: &(w) < 2а) € § Следователно може да бъде дефини- 
k=1 

рана вероятността Η това събитие, разглеждана KATO функция HA 
(), z2, ..., Tp), KOATO е прието да се нарича многомерна функция 
на разпределение 

п 

(1) Ее ще (@1, ooy ) =P | е: ξκ(ω) <) 
k=1 

= Ρ{ξΙ < 41) ч.. fn<3f'n}- 

Понякога ξίω) = (ξι (ω), ..., ξμ(ω)) се Hapuua случаен sexmop 

и се дефинира като TakoBa изображение Ha Ὦ в R™, че 3a всяко 

I} € B,, да имаме 

Е7ЧВ) Ξ (ω: ξ(ω) ε В) ε #. 

Функцията, дефинирана с (1), се нарича свеместно разпреде- 

дение на случайните величини i,...,&,. Понякога индексите се 

изпускат и се пише само Е(21,...,2л). 

Теорема 1. Всяка сввместна функцуия на разпределение, дефини- 

рапна с (1), има следните свойства: 

1) за есяко # = (#1, ..., Tp) € R™ имаме 02 F(z1, ..., 4) £ 1; 

2) Е(#1, ..., #л) € ненамаляваща функция по всекц OM аргумен- 

тите cu; | 

3) Ε(σι, ..., «н) € непрекавсната отляво по всеки от аргументи- 

Не Ἷ 

4) Ε(αι, ..., Zn)—0, когато поне един от аргументите Ly -> -- 00 

й Г (xy,...,2,) 21, когато всички аргументи Ху -> 00, Е - 1,2,...)п, 

пь е. F(Zy, ..oy Фв--1, -00, Thtly -ooy н) =0 а F(400, ..., +00) =1; 

5) нека ax < bg, k=1, ..., n, и gj. s = Ε(αι, ..., ам), квдето 

= αι, ау = G, ...y Qg = а,, а всички останали аргументи са 

63



a; = b;. Тогава 
n 

A=F(b1, ba, ..., Вя) "“Σᾳί “Ι'Σ(Ιῃ“ - Σ Qij.. b+ 
(2) i=1 #< i<j<k НЕ 

+ (_l)nF(ala az, ..., a'n) 20 '.‘,; 

n—-2 n—1 , ͵ῖ 

квдето У = Σ Σ =3 Σ Σ ат N “ 
#< i=1 3531 i<j<k i=1 j=i+41 К1 N Ъ. х | 

W 

Доказателство, Свойствата 1) — 4) ca аналогични на тези B | 
едномерния случай (вж. теорема 3.1) и следват непосредствено ( 

от дефиницията (1). 

Да отбележим, че 

„
е
 

ен
е 
а
а
а
 

F(.’B1, vevy The1y =00, Thtly 10 :L‘n) 

=P {& <21, ..., ξκ-α < Tho1y Dy бе4а < Thtly -0 би < 2.) =0, 

e
t
 

κ
 
o
 

th---,fiu(wli .. Фуе +00, Г ПЕ xn) 

:Ρ{ξΙ < 21, ooy ξμ--ἰ < Th—1, Q, ξ!σ-Ι-Ι < Thaly 119 Еп <-'17n} ‘. 

= Fely---, En—1, £k+1’~--’€n (zl’ .. zk""l) mk+1) LA | w’n.)) 

T. е. получихме функция на разпределение Ha (п - 1)-MepeH вектор. 

Специално 

Еа, .. в„ (+00, ..., +00, 2, +00, ..., +00) = P{& < 2} = Е.(«) 

се нарича маргинално разпределение на случайната величина Е,„ 

За да докажем (2), ще покажем, че 

(3) А ΞΡίαι Ξ ξι <by, а: 56 <by, .oy а, 56 < 5) : 
с което се доказва свойство 5). 

п n " 
Да означим Ak={fk < ak}, Bk={€k. < bk}, A= U Ар, ΒΞ Π Β,. 

k=1 k=1 . ῃ 

Очевидно А С By n 

п 

Р[%Збь <bg, k=1,2, ...,n}=P (ПЩВЪ) 

k=1 

(4) - Р(ЯВ) = Р(ВА AB) = P(B) - P(4B) 

=F(b1,...,bn)"P<UCk)a ,ἼΙ. 
k=1 
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WO . 

MymAB={& <bi,... k-1 < bro1,€k < ак, бъ4а < δμμιν τ €n < b} 

Не e трудно да се докаже MO индукция, че 33 всяка редица OT 

иъбития {0 } е в сила представянето (вж. зад. 1.12): 

Р (U Dk) =Y P(Dy) - ) P(DiD)) 
k=1 k=1 i<y 

(6) n 
+ Σ P(DiDjDk) е+ (—l)n—lp (П Dk> . 

k=1 i<j<k 

Действително при n = 2 формула (5) е доказаното свойство 

пилна адитивност B 1.3, т.е. 

P(AU B) = Р(4) + P(B) - P(4B). 

()т тази формула по индукционното предположение (5) после- 

ДАшателно получаваме 

n+l n n 

P (U Dk) =P (U Dk) +P(Dpt1) - P (U Dan+1) 
k=1 k==1 k=1 

n n-1 n n 

" ZP(Dk)+P(Dn+1)-Z У PDD)+- -+ (-)*'P (П υ”) 
k=1 il #51 j=itl 

#1 ἐξεὶ j==i+1 k=1 

n+1 n  ntl n+1 

=Y P(Ds) - S>3 Р(0,0)) + + (-1)"P (П р,„) , 
k=1 k=1 #1 j=i+1 

n n—1 n n+1 

) [Σ P(DiDun1) +37 O P(DiDjDnyr) + + (-}} (ПШ)] 

фа, доказахме (5) зап + 1. 

Тъй като P(C;) = g, P(CiCj) = @ij, P(CiCjCk) = дук ¥ T. H., 

n 

р ( П Ck) = F(ai, ..., Gn), TO OT (4), прилагайки формула (5), 
k=1 

кимираме (3). 
Свойствата 1) - 4) ca характеризиращи, T. €. ако HAKAKBA ре- 

влпа функция #Е(21, ..., #а) има свойствата 1) - 4), то съществува 

н.мерея вектор « = (а,..., &n), дефиниран в подходящо вероятнос- 

480 пространство (0,64,Р), така че Е(аз, ..., «а) е негова функция 
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Ha разпределение (B смисъл на (1)). Нещо повече, в сила е след- 

ният важен резултат: , 

Теорема 2 (фундаментална теорема на Колмогоров за съг- 

ласуваните вероятности). Нека функцуиите Επίαι, ..., 2,), квдето 

n=1,2,..., са определени om условията 1) - 4) u освен това удов- 

летворяват следното условие за свегласуваност: 

Р„+т(1131,...,Шп,+00,...,+ОО)=Рп(Ш1,...,ШП) ι 

за всички п, m=1,2, ... 

Тогава сеществува вероятностно пространство (2, F,P), в xo- 

ето може да се дефинира безкрайна редица от случайни величини .. 

&1, &2, ..., €ny ..) така че за всяко п ΞΞ 1, 2, ... сгеместното разп- 

ределение на &1, ..., &y е Ν 

Fn(xly ...,Ἔ"):Ρ{ξι « 21) ..., ξῃζζὕῃ}- 

Очевидно доказаната TeopeMa 4.1 се получава като частен слу- 

чай от тази теорема при п = 1. Ние няма да привеждаме доказа- 

телството на теорема 2, тъй като то излиза извън рамките на един 

първоначален курс по теория на вероятностите. Любознателният 

читател може да намери нейното доказателство например в [12, 

17, 18, 20]. | 
Аналогично на едномерния случай csemecmnamae дискретна 

плетност на дискретни случайни величини &y, ..., Е„ се дефинира 

с равенството 

(6) ]ξι,-.-,ξπ(ωὕ .. (13„) - Р(а =2, ..., n=wn)- ο Ν 

Ще казваме, че случайните величини &, ..., &, имат абсолют- 

MO непреквснато разпределение, ако съществува такава функция 

fEl,-u,fin(ml’ .. (Вп), че Ν 

1 Tn 

(7) thm,g"(xl, Ν :υῃ) = / /ffi;,m,é"(tla .. tn)dtl „.. dty 1 

-00 -0 ol 

38 BCAKA п-орка ΟἹ реални числа (T1, ..., Tp)- i 

Функцията ἔξι, .. ¢, (€1, ..., #п) се нарича свгеместна плотност # 

на случайните величини &y, ..., &y, Очевидно | 

400 +00 ' / 

(8  (аъ, ..., 2)20, / / fltry ..., ta)dty ... . = 1. ; 
-0 -0 K 
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Ot (7) следва, че 3a всяка точка (#1, ..., гл) в п-мерното евк- 
лидово пространство, в KOATO #(11,..., гл) € непрекъсната, имаме 

дп 

(0) δε; 5 F(z1, ..., 2а) = f(z1, ..., #а). 

B (8) и (9) 38 по-кратко сме изпуснали индексите Яу .. биз 
KOCTO ще правим и по-нататък, когато това не води до недоразу- 
мение. 

C конкретни примери на MHOI'OMEPHM разпределения ще се 3a- 
познаем в трета и пета глава. 

8 6. Независимост на случайни величини 

Понятието независимост на събития, въведено в 1.6, се прена- 
ся сстествено и за случайни величини. 

Дефиниция 1. Случайните величини Е w1, дефинирани ese ве- 
роятностното пространство (0,#, Р), се наричат независими,ако 
() Ρίξ <=z, n<y}=P{{ <z} Ῥίη < у) 
а всички z,y Ε ВА2. 

Papencrsoro (1) можем да запишем във вида 

(2) Ἐξ n(x,y) = Ῥε(α) < Fy(y). 

Дефиниция 2. Случайните величини &, ..., &, дефинирани в 
o ч cowo npocmpancmeo (0,#,Р), се наричат независими две по 
Оне, ако (1) (или равносилното му (2)) e в сила за всеки две om 
щя. 

Дефиниция 3. Случайните величини €15 ..y &n, дефинирани e 
(14,5, P), се наричат независими в свекупност (или накратко неза- 
висими), ако 

(%) Ῥίξι < ..., éa <zp} = Д Plém < «) 
т1 

( всички м € В2, m=1, ..., п. 

Забележка. Тъй като в (3) можем да полагаме #; = +00 
M някои 4, ot (1) следва 

m 

Ρ{ξὺ < Фуе ξἰπι « Ἔίπι} = Π{Ρ{ξιι, « mik} 

k=1 
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за всяка редица 15я <... 5 Ξ . 

Очевидно от независимостта на &1, . . ., ξ следва независимост- 

та им две по две. Обратното не е вярно. 

Теорема 1. Ако случайните величини &1, ..., &, дефинирани в 

дадено пространство (Ώ, F, Р), са независими, то за всички борело- 

ви множества B, € By, Е -1, 2, ..., n, имаме : 

@ P{& € By, ..., ξι € Ba} = [] P{é € Β} 
k=1 

Доказателство. Ot (3) следва, че (4) е BAPHO 38 интервалите 
от вида Iy = (-00,24в), k =1, ..., n. Нека 94 e съвкупността Ha 

множествата Bj, 38 kouro (4) e B сила. Не e трудно да се покаже, 

че 2A; е а-булова алгебра. Тъй като 381 се поражда ΟἹ интерва- 

лите Л = (-00;,4241), очевидно 1 С Ay, т. е. (4) e вярно за BCAKO 
борелово множество Bj. Аналогични разсъждения са, валидни 33 

BCAKO от множествата By, k=2, ..., n. 

Следствие. Axo А, ..., £, са независими случайни величини, а 

91(«), 92(2), ..., дяа(2) — борелови функции, случайните величани 

91(&1), 92(в2), .. gn(&n) ca сещо независими. 
Доказателство. Нека 4) = { : gr(z) < yr}. Тъй като gi(z) е 

борелова функция, то А) € #;. Тогава от (4) получаваме 

( (ок (е) <m}| =P Π {ξι Ἑ А) 
k=1 К 

П Ρίξι € Ay} = П Рдк(вк) < ) 
k=1 

Teopema 2. Awxo cayuatinume величини &1, ..., ξ имат csemec- 

тно абсолютно NENPEKFCHAMO pasnpedesenue, Mo необходимо и doc- 

татачно YCAOBUE 30 независимост € свеместната UM плетност да 

бвде 

(5) Τ (σι, ..., н) = Π Х (24). 
i=1 

Доказалелството следва непосредствено ΟἹ дефинициите (5.7) 
и (3). 
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3anaun 

1. Hexa една партида съдържа N изделия, от xouro M ca дефектни 

(M < N). Прави се случайна извадка без връщане с obem n(n 5 Х) от парти- 

дуга. Да означим с Е броя на дефектните изделия B партидата. Покажете, 

ме 
Ν-Μ 

Μ - 
Рь - Ρίε - В) („)%,т”)“-), max(0,n — N + M) Sk Ξ min(n, M) 

“ ; 

(хипергеометрично разпределение). 

Ynsmeane. Вж. пример 1 ot 1.4. 

2. В зад. 1 намерете вероятността извадката да съдържа. не повече OT 8 
бракувани изделия (8 5 min(n, М)). 

3. Върху единична окръжност с ценвтър в началото на координатната 

система. се избира случайна, TOUKA, през която се прекарва допирателна към 

окръжността, Нека € е дължината на допирателната OT точката до пресича- 

2 
noro й с оста Ox. Покажете, че Fg(x) = - arctg(x), « > 0 μ Fe(z) < 0 при #50 

т 
(разпределение на Коши). Определете плътността на разпределението. 

4. Нека случайната величина ξ има функция на разпределение F(x) и 

¥ ) = f(z). Намерете функцията на разпределение на случайната. величи- 

" 1) = 22 и покажете, че 

Я0Е) + f(=v7) 
fo(z) = 2V 

0 при z<0. 

при x>0, 

5. Hexa Fy,(z) e непрекъсната функция Ha разпределение и ἢ = F¢(£). 

Покажете, че n € 14(0, 1), T. е. пе равномерно разпределена B интервала [0, 1). 

1 
6. Нека ξ € U(0,1) и ἢ = logz. Покажете, че Fp(z) = 0 πρὰ 2z < O κ 

¥y(xr) =1 =€~ при « 20 (експоненциално разпределение с параметър 1). 

7. Покажете, че при А > 0 съотношенията. 

Ale—n 

τ 
Dn = , n=0,1,2 ..., 

определят дискретно разпределение (нарича се разпределение Ha IToacon). 

8. Неар+а-1ий«<р<1. Докажете, че за всяко п равенствата 

п 

k 

задават дискретно разпределение (нарича се биномно разпределение). 

Pr = ( )pkqn—-k’ k=0,1,...,m, 
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9. Покажете, че при 0 < р < | съотношенията 

Ра (1 '"p)kp: k=0,1,2,..., 

дефинират AVICKPETHO разпределение (M3BECTHO като геометрично разпре- 

деление). 

10. Покажете, че 

0 за <0, 

fe(z) = ἔε"'“λ за #20 

е плътност на разпределение. Намерете съответната функция на разпреде- 

ление (експоненциално разпределение с параметър А; означава. се Ех(А)). 

11. Покажете, че функцията 

- Σ 
!ξ(π):“ἑἆἷεκρ{--(-ἶ-ὖξ)-} за zeR! 

дефинира плътност на разпределение, където —o0 < μ < 00, o? > 0. Наме- 

рете съответната функция на разпределение (нормално разпределение с 

параметри μ o2; означава се Е € Λί(μ,σϑ) ). 
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Т рета глава 

Независими опити. Схема на Бернули 

§ 1. Произведение на вероятностни пространства 

В предишните две глави въведохме понятията независимост 

на събития (§ 1.6) и независимост на случайни величини (8 2.6). 

Всъщност те могат да бъдат обединени по следния начин: 

Дефиниция 1. Буловите алгебри (или ( -алгебри) om свбития #1 , 

32, ..., бл CE наричат независими, ако 30 всички Ay € #, k=1,...,n, 

имаме : 

п п 

(1) P | Г) A | =[P4 
k=1 k=1 

Естествено тук се подразбира, че € зададено BEPOATHOCTHO 

пространство (Ώ, , Pluf. ( ὅ, k=1,...,n. 
От дефиниция 1 и теорема 2.6.1 следва, че понятието незави- 

симост на случайни величини е еквивалентно на независимост на 

породените ot тях о-алгебри (вж. § 2.6). 

В приетата от нас аксиоматика на всеки опит съпоставихме 

вероятностно пространство. Нека сега разгледаме п опита, т.е. 

да считаме, че са зададени п вероятностни пространства 

(2) (91781,]?1)) 71} (ппзЗтРп)- 

Ако тези вероятностни пространства са модели на причинно 

независими опити, то а-алгебрите #1, ..., §n трябва да ca неза- 

висими. Но за да можем да говорим изобщо за теоретико-веро- 

ятностна независимост, трябва да разглеждаме #) като о-подал- 

гебри на о-алгебра # от едно общо вероятностно пространство 

(0,5,Р). Оказва се, че такова вероятностно пространство вина- 
ги може да бъде построено. Сега ще демонстрираме този факт в 

случая, когато вероятностните пространства (2) са крайни. 

Нека (Q, 5, Pr), « ΞΞ 1,...,пе крайно вероятностно простран- 

ство, T. е. ῶ = {wi}, #(П) < 00, ὅκ = B(Q) — множеството от 
BCUYKM подмножества Ha (U, а вероятността Pr(4) = Y ρκί(ωμ) 

wprEA 
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се задава с вероятностите на елементарните събития рю(шв)20, 

> Ρκί(ωμ) =1 
Wi EQpe 

Ще построим dexapmosomo прочзведение (Q,§, Р) na вероятнос- 

тните пространства (2). Да положим | 

D=0, χ ) X ... х Q. 

Точките (елементарните събития) ш ΕὮ са вектори ὦ = (Wiyeeeswn) “ 

с компоненти w; € Й;, # =1, ..., n, # = #(0) e множеството OT 

всички подмножества Ha {1, а 

п 

9 Р(4)- Y plw), plw)=[[melwr), Α εδ' 
чЕА k=1 

Така дефинираната BEPOSTHOCT се нарича Jexapmoso произведение 

на вероятностите Py и се означава 

P=P;, ХхРох... ΧΡ,. 

Аналогично 

F=F1 Χ ὅ x ... Χ δηὺ 

се нарича декартово прочзведение на алгебри. 

Събитията от вида 

(4) A=A; Χ Ay X ... Χ Ap, 

състоящи се OT ὦ = (W1, W, .. . Wn), 3a които Wy, € Αμ, k=1,2,...,7n, . 

ще наричаме npasoszsanuyu. OT (3) следва 

(5) PA) - pw) = Y pilw) ... Σ palwa) = Ц РЕ(А). 
k=1 wEA wi€A; wn€Ap 

Правоъгълниците OT вида 

(6) А; = Ql X .00 Χ 01-1 X Αὶ Χ Qi+1 X o0 X Qn 

понякога се наричат цилиндри. Да означим с 4; съответната им 

подалгебра на #. Очевидно между 4; € δὲ πὶ ὶ € §; съществува ес- 

тествен изоморфизъм Al ~ А;, така че вместо събитията A; ΟἹ Be- 

роятностното пространство (L, §;, Р;) можем да разглеждаме изо- 

морфните събития A] от вероятностното пространство (0,5,Р). 

От (5) следва, че P(A}) = P;(4;). Тъй като ; 

п 

A=A х... х А Ξ ( 4k 
k=1 
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10 от (5) за всички 41 € #) получаваме 

п п 

»(ἡ αἡ - ПРи0, 
#::1 k=1 

косто показва (съгласно (1)), че алгебрите 81, ..., #. Ca незави- 
сими. 

Това дава възможност да интерпретираме (Q,F,P) като веро- 
лтностно пространство, съответстващо на опит, състоящ се от п 
независими опита.. 

8 2. Схема на Бернули. Биномно разпределение 

Частният случай на независими опити с ABA изхода при всеки 
опит може да се дефинира по следния начин: 

Hexa вероятностните пространства в (1.2) имат вида 

П. - (0,1), δὲ Ξ (2, (0) (1,94), Р.(1)-», Р.(0)-4а41-р. 

Тогава съгласно (1.3) за декартовото произведение ({1, F,P) 
имаме ἢ = {w}, w= (wy, ..., Wp), КЪдето и = 0 или 1, 

n n 

(1) plw) = Hpi(wi) = pr‘ql—w‘- 
i=1 #1 

Тази схема на независими опити се нарича схема на Берну- 
AU или бернулиеви onumu и допуска следната интерпретация: Не- 
ка един от изходите А (който е прието да се нарича „успех“) 
да настъпва при всеки опит с една и съща вероятност р. Тога- 
ва противоположният му изход А (наричан „неуспех“) настъпва 
при всеки опит с вероятност ¢ = 1 — ρ В елементарното събитие 
ш < (W, ..., п) имаме w; = 1, ако в резултат на -тия опит е 
настъпил успех, и w; = 0 при неуспех. 

Да означим v, ил Ἔ 15 + wy. Очевидно v, е случайна вели- 

чина и може да се интерпретира като брой на успехите в редица 
0T п бернулиеви опита. 

Да означим с By = {w : vp(w) = Е) събитието да се сбъднат 
точно Е успеха. Тъй като от (1) следва, че при ш € В) имаме 

Щи) = pFg**, то Р(В,) = p*q"*#(B:). Не е трудно да се съоб- 
рази, че броят на елементарните събития ш € By е #(В)) = Ck, 
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(т. е. броят на комбинадциите на п елемента от k-Tu клас). Следо- 

вателно 

(2) рь =P{v, =k} =Ckpfq"*, k=0,1,2,...,n 

Вероятностите (2) определят биномно разпределение, а 3a слу- 

чайната величина и се казва, че е биномно разпределена и се озна- 
чава vn € Bi(n,p) (чете се: „биномно разпределение с параметри 

пир“). Понякога в (2) се използва означението ра = b(k;n,p). 

За да проверим, че (2) е дискретно разпределение (вж. усло- “ 

вия (1.3.5)), достатъчно е да отбележим, че 

п и 

Σ Ρ Ξ 3 СКри τ ρ 4 4)}" =1 
k=0 k=0 

OTTyK веднага се вижда, че рь € коефициентът пред +“ B развити- 

ето на бинома (р + а)”. 

При фиксиранип и р oT (2) получаваме 

Пр- Е Pk _ +(n+ ) | 
ῬὈκ- kq o 4

 

Следователно рр > Ρμ--ιῖ тогава и само тогава, когато К < (п + 1)p. 

Аналогично от 

pk+1=1+(n+1)p—1—k :]‘ 

Ра (Е + 1)а : 

следва, че ρμᾳ < рь тогава и само тогава, когато #2 (п + 1)р-1. ! 

По този начин окончалелно получаваме Dp—1 S рь = Ph+l тогава ' 

и само тогава, когато (п + 1)p—1Sk<(n+1)p. 

Ако (п + 1)p не е цяло число, то редицата (2) има единствен 

максимален член с номер ko, равен Ha цялата част на (n+1)p, т.е. 

ko = [(n+1)p]. Ако ko = [(n+1)p] = (n+1)p, то редицата (2) има два 

максимални члена с номера kp=(n+1)pu kp—1=(n+1)p—1=np—q. 

Очевидно -а 5 Ха —npSp u |Х - пр| < 1, т.е. можем да считаме, 

че най-вероятните стойности на биномните вероятности са гру- ч 

пирани около пр. Както ще видим в следващата глава, пр е Ma- 

тематическото очакване (важна интегрална характеристика) на 

случайната величина Yy 
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Фиг. 8. Биномно разпределение 

Примерна графика на биномните вероятности (2) е дадена на 

фиг. 8. 

При 0 < т < п 32 функцията на разпределение на случайната Be- 

личина и, имаме 

() Ра) = ВЕ(и 51) =Y (") а - а # 
(Ξ Δ 

където m = [z]. Като диференцираме (3) πὸ g, получаваме 

7 () Ξ (:ι) (n—m)(1 -- 4)77 

Оттук, като вземем предвид, че f(0) = 0, и интегрираме, оконча- 

телно намираме 

q 

(4) F(z) = (;;) (n—m) /(1 - g, т с [α]. 

0 

Нека cera да разгледаме една безкрайна редица от бернулиеви 

опити, Тук основното пространство Й = {w} се състои от всички 

ш < (W1, ..л .. .), КЪъдето ще 0 или 1. Нека ξ е броят на опити- 
те, предшестващи настъпването на първия успех, Τ. е. £ приписва 
на всяко елементарно събитие ш броя на нулите, намиращи се 
отляво на първата единица. Тогава 

(5) p=P{=k}=¢*p, k=0,1,2,... 

От (5) веднага се вижда, че 

οο οο 

ΣΡΑ- :ΡΣ:Ἰ’Ε Ξ ἷ-ἴ“ ΞΕῚ, 
k=0 k==0 9 
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T. €. (5) е дискретно разпределение. То e прието да се нарича гео- 
метрично разпределение. От (5) лесно следва, че р | 0 при k -+ оо. 

8 3. Приближение на Поасон 

В много практически важни случаи се налага да се разглежда 
cxema на Вернули, когато n e голямо, а р -- малко, т. е. п — 00 , 3 
p— 0, така че np — А > 0. Оказва ce, че B този случай възникват 
нови явления. 

Теорема 1 (приближение на Поасон). Разглеждаме серия от 
бернулиеви onumu с двлосина п U вероятност 30 успет ввв всеки 
опит ра, m. е. | 

ρι(η) = Ῥίν, = k} = (” 
k 

Ако пра - А > 0 npun — 00, mo 3a всяко фиксирано k = 0,1,2,..." 

)pfi(l -p)"k, n= 1,2, ... 

1) „Ш py(n) те =ry. 

Доказателство. По условие 

А 1\ A ΄ . 
Рп=Е+О(Б) =Б(1+0(1)) прип -» оо. : 

Следователно при п — oo 

п 
ре(пт) = (k)pf.(l < ра) 

Е n—k Ж “ - πία - 1)-ὦ - Ἐ ) kf" —k+1) (Ξ) (1 - ἓ +о (ἐ)) (1+om) ! 

( - а - %k)!"'(l ий Me=A(1 + 0(1)), 

откъдето се получава (1). 
Тук сме използвали факта, че 

(1 - Ξ +о (ἑ))“ - ἐ-λὰ +о0(1)), 

6 | 



което веднага следва ΟἹ представянето 

Шов (1-%+0(%)) ~n (-Ξ -If-o (ἓ)) = -λ- +0(1). 

Забележка. Казваме, че f(z) = o(g(z)) при « -> «о (че- 

T0M „о малко“), ако за BCAKO € > 0 съществува околност (/(+4,Е), 

такава че |/(#)| < |9(«)| при « € ((«о,«). 

Казваме, че f(z) = О(9(2)) при + — +о (четем „О голямо“), 

κ съществуват околност U(zo) и константа С > 0, за които 

/(2)| < Clg(z)| за всички + € Ш («о). 

Казваме, че f(z) ~ g(z) (четем , f(z) и g(z) ca еквивалентни“) 

Ха) 
при + -> To, ако “ τὸ 1 при #« — «о. 

9(«) 
Ot горните дефиниции следва, че при T -> #0 

ο(σ(α)) ,, [Ο(ο() 
9(1) 9(«) 

Естествено, ако /(#) = o(g(x)), ще имаме и f(z) = О(9(2)). 

От (1) лесно се проверява, че 

sC. 

е СЛе ЗА 
Σ’Ἴ“ = Σ уе ¢ 1, 
k= k=0 ᾿ 

1 е. (1) дефинира дискретно разпределение. 

Казваме, че случайната величина 1) има поасоново разпределе- 

ние с napamemsp А > 0 (което се записва 1) Е Ро(А)), ако 

еТЛА 
(2) rk=P{7’=k}= Р k=0,1,2,... 

γκ-- k 

Or (2) имаме —— =" следователно Th_1 < гь тогава и Ca- 
Е 

Mo тогава, когато Е 5А. Аналогично ть 2 κ ι тогава и само то- 

гава, когато k2 A - 1. Следователно, ако А не € цяло число, TO 

ky = [)\] е най-вероятната стойност на поасоновото разпределение, 

т. C. Tk, = INAXT; ако )\ e цяло число, TO най-вероятните стойности 

cadu A—1, т. е. гл Ξ ГА- = MAXTE. 

Граничиното съотношение (1) дава. основание поасоновото раз- 

пределение често да се интерпретира като „разпределение Ha ред- 

ките събития“. Много реални явления се описват чрез поасоново 
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разпределение. Едно ΟἹ тях е радиоактивното разпадане, т. е. ако . 
£(t) е броят на о-частиците, които изпуска радиоактивен радий 
за време t, оказва ce, че &£(t) € Ро(АЕ). Поасоново разпределени . 
също са броят на клетките с изменени хромозоми при рентгеново 
облъчване, броят на заявките B телефонни централи и T. H. 

§ 4. Теореми на Моавър - Лаплас и Бернули 

Тъй като схемата на Бернули служи като стохастичен модел 
на много реални явления, значителен интерес представлява за- 
дачата за намиране на асимптотични формули за пресмятане на 
биномните вероятности (2.2) при големи п и k, а също на вероят- 

ностите 
фо 

(1) P{liSvaSh} =Y Cip'g"™, 
#201 

които зависят вече от четири параметъра n, p, li, (. 

Теорема 1 (локална теорема на Моавър - Лаплас). Ако е 

стемата на Бернули в = „/ПРа -> 00, mo за всяко С > 0 равномерно 

no всички |#| SC от вида # = k -;np’ квдето К e цяло число, € 8 сила 

Vp - Пр 1 - 438 
2 P{2 ш шъе а1 - 0(1)). 
@ { пра Ш] o2’ (1+0(1)) 

Доказателство. Нека Х = пр + oz. Torasa 

Vp -- NP n! ek 
P = = м 1 —_— n 

(3) {on Ξ Е) P{ σ ””} Т 
log P{vy, = К) = logn! - log k! - log(n — k)! + klogp + (n — k) logq. 

При п — oo ще използваме следната формула на Стирлинг: 

(4) logn! = nlogn + log ν πῇ — п + ay, 

където α”:Ο(ἐ). 

Да означим т - Ὦ — k = ng — ox. Тъй като 

k=np(1+%z-)—>oo и m=nq( -—%ai)—)oo, 
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от условията ᾶ теоремата и ΟἹ равенствата (3) и (4) получаваме 

(5) logP{v, = k} 

n 

2rkm 

1 
=nlogn — klogk —mlogm + klogp + mlogq + -2—10g + B, 

1 
където Да = ам - Qg - Oy = Ο ( ) 

o? 

Тъй като log(1+2) = О() при # - 0, TO logk—y:r; = log 1 --+0 ( ) 

и ot (5) намираме 

К 1 1 
6 logP{v, =k} = —klog— — mlo ———+10 +0(-) (6) g Р(и, =k} Е 7 M08 o Tlog = 2 

= -(пр+о) 108 (1 + fag) —(ng—ox)log (1 - -) +log \/____ (1> . 

2 

Като имаме предвид, че ЮЕ(1 # 2) = #2 - ΞΖ- + 0(23) при # - 0, 

от (6) получаваме 
\ , 

ха #«а 1 
logP{v, = k} = —(np + та) (-;--Ξ;Ζ--{-Ο(ΠΒ)) 

@ 122 1 1 1 
(ng ma)( + 5 +0( )) -Φ-ΙΟΞΜ-Ι-Ο((Ἱ) 

z? 1 
Ξ сл + 0 +О(-), 

2 g\/21ra2 o 

KOCTO доказва (2). 

3a приближено пресмятане Ha формула (1) се използва след- 

ната 

Теорема 2 (интегрална теорема на Моавър - Лаплас). При 

а = „/пра -> 00 равномерно по ποὸ < а < b < +о00 е usnsaneno 

b 
. ι πΉΡ ¢ 1 е2а 

( hmP{a_ ра 2 b} Г ах.



Доказателство. Нека (+) е най-голямото цяло число, за което 
5135 ἃ |4Г( е най-малкото цяло число, 88 което ς < 14|. Да означим 

Д Ξ тр + ау/пва|, Б =[np+b/npg). 

Тогава 

(8) P{a< ;pnpr} ЕР[Н„-К-]- Σ Ρ{νπ-πρ :l;k}, | З 
k=ly aswp Sb т ' 

k—np 1 
където Tk = 7”—2’; Torasa ATy = Ф — Tk = ς иот (8), прила- 

гайки локалната гранична теорема, получаваме 

щт-пр 2 1 4 
P{a§—————<b} Σ е7 А) (1+О(-)). " 

Vg а ть sb ” : 

В дясната страна Ha горното равенство стои интегрална су- 
ма, коятО при а -> 00 клони равномерно по а и b към интеграла 

1 z? —_— f exp (--) dz, което доказва (7). 
νπ а 2 
Забележка. Теорема 2 е изпълнена и в по-общия слу- 

чай -00 За < 55 оо. Cera няма да доказваме този факт, тъй ка- 
то в девета глава ще докажем много по-силен резултат (т. нар. 

централна гранична теорема), откъдето ще следва теоремата на 
Моавър - Лаплас. 

Както вече бе отбелязано, в схемата на Бернули случайната 

величина иму Се интерпретира като брой на успехите (т. е. сбъдва- 
ния на събитие А) при п независими опита с вероятност за успех 

v 
p = P(A) при всеки опит. Toraga 7:1 € честотата Ha събитието A. 

B началото посочихме, че B аксиоматичните OCHOBU Ha теори- 

T8 на вероятностите са положени някои свойства на стабилните 

(устойчивите) честоти. Естествено е сега да си зададем въпро- 
“ 

са, дали в рамките HA тази теория при големи T честотата — e 
n 

близка A0 вероятността P. ОТГОВОР Ha този въпрос дава следната 

Теорема 3 (теорема на Бернули). За всяко € > 0 имаме 

) lim Ρ {{55.--}|» ε} =0. 
п-+оо 
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Доказателство. Нека С > 0 е произволна константа. Тогава 
за всички достатъчно големи п имаме 

P{fi—p <е =P{—- En_  Vn—mp еп } 
п - „тра” „/пра ” /пра 

- {f-—"-s”"_"” ‘/—} {C’< _"”sc}. 
ра T тра ” ра упра ” 

Към последното съотношение можем да приложим теорема 2, οτ- 

където следва, че 

с 

Un 1 ш2 
<е) 22— ΄ 2 

Jim Ρ ( |“ -ῦ <е) 2 а |е . 
-C 

При С — 00, получаваме 

1 o 

К Un --.3 ! «εἰδ--:- #/?2 Да - (10) nlgrgoP{ P e} ὍΣ / е аг =1, 

-0о 

косто доказва (9), тъй като 

а Vn м ш1- - -- - P{n p>e}1P{n p=e} 

Да въведем означенията 

Ξ 

(11) plz) = -1-6“”2/2, Ф(а) = L εὐ /24t 
Зя 

Очевидно функциите (11) са дефинирани за -τοὸῦ < # < +00 и 
φί() > 0. Лесно се показва, че 

οο 

1 2 
Ф(4-00) = —= | е7Р ф (+00) = р 

-0 

Действително 

Ф2 ( οο) = / / p(z)o(y)dzdy = 5 / / exp {—§(x2 +'y2)} dxdy, 

-0 --οὐ =00 =00 

откъдето чрез CMAHA B полярни координати & = rcosf, 4 = rsinf 
лесно се пресмята, че Ф2(+-00) = 1. 
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Съгласно (2.3.6) и (2.3.7) функциите ¢(z) и Ф(т) са съответ- 
но плътността и функцията на разпределение на непрекъснатата 
случайна величина £, която обикновено се нарича гаусова, а раз- 

пределението й --- гаусово или стандартно нормално. 
По-общо ще казваме, че случайната величина 1) е разпределе- 

на нормално или гаусово с параметри —oo < a < +00 и 02 > 0, ако 

има плътност (гаусова, нормална) 

(12) -  ε΄-ωλ,σ при -- 00 < ὦ < 00. φη (.’L') - т 

o0 οὐ 

Очевидно [φη(α)άς = [ ¢(z)dz =1, 1. e. (12) e наистина плът- 
-0о - 00 

ност. Използва се означението ) Ε N(a,o0?). Torara ξ € N(0,1) и 
-а 

не е трудно 43 се провери, че Ί " € N(0,1). 

Графиката на ¢(z) е симетрична камбановидна. крива, показа- 
Ha Ha фиг. 9 при различен мащаб по двете оси. 

е(е) 
0.4 ! 

. -3 -2 « ο 1 2 3 а + 

Фиг. 9, Стандартно нормално разпределение 

Не е трудно да се съобрази, че графиката на общата гаусо- 
ва плътност (12) ще бъде отместена, спрямо тази на фиг. 9, т.е. 

1 2 ак ф.(#) = φη(α) = Ие Очевидно параметрите а и 0 
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определят съответно положението на максимума и неговата голе- 
мина както и инфлексните точкиа-о ¥ ¢ + 0. При това колкото 
7 е по-малко, толкова максимумът € по-голям и кривата е „по- 
събрана“ около точката a. В следващата глава ще видим, че Te- 
зи „характеризационни“ параметри имат и друга интерпретация. 
Същото се отнася за параметрите NP и ¢ = пра при биномното 
разпределение. 

Теоремите на Моавър - Jlannac м Вернули се оказват валидни 
(както ще видим по-късно в OCMa и девета глава) в много по-об- 
ща ситуация. За да поясним това, на получените резултати ще 
придадем малко по-друг смисъл. 

При означенията от 8 2 дефинираме случайните величини 6) 
по следния начин: 

| # . [1 пришк1, (18) fk(w)_ék(wl,...,wky-..,wn)—{o при ш = 0, 

т. е. & = 1, ако при Е-тия опит € настъпил „успех“, и & = 0 B 
противоположния случай. 

Очевидно случайните величини &, k=1, ..., п, ca независи- 

ми и еднакво разпределени, т.е. P{fik 1} =pu Ρ{ξὢ = ο} = ᾳ, 

k=1,...,n. 
От друга страна, 

(14) νῃ ΞΞ ξὶ τ ξ +е Ἑ &, 

Тогава (9) и (7) могат да бъдат записани Β следния вид: 
п 

5 " Ἱ P, 
(10) п п ЕЕК n=~00 Ῥ 

(клони по вероятност), 

Vp — пр 

Μ Х/Щ n—00 ¢ 

(клони по разпределение KLM гаусова случайна величина). 
Граничното съотношение (15) е известно като слаб закон за 20- 

лемите числа, при това ограничението (13) e несъществено. С 
други думи, законът 38 големите числа гласи, че средното арит- 
метично на независими и еднакво разпределени случайни величи- 
ш (с крайно математическо очакване, 33 което ще стане въпрос 

(16) 
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1 

в следващата глава) клони по вероятност към константа, (естест- " 
вено, свързана с разпределението на & ). i 

Граничното съотношение (16), което дава CKOPOCTTA Ha сходи- 
мост на средното аритметично към тази константа (която ще се 
окаже математическото очакване на случайната величина &), се . 
нарича централна гранична теорема. 1 

Това са два фундаментални резултата в теорията на вероят-. 
ностите с многобройни приложения в науката и практиката, B KO- 
ето ще имаме възможност да се убедим нееднократно. ' 

8 5. Полиномно разпределение 

По-сложна схема на п независими опита се получава, когато 
при всеки опит е възможно да настъпи 1 от т несъвместими съби- 
тия. Сега вероятностните пространства в (1.2) имат следния вид: . 
(%, 8k, Р.), Е < 1, ..., п, където @ = (1, 2, ..., m}, #) = B(Qy), ' 

Ῥκ(ὼ = р ἔ pi 1. Съгласно (1.3) 38 декартовото произведение | 
1= 

а 

(0,8, Р) имаме Й- [ω}, w=(w1,...,w), където ше =1, i=1,...,m и 
п n 

(1) Ρί(ω) = Д pe(wr) = Π рае ! 
k=1 k=1 

Hexayizui(W)z#{wk:Wk=i, k'—"-l,...,n},’i:l, ...., . 

Очевидно и ca случайни величини U и + ΜῈ + .. + им = п. Сле- 
дователно те са зависими. Ще намерим съвместното многомерно 
разпределение на случайния вектор и = (11, ..., V). Да означим 

т 

Βρι а Ξ W nw)=ng, ..., Unp(Ww) = Пу Епд =n). 
#1 

Ω п Тъй като приш Е Вуя СсЪгласно (1) е изпълнено pw)= П pg*, 
k=1 

то ot (1.3) намираме 

m 

P(Bm, . пт) = #(Bm, .. пт) П sz- 
k=1 
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Бато се имат предвид комбинаторните разсъждения ΟἹ § 1.4, 
не e трудно да се съобрази, че броят Ha елементарните събития 
we Bnl,...,nm e 

n! - п - 
#(‘Bnl» .. nm) - I)‘ln, «а жа 77 'nl! L nm!7 

т. €. броят Ha пермутациите ¢ повторение. Следователно 

n! 
(2) P{nn=mny, ..., vy, =Ny} = T nm!p{” .. ру 

където 71 2 + у = п. Тъй като 

n! я 
Σ ῃΙ--ΓΙΡΙἹ"' щ = (ρι Ῥ -τ )" =1, nl+u-+n,n=n 1: ж.. m - 

10 (2) дефинира MHOTOMEPHO дискретно разпределение, което се 
нарича полиномно разпределение. Очевидно при т = 2 се получа- 
ва биномното разпределение на Бернули. 

Задачи 

1. Като допуснете, че вероятността за раждане на момиче и на момче е 

1 
> пока»жете, че в семейство с 6 деца вероятността да има: 

а) 3 момичета е 0,3125; 

6) не по-малко от 1 и не повече от 5 момчета е 0,96875, 

2. Покажете, че минималният брой числа, които трябва да бъдат изб- 
рани от таблица 3a случайни числа така, че вероятността TOUHO 3 ΟἹ тях да 
завършват на 5 да бъде максимална, е 29. 

Ynemaeane. Всяка цифра на едно случайно число е PaBHOBEPOATHA, 

3. При mrpa Ha бридж пока»жете, че BEPOATHOCTTA даден играч"3 пъти 
поред да не получи асо е 0,028. 

4. При п независими опита с вероятност за успех р € реализиран TOUHO 
един успех. Покажете, че вероятността този успех да се случи при предпос- 

1 
ледния опит е —. 

п 

5. При п бернулиеви онита с вероятност 33 успех р във всеки ΟἹ тях 
са настъпили точно два успеха. Покажете, че вероятността успехите да са 

2 
реализирани при последователни опити е —, 

п 
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6. Ot урна, съдържаща бяла, зелена и червена топка, се вадят с връща „ 

не 5 топки. Покажете, че вероятността зелената и червената топка, A& бъдат 

50 
извадени ΠΟΗΘ по два пъти € 213 , 

7. Каква е вероятността в група от 30 студенти никой да не се e ро- 

дил през даден месец? Покажете, че тази вероятност, пресметната по точна 

формула, е 0,07351, а чрез приближението на ЦПоасон е 0,08208. 

8. Покажете, че правилна монета трябва да се хвърли поне 16 587 пъти | 

така, че с вероятност, не по-малка OT 0,99, честотата, Ha появяване HA герб 

1 1 " 
да се отличава, OT - Ο не повече ΟἹ ---. ; 

2 100 o 
Ἢ 

9. Нека случайната величина Е е геометрично разпределена (T. е. съг ᾽ι 

ласно (2.5)). Докажете, че при п + 1, 2, ...; ΚΞ0, 1, 2, .. ' 

P({¢ =k+n}{E2k}) Ξ Ρίξ =n} | 

(отсъствие на последействие). “ 

10. Докажете обратното твърдение на зад. 9, т.е. Hexa Е е случайна 1 

величина, множеството OT възможните стойности HA KOATO са. целите неот- 

рицателни числа, със свойствата: ! 

а) Ὁ «Ῥίξ ж0) < 1 | 

6) РЦЕ = Е + пЩ(Е 2 К)) = Р(Е = п) за всички цели неотрицателни п и k. 

Torasa Е е геометрично разпределена ¢ параметър р = P{¢ -0). 

Забележка. Задачи 9 и 10 показват, че свойството „без после- 

действие“ дава една характеризация на геометричното разпределение, т.е. ! 

определя го еднозначно сред дискретните разпределения. : 

86



Четвърта глава 

Математическо очакване 

на случайни величини 

§ 1. Математическо очакване 

на елементарни случайни величини 

В предишните глави бе отбелязано, че считаме една случайна 

величина 33 зададена, ако знаем стойностите, които тя взема, как- 
то и вероятностите, с които тя приема тези стойности, т.е. ако 
знаем нейното разпределение. В много случаи се оказва доста- 
тъчно да 3HAEM много по-малко, 33 да можем да характеризираме 
случайната величина, Една такава важна (интегрална) характе- 
ристика е математическото очакване или средната стойност на 
случайната величина. Както ще видим, това понятие не € ново, 
то всъщност представлява един функционал (интеграл) от слу- 
чайните величини (т. е. измеримите функции), но за разлика от 
анализа. той има определен „вероятностен“ смисъл. За този сми- 
съл ще поговорим по-късно, а сега да изградим строго формално 
това понятие. 

Нека ὅυ e съвкупността на елементарните случайните вели- 

чини, дефинирани в дадено вероятностно пространство (,F,P), 

k=1 

пачава, че £ приема краен брой стойности {zx}, k=1,2,...,n, с 
вероятности 

И n 

т.е. Е € б, тогава и само тогава, когато £ = 57 xla,, KOETO 03- 

pe=P{E=n}=P(4), Σ ρι Ξ . 
k=1 

Следните свойства следват непосредствено OT дефиницията: 

1) бое линейно пространство, т. €. ако &, п € Gy, 10 £+ 7 € Gy 
и сЕ € Sy 38 всяко ¢ € R 
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2) ὅρ e алгебра, т. е. освен свойство 1), 38 всеки &, η € Gy ! 

имаме 21) € Gy и ξ € ὅυ; 
η i 

3) От ¢, п € G следва, че max(é,n) € & и min({,n) € &y, а 

също така ] € бо. 
п 

Дефиниция 1. Нека ξ € бо, m.e. Е = 3, zxla,. Математическо 
k=1 

ouaxeane (cpedna стойност, математическа надежда) на случайна- 

та величина Е наричаме функционала 

M) Бе =) zxP(As) = ) търк. 
k=1 k=1 

Да разгледаме някои примери. Като частен случай or (1) 38 

произволно събитие A € # получаваме EI4 = Р(А), т.е. вероят- 

ността на едно събитие може да се разглежда като математическо 

очакване на неговия индикатор. 

Нека рь = P(Ax) = 1 . Тогава от (1) следва, че 

($1 + ..е +Ш„) у.; 

3 Евс = “ 

T. е. математическото очакване е средното аритметично OT CTOM- ' 

ностите на случайната величина <. " 
1 

Дефиниция 1 допуска следната механична интерпретация: Да 

си представим, че в точките Фъу е.е Φῃ са разположени съответни , 

точкови маси D1, ..., Pnj Σ Фь = . Тогава Εξ = Σ ZTyPr е център 
k=1 k=1 

на тежестта на тази механична, система. 

Теорема 1. Математическото очакване Е е единственият нор- J 
ν 

миран, линеен, позитивен и непрекаснат функционал в Θο(Ώ, 8, Р), ᾿ 

за който ЕТА = P(A). ¥ 

Доказателство. Непосредствено ot (1) следват свойствата: ᾿ 

1) Е(о = 1 (нормираност). ще 

2) Ако &, n € 6y, за всички a,b € R! следва, че е изпълнено . 

Е (αξ + 6) = аЕ“ + bEy (линейност). 
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Действително, ако 

т 

Е Σω,ΙΑ,, η Ξ Σ͵͵18͵, ΣΑ͵-ῃ ΣΒ,, 
i=1 =1 

ἐ η τ Σ ulo, =Y 3 (@+y)las,. 
ῃ Ν 

"ледователно (използвайки адитивността на мярката Р) 

E¢+n) = ΣΖιΡ Ο;ι)-ΣΣ φι + у)Р(А;:В;) 

-ΣΣτιΡ(ΑΒΗΣΣ:ω (4:B;) 

чер) пе 
= аР(А,) +) уР(В)) = Ἐξ + Еп. 

4 ͵ 

τ 

3) От £ € Gy, £20 (т.е. £ € 67), следва Е 20 (позитивност). 

От свойства 2) и 3) следва равносилност на свойствата по- 
зитивност и монотониост (Е“ < Β при ξ Ξ ἢ). Действително, ΟἹ 

6 < 1) следва, че n -Е2>О0и E(n - Е) 20, откъдето 

Е τ Ἐ(ξ η - <) - Εξ + Е() - <) > Ес. 

4) Ot &, € бри &, L 0 следва Εξ | 0 (непрекъснатост). 

Нека M = mea\?zcfil (w). Тогава M < 0, тъй като £ € бу. Caeno- 

пвателно за BCAKO € > 0 имаме . 

О0е 5 ξπἶ{ξ,.)ε} Ἔ ξπἶ{ξ" 5) Ξ ΜΙ{ξ..)ε} ἜἝε. 

Тогава 38 всяко в > 0 и за всички п 21 

0ΞΕξ, 5 MEI,, 5o} Ἐὲ = MP{{, >) + е. 

Тъй като &, 1 0, то {&, > ε} | &, откъдето по аксиома 4° (за неп- 
рекъснатост Ha мярката Р) следва P{§, > ) — 0, т.е. Εξ, 1 0. 

п-+-оо 

Свойство 4) допуска следното обобщение: 

Ако £, €S κ ξῃ ТЕ (€n ψ ξ), ξ € 6,, то Εξ, ) Ес (Εξ, ψ Εξ ). 
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Действително, ΟἹ &, 1 Е следва (2-6.) | 0, откъдето Е(2-.) 1 0. 
Но Е(С - л) = Εξ - B¢, и следователно E¢, 7 E¢. 

Това свойство често се варича MOHOTOHHA непрекъснатост. 

5) Единственост. Да разгледаме функцията от събития A € #, 
дефинирана чрез полагането РДА) = JI4, където Л е нормиран, “ 
линеен, позитивен и непрекъснат функционал B &y, Τ. е. удовлет- 

ворява свойствата 1) - 4). Лесно се проверява, че P'(4), А € §, 
е вероятност. Действително: 

а) P'(A) 20 — следва ot свойство 3); 

6) Ρ'(Ω) =1 — следва ΟἹ свойство 1); 

в) ако АПВ =@, τὸ ТлА4в = Тл + Ip и следователно 

РА + В) - 414.8Ὲ =J(Ia+ ГТв) Ξ 114 115 = РДА) + P'(B), 

т. е. адитивност; 

г) ако Ap, | @, 10 I4, |0 и ЛТл =P'(A,) |0 (πο свойство 4)), 
т.е. непрекъснатост.,. 

Тогава. за всяко ξ € g имаме 

п п n 

ЧЕ = szkIA» = kaJIAk = Zwk,P'(Ak). 

k=1 k=1 k=1 

И така, доказахме, че всеки функционал Е B &g със свойствата 

1) - 4) представлява математическо очакване относно вероятност , 

P, дефинирана чрез P(A) = EI за всяко A € #. 

Следващият пример илюстрира „стохастичния“ смисъл Ha Ma- 
тематическото очакване. 

Пример 1. Нека в лотария (спорт-тото или друга игра) при 
всеки тираж печалбата е случайна и взема една от стойности- 

те Ty, T3, ..., Тв. Ако лотарията се е провела N пъти, като Х; 

k к 
пъти се е паднала печалба «;, при което N = Y, Х;, то N е uec- 

i=1 

κ 
- 1 

тотата на печалбата 24, а T = Ν ΣωὶΝι- -- средната печалба B 

=1 

лотарията. Heka Е e случайна величина, равна Ha печалбата B , 

лотарията. От стохастичната устойчивост на честотите следва, 
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Ν, 
че 7\/1 ~ P{¢ = z;}, nopaau което 

N k 
1 

T = Ν ΣἷΐἱΝὶ 2 ΣἰΙ:,;Ρ{ξ = .’1),'} = E¢, 

iz=1 =1 

P, с. средната печалба T се колебае около математическото очак- 
нане EE. 

Нека ξ € Bi(n,p), т.е. 

pk=P{€=k}=(k)P'°q” b k=0,1,...,n; ¢g=1-p. 

Torasa or (1) намираме 

E¢ = kak Zkk,(n I 

< ('”"'"1 k—1 n—k 

""Z(k-n!(n-k)"’ 1 
n—1 

-an (n_ l)p]qn 11 =np(p+ g™t = пр. 

8 2. Интегруеми и квазиинтегруеми случайни 
величини. Теорема на Фату - Лебег 

Да означим с 67 съвкупността на неотрицателните случайни 
врвеличини в (Q 3, P). B 2.2 показахме, че 38 всяка случайна вели- 
чина ξ € 67 имаме Е = lim 1 £,, където &, € S (т.е. £, Ее бри 
би 2: 0) за всяко п. Това ни дава основание да, дадем следната, 

Дефиниция 1. За всяка случайна величина Е € 67 свотноше- 
нието 

(1) Ἐξ = 11π| 7 E§,, 
wsdemo &, € 6+ μ &, T ξ, се нарича математическо очакване Ἐςξ. 

Теорема 1. Формула (1) двфинира еднозначно продвлжение на 
функционала Е om Gy в 67 свс свойствата: 
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1) axo £ € 61, mo 0< Е < οὦ; 
2) axo а e положителна константа u ξ € &+, mo Εαξ = aEE; 
3) axo ξ,η € &, mo Е(Е + 1) = Εξ + En; 
4) axo 5 1) и 6,1) € 6T, то Е“ < Еп (монотонност); 
5) axo &, € 6Т u &, 1, mo comecmeysam lim 1 &, = Е € 6Т « 

Εξ =lim t Εξ, < οο (монотонна непрекъснатост). 

Доказателство, Първо ще докажем еднозначността, т. €. че 
стойността на функционала Е“ B (1) не зависи от избора на реди- 
цата. 

Нека ξ = Ша 1 &, 57) = lim 7 9y, където ξ,,» € 6"' за BCHKO п. 
Ot &y € Go следва min(é,y,,n,) € 6F. Тъй kato πππ(ξ...,ηπ) < s 
TO 

= lim Т(л) 3 lun Т Пл = 
71—)00 

Torasa от (1) получаваме 

Еса = lim 1 Emin({y,n.) Ξ hm 1 Enp. 
n—ro0 

Оттук при т ~ 0o следва 

lim tE¢, =E{<Ep= lim 1 Ep,. 
m—o0 n—=o0 

Ако «Е =lim 7 &, =lim 1 #,, то #6 = lim 1 E¢, = lim 1 En,, т. е. стой- 
ността Ha функционала B (1) не зависи от избора Ha редицата. 

Свойствата 1) - 4) следват от (1) и току-що доказаното. 
Ще докажем 5). Нека &, Т и &, € 67. Тогава &, = lim 1 Xom, 

където Хат € 63' . Означаваме У = ξπςε,ξ Xom- Очевидно Y € 6+ й 

и Yy, Τ. При п т имаме 

(2) Хн SYmS&n, EXpm Ξ ΕΥ͂ 2 Έξ,ι. 
Оттук при т — 0o получаваме ! 

К - . R Да Хн =605 Ве 1Y S Ве Τ. 

τ 
πο

κε
αν

νι
στ

ττ
ες

 

От горните неравенства при п -> 00 следва, че съществува 

lim 1&, =limtY, τ ξε 6 . 
п-ъосо 

Ot (2) при т — οὐ намираме 

lim EX,, =E, < hm Т ЕУл =E{L lim 1 EE,. 
m—00 т-ъоо 
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Оттук при п — 0O следва 

lim 7 Е65,2Е2:5 lim Т EE,, 
Ώ οο т-+о0о 

re EE=B hmT = hm T E¢,,, което доказва MOHOTOHHATA непре- 

къснатост. 
За всяка случайна. величина ξ можем да. образуваме 

СТ =max(£,0) и ξ =max(~¢,0). 

Очевидно 6Т,47 € 8T, ξ - —¢-, 146 + ¢ 

Дефиниция 2. Ако ἘΞῚ < 0o и BE™ < 00, случайната величина 

( се нарича unmeepyema. Тогава математическото очакване (или 

вредната стойност) се определя чрез сгкотношението 

® Βξ = E¢* - B¢ 
Множеството на интегруемите случайни величини се означава 

¢ Ly (или Li(Q,F,P)). Очевидно 

0L E|¢| = E¢t + В<7 < 0. 

ῃ 

Дефиниция 3. Ако поне едно om числата ἘΞΤ чли ἘΞ е край- 

но, случайната величина Е се нарича квазцинтегруема и 

(4) E¢ = E¢t - E¢ 

определя математическото очакване. 
Множеството ΟἹ квазиинтегруемите случайни величини ще 03- 

начаваме ¢ L. Ако « € Ly, 10 0< Е|4| = B¢+ + Εξ 5 оо. Очевидно 

Щщ С ἴη. Често се използват означенията 

Εξ - Ερξ = /fidP /g(w)dP |ξ(ω P(dw), 

откъдето €CTECTBEHO идва HA3BAHMETO интеграл, по-точно 33 (3) и. 

(1) се казва, че дефинират интеграл на Лебег. 

Теорема 2. Дефинираното в (4) математическо очакване (т. е. 

фучкционал) запазва свойствата нормираност, позитиеност, ли- 

нейност U монотонна непреквснатост вврту квазиинтегруемите 

случайни величини (следователно u 8spTy интегруемите). 

Доказателство. Първите две свойства са очевидни и затова 

ще докажем линейността. 
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Ще покажем, че Ес“ = СКЕ 3a всяко ¢ € R u £ € Ly. Нека с > 0. ὗ 
Тогава (οξ)" = σξ ' и (06)” = с67, откъдето . 

Ect = Е(26)Т - Е(06)” = е(ВЕТ - Е27) = сЕе. 

Ако с < 0,10 -се > бОи 

(€)™ = ((-οὐ(-ξ))}" = max(0,—(~¢)€) = (--е6)” = (--е)67, 

(€)™ = ((-ο(--))" = max(0, (--ο)ξ) = (--е6)Т = (—c)¢*. 
Следователно 

Ect = Е(с6)Т - Е(06)” = -СВЕ7 - - Ε Ὶ = ΕΞ - Ἐ - cE¢. | 

Сега ще докажем, че ΕΠ ξ + η) = Е + Еп, ако Е 41) има смисъл 
(т. е. изключваме възможността 00 - 00), като или #7,1)” < o0, 

или ΕἸ η < oo (т.е. 6,1)6 Ly). Тогава от (E+ η)} Ξ εὶ +) и 

(ξ-  ἢ] 567 +) следва, че (ξ +1)) € Д) Тъй като 

ξεηπξ - ξ η --ἢ - Т а -- (67 +07) Ξ (ξ -Ἐη)}} - (ξ Ἐη)Π, 
τὸ (ξ Ἐη)} Ἐξ τ ὴη =&+t  (ξ Ἐ η)7. Оттук по теорема 1 | 
получаваме 

E(¢+mt+E{ + ΈΗ - ВЕТ + ἘΠῚ + Ἐ(ξ Ἐ η)Σ, 
откъдето 

Е(Е+1)) - Ε(ξ Ἐ η}} - Ε(ξ +1)” - ΕΞῈ - ες Ἐ Ἑηΐ - Е7 - E(+En. 
Монотонната. непрекъснатост следва от следната 

1 

щ 

Лема 1. Нека e дадена редица от случайни величини {ξ,.}. То- 
гава: 

а) ако “„ ТЕ и за някое по UMAME Ее < 00, то Е Ε Д φΈξ, T EE; 

6) ако &, | ξ ч 3a някое по e изполнено ЕСТ < oo, mo ξ € Ly u 
Ἐξ, { Ἐξ. : 

Доказателство. а) ΟἹ &, = & - &, 1 следва, че 27 |, т.е. 
€, З за n2ng. Следователно 67 £, и Εξ 2Е < oo, т.е. 
ξ e квазиинтегруема. ΟἹ друга страна, при п по имаме ' 

Οξξπ, Ξ £n +€n :ξ'!ι '|΄᾽ξγιο’ 

т.е. (ξμ Ῥ ξ) € 67. Тъй като & + 67 Τξ Ῥ £, Τὸ по теорема 1 - 

E(, + <) Ξ Ἐξ, + Бе ΤΈ(ξ Ἑ ξ) Ξ Εξ τ Εξῃ,. 
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ледователно 
lim 1 E¢, = Βξ. 
n— 

6) Доказва се аналогично. Ot &, = & - 67 | следва, че ξ |, 
T с. при п2>тпо имаме & -ξ,ΐο Следователно £t L&, откъдето 

B¢t < ЕЕ <oo и Torasa ¢€L;. От друга страна, при п 2 по имаме 

056 Ξξ - ξιΞ ξ ς -6 1 ξ - ξ. 
Torasa по теорема 1 

Ἐ( Ν — 6) = ἘΞ -- Ве Т Ἐ( ς -4)- Ἐξ - Εξ, 
- EE { Е<. 

Лема 1 показва, че при монотонна сходимост може да извър- 

шваме граничен преход под знака на интеграла (което наричаме 

монотонна uenpemfcnamocm) . 

Следващата теорема снема ограничението за MOHOTOHHOCT. 

Теорема 3 (теорема на Фату — Лебег). Нека {£.} е редица om 

случайни величини. Тогава прип — 00 са изпелнени сюотнощенията: 

а) ἀκο £, £ X € Ly, mo lim supEfingE( lim sup&n); 

6) axo £,2Y € Ly, mo E( llm inf &) 5 1пп Einf¢,; 
п-+>со п-+оо 

в) ако ἔμ = ξ и|5| 5 2 € Ly, mo ξ € Тл v Ἐξ = lim EE,. 
n—o0 

Доказателство. а) Ot £, Ξ X следва неравенството СРаЕХТ, 

откъдето Εξ < ЕХТ < oo, т.е. ἔμ € L;. От друга страна, вирЕ < X 

и аналогично sup &, € Гл. Тъй като lim sup &, = lim | sup &,,, ΤῸ от 
=00 м Ε 

лема 16) следва Е lnn зир а = lim 4 Е sup м. Ho при т 2n uma- 
n—oo mzn 

ме sup & 2 &, откъдето Е sup 4 > Вщ и Torasa Esup § 2 sup E§,. 
ξ η lzn tzn mzn 

()rTyK OKOHUATENHO получаваме 

Ehm sup &, = llm JEsup§ 2 llm .L sup E¢,, = hm sup E¢&,. 
lzn n—+ mzn 

6) От & 2 Y следва, че £, ΞΥ τ и B¢, ΞΕΥ - < oo, 1. €. &, € L;. 
Or £, > У се вижда, че inf &, > У, откъдето аналогично inf &, € Ly, 

Π Ιππ inf¢, = lim 1 inf Ем и πὸ лема la) получаваме 
п-+-00 γπδ πὶ 

Е lim inf&, = hm ТЕ inf &,. 
mzn 700 —0Q 
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От друга страна, при τ Σ п имаме ιιἓΐ & Ξ &m, откъдето следва 
п 

lnzlf & S Еу и тогава Е mf а< πὲἱ' Εξ,ι. При п --ὸ οο окончател- 
7 п 

но намираме 

Eliminf¢, = lim ТЕ inf < lim 1 inf Efy =lim inf E,. 
n п-+со lzn ο те 

в) Or Z € Ly κ --ΖΞξ, £ следва, че Ca изпълнени условията 

а) и 6), OTKLAETO 

(5) E lim infé, Ξ hm inf B¢, £ hm sup EfinSE hm sup &,. 
n—o0 

х 

Тъй като hm ξ, = le П вл = lun sup &n, ot (5) следва 
n~»00 

Е lim ξ,ι = lim E&,. 
N— OO n—o00 

8 3. Математическото очакване 

като стилтесов интеграл. Моменти 

Нека Е е случайна величина във вероятностно пространство 

(0,8,Р), т. е. Е е такова изображение на (Ώ, 8) в бореловото из- 

меримо пространство (R!,%B1), че за всяко В € #) e изпълнено 

ξ 1(8) Ξ (ш : ξ(ω) e В) ε #. 

Лема 1. Свотношението ι 

() Q¢(B) - Ῥίξ “1(8} 
дефинира вероятност 6 (В2,81). 

Доказателство. Очевидно 3a всяко В Е #) имаме Q¢(B)20 n 

О.:(В2) - Ρ(Ω) =1, т.е. в сила са аксиоми 1° и 2° от 8 1.3. 

Нека {B,} е редица ΟἹ несъвместими борелови множества, Τ. е. 

В.П В) τ , i#j. Тогава ξ (Βὴ пЕ7((В;)- #и 

" (Σ в„) = {w :ξω) <7 Bn} = ίω: ξ(ω) € Ba}=)_£1(Bn). 

Следователно й 
! 

«(Б)-е ())е () 
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= ZP({"l (Bn)) = ZQE(BTL)7 

T.0. B сила e аксиома 3* or 8 1.3 3a о-адитивност, KOETO доказва 
демата.. 

Heka B, < (-о0,«). Тогава от теоремата 3a съответствие (тео- 
рема 2.4.2) следва 

(2) Φε(Β.) = Е:(«). 
Равенство (2) дефинира еднозначно обратимо съответствие меж- 
Ду вероятностната мярка Q¢ и функцията на разпределение Fe(x). 

Teopema 1. Hexa ξ e случайна величина e (0,#, P), в g(z) e 6o- 
Иелова функция. Tozaea 

)  Epg() = / 9(EW))dP(w) = / 9(2)dQ¢ (z) = Eqg. 
Q R 

Доказателство. Да отбележим първо, че ((w) = g(&(w)) е cay- 
чийна. величина в (2, §,P), съгласно свойство 7) от 2.2. 

1) Ще докажем (3) в случая, когато 9 е индикатор, T. е. 58 
веяко В в #1 e изпълнено 

N _J1 3azeB, g(x)-@(w)-{o Ὅς Β, 
Torana 

_J1, когато {(w) € B, т.е. we ξ- 1(8), 
9(6 ()) = {0, когато ξί(ω) € B, т.е. w ¢ £71(B). 

ΜΜΗΜΘ 

ϑ(ξ(ω)) = [ς-τ(βγίω), 

Epg(¢) = / σ(ξ(ω)) Ρ ) = Bple— (s = P(¢-1(B)) 
Q 

= 9:(8) = Bals = Ἐ,9 = [ о(4)аде(). 
ΕΙ 

2) От 1) веднага се вижда, че (3) е вярно, когато 4 е елемен- 
k23 

τπρηὰ случайна величина, т. е. 4 = 57 zxlp, . 
k=1 
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! 
3) Нека g е ограничена, 1. е. |g(z)| £ С. Следователно Eglg| Ξ С. 

Стъгласно теорема 2.2.2 съществува редица от елементарни слу 

чайни величини (т.е. елементарни борелови функции) ¢, такива 
че g, - g и |gn| < |9|. Тогава по теоремата на Фату - Лебег след- 
ва верността Η (3) 38 g, понеже (3) е вярно 38 g, (т. е. можем да 
извършим граничен преход под 3HAKA на интеграла). ; 

4) В общия случай образуваме случайните величини 

94 (е) = min(N, 97 («)), А(е) < min(N, 97 (ξ(ω))) 
Очевидно те са ограничени и положителни, като gN(a:) 191 («) 

и gh(w) Т 97 (€(w)) при N - οο. Ot друга. страна, съгласно дока- 
заното в 3), е изпълнено Ер 9у = Ε,9 Ν . Тогава по лема 2.1 

Beg™(€) = Jim, T Bed = Jim 1 ей = В 
Аналогично се nokassa, че ЕБрд” () = Ео,9”. Следователно (3) 

e вярно за g(z) = 9Т (2) — ¢~ (), което доказва теоремата. 
Като имаме предвид съотношение (2), интегралът (3) се за- 

писва по следния начин: 

ἜἝοο 

( «е = [ 1@)Qe@) = [ аке 
R! ποο 

и се нарича интеграл на Лебег - Стцлтевс. 
Специално при 9(+) =z or (3) и (4) получаваме 

οο 
® ве = / ψ Ρ (3). 

При g(z) = z* имаме 
+00 

© ве = [ аке) 
което се нарича k-mu мначален момент, откъдето при ἃ = 1 mo- 

лучаваме (5). Поради това математическото очакване се нарича 
често перви начален момент или просто перви момент. 

При g(z) = (x — a)* от (3) и (4) следва 
+00 

7 Β(ε -- α)" = / ( - a)*dFy(z). 
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Приа = Εξ от (7) имаме μ = Ε(ξ - E¢)F, който се нарича k- 
иг централен момент. Специално при Е = 2 централният момент 
(T втори ред се нарича дисперсия (M както ще видим по-нататък, 
ирае важна роля в стохастиката), T. е. 

(8) D¢ = Ε(ξ -- Ее) = Ἐξ -- (Е4)”. 
Последното равенство се получава, като повдигнем на квадрат и 

използваме факта, че математическото очакване е линеен функци- 

o, 
Дисперсията Ha случайна величина € мярка за разсейването 

на стойностите й около средната стойност, а ψ ξ се нарича сред- 

но-квадратично отклонение. 
Например, ако случайната величина Е взема стойностите 

1 
.. а С една и съща вероятност -, както вече видяхме в § 1, 

п 

1< _ 
КЕ = т Σ т) = T, а непосредствено от (8) получаваме 

k=1 

n 

D¢ = 1 Σ(:η -#). 
п ка 

Не e трудно да се види, че функцията На) = Е(Е — а)? има 

минимум при а = E{. Действително 

E( -- а) = E[(¢ - Е4) + (B - a)]? 

= Ε{ - 4)2 + 2(¢ - E£)(E£ - а) + (Βξ - а)) 

= D¢ + 2(E¢ - E&)(E¢ -а) + (Εξ - а) 
= D¢ + (Εξ -а) 2 DE. 

Този факт обяснява защо се предпочита да. се използват централ- 

пите моменти. 
Следните свойства следват директно от дефиницията, дадена 

с равенство (8): 

(0) Dc=0, сЕВ., 

e, разсейването“ на KOHCTAHTUTE € нула; 

(10) Dct = 204, ce R}, 

т. е. 33 разлика ΟἹ математическото очакване Е дисперсията D e 

квадратичен функционал. 
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1 

Да се върнем към съотношенията (3) и (4). Те показват, че ма- . 
тематическото очакване Eg(£), т. е. интегралът на Лебег - Стил. “ 

тес, не зависи OT вида Ha случайната величина £(w), ш € Ὦ, а само 
от нейната функция на разпределение βε(α). " 

Ако математическото очакване Eg(£) e крайно, можем да ин- 
+оо 

терпретираме ( g(z)dF;(z) като несобствен интеграл на Риман - 
-~00 

Стилтес (B този случай той e абсолютно сходящ). , 
Да напомним, че интегралът на Риман - Стилтес ΟἹ g(z) B 

краен интервал (a,b] по функция с ограничена вариация Е(т) (т.е. 
която може да се представи като разлика на две монотонни фун- 
кции) се дефинира по следния начин: 

b n—1 

ааа) = lim 57 аЕ (е) - Fla), 
k=0 

Е
Е
 
а
 

п--+со 
а g ц 

R
P
N
 

b—-a а 
където ть а + - ky, k=0,1,...,n, Ха < αἱ 5 е+ . 

Ἔσορο 

Несобственият интеграл [ 9(#)4Е(«) се дефинира като “ 
-0 

b 

lim /g(.z:)dF(a:) 
@~ =00, b—r-+00 

a 
΄ 

« 

Ако F(z) има производна f(z) и Е(т)- Ε(α1) = fzf(a:)d:z: за всички ( 
«1 ! 

alzy <x25b, TO 

b b ' 

/ g(z)dF(z) = / 9(x) f(z)dz. 
a а .. 

Да отбележим, че интегралът на Лебег — Стилтес се опреде- 

ля по един и същ начин независимо от това в какво вероятностно 
пространство са дефинирани случайните величини, докато интег- 
ралът на Риман - Стилтес се определя само в В2 (респ. в Ἐ7). 

Ако например g(z) e непрекъсната функция в (а, 6), интегралът на 
Лебег - Стилтес в R! съвпада с интеграла на Риман - Стилтес. . 
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Интегралът на Лебег - Стилтес притежава всички свойства, 
ц 

Доказани в § 1 и § 2. В частност, ако Е - 3 2. Гл е елементар- 
k=1 

"ν случайна величина с функция на разпределение Fy(z)= Y py, 
κΚιαν < 

където рь = Р(А) = Ρίξ = a1}, то от (1.1) следва 

Ἔοο 

(1) Eg(©) = [ g(a)dFe(z) = ng)pk 
—00 

Формула (11) e вярна и B общия случай, KOraTo Е взема из- 
броимо много стоиности Z1y .. Tpy «.. СЪС СЪОтветни вероятности 

р" :Ρ{ξ:ωπ}, Σ pn = 1, T. €. 

n=1 

+00 

(12) Eg(©) = [ ().) = Еа(т„ 
- 00 

Доказателството на (12) следва от факта, че то e вярно за 
!шементарните случайни величини 

¢ :{ξ при [ξ Ξ Ν, 
i 0 при|4 > N 

μξζ- Nlim T бл, T.e. upes лема 2.1.a). Естествено (12) uma сми- 
“ οο 

съл, когато редът отдясно е абсолютно сходящ, T. €. 

(13) ΕἸσ(θ) = Σ |9(«а ра < οο. 
n= 

Teopema 2. Axo случайната величина Е uma плетност fe(z) = 

ЕЕ) и +]оо|а:|]“5(а:)(1а: < 00, то 

Ἔοο +00 

(14) E¢ = / ψά Ε: (α) = / o ε(α)άε. 
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Доказателство. Нека първоначално 620 и има функция Η 
разпределение ! 

при #<0, 0 

(15) P{{ <z} Ξ () = Е:(0) + /]Е(ш)сйш при « >0. 

Втъвеждаме следната редица ΟἹ случайни величини: 

n.2" 
k-1 

ξπ. Ξ ΙΑ;.’ 
ΧΞ 271 

където Ду = {k‘z';l <6< ἓ} Тогава, 

" k/2u 

n.2 E—1 

Eén = п f€ (z)dz. 

k=1 (k—1)/2" 

Оттук HEMOCPEACTBEHO се вижда, че 
n 1 οο 

(16) |α:|ε(:υ)ἀ:π = 5 < Е < /ш]д(ш)аа:. 

0 0 

Тъй като £, 1€ и 131;0135„:135, ot (16) прип — οο получаваме (14). # 
п 

В общия случай Е ш СТ - €7, където ξ и Е” имат разпре- 
деления ΟἹ вида (15) и плътности съответно fe+(2) = fe(z) и 
ε- (x) = fe(—x). Тогава 

οο οο +o0 i 

E¢=E¢t —E¢ = | afe(x)dz — | afe(—z)de = | zfi(z)dz. н Ге [t | 
Като се използва същият принцип, може да се докаже следният 

по-общ резултат: 

Теорема 3. Axo & uma плетност fe(z), функцията g(z) e непре- . 

KECHAMA и ?oo|g(:c)|f§(w)dm < 00, Mo 

Ἔοο 

а Eg(©) = | o(e)fe(a)da. 
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Накрая да отбележим, че формулите (3), (4), (12) и (17) са 
варни и в общия случай, когато бореловата функция 9(21,...,#л) 

й изображение на Ἐ в В2. 
Нека случайният вектор ξ = (&, ..., &) има MHOrOMepHa, функ- 

ция Ha разпределение Fg, .. ¢. (%1, ..., Zn). Тогава e B cuia след- 
Ната формула. 38 пресмятане на MATEMATHUYECKOTO OUAKBAHE: 

Ἔοο +о0о 

(18) Ἐφίξι» . ξ) Ξ / ---/g(wl,...,xn)dFel,.,.,en(xl, ., ῃ 

(пециално, ако ξ има плътност ἐξι, . ¢, (#1, ..., Zn), TO 

(19) Eg(&1,-- γξη) 
+00 Ἔρο 

= / ... / g(:l?l,...,.’L'n)ffihm,gn(wl,...,.’L‘n)dilfl d(l'n 

—00 —00 

Доказателствата са аналогични на тези B едномерния случай. 
При пресмятане Ha математическите очаквания често се при- 

бягва до различни начини, 38 да се избегнат (12), (17), (18) и (19). 
Например, ако случайната величина ξ може да се представи като 

т 

сума ΟἹ по-прости случайни величини £ = 57 1;, се използва ади- 
i=1 

TMBHOTO свойство Ha функционала E, откъдето E€ = Е +...4+Епа. 

Пример 1. Heka v, € Bi(n,p). Torasa от (3.4.3) следва 
n 

Ev, = Σ E&, 
k=1 

където & € Bi(l,p). Следователно Е) = p, откъдето Ev, = np, 
1. C. получихме същия резултат, който B mpumep 1.1 бе намерен 
ΜΗΌΟΓῸ по-трудно. 

Пример 2. Нека ξ € Л/(0, 1). Тогава 

ι 
Εξ = — / 1е /а = 0, 

\/271'_00 

1 Ε + ) +00 
щ οο 

Бе- Е 2=_____/ 2 1;2/2d =__x_e—w2/2 R / -ι /2d = 

5 ξ ν2π <е й ψ2π ποο ν2π ¢ е 
—00 —00



Ако ξ Ε N(0,1), то непосредствено се проверява, че 38 ἢ = 0+а 
имаме ἢ € N(a,0?), En=a u Ὅη =02 

8 4. Математическо очакване HA произведение 
и дисперсия на сума от случайни величини 

Теорема 1. Нека ξ un са независими случайни величини, дефини- 
рани ese вероятностното пространство (Ώ, #, Р). Ако E|én| < oo, mo 

M E¢y = E¢En. ᾿ 
Доказателство. 1) Нека 6 и т) са индикатори, т. е. Е = ὰ и 

ῃ = Ip, където събитията A и В са независими. Тогава 

Eén - ЕТАТв = ЕГлпв = P(AN B) = P(A)P(B) = ЕТГА.ЕТв = E£En. 

2) Нека ξ и ἢ ca елементарни случайни величини, T. €. 
п т | 

ξ: ΣἜίΙΑί, Π:ΣἸ!;'ΙΒ,, ᾧἶ 

i=1 F==1 1 
а 

където {A;, B;} са независими в съвкупност случайни събития " 
(понеже Е и ἢ са независими). Тогава " 

n m 

Ей) - Е (Σ ΕΝ Z%’IBJ') Ξ Е Σω,'ωΙΑ,.Ιἂ. 

#21 #1 ἐ 

ι 

Ξ Σ ziy;Blans; = > ашР(А П В)) 
ἐμ) 52 

=Yz P(A)P(B;) = Σ а ЕТА, ЕТв, 
l’j i X ! 

A 

Ξ Σ ΔΑ ) yElp, - Ε (Σ ω,ιΙΑ..) Е | Σ uils | 
i 2 i 7 ' 

= E¢En. 

3) Hexa ξ,η € 6. Torasa от 5 2.2 следва, че съществуват таки- 

ва 6 €67, че &, 1€, пъ 17, откъдето Εξῃ 1 Εξ, Епа 1 Έη. Съг- , 
ласно 2) имаме E&,n, = ВЕ„ Ε. и оттук при п — oo получаваме 

Eén = lim 1 E€,n, = lim | E£,En, = ВЕЕ). 
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4) В общия случай от независимостта на Е и ἢ следва, че слу- 

чайните величини ЕТ,1),67,1)” са независими в съвкупност. To- 

гава от 3) получаваме 

Ἐξη -- Ἐ(ξ΄ -- 67)07 - 7) 

- Ε(ξΤηΐ -- & -- ξιη" τ ξ ηΠ) 
- E¢tEnt - E¢tEn~ -- ἘΞΤ ἘΠῚ + Εξ En” 

- E¢H(Ent - ΕηΠ) -- Εξ (Εη} - ΕΠΠ) 

Ξ (ВЕТ -- ἘΞ ΒῊΤ -- ΕηΠ) 
= ΕξΈη. 

Следствие 1. Ако случайните величини &1, .-, ба са независими 

ц имат крайни математически очаквания, то 

(2) E]] ἃ =[] в 
k=1 k=1 

Teopema 2. Hexa ξ u ἡ ca независими случайни величини в прос- 

транството (Ώ, , Ρ). Ако ОЕ < oo u Ὠὴ < 00, то 

(3) D(¢ - η)ὴ = рЕ + Ὠη. 

Доказателство. Непосредствено от дефиниция (3.8) за произ- 

волни случайни величини ξ и ἢ получаваме 

D(¢ - η) = ЕК +л — Βξ + Е)) 

= E[(¢ - 8)2 + (л - En)? + 2(ξ - E§)(n - En)], 

т.е. 

() D(¢ +л) = D¢ + ὴ + 2οονίξ,η), 

където 

(5) οονίξ, ἢ) = Е(Е - E€)(n - En)] = E¢n - ECEn. 

Прието e (5) да се нарича ковариация на случайните величини 

€ 1 1, а съотношението 

. οὐνίξ,η) 
(6) ρίξ, ) = Щ 

сс нарича корелационен коефициент или само корелация Ha Сип. 
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е
 

Ако ρίξ, ) = 0 (т.е. при cov({,n) < 0), случайните величини ξ 
и 1) се наричат некорелирани. : 

Ако Е и ἢ са независими, то от (5) съгласно (1) следва, че 
οον(ξ, 1)) = 0, т. е. ΟἹ независимостта следва некорелираност. Οὔ- 
ратното в общия случай не е вярно. 

Очевидно условията на теорема 2 могат да бъдат отслабени. 

Следствие 2. Ако случайните величини Е ч 1 са некорелирани, 

то в сила е (3). 

Следствие 3. Axo случайните величини by, ..., &y са независими 

в свекупност, то 

(7) ὈΓΣ &)=Y Ds. “ 
k=1 k=1 

Пример 1. Hexa v, € Bi(n,p). Както знаем ot npumep (3.4.14), 

щ а +е + €n, където {ξν} са независими и & € Bi(l,p), T e. 
P{¢, =1} =p, P{& =0} =q -- 1- р. Следователно 

Ἐξι =p, D& =E& - (Ке) =p-p° =pg 
Torasa ot (7) следва Dy, = nD¢; = npg. Очевидно B този случай 

пресмятането на дисперсията директно ΟἹ дефиницията € доста 
трудоемко. 

8 5. Числови характеристики и неравенства 4 

Математическото очакване и дисперсията B много случаи не 

дават достатъчна информация 38 изследваните случайни величи- ' 
ни и затова 38 по-пълната им характеристика се използват и мо- г 
менти от по-висок ред. 

Специално третият централен момент μ = Ε(ξ - Е) характе- : 

ризира несиметричността на разпределението около математичес- 

кото очакване. Затова 38 характеристика. на несиметричността на . 
разпределението се приема безразмерна величина — отношение- 

TO на третия централен момент към куба на средно-квадратичното , 

отклонение: 

из ἘΕ- 14) Ἷ, 
(1) γι(ξ) = ;;7‘5 ==/ . | 
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която се нарича асиметрия. 
Четвъртият централен момент μ = Е(Е- Е) определя харак- 

тера на максимума в точката Ef при симетрични разпределения, 
като 33 такава характеристика се приема, безразмерната величина 

(2) ya(€) = #4 — _BE-EQ' 
μ (D¢)? 

KOATO се нарича excyec. 
Смисълът Ha (1) и (2) най-добре се разкрива при нормалното 

разпределение. Ако +) € N(a,0?), τὸ μ =0, μᾳ = ὃμξ (вж. зад. 6) и 
следователно γι(η) = 72(1)) < 0. При γι(ξ) > 0 (< 0) по-голяма част 
от „вероятностната Maca® се намира надясно (наляво) ΟἹ матема- 
тическото очакване. При vz > 0 максимумът на плътността f¢(z) 
0 „по-остър“ (и следователно по-голям) ΟἹ този на нормалната 
плътност Л(«) с параметри а = ЕЕ и 02 = D¢, а при 15+(4) < 0 e 
съответно „по-тъп“ (M следователно по-малтък). 

За всяка функция на разпределение F(z) се дефинира р-кван- 
таил +(р), 0 < р < 1, по следния начин: 

(3) 2(р) = sup{z : F(z) < р). 

Квантилът 2(0,5) се нарича медиана, #(0,1), ..., #(0,9) се нари- 
чат deyuau, а #(0,01), ..., +(0,99) — процентили. 

За някои разпределения най-често срещаните квантили се да- 
ват във вид на таблици, към които ще се обръщаме впоследствие 
нееднократно (вж. таблици 1 - 5 в края на книгата). 

По-нататък често ще използваме следното неравенство на Ко- 
ши - Буняковски - Шварц: 

(4) Е £ VEEER?, 
което се получава ΟἹ HepaBeHCTBOTO 2|ab] Ξ αἢ + b, като положим 

2 2 
2 = "ξ"ῖ’ р = -η--Ξ и след това вземем математическото 

Εξ Е) 
очакване на двете му части. 

3, 

B него а 

Теорема 1. Нека ρ(ξ, ) е корелационният коефициент, дефини- 
ран е (4.6). Тогава: 

1) ΙΡ(ξ,η)Ι ΞΊ; 

2) |(6,7)| = 1 camo когато Е u 1) са линейно зависими, т. е. са- 
ществуват константи а и b, такива че 1) = af+b. Oceen товаа > 0 
прир : 1 ча <( npup=-1. 

107



а
 

Доказателство. Твърдението 1) следва веднага ΟἹ (4) и (4.6), 
тъй като 

Θ |cov(€,n)| = |Е(< - E€)(n -- Еп)| SE|(€ -- E¢)(n - Еп)| 

< (E(¢ - В5)Е() - Ἐη)2).2 = /D¢Dy. 
Нека сега разгледаме 

¢-E¢ η-- Βηλ В(Е- ΕΩΞ2 Е()- Б) 
ю (i) < A T 

2E( - Ἐξ)η - En) _ + DD 2а + 2(67т)). 

Да отбележим, че 38 всяка случайна величина X 20 с ЕХ =0 
имаме P{X = 0} = 1 (казваме „Х = 0 почти сигурно“, което се 
означава с „п. с.“). 

Тогава от (6) следва, че при ρίξ, ) = #1 имаме 

n—En_ 6- Ве 
vDn vD¢ 

KOETO доказва твърдението 2). 

π. C., 

Teopema 2. Axo Ἐξ e крайно и функцуията g(z) e uansxnasa (гле- 

дана отдолу), в сила е следното неравенство на Йенсен: 

() 9(Εξ) < Ἐσ(ξ). 

Доказателство. От изпъкналостта на 9(1) следва, че 33 всяко 
2а Ε Η съществува константа с = σ(20) € Ε, такава че 

(8) 9(2) 2 9(«о) + ε( -- +0). 
Като положим в (8) т = £, « = E{ и вземем математическото .. 

очакване на двете страни, получаваме (7). Ζ 

Забележка. Очевидно в (7) имаме равенство само когато 
Е е константа или g(x) е линейна функция. 

Следствие 1. За всички 0 < 8 < г e 8 сила мнеравенството NG “ 
Ляпунов | 

(9) (Elg|®)/* < (Е41")””. 

Доказателство. Тъй като g(z) = |« при #21 е изпъкнала, ΟἹ 
(7) следва 

(10) |Enl* < ἘΠη t21. - Н 
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От (10) при ч Ξ || и ἐ < ΞζΙ получаваме (9). От (9) след- 
ва, че ако съществува момент от ред г, то съществуват всички 
моменти OT ред 8 < г. 

Теорема 3. Нека £20. Тогава за € > 0 ев сила неравенството 
на Чебишов 

(11) Pieze)s 2. 

Доказателство. 3a всяко & > 0 имаме 

E§=/£dP 2> / Ρ 2 e/dP:eP{éga}. 

Q {(ε5 ε} {ξ 8 6} 

Следствие 2. За всяка случайна величина 1) и за всяко s > 0 e 
изполнено 

(12 РО 5 ε} ς 20, 
От (12) при 8 = 2 получаваме 

D (13 Ре - в 2е) S 2, 
което B литературата, се нарича също HepaBeHCTBO на Чебишов. 

Задачи 

1. Нека ξ € U(0,1) (равномерно разпределение, вж. пример 2.3.1). Пока- 
1 1 

wore, че Ἐπ - - и ОЕ = --. 
¢ 2 ¢ 12 

2. Ако п € Ро(А) (поасоново разпределение с параметър A > 0, вж. § 3.3), 
покажете, че #) = А = Dn. 

3. Нека ξ € G(p) (геометрично разпределение с параметър 0 < p <1, вж. 

sna. 2.9). Докажете, че B¢ = Ξ, ὨξΞ -% 
Р Р 

4. Нека ξ е хипергеометрично разпределена случайна величина (в»ж. 
апд. 2.1), т.е. € € HG(N, М,п) . Покажете, че 

Mn (N = M)M(N - n)n 
веу 065 W 
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5. Ако ξ € Е+(А) (експоненциално разпределение ¢ параметър А > 0, 
зад. 2.10), покажете, че Εξ = А, D¢ = A2, 

8. Случайната величина ξ е нормално разпределена с параметри (0, 

т.е, ξ Ε N(0,0%). Докажете, че 

п 

E§2"‘+1 ш 0, Εξ2'ιι - (271.)! (0-2) . 

n! 2 

2 
7. Ако ξ € N(0,0?%), покажете, че Eexp(£) = exp (%-) . 

8. Случайните величини €1, ..., £n са независими и 1) = &182...&n. 
Еу =ap и D& =02, k=1, ..., n, докажете, че 

п 

Ю - ῇ(αἓ +а2)- Παἓ. 

i=1 ἐξξὶ 

9. Неотрицателните случайни величини 41, ..., ἔμ са независими и 
накво разпределени, а 

1 
където а € положителна константа. Покажете, че En = —. 

п 

10. Нека ξ € U(0,1), а = βιη(2πξ), ς = cos(27€). Докажете, че случайн 
величини ἢ и « са некорелирани. 

11. Нека Е € 14(0, 1) и я = min(¢,1 - ξ). Покажете, че 

Ет,=-1- и E(——”——):ln(é). 
4 1-πη е 
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Пета глава 

Разпределения на функции 

от случайни величини 

§ 1. Теорема за съвместната плътност. 

Бомпозиции 

Сега ще покажем как с помощта на апарата, развит в четвърта 

глава, могат да се намират разпределения на функции OT случай- 

пи величини. 

За всяко борелово множество В 6 . съгласно теорема 4.3.1 

имаме 
+00 

Ρ(ξ ε B} = Qu(B) =FaJa = [ Ia@dFi(o) = [ аке) 
—00 B 

KATO B случай Ha дискретно разпределение 

/ng(m) = Σ Pk, 

B 
TLEB 

в B случай Ha абсолютно непрекъснато разпределение 

[ ве = [κῶὰ. 
B B 

Специално при B = {z: a £z < b} имаме 
b 

Разе <ъ) = K@) - R = [ ак = [ R 
(0) а 

Ако g(z) е борелова функция, а ξ — случайна величина в прос- 

транството (Q,§,P), както вече знаем, 1) = 9(Е) е случайна вели- 

чина в същото вероятностно пространство. Тогава 

P{ne В)  ΞΡίξε С) < /ng(:z:), 

с 
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където С = {z : g(z) € В). Оттук 

ве) =Pl <)е ак) 
{νιο( ) «ὦ} 

Сега, ако съществува обратната функция 97 ЧЦ(т1), получаваме 

97 () 

W R@= [ ак /dmmfuflm 
{v:y<g~ (=)} 

Пример 1.Hexa случайната величина < има непрекъсната фУн- 

кция на разпределение Е (+); тогава очевидно съществува F’ (x). . 

Да образуваме случайната величина 1) = Fg(€), която очевидно | 

приема стойности в интервала [0,1]. От (1) за всяко z € [0,1] по- 

лучаваме Fy(z) = Fe(Fg Ца)) =z, . e. ἡ Ε Μί0,1) (фиг. 6). 

Изложеното дотук веднага може да се обобщи в п-мерния слу- 

чай. Нека €1, ..., & са случайни величини, дефинирани във ве- 

роятностното пространство (0,8,Р), а 9(21, ..., #.„) е борелова | 

функция от В” в В2. Тогава, както знаем, 1) = g(61,...,&) е слу- 

чайна величина B (2, §,P). 

38 всяко B € #1 MoxeM да дефинираме 

(2) Ρ('η € B) = Ρ{(ξι, Ν ξπ) € C} = /.../ngl,_.,,g,,(a:l, .. Tn), 

\—V-—/ | 

Ο 2 

където С = ((#1, .. #н) : 9(21, ..., Tn) € B}. За дискретни разп- | 

ределения имаме “ 

Ρ(η E B) = Σ ΡἜΜ .. Ха ? 

(1, «а #н )EC 

а за абсолютно непрекъснати --- 

P(ne В) = /.../fgh,,,,fn(wl, .. Zp)dey . dTy 

ς,ς,-.. 
C 

Teopema 1 (3a съвместната плътност). Hexa &1,...,6n са cay- ! 

чайни величини свс coemecmua плетност feo e (Z1,...,2n). Hexa ς 

функциите uy = U1 (T1yeeesTn)y е. Un = Un(Z1,...,%s) определят 
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взаимноеднозначно свответствие на ВЛ в ВЛ, m. e. cowecmeysa 
обратно изображение #1 = T1(U1,...,Un), «-.., Tp = Tp(Us,...,Un), 

като и двете изображения са непреквснати; освен това сощест- 
Ox; . . 

вуват непреквснати частни производни 5——', i, =1, ..., n, xamo » 
4 

якобианет на трансформацията не е изроден, т. е. 

д1171 дац 

g=0@n ) [δὼ Ouy #0 
д(и, ..., ил) Oxy, Oz, 

ди дип 

Тогава случайните величини т и1 (Я,...,ба),...; я 2 Шш(а,..., &) 

имат свеместна плетност 

(3) fnl’ .. Ὧτι (’“1, ...3 ип) 

= ffl,---yfin (71 ('“'la ..) un)a .. Ха (Ш .., un))"]l' 

Доказателство. Да означим 

S={(z1, ..., #.) Е В : up(z1, ..., #а) < 2, k=1,..., п). 

Torasa, 

(4) Fm,...,n,.(zla ...3 zn) =P{7ll <21y .. Т < Zn} 

=P{(&, ..., &) Ε 5) = /-«-/fe,,...,gn(xn .. #)л ... 9е 

5 

Условията на теоремата ни гарантират, че в последния интеграл 

можем да извършим смяна на променливите 

zi=ai(uy, .., ua), ἦ Ξε 1,..., П. 

Следователно от (4) получаваме 

Fm,-u,nn(zl’ ..е) 

«1 #п 

= fery а εὰ (@i(ur, ooy )y <.еу Ха (и, ooy и)) 

) οο 

ςι
 ( 

δίαι, ..., #м) 

Π dus ... dup. 
X 
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Съотношението (5) показва, че случайните величини 11, ..., ἤῃ 
имат CLBMECTHA плътност, която се представя чрез (3). 

Следствие 1. Ако случайните величини &y, ..., &, са независи- 
MU, при условията на теорема 1 е uansaneno 

(6) ;711,-„.%(“11 51 τ и„) = Hfi.' (:щ(щ, ...3 un))lJla 
#1 

τ 

т. е. πυρσεϑαΐκω от едномерни плаетности, можем да конструираме 
многомерни сввместни платности. 

Ще илюстрираме (6) като намерим разпределението на сумата 
от две независими случайни величини ( = ξ +1). Нека първона- 
чално ξ и ἢ имат плътности Д () и /.(#). Тогава за съвместната 
плътност получаваме /е „(#,у) = fe(x)fy(y). Да направим транс- ' ! 
формацията и =z + у, v=y. Тогава # =u — v, y =v e обратната 

дО(«, у) δία Ο) = 1. Съгласно трансформация, якобианът на която е ) = 

съотнощшение (6) 

Лъл ( 9) = feq(u —v,0) = fe(u —v) fy(v). 
Оттук намираме маргиналната плътност на Е - ἢ: 

M) ле | нне [ =000 
Последният интеграл се означава символично с ДХ Ἐ η и се на- | 

рича композиция на функциите Д и ). Ако Е и ἢ са неотрицалелни 
случайни величини, т. е. fe(x) = Л(2) =0, т <0, от (7) следва 

(®) κεν( = [ felw= )01 
0 

Ot (7), като интегрираме B граници ΟἹ —OQ до I, получаваме 
Ἔοο 

Θ) Fera@) = [ Вуе = о)4в (υ) = (Fe « Е,(). 

Очевидно or (8) ca—lemsa 

(10) Къе) = [ Ἐ = аЕ) 
0 
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Слъотношенията (9) и (10) са верни в общия случай, но ние ня- 

ма да привеждаме прецизни доказателства, а ще дадем по-скоро 

0AHO „правдоподобно“ обяснение: 

От (2) получаваме 

(1) Fera®) = |... акл " 
S e’ 

с 

където С = {(z,y) :2 +у <t} = (-00 < # < 00, у < t—x}. Тъй като 
€ и п ca независими, то F; „(#,у) = Fe(z)Fy(y). От друга страна, 

4Е; А(у) = Ое(ах, у) =P{z < 6 <2+ах, y <1<y +dy} 
- РГа < Е <2 +dz}P{y <7 <y+dy}=dF(z)dF,(y). 

Сега от (11) намираме 

Ἔοο « t—x +00 

Ρμη(ὃ = / / dF,(y) у dFe(z) = / Fy(t - 2)dFy () = (Fe « Е(0. 

Специално, ако Е и ἢ имат дискретни разпределения {p,} и 

{g}, n=0,1,..., τὸ 

k 

(12) Р[Е+П=]9]=2Ръаа-ъ, k=07 192:'-', 

i=0 

което е аналог Ha (8). 

Очевидно операцията композиция на разпределения „ж“ е ко- 
мутативна. Освен това тя € асоциативна,, T. €. 

Е « (F2 Ж F3)=(F1 * F2) * F3, 

тъй като TOBA е разпределение Ha сумата 61 +65+283, където £1,62,& 

са независими случайни величини. 

Аналогично ΕἸ ж.. « Е, е функция на разпределение на сумата 

а +е + &, където &1, ..., & са независими и Fi(t) = P{{ < t}, 

k=1,...,n В случай, че &, ..., & са еднакво разпределени, Τ. е. 

F(t)=P{& < t}, k=1, ..., n, се използва означението 

P{& Ἐ. +&n < t} = ῬΡ . 
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Пример 2. Нека < и ἢ са независими и равномерно разпреде- 
лени в интервала (0,а), а > 0, т. е. имат съответни плътности . 

1 0 (13) 2:) = А(е) =4 @ 22 5:ε|0,α], 
0 за z¢]0,q], 

3a което се използва означението ξ € U(0,a). Torasa ot (7) полу- 
чаваме 

Ке = | Ае- ле τ Σ [κα - υγῷ - 3 [ еае 
—00 0 z—a | 

Последният интеграл очевидно представлява дължината на сече- 
нието на интервалите [0,a] и [z — a,z], разделена на а. Следова- 
телно 

0 3a z <0, 

ἑζ- βοθκχκα, , 

а fern(@) =4 & 
5 3a а52 < 2a, 

a 
0 за х > 2a. 

Фиг. 10 ᾖ 

Графиката Ha плътността (14) представлява триъгълник (вж. , 
фиг. 10) и се нарича разпределение на Симпсен или тригвгвлно раз- 
пределение. Ако въведем означението T4 = « при 220 и 2а =0 
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при + < 0, за (14) получаваме 

1 
(15) Те+а(Е) < υγ(α) = ἆἷ(ῶψ =2(z -- a)+). 

Heka &1, ..., £, ca независими случайни величини, & € U@O©,a), " 
h=1,...,n Нека u,(z) e плътността на сумата uM, а U,(z) — 
функцията на разпределение. ToraBa можем да докажем по ин- 

Дукция, че са в сила съотнощшенията 

(0 ча) аА З0(И -kt | а(п - 1) Ξ . 

щ Unle) = o 2V (Z) (е = ка) 

8 2. Многомерно нормално разпределение 

Сега ще направим едно важно приложение на следствие 1 от 
teopema 1.1. 

Отсега нататък ще смятаме у = (Y1, ..., уп) за (п х 1)-матрица 

(1. е. вектор-стълб), транспонираният вектор у” = (Y1, ..., уя) ще 

интерпретираме като (1 х п)-матрица. Ако X = (X;;) e матрица 

от случайни величини, то EX е матрицата ΟἹ математическите 

очаквания (ЕХ;). 

Дефиниция 1. Ще казваме, че компонентите на случайния век- 

тор Я + (ηι,...,ῆ.) имат п-мерно сввместно нормално разпределе- 

нис, ако сеществуват N независими нормално разпределени Л (0, 1) 

случайни величиани ἔ = (&,...,&), neuspodena (n х п)-матрица 

А =(a;;) и sexmop om константи m = (My, ..., My,), такива че 

(1) 7= Af +m, 
m. е. 

n 

(2) 17i=zaij£j+m,:, i=1,...,n 

i=1 
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От горната дефиниция следва, че 

(3) ев (бъ «ετν #а) Hff,,(flfk) - (2 ;n/z exP{ (_x',zi)} ᾽ k=1 

n 

където X = (%1, ..., Tn), (X,X) =x'x= Y 2. 
«а 

В (3) ще извършим трансформацията 

(4) | хе А . (u-m). 

ox; 

ди; 
т. е. якобианът на трансформацията (4) е 4 = |А7!| = det A~L. То- 

гава съгласно (1.6) от (1), (3) и (4) получаваме 

Ако положим А =(b;), то от (4) веднага се вижда, че <--- = by, 

fm,...,n,. (U'l) ...3 un) 

5 - 
(5) = -——-—-——l((i;:r;:/z ! exp{—%(A‘1 ‘(u-m), A7} -(u-—m))}, 

където (А”! (ἃ -- τὴ), A7l (и- к)) = (u-m)(A~1)A~ (а -- m). 
Да дефинираме матрица С = АА”. Тъй като (А!)”! = (А”), 

то Ο = (АА!)”! = (Απ1(Α)- = (А-П)А"!. (Следователно 

|С74| = КА-ТУНА-| = (А-1, 7. e. |det А- = /]G] 
Ot apyra страна, матрицата Ο e симетрична и положително 

дефинитна. Действително 

(С) = (ΑΑ7}} = (AA))™) = (АА!)" = 7 
и при Χ = (xy, ..., Tp) # 0 имаме 

УПу =¥ (A"1YA x = (A~ 'x)'(A"x) > 0. 

Torasa ot (5) получаваме 

© ле e {-gu-mciu-m). 
От (2) непосредствено се вижда, че En; =my, i=1, ..., n, 1. e, 

Е = m. Or (1) 38 матрицата OT BTOPUTE MOMEHTH на # получаваме 

Е(й- ш)( - m)' = (E(n; —mi)(n; - πῳ}} = E(AE)(AEY 
=EA{@A") = ABED)A". 
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Тъй като случайните величини § € ЛА/(0,1), 4 =1, ..., n, са 
нозависими помежду си, то #26) = δ... където δὴ = 1 при 4 = j u 

4) = 0 при i # j. Следователно Εξ' = (Εξιξ)) = (5,)) = I, където Т 

9 единична (п х п)-матрица. Тогава 

() Е(7 -- m)(7-m) = АТА! = AA’ = С. 

Получените резултати можем да оформим B следната теорема. 

Теорема 1. Ако # - (M1, ..., а) имат свеместно нормално раз- 

пределение, свеместната UM плетност се определя от (6), квдето 
т = Е е eexmopsm от nspeume моменти, а С = Ἐ(ῆ - па)(Я - га) e 

матрицата om ковариациите cov(ni,n;) = Βίη; - mi)(nj — my), 
hi=1, 

Читателят може HEIOCPEACTBEHO да провери, че 

алъ ( 12) 

където 

my = Ет, тоа = En, σὶ - От, g2 = D, 

cov 
Ἀρ- ____(_"71_$77_2_)_ е корелационният tcoe(bnunen'r. 

0102 

IIpu p = 0 ot (8) следва, че / g, (11,u2) = fo, (u1) £, (u2), където 

1 
exp { -5 -- т) } 

2πσὶ 
foi(wi) = ; 1=1,2, 

Следователно при съвместна нормалност OT некорелираност 
(1. с. p=0) следва независимост (което в общия случай не е вяр- 

o). С други думи, при нормално разпределени случайни вели- 
чини понятията независимост и некорелираност са еквивалентни. 
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8 3. Условно разпределение 

и условно математическо очакване , 

Hexa (ξ, ) е случаен вектор във вероятностното пространство 

(0,5,Р). 
Ще въведем понятието услоено разпределение първо в случая, 

когато случайните величини Е и ἢ са дискретни, T. €. 
οο 

(1) P{¢=mzi, n=y;} =pij, D Ῥῃ Ί, 
j=1 i,]= 

x0 οο 

Р(Е-а;) - Σ pi=a Ῥίη τι ψ}} Ξ Σ Ῥῃ ту 
#1 =1 ) 

Съгласно дефиниция (1.6.1) 

_ oy _Pll=z, 1=y} Ру 
е Ple=ailn =1} Ῥίη =y;} T 

Axo фиксираме y;, то (2) може да се разглежда като условно 

разпределение на ξ при условие, че 1) = у). В такъв случай услов 

ното математическо очакване Ha С при условие 1) = у) се дефинира 
по следквия начин: 

() Ε(ξ|η:ω):ΣἵὓὶΡ{ξ:π.τΙη:ῃ]}:Σ“’Ῥ
ἣ. 

41 =1 73 

Ако левите страни на (2) и (3) се разглеждат като функции на 
Y;, условното разпределение и условното математическо очаква- 
не са случайни величини в (Ώ, , Ῥὴ), т. е. за всяко ш Е {η = y;}, 

2ΞΞ1,2,...,) имаме | ; 

(4) Ῥίξ τ αἘ]η} Ξ- В Ξ ε] η у;), Ἐ(ξ|η) Ξ Ε(ξ| η 4) 
като всяка ΟἹ тези стойности е със CLOTBETHATA вероятност 

P{n=y;}. 
Теорема 1 (формула 3a пълното математическо очакване). 

(5) Ἐξ = Е(Е( |)) 

Доказателство. От формулата за пресмятане на математичес- 
кото очакване (4.3.12) следва" 

(6) E{E(|n)} =Y Е(< л Ξ у)Р < ψ}}. 
#1 
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O (6), като приложим формула (3), получаваме 

Ε{Ε(ξ ] 77)} Σ Ρ{’η ΞΞ y]} Σ a’ipz] 

451 

Σ Р - въ - у)) = ЕщЕР(г Ξ ρῆ τ υ ἢ 
1.7—' i=1 

= ЕщР(Е = 2:) = Εξ. 
451 

Тук сме използвали факта, че 

οο οο 

Σ Раъе) еВе Σ еу)е Реъ 0} πρίξει ) 
451 Jj=1 " 

Следните свойства на условните математически очаквани ς 
получават непосредствено от (3) и (4) и са верни 33 всяко щ с ΞΘ 

(7) E(¢|n) = ЕЕ при независимост на £ u 7, 

(8) Е(а Ὁ ξ [η) - Е(а [n) + E(&: [η), 

(0) Ἐ(φ(η)) |)) < φί)), 

(10) Ε(φίη)ξ [η) = φ() Εξ |), 
" всяка борелова функция ф(+). 

Нека сега случайните величини Е и т) имат съвместно аб 
лютно вепрекъснато разпределение, т. е. вместо (1) са в ο- 
съотнощенията 

/ /°°fE 2z, y)dzdy =1, 

() = / fen(@u)dy,  foly) = f κη(α, )ά 

Сила 

(1) 

Тъй като B този случай P{n = у) = 0 npu всяко у € Ἦι 
можем да използваме дефиниция (1.6.1) за условна Beposy 
както това беше направено в дискретния случай. 

, Не 

НО(:т, 
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Дефиниция 1. Условна плетност на случайната величина Е при 
услоече, че ἢ =y, /,(у) >0, ще наричаме функцията 

-- - ffifll(m’y) 
(12) ἷξ(ΐὉΙη-ῃ) - ffl(y) . 

Условно математическо очакване на « при условие, че ἢ = ¥, 
А(у) > 0, се дефинира с формулата 

o0 

аз) вею [ «Ае 4 
~O0 | 

Аналогично на дискретния случай (12) и (13) могат да се раз- 
глеждат като случайни величини, където за всяко у Е Η имаме 

fe(z|n) = Х(Е | Ξ у) за ш Ε ( - у), 
(14) 

Εξ [η}) - Е(6 |1) - у) заш Ε {η - у). 
Torasa . ) , ο 
(15) Plasest - [πὼ ( / fe(w|n=y)dw) dy =B еае 

« 

Като въведем означението Fe(z|n) = ( fe(t|n)dt, от (15) mo- 
o0 | 

лучаваме Е.(+т) = EF¢(z|n). 
Ше покажем, че € в сила формула (5). Действително от ра- 

венствата (4.3.17), (11) и (12) следва 
οο 

е(е) [ в(61 < υ)λνώλαν 

= f (/ ω!ε(ωἱη:υ)ᾶω) fo(y)dy 

/ 
—0Q ~—0Q 

00 

/ zfe(z)de = Ἐξ. 

—00 
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Аналогично се запазват свойствата (7) -- (10). 
Да отбележим, че понякога E(£ | 1)) се нарича регресия на ξ спря- 

M0 7). 

Пример 1. Hexa &, &2, ... ca еднакво разпределени случайни 

MVIMUMEN с крайно математическо очакване а = ЕД, а и е незави- 

гима ΟἹ тях целочислена положителна случайна величина. Тогава 
дефинираме случайната величина ἣν = ξὶ + . - бу, т. е. сума ΟἹ 

случаен брой случайни величини. За да намерим En,, ще изпол- 

зваме формули (5) и (6). 

En, - Ε(Ε(ην |)) =) P{v=k}E(n, [ν - К) 
k=1 

= ΣΡ{“ - Е)Е(а + + 6) Ξ ΣΡ{ν = k}ka τ aEv, 
k=1 k=1 

T €. 

(16) Е(а +---+¢&) =E¢ - Ἐν. 

Формула (16) се нарича msacdecmeo на Baad. 

8 4. Някои често срещани разпределения 

В този раздел ще направим приложение на теоремата 38 съв- 
местната плътност от 81, като ще намерим някои важни за CTa- 
тистиката разпределения. 

1. Гама-разпределение. 

Дефиниция 1. Ще казваме, че случайната величина Е uma Г- 
разпределение с параметри а > 0 ч 8 > 0 (означаваме Е € Γία, B)), 
ако Е има плетност 

до-1.-2/8 

(1 fe(@) = 8е Г(а) 
0 aa x <0, 

3ax20, 

o0 

квдето гама-функцията се дефинира с Τ(α)- [z* e %dz, u npu a=n 
0 

(поцяло число) umame I'(n) = (n — 1)L 
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За математическото очакване от (1) по формула (4.3.14) по- 
„ лучаваме 

οο 

1 P 
Ἐξ = BT () /:c e /By 

] (5) e S а 
Аналогично по формула (4.3.17) намираме ЕС = ща - 1)β2, 

откъдето 

D¢ = В2 - (Ке) = of”. 
2. х -разпределение. Така се нарича разпределението HA слу- . 

чайната величина Х2 = &} 4+...4+ 22 където [5,„] са независими 
случайни величини, & € Л/(0, 1) Означава се Х2 € х2(п) и се чете 
„хи-квадрат с п степени на свобода“. Съгласно (2.6.5) съвмест-. 
ната плътност на &1, ..., &, се дава с 

1 п 

(2) ще еъ ..., а) = (2m) V2 ехр {"Ξ Σ“ἓ} ’ 4251 

където ; Ε В2, i=1,..., n. 
Да разгледаме трансформацията 

да е р П cos by, 

k=1 

(3) 

k=1 

= psinfy, 

Km,zxe'ro'p>0, 06,827, 086, S, k=2,...,n—1. 

Непосредствено се проверява, че 57 + = р и 3a якобиана. η 
k=1 . 

трансформацията имаме 

δίαι, ..., «) - 
J= o не етте ше 0777 К (b4, ...,y ба-а), 

(9(/), 011 ...3 θνι-Ι) е ( b | 1) 

където К(01, ..., 6,-1) е функция само на 6y, ..., ба-1. 
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Да разгледаме cera случайните величини Ха;15...)Тп-1, КоИ- 
то се получават, като в (3) заместим р с Xn, й; с и 24 ¢ &, при 
i=1, ..., . Тогава съгласно теорема 1.1 съвместната плътност 
па Хиз П -+ ἥπ--ἰ 68 изразява чрез (2) и (1.3) по формулата 

!Хмт»---тпч (Р: 017 ... ’977.—-1) = 

—n/2 пе o2 (@) (2π) 72 ρ᾽. 1 οχρ - [Κ|θι,...,θ.-1}} mpup>0, 

- 0 <0) <2я, 0<0; Ξπ, 1-2,...,п-1; 
0 B противен случай. 

От (4) 38 маргиналната плътност на X, намираме 
Зя п T 

А() = / / / P s (0201, би- 1)48 .. By 
0 0 0 

; 2 
C(2m)~™2pn=1exp {—'32—} npu p > 0, 

npu p <0, 
2я т 

0 

κ 

където C=//.../|K(91, .. ба--1)149, ... ἀθ,...1. 

0 0 0 
Вместо да използваме горната формула, константата С най- 

лесно се пресмята от условието 

/O?fxn (p)dp =1, 

откъдето следва, че | 

(27г)"/2 

οο 

2 

/р"“1 ехр {—%—} dp 
0 

C = 

2 

B последния интеграл след CMAHATA и = 82— получаваме 

(27)"/2 

2п/2-1Г (Е) | 

2 

C = 
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Оттук и от (5) окончателно намираме 

п __/_’i „) 
8 е(0) а (_) 

2 

0 B противен случай. 

при p > 0, 

Тъй xaTo 
Л 

Ра = РПС <z} =P{xn <Vz}= /fxn (p)dp, 
0 

ι! 

10 32 Да (#) = ‘(%:‘Fx?. (z) получаваме : 1\ 

gn/2—1e=2/2 
еие прит > 0, 

™ ай) τ ὐ 2 (5) 
0 при £ £0. 

Ако сравним (1) и (7), веднага се вижда, че 2() =T (%,2), 

т. е. у2-разпределението е специален случай na Г-разпределение. 

Тогава Εχ -пи Ὠχξ = 2n. 

3. Разпределение на Стюдънт (#-разпределение). Така се 

нарича разпределението на случайната величина 

ξ 
- е# 

, 

ς ; 

n ( 
и 

където £ и ( са независими случайни величини, £eMO,1), Cex?(n). ", 
I 

¢ 

Torasa 38 случайната величина Т се казва, че има 1-разпределе- | 

ние с п степени на свобода и се означава Т € #(п). у 
а 
Н 
Де 

Ако означим ἢ = S o Ж от (6), аналогично на (7), полу- у 
С " 

"’."1 ех -Ш 2 n . 
ψ Ρ 2 2 

—_— - - --.--- приу>0, 

0 opu ψ £0. 

чаваме 
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Тогава. съвместната плътност на & и ( ще бъде 

fen(@,y) = fe(@) f(y) = 

п/2 

40 (9) 2 =1 ехр {— £t ny? } при -00<2<о00, y>0, - Y 2 

“() 
0 B противен случай, ” 

За трансформацията ἐ = -;ἶ, s=y (τ. е. т =ts, у = в) лесно се 

Az, y) вижда, че якобианът е = в. Тогава по теорема 1.1 от (9) a(t, s) 
получаваме 

0 (n)nfi 

Frin(t,8) = fen(ts, s)s = —2L__ $2(82 +n2)} s"exp{— 
n 2 

| ν27ΓΓ (Ξ) 

при ~00 < # < оо, в > Ои /т.„(6,8) =0 в противен случай. Оттук 
за маргиналната плътност на Т намираме 

+1 
r (ЕТ) ( t2) —(n+1)/2 

(10) #9 = / fralt,s)ds = — 2t (14 £ зате Ηϊ, 
: r(3) 

п 
пл 

2 

При n = 1 разпределението 1(1) е известно като разпределение 
на Коши. 

Не е трудно да се покаже, че математическото очакване на 
T € t(n) съществува при п 22 и ЕТ = 0, а дисперсията съществу- 

п 

n-—2 
Β прип2>Зи ОТ = 

4. Разпределение на Снедекор-Фишер (Е-разпределение). 
Така. се нарича разпределението на случайната величина 

ξ 
т 

ς:ἶν 

п 
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където Е и 7) са независими случайни величини, £ € x2(m), n€ x%(n). 
Означава се ( € F(m,n) и се казва, че има Е-разпределение с т 
и п степени на свобода.. 

От (Т) следва, че съвместната плътност на ξ U ἢ € 

т 

() ) e =) 
(1) fen(zy)= npu 2,y > 0, 

i (3)r(3) 2 2 

0 при 2,y Ξ0. 

Разглеждаме трансформацията 

и=Ш, v=y & x=w, у-и, 
ту п 

д(2,у m 

Blu,v) = 7! Тогава οἹ (11) по теорема 1.1 якобианът на която е 

получаваме 

т т 
f(m(u’ v) = Г (‘;'U/U, ’U) -;;v 

т0/2 | 

(Ш) um/2-—-1 , 

Ξ A exp {-ἔ (1 + Ш) } U(’n+")/2"1 | 

д(т+)/2Г (Ш) r (Е) п а 

2 2 “ 

πρα u,v > 0 u Κιηί(ω,υ) =0 в противен случай. ш 
Оттук 38 маргиналната плътност на ( при и > 0 получаваме 1' 

" 
κω-Ξ / κ ί, 40 

1 ти : 
В последния интеграл чрез смяната # = Ξυ 1+ --- | и като се 

п | 
използва представянето на Г-функцията, се получава окончателно |, 

Ш п 

m2n21‘(m;") m m+n 

(12) fow) = T(—m-)—r—(-:)— 27 i 
2 2 

u? (mu+n) 2 3a u > 0, 

0 33 ὦ S 0. 
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Не e трудно да се покаже, че математическото очакване на, 
n . 

n—2 

Поради шуироката им употреба B практиката (което е показано 

пъв втората част на книгата) разпределенията Х2 , и Е са подроб- 

πὸ табулирани. Част ΟἹ най-често употребяваните квантили на 

тези разпределения са приведени в таблиците на края на книгата. 

ζε F(m,n) съществува при п 23 и E¢ = 

5. В-разпределение. 

Дефиниция 2. Ще казваме, че случайната величина (С uma B- 

пазпределение (четем „бета-разпределение“) ¢ napamempu р > 0 ч 

( > 0, ако uma плетност 

аР71(| - 1)71 

(13) fe(z) = B(p,q) 
0 в противен случай, 

га 0<5251, 

квдето 
1 

B(p,q) = / еа ау = Р)Р) 

0 

в познатата от анализа бета-функция на Ойлер. 

Не е трудно да се пресметне, че 

=P - P Ν 
(14) Ἐς - p+q’ D¢ p+9*p+q+1) 

Задачи 

1. Докажете формулите (1.16) и (1.17). 

2. Нека. 
4ху заб<1<1, 0<y<1, 

Да) = 0 B противен случай. 

Покажете, че съвместната. плътност на случайните величини (2 и 12 е 

1 заб<и<1, 0<и<1, 

0 B противен случай. 
f{z,nz (u,v) = { 

3. Hexa fe',,(:c, у) е съвместната плътност Ha « и 7. Hamepere плътността 

на случайната величина = § - 1. 
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4. Нека 
3z за0б«<2<1, 0<у<1, Да) { 
0 B противен случай, 

Покажете, че плътността на ( =€ — 7N € 

3а - 22) 
—_—— 3a0<z2<1 

fe(2) = 2 ' 
0 B противен случай. 

Б. Случайните величини £, и ( имат съвместна плътност 

ехр(-(2 +У+ Е заа >0, у>0, 2>0 
fg,mq(z,y,z)={0 { ( )} ν Y ῃ ᾽ 

в противен случай. 

1 
Покажете, че случайната величина U = Ξ(ξ Ἕη + ¢{) има плътност 

27 2 
Fulu) = —é-u exp(—3u) 3au >0, 

0 B противен случай. 

6. Нека Е € Bi(n,p) ит € Bi(m,p) са независими случайни величини, 

Пока»жете, че Е +n = ( € Bi(n +т,р). 

7. Нека Е € Po(A1) ип € Ра(Аз) ca независими случайни величини, Пока» 

жете, че Е +1) -- 6 € Ро(А + λ2). 

8. Нека Е и ἢ са независими и еднакво разпределени случайни величини 

с плътност 

Ζ 
- 20 14) = ехр( θ) 3az20, 

0 B противен случай. 

Докажете, че плътността на случайната величина ( = ξ τ ῆ има следния вид: 

/) = хехр (-Ξ) за 220, 

0 B противен случай, 

9. При хвърляне на зар са се паднали им точки., След това зарът се 

хвърля и пъти. Да означим с т) сумата, от точките при тези и хвърляния. 

Покажете, че En = -Ξ9- 

10. Докажете, че 

D¢ =E{D({|n)} + D{E[n)} 

11. Случайните величини £, £2 и €3 ca независими и ; € N(0,1),i =1,2,3. 

а + 6263 

Ле 
Упзтеане. Намерете условната плътност на 1) при условие, че е фикси- 

рана ξβ. 

Покажете, че случайната величина 1) = има плътностипЕ Л (0, 1), 
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Шеста глава 

Аналитичен апарат 
на теория на вероятностите 

§ 1. Пораждащи функции 

Наред с реални случайни величини можем да разглеждаме и 
комплексни случайни величини ((w) = €(w) + ἑη(ω), където Еи ἢ 
тщ реални случайни величини. Всичко доказано за реални слу- 
чайни величини ΠῸ очевиден начин се пренася за комплексни слу- 
чиайни величини, например Εἰς = Ef - Ε. Случайните величини 
(ι =& τ иО = & + йр са независими, ако са независими 
вокторите (21,74) и (&2,%2). При това директно се проверява, че 

Εζι ¢ = Ἐ ΕἸζ2, n 1. 1. 
В този naparpad ще изучаваме дискретни случайни величини, 

Присмащи цели неотрицателни стойности, T. €. 

() p=P{{=k}, Y p=1 
k=0 

Целочислените разпределения (1) лесно се изучават с помощ- 
T™ на пораждащи (производящи) функции, които се дефинират IO 
гледния начин: 

οο 

(2) he(s) < Ἐξ8ξ =Y p,s". 

Редът (2) e абсолютно сходящ при |4| £ 1, тъй като 

(3) ||ῖε(8)| Ξ ΣῬΠΙΒΙ" Ξ ΣΡπ =1= h£(1)1 
n=0 n=0 

1 е. he(s) e аналитична функция B единичния кръг. Тъй като 

(4) ра = 
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между разпределенията (1) и пораждащите функции (2) същесте 

вува взаимноеднозначно съответствие. 

В интервала [0, 1) пораждащата функция Л. () и всичките й про- 

изводни hék‘)(s), k=12, ..., са неотрицателни, ненамаляващи и 

изпъкнали функции (фиг. 11), тъй като при 0 58 51 е изпълнено 

(5) h(k) (s) = ἓ 'n,(n - 1) ... (n —k+ 1)pnsn—la ζ 0. 

n=k 

1 

Фиг. 1 

Ако при в > 1 пораждащата функция he(s) не е дефинирана, , 

производните й при § = 1 се определят като леви производни, т. €. ! 

<'°)(1)-11m———-—-——— k=1,2,... 
stl 1-8 

При това, ако 

οο ! 

(6) ть - Уя -- 1).:: ( -- В + Ἰ)ρη. < o0, 
n=k 

то по теоремата Ha Абел при 8 T 1 имаме lim hgk) (s) = hék)(l) = Mg, 

където съгласно (6) e изпълнено ту = Εἰξ(ξ -- 1)... (ξ -- 5.-Ἐ 1)} и 
пу се нарича k-mu ?mcmopua/ze'u момент. 

Тъй като от BE® < оо, съгласно (4.5.9), следва Εξ < oo 38 

всички т < k, то факториалният момент ту е също краен, защото 

се изразява линейно чрез моментите EL™, т k. Специално 

(7) Ἐξ < т = h(1), 
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(8) D¢ =mg +my -т = (1) + k(1) - [AL(1)]%. 

Пример 1. Нека < € Bi(n,p). Torasa 

LA 
he(s) = (k)pkq""“sk = (ps - 4)", 

k=0 

he(s) =np(ps + 4)5 , h{(s) = n(n - 1)p?(ps + q)"2, 
пу = hg(1) τ πρ τ Ἐξξ, my = h¢(1) = n(n - 1)p* = Ἐξ(ξ - 1), 

D¢ - πίη — 1)p* + np — (np)? = npq. 

ITpumep 2. Нека ἡ € Po()\). Torasa 

οο - п 
e A Ν h,,(s) < Σ : τ 8П = eA(s 1)’ 

n=0 " 

() = XM=, RlI(s) = ге) 
Εξτλ, ЕА +А-А -А. 

Пример 3. Нека С € С(р). Тогава 

οο 

Р he(s) = “8 = () ξ:οα το ε' 

hi(s) = —24 ка) = 2P 
T (T - )5 ς ( -- 4)2 

4 242 φ 9” ¢ EC—— DC—'%—I--‘—(—) = —, 
Р P В р2 

Теорема 1 (мултипликативно свойство). Ако &1, ..., &, са 
независими случайни величини с пораждащи функции he, (з), квде- 
mok=1,2,...,n, то за пораждащата функция на тяхната сума 
) ΞΞ ре & имаме 

п 

(9) hs,(s) = ( heu(s). 
k=1 

Доказателство. Тъй като &1, ..., £, ca независими случайни Be- 
личини, TO по следствие 2.6.1 случайните величини 881, 582, .. gén 
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са също независими. Тогава от мултипликативното свойство на 

математическото очакване (вж. (4.4.2)) получаваме 
n 

EsSh = EgftHéettén = Egbt ... sén = П Esé, 

k=1 

KOETO е еквивалентно Ha (9). 
Ако Е и ἢ 68 независими случайни величини с разпределения 

Рь = Ρίξ =k} и 4ь = P{n = k}, разпределението на тяхната сума 
се дефинира по формулата за пълната вероятност 

(10) τ Ξ-Ρίξ η Ξ } τ δ P{{=kP{n=n—k}=> ре 
k=0 k=0 

и, както 3HaeM ΟἹ 8 5.1, се нарича композиция на {ρκᾺ} и {q} (вж. 
(5.1.12)). 

Сега ще покажем как теорема 1 позволява да се намери компо- 
зицията. Η разпределения, без да се прибягва A0 сложни формули 
от типа на (10). 

Пример 4. Ot равенствата 

(ρ8 + а)”(ра + 4) = (ра + )" 
следва, че композицията на две разпределения Bi(n,p) и Bi(m,p) 
е пак биномно разпределена -- Bi(n + m,p). 

Пример 5. От 

ελίθ--1) guls=1) <. o(A+u)(s-1) 

следва, че композицията на две поасонови разпределения Ро(А) и 
Ро(и) е пак поасоново разпределена -- Ρο(λ + u). 

ц 
Пример 6. В схемата на Бернули да означим с („ броя на 

опитите до г-тия успех. Тогава, както знаем от 8 3.2, случайната 

величина (| е геометрично разпределена, т.е. ᾧ € G(p). Не e 
трудно да се съобрази, че („ може да се представи като сума . 

(11) G=r=14+&4+-+&, | 

където {ξ,} са независими и еднакво разпределени (като ( OT при- . 
мер 3) случайни величини (& се интерпретира като брой на опи- 

тите между (k - 1)-вия и А-тия успех). Тогава от пример 3 и от 
равенствата (9) и (11) следва | 

(12) ме) = 22 
(1—gs)™ 
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Като разложим (12) в степенен ред, получаваме 

(13) к) ня ()ъ 
Тъй като 

(Ἴ)(-υκ - се - (Се 
е . 

o - Yk 
Δ! - Ον-Η;-Ι’ 

от (13) следва 

οο οο 

ἧς, (8) =p" Σ Се ааа =p ¥ тт 
k=0 7ΞΞ - ἢ]ἢ 

т.е. 

(14) Ρίζ 1)е С j=r—1,rr+1,... 

Понякога вместо (11) се разглежда случайната величина, 
Пе = ¢ — 7+ 1, която очевидно е броят на неуспехите, предшест- 
ващи г-тия успех. Тогава от (14) следва 

(15) P{(,=k}=Ct ,_ip'd", k=0,1,2, ... 
3a ἢν ¢ (15) ще казваме, че има отринателно биномно разпре- 

деление, което ще бележим 7, € NB(r,p). 

Теорема 2. Нека <)) са nesasucumu и еднакво разпределени слу- 
чайни величини с пораждаща функция he(s) чи е независима om тят 
цслочислена случайна величина с пораждаща функция h,(s). Тогава 
пораждащата функция ча сумата G, = а + + & om случаен брой 
случайни величини се определя от суперпозицията 

(16) he, () = by (he(s)). 
Доказателство. 3a да npecmernem he, (s) = Es, ще използва- 

ме теорема 5.3.1. Тъй kaTo по Teopema 1 

E(SCV IV - n) = Egfit+én ς [}ιξ(ε)]", 

or (5.3.5) и (5.3.6) намираме 

Es‘ = B{B(s | 1)} = Elh(s)]" = hy (he(s), 
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TBOTO на пораждащите фУНКЦИИ и множеството на целочислените разпределения. 

Теорема 3 (теорема за непрекъснатост). Нека &, &,, ... е ре- дица от целочислени случайни величини с разпределения 

Ῥε(η) =Plen=k}, Σ pym)=1, 
k=0 

U csomeemny пораждащи функции 

o0 

hn(s) = Estr = Zpk(n)sk, n=12 ... 
k=0 

3a да 630e usnsaneno npu есяко k=0, 1, .., 
17 lim pp(n) = Drs 

n~+00 

Доказателство. Heobrodumocm, Нека e изпълнено (17). За 
N € всяко € > 0 u |) < 1 съществува Ν = N(e,s), така че ! 5 < 3 

От (17) следва, че при така избраното N съществува 719, такова 
€ че при 7 по имаме ре (т) -- а| < Ν при Е -0,1,..., У -1. Тогава 

при |s| < 1 ΟἹ неравенствата 

Т() = #(#)1< 3 ρμ(π) -- } 
k=0 

N-1 οο М-1 |8|Ν 
κ 5 Σ ἰρείὴ - а| τ 3 а| = З е() - ра| + T k=0 k=N k=0 

получаваме (Л() - h(s)| < ε, което доказва (18) за || < 1. 
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Достатачност. Нека e в сила (18). Да допуснем, че (17) не 
е вярно. Тъй като 05 ру(п) 51 38 всички k и n, то могат да се 

намерят две подредици {n;} и {m,}, такива че py(n;) — р и 
Nn{—+00 

pr(m,) — Dk, за всяко k=0, 1, 2, ..., и поне 38 едно # да имаме 
τ ν.- οο 

Рь # Di, т. е. {Pr} и {Pr} да не съвпадат. Това може да се докаже 
по диагоналния принцип на Кантор. Ot 0<р.(п) 51 следва, че 

можем да изберем такава сходяща подредица {no}, че ро(по) -> Do 
при по -> 00. Разглеждаме редицата {p;(ng)} и избираме подреди- 

ца {n;}, за която р((т ) = Я при т - οο. Но тогава и po(n1) -> Р0 

при Πὶ — 00. Аналогично избираме подредица (по ) от {n,}, така- 
ва че р.(по) — P2 при по — 00, ит. н. По този начин се показва, че 

за всяко + съществува подредица {n;}, такава че pg(n;) -> ὅᾳ при 
n; = 00 38 всички k Ξ . Аналогично се разсъждава 38 подредицата 
{m,}. Следователно от доказаната необходимост ще имаме 

οο 

: -7 Ν “- κ 
„Ш н (s) < h(s) = kE_o Prs’, 

οο 

. VAN P mlrlgloo Н (8) = h(s) = Z%pks , 

за |s| < 1, като Я(8) # h(s) при |s| < 1. Ho or (18) umane 

lim hy,(s) = h(s) 
пефсо 

при 058 < 1 и следователно h(s) = h(s) = h(s). Тъй като функ- 

циите h(s), Tz(s) са аналитични, оттук следва, че ἶι(ε) ΞΞ Ἡ(ε) при 
|81 < 1. Полученото противоречие показва, че нашето допускане 
не е вярно, което доказва (17). 

Забележка 1. Всъщност доказахме по-силен вариант 
на Teopema 1, а именно, че от (17) следва (18) 38 [9] < 1, а (17) 
следва. от (18) при s € U, където U e подмножество на единичния 

кръг с точка на сгъстяване. Втъв формулировката на теорема 1 

фигурира U = [0,1). 

Забележка 2. Тъй kato 0<pr(n) < 1, 38 техните граници 
имаме 0 < р <1. От друга страна, за всяко ХУ < 00 прип — 00 € B 
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сила 

N N 

12 pe(n) =) р 
k=0 k=0 

и следователно Σ рь 5 1. 38 да бъде изпълнено Σ Юу =1, трябва 
k=0 k=0 

да се поиска допълнителното условие h(l) =1, т. е. (18) да бъде 
изпълнено и при 8 = 1. 

Забележка 3. Тъй като Е («) τ Ρ(ξ, < а) =Y pr(n) и 
<е 

Е(а) - Σ ра = РДЕ < 2}, 10 (17) е еквивалентно на 
κά 

(19) lim F,(z) = Е(а) 
n—00 

BLB всички точки Ha непрекъснатост Ha F(z). B 1031 случай каз- 
d 

BaMe, 46 &, клони по разпределение към &, и означаваме &, — . 
По-подробно с тази и други видове сходимости ще се залознаем 

в седма глава, 

Нека случайният вектор 1):- (А;...,6;) с целочислени неотрица- 

телни компоненти &, 4 = 1,...,k, има разпределение ра -Р(1-а), 
където а = (0, ..., ац) са възможните стойности на вектора 1). 
Многомерна пораждаща функция се дефинира по следния начин: 

(20) μηίδι, ..., в) = Ἐ481} ...sk k1= Σρα . 

Многомерните пораждащи функции имат свойства, аналогични 

на едномерните пораждащи функции. От тях лесно се пресмятат 

смесените факториални моменти. Например 

еН(е . 8 
Ε{ξΙ ---ξ!σ} Ξ ἕξἵἷ..ὃἑἳ,ςει) 

Пример 7. Полиномното разпределение 

k k nl 
Р[С-а]--т--д-,т cept, Y ai=n, Y »ι Ξ Ὶ 

i=1 =1 

има пораждаща функция he(sy, ..., 8) = (р181 Ἔ + рьз.)”. 
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8 2. Трансформации на Лаплас - Стилтес 
«. 

Бато аналог на пораждащите функции 33 произволни неотри- 
цателни случайни величини служат трансформациите Ha Лаплас 
- Стилтес: 

οο 

е0)) =Be = [ eedR ), 
o 

дефинирани при Вел 20 (B частност mpu A 2 0). 

Лема 1. Hexa ( - Е + i1, кедето Е|| < oo и Е|)| < οο. Tozasa 

() [E¢] ΞΈΙςΙ. 

Доказателство. Ще разгледаме първо случая, където ( взема 
краен брой стойности #к =i + Фук с вероятности рь - E{( = 2}, 
k=1, ..., п. Тогава 

(2) |а Ξ |У (e + ув)ра| < У |е юк = Е 
k=1 k=1 

B общия случай {=£t—€~, ἡΞε η Ὑ- - и съществуват елементар- 
ни случайни величини ( 1СЕ, 1 14Е, такива че ба- ξ - €7 - ξ, 
а е1 — 0, -ὸ . Следовалелно &, + й = ба = (Си B¢, — ЕС. 

От друга страна, 

Ιςπἱξιξπἱ + Ιηπι Ξ ξ;ἴ + &, +771T +ПЕ §€+ Ἐξ +77+ +n Ξ |ξ| + |77| 

Оттук mo Teopemara на ®ary — Jleber получаваме E|(,| = E|¢|. 
Тъй като or (2) umame |E(,| < E|(,|, като извърщим граничен npe- 
ход при п — 00, получаваме (1). 

Ot лема 1 следва, че при Вел> 0 

е( = |Ee™| < Е|е72 | <1, 
като (0) = 1. 

Ако Е е целочислена. случайна величина, Τ. €. 
οο 

Ρίξ - Е) < рь, #р Ξ Ί, 
k=0 

ἸῸ 
οο 

φε(λ) = Be™ = Σ рае = he(e™), 
k=0 
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т.е. трансформацията на Лаплас - Стилтес се получава от по- | 
раждащата функция чрез смяната в = е-А, С това се обяснява и | голямото сходство между техните свойства. 

Например, ако Е и ἢ са независими неотрицателни случайни величини, то 

ек() = Be еРИ = B(e ὁπλη) 
= Ве Ве = φε(λ)ρη(λ), 

KOeTO е аналог Ha Teopema 1.1, 
Ot (5.1.10) знаем, че B този случай 

(3) 

Ее) = [ ве - ar, o). 
0 

Мултипликативното свойство (3) дава възможност да се на-. “ мират композиции на разпределения, без да се използва горната “, 
сложна формула. 

Пример 1. Нека ξ € Еза(0), т.е. Fe(x)=1-¢e%/% #2>0, 0>0. 
i 

Torasa при A >0 
| | 

| 
Ϊ 

οο 

@ φρ)ε ееа) 
0 

1 
θ 

7 1 —-Az—x/0 3, = . [ 
/ е Ф у 
0 

Ot дефиницията на φε(λ), като диференцираме формално под 
знака Ha интеграла при А > 0, получаваме Ν 

οο 

(5) U0 = ве) = [ eearary (o) 
0 

Всъщност равенството в (5) e напълно законно, тъй като С = €"e™M e ограничена случайна величина. По reopemara на | 
Фату - Лебег следва, че EL™ съществува тогава и само тогава, | 
когато съществува φἕ") (0) < lim φἕ")(λ) при A | 0. В този случай, | 
ако E¢" < o0, то 

(6) E¢" = (-1)"¢{" (0). 
B частност Ἐδ = -фе(0), ЕС2 = 26 (0). 
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Следващата теорема показва, че аналогично на пораждащите 
функции трансформацията (1) възстановява напълно функцията 
на разпределение. : 

Теорема 1. На различни неотрицателни разпределения свот- 
нетстват различни трансформации на Janaac - Стилтес. При mo- 
на 838 всички точки NG непреквснатост на функцията на разпреде- 
ление Е.(т) e вярна следната формула за обрещане: 

Ш МЕ 

(7) Fe(z) = lim У ἔ-ἓ)-ῳἓ’“)(λ). 
A—=00 

k< 

Следващата Teopema e аналог на TEOPEMATA 33 непрекъснатост 
на пораждащите функции (Teopema 1.3). 

Теорема 2 (теорема за непрекъснатост). Нека 
οο οο 

„() = / e “ава(«), () = / e dF (z) 
0 0 

са трансформациите на Лаплас - Стилтес за неотрицателните 
случайни величини {€,} u &, т. е. 

Fo(z)=Pl{én <z}, n=1,2,..., F(z)= P{¢ < z}. 

Tozasa npu А > 0 umame lim φῃί(λ)ὶ = φ(λ) mozaea и camo mozaea, 
n—o00 

когато Ш F,(z) = F(z) в точките ὰ nenpexscnamocm на F(z). 
n—o0 

Пример 2. Нека &, ..., §, са независими експоненциално раз- 
пределени случайни величини, T. е. & € Β (θ), k=1, ..., n. Нека 
φι(λ) = Ee™ , където (= & +е + .. Съгласно (3) и (4) при 
А > Ое изпълнено 

(8) φῃί(λ) τ ( + дА)””. 

Ot друга страна, непосредствено се проверява, че 

аП о-е/д 9 - ς Σ (9) f(2) Ty z20, 

¢ плътност на разпределение и при A > 0 

οο 

(10) / e~ ξ(α)άς = (14 0А)7”. 
0 
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Стъотношенията (8) - (10) показват, че случайната величина 
Са има плътност {(5). За („ се казва, че има разпределение на 
Ерланг, което от своя страна е частен случай на Г-разпределение. - 
Oznauasa се (, € I'(n, 6). 

8 3. Характеристични функции 

Аналог на пораждащите функции и на трансформациите на 
Лаплас - Стилтес за произволни случайни величини £ са Ὑ. нар. 
характеристични функции 

οο 

() velt) =Be = [ etedri(a), 
—00 

дефинирани за ἐ € R!, където i = /—1. Понякога (1) се нарича 
трансформация на Фурие — Стилтес. Очевидно характеристични- 
те функции са дефинирани за всяко реално i, тъй като подинтег- 

ралната случайна величина 

(2) et = costf + ἐ 8 16 

е ограничена. В частност от (2) следва представянето 

οο οο 

(3) ψε(ῦ = / сов 14 Р («) + i / sin tzdFe(z) = Е сов #6 + iEsint¢. 

-0 -00 

От (1) и (3) се вижда, че характеристичната функция € комп- 
лексна функция от реален аргумент, при това реалната й часте . 
четна, а имагинерната — нечетна функция. 

Съгласно лема 2.1 от (1) следва, че 

(4) [ψε()} SEle®| =1 и ψεί0) =1 
Да отбележим, че ако ξ € целочислена случайна величина, T. €. 

οο 

e РДЕ =k}, :‘: pr=1, 10 
0 

o0 

ψξ(ῖ) = Ке = Zpkeitk = he(e'.‘t), . 

k=0 
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т. е. характеристичната функция получаваме ΟἹ пораждащата, ка- 
то положим 8 = е6 , което обяснява сходството между двете функ- 
K. 

Аналогично, axo £20 и φε(λ) = Ee™ e трансформацията на 
Лаплас — Стилтес, то 

οο 

Ye(t) = / еаЕ («) = pe(—it), 
0 

T. е. характеристичната функция се получава OT трансформация- 

та на Лаплас - Стилтес чрез полагането А = —it, 
Ако случайната величина ξ има плътност фе(+т), от (1) следва 

οο 

5 ve) = [ «“ o), 
-0 

T. е. B този случай характеристичната функция e добре познатата 
0T анализа трансформация на Фурие. 

Аналогично на (1.9) и (2.3) е в сила мултипликативното свойс- 
TBO при независими случайни величини &, ..., &, : 

Фе (ἢ) = Ве) 

(6) п n | n 
- Е П ейвв = П Eeitéh = П e, (). 

k=1 k=1 k=1 

Следователно на композицията OT функции на разпределение 
(вж. § 5.1) се съпоставя произведение на съответните характерис- 
тични функции. Тъй като съответствието между функциите на 
разпределение и характеристичните функции е взаимноеднознач- 
по (това ще бъде доказано в следващата глава), то (6) позволява 
да се избягват сложните формули за композиция като (5.1.9). 

В частност, ако а и b са константи и ἢ = аб + b, то 

(7) ψη() = Же) - ер (αἢ). 

По-нататък ще използваме следното помощно твърдение: 

Лема 1. За всяко ἐ € R и за всяко цяло п Σ Ἐ ев сила неравен- 
ството 

(8) et — ἓ ЗА < Ш 1 ΠΗ 2 k! n! 

143



Доказателство. При п - 1 получаваме директно 

ἐ [ε 

|“ -- 1] = / «“4| < / 1е 4е = [ἢ. 
0 | 

Да допуснем, че неравенството (8) е в сила за някакво п >1. То- 
гава ! 

μ ππὶ,. ἐ Н 4 # “ t'n.+1 \ 

E(z) /(e "Σ(ἷ!) )d“’ 50/%(1”=(т|ъ|+1)!* 
k=0 0 k=0 

което доказва (8) no индукция. 

Теорема 1. Всяка характеристична фунюция ψε(), дефринирана | 
Ц 

с (1), е равномерно непреквсната по t € ВА2. ! 

Доказателство. Тъй като Р||) 5 «) = F(z) - Е(-а) - 1 при 
2 -> 00, TO 38 BCAKO € > () съществува Lo, такова че 

(9) P(4) = P{l¢|Sm} 21~ 5. 
Torasa, като използваме (8), npu n = 1 получаваме 

'ψε( + ) - че(0 = ейе -- 1) 
SE[e™ - 1|14 + Ele?™ - Ц 

< |W|EJ€|1a + 2EL; < |h|zo + 2P(A). . | 
Е 

Оттук, като положим § = ς И използваме (9), следва, че 
ΧΌ 

[ψεί(ἐ + Я) - 1е (0)| < € при |h| < §, което доказва теоремата. 

Теорема 2. Axo Е|6“!| < о0, то сощестевуват всички производни 
при Е <п, като : 

(10) “09(0) = е“ 
ийиев cuna представ.янето 

) ψε =Y 0 ве + R, o), 
k=0 

xademo R, (t) = o(t") npu ἑ — οο. 
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Доказателство. Ot неравенството |4| < |z|” + 1 при k < п след- 
па Е|4|“ < Е|4" +1 < оо. | 

От друга страна, като диференцираме формално (1), получа- 

ваме 

οο 

(12) щтц=фщ%щ=т/3%тшщщ 
-0 

откъдето npu ¢ = 0 намираме (10). 
38 да обосновем (12), ще разсъждаваме по индукция. Hexa 

(12) e вярно при k < n. Тогава 

PP+ ) - 2 (1) Μξ( Ν 1) 

h ’ 
((13) = жее - 

Тъй като ot (8) следват 

gheité e -1 
н |§|¢|’°+1 и Е < oo, 

по теоремата η Фату - Лебег можем да извършим граничен пре- 

ход под знака на математическото очакване в (13) при Л - 0. 
Следователно (12) е вярно при Е + 1. 

Като имаме предвид (10), всъщност (11) е теилоровото разви- 
тис на ¢ (t) около точката ἐ = 0, където 38 оценката на остатъчния 

член В„(#) получаваме 

Е (ещ Ν ἑ (ΐξσξ')’“) 

, #6)6 
Нека ς = е - 5 (е) . Тогава от лема 1 намираме оценките 

(14)  |ва(2)| = =~ (ἐἐξ)} 
᾽ξξω 

k=0 k! 

|ζ|( |ὑξ|"΄Η 

+ъ 
-1 

κ| Ξ e,-tg__’fz (ἐ4ξ)}}} | „ 216 
= : н Р 
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1 А 

Оттук и от (14), като въведем събитието A = {|¢| < N}, полу- , 
чаваме 

<шШшШш ϑ ..."-Η n+1 |f|" nr_ ι ΠΌ S o B T+ 2Bl 
(15) n+1 „ F 

... Nn+1 ... /lfl)'ndF( ) , 

Ξ (n +1)! π' и 
N . 

Тъй като Р(А) = Р(|5| 2 У) = 0 при N —= 00, то за всяко € > 0 : 

съществува такова N, че Е|5” Г < Ξ Да положим § = %-':JPT& ξ 

п 

Тогава от (15) следва, че при | < 6 имаме [Πμ(}} < Ll €, което 
n! 

доказва теоремата.. 
Както при пораждащите функции и преобразуванията на Лап- 

лас - Стилтес съответствието между характеристичните функции 
и функциите на разпределение е взаимноеднозначно и взаимнонеп- ' 
рекъснато. Доказалтелството Ha този факт ще отложим 38 следва- 
щата глава, а сега ще разгледаме някои примери. 

Пример 1. Характеристичната функция на изродено разпре- 
деление P{& = C} =1 e ψε() = е““. 

Пример 2. Ακο ξ € N(0,1), то 

(16) Е τεξξ /(Costm) " |2ά.τ-4---- /(чшш пе а 

тъй като подинтегралната функция в имагинерната част е нечет- 
на. 

Диференцирайки (16) по t, получаваме 
οο 

u'(t) = —\/—% / a(sintz)e™® /2dz. 

ποο 
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Оттук, като интегрираме по части, намираме 

οο 

' βίη а 2а |е ἑ 222 
4) = те —— сов8 24)е de = —tu(t). W) = ἐ Ξ е [ (costa)e™ а = ~tu(t 

-0 

Решаваме това уравнение при начално условие u(0) = 1: 

(17) #(0) = u(t) = εὐ /2, 
B общия случай, когато 1) € N(a,0?), от = а + a no свойство 

(7) следва 

242 
(18) 10 () = exp {ita - f_z_f_} . 

Пример 3. При ξ Ε U(a,b) имаме 

1 b #6 а 
< # . & 7е (19 ме) = g [ oo = TS, 

а 

откъдето при а = --ο, ф = с получаваме 

(sin¢c) 
t) = . (20 ψείη = В 

Теорема 3. Ако случайната величина Е е симетрична (т. е. Е 
и -Е са еднакво разпределени), то P¢(t) е четна ч реална функция. 

Доказателство. За произволна случайна величина ἢ € в сила 

(21) 1(0) = Бейп = Бе) = Ee™" = ¢, (~t). 

Ot симетричността Ha ξ се получава 

(22) ψε(ἢ = Ee™ = Ee™ ™4 = g (—1). 

От (21) и (22) следва, че ¢ (t) = ͵ ψε(--ὃ) = ¥ (t), което moxaspa 
теоремата. 

Съотношенията (17) и (20) илюстрират добре теорема 3. 
Нека случайният вектор ¢ = (&1, ..., &) има многомерна фун- 

кция на разпределение ᾽ 

(23) Ἐς(α) =P{& <z, ..., & < гь) 
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където X = (#1, ..., 24) Е В“. Многомерна характеристична функ- 
ция на случайния вектор ( наричаме 

(24) () = Ve, (б5.-- Б) = ЕКО = / e аЕ (z), 
НА 

в 
където Е = (ἐ:, ..., #.), (t,0) = У tnénm. 

1 Пъе 

Многомерните характеристични функции имат свойства aHa- 
логични на едномерните характеристични функции: 

1) при всички ЕЕ R* имаме [ῴς(ἐ)} £1 и 1(0) = 1; 

2) характеристичната функция ᾧς () е равномерно непрекъсна- 
та по t € RF; 

3) характеристичната функция на вектора (а,...,бт) при 
т < Е се получава от (24) чрез полагането 

ψξι,...,ξ...(ΐὕ .. tm) = фЕьт»Ем(И: .. by 0, ..., 0); . 

4) ечее (Т) = Фе .. в (Ту ..е Т) за всяко т € R13 ; 
5) по характеристичната функция (24) еднозначно се възста- 

новява функцията на разпределение (23); 
1 

6) 38 независимостта на случайните величини &, ..., & е не-" 
обходимо и достатъчно условието 

(25) 
k 

ει οο ει ( ooy в) = П “е (tm); 
т1 , 

Т) ако смесените моменти Ma,, ..., oy = Е ,..,, ξ 5}, за Ккоито 
oy +е + ау =7, са крайни, TO 38 всички а = αἱ + - - - + ав Ly 
изпълнено 

„деф(5, ..., #) 

ῃ 
1 

Пример 4. Нека &1, ..., £ са независими нормално раззпре- 
делени случайни величини, като &y € N(am,02), т = 1 К 3 ey 
Torasa 3a многомерната. характеристична функция or (24), (:25) и 
(18) получаваме 

k k 
, 1 

(26) ψξῃ μ въ (tl, .. tk) = exp {2 Σ tnQm - '2- Σ σΞῃΐΞ"} . 

те m=1 
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Задачи 

οο 

1. Нека he(s)= 57 prps* е пораждалцата функция на случайната величина 
k=0 

{. Покажете, че 838 производящата. функция на редицата ¢ = Р(Е > п) имаме 

< . 1-h 

Докажете, че Q(1) = Εξ. 

2. Нека £ € NB(r,p), T. е. ξ има отрицателно биномно разпределение (вж. 

(1.15)). Покажете, че Εξ = ., D¢ = r_;]_ 
Р Ρ 

а 
3. Нека Εξ € Bi(n,p) и lim np, = A, 0 <А < οο. Докажете, че & — 1) 

N300 

при п — 0o, където ἡ € Ро(А). 

Ynsmeane. Използвайте теоремата за непрекъснатост — Teopema 1.3 
(сравнете този метод с теорема 3.3.1). 

4. Нека £ и 7) ca независими случайни величини, ЕЕ Ν B(n,p), пе NB(m,p). 
Докажете, че ξ +1) € NB(m + n,p). 

5. Нека {ξ.} са независими случайни величини, като ), € Ν(μ;,,σ,ξ), К 
ε} 

l,...,n. Докажете, че 3a случайната величина n= Σ ἀμξε имаме пе Νίμ, σ'ἰ), 
k=1 

п ” 

където p= Y ἀμμὲ и 02 =3 а202. 
k=1 k=1 

6. Нека ξ € Ex(0). Покажете, че Е има характеристична функция 

1 
ре (Е) = . e =15 

Ynsmeane. Интегрирайте по части. 

1 
7. Нека ξ има плътност е() = Ee"”', -00 < ¢ < oo (разпределение Ha 

Лаплас). Покажете, че характеристичната функция HA < е Pe(t) = (1+12)71, 

8. Нека ξ € I'(n,0), T. e. има разпределение на Ерланг. Покажете, че 
I8¢ Ξ ὐ D¢ τὸ μθ2. 

9. Нека £ и 7) са независими случайни величини, ξ, ἢ € N{a,0?). С по- 
мощта на характеристични функции докажете, че случайните величини Е η 
μξ - 7) ca независими. 

Ynameare. Използвайте (3.25) и (3.26). 
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1 

10. Нека {{n} и т са независими случайни величини, én € Ἐα(θ), т. 

Ρίξ, <2} -1- ехр (-Ξ) , x20, 

а T има геометрично разпределение P{r = k} = р(1- р)-1, k = 1, 

Покакете, че 38 случайната величина Sy = а ἜΠ 6 Ἔ & имаме Sy € Е« 
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Седма глава 

Сходимост на редици от случайни 
величини 

§ 1. Видове сходимост 

Навсякъде в този параграф ще предполагаме, че А, &2, ... е 

редица от случайни величини, дефинирани във вероятностното 
пространство (Ώ), , Ρ). Cera ще пристъпим към въпроса 38 изу- 

чаване на различните видове сходимост. 

Дефиниция 1. Ще казваме, че редицата {ξ,,.} е сходяща с веро- 
ятност единица или почти сигурно (п. с.) KoM случайна величина ξ, 

ако 

(1) P{nanéo ξ, =€} = P{n]il)lgo supé, = nl-l-l»%o inf&,} =1. 

Означава се &, —n—i> Е или "11-120 & Ξ ξ (P -п.с.). Да отбеле- 

жим, че (1) е еквивалентно на съотношението 

@) Ῥίω : lim ξμίω) # ξ(ω}} = 0. 
Всъщност (1) или (2) дефинират добре познатата B анализа 

сходимост почти навсякъде. 

Теорема 1. Необходимо и достатвчно условие 3G CTOOUMOCT 
почти сигурно е за всяко € > 0 да баде uansaneno 

(3) P{sup |{x — €| >) =0 при n — οο. 
kzn 

Доказателство, За г =1, 2, ... κ въведем събитията 

W A= () Пе.-а >) = int, (swp Пеа-а > 5)) 
n=1 m=n 

o0 

Очевидно A, С Ау и ( lim &, #) = |) A,. Следователно 
n—00 re=1 

P{lim & # £} = lim 1 P(4,) =0 
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тогава и само тогава, когато за всяко г 2 1 имаме P(4,) =0, т.е. . 

P{inf ( sup ]é‘m—§|>.—)}-—0 N 

n2lman 

което е еквивалентно Ha 

1 
nl_l_,rr;o\LP{’:gpnlfm ξ » : } Ξ0 

за всяко т 2 1. Последното съотношение ΟἹ своя страна е равно- 

силно на (3). 
Да отбележим, че сходимостта на случайните величини нався- 

къде, т. €. за всяко ш € (), KOATO използвахме досега, може да бъде 

заменена със сходимост почти сигурно, в частност в теоремите за ' 

монотонна сходимост под знака на интеграла, теоремата на Фату 

- Лебег и т. н. Преформулировката на всички тези резултати не 

би трябвало да затрудни особено читателя. , 

Дефиниция 2. Казваме, че редицата {&,} клони по вероятност 
ком &, ако за всяко € > 0 

(5) Ῥ{ -4|>Е)->0 при п-+оо. 

Означава се &, - ξ или lim &, т-Е(Р). : 
n—>00 

Сходимостта по BEPOATHOCT € BCLINHOCT добре познатата OT 
анализа сходимост по Msapka. С този вид CXOAMMOCT Beue се сблъс- 
кахме в трета глава (вж. (3.4.15)). 

Тъй като от ш € |л - 4| > «) следва w Е {sup [§ - 4| > €}, то 
kzn 

Р -- €| > €} ξΡ{ἷ’ζ’Ιζ |е - €| > €}, 

KOETO показва, че OT сходимост почти сигурно следва сходимост 

по вероятност. Обратното не е вярно, в което се убеждаваме от 

следния 

Контрапример 1. За вероятностното пространство (0,5,Р) 

нека Ὦ = [0,1], # =B NN, а Р е лебеговата мярка (т. е. дължи- 

; 1-1 ἐ 
ната). 38 всяко п = 1,2,... да въведем събитията A, = [ , —], 

n п 

i=1,2,...,n, и нека &,y = I(AL) са техните индикатори. 
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Да отбележим, че 

; 1 i 1 Ю) Plens=1}=P{di} ==, Ple=0}=P(@)=1-—, 
mpui=12,...,n n=12,... 

Да разгледаме редицата, 

( адр Ол ξ,21 бзаз ξ8,2. €335 - 

Не е трудно да се види, че редицата (7) клони по вероятност към 

(), тъй като 38 всяко « >0ni=1, 2,..., п or (6) получаваме 

1 
P{én;>e}=P{i=1}= - ~ 0 при n — co. 

Ot друга страна, редицата (7) има. две точки на сгъстяване 

Ои 1, т.е, п!з:(;ойпгед =0, Ji_l)réosup & = 1. Следователно (7) не e 

сходяща. 3a HUTO едно ш € [0,1], откъдето P{ li_r)n £.:=0}=0. 
n—00 

Дефиниция 3. Peduyama {ξ..} ¢ Е22 < 0o се нарича стодяща e 
средноквадратичен смисвл (Lo-cxodaua) xem случайна величина Е с 

E€? < o0, ако 

(8) Jim E(&, - <) Ξ- 0. 

Означава се limé&, = ξ или &, --ΙἶΞ-Φ ξ, 
Случайните величини +) в (2, , P), 38 които ΕἸ ξ|" < 0 (р21), 

образуват Ly-npoctpancrso с норма ||4||, = (Е|4?)/”, т. е. L,-czo- 
димост означава, че ἘΠξ,, - |Р — 0 при п --ὸ oo. 

Тъй като по неравенството на Чебишов (4.5.12) имаме 

(9) . Р - #) >} < Bl — & εΡ 

34 всяко € > 0, то (9) показва, че ΟἹ П-сходимост следва сходи- 
мост по вероятност. 

Обратното не e вярно, ΤΎΝ като ако Е|2 Р = oo, то редицата ) Σ 

1 
{€.} с общ unen &, Ξ ξ Ἐ π е сходяща дори почти сигурно. 

Пример 1. Нека v, € Bi(n,p). Тогава 

Е ш- 2=--Е(уп-ПР)2=--Вип=Щ=Ш-+0 
п п2 η п2 п 
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щ Lo 
прип — 00, т.е. . TP 

Дефиниция 4. Peduyama {ξ..} се нарича стодяща no pasnpedene- 
ние ком случайната величина §, axo 

(10) lim #() = Fe(z) 
τ } 0 

Ϊ 

888 всички точки NG непрекавснатост на функцията на разпределе- 
ние Fe(z). 

а 
Означава се £, ---> £, както вече отбелязахме при интеграл- 

ната теорема на Моавър - Лаплас (вж. (3.4.16)). Използва се 
а 

също означението Fn(r) ---> Е(т). 
Условието 32 сходимост на граничната функция в точките на | 

непрекъсналтост € съществено, както се вижда ΟἹ следния к*? 

1 п.с. у 
Пример 2. Нека Е„:-Б, n 2 1. Тогава очевидно &, — # 0 i;'; 

при п — оо. Тъй като " м 

0 при xg—:-;, . 

1 при з:>-1, | 
п 

P{é < а) = Fp(z) = 

0 mpu z£0, 
P{§<x}=F(m)={1 npu z >0, 

то lim F,(z) = F(z) при z #0 (фиг. 12). 
n—ro0 

F',,((C) F(fi) 

1 1 

Фиг. 12 
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Ot друга страна, при + = 0 имаме F,(0) =1 38 всички п 21, а 

#(0) < 0, т. е. условието за сходимост в точката Ὁ е нарушено. 

Забележка. За сходимост по разпределение има смисъл 

ὰ говорим и тогава, когато случайните величини 6, са зададени 

в различни вероятностни пространства (Ол, . Pn), което е прин- 

ципно невъзможно в дефинициите 1 - 3. Следователно изглежда 
а 

астествено, че &, — £, но няма сходимост в никакъв друг сми- 

съл. 

Теорема 2. Axo &, —-f——) &, mo &, —i—) £, m.e. om czodumocm 

по вероятност caedea стодимост по разпределение. 

Доказателство. По условие 3a всяко € > (0 при п — 00 имаме 

(11) Ρά -- ξ » ε} =P -Е < —e}+P{& -- ξ » εἹ - 0. 

Ще покажем, че от (11) следва 

(12) Τ, (α) = Ῥίξι <z} — P{{ <z} =F(2) 

за всяко т € В2, което e Touka Ha непрекъснатост на F(r). 

За всяко т € R! не e трудно да се провери директно, че 

(13) (6, < 2) С {ξ, -Е < -Е) 0Е < Ῥ ε}. 

Следователно 

(14) Ел(т) “ Ρίξ, - Е < -е) + Ε( Ἐ ε). 

Аналогично на (13) се проверява, че 

(15) {ξτιζἷἶ’}ς{ξπ"'ξ)ε}υ{ξζἷΐ'"ε}’ 

откъдето следва 

(16) ПО Ἱπ-Ερ(ὴ ΞΡίξ, --ξ >) +1- ὰ -- ε). 

Cera οὐ (14) и (16) получаваме неравенствата 

(17) Ε -- ε) -- Ρίξ, --  ;» εἸ ΞΡ,(α) Ξ Ῥίξη -- ξ < -)+ F(z Ῥ ἐ). 

Ot (11) следва, че 3a всяко в > 0 съществува такова N, че 

Ρίξ, - Е > Е) <квеи Р(6, -- ξ < -Е) < Е прип2 К. Тогава от (17) 

намираме 

(18) Ε(α - ε) -е < Ἐμ() < Е(а +) + ε. 

Нека cera & е точка на непрекъснатост на функцията F(z). То- 

гава F(z) -- ὃ < F(zx - «) и Е(а -- ε) < F(z) +6, където 6 >0me >0 
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могат да бъдат избирани произволно малки. По този начин от 
(18) при п > N получаваме ἰ 

F(z) -- ἰε +6) < Е,(«) < F(z) + £+ δ, 

което доказва (12). 
Следващият контрапример показва, че обратното на теорема 

2 твърдение не е вярно. 

Контрапример 2. Нека &, £, £, ... са независими и еднакво 
разпределени случайни величини, T. €, 

Е(а) - Ρίξ < +) - Ρίξ, <z}, по-1,2,... ) 

а 
Очевидно &, ----> . Директно се проверява, че 38 всяко € > 0) 
имаме а 

ξ Е " {25 в<-5) с ( -ἐρ } 
Следователно : 

Ρ{ξπ"ξ)ε}ζΡ{ξπὲξ’ ᾽ξ}:Ρ{ξ’ἶἓἓ}Ρ{ξ(-ξ} ь* 

ее9 
Ф 

Hexa сега F(z) = \/—-1= Ге 7 /24., Тогава от (19) получаваме 
-“ οο 

(19) 

“εἰ2 ε2 . 
1 2 : 20) Ρίέξ, -Е >)2 -τς / еф 1-——/ εὐ 2dt| ., (20) Ρίξ, -Ἔ» ε} Σ = . 

o | 

11 1 : При « -> 0 дясната страна в (20) клони към 2:5“ Ф което по- 

казва, че P{§, - £ > €} не клони към нула при п — 00, Τ. е. &, не 
клони по вероятност към £. | 

И така, доказахме верността, на следните вериги от имплика- 
ции: 

п.с. 14 d 
ξ, — =L — Σ ξ τ £ — ξ 

Ly, 
а — E= &, -)ξ 
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Сега ще покажем, че в някои случаи са верни и обратните 
импликации. 

Теорема 3. За монотонна редица от случайни величини сходи- 
мостите п. с. U по вероятност сгепадат. 

Доказателство. Нека &, 1 <. Тогава ἤη = £ - €, | 0 и за всяко 
с > 0 имаме (у 2 <) С {ηη ἃ ε}, откъдето следва 

{lim 7, 2) = ( пя 2:<). 
тп-уоо 

n=1 

Оттук веднага получаваме 

P{lim 7,2¢} = lim Ρίη Σ ε}, 
T~00 n—+00 

KOCTO доказва нашето твърдение. 

Теорема 4. Ако редица от случайни величини клони по разпре- 
Оделение KoM константа, тя € стодяща U по вероятност. 

а 
Доказателство. Нека &, ----> C, т. е. при п — 00 € изпълнено 

0 за22С, 

1 zaz>C 

за всяко #« # С. Тогава 38 всяко € > 0 имаме 

Р(6 - ΟἹ 2Е) Р(6.>С+ “) +P{& SO - “) 

-1- (С +) + Е((С - ε) ---> 1- Е(С - ε) + Е(С - ε) =0, 

което доказва теоремата. 
сР 

Teopema 5 (теорема на Слуцки). Нека £ — ΟἹ прип — 0o 
2а 5 τ 1, 2,..., k. Ако функцията g(x1, ..., #.) е непреквсната в 
точката С = (Cy, ..., Ci), mo при п — οο имаме 

а Ρ 
(21) 9( 71u-"1€:;) - 9(01,-..,Ck)~ 

Доказателство. OT условието на TeOpeMaTa следва, че за BCA- 
k0 6 > 0 и за всяко « > 0, и при достатъчно голямо п имаме 

(22) P{lg,-Ci|>8 <%, i=1,..., .. 
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Тъй като g(r) е непрекъсната в точката С, то 33 всяко εὶ > 0 
съществува б > 0, такова че |g(z) - 9(у)| < εἰ при #; - у| < & и 
ф : 1,..., k. Това означава, че ! 

k 

Π{ιε:; - Οἡ <А)с (9(6, ..., #5) - σίσι, ..., Сь)| <€} 

I{a.'ro преминем към допълнителните събития и използва.ме 

тъждествата на де Морган (1.2.1), получаваме 

По(6 ч.. &) - σίσι, ..., Са)| > €} с υ{Ιξἶι - Ci| >) 
ἐξεὶ 

Оттук и от (22) намираме 

“ 

Р.(9(63, s &) - 9(Съ, .o, Се)| >} Ξ Σ Ῥξ - Ci| >) <е 
i=1 ι 

при достатъчно големи п, което доказва (21). 

Теорема 6. Нека ( = ἔβ " ἤμ, Ὦ 1, 2,... Ако пл ΒΑ Ν 
а а 

& — Е прип - oo, то ( — . 

Доказателство. Нека + е точка Ha непрекъснатост на функция- 
та Е(«) = P{{ < z}. Да положим Ап ={&, + а < «), Βη Ξε ( | < ). 
Тъй като Ал = 4,B,, + A,B, и A, B, С B,, то 

(23) P(A, Bn) S P( n) < Р(А Вп) + Р( n)- 

Ot apyra страна, (6, <2 -- ε, а| <€} с AnBn ( {ξ) <o +e} u | 
ot (23) nonyuapame 

Ρίξ, <z --е, Ἰημ] < <) ΞΡίξ, + па < т) SP{& <z +) + Р(| 22). 

Оттук, като имаме предвид неравенството 

Ρίξ, «α -- , | <e}2P{& «« -- ΕἸ -- P{|nal 2¢}, 

получаваме 

(24) F,,(.’l:-—é:) -РП?М >5} <P{£n+77n < ξι,'} < Е„,(Ш-!-Е] +P{|77n| ξε}, 

където сме означили Е,(2) = Ῥίξ, < z}. 
Тъй като по условие P{|n,} 20} = 0 прип -+ o0, ot (24) следва “ 

Е(а - «) SimP{(, < 2} < НР {ςζ, < 2} Ξ F(z - ε). 
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Оттук при € -> (0 получаваме твърдението на теоремата, понеже + 

а точка на непрекъснатост на F(z). 

Оказва се, че ако P{|{, - §| > Е) клони към нула достатъч- 

но бързо, от сходимостта по вероятност следва сходимост почти 

сигурно. 

Теорема 7. Axo за всяко € > 0 pedsm 

(25) Y Р -- ξ >е) 
n=1 

п.с, 

е стодящ, то &, — ξ. , 

Доказателство. Като използваме свойството полуадитивност 

на вероятностните мерки, получаваме 

P{sup |6.-4| > <) - Р| | 6 -4 >е | D Р(6а-4 >е) - 0 
kzn k=n k=n 

при п — 00, тъй като редът (25) e сходящ. OTTYK съгласно (3) 

следва твърдението на TEOPEMATA. 

Дефиниция 5. Казваме, че редицата от случайни величини {ξ.} 

клони слабо KoM случайната величина §, ако за всяка ограничена U 

непреквсната функция g(z), т € R, e 6 сила 

(26) а / o(2)dFa(z) = / o(2)dF (z), 

кодето Fn(z) = P{&, <z} u F(z) = Ῥίξ « “}. 

Означава се §, = ξ или F, = Ε. 

Да отбележим, че (26) може да се запише KaTo 

(27) Jim Ἐσίξη) = Eg(¢). 

Понятието слаба сходимост, както ще видим по-нататък, иг- 

рае важна роля в теория на вероятностите, а следващата. теорема 

най-добре разкрива неговия смисъл. 

Теорема 8. Понятията слаба сгодимост и стодимост по раз- 

пределение са еквивалентни, т. в. & = Е тогава и само тогава, 

а 
когато &, — ξ. 
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Фиг. 13 

Доказателство. Нека да е в сила (26). За всяко « >0 u z € R! 
определяме непрекъсната функция g.(t), равна на 1 при ἐ < & u Ha, 
О npu #2 + + € и линейна B интервала [,z + <) ( фиг. 13). 

Тъй като 

: 

Ρπ(ἷΐ): |9ε(ΐ)άΕι(ΐ)ἓ |9ε(ΐ)ᾶΡπ(ΐ)ν 

—00 

от (26) следва, че при п — 0o 

οο 

(28) т зир ῃ (6) < / 9 ()dF(t) S F(z +2). R п 

Ν 
-—00 

« 

Ако T е точка на непрекъснатост на Е, от (28) при « = 0 по- “ 
лучаваме 

| 
(29) lim 81 F,,(z) £ F(z). 

n~->00 

Съвсем аналогично ¢ помощта на функцията. he(t) = g.(t+¢) се 
вижда, че 

lim inf F,(z) 2 Ε(α), п-ъоо 

а което заедно с (29) показва, че £, — €. 
Нека cera Е («) -> Е(«) при п = 00 във всички точки на непре- “ 

къснатост на Е(«). Да предположим, че |19(2)| < С и g(z) е непре- ' 
късната функция. 38 всяко £ > 0 съществуват точки -- и U на неп- 

рекъснатост на Е («), такива че F(—u) < ἓΟ μ 1-- Ε(υ) < ἓΟ. Тога- . 

5 € ва при достатъчно големи п имаме F,(—u) < 1 Cul-F,(v) < 1 C. 
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(:ЛОДОВЗ,ТЗЛНО при достатъчно големитпе изпълнено 

V g(x)dFy(z) — / g(z)dFy(z)| < ξ 

(30) °°°° ’“υ . 

V 9(z)dF(z) - / 9(4)4Е(«)| < ξ 

В интервала (—u,v] построяваме стъпаловидната функция Л(+) 

със скокове в точки на непректъснатост на F(z), за която 

€ 
() - 9(2)| < 5 Н() = 0 при т # (~u,v]. Такава e например 

функцията, 
k 

h(z) =) g(2:)8i(x), 
421 

където -и = то < ὶ < -+« < T = у са подходящо избрани точки 

на непрекъснатост на g(z), а 0i(x) = Да а) Τ᾿ €. € индикатор на 

интервала (#4-1,24). 

Тогава от (30) следва, че при достатъчно големи п € изпъл- 

нено 

U 9(2)dFp(z) - / hz)dFa(z)| « ε, 

(31) °°°o '°°w 

U 9(2)4Е(«) - / h(z)dF(z)| < ε. 

Ot apyra crpaHa, при п — οο имаме 

oo Е 

та | he)dFa(e) < lim Y ае) (е) < Folai-s) 
-о 41 

в 
οο 

- Σφ ( ὴ -- Е(а4-а)) = / h(2)dF (z). 
i=1 -о 
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Оттук и от (31) получаваме 

οο 

lim sup / g(z)dF,(z)Se+ lim sup / h(z)dF,(z) 
h—o0 n-+00 

-οὦ 

Ξ ε- / h(z)dF(z) < 2% + / g(z)dF(z), 

hlln;gmf g(z)dFp(x) 2 hm inf / h(z)dF,(z) - ¢ 

- | hz)dF () — εξ / g(z)dF (z) - 2 

При ¢ — 0 следва (26), което завършва доказателството на 

теоремата. 

§ 2. Еднозначност и непрекъснатост 

на съответствието междлу функции 

на разпределекние и характеристични функции 

В този параграф ще направим връзка между въпросите за схо- 

димост на редица OT случайни величини, разработени в § 1, и 

апарата на характеристичните функции, развит в § 6.3. 

Теорема 1 (формула за обръщане). Нека случайната величи- 

на Е има функция на разпределение Е(т) = Ῥίξ < z} и характерис- 

таична функция P(t) = Ве . Тогава 858 всички точки на непрекве- 

натост T u у на функцията Е e в сила 

—zty e—Lt:c 

а)  F@)-F@)= ;13}) “--- Ve . 

Доказателство. Да предположим първо, че Е има плътност 
ω Π 

f(t) и съответната характеристична функция Ψψ() = | е““ Д(«)дт 
—00 
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¢ абсолютно интегруема, т. е. 

οο 

Ω) / W (8)|dt < οο. 
-0 

Според известната OT анализа формула 3a обръщане на тран- 
сформации на Фурие имаме 

) ( = -51; / е“( 

От (3) получаваме 

F(z) - F(y) = / f(2)dz 
у 

_ а ше***“ф(ъ)ъ dz——— w(t Ге « 
/ 27 КА 

Тук сме използвали (2), за да сменим реда на интегриране, откъ- 
дето окончателно намираме 

οο 
—ity ,οω--ἰία 

() #(:) - #0) = 5 | i . 
“οο 

Да разгледаме сега общия случай, където ψ({) е характерис- 
тична функция на произволна случайна величина Е с функция на 
разпределение F(x). Нека случайната величина ἢ, зададена в 
гъщото вероятностно пространство с £, е независима ΟἹ нея и 
1ЕЛ(0, 242). Съгласно (6.3.18) за нейната характеристична фун- 

2t2 

. Тогава or (6.3.6) 3a характеристичната 

функция на, ξ + 1) намираме ψειη() = ψ(ὐ)ε""ῳ 
Тъй като |0(2)| < 1, следва, че 

кция имаме () = ετ 

οο οο 

) [ Wemmtodes [ et <oo. 
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Съотношението (5) показва, че са в сила равенства от типа (3) и 
(4), т.е. 

οο 
1 e—z't.y щ e—ita: o 

(6  Fean(@) - Fern(®) = 5= / ()™ dt. # 
п 28 " 

От друга страна, 3a всяко € > О 6 изпълнено 

P{ln| > e} =P{n> e} ἘΡίη < —¢} 
1 ο κχ2 1 - 22 1 ο 22 i 

< 7 4а 7 408 4, < 7302 | = e dz + / e dz = /e dz. 
\/47:'02/ ν 4πσ2 ν πσὲ / μ 

ε —00 “ 

Следователно 5 

е-в*2/4а*2 

Ῥ{η) >) < ->0 при σ -ὸῦ, 
νποϑ 

т. е. случайната величина 1) = 7); клони по вероятност към нула |, 
приа — 0. Оттук съгласно теорема 1.6 следва, че Fey,(z) -> Е(«) 
при а — () във всяка точка на непрекъснатост Η F(z). Ot (6) 
окончателно получаваме 

͵ o ! 

F(&)=F(y)= Нн (Еън(а)-- Ее = o i |е пе . 2 υ -σΙ-ἴξὗ[ Е) РРу 5 а # ψ(δε - 
e : 

® (е) Следствие 1. Ако [ - # < 00, можем да извършим гра- 
oo  ἔ | 

ничен nperod под знака на интеграла в (1), omxsdemo получаваме 

ο . Ν 
1 е-щ, ш е-шс : 

7 F(x) - Е(у) = — 2.------:-- ψὑ(δαϊ. ™ () - “() = 5= = (1) 
- οο 

При доказалелството на теорема 1 използвахме метода на M3- 
глаждане, T. е. вместо първоначалното разпределение Fy(z) разг-” 
леждаме разпределението Е:4(+т), където F,(z) e някаква „глад- 
ка“ функция. 

Теорема 2 (теорема 38 единственост). На всяка тарактерис- 
тична функция свответства само една функция на разпределение. 

164



Доказателство. Ο (1) следва, че разликата Е(+1)-#Е(«2) в 
точките на непрекъснатост на функцията Ha разпределение #(+) 
еднозначно се определя от характеристичната функция 4(4). Ако 
й разликата Е(+х1)- Е(25) положим «а — —00 и Ty са измежду точ- 
ките на непрекъснатост на F(z), τὸ F(r) е еднозначно дефинира- 
на в точките на непрекъснатост Ζ1. Тъй като за всяко T имаме 
() ΞΞ Ша F(z,) при 1 | , като границата € MO точките на непре- 
къснатост &1, следва, че F(r) еднозначно се определя ot 4(0). 

οο 

Теорема 3. Нека ру =P{{=a+bk}, Y pr=1 и csomeemna- 
k=-—o00 
οο 

ma тарактеристична функция е Pe(t) = Y. ρκεϊ(απδλ) Тогава за 
k=-00 

HCAKO цяло число К € изпвлнено 
b n/b 

β) =g [ ейе 
—u/b 

Доказателство. Подинтегралният израз може да бъде предс- 
TABCH BLB вид на ред, където коефициентът пред ру е равен на 

2 oxp{i(n — k)bz}, интегралът от който е (0 при п # Кие равен на μω 
b 

при п = k, което доказва (8). 

Дефиниция 1. Функцията G(r) ще наричаме финитна, axo е 
равна NG нула извен някакве краен интервал U има непреквсната 
атора производна. 

Лема 1. Нека Fy(z) = Ῥίξ,, < т) u Ψψη() = Ee'», Ако за всяко 
t € R имаме ф.(2) ----> () = Бе“ при п — o0, то 

п-+оо 

(9) lim / Glz)dFa(z) = / G(z)dF(z) 

i всяка финитна функция G(z), квдето F(z) = P{¢ < «). 

Доказателство, 38 всяка финитна функция G(z) трансформа- 
цията на Фурие 

οο 

g(t) = /e“"’G(z)dx 

--οὐ 
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е абсолютно интегруема, в което се убеждаваме, като интегрира- ме по части 
" 

17 1 7 
9(8) = T / e Q' )ά = τ е0 (а)4. 

-οο # —00 

Следователно e в cuna формулата 58 обръщане, T. е. i 

οο 

G(z) = ἑ /e""“’g(t)dt 

ΟἹ друга crpana, 
! 

οο οο o 
οο 

ае) / еак) Ги [etara at = o Гиои(-9«, 
—00 —00 —00 -00 

където CMAHATA на реда на икнтегриране е законна поради абсо- . 
JIOTHATA сходимост на интегралите. 

Тъй като |9(а(-9)| < |9(0)|, където l9(¢)] е интегруема, τὸ or “ ψη() = 40(6), като използваме представянето (10), при п -> oo по- : 4 
И лучаваме Ν 
ῖ 

| G(z)dFy (z) = / 98 pn(~t)dt — / φ(ψί--)αι = / G(2)dF(z). 

JlemaTa e доказана. 

Teopema 4 (reopema 38 непрекъснатост). Нека ca дадени . | Fo(z) = P{&, < «) и А() = Ве n = 1,2, ... 3a crodumocmma “ d 
&n — Е e необтодимо и достатачно да бвде изпалнено 1„ (6) - ψ(ῦ | за всяко ἐ € R, квдето ψ() = Кейв. 

а Доказателство. От én ----> Е по теорема 1.7 следва &, = £, T. е. съгласно (1.27) имаме oy (t) = Ερ(ξ,) — Eg(¢) = ψ(ῦ, тъй като 9(+) = ей“ e ограничена и непрекъсната функция. 
Ще докажем достатъчността. За всяко в > 0 и точки 2,V на “ непрекъснатост на F(z) построяваме финитна функция Οε(), та- кава че 0 Ξ Ge(2) < 1, като С.(2) -1 прит € [2,9] и С.(«) =0, когато 
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μ 4 |е -- εἰὺ - εἰ (фиг. 14). Съгласно лема 1 при п — 0o имаме 

(1 „К sup(Fn (v) ~Fa(2)) £ lim su;iiGE(m)an(a:) =_£Gs(x)dF(x) 

Фиг. 14 

Аналогично построяваме финитната функция H, (), такава че 
025 Ης(“) Ξ1, където Н.(+) - 1 при + € [z Ἐ ευ - <) и H.(z) =0 при 
25 [2,v] (фиг. 14). Тогава от лема 1 при п — 0o следва 

пщЗЪШШ“*ЩМВЗЪЧСЩЙЩМЕДШММЩ 

2#(и - ε) - Е(2 - ε). 

От (11) и (12), тъй като г и и са точки на непрекъснатост, а € 
може да бъде направено произволно малко, получаваме 

lim (Е () -- Е,(е)) = F(v) - F(2), n—o0 

което доказва TeopeMara. 

Задачи 

а 1. Нека 9(2) e непрекъсната и ограничена функция и &, —— £ при 
а 

п -+ оо. Докажете, че φ(ξῃ) — 9(6). 

Ynsmeane. Използвайте характеристични функции и слаба сходимост., 
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2. Нека {£,} е редица от равномерно ограничени случайни величини, 

Р 
т.е. || 5С < оо п.с. 3an=1,2, ... Докажете, че Е —— 0 тогава и само 

L 
тогава, когато а -;> 0. 

3. Нека 

Ρίε, - -π- 4) ——, Ве ш =1} =1~ ——, Ра =n+4) = —— п = —7I.+4’ п = = n+4, п Ξ —'n+4- 

Ῥ 
Покажете, че &, -----> Е, където ЕЕ # lim E§,. 

n=oo 

d 
4. Нека £, € Bi(n,p) и lim nPy, =\ > 0. Докажете, че &, —— 1) € Ро(А). 

п-ъсо 

Ynsmeane. Използвайте характеристични функции, 

5. Случайната величина Е € Г(а, 8), а > 0, 8 > 0, при z 20 има плът- 

ха-1 e—z/fi 

ност ἐξ(α) = - -----, Покажете, че характеристичната функция Ha ξ е 
Γ(α) B> , 

ψε() = (1~ i)~ 

6, Ao £, €T (α... -β-) , докажете, че &, — Д при ащ -+ 00. 
атп 

Употване. Използвайте характеристични функции, 

7. Нека . € Г(ам, 8). Ако ащ — со при п -> 00, покажете, че 

ξῃ —ong d 

в ал 

Употване., Използвайте теоремата за непрекъснатост на XaPAKTEPUCTUY~ 

ни функции. 

Да = -— П € Л/(0, 1). К 

8. Нека &, = max{n1, ..., я ), където {fn} са независими и . € U(0, 1), 

d 
k=1, ..., п. Покажете, че {n =n(l - &) — ( € Bz(l). 

Ynsmeare, Hamepere функцията на разпределение Ha Сл. 

. 1 1 ' 
9. Нека Ρίξ, =n®/"} = - и Ῥίξ, =0} Ξ] -- , n=1,2,... Акоа, r 21, | 

п п 

Р 
докажете, че &, —— 0, HO €, не e сходяща B Ly. 

10. Нека 1, = max{£1, ..., Е ), където {£;} ca независими и еднакво pas- 
пределени случайни величини с функция на разпределение F(z) =1 - z~¢ 

4 
при 221 и 0 в противен случай. Покажете, че ζῃ = 1177;0‘ —— (, където 

п 

Ἐχί(α) = exp{—2~%} при т > 0. 
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Осма глава 

Закони за големите числа 

8 1. Слаби закони за големите числа 

Както вече отбелязахме в трета глава (вж. (3.4.15)), теорема- 
та на Бернули е пример за слаб закон 38 големите числа, Ὑ. €. 

nko {ξ.} са независими случайни величини, <ь € В(1,р), то при 
fl = 00 

(1) 
т 1 щ » Ν 
“ -πἓξκ — p=E§. 

Cera ще изследваме CXOAUMOCTTa Ha редици ΟἹ типа (1) B οὔ- 
щия случай, когато случайните величини <. имат произволно раз- 
пределение. Да отбележим, че (1) може да се представи в екви- 

валентна форма 

1< » 
(2) паз τ (ξι -- Εξ) — 0 при n— oo 

п 4221 

Дефиниция 1. Ако e 6 сила граничното свотношение (2), ще 
казваме, че редицата {ξ.} удовлетеорява слаб закон за големите 
числа (СЗГЧ). Ако в (2) сходимостта 6 почти сигурно, ще казва- 
ме, че € в сила усилен закон за големите числа (УЗГЧ). 

Да отбележим, че в (2) случайните величини {ξκ ) не e задъл- 
жително да бъдат еднакво разпределени. Ако Д2) са еднакво 

разпределени, от (2) следва 

п 

(3) 3-Е:Е;„.---,-)-->а=ЕЕ1 при M - 00. 
nk:l 

Тъй като OT сходимост п. с. следва сходимост по вероятност, 

то очевидно от УЗГЧ следва СЗГЧ. 
Законите 38 големите числа (ЗГЧ) се явяват обобщение Ha ог- 

ромния опит, натрупан OT човечеството. Впрочем всеки интуитив- 
но чувства, че ако разполага например с няколко измервания над 
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даден обект, ще получи нещо по-добро, ако вземе средното арит- 

метично от тези измервания. (В този смисъл може да се тълкува 

и народната поговорка: „Седем пъти мери — един път режи“). 

Естествено е в рамките на съответния математически модел да 

си поставим въпроса: Защо е така и кога всъщност това е въз- 

можно. Отговор на тези въпроси дават ЗГЧ, посочващи общите 

условия, което влече след себе си статистическата устойчивост 

на средните аритметични. 

Като илюстрация за емпиричните предпоставки на ЗГЧ може 

да се приведе следният пример. Стъгласно съвременните физи- 

чески представи всеки газ се състои от много отделни молекули, 

които се движат хаотично, като за всяка отделна молекула не мо- 

гат да се посочат нито скоростта, нито местоположението. Но 

характеристиките Ha ra3a (налягане, температура) не се опреде-” 
лят от поведението на една отделна молекула, а от сумарното им 

действие. Така например съгласно ЗГЧ при определени условия 

налягането на газа трябва да бъде постоянно и на практика Hauc- 
тина е така, независимо че различните молекули имат различно 
поведение. 

Теорема 1 (теорема на Марков). Ако 

1 

n? 
(4) DZ{,—)O при ἢ — 00, 

i=1 

mo ев cuaa СЗГЧ, m. e. (2). 

Доказателство. Ot неравенството Ha Чебишов (4.5.13) 3a вся- ᾿ 
ΚΟ Е > (0 при п — 00 получаваме 

п п2с2 n2e? 
=1 

Следствие 1 (Teopema Ha Чебишов). Axo случайните вели- - 

чини 1,&2, ... са независими и дисперсиите UM са ограничени, т. е. 
D¢, < С, то ев сила (2), т ε. СЗГЧ. 

Доказателство. Директно се проверява условието (4): 

nC Ο 1 = 1o 
‘nzD ;fk :ἼΣ ξῄ”ἷ:;ῖ'-ὔο πΡ Ὦ — o0, 
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Следствие 2. Axo &, &2, ... са независими и еднакво разпре- 
Оелени случайни величини с крайна дисперсия РА = d, то ев сила 
СЗГЧ, т. е. (3). 

Доказателство. Проверява се верността на условието (4): 

1 ш 1 ἐ а 
—D = ---- D¢, = — . ~ ξξκ . Ξ сь “ —0 при п- 00 

Както видяхме в теорема 1, в този случай 

1 [ 1< 
= {3 & -E4 =-—Z€k—a—1—)0 npu ἢ - οο. 
n k=1 nk:[ 

Teopema 2 (reopema на Хинчин). Axo () ca негависими u 
еднакво разпределени случайни величини с крайно математическо 
очакване а = Еб., то ев сила (3), т е. СЗГЧ. 

) 1 n 

Доказателство. Нека () = Ве : и g, = - Σξκ- Torasa or 
k=1 

мултипликативното свойство (6.3.6) получаваме 

Ψη(ἢ = Бе = [ψ (_t_)]n 

n 

Стъгласно Teopema 6.3.2 e B сила представянето Ψ() = 1+iat+o(t). 
Следователно 

. t\1" , 
(5) ψη() = [1 Ἔ ωἕ +о (Б)] — е“ при ἢ - . 

οο . . 

Очевидно Ψα() = /| e**dF,(z) = €', където F,(x), равна ка 0 
-0 

при #а и равна на 1 при T 2a, € функция на разпределение Ha 
константата а. 

От (5) по теоремата за непрекъснатост на характеристични 
функции (вж. теорема 7.2.4) следва, че F,(z) = P{n, <z} - F,(z) 
прип — 00 във всички точки на непрекъснатост Ha Е,(+), T. е. при 

а 
Φ # a. Съгласно теорема 7.1.4 сходимостта ἤμ ---> а е еквива- 

Р 
лентна на а ----> @, което доказва TEOPEMATA. 
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Теорема 3. За да бъде сходяща по вероятност xom 0 една редица 
от случайни величини ( ), е необходимо ч docmamsuno условието 

2 
μ (6) E{l_*_n%}—-—)O при п-> 0. 

Доказателство. Достатачност. Нека e в сила (6). Да озна- 

чим Сл(т) = P{n, < «). Тогава 38 всяко € > 0 при п — οὐ имаме 

2 2 

Р| 22) = |άσ,ι(ω)ξ"ε /1”” ἀΟ,(α) 
ε2 + 22 

(#12 £} {{5| ε} 

1.ε [ o 1+, 2 . 
Ξ τ T3 52 Чба(е) = ——E{n|(1 Ἐ 1)) — 0. 

00 
+ 

Тук сме използвали лесно проверяемия факт, че 38 функцията : 
ι 

t2 $2 52 

g(t) = ττ Σ при |z] > « имаме ρ(ε) < 9(«), т.е. гу Те 21. 

Ῥ 
Необтодимост. Нека 1, ----> 0. За всяко € > 0 получаваме 

2 + ) . РО 24) = / ас.( 2 / ττ dGa(2) : 
{{π|} €} {lz ε} ἰ 

T 2 22 ξ 

" / T3z 0@ - / 1+ 2 4G () . 
πτοο {{π|«ε} : 

2В +13))- /ш2с10„(т)%Е(п%!(1+п3.))-62. , 
{lz|<e} 

Следователно 

05 Ε{η21(1 + 1)) Р| 2) + €%, 
което доказва (6). 

Следствие 8. За редица от случайни величини {£,} условието 
(6) е необтодимо ч docmamsuno за СЗГЧ, квдето случайните вели- 
чини ().) се определят 6 (2). 

Това е най-обща форма на СЗГЧ, но за съжаление условието 
(6) е трудно проверяемо на практика. 
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8 2. Лема на Борел - Кантели 
и неравенство на Колмогоров 

Резултатите в този параграф, освен че са интересни сами за 
побе си, играят и важна роля при изследване на усилените закони 
#в големите числа. 

Лема 1 (Борел - Кантели). Axo за редица от себития (4л) е 
# сила 

() Σ Р(А,) < oo, 
n=1 

т P ( lim sup An) = 
п-+оо 

Ако свбитията {A,} са независими и 

(2) ΣΡ Α4,)Ξ 
n=1 

т P ( lim sup А„) -1. 
n—o0 

Доказателство. Имайки предвид (1), последователно nomyya- 
Вваме 

P ({ sup 4.) =P ( sup л) 
οο οο 

(ж υΑ) (е 4P (UAm) S Jlim, 2, Pldn) =0 
m=n m=n m=n 

οο - 

От друга страна, Р ( lim sup А„) -1- Ш P < П Ат) . 
1~ 00 n—00 m=n 

Koraro {4,} ca независими и e в сила (2), получаваме 

P ( Π Ят) П Р т) - П (1 - Р(Ат)) 
m=n m=n 

< й e~ Pl4n) = exp{ Σ Р(Ам) } = . 

Тук сме използвали M3BECTHOTO HEPABEHCTBO 1 — T Se ™, 
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Следе 1. Ако cobumusma {4..} са независими, mo стой- 
ността #P(lim sup A,) е 0 или 1 тогава u само тогава, когато 

п-Фоо 

οο 

»εῦσπι δ᾽ ῬίΑ,) е свответно стодящ или разходящ. 
пъ 

Доказа!лство. Нека, (А ) ca независими събития и е изпъл- 
οο 

нено Ρί М р A,) = 0. Ако допуснем, че 3 P(An) < со, по ле- 
n=1 ' 

ма 1 ще Юучим Ῥί ΙΞΠ sup Ал) = 1. Полученото противоречие 
п--+-оо 

% 

показва, ч )\ P(A,) < оо. Аналогично се разсъждава в случая 
п 

Р( lim suph)= 1. 
n—=rod 

Teopewtl. Hexa S, = & + -+ + &, кедето 6) са независими 
случайни # чинц с крайна дисперсия D&, < o0, k= 1,2, ..., П. 
Тогава за «о ¢ > ( e в сила неравенството на Колмогоров 

1sksn А g ι 
(3) P{ max |Sk—-ESk!§€} <D§". 

Доказай !ство, Въвеждаме центрираните случайни величини 

Пь = & — Въ за които очевидно En = 0 и Dy, = En? = D& Да " 

означим (=N Ἔ .. 4+ 7,. Torasa E(, = 0 u D¢, = E(2, а (3) ce . 
записва B η η вид: 

у 

(4) P{ max Kk]Ze}S%. 
1gkgn' T 0T εΣ 

Onpegemtie случайна величина v=min{k : |6 | Σ Ε}, k=1,...,n, - 
οο 

име τ ) 0 , тах || < ε. Следователно (2 - (2 Y Пи-ь)у й 
sksn k= 

EC Σ Σ ( и)) 
εἰ 

п п 

) =D Щя Ὁ... Ἐ Цина)) + > Е(пен Ἐ - Ἐ)Κ " 
k=1 k=1 

+2 ΣΒ{(ηι + в) =gy (M1 Ἔ5 Т)) 
k=l 
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(Случайната величина {{ν-- } зависи само OT случайните величини 
Щ .. Пь. Следовалтелно случайната величина (11 Ἔ + а) Ди-#) 
на зависи от случайните величини 41;..., п откъдето намираме 

ἙΤ(ηι Ἔ -+ Пе ν-κγίημεα ее + н)) 

- Е((т + -+ %) =k} } Е(Пеаа Ἔ -+ н) < 0. 

Torasa ot (5) получаваме 
п 

(0) Εζ Σ Y Е Цин) 
k=1 

Ако ш Ε {v =k}, τὸ |(|2>Е, k=1, ..., n. От друга страна, 

P{vsn}=3 P{v=k}=P{ max |6|2е). 
k=1 - 

Като вземем предвид това, от (6) получаваме 

п п 

B2 Y Bl =Y Ρ =k} =P { max КА 2е 
k=1 k=1 п 

което доказва неравенствата (4) и (3). | 
т 

Да отбележим, че DS, = 57 D& в условията на теорема 1. 
k=1 

Неравенството Ha Konmoropos обобщава неравенството Ha Ye- 
бишов (4.5.13), тъй KATO последното се получава от (3) при п = 1. 

8 3. Усилени закони за големите числа 

В този параграф ще докажем две теореми на Колмогоров, ко- 
ито имат фундаментално значение 33 науката и практиката. 

Теорема 1. Ако {£,} са независими случайни величини, за които 

() 3 D « οο, 2 я п 

0 ев сила УЗГЧ, т. е. 

(2) 411=ШБШЩО при 1 = 00, 

ksdemo Sy, =& + -+ Ἔ ξῃ. 
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Доказателство. Както знаем от теорема 7.1.1, граничното съ 
отношение (2) € еквивалентно на следното: 

(3) Ρ ἐ sup Sk _ ESe Зе) —> 0 при n— 00 38 всяко € > 0. κξηϊ # k , 

Да въведем събитията 

ϑι ES; . Ν -Ξ --ὄ ,)» Ξε . Aj {25—11?73221 A A =e} . J=12 .. 

Torasa (3) e еквивалентно Ha условието 

οο 

(4) Р UAj — 0 при m — oo, 
т 

33 което, OT своя страна, е достатъчно да покажем, че 

o0 

(5) Σ P(4;) < oo. 
#1 

Да отбележим първо, че 

P(4;) gp{ max |85) — 541 __>_s2j“1} , 
21-1 554 27 

откъдето по неравенството на Колмогоров (2.3) получаваме 

1 4 
P(4;) < 2352051 Σ bpas 2327 Σ Dg. 

2771 5842 k<2i 

Оттук следва, че 

οο 4 οο 1 1 οο Ν 16 00 ka 

Z;P(Aj)ég;fiZka:?;ngzi §§gzl§';2—<oo~ 

к<2 j>logg k 

Извършената смяна B реда Ha сумирането е напълно законна, 
тъй като съответните редове са абсолютно сходящи и 

(1555о00, logyk < 7 5 00) τ (1 54 5оо, 1Sk < 2) 
4 , οο 

Освен това Σ 27% <272k 57 -ἢπι-- ς 
> Щай m=0 3k 

Теоремата е доказана. 
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Следствие 1. Дко случайните величичи („) са независими τ 
имат равномерно ограничени дисперсии, mo e в сила УЗГЧ. 

Очевидно от D¢, <C, n=1, 2, ..., следва веднага (L. 
Ot следствие 1 очевидно следват следствия 1.1 и 1.2. 

Лема 1. Ако « e случайна величина u 

Ap = {‘4): Ιξ(ω)Ιὲ"}, n=0,1,2, ..., 4 Ξ , 
οο 

то ἘΠξῚ < 0o тогава у само тогава, когато У“ Ῥ(Α4) < οο. 
n=0 

Доказателство, Нека E|¢| < оо. Peanuara {A.} е монотонно не- 
растяща, т. е. A, 5 Апа1 откъдето 32 BCAKO п 2 1 получаваме 

. 

ζ Р(4,) = Σ ( - 1)[P(Ag1) - P(A4)] + nP(4,), 
. k=1 

(0 Н 

Тъй като ш € А) \ A точно тогава, когато k - 1< Ἰξ(ω)] < k, 
то от (6) намираме 

> PISY / е« + 44 = 144е -- 84 < o, 
Ха Q 

=1 k= 
1A1...1\A;¢ 

n 

понеже kzl(Ak—l \4p) + 4, = Q. 
οο 

Нека. сега, Σ1 P(4,) < со. Torapa 3a всяко п имаме 
k= 

Σ [ aes Sk | ap= kPG - Ῥ 
k=1 # TRV =1 A\ 

μ л 

-3Р(44)-пР(4.)< Y Р(4,). 
k=0 k=0 

Следователно 
00 n οο 

Е Ξ / = ( < Ξ ἓ Ιξ|4Ρ = lim Σ / |64Р < Σ P(4r) < со 
An-1\ 4y k=1 Ap-1\Ay k=0 

с което лемата € напълно доказана.. 
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Лема 2. Нека &, ξ2, . са независими U еднакво разпределени слу- 
чайни величина с крайно математическо очакване, т. е. Е|а| < оо. 
Да положим 

(7) 

n=1,2, ... Tozasa 

(8) Ε π; < oo, 
n=1 

т = ξ, npu ΙξπΙξ", 
μ 0 пра || >п, 

m. е. за „отрязаните“ случайни величини {n,} е в сила УЗГЧ. 
Доказателство. Да въведем събитията 

- (6.|>п), А ξ (а|>п). 
Torasa случайните величини M =&l и (фу = ξ χ ca еднакво 
разпределени. Следователно Опр (Еп,с = Εξ,ξΙἙ = Εξ1 Ι;ξ , OTKb- 
дето за BCAKO 1 2 1 

"B (9) ΒηκξΣ ξΙ Ακ..Ε(ξΙΣ,ςΖ) 

k=1 

Да положим 44 Ξ и да отбележим, че 144) монотонно нама- 
οο 

лява, т. е. Ap D Апаа, n=0,1,... Тогава Q= Σ (Ap—1\ 44) и 

С З п I—— (10) (&Z—k‘“—) Σ [ (51 ) 

Да отбележим, че 

i=1\A4; 

Бе = 0 при |ξ1| » k> 

A= 11 πρα ἐ Ξ . 
От друга страна, 38 всяко ὧρ € Ὦ съществува т 2 1, така че 

шо Е (Ат 1 \Am) _{w m—1<|§1( |<m} 
Torasa при п > т следва, че]- (wo) =03a Х - 1, 2, ἐ τΤ ὰ 

Δ, W) < 1 38 Е -т, т + 1, ..., п. Следователно (вж. фиг. 15) 

СК З п οο с0 ZIAk(wo)= _1_32_}_5_1__*_ ‘_ifz_l_ _}_, 
k2 k2= k2 = m? а2 m?2 т k=1 k=m k=m m 
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427 
т m-+l m+2 z 

Фиг. 15 

0 

OTK'LOETO получаваме оцейка.та, 

. 2 2 
ξι (ωΟ) Akk(:JO) < 6175:20) + ξΙ 1(::0) <1+ |§1 (wU)l- 

К1 

Оттук и от (9) и (10) следва, че за всяко п 21 

D Σ Σ <1+Е|6| < oo, 

което доказва (8). 

Теорема 2. За една редица {ξ..} от независими и еднакво раз- 
пределени случайни величини необходимо U достатечно условие 3G 

УЗГЧ е соществуването на крайно математическо очакване, M. е. 
ако а = E& e крайно число, mo 

(11) --Σ ----)α при п-> 00; 
=1 

обратно, om (11) следва, че случайните величини () umam крайно 
математическо очакване ча = E;. 

Доказателство. Необтодимост. Нека e в сила (11) и да озна- 
11 

чим S, = Y &. Тогава 
k=1 
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- - 0 при п-> οο. 
п п п " n—1 

Да въведем събитията Вл = (16,| > п) = {‘—%—' > 1}, n=1,2,... 

Torasa ot (12) следва, че P( lim sup Вл) = 0. Тъй като cubuTus- 
n-+00 

та {B,} ca независими, то по следствие 1 от лемата Ha Борел - 
Кантели следва, че 

(13) ἓ Ρ(Βπ) < 00. 

n=1 

Да въведем събитията Ал = (15| > п), п =1,2,... Тъй като {&,} 
са еднакво разпределени случайни величини, 10 P(A,) = P(B,), 
т.е. от (13) получаваме 

οο 

(14) Σ Ρ(Α,) < οο. 
n=1 

Съгласно лема 1 от (14) следва, че ЕА | < оо. 

Достатвчност. Нека ЕА | < oo. Ще покажем, че е в сила (11), 
където а = Εἰξ;. Полагаме 7, = &Iz . От условието Е)41 | < 0o по 

лема 1 следва (14). Тъй като P(A,) = P(B,), то в сила e (13). От 
(13) по лема 2.1 на Борел - Кантели следва, че Ρ(πΙΞΙἐο sup B,) = 0. 

Ho B, = {n, # &} и следователно Р(,ШЗОЗЦР[”" # .)) =0, т.е. 

P(nllrrgo inf{n, = &}) = 1. С други думи, събитието {n, # &,} се 

осъществява. само 33 краен брой индекси. Следовалелно 

1 n п. C. 

(15) =3 (& - пь) —> О прип — οο. 
n k=1 

ΟἹ друга страна, CLIVIACHO лема 2, 38 отрязаните случайни 
величини {n,} e в сила Y3I'Y, т.е. 

п 

(16) в 5 (e - Eng) 2.у 0 при n— oo 
п k=1 
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Тъй като Епа = E§,,IB.-n = Εξ,,Ι-ᾗ" =E¢ Ἄ, и 4,19, то 

n—o0 n-+0 
lim En, = lim /€1dP = /fidP = E& = a. 

Ал Q 

Следователно (Bx. лема 3 по-долу) 

1 1 

( Ει:Σ-ΞΕη“ --->у а при ἢ -9 . 

От (16) и (17) следва, че 

1 ш п.с. 
(18) Εἓηῃ ---> а при п-» οο. 

Граничните съотношения (15) и (18) доказват (11) са = Ef, 
( което достатъчността е доказана. 

Да се върнем на необходимостта. Показахме, че от (11) следва 
151 | < оо. Но според току-що доказаната достатъчност констан- 
твта а в (11) Tpabea да бъде равна на ВД. 

Теоремата е доказана. 

Следващият факт би трябвало да е известен от анализа, но за 

всеки случай привеждаме доказателството му. 
1 Ὦ 

Лема 3. Нека z, € R} uz, - α прип - οο. Тогава -- Σ Tr —a 
п 

k=1 
прип — 00, 

Доказателство. 38 всяко € > 0 съществува N < 00, Taka че 

€ 
ιε -а| < 5 при k>N, а |2 - а| “ Μ при Е5п. Очевидно същест- 

MN ε 
вува по, така че при п > по да имаме ---- < > Тогава 

п 

1 n 1 N 1 п 

ЕЕ””*-“ ЗБЕ|Ц-0|+Б Σ |zx -- а| 

<MN+en—N<e+e_€ opu п> т = тах(по, ) 
п 2 n 227 P 1= 0¥/ 

Очевидно следствие ΟἹ TeOpeMa 2 е следният резултат, който 
от своя страна е обобщение на теоремата на Бернули. 

>
 Ἷ μ 2.
 I Ш >
 i > Е 
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Teopema 3 (теорема на Борел). Axo v, € Bi(n,p), то при 
п.с. 

п - 00 € изпвлнено Up /N -----+ р. 
Накрая да отбележим, че доказаните B тази глава ЗГЧ имат 

широко приложение в математическата статистика, което ще бъда 
показано във втората част на книгата. 

Задачи 

1. Случайните величини {ξ.}, п = 1, 2, ..., са независими и еднакво 
разпределени, Докажете, че с вероятност 1 ще се сбъднат само краен брой 
събития Ал = {{ξ } Σ 7.) тогава и само тогава, когато Ра < co. 

2. Случайните величини £1, (2, ... са независими и еднакво разпределени 
с Е151| < оо. Независимите ΟἹ тях случайни величини й0л) ca независими в 
съвкупност и удовлетворяват условията [θμ 5 1 и Еда =0, n=1, 2, .. Да се 

12 п.с. 
докаже, че - 5706 — 0 при п - oo, 

Т п 

3. Нека (“л ) ca независими случайни величини и ξῃ € Л (ам, /1), където 
n=1, 2, ... Докажете: . 

а) че е в сила УЗГЧ; 

6) СЗГЧ без условието за независимост; 
Изследвайте средното аритметично при ал — Q. 
4. Нека (т.) са независими случайни величини и пу € Ро(Ав). Ако 

(A1 Ἔ τ.::-ῈὉ Ap)/n = 0, покажете, че редицата (т, ) удовлетворява УЗГЧ, 
5. Нека £, е редица ΟἹ независими случайни величини, 33 които 

1 фе + 
Ρίξι = χ|ᾗ} =P{& = —\/7—;} = _2_’ Sy = (& . &n) 

Покажете, че ESy, = 0 38 всяко n, HO въпреки това СЗГЧ не е B сила, 7. е. Sy 
не клони по вероятност към нула. 

Ynsmeane. Използвайте характеристични функции, за да покажете, че 
Sn не клони по разпределение към нула. 

6. Нека {ξ.} са независими и еднакво разпределени случайни величини 
и &y € Еа(а7"/?). Докажете, че при (0 <а <1 e B сила УЗГЧ. 

7. Нека {ξ..} са независими и еднакво разпределени случайни величини 
с Еа -би а =1, ang, =a+ 8%, (=o+nfé, заа в R Тогава: 

а) при -1 < В < 1 38 (т) е в сила УЗГЧ; 

6) при 8< -;- за {(a} е в сила УЗГЧ. 

п 1, 2,... 

8. Нека (“а | са независими случайни величини с разпределение 

1 Plen= н) < Ре н8)е е Р 0)е еа 
където а, 8 > 0. Покажете, че приа > 28 -1и й > ἔ e B сила УЗГЧ. 
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Девета глава 

Централна гранична теорема 

§ 1. Централна гранична теорема 38 независими 
и еднакво разпределени случайни величини 

КБакто подчертахме в 8 3.4, интегралната теорема на Моавър - 

Лпплас (теорема 3.4.2) е частен случай на централната гранична 
'toopema, т. е. съгласно (3.4.16) 

(1) (n=VL:—E—V—7—’- —d-—>C€N(0,1) при Π — 00, 
vDu, 

KLzeTo μῃ = & +е Ἔ &n,y & € В(1, р) и {&} ca независими. 
Cera ще изследваме сходимостта ΠῸ разпределение Η редици 

Y тип (1) B общия случай, когато случайните величини <) имат 

Произволно разпределение. Отначало ще изследваме случая, ко- 
Гато {¢} са еднакво разпределени. 

Теорема 1. Нека {£;} са независими u еднакво разпределени слу- 
чайни величини с Е) -а и ОЕ) = 02 < 00. Тогава за всяко т € R! 

{ 

> & —na Н 
, К k=1 - = —t2/2 2) "13-)1:010 P πτπ- т <z ру / e dt. 

-0 

Доказателство. Очевидно записването (2) е еквивалентно на 
1) и може да бъде представено в следните еквивалентни форми: 

Ν ζξκ“ΠΘ-Ξ ES, Е,„ЕЕ/” a__l_zn: ——1_-271: 
п 0'\/7—1" = DS - 70,: “'\/fik=1 —\/fik=177kv 

п 

ξ;....-α. п 

съдето Sy = Y.k, an = 
k=1 
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Да отбележим, че случайните величини (ь ) ca независими и 
са получени от ()) чрез „центриране“ и „нормиране“, т. е. както 
непосредствено се проверява Ел) =0 и О = 1. 

Π така, съгласно (3) граничното съотношение (2) се записва 
във вида 

(4) ς :ἜΣΠ;; -ἕ-)ζε.Μ(Ο,Ι) при п — co. 

Да въведем характеристичните функции 

Ф(4) = Ee™, ψ (ὃ = Ee'tén. 

Стъгласно (6.3.11) при « — 0o umame 

2 
(5) Ф(2) -1- 52- +о(#2). 

От друга страна, поради мултилликативното свойство 

( WE{T Σ} -κ( } | 

От (5) и (6) получаваме 

t2 

(7) Ф () = [1---}-0( 
1:2 

2n n 

n 

)] — e /2 при n — οο. 

Както показахме в npumep 6.3.2, изпълнено e ε72 = Бе ' 
където ¢ € N(0,1). | 

Тогава съгласно теоремата за непрекъснатост на характерис- | 
тични функции (теорема 7.2.4) граничното съотношение (7) еек- ' 
вивалентно Ha (4), T. е. Ha (2). 

Забележка. Имайки предвид (3), съотношението (2) по- : 

5 024 “ някога се записва във вида Sy ~ N(an,o?n) или < € А |а, -- ), 
п п 

като се казва, че Sn € разпределена aCUMITOTUYHO нормално с na- ” 

2 S" раметри an и 0n, аналогично 38 —. 
n 
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§ 2. Теореми на Линдеберг - Фелър и Ляпунов 

Преди да пристъпим към доказателството на Централна Гра- 
йична Теорема (ЦГТ) за нееднакво разпределени случайни вели- 
чини, ще приведем следния спомагателен резултат: 

1 
Лема 1. При |а| < 5 umanme 

(1) Пов(1 + а) - а| < faf?. 

Доказателство. Непосредствено от развитието на логаритъма 
1 . 

в ред при |а| £ = получаваме 
2 

°°a a°° α 1 —_l | <L = ι 2 

§k=2§ 2 г =l 
Teopema 1 (теорема на Линдеберг — Фелър). Hexa &y, &, ... 

са независими случайни величини с функции на pasnpedenenue 

Fk(m)=P{€k<z}’ ак = Ебр, 0£=D§k<00, k=1,2,... 

Да означим 

Πορ( + а) - 

п п 

W= &, B,=DS, =) oi. 
k=1 k=1 

Axo 3a acaxo т > 0 e umsaneno 

(2) Lu(r) = ΒΖ Σ / («-- а) Δ Ец(а) —— 0 при n — oo, 

Ι::: παν»τΒ,} 

то в сила е ЦГТ, т. е. 

Sn - ESn 
(3) ба = '—\/_m—r 

а 
— (€N(0,1) при n— . 

Доказателство. Очевидно (3) може да бъде записано B след- 
ните еквивалентни форми: 

(4) Cn = Σ ξκ L Z"’k,m 
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&k — κ където независимите cnyqafirm величини Ne,n = B 

n 

имат фун- 
кции на разпределение 

Fen(2) = Ρίημ,ι < +) = Е (2В, + а) 
и съответни xapaKTepMCTMKM 

2 п 
o 

(5) E7Ik,n. Ξ 07 an,n = EI‘L’ Zan,n =1. 

n k=1 

B този случай or (2) получаваме 

La(r) = Еп: / [ ξκ];"αιτ] 2dP = :Zj / 1} o dP 
ὑπΞ } 

ΞῈ 1 ПС(бе-ак)/В. |>т) Пь |>- ) (6) ъ 
п 

= LB alimas) =Y. [ ааа) 
k=1 k=1{|a:|>r} 

C’bl"JIa,CHO теоремата 3a непрекъснатост на характеристични- те функции (теорема 7.2.4) съотношението (3) е еквивалентно на следното: 

(7) ФА (t) = Eetén ц ¢-t°/2 при Ἢ — oo, 
" , 22 ΤΝ като съгласно (6.3.17) e изпълнено БейС = е-#2/2. От мултипликативното свойство Ha характеристичните функ- ции (вж. § 6.3) имаме 

n 

(8) V(t) = П Ф;„,„(#), 
k=1 

където ¥y „() = Вей"ин, Torasa ΟἹ (7) следва представянето 
п 

(9) log Wn(t) = (W n(t) - 1) + U (2), 
k=1 

където 
κ ” 

(10) Un(t) = У log Ψι, ( - У ( ( - 1). 
k=1 k=1 

Karo използваме nema, 6.3.1, получаваме 

, , t 2 t2 (11) [Bn(t) -- 1] = [Be"n - 1 А) < Е {' B } - Ἐ Ῥηι,. 
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От друга страна, съгласно (6), получаваме оценката 

max D, = max En,fm 
1 ξ κ ξ п 1 ξ k é n 

— 9 2 
= ;“F;‘n / Nie,n AP + / п o dP 

Олъ | 5 7} {I76,n|>7} 

n 

ξ 7'2 + Σ / nlzc,ndP = ,г2 + Ln(T). 

Π 
{|”]Ατ.π|)τ} 

Тъй като 33 всяко т > 0 e изпълнено {ΠῺ Ба(т) =0, от горното 
ноаравенство следва п-оо 

D, . (12) . Ιξιἷἕπ Пь — 0 при n— 0 

Torasa ot (11) и (12) получаваме 

μ 

Ura(t) - 1{« - Ὠ (13)  max [Ψί ο() -- ἴ Ξ - ,max ЮПьм — 0 при n — oo, 

Следователно при достатъчно голямо п 33 всички k<n umame 
. 1 
|е (#) - 1 < 5 Откъдето съгласно лема 1 получаваме 

(14) Пов Ф () - (Ф,(#) -- 1) Ξ Ф ( — 1. 
Cera от (10) и (14) при достатъчно големи п намираме оценката 

(15) (6.(9|< Σ [Wen(t) -- 12< шах ι ( - 1 Σ 1ФА) -- 1]. 
k= k=1 

T 1g5kgn 
1 

Тъй като οὐ (11) и (5) umame 

ε2 е D 1¥en) - 1S5 3 Ῥξ =, 

or (15) и (13) следва, че 3a всяко Г € R! e изпълнено 

(16) Un(t) — 0 при ἢ --Ξ . 
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Сега ще изследваме поведението на главния член в разлагане-н 
то (9), който ще представим в следния вид: 

n 

Σ ( = 1) = S Ἐ(ο — 1 - ity ,) 
k=1 k=1 

у itz 1 it n е" - - T « 

(17) = / ππτπ 27 dFea() 
--οὦ k=1 

® { 1 f " e — ра :|-ἠἷ-άωω:|ωωὤωχ 
-0 -οο 

Тук 38 всяко п функцията 

” μ n 

Cale) =3 / ак) = 3 / 7B P 
k=1 -о 

k=]{nk,n (Ф) 

е функция на разпределение. Тъй като тя е ненамаляваща, е в 
сила Gp(—00) = 0 и съгласно (5) имаме 

ап(+(Ю) = Σ | ῃ2άΡ|ς᾿ῃ(ῃ) = Zan’n = 1. 

k=1 k=1_oo 

Понеже 3a всяко т > 0 
n T 

Ln(T)=1—-Z /yzdFk,n(y)z1——[Gn('r)—Gn(—T)] ~— 0 при ἢ — 0o, 
k=12, 

TO 3a всяко т #0 

(18) С(е) — Eo(z) при n — oo, 
където Eg(z) e функцията Ha разпределение на KOHCTAHTATA нула, 
т.е. Eg(2) < 0 при 250 u Ey(z) -1 прит >0 (вж. фиг. 16). 

От друга страна, 

et -1- йе „ — (itz)* 2 0 (it)i+3 9 м) = S S Ο 2 т щ 2 Ξ (7+3) 

: е Следователно }13(1) he(z) = με(0) = -5 
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Фиг. 16 

Освен това от (6.3.8) получаваме 

-2 (tx)? - f_z_ 
2 2” 

Следователно за всяко Е Ε Η функцията Л(+) e непрекъсната и 
ограничена по т € R!. Torasa съгласно теорема 7.1.7 сходимост- 

та по разпределение (18) е еквивалентна на слабата сходимост 

|he(2)| < #73|ей“ —~ 1 —itz| Sz 

(19) / ha(2)dGn(z) 5 / ht(w)dEo<m)=ht(0)=—f; 

Съотношенията (9), (16), (17) и (19) доказват (7), откъдето 
следва твърдението на TEOPEMATA. 

Забележка. Условието (2) на Линдеберг на пръв поглед 
изглежда доста „тромаво“, макар че има „прозрачен“ вероятнос- 
тен смисъл. Действително, да означим Ауя = (Шьа| > т). Тогава 

п п 

Р (1?3”;„%”” > τ} <P (μι Α,...) < ;Р(А,„.,„). 

Ot друга. crpana, 

1 
P(Ak,n) = / dFk,n(:I)) < ;2- / :z:zdFk,n(:v). 

{l=]>7} {lz|>7} 

Оттук съгласно (6) получаваме 

ш 1 
Σ P(Akn) < - La(7). 
k=1 T 
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Cera 3a всяко т > 0 от (2) следва , 

(20) Ρ{ιξιἷιἔ |η͵...|)τ} ---> 0 при п-» oo, 

T. €. от условието Ha Линдеберг следва „равномерна пренебрежи- 
n 

мост“ Ha събираемите ка B сумата (л = 57 Льп, където съгласно 
k=1 

(3) ¢ -—d—-) ¢ € N(0,1). Може да се докаже и обратното, T. €. OT 
ПГТ (3) и условието (20) следва условието (2) на Линдеберг. 

Условието на Линдеберг е трудно проверяемо, затова на прак- 
тика по-често се използват условията на Ляпунов. 

Теорема 2 (теорема на Ляпунов). Нека £y, &, ... ca независи- 
MU случайни величини, за KOUMO 

n 

Fi(z) =P{& <z}, ax=E&, o} =D&, Bi=Y ol 

Axo за някакво 6 > 0 моментат 62 = Е — а|26 е краен и κ 

(21) lim G _ 0, 
n—o0 By, 

xsdemo C2+0 = Σ ¥ , то ев сила ΠΡΎ, т. е. (3). 

Доказателство. Ще покажем, че от (21) следва условието (2) 
на Линдеберг. Действително, тъй като 38 BCAKO т > 0 върху MHO- 

lx - а„[ 

B, 
от (2) получаваме 

— а 12+6 

L"(T)-Bz Σ / %dflw 
k= 1{lw-a:.{>'an 

ε' δ . 

Σσ"δ (Ο")Η — 0 = B2+6 Ξ Bn ' 

при п -» oo съгласно (21), откъдето по теорема 1 получаваме 
пгт. 

T —ap 
жеството { > T} € B сила неравенството (L—-———l) > 1, 

B, 
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Условието на Ляпунов е най-популярно и лесно се използва 
при 4 =1, T. е. когато третият централен момент οὗ = E|&; - а,|? 

п 

й краен и Ο = 57 εἷ, Тогава or (21) имаме 
k=1 

1y C‘n --- 3V CZ (22) Ἐ, Ξ С О при n - oo. 
п 

Не e трудно πϑ се провери, че ако случайните величини {&} 
(' независими и €JHAKBO разпределени с 

F(z) = Ῥίξι <z}, α = Ef, а = D& < o0, 
10 B сила e условието (2) на Линдеберг. Действително, B този 
глучай B2 =no? и 3a всяко т > 0 имаме 

1 τ 1 ; Г (т) = в > / (x—a)?dF(z) = = / (2-а)24Е(«) — 0 
Е {|.--αἰ» τ8,} ЦПе-а|/позця) 

йпйри п -> 00, откъдето следва. теорема 1.1. 
Да отбележим,че ЦГТ намира широко приложение в матема- 

чическата статистика, което е илюстрирано във втората част Ha 
книгата. 

Задачи 

1. Случайните величини {€n} и {η0,.} са независими и бъ,тн € Ро(пА). 
Докажете, че 

ΕΝ 

ς ξῃ -- η 1 -и2/2 1 Ρς---α « = το “ . nlrn;o { „ ω} 2я / ¢ du 
~00 

Ynsmeane. Използвайте ЦГТ и факта, че ξῃ = ΧῚ + -+ + Xn където {X;} 
са независими и Χ € Ρο(λ). 

2. Големината на стъпката на пешеходец е равномерно разпределена в 
интервала от 70 до 80 ст, а отделните стъпки са независими една. от друга. 
Като използвате нормалното приближение (т. е. ПГТ), покажете, че вероят- 
постта за 10 000 стъпки пешеходецът да измине разстояние, не по-малко от 
5,! km и не повече от 7,49 km, е 0,99947. 

3. Случайните величини €1, €3, ... са независими помежду си и имал 
разпределения 

Р[Е„:п“):Р[Е„:-п“]:#, P{§n=0}=1—n—15. 
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Покажете, че при 058 < 1 иза > в -- 1 са в сила условията на теорема Ляпунов. 

4. Случайните величини &, €2, ... са независими и равномерно ра делени в интервала (0,1). Покажете, че 

плътност [(5) = 3—;—, 26 (—1,1). Покажете, че 

= NG Да P kz_;em\/fi :Φ(-εἷ), 

2 

1 Β където Φ(α) = Σ / е“ /? и е стандартната нормална функция на раз я 
-0 

деление. 

З . - п 1 6. С помощта на ЦГТ докажете, че lim e—n === 
n—oo р! 2 

Ynsmeane. Ако Sy, € Po(n), то 

п k 
Ра <n}=e " —’Z—' 

k=1 

7. Нека {£.} ca независими случайни величини, 

Ῥίξε ен) = Σ = P{gn н”) 
1 Докажете, че при 6 > 73 за редицата (“, ) е в сила теоремата на Ляпунс 
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Втора част 

МАТЕМАТИЧЕСКА СТАТИСТИКА 

Десета глава 

Задачи на математическата статистика. 
Опеняване на параметри 

§ 1. Уводни бележки 

В теорията на вероятностите се въвеждат и изследват в теоре- 

тичен план редица важни понятия за числови характеристики на 

случайните събития и случайните величини (вероятност, функция 

на разпределение, математическо очакване, дисперсия, квантили 

и др.). Обаче в много редки случаи на практика може с увереност 

да се твърди, че дадено случайно събитие има определена вероят- 

ност (известно число) или че конкретна случайна величина има 

дадена функция на разпределение (напълно известна функция). 

Обикновено всички тези характеристики на конкретни случайни 

събития и величини се оценяват въз основа на наблюдения, на 

получени по един или друг начин експериментални данни. 

За да добием представа за предмета на математическата CTa- 

тистика и 38 връзката й с теорията HA вероятностите, ще приведем 

две типични за тези дисциплини задачи. 

1. Отделно и независимо един от друг са взети за контролен 

преглед п детайла. Известно €, че вероятността отделно взет 

детайл да е дефектен е равна на определено число р. Каква е Be- 

роятността измежду п-те детайла да се окажат точно К дефектни? 

2. Независимо един от друг и по случаен начин са взети за 

контролен преглед п детайла. При прегледа се оказва, че сред 

тях има точно Е дефектни. 
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а) Как да определим неизвестната вероятност р отделно взет 
детайл да се окаже дефектен? 

6) Ако ре оценка. 38 тази вероятност, как да определим точ- 
ността на тази оценка? 

в) Как да проверим хипотезата, че бракът е под 107 

г) Как да различаваме две хипотези, при които бракът е съ- 

ответно 2 или 5967 
Извличането на качествена и количествена информация въз 

основа на специално провеждани 38 целта наблюдения или експе- | 

рименти е отдавна призната необходимост в обществената прак- 

тика. Това е първата причина да се създаде, оформи и PA3BUBA 

като наука. съвременната статистика. Под статистика днес се pas- 

бира един обжширен клон OT науката и практиката, включващ три 

основни типа дейности: 

е събиране на статистически сведения; 
е изследване на събраните данни; 
е разработка на общи методи и правила 38 събиране на ста- 

тистически данни, 33 тяхното изследване, 38 получаване на верни 
изводи ΟἹ резултатите и 38 вземане на научно обосновани реше- 
ния. 

Предмет на математическата статистика са третият тип дей- 
ности, с които са свързани многобройни теоретични и практичес- 
ки задачи. Като pemaBa тези задачи, статистиката едновременно 

посочва и какъв трябва да бъде експериментът (наблюденията), 
за да бъдат правилни съжденията, получени въз основа на съб- 
раните по такъв начин данни. Това води дотам, че самата ста- 
тистика често дава препоръки по провеждането на експеримента, 
като се превръща и в наука за планирането на експеримента. 

Статистическата теория в основите си се опира на теорията на 
вероятностите. Често се наблюдава и обратната връзка — при 

изграждане на. конкретни вероятностни модели се използват ста- 

тистически данни. Теорията на вероятностите подсказва как да 
се подходи към интерпретацията на статистическите данни, какви 

методи да се използват B работата CLC статистически материал, 

как да се възприемат и тълкуват резултатите. Тя трябва да се 
схваща като изкуство и наука за събиране, анализ и получаван “ 
не на изводи от количествени (числови), а понякога и от чисто 

качествени (нечислови) емпирични данни. Специалистът по Ma- 
тематическа статистика е длъжен да познава теорията на вероят- 

ностите толкова добре, колкото своята област. За потребителя на . 
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етатистическите методи е достатъчно да познава понякога само 

„рецептите“ при работа със статистически материал. За пълно- 

ценно използване на математическия апарат са НеОбХОдИМИ позна- 

ния 38 същината. на статистическите модели, 33 условията UM 38 

прилагане, за формата на поднасяните резултати, за правилата 

а вземане на решения. 

СПЕЦИЗЛИСТЪТ по математическа статистика изследва и теоре- 

Фично свойствата на различни типове вероятностни модели, като 

предполага известни някои от определящите вероятностни зако- 

номерности в моделите. 38 да могат да се използват подобни 

модели в практиката, е необходимо да им се „вдъхне живот“ --- 

ἼΔ да се конкретизират така, че да има точно и обективно съответ- 

ствие между използваните в модела закономерности и описваните 

в тях случайни обекти в действителното явление, Именно тази 

конкретизация на закономерностите и установяването на съответ- 

(рвието им с действителността представляват основните задачи 

на статистиката. 

8 2. Генерална съвкупност и извадка 

Обикновено на статистическите данни се гледа като на едно- 

родни представители на една или няколко наблюдавани характе- 

ристики в голяма съвкупност от еднородни индивиди. Когато е 
уточнена изследваната характеристика на индивидите в общата 

съвкупност, можем да отъждествим тази съвкупност със съвкуп- 

ността OT възможните стойности на измерваната характеристика 

у отделните индивиди. Обикновено тя се нарича генерална свекуп- 

ност. Когато данни за характеристиката не се събират от всички 

ипдивиди, а само от тяхна част, говорим за извадка. Отделни- 

те стойности на характеристиката в реда на получените данни 

наричаме наблюдения. Именно наблюденията за нас са предста- 

витслите на (извадката от) генералната съвкунност. Броят на 

иаблюденията се нарича обем на извадката. 
Към използване на извадки се прибягва, когато интересуваща- 

та ни генерална съвкупност е твърде многобройна или обектите 

й са трудно достъпни, или има други причини, непозволяващи да 

га изучат всички обекти. 
Например съвкупността на обектите може да бъде цялото на- 

веление на България на възраст 16 години. Измерваният приз- 

нак нека е ръстът на съответните индивиди. Може да отъждест- 

вим съвкупността на индивидите със съвкупността от възможните 
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стойности на ръста. Вместо χᾶ се измерват всички деца. Ha 16-ro- 

дишна възраст, може да бъдат проведени измервания в няколко 

селища и получените резултати ще представят извадката от гене- 

ралната съвкупност. По нея по-нататък може да се правят изводи 

33 ръста на всички деца B страната на посочената възраст. # 

Няколко думи 3a характера на извадката. Тя трябва да бъде 

непреднамерена и да съдържа в себе си приблизително всички 

особености на генералната съвкупност, за да представи най-доб- 

ре нейната цялост, т.е. да бъде репрезентатиевна. При горния 

пример преднамереност може да се получи, ако избраните класо- 

ве за измерване ръста на децата са само от момчета (или само 

ΟἹ момичета) или само ΟἹ спортни училища, или от училища 38 

бавно развиващи се деца. Извадката няма да представя правдо- 

подобно съвкупността на децата на 16-годишна възраст. Освен 

това извадката трябва да има достатъчно голям обем, Така по 

измерения ръст на няколко деца едва ли може да. се съди за ръста 

Ha всички деца. Втъобще извадката трябва да бъде микромодел 

на генералната съвкупност. Това се постига чрез Τ, нар. чисто 

случаен избор. Тук е по-просто да покажем как не трябва да се 

прави извадка. | 

Нарушаването на принципа за случаен избор понякога води 

до сериозни грешки. Известно със своя неуспех е запитването, 

проведено ΟἹ американското списание „Литературен преглед“ оте 

HOCHO изхода на предстоящите президентски избори през 1936 г. 

Кандидати били Ф. Д, Рузвелти А. M. Ландън. Като генерална 

съвкупност редакцията използвала телефонните указатели. Като 

избрала по случаен начин 4 милиона адреса, тя изпратила по ця 

лата страна картички с въпроси за отношението към кандидатите 

за президенти, Списанието изразходвало големи суми за разпра 

щането и обработката на. картичките и обявило, че за президент 

ще бъде избран A. M. Ландън, и то с голяма преднина в гласове 

те. Резултатът ΟἹ изборите obaue се оказал противоположен на 

тази прогноза. 

Тук са извършени наведнъж две грешки. Първо, телефонни- 

те указатели не давали репрезентативна извадка от населението 

на страната, защото абонатите тогава били главно от по-заможни 

семейства. Второ, отговори са получени не от всички, а OT хора, 

достатъчно уверени B своето мнение и привикнали да отговарят? 

на писма — ΟἹ представителите HA деловия свят, които поддър“ 

жали Ландън. Ако редакцията по-критично беше пристъпила към 

своята работа, тя би открила и без това известното на всички, 
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Явление, подобно на току-що описаното, когато извадката не 
представлява цялата генерална съвкупност, а само някакъв неин 
слой, се нарича „отместване на извадката“. Отместването е един 
ΟἹ основните източници на грешки при използването HA метода. на 
извадките., 

Същевременно тогава социолозите Дж. Галън и Е. Роупър 
правилно предсказали победата на Ф. Рузвелт, обосновавайки я 
само на 4 хиляди анкети. Причината 38 този успех била не са- 
мо правилното съставяне на извадката. Социолозите отчели, че 
обществото се разпада на социални групи, които са сравнително 
аднородни в отношението си към кандидатите 33 президенти. За- 
чова извадката ΟἹ слоя може да бъде малобройна, HO със същия 
резултат на точност. С помощта на резултатите ΟἹ изследването 
по слоеве може да се характеризира обществото като цяло. Днес 
подобна методика е общоприета.. 

Генералната съвкупност също дава своето отражение върху 
извадката. Когато броят на индивидите в съвкупността е безк- 
райно голям, обемът на извадката няма да окаже влияние върху 
броя на неизследваните индивиди. При построяване на процеду- 
рите по статистическото изследване се има предвид, че се изслед- 
ва неограничена съвкупност OT индивиди, и се говори 33 статисти- 
ка на безкрайните индивиди. При непреднамерен случаен подбор 
на индивидите е удобно да се приеме, че извадката представля- 
ва съвкупност OT независими реализации на случайната величина 
§, която представя измерваната характеристика в индивидите на 
генералната съвкупност. В такива случаи последователните наб- 
мтюдения ще могат да бъдат представени с получената редица от 
измервания ξι, 65,...,ба. Числото n e обемът на извадката. Удоб- 
но е при теоретични разглеждания (най-вече при оценки за точ- 
ността и сигурността на получаваните статистически решения) 
WICMEHTHTE на извадката да се третират като случайни величи- 
ни, докато в изчислителните процедури на тях се гледа като на 
числа, с които се извършват пресмятанията.. 

Векторът é’ = (ξι, ἔ,...7 ξ,}), подобно на разглежданията B тео- 

рилта на вероятностите (вж. Т, 8 2.5), се третира като единич- 
μ наблюдение в сложен опит, състоящ се ΟἹ последователно- 
"Ὸ провеждане на п-те наблюдения. Съвкупността X ΟἹ възмож- 

WM стойности на вектора £ се нарича извадково пространство. 
Неговата плътност на разпределение е функция с дефиниционно 
множество 4” и играе изключително важна роля в статистиката. 
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Нарича се фунюкция на npaedonodobue и обикновено се бележи ¢ 
((#) = Д(21,...,2). 

Най-често непреднамерената репрезентативна извадка от без- 
крайна съвкупност се третира като редица от независими еднакво 
разпределени случайни величини 41,62,...,бу, всички с разпреде 

лението на изследваната характеристика ξ (нарича се още проста 
извадка). 

Ако Е има вероятностна плътност на разпределение f(z) или 
дискретно разпределение {p,}, функцията на правдоподобие ще се 
представя с израза. 

n 

(1) L@ =]lf@) wm L@ =]]ps. 
41 

Когато генералната съвкупност е съществено крайна, T.e. οὔ- 
щият брой N Ha индивидите в нея не може да се приеме за безкра- 

ен, всеки нов индивид, изследван при формирането на извадката, 
ще се избира от оставащата част на съвкупността. Този начин на 
избиране прави членовете на извадката, зависими и налага разра- 
ботването на теорията на статистиката на крайните съвкупности. 
Хубаво изложение Ha най-новите постижения на тази теория може 
да се намери в гл. 12 на книгата на Ю. К. Беляев „Статистичес- 
кий контроль качества“, М., Наука, 1975. 

За да отбележим ролята на статистическото описване на гене- 
ралната съвкупност, ще приведем един пример, посочен от беле- 
жития английски учен сър Роналд Фишер — един от създателите 

на съвременната математическа статистика. 

фе Йоханес Шмит от Карлсберговата лаборатория в Копен- 
хаген бе не само ихтиолог, но и неуморен биостатистик, Той раз- 

виваше идеята, че рибите от един вид се делят на относително 
изолирани съобщества. Между тези групи той намираше статис- 
тически различия по броя на гръбначните прешлени или по лъ- 
чевите кости на плавниците. Причината за различията е, че тези 
съобщества не се смесват при размножаване. Всяка група хвърля 
хайвера си на свое място. Често такива различия са забелязвани 
между рибни стада от един вид, обитаващи един фиорд. 

Обаче за змиорките Йоханес Шмит не можа да открие ни- - 
какви статистически различия между индивидите, уловени даже 
в твърде отдалечени едно от друго места -- различни части на 

Европейския континент, Азорските острови, Нил или Йсландия. 
Между другото броят на гръбначните прешлени при змиорката е 
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фчвърде изменчив. Йоханес Шмит реши, че змиорките OT всички 

|мзлични речни системи образуват едно съобщество. Следова- 

Филно те трябва да имат общо място 38 размножаване. 

След известно време това предположение се потвърди по вре- 

ма на експедицията на изследователския кораб „Дана“, един от 

мавните успехи на която бе улавянето на личинки от змиорка B 

ограничен район на Западния Атлантик.“ 

§ 3. Задачи на математическата статистика 

Ще направим преглед на някои от задачите на статистиката, 

сгвързвайки ги с изучаването на безкрайните съвкупности. 

1. Задачи, свързани с оценка на вероятността. Събитието 

А има вероятност р, чиято стойност не познаваме. По резултатите 

от опити трябва да оценим числото р, тъй като априорните съж- 

дения не са достатъчни. Генералната съвкупност е съвкупността 

па всички опити, провеждани при едни и същи условия, при които 

може да се осъществи събитието A. Извадката -- това са резул- 

татите ΟἹ проведените опити, които на практика са винаги краен 

брой, понякога доста голям. 

2. Задачи, свързани с оценка на неизвестни функции на 

разпределение. Тези задачи включват оценка на неизвестна Be- 

роятност. Ако дефинираме случайна величина {, равна Ha 1, ко- 

гато се осъществи случайното събитие A, и равна на 0, когато не 

се осъществи A, определянето на Р(А) е частен случай от задача- 

та за определяне разпределението Ha ξ. В много случаи не знаем 

нищо 38 интересуващата ни функция на разпределение F(z) освен, 

разбира ce, дефиницията й като вероятност P{{ <z} = F(z). Ta- 

ка се наблюдава, известна прилика между задачата за определяне 

на F(z) при фиксирано + и задачата 38 определяне неизвестната 

BEPOATHOCT на случайно събитие (което в случая е неравенството 

(6 « “}}. 
Понякога може да е познат аналитичният вид F(z;0) на фун- 

кцията на разпределение, но да е неизвестна стойността на неиз- 

вестния параметър θ, който може да бъде вектор й = (01,...,04) с 

неизвестни координати. Тук задачата 38 оценка на Е(+) се свежда 

до вида.: 
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3. Задачи за оценка на неизвестни параметри на наблю- 

даваната случайна величина ζ, Тези задачи включват оценката 

както на параметри, влизащи в явния вид на функцията на разпре- 
деление (например параметрите а и а B нормалното разпределе- 
ние, А — B експоненциалното и поасоновото, р — B биномното и 
геометричното и пр.), така и на други параметри, свойствени за 
самата величина (например медианата и други квантили на раз- 
пределението, средното Е, дисперсията DE или някои моменти OT 
вида Е” и др.). Оценките могат да бъдал точкови (за всеки неиз- 
вестен параметър се предлага число, получено от резултатите от 
наблюдението) или интервални (вместо стойност на параметъра 
се предлага интервал, в който с известна вероятност се твърди, 
че се намира истинската му стойност). 

4. Задачи за проверка Η хипотези, Това е широк клас от 3a- 
дачи, съпътстващ почти всяко статистическо изследване. По ня- 
какви съображения може да. се изгради хипотезата, че търсената 
функция на разпределение е F(x). Kax ще се провери дали тази 
хипотеза e вярна? Подобно е положението винаги след оценка 
на неизвестните параметри в известния клас на разпределенията 
на наблюдаваната величина. След заместване на параметрите с 
оценките твърдението, че така получената F(z) е истинското paa- 
пределение, е една хипотеза, получена въз OCHOBA на предшеству- 
ващите статистически изводи. Тази хипотеза трябва да се прове- 
ри за съответствие с резултатите от наблюденията. Пак към този 
клас задачи се отнасят задачите за проверка дали наблюдавани- 
те две случайни величини имат еднакви средни стойности (или 
дисперсии, или функции на разпределение), дали разпределение- 
то на изследваната величина € от предполагаем клас (нормално, 
експоненциално или с монотонна интензивност на отказите), дали 
зависимостта между две случайни величини (или две групи ΟἹ ве 
личини) се изразява точно със закона, който нашите разсъждения 
или изчисления ни подсказват, и много други. 

Задачите от този тип за проверка на хипотези се отнасят към 
различни раздели на математическата, статистика — параметриче 
на и непараметрична статистика, многомерен анализ и др. 

5. Задачи за установяване на статистически зависимости 
между събития и величини. Това е също обширен клас задачи, 
включващ проверките 33 независимост на наблюденията Β извад- 
ката, установяване степента на зависимост между две случайни 

събития или величини, установяване на математическия вид на 
количествената зависимост между две съвкупности от случайни 
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величини,. При това може да е известна функционалната форма, 
HO да са неизвестни някои коефициенти в нея, или пък формата BL- 
обще да не е известна и да се търси заедно с параметрите, с чиято 
помощ се записва, и пр. Когато даден основен показател зависи 
ΟἹ голям брой случайни величини, е интересно те да се класи- 
фицират по степента на въздействието им върху този показател 

и да се знае кои от величините влияят благоприятно върху него 
и кои не. Задачите от този клас са действително много важни и 

разнообразни. Те довеждат до силно развитие на такива дялове 
па математическата статистика като корелационния, регресион- 
ния, дисперсионния, факторния, дискриминантния, компонентния 

и други анализи, които се обособиха вече като самостоятелни 
паправления със свои проблеми и методи за тяхното решаване. 

8 4. Обща характеристика на точковите оценки 

А. Обект на изследване в математическата статистика най- 
често €3 някои обобщаващи характеристики на генералната съв- 

купност. В статистическите задачи става дума не за намиране 
точните стойности на параметрите, а за оценяването им, тъй ка- 
10 експериментът не може да даде абсолютно точен резултат 3a 

паблюдаваната величина. Резултатите ΟἹ опитите (от наблюде- 

нията на индивидите в извадката ) са случайни, затова и оценките, 
които се получават с тяхна помощ, имат този случаен характер. 
С помощта HA статистическите правила се получават приближени 

стойности на неизвестните параметри в следния обобщен смисъл: 

постоянните величини, характерни за изследваната съвкупност, 
(Ὁ заместват със случайни величини, построени съгласно опреде- 

лесни правила с помощта на резултатите 0T наблюденията. 
Математическата постановка на задачата изглежда така: Раз- 

гложда се определена генерална. съвкупност #. Нека 0=(6,...,60;) 
й нсизвестен постоянен вектор, характеризиращ определен приз- 
нак в Q. 

В съвкупността Ὦ дефинираме случайна величина §, която по 

определен начин зависи от θ, т.е. в своите проявления у отделни 
индивиди на величината ξ съдържа някаква информадция 38 napa- 
метъра θ. Предполага се, че е получена извадка от п елемента на 
(), в които са наблюдавани (измерени) стойностите &1,82,...,4, на 
ἔ, Оценка или cmamucmuxae се нарича всяка функция #(61,...,6л) 
йа получените наблюдения, която приемаме 38 стойност на дадена. 

201



функция #(0) от неизвестните параметри by,...,0;. Функцията r(6) 
също е параметър на генералната съвкупност. Например оценя- 
ваните параметри могат да бъдат средният ръст и средното тегло 
на едногодишните индивиди от нововнедрена порода животни или 
отнотшението между ръста и теглото UM, делът на разходите 38 
културни мероприятия в бюджета на домакинствата в България 
(изобщо или само на домакинствата от определена категория), 
процентът на брака в производството на едно предприятие и др. 

Съществуват много възможности 33 построяване на статис- 
тически оценки на каквито и да са конкретни параметри или на 
техни функции. Преди да се спрем на някаква оценка, обикно- 

вено разглеждаме какви изисквания тя трябва да УДОВЛЗТВОРЯВЗ„ 

Очевидно е, че оценките трябва да бъдат по възможност прости, 

точни и при увеличаване броя на наблюденията точността им да 
расте. Затова трябва да се започне с установяване на някои о06- 
щи принципи, към които се придържаме при прегледа на цялото 
многообразие от оценки, предлагани в практиката. 

Зависимостта ΟἹ параметъра #й на разпределението на Е ще 
бележим с Е(г|0), на функцията на правдоподобие — с 5(219), 
а на математическите очаквания на каквито м да са функции OT 

вектора на наблюденията « — с Ε. 

Β. Нека t(&1,...,6n) (накратко ще я бележим 2.(6)) е конст- 
руираната оценка за функцията 1(0) OT неизвестния параметър 
0 = (01,...,0,). Ouenrara се нарича неизместена, ако 

() Egtn(£)=/.../t(a:l,...,zn)L(ml,...,wn|6‘)d:1:1...d:cn=r(0); 

Koraro оценката на функцията #(0) не удовлетворява PABEHCTBOTO 
(1), разликата Ео.(6) - r(f) се нарича систематична грешка Ha 
оценката tp(£). 

Лема 1. Средното аритметично 

Ek=-:;(£1+£z+~-+£n) 

е неизместена оценка на математическото очакване Е“ na nabaw- 
даваната случайна величина §. 

Доказателство. Въз основа на линейното свойство на матема- 
тическото очакване E(af + δη) = аЕ + bEn имаме 

Βξ, = = (B +е + Ба) = B, 
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mit като EE; = Εἰξ. 

Би могло да се помисли, че и оценките 

1< А 
:ῖξ(ξὶ’ξπ) 

на централния MOMEHT от ред г, Е(Е — Е2)”, също са неизместе- 

ни. Оказва ce, че това не е така. При независими наблюдения 

§,...,&n неизместени са оценките 

nr—l 

(2) йе = m-1)(n—2)-(n—r+ 1)я Σ(ξτ ξπ)ψ 

(Докажете!) Специално при независими наблюдения неизместена 

оценка за дисперсията ОЕ на наблюдаваната случайна величина 

ξ не e величината 
12 

2 е“2 
„ 2 Σ :(ξἰ"ξπ) ᾽ 

пе 
1551 

А величинала, 

==Y Ε - &) 
n 

#1 

Наистина лесно се пресмята, че 

„ 1τ 1 τ 1 1 
δ - ᾷ - ξ τ ε- - Σ ο --ἰ Σ & 

ni-—-l ni=1 ” i= 4522 

Ее„а, 
#21 1564 

Оттук поради независимостта на ξ и ; намираме 

п-1 Εδὲ = ве - 1 S вава 22 ве - (ве). 
п 

#3 

Оцпенката 62 е изместена, докато 

(3) 2=-—"542 ἃὶ Εἐξ:"ἹΙΕᾶξ:υε. 
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Като се използва, че Ὠ82 = Е(52)? -- |Е2212, след прости npecmara- 
ния може да се получи 

n—3 

n—1 

" 1 . 
Dsft = - [Ε(ξ - 84) - (Df)Z] при В < οο. 

Известно е още, че не може да се получат неизместени оценки 
38 централните моменти OT ред т пригт > п. 

Β. Ясно e, че изискването дадена оценка да е неизместена, е 
естествено. В такива случаи поне ще се избягнат систематич- 
ни грешки. Понякога обаче e трудно да се открие на само как 
да се отстрани изместването, но дори самото наличие или лип- 
са на изместване на предложената оценка. За щастие в повечето 
случаи сравнително просто се намират асимптотично HEUIMEC- 
тени оценки. Това ca такива (възможно изместени) оценки, чието 
математическо очакване клони към истинската стойност на оце- 
нявания параметър при неограничено увеличаване на броя п на 
наблюденията. 

Така, ако оценяваме дисперсията на случайната величина &, 
оценките 62 и #2 са асимптотично неизместени и при достатъчно 
големи п тези оценки малко се различават. Това се вижда добре 
ΟἹ връзката (3) и от дефинициите на 62 и 42. 

Дефиниция. Казваме, че ἐμ(ξ) е састоятелна оценка (c.0.) за 
r(8), когато при п — 0O клони по вероятност KoM оценяваната фун- 
кция 1(0), т.е. когато е изпвлнено 

(4) P{| ἐρ(ξ) -- τ(θ) |< «) ;:;;Z 1, 

каквото и да е числото в > 0. 

Състоятелността установява неограничено повишаване на точ- 
ността на оценката при увеличаване броя на наблюденията, без 
да показва колко бързо расте тази точност. 

Дефиниция, Оценката #() се нарича силно свстоятелна, ако 
t, (&) клони кем + (0) npun — οο с вероятност 1, m.e. когато за ΘΟΙ͂ΚΟ 
€ > 0 e изполнено асимптотичното сготношение 

P{sup |ἐκ(ξ) - #(0) |< в) — 1. 
kzn n—o0 

Различието между двата вида състоятелност е същото, както 

различието между слабите и усилените закони за големите числа. 

CLCTOATENHOCTTA на оценките най-често се установява с използва» 

не на зажконите 38 големите числа. Ot теоремата Ha КОЛМОГОРОВ 
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ипмпример следва, че оценката &, е силно състоятелна 38 Εξ. От 

представянето на оценката 

гледва (по теоремата на Слуцки, 8 7.1), че ако съществува дис- 

персията DE, то 62 е силно състоятелна оценка за DE. 

Пример. Известно €, че квантилите Zp (по-точно р-квантили- 

те) на разпределението на случайната величина < се дефинират 

като най-големите решения на уравненията (вж. § 4.5) 

Р ( <а,) Ξ», ре (1) 
Тук величините р се задават като числа между О и 1, а т са не- 

известни. Така р-квантилът тр € точка върху числовата права, 
която я дели на две полуправи. Вероятността случайната вели- 

чина Е да приеме стойност наляво OT +т, е равна HA P, а 1-ре 

пероятността « да приеме стойност, не по-малка от хр. Квантилът 

/2 се нарича медиана (Me) на разпределението. 
Емпиричните оценки на квантилите са такива числа £, OT ва- 

риационния ред 

(ξ) : ἔωῳ Ξ ξῳ) Ξ -“" Ξ ξῃ 
на наблюденията 41,(з,...,ба, които делят редицата (ξ ) на две 
части, така че наляво ΟἹ 2. да се намират част р от наблюдени- 

пта. С други думи, броят на наблюденията, по-малки от емпи- 

ричния квантил фр, се отнася към общия брой на наблюденията, 

по-големи ΟΥ Фр, почти както р: (1 —p). Налага се да се каже 
„почти“, тъй като отношенията # : (n — k) могат да приемат само 
крайно много стойности. 

Емпиричният р-квантил се определя с равенството 

Фр = Цл) 

llo закона за големите числа (теоремата Ha Бернули) емпирич- 

пните квантили клонят по вероятност към теоретичните, т.е. Ip е 
("LCTOATENHA оценка за тр. Специално “)) € състоятелна оценка 

за Me(¢) (медианата на разпределението на ξ). 

Г. Изискванията за неизместеност и състоятелност не опреде- 

лят оценката #(<) еднозначно. Например от теорията е известно, 

че за случайна величина £, разпределена,. по закона Ha Поасон с 

параметър A, е изпълнено Εξ = ОЕ = А. Ние разполагаме с две 
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неизместени оценки &, и # за А, които CLOTBETCTBAT на оценки-. 
те за средното и 38 дисперсията на £. Коя от двете оценки да 
предпочетем? 

Желателно e оценките да бъдат по възможност близки до оце- 
нявания параметър. Оценката обаче е случайна величина и по- 

ради това може повече или по-малко да се отклонява от параме- 
търа. Необходимо е големите отклонения да се срещат по-рядко, 
а мярка 32 отклоненията на случайната величина (оценката) от 
нейното средно (параметъра при неизместени оценки) е диспер- 
сията. С оглед на това най-желателни са неизместените оценки с 
минимална дисперсия, които се наричат ефектиени оценки. 

Изобщо познаването на дисперсията на оценката tn({) за па- 
раметъра #(0) e полезно и по други съображения. Ако ἐμ(ξ) e 
неизместена оценка 38 r(f), по неравенството на Чебишов можем 
да получим една долна граница 33 вероятностите Η събитията 
[tn (&) - #(6)| Ξ ε, където € > 0 e дадено число. Имаме 

Dt,(§) е 
22 

Затова изискването оценката да има минимум дисперсия € съв- 
сем естествено. Ще отбележим обаче, че само в редки случаи 
оценката е едновременно неизместена, състоятелна и ефективна. 
Получената по-горе оценка &, 3a ВЕ има дисперсия 

Р е() - τ(0)}} <е) 21~ 

" 1S 1< 1 
D¢, =D -Σ ξι :-2-ἕ Ра τ --Ὠξ. 

« γυ 4 n 
i=1 i=1 

Upes HepaBeHCTBOTO на Чебишов можем да правим оценки 38 
точността на приближението на &, до истинското средно Ес: 

ра . D¢ 
e ne?’ P {|€, - Е4| 5е) =1-P{|& - Е4| 2е) 21- 

Оттук се вижда още веднъж, че колкото броят на наблюдени- 
ята е по-голям, толкова по-вероятно е оценката да е близка до 
оценяваната стойност. Последното неравенство често се използва 
при планирането на броя на наблюденията с цел да се получат 
оценки с желана точност. Абсолютна точност никога не се ra- 
рантира поради случайния характер на оценките, но може да се 
гарантира достатъчно висока вероятност, че оценката е на разс- 
тояние € ΟἹ оценяваната характеристика. 

Д, Вероятността 

ащ =P {[tn(£) — ()| < ε} 
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се нарича надеждност на оценката с точност €. И така, вся- 
ка оценка. се характеризира със своята точност и надеждност -- 
две важни величини за т. нар. теория на планирането на експе- 
римента. Определянето Ha надеждността Qn при дадена TOUHOCT 
£ e трудна задача, защото трябва да се знае разпределението на 
оценката. Много често обаче това разпределение е асимптотично 
близко до нормалното или до някои известни други разпределе- 
ния и задачата може да се реши поне приблизително. В общия 
случай неравенствата като чебишовото помагат при оценяване на- 
деждността и точността на статистическите оценки. 

Е. Пример. Едно предприятие произвежда серийни изделия 
при постоянна технология. Вероятността р отделно взето изде- 
лие да няма дефекти не е известна. Желателно е да се определи 
р с грешка, ненадминаваща 0,005. Какъв трябва да е броят п на 

“ ῃ 
проверените изделия, който би гарантирал, че честотата -- на 

п 

изделията без дефекти ще се различава от р не повече от 0,005, 

Yn _ | <0,005. 
n 

Няма абсолютна гаранция, KakBoTO и да € п, че непременно 
Vn 
” pl < 0,005. Затова определяме достатъчно висока BEPOAT- 

т.е. че 

Ш-рЪ <0, 005 ност --- например 7у -0, 95, и искаме неравенството - 

да € изпълнено с BeposaTHocT (0,95 или повече, T.e. 

-.- #1 
Ше забележим, че 

E(fi) :ΞΕν,.::ἐ.πρ:ρ и Β(ΞἜ) :Β(-Ι--]-ἓ. 

ἷ-Ρ <0, 005} 20,95. 

n п п n 

Затова можем да използваме HEPABEHCTBOTO Ha Чебишов, според 
което 

pl-p) . 1/4 
n.(0,005)2 ="~ п.25.10-6" 

Неравенството o, 2 0,95 ще e изпълнено, axo изберем такова п, че 
1- [4π.25.10- τ > 0,95. Минималното такова n e 200 000. 

—-~p|<0,005} 21— 
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Цолученото число е доста завишено. Използването на централ 
ната гранична теорема (т.е. на по-точни знания за разпределени 

и 
ето на величината —7;—’) дава MHOrO по-малко число — п & 10 000. 

" 

8 5. Извадкови статистики OT HOPMAJIHO 

разпределени случайни величини ; 

Когато наблюдаваната случайна величина ξ има нормално 

разпределение, извадковите статистики, получени ΟἹ наблюде« 
нията, притежават редица важни свойства, които се използват в 
практическите изследвания. 

Теорема 1. Ако &,&a,...,&, е проста извадка от нормално ра 
пределена случайна величина Е € ЛМ(а,«2), mo разпределението на 

1 п 

сумата от квадратите — 3 (£ - a)® е Х2 -разпределение с n ствн 
0% 1 

пени на свобода. 

Е -- α 
Доказателство. Ако положим 1) = 2 TO ἢι € N(0,1) и no- 

4 

сочената сума е χἷπ) = Y ἢξ, където 1); са независими. По § 5.4 
=1 

твърдението € очевидно. 

Теорема 2. Ако &1,&,...,&n € проста извадка от нормално ра 

пределена случайна величина Е € N(a,0?), извадковото средно §&, 
ῳ извадковата дисперсия #2 са статистически независими. Слу 

" -а 
чайната величина \/Fzg" e N(0,1)-pasnpedeaena, а величината 

а 
2 . 

(n -- 1)-2% uma Х2 -разпределение сп — 1 cmenenu на ceoboda. 
в 

Доказателство. Като сума от независими, нормално разпреда 
лени N(a,0?) случайни величини, величината Хл има разпредела 

2 
σ 

ние N (a, —n—) . Topa e равнозначно на твърдението, че NIpeobpasys 

ξπ-α 

σ 
ваната (стандартизирана) величина /1 

N(0,1). 

има разпределение 
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Величината 42 няма да се промени, ако заменим всички наб- 

людения Е; с центрираните отклонения & = ¢ — a. Ето защо 

биз ограничение Ha общността можем да считаме, че а = 0, т.е. 

(i ЕЛ(0,02). Ще преминем ΟἹ величините ξὶ към нови случайни 

шмичини 7);, въведени по формулите 

n 

1 ΞΞ Σα,-;ξ,-; i=1,...,n 

21 . 

I'vk косфициентите a;; образуват квадратна матрица A ot редп. 

Hoka всички елементи OT последния ред на матрицата А са равни 

1 
, така че NNW | 

1 « - ш 
(1 77n=7—;iz&=\/fi£n и Σ ai;=1 

=1 #1 

Нока по-нататък матрицата А е такава, че са изпълнени услови- 

ита 38 ортогоналност HA редовете M, т.е. 

п 

Σ αμαῃ = бър 
=1 

Където δΜ“ е кронекеровият символ. Това винаги може да се Ha- 

Ρ ΒΜ По такъв начин сме извършили ортогонална тра.нсформа.- 

ция в п-мерното извадково пространство, което означава въртене 

KOO HAUAJOTO на координатната. система. При това дължини- 

Фа на векторите не се променят, нито ъглите между тях, т.е. из- 

п п 

пълнено е S ἐξ =Y n?. Всички разпределения на величините 7);, 

i=1 i=1 
{w1,...,n, обаче ca нормални KATO линейни комбинации OT неза- 

висими нормално разпределени случайни величини. При това 

п п 

-0: - T2 = 222 22 
En;' = 0, DTh = Εητ = ΣαῳΕξ:' =0 Σ ай =0". 

=1 j=1 

()у условието за ортогоналност при k # 4 имаме 

п п 

- 2 — 52 ш 
Εηκηι = З arjaiBE =0 > αμαρ = 0. 

1 j=1 
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Tosa O3Ha4aBa, че нормално разпределените случайни величини Ἦχν . . . γ а са некорелирани, а следователно (вж. # 5.2) са и кеза- висими. 
За величината 82 имаме 

n—1 
п п n | 

(=D& =) (а-6) τ Σ εἰ -n е5е -- У п - η i=1 #1 #1 

Ὥ Π 
41 

Оттук тривиално представяме 

П-1„2-п-1 т 2 

(2) 02 8π'"'Σ ἷ 

като сума ΟΥ квадрати на Л/(0, 1)-разпределени случайни величи- ни. С това теоремата е доказана, тъй като от (1) и (2) се виясда, че сме представили &, и 42 като функции HA две групи от незави- сими случайни величини — съответно M И ἢι:.. sifn—-1. 

Teopema 3. Axo &;,¢,, .. -1&n € извадка om Λί(α, 02)-разпределена 
-- a 

и случайна величина £, то величината t = „ Е"„ има разпределе- 
85 

ние на Стюдент с п - 1 cmeneny на свобода. 

-а 32 Доказателство. Нека положим X = \/776” Ὑ Y = (n~ 1)_%, 
4 o Torasa ще e вярно представянето 

X 

VY/(n=1)’ 
където Х e Л(0,1)-разпределена случайна величина, а У има Х2(п — 1)-разпределение. Това е достатъчно (вж. § 5.4), 58 да твърдим, че # има съответното разпределение на Стюдънт, посо- чено в теоремата. : 

ἐ ΞΞ 

8 6. Оценки с минимална дисперсия 

Hexa £,&,,...,&, ca наблюдения над случайна величина &, ко- ято зависи от неизвестен параметър (възможно многомерен) д. и нека t,(£) = t(&1,&2,...,€,) е неизместена оценка. 33 някаква фун-. кция 1(0). В съответствие с въведената B предишния параграф терминология това означава, че Е () = r(8). Тази оценка се 
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нарича неизместена оценка с минимална дисперсия, когато 38 вся- 
ка друга неизместена оценка i, (£) е изпълнено 

Dyin(€) 2 Dotn(€). 

Teopema 1. Axo cswecmeysa неизместена оценка с минимална 
Оисперсия, тя e единствена. 

Доказателство. Да допуснем, че съществуват две различни 
2 неизместени оценки с минимална. дисперсия « ξι), 1.8. 

Eqt() = В) = 1(0); 
Βθΐξᾗ) = Ὠ ἐ(3) = #2 - минимални. 

1 
Да образуваме новата оценка #?) = 3 (tff) + ύξᾗ)). Очевидно тя е 

квеизместена, защото 

1 B = е() Ι 

. | . 
5 (Etfi}) + Е)) =r(6). 

Дисперсията. на #?) е 

1 ра) = ZD (t“) 2) ) =7 [Dtsp + Dt® + 2cov (ύξᾗ),ιξἓ))] . 

По неравенството на Коши - Шварц имаме 

0 ве) < еДе не) (е не) 
B (1) - е)) γ8 (8 - r@)” = 

Зледователно 

m@s<fi+fi+m%=fi 

ne. и ΐτ(τ) € неизместена оценка с минимална дисперсия, KaTO дис- 

1ерсията й е равна на #. Това означава, че B (1) навсякъде 
iMaMe равенства. А в неравенството на Коши - Шварц равенст- 
юто е възможно само когато двете функции са пропорционални, 

€. когато #2) - 1(0) =k ( ς τ(θ)). Това paBeHCTBO, използвано 

v (1), ще ни доведе до израза 

cov (гЕ;),:(д)) = kE (tfi:) - τ'(θ))2 = καῦ. 
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2 Тъй като Е ( (1 г(д)) =d?, от горното равенство следва, че k=1, 
Тогава, #02) -1(0) - #00) --#(0), т.е. #2) = ἼΣ Теоремата е доказана, И така, неизместената onenxa с минимална дисперсия е единсте 

3) InL(z |0) e определен в една и съща. област от стойности на T = (41,...,Ен) независимо от стойността над ве (O е областта OT допустими стойности на 0); 
4) #(0) и L(z|6) са диференцируеми функции на θ в областта О и допускат диференциране под знака на. интеграла; 

06 
Torasa e вярно следното твърдение: 

2 
5) Съществува E, (Зш Ι͵(:ι:|θ)) . 

Теорема 2 (неравенство на Рао - Крамер). Ако 2. (6) е нецан местена оценка за r(6), то при условията 1) - 5) имаме 

Ω) Dyt (6)2 --- ) 

B maxse случай дисперсията на оценката ἐμ(ξ) от (3) е 

r'(6) —— 
(4) 

Βθΐπ(ξ) Ξ Ισ(θ) . 
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Доказателство. Започваме с диференциране по θ на равенст- 
йата (интегралът € п-кратен) 

/ L(z|6)dz = 1; / ta(@)L(z | 8)de = 1(0), 
} KOUTO получаваме CLOTBETHO 

| / a%L(x 16)dz = 0; / t,l(x)é%L(a; 10)dz < #(0). 
| Тогава 

| 1(0) = / [tn(z) —-r(9)]b%L(z|9)d:v 
(5) 

- / [tn(z) - 7(8)] [5% т ( | θ)] L(z|6)de 

oL dinL (B последното PABEHCTBO сме използвали 88 Ξ L 5 ). 

Ако положим 

#() = [ἐμ(α) - r@IL(z|6), φᾷα) -Ξ [ἕδ 1ῃ1͵(ω|θ)] VL(z|0) 

Ἡ повдигнем paBeHCTBaTa (5) B квадрат, ще получим 

’ (0) = ( / φ(ω)ψ(ω)εία;)2. 
’ Оттук по неравенството на Коши намираме 

(0 < /(рг(т)ат /ф?(ш)аш 
2 

() - / [ta() - r(O)2L(z | 8)dz / (5‘%1111;(:,; 10)) L(z|6)ds 
м 

= Dota(©)Bs (фъ L(al) . 
2 това (2) e moxaszaHo. 

Да предположим, че в (2) имаме равенство. Torasa B неравен- 
ството на Коши би трябвало да има равенство, което е възможно 
само ако съществува константа k(f), независеща от 2, такава че 

φία) = κ(θ)ψ(α), 
ъ.е. само когато е изпълнено (3). 
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Hexa e изпълнено (3). Като заместим ἕ-θ- InL(z|6) в (6), ще πο- 

лучим 

(0 < k*(6) (Dota(9))” 
Това равенство пък е еквивалентно на (4). Теоремата е доказана. 

Следствие 1. Axo £,&,...,&, е проста случайна извадка, за 
всяка неизместена оценка #,(Е) за 1(0) е usnsaneno 

Ὀρφέ,(Ὁ 5 —g'fim‘——z 
nEq (ὦω(ειθ)) 

Равенство има само когато е изпелнено 

5 еее) < ме) - не) 
#21 

квдето К(0) = k(0,n) може da зависи от θ ип, но не sasucy om . 

Доказателство. При проста случайна извадка функцията на 
п 

правдоподобие e Д(а |0) = П Же |0). 
41 

Поради независимостта на ; имаме 

д 2 = 0 : ἘΝ (θθιῃι(ειθ)) :Εο[ ддш/(ат)] 
фл 

Ε в |л е1е) уее) Ἐ 

=nEy [—— In ( | 9)] 

Последното равенство следва от 

в, |алъ ене) = [ Вл е19)10)е = / 2 fiel0)e 

2/ για!θγαε] = Щ - 
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Следствие 2. Ако tn(£) е неизместена оценка 3G едномерния па- 

pamemsp 0, констручрана вврту проста случайна извадка ξι, бз, ..., бл, 

то ау -ἰ 

Dita(6) 2 {nE [%mf(slw] } . 

Доказателство. Следва ΟἹ следствие 1 при τίθ) = θ. 

Дефиниция. Heusmecmenu oyenxu, за xoumo е в сила (3) при 

условията 1) - 5), се наричат ефектиени. 

Примери. Нека &,&,...,§, са п независими наблюдения над 

случайната величина §, чието разпределение зависи OT неизвестен 

параметър θ. Да се определи ефективна. оценка. за някоя функция 

на параметъра й и да се намери дисперсията на, тази оценка, ако: 

1) Е е геометрично разпределена случайна величина, за която 

Р(Е-а) -0(1-0)“, « - 0,1,2,... 

2) Е е нормално разпределена случайна величина и 

1 -а2 
Π 19) < е еко (W) 

3a 1) имаме 

L(:l: | θ) 1 Й ()(1 - θ)::ε < θπ(1 Ν 9)‘””’"""”", 

i=1 

Допустимо е представянето 

д а T+t 2 T+t е. 1-πθ —-n 

5619) =73 -6 ” п o ) 1-0 

Следователно &y = ἓ(ξι +) е ефективна оценка 38 функцията 

1(0) = -1-—;70— Дисперсията на тази оценка, според (4) e 

: 1-6d {1-θ 1-0 

Б 7у (Т)" Ν 
2) Функцията на правдоподобие в случая е 

геа10 а -а? 1 \" 1 ς . 

(=] )’Heme"p(‘z@fi“>“(am) ее ἔταρς . 
i=1 
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Допустимо е представянето 

9 _-n 1 ч 2. ΤΝ 2___1_n 2 aelnL(mI())— 7 +03;mi- 8 (θ я а:,) 
#1 

п 

1 2 Следователно t,(§) = = ἕ <7 e неизместена оценка с минимална 

п i=1 

204 
дисперсия 3a 62, като дисперсията на тази оценка е Ὠέμ(ξ) = : п 

§ 7. Достатъчни статистики. 
Теорема за факторизацията 

Ще предполагаме, че разпределението F(z,0) на наблюдава- 
ната случайна величина зависи ABHO от неизвестния параметър 8, 
т.е. чее F € F — дадено семейство от функции на разпределение, 

зависещо ΟἹ параметъра θ € Θ. Нека ξ е векторът на наблюдени- 
ята. 

Дефиниция 1. Статистиката £,(€) се нарича достатачна за 
семейството F, ако условната вероятност 

а) Py {ξε ΑἸτο(ῦ =t} =P{fec 4} 
не зависи от nepamemspa θ, m.e. тя е една U сеща 36 всички функуии 
на разпределение от F. 

Пример 1. Нека F е семейството OT поасонови разпределе- 
ния с параметър 8 > 0 и нека £,...,€, e проста извадка. Torasa 

п 
г„(б) = Σ & е достатъчна статистика 38 F. 

i=1 

Наистина функцията Ha правдоподобие L(g |0) B случая e 

n 

. Tn -1 

(2) L(Z]6) = ε-πθθἶΐ τ [Π ω.-!] . 
i=1 

n 

Axo Y #; = s, това значи, че А + -+ &, = 8, BEPOATHOCTTA 32 
i=1 
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което е (nd)*e~" /8!. Лесно се проверява, че условната плътност 

(E=) а n 
n - πῈς; Ппри Σ #4 =3, 

(3) L (5:’,0] Σξ, ΞΞ 8) ш Π 2! n #1 , 

μ 

0 при Yz # 8 
ἐξὶ 

не зависи от 0. Ще забележим, че (8) е полиномното разпреде- 
1 

ление за з проведени опита с еднакви вероятности - на всеки от 
n " 

п-те изхода & = 44. 

Дефиниция 2. Статистиката г„(д, ξ ΞΞῷ (а,...,б6л), се нарича 
достатавчна за семейството # = ТЕ (2,0), 0 € O}, ако 

(4) L(Z|6) = h(tn,0)9(2), 
квдето g(Z) не зависи om nepamemspa 8. 

Дефиниция 2 показва, че функцията Ha правдоподобие може 
да се раздели на два множителя. Единият OT тях, в който има 
зависимост от параметъра на семейството, зависи ΟἹ извадката, 
само чрез израз, определящ достатъчната статистика. Другият 
множител, зависещ ΟἹ извадката, не съдържа параметъра §. 

Теорема 1 (за факторизацията). Дефинициите 1 u 2 на doc- 
татаечна статистика са еквивалентни. 

Доказателство. Нека наблюдаваната случайна величина ξ 

има дискретно разпределение и .(6) е достатъчна статистика в 
смисъла на (4). Тогава имаме 

ἜΝ L(k|6) h(ta,8)9(k) 
᾿ Р, {tn(é) = t} E:tn%)flL(klé’) 

’ СС «ὦ 
μ(,0 Σ 9) Σ g(k) 

k:tn(k)=t #: (k)=t 

и последният израз не зависи oT §. Обратно, ако e BapHo (1), To- 

гава Р {ἷ: |᾽σ᾽|ὲῃ(ᾗ = t} = h(k,t) няма да. sasucu ot §. От първото 
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равенство на (5) виждаме, че L(E[()) = h(k,t)P {ύῃ(ᾖ = t}, KOETO 8 

тъждествено с представяне oT вида (4). Teopemara e доказана. B 
непрекъснатия случай доказателството € аналогично. 

Теорема 1 показва, че (4) е необходимо и достатъчно условие 
за съществуване на достатъчна статистика гл. Същевременно тя 
дава конструктивен метод 38 намиране на достатъчни ΟΥ̓ΔΥΜΟΎΜΚΗ. 
Според Р. Фишер статистиките, съдържащи цялата информадция, 
дадена OT експеримента, се наричат достатъчни статистики. Ако 
са ни известни достатъчните статистики, отделните резултати не 
са необходими, защото не носят повече информация. Тривиална 

достатъчна статистика е редицата Е = (€1,...,&,) OT извадката. 
Не всяка достатъчна статистика е практически необходима. По- 
лезни са статистиките с възможно по-малка размерност. Jlocra- 
тъчна статистика с минимална размерност се нарича минимална 
достатечна статистика. 

Пример 2. Ако £ е експоненциално разпределена с параме- 

тър 8, то :„(Е) =& + -+ + £, при проста извадка € достатъчна 
CTATUCTUKA, при това минимална. 

Намстина имаме 
й 1 

ι(ὦι θ) -- Πθθ-θ:ι'.΄ - θτιε-θ(:η-ἁ-----}-ω,.) < ane-—fltn(a‘:), " г 

451 

което има вида (4) с 494(2) = 1. 
ΟἹ доказателството на теоремата може да. се види, че ако CTa- 

тистиката ἐμ(ξ) е достатъчна, то за всяка функция G(t), задава- 
ща взаимно еднозначно изображение на Η в R!, статистиката 

Ο(ύ"(ὁ) също е достатъчна. Освен това всяка ефективна оценка 
същевременно € и достатъчна CTATUCTUKA. 

Важен факт съдържа следващото твърдение. 

Теорема 2. Ако Т(6) е неизместена оценка с минимална duce 
персия за r(8), а ἐμ(ξ) -- достатачна статистика, то сеощестеува 

функция G(t), такава че Τ(ᾖ =G (Ъ„(Е-Ъ) 

Доказателство. Условното математическо очакване Е(п | 4) = 
Н(Е) винаги е измерима функция Я(:) на величината, намираща се 
в условието. Затова е изпълнено 

Β [τ(δ) ε, (Ὁ)] = G (в.(9). 
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Тъй като ὺ"(ᾖ е достатъчна статистика, то функцията Т) (ᾖ = 

((5(4)) не зависи or §. Обаче or свойството Е(Е(п  ξ)) = En по- 

Ллучаваме, че 

Е, [Tl (ὃ] Ξ Ἐ [Τ(ὧ] < 1(6). 

Следователно Ty (6) е неизместена оценка 38 1(0). Ще покажем, че 

Ὠντι(ὃ ξΠθΤ(ᾗ, т.е че Τι (ξ e неизместена оценка с минимална 

дисперсия 38 7(6). Поради единствеността на неизместената оцен- 

ка с минимална дисперсия (вж. 10.6) ще следва, че 7) (ᾖ -Т(8. 

Наистина, ако приложим неравенството на Йенсен 

ЕвС 2 (E¢)? 
към условните математически очаквания, написани по-долу, ще 

йолучим ” 

ουτιῷ = в |1(0 - r(®)] < Е, {Eo ([Τ(ὀ -(6))” Ιιη(ἔ))} | 

Σ {εν |(1(9 - ) ( 
= Ἐ9 [Τι(ὁ - 7'(9)]2 = ὈΘΤΙ(Θ' . 

С това, теоремата € доказана. 

§ 8. Методи за получаване на точкови оценки 

А. Метод на максималното правдоподобие. При определя- 

нето на някои общи параметри на генералната съвкупност (от- 

ризяващи се в разпределението на наблюдаваната случайна ве- 

личина) --- средно, моменти, квантили, корелации, форми Ha 38- 

писимост и пр., значителна роля се пада на догадката и анало- 

гията с известното от теорията Ha вероятностите. Съществуват 

обаче общи методи, които по еднакъв начин могат да се изпол- 

зват във всички случаи 38 търсене на оценки на неизвестни па- 

рамстри на генералната съвкупност, когато тези параметри вли- 

Π по явен начин във функцията. HA разпределение на наблюда- 

ианата величина <. Тогава тези параметри (нека ги означим с 

#,...,0,) ще фигурират и в съвместната функция на разпределе- 

нис на &, ..., & (наблюденията), т.е. във функцията на правдонпо- 

добие Д(Е |0) = L(zy,...,Tnib1,...,0k). 
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Memodsm на максималното правдоподобие за намиране на оцен- 

ки θ; = 6,(а,...,6.), i=1,...,k, 00 резултатите OT наблюденията 
е бил известен ome на немския математик K. Ф. Гаус npes миналия 

век. Името му е дадено от английския статистик Р. Фишер, кой- 

то го е изследвал системно през двадесетте години на нашия век, 
И деята се гради върху зависимостта на функцията на правдопо 
добие ΟἹ неизвестния параметър §. В п-мерното извадково прос 
транство за всяка фиксирана точка & = (Z1,...,Zn) плътността 

L(#| ) може да бъде по-голяма или по-малка в зависимост OT M3- 
бора на §. Методът на максималното правдоподобие препоръчва 
да се избере й0 така, че плътността 1,(# | 0) да приеме най-голямата 

си възможна стойност 3a дадено наблюдение #. Така избраното # 

зависи от & и ще го означаваме ф + 0(:с) 

И така, същността HA метода на максималното правдоподобие 
се изразява със следното правило: Ако във функцията на прав- 

доподобие положим ; = 0,(21,...,2н) 38 # =1,...,k, тя трябва да 
достига своя максимум, т.е. да е изпълнено условието 

(1) 0(Е) = arg max L(Z]6). 

Фактически функциите 0;(#) се намирагт, като се използва дефини- 
ционното условие (1). Тъй като максимумът на функциите ( |0) 
и In L(F|6) се достига при едни и същи стойности Ha fi,...,04, 

търсените стойности са измежду решенията HA системата уравнен 
ния 

д Ν 
(2) ὃθτἰπὖ(ωζθ) i=1,...,k 

наречени уравнения Ha правдоподобието. 
Вземането на In Д(2 |0) вместо директното ползване на Д( |0) 

е продиктувано ΟἹ съображения за простота в случаите на He3u~ 
висими наблюдения. Тогава уравненията на максималното прав« 
доподобие са 

9 
Z"’ff;f;’ ) /f(@:,8) =0, i=1,...,k. 
#1 

Оценките, получени по метода на максималното правдоподо 
бие, ще наричаме максимално правдоподобни оценки. 
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Пример 1. Нека 6),...,б, са независими наблюдения над слу- 

чийна величина &, разпределена по нормален закон Л (а, 02) с не- 

ичпвостен параметър θ = (α,σ2). Да намерим максимално правдо- 

подобните оценки за 0. В дадения случай функцията на правдо- 

подобие е 

1 к 

" 1 \" 
L(Z|0) = (ай) exp | ~o—3 izl(zi - ε3 

Диетс уравнения на правдоподобието дават 

8 1 - 
ὖἆΙΠΙ“-;ἶ, (αι -а) ΞΞ ; 

i=1 

0 n 1 2 
д;ьш:-;+;52(т.-а) =0, 

откъдето 

a=— Σ 15 == Σ 

Млодователно оценките на максимално правдоподобие за парамет- 
ритесаи o? ca 

:ἑπ; G=0 "Σ fn . 

Значението HA метода на MaKCHMAJHOTO правдоподобие става 

Ὸ от следните теореми: 

Теорема 1. Ако за числовия параметар 0 сеощестеува ефектиена 

щенка 0“, уравнението на максималното правдоподобие има един- 

пасно решение 8*. 

Доказателство. Нека съществува ефективна оценка. θ”'(ᾖ за 

числовия параметър 0. По теорема 6.2 това означава, че € из- 

Нулнено 
д 2 L) ) #() [o - в*(Е)] | 
00 

()""νΚ и ot условията (2), определящи максимално правдоподоб- 

ΗΜ1Ὸ оценки 0„ следва, че 0(:751, „ Ха) = 09 (41,..., Tn). 

При прости извадки и някои твърде общи условия с анали- 

чичен характер решенията Ha уравненията на правдоподобие ca 
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състоятелни оценки, т.е. O, ; д, при п — 00, където θὺ е истинс- 

ката стойност на оценявания параметър. 

Теорема 2. При прости извадки, когато са изпелнени условия- 
та за сещестеуване U асимптотична свстоятелност NG максимал- 
но правдоподобните оценки, плетността f(x,0) има производни от 
втори ред по аргументите си 0y,...,0; и сеществуват смесените 

моменти 

с 91 /(6,6) о 607 ἢϑιη [(α,θ) 1 1(0) . 
ь,.,(в)-вд( ὃθ, ᾽ ὃθ, )" ὅθι ὃθ, Да θ)άυ, 

MO0 максимално правдоподобната оценка б- (01,...,06) е acumn- 

тотично нормална (многомерна) случайна величина. Векторвт на 
средните на това асимптотично panpedeaenue 00 = (69, 00) e 

свеставен от истинските стойности на оценяваните параметри, 

хковариационната матрица € А - ἐ-Β(ἷι, като Bo - Β(θ9) - {δ.,(69}}, 

0 

Смисълът на тази теорема |9, с. 69] e, че при п — со разпре- 

делението на случайния вектор (0л - 09) клони към нормалното 

разпределение N (0, By ). 
Доказателството HA теорема 2 ще приведем B случая на едно- 

мерен неизвестен параметтър θ и независими наблюдения (1,...,ба. 

При по-голям брой наблюдения оценката б. с висока вероят- 

HOCT е близка до оценяваната неизвестна стойност #0 на параме- 

търа 6. Развитието на функцията -д% In L(%,6) в околност на 6° в 

ред на Тейлор до втория член има вида 

ὃ 
(3) ln L(Z,0) = ln L(Z,6%) + (6 - 00) ln L(Z,6%) + (8 —6°)o(1), 

062 

където o(1) - 0 при 0 -> 8°. Ако в (3) положим # - € u θ =6, 

където 6, е максимално правдоподобната оценка за 0, и развием 

членовете, които ще се получат вдясно на (3), ще стигнем до 

(4) 0= Σ 39 а а /(6 07) + (0 - #) Σ 36 а (е) + (0е -- #01) 
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Равенството (4) е вярно 38 големи п (n -+ 00). Като вземем пред- 

д 
вид, че πὶ 50 — ш f(&;,6°) са независими еднакво разпределени случай- 

ни величини със средна стойност 

| 0 иНе) = 2 Ге ве = 9 в |ал) = 37 | fl@0da =0 
0 
oo 

тралната гранична теорема) 

2 

и дисперсия Bg = Е [ Inf (Е„до)] , ще получим, че (според цен- 

©) ШЗ-Е аъ Ζίξι,65) — пе Л(0,1). 

От друга страна, не е трудно да се види след диференциране 

на равенството (5) по #? и прехвърляне на един член вдясно, че 

62 —1 00) = & —1 00 0234 
802 nf(&” ) 802 nf(a: )f(w ) + 

- / Ε ](т,до).дд £(z,6%)dz 

- O ауе 0)) (z,6%dz = Βο. - Днл) 
Следователно по закона за големите числа за втората група 

събираеми вдясно на (4) е изпълнено 

n | 1 83 0 
(7) τ ς Y т 1{ξι,05) — 1. 

Равенството (4) можем да преобразуваме във вида 

(8) Х/ЩЕ In f( ξωθο) 

- Во(ба -- 00) Σ 3;51" Π Г(д - 8%0(1). 

Като вземем предвид (6), (7) и факта, че 

1 Ν » 
- 09 

Х/Щ (θτι )0(1) ;ι-')-οἔ 01 
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ще получим "Во(дл - 02) —-—d—> N(0,1), T.e. твърдението HA TEO- 
рема 2 след граничен преход п — oo B (8). 

Максимално правдоподобните оценки (зависещи от броя Ha 

наблюденията п) освен това са и асимптотично ефективни, т.е. 
имат дисперсии, които при п — 00 клонят към минимума на дис- 
персиите на всички възможни неизместени оценки 33 интересува»- 
щите ни параметри. 

Б. Една евристична мотивировка на метода на максимал- 
ното правдоподобие. Изложените съображения за избор на най- 

вероятната възможност, съответстваща на резултата OT наблю- 
денията, не обясняват защо този метод води към добри оценки за 

неизвестните параметри й = (64,...,60;). Β3 основа на закона 38 

големите числа донякъде ще обясним целесъобразността Ha този 
принцип. 

Нека наблюденията са независими. Тогава (1) означава, че 
търсим mg).x{ F(€1,0)...f(£s,8)]. Без да се изменя положението на 

максимума, можем да преминем от дадена функция към нейния 
n 

1 
логаритъм, T.€. към задачата 33 m?xlnH f(&;,0). Множителят я 

#551 
също не променя решението и можем да преминем към задачата 
за търсене на 

max | 3" In £(6:,6) 
41 

По закона 38 големите числа при големи п този максимум ще бъде 
близък 10 Egln /(6,0). Затова максимално правдоподобната оцен- 

ка 6y = θὰ (а,....бь) ще e близка до TakaBa стойност Ha параметъра 
8, която максимизира Egln f(£,0) като функция на 0. Остава да 
посочим коя е тази стойност. 

Нека 00 e истинската стойност на параметъра θ, която съответ- 
ства на наблюдаваната случайна величина ξ и която се опитваме 
да оценим. Torasa 

©) 160) = Ego ὰ 7(6,0) = / £(6,6°) In /(«,0)ах. 
Остава да изследваме npu кои # величината 1(0) достига макси- 
малната си стойност. 

За целта има смисъл да направим малко отклонение, тъй като 
задачата води към някои неравенства OT теорията на информадци- 
ята. Най-простият вариант на тези неравенства изглежда така: 
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Hexa {px} и {4.} са две дискретни разпределения (редици ΟἹ по- 
οο οο 

ложителни числа, за които У7 рь = У7 дк = 1). Тогава винаги e 
k=0 k=0 

изпълнено HEPaBEHCTBOTO 

o0 οο 

Σ εῃ φ 5 У ре . 
k=0 k=0 

Ако гледаме Ha числата Py KATO на постоянни, а на ( — като 
на променливи, последното неравенство може да се изкаже така: 

οο 

Изразът 1 (аь) = Y prlngr като функция на променливите (ав) 
k=0 

достига CBOATA максимална CTOMHOCT B случая, когато (4в ) = ра |. 
Доказателството Ha това твърдение може да се извърши по 

метода на неопределените множители на Лагранж. Образуваме 
функцията, на Лагранж 

00 οο 

L@}, N < Σ ρεῖπα +А | Σ ᾳ -1), 
k=0 k=0 

която според TeopeMara Ha Лагранж 3a eKCTpeMyM Ha функция при 
наличие на ограничения има екстремум B същите точки, B които 
има екстремум I (а, ) за редица променливи {(κ},) удовлетворява- 

οο 

ща ограничението 57 gqr = 1. Но екстремумите на ( са измежду 
k=0 

решенията Ha CUCTEMATa уравнения 

0 / 1 2 δ((4.},}) =pr—+A=0, k=0,1,2,... e Цак А) = рь т , 
д o0 

L@} ) Ξ a—-1=0. 
oA с 

Първата група уравнения дава др = —%, а OT последното 

OO0 

уравнение А = — 57 pp = —1. Следователно екстремумът Ha L се 
k=0 

достига при ¢ = рр, # =0,1,2,... Твърдението е доказано. 
Интегралният аналог на разглежданото неравенство се форму- 

лира по следния начин: За произволни вероятностни плътности 
p(z) с еднаква дефиниционна област е изпълнено 

(10) / 2() In g(z)da < / 2()я р(«)ах. 
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Ако се върнем сега към максимално правдоподобните оценки и 
си спомним, че търсим такава стойност на θ, при която се достига 
максимумът на (0) от (9), от приведения резултат в (10) след- 
ва, че трябва да вземем /(#,0) = f(z,6°), т.е. да вземем θ = 09, 

И тогава максимално правдоподобната оценка &, при голям брой 
наблюдения се оказва близка до стойността на параметъра. | 

Р. Фишер доказва в своите изследвания, че в определен смисъл 
максимално правдоподобните оценки по най-добър начин изпол- 
зват информацията за параметрите, която носят наблюденията 
&1y...,&,. Тези изследвания направиха метода на максималното 
правдоподобие твърде популярен. Идеята за най-добра obpabor- 
ка на експерименталните данни е привлекателна и се реализира 
достатъчно пълно в теорията на статистическите решения, пост- 
роена от A. Валд през 40-те години на нашия век. Ще я изясним 

по-късно. Тук ще споменем още веднъж, че идеята за най-доб- 
ро използване на резултатите OT наблюденията може да доведе и 
до неправилни заключения, Работата е там, че всички предполо- 
жения за принадлежност на неизвестната плътност на разпреде- 
ление на наблюдаваната величина към определено параметрично 
семейство (нормално, експоненциално, гама и кое да е друго) не 
винаги са изпълнени без някакви допълнителни изисквания. 4 

В. Метод на моментите. Един от първите общи методи за 

оценка на неизвестните параметри в разпределението на изслед- 
ваната случайна величина е методът на моментите. Той се при- 
лага широко в статистическата практика, тъй като обикновено 
не води до сложни изчислителни процедури. И деята на метода е 
следната: 

Hexka законът на разпределение на величината С съдържа под- 
лежажщи на оценка параметри 6y,...,0;, т.е. Fe(z) = Е(2;01,...,04). 
Torasa моментите на разпределението на « -- например първите 
k начални момента (предполага се, че те съществуват) 

οο 

ту = / z"dF (z;01,...,6k), 

-0 

ще ca функции от napamerpure 6y,...,60;, т.е. й 

(11) my =mr(91,...,0k), 'r=1,2,...,k. 

Разглеждаме написаните равенства KATO CUCTEMA уравнения OT- 
HOCHO неизвестните 0),...,0) и предполагаме, че тази система мо-” 
же да се реши. Достатъчно е да вземем Е момента. Нека са полу-. 
чени решенията θ᾽ = 0,(та,...,т), 4 =1,...,k, на системата (11), 
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които представят неизвестните параметри като фувкции на момен- 
ФИТС my, ..., My, Предполагаме, че тези функции са непрекъснати. 
Като заместим теоретичните моменти M, с емпиричните 

| . 1< 
(12) ν,ἓ"):ᾗἓξζ, r=1,...,k 

що получим оценките | 

(13) 0; = 0;(\™,...,5{™). 

Teopema 1. Oyenxume (13) ca свестоятелни оценки за неизвест- 
Μ nopamemsp 6. 

Доказателството € просто следствие ΟἹ закона 33 големите 
А Р 

числа, според който 09) --> My, и OT това, че й; = B;(my,...,my) 
n—>00 

6 непрекъснати. Тогава наистина 

Ν Ν . Ρ 
θ} = 0j(l/§n),. .. ’νἓπ)) --Ὁ θ]’(’ΙΤιι, .. ,mk) = 0,- прип-> 00, 

Последното твърдение следва ΟἹ теоремата Ha Слуцки (вж. 7.1). 

Пример 2. Нека А е случайно събитие с неизвестна вероят- 

ност θ = P(A). Дефинираме случайната величина ξ IO следния 
начин: € = 1, ако се осъществи A в единичен експеримент, и ξ = 0, 
вко не се осъществи. Средното Ha € е 

та - Ἐξ - 0.Р(Е - 0) +1.Р(Е - 1) - 9. 
Функцията § = т е непрекъсната по та. Нека ca направени 

п независими опита, в които величината Е е приела стойности 

(....,ба, Оценката за нейния първи момент е 

Ν 1 Vin) = ᾗ(ξΙ фе + ξ")’ 

откъдето оценката 38 0 6 

(14) ф =™ = ἑ(ε1 +е ). 

Teopmu'a, на оценките IO метода. на моментите ZaBa само, че 0,, 

а състоятелна. оценка, T.e. O, —1—7\ 0 прип - οο. Но можем да я 

изучим подробно, като забележим, че сумата А Ῥ. Ἔ ξ в (14) 

а биномно разпределена случайна величина с параметри п и 6. 
Лесно се вижда, че 
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Стъответно за надеждността на оценката с точност Е получава- 
ме долна граница 

Dé, 
52 

96 -θ) 
=1 

ne? 
P{|é,,—o|<e}g1— | 

Ho @ e число между O и 1 и най-голямата стойност, която може 
да приеме функцията 0(1 - 0) в интервала [0,1], e 1/4. С помощта 
на тази константа можем да получим една абсолютна долна гра- 
ница 33 надеждността на оценките на неизвестната вероятност # 
със зададена точност ε. Имаме 

Р ( -0| <е) 21- (4пе2) 7. 

Оттук винаги можем да посочим какъв минимален брой наб- 
людения N € необходим, за да гарантира дадена точност « на ем- 

пирично определената вероятност O, за сбъдване на дадено слу- 
чайно събитие при каквато и да е предварително зададена надеж- 
дност аф. За пе достатъчно да изберем най-малкото цяло число, 

27 > за KOETO € изпълнено HepaseHCTBOTO 1 — (4ne?) ™ 2 ay. 

Пример 3. Karo използваме метода на моментите, да HaMme- 
рим оценки на параметрите а и A на гама-разпределението, чиято 
плътност при 220 се задава с равенството 

Ааща-1е-Аа: 

1;а,А) = . 

Лесно се вижда, че 

= & m_a(1+a)_a2+a1 
=y Χ TR Δλ 

Оттук намираме решенията 

2 
т т 

A= —'1—2, a = ——-—-—-—l-—i'. 
ma τ Τ т-т 

Honyan аме състоятелните оценки 

2 (:) НН Е С0 
n ἄμ 

(n) (n) 
2 където емпиричните MOMEHTH Uy~ и Dy ' се определят по (2). 
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Методът на моментите се прилага успешно, когато уравнени- 
ята (11) са прости и могат лесно да бъдат решени. Той не е 
приложим за разпределения, при които теоретичните моменти от 
съответния порядък не съществуват. Например за разпределени- 
сто на Коши с плътност (#,0) = 0/я(02 + а2)), « € (—00,00), не 
съществуват никакви теоретични моменти от ред, по-голям или 
равен Ha 1. За отбелязване e, че при краен брой наблюдения 

смпиричните моменти Г/,(.”) от произволен ред са винаги крайни. 

8 9. Интервални оценки 

A. Едномерен случай. Илея на подхода. Получаването или 

построяването на оценка на неизвестна величина IO резултати от 
наблюдения или други експериментални данни представлява на- 
миране на приблизителна стойност на тази неизвестна величи- 
на. Без посочване точността на приближението приблизителната 
стойност би била безинтересна. В практиката усилията се съсре- 
доточават около гарантиране на определена точност на пресмя- 
танията с възможно по-висока вероятност. ΟἹ тази гледна точка 
разгледахме въпроса достатъчно подробно B 1. Д. от 8 4. Тук 
ще видим, че понятието точност може да се даде под формата на 
доверителен интервал или доверително множество. 

В задачите с нестохастичен характер, където се изследват не- 
известни константи, се счита за разумно да се намерят горни и 
долни граници за тези неизвестни. Ползата от границите е тол- 
кова по-голяма, колкото по-близки са те една до друга. По ана- 

логичен начин в статистиката се въвеждат понятията горен и до- 
лен доверителен интервал. Удобно е, както и досега, да считаме 
неизвестната величина θ за параметър в разпределението на наб- 
людаваната случайна величина. Първо ще предположим, че θ е 
едномерен параметър. 

Нека по наблюденията, &, ...,&, е получена такава статистика 

ΤὙ(ἔ), че да може да се установи верността на равенството 

() Py {ττ(ἢ 29) -- γ, 
където у > 0 6 достатъчно висока вероятност, различна ΟἹ 1. 
Статистиката ΤΎ в този случай се нарича горна доверителна гра- 
ница за θ с коефициент на доверие ту (горна у-доверителна грани- 
ца). Обикновено се изисква условието: Ако за две вероятности 
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м < %2 (гледайки на (1) като на уравнение, свързващо I7,n,6,7) 

при еднакви 0 са определени статистиките Т” (ᾖ и ΤΎΣ (ᾖ, το 

ΤΎ (é‘) <T"(§), T.e. NO-BUCOKMAT коефициент Ha доверие води KbM 
принудително разширяване на областта, определена OT довери- 
телната граница. Задачи от подобекн род (с едностранни довери- 
телни граници) могат да възникнат в практиката и са интересни 
-- например, когато се оценява нов летателен апарат, процентът 
на брака в произведената продукция, допустимите норми на 38- 
мърсеност на околната среда, праговете на токсичност на ново 
лекарство, вероятността за предизвикване на усложнения в орга- 
низма на детето при ваксиниране и пр. 

Пример 1. За да определим горна граница на степента на 
радиоактивност А на. дадено радиоактивно вещество, го наблюда- 
ваме с Гайгер-Мюлеровия брояч до момента на регистрация на 
п-.тата поредна частица. Нека ξ; са интервалите между (i - 1)-ва- 
та и 1-тата регистрация. ΟἹ общата теория на радиоактивното 
разпадане е известно, че & са независими, експоненциално раз- 
пределени случайни величини с параметър А, т.е. с плътност 
1(α,λὴ = Ae™®, £20. По наблюденията 51,...,б, ще определим 
горна у-доверителна граница 38 А. . 

Пълното Bpeme на наблюденията T = & + - -+ &, е CTAaTUCTUKA, 
която (покажете 3a упражнение!) има разпределение Ha Ерланг ¢ 
функция на плътност 

,\nxn—le—-)\m 

fr(z) сеу 

Величината 2АТ има у2-разпределение с 2n степени на свобода, “ 
като 

за 2 20. 

pn—le—2/2 

Fzan)(2) = σπίπ -ЪГ 220. 

Heka е дадена доверителната, вероятност Ύ и нека константата 
Сл e определена като решение на уравнението 

& a1 /2 
2 - Ее На Ρ {x*(2n) < C,} =7, T.e./ 2а = 1)!da: =7, 

0 

Тогава неравенството 2АТ < Ο дава оценката A < éC'_% 33 истинска- 

та степен на радиоактивност А на изследваното вещество. Зави- 
симостта на оценката ΟἹ наблюденията e T =& «е + Ел. 
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По аналогичен начин се дефинира и долна у-доверителна гра- 

ница Т.,(б с равенството 

(2) Py {Tv@ ξθ} - γ. 

Когато вместо равенства B (1) и (2) се поиска съответните 
вероятности отляво да не са по-малки OT 7, съответните у-дове- 

рителни граници се наричат консервативни. Добро изложение на 
теорията на едностранните доверителни граници може да се на- 
мери в книгите на Кокс и Хинкли (11, гл. 7, 8 2) и на Леман [16, 
. 93 и сл.) 

Ако предположим, че Т„(б ξΤ”(ᾖ, ще получим двустранна 
оценка 3a @, или т.нар. интервална оценка. Интервалните оцен- 
ки са особено полезен и често използван метод за теорията на 
статистическите изводи (вж. гл. 14). Интервалната оценка на па- 

раметъра # означава, че е посочен интервал [θι, 05,| от числовата 
ос, 33 който може да се твърди с достатъчно висока вероятност, 
че истинската стойност на параметъра се намира вътре в този 

интервал. Тук границите 0) и д, на интервала са функции на из- 
падката €1,...,6y и следователно са случайни величини. Вместо 

пресмятането на. едно число § като оценка на параметъра # сега е 

определена rpyna от числа --- числата в интервала (|01,05), и едно 
ΟἹ тези числа може би е истинската стойност на θ. Вероятността 
%, С която се гарантира, че й се намира вътре B (01,05), се нарича 

доверителна вероятност за доверителния интервал (01,05). 

Β. Построяване на доверителни интервали, При дадена до- 
весрителна вероятност механизъм за построяване на доверителни 
интервали е предложен от Нейман и Уилкс [15, с. 554] и е известен 
като метод на доверителните интервали. И деята е следната: 

На параметъра й се гледа като на променлива величина с до- 
пустима област на изменението ©. Считаме, че θ e параметър 
на разпределението на наблюдаваната случайна величина &, т.е. 
fe(x) = f(z,0). По наблюденията е построена оценка (статисти- 

ка) г„(б, чиято плътност на разпределение 9(6, 0) е известна, При 
всяко 0 € О функцията 9(,0) е вероятностна плътност на разпре- 
деление, която може да се интерпретира като разпределение на 

адинична. маса по вертикалната права § = CONst в равнината на 
променливите (0,t) (фиг. 17). 
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п 

- “- --.--.-... .... 

ἶἷι 0 = const 

Фиг. 17 

Дадена e вероятността γ € (0,1). 38 всяко фиксирано 0 същес- 

твуват такива числа iy(6,7) и #.(6,/), че събитието { < ΐ"(ὃ <А) 
да има вероятност ¥, т.е. да € изпълнено 

3) Ρ{ εκ } = / o(t,0)dt = γ. 

Очевидно Я и #, съществуват винаги и могат да се изберат - 
нееднозначно. Например, ако εἰ > 0 и ξ > 0 са произволни 

числа, 33 които £ + &3 = 1 — vy, и определим 1#4(е1) и ta(eg) та- 

o0 fz 

ка, че εἰ = [ g(t,0)dt, в» = [ g(t,0)dt, тези числа ще удовлетво- 
ἰ; —00 

ряват (3). Обикновено се предпочита онзи избор, при който А 

и Ф ca възможно най-близко помежду си или пък е изпълнено 
g(t1,8) = g(t2,0) (от съображения за симетрия). 

Числата А и #5 зависят от 6. Ако се остави § да се мени B 

допустимата област ©, точките с координати (θ, 21) и (0,#,) ще 
опишат в равнината (6,) две криви Г и I's. Да предположим, че 
всяка от кривите ΓῚ и Γ има само по една пресечна, точка с хо- 
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ризонтална права t = const. Да означим тези точки с #1(2) и 6,(t), 

фа. (#,5) €Ty, (62,t) € Га. Очевидно θ; = 0;(t,7). 
Да означим ¢ D(7y) областта, заключена между двете криви ΓῚ 

и Г , т.е. D(y)={(6,%), 6 €O, ге |6,(06), 5 (91). 
Heka са извършени п-те наблюдения и е конструирана. статис- 

Чиката t,(€). Да разгледаме случайните събития 

A= {(θθ,ΐ"(ξ)) € 'D('y)} ; 

В - {52(90,7) §tn(a ξᾗ (θο,'γ)} ; 

С = {ὧ (ῖπ(ἷ)) <0о 58 (ΐ"(ὃ)} 

При фиксирано й) (онази стойност на параметъра, която 6 
съответна на наблюдаваната случайна величина &) всяко ΟἹ съ- 
битията A, В и С e изпълнено за някое подмножество S4 p o = 
{#}a,8,c С 4 на извадковото пространство. Обаче трите събития 
A, B и С са еквивалентни, защото изразяват един и същ факт — 
принадлежност на точките (θο, #()) към областта D(y). Следова- 

ἸΌΠΗΟ каквото и да е до, случайните величини θ1 и йз са избрани 

така, че е изпълнено Р {91 L6 < 62} =7. 

Събитието B означава, че оценката (CTATUCTUKATA) г„(д) ще 

приеме стойност между двете постоянни граници t; U ¢y, а съби- 

тието Ο — че caydaiinara величина ) има по-малка стойност от 

истинския и неизвестен параметър θὺ, а #3 — по-голяма стойност. 
Казва се, че случайният интервал покрива фиксираната точка O, 
каквато и да е стойността на fy, с вероятност, равна на 7. 

Много е важно умението да се разчитат резултатите от тео- 
рията на доверителните интервали. Тук помагат познанията ΟἹ 
теория на вероятностите. Можем да дадем следната честотна ин- 
терпретация: 

Да свържем експериментите и резултатите от тях с една хи- 
потетична схема от опити на Бернули. След многократни наблю- 

дения и конструиране на доверителния интервал [01, 02] с довери- 

телна вероятност у ще считаме, че е регистриран успех (У), ако 

се е сбъднало събитието {00 € [01,02] } B противен случай e pe- 

гистриран Heycnex (H). Вероятността 3a успех B такъв единичен 
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опит на Бернули е Р(У) = у. Интерпретацията, 33 която става 
дума, €, че в достатъчно дълга редица N ΟἹ по п наблюдения над 
величината ξ конструираният BLB всеки отделен случай по горния 
начин у-доверителен интервал ще покрива до в ΎΝ9 ΟἹ случаите. . 

Твърдението, че 6) е заключено между числата й и b2, ще бъде 
невярно само B (1- ὙΝ от случаите. 

Доверителните интервали, които можем да получим от експе- 
рименталните данни, просто правят една равносметка 33 онова, 
което данните говорят за неизвестните параметри в дадения слу- 
чай. 

Тълкуването на доверителната вероятност е следното: уе ве- 
роятността истинската стойност на. неизвестния параметър фо, съ- 

ответна на наблюдаваната величина £, да е в границите 0)1 , 05 (ко- 

ито могат да се менят с извадката &1,...,&n, тъй като стойностите 

им зависят от статистиката. ἐμ(ξ), фиг. 17). Неправилно е да се 
изказва твърдение ΟἹ вида: Вероятността ) да е заключена меж- 

ду фиксираните граници ¢ и 62 e равна на у. Величината 6 не е 
случайна величина (вж. пример 1). 

В. Проблеми при използването на доверителните вероят- 

ности. Част ΟἹ тези проблеми са свързани с факта, че дове- 
рителните граници при една и съща доверителна вероятност не 
са определени еднозначно, Препоръчват се правила, които да- 
ват възможно най-къси интервали. Обикновено това се пости- 

га, като се използва за τ"(ᾖ статистика с минимална дисперсия. 

От близкото разположение Ha #1 и iy следва, че θὶ и 62 също ще . 

са близки. Друга група трудности се появяват при дискретно 
разпределени случайни величини (и статистики) поради невъз- 

можност 33, точен избор на числата Я и #,, удовлетворяващи ра- 

венството Py {f-z ξύπ(ξ)ξᾗἐ = у при дадена у. В такива слу- 
чаи се препоръчва да се премине към консервативни граници, т.е. 
най-късия възможен интервал [ἔ, ἐ1}, удовлетворяващ условието 

Py {fg <tn(€) §51} >у при дадена . Cera рискът 3a грешка, че 

[01,03,] HAMA да съдържа Oy, не надминава 1 - 7. 

Пример 2. Наблюдава се случайна величина £, която има 

неизвестно средно й = Ес и известна дисперсия 02 = 262. Пост- 

ройте т-доверителен интервал 38 Εἰξ по данни &,...,&, ΟἹ голяма 
по обем проста случайна извадка.. 
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Знаем, че извадковото средно &, в посочените условия има 
средно @ и дисперсия o?/n. Когато п e достатъчно голямо, &, 
(по централна гранична теорема OT теорията на вероятностите) е 
приблизително нормално разпределена със същите средно и дис- 
персия. Следователно 88 величината /n(é, - 8)/0 е изпълнено 
приблизителното равенство 

{_fls_@}q,()_r_/ .„ (<) . 
Нека е зададена γ. Да определим ἐ1(γ) и #(7) така, че 

v=P{ums =D а)) < е() - 2. 
Интервалът (#, ) e най-къс, когато ἐὼ = —t; (фиг. 17) — това 
следва от симетричността на ®(z). Тогава за решението ἐ1(γ), 
като се използва, че #(-1) = 1- Ф(1), се получава уравнението 
(пропускаме индекса за краткост) 

v = Φ(ὴ - Ф(-4) =22(t) - 1, 
т.е. t(7y) e решение Ha уравнението 

) | ефе 2Т 
и то се намира от таблиците за стандартната HOPMAJHA функция 
на разпределение Ф(+) (вж. табл. 1). Например имаме ἐ(γ) -- 1,64 
при у- 0,9, t(y) = 2,58 при v = 0,99. Но неравенствата 

) 
o 

-1(7) £ 2#(7) 

са сквивалентни (след умножение със знаменателя и прехвърляне 
на £, вляво и вдясно) на неравенствата 

(')) ξπ - \/’I_'L- \/fi . 

Следователно в) = &, -(7)0//П и by = б.+#(7)0//й ca граници 
на у-доверителен интервал 33 неизвестното средно θ = Β)ξ. 

Пример 3. При изследване на популация били измерени 900 
индивида, за които предишни по-точни измервания показали, че 
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дисперсията на интересуващата ги величина е 02 = 225. Емпириче 

HOTO средно на извадката се оказало &, = 103,72. Да се построи 

99%-0B доверителен интервал 32 истинската стойност на парамеч 

търа на извадката. | 

При ту = 0,99 решението на (4) е t = 2,58. При дадените усло 
вия може да се счита, че п е достатъчно голямо. Доверителният 
интервал се определя по (5) . Неговите граници са 

᾿ 2,58 
й = 103,72 - v300. 220 = 102, 43; 

! V225 

6, = 103,72 + 1,29 = 105, 01. 

Забележка. Нямаме npaso да записваме 

P {102,43 < Е“ < 105,01) = 0,99. 

В това записване означението за вероятност HAMA, смисъл, тъй 
като няма случайна величина в определянето Ha събитието. Тъл- 
куването на доверителния интервал [102,43;105,01] e точно дадено- 
то в края 58 T. В. Не бива да се казва „вероятността |102, 43; 105, 011 
да покрива Εξ e равна на 0,99“. Стойността Εξ или е между чис- 

лата 102,43 и 105,01 или не е. Тъй като стойността на ЕС не е 

известна, не знаем ще се намира ли тя Β този интервал или не, 
но вярна е само една от двете възможности. Ако изследователите 
в разглеждания случай вземат много извадки от същата попула- 
ция и за всяка от TAX построяват подобни доверителни интервали, 
то в 99% от получените интервали би се намирала и истинската 

стойност на EE. 

Всеки изследовател практически използва само няколко извад- 
ки -- често даже само една, и не му е неизвестно дали построе- 
ният от него доверителен интервал ще покрива или не търсения 
параметър. Ако доверителната вероятност обаче е достатъчно 
висока, изследователят може с голяма увереност πᾶ счита, че то- 
зи току-що получен от него интервал съдържа. стойността на па- , 

раметъра. Това е основателна причина за избор на големи стой- 

ности за доверителните вероятности (0,9; 0,95; 0,99 и т.н.), обаче 

един разсъдлив изследовател винаги ще допуска и незначителна 

вероятност (0,1; 0,05 и др.), че неговото твърдение може да бъде 

невярно, ако иска да получава смислени резултати. 
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8 10. Примери за доверителни интервали 

Техниката Ha построяване на доверителен интервал 38 едноме- 
ран параметър има проста структура. Грубо тя може да се изрази 
tuxa: Построява се функция ΟἹ наблюденията. #(61,...,64;0) и от 
ноизвестния параметър, която да има поне при п -> 00 известно 

разпределение, вече независещо ΟἹ 8, т.е. Fy(x) = P{t({,0) < +) 
Ди не зависи ot 0. При дадена ту се определят границите #4(7) и 

(4(1) по такъв начин, че Ρ {{2(γ) 5 ἐ(ξ, θ) < #(1)) = Е(и)-#(22) = +. 
(Обикновено неравенствата. 

() Ъ(7)5Ка,....6.;9)55(7) 
могат да се решават спрямо неизвестния параметър θ и тези ре- 
Шения водят до еквивалентните на (1) неравенства 

(2) θι(ἢ Ξ9 θ,(ἢ. 
Тъй като неравенствата (1) имат вероятност 7, то и еквива- 

Лантните им неравенства (2) са изпълнени със същата вероятност, 

. [(;1,92] € един у-доверителен интервал за 0. 
По-късно теорията на проверките на статистическите хипотези 

ще ни даде още един метод за построяване на доверителни интер- 
впли. Следващите примери са илюстрация на посочената по-рано 
обща техника. При това познанията ΟἹ теория на вероятностите 
яп разпределения на функции от случайни величини и граничните 
таореми са ключ към успешното решаване на този кръг задачи. 

Пример 1. Случайната величина Е е разпределена по експо- 
нанциален закон fe(z) = fe~%, z > 0. По дадена проста случайна 
изрвадка 61,...,б, да се построи ту-доверителен интервал за #: 

а) при малки п; 6) при големи n. 
а) Случайната величина 2n0¢, = 20(6, +- - -+ &,) има разпреде- 

ление на Брланг с п фази, което е у“-разпределение с 2n степени 
#n свобода. Плътността му е (вж. пример 1 от § 9) 

zn—le—z/Z 

fx2(2n) ((Б) = —2"(71.—'-'1)! за + > 0. 

"ледователно за дадена доверителна вероятност Ύ и числа X1, и 
Хал определени с условията 

Ρίχι,, 24 (2п))-1-2; РО (2н)2х2а)-1-2, 

237



ще е изпълнено 

(3) | P{x17Sx*(2n) Ξ χ3 }} = 7- 
Вътрешните неравенства B (3) са еквивалентни на HEPABEHCTBATA, 

X1,y 2 2nb, 2 Хал 

OT които следва, че у-доверителният интервал |81,05) за параме- 
търа θ е определен с неравенствата 

b= ал <0< 2л -0ф.. 
2n&, T T 2né, 

6) При достатъчно големи п използваме, че χ (2n) e приблизи- 
телно нормално разпределена със средно 2n и дисперсия 4n, т.е. 
прип-> 00 

x2(2n) -- 2n 

Vin 
Следователно, ako подберем ti 4 и ἔ2.7 по такъв начин, че 

2nbE, -- 2n 

4n 

-{ N, D). 

v=P{u,s <ъл | « 0л) - Φῴι) 
(тук Ф(4) е стандартната нормална функция на разпределение), то 
вътрешните неравенства ще са еквивалентни на следните неравен- 
ства 38 θ: 

Ш(д(ш 

ау T ξωνῃ 
При й = - -ἔ,γ = - 14л)/2; КЪдето t(144)/2 € решение на урав- 

нението Ф(Е) =(1+7)/2, се получава най-късият интервал [{1,γ] 2,4). 

Следователно "у-доверителният интервал (01, 05) за й при големи п 
се получава при 

b= 7 ае ф МЕ ааа 
ЕЛ су 

Пример 2. Нека ξ е с поасоново разпределение 

Р(Е а) =6%"z!, #-0,1,2,..., 

и й,...ба е проста случайна извадка с разпределението на <. Да 
се построи у-доверителен интервал 38 й0 при големи п. 
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) 

При големи п според централната гранична теорема величина- 

ЕЕ) -пб 
та (-Е--Г%)-- има асимптотично нормално разпределение 

п 

N(0,1). Axo t(34)/2 е избрана така, че 

(а е+ Е) -пб0 }_ 
Ф(Е -- P(~t п РА Е З 20 < =9, (tasmy/2) - B(=ta4q)/2) { < 279 

неравенствата в скобите са еквивалентни на θ1 £ 0 <0, където 

¢ t=114y)2, #(0) = (1-+.7)/2. Следователно [дьдг] е един у-дове- 
рителен интервал 33 неизвестния параметър 6. 

Пример 3. Случайната величина ξ е нормално разпределе- 
на N(6,0%), където неизвестно е само математическото очакване 

f, а дисперсията 02 на Е e известна. При дадени п независими 
наблюдения (1,...,б, да се построи +-доверителен интервал 33 6. 

Знае се (вж. зад. 6.5), че сумата на независими HOPMAJHO раз- 
пределени случайни величини е нормална със средно -- сумата 
от средните, и дисперсия — сумата OT дисперсиите. Затова. 

_n._ 0 ἐκ(ὃ = fi%fi"_ € N(0,1). 
Ако определим числото ἔ(1..),2 по такъв начин, че 

2Φ() -1- Р {‘tétn@ ét} =% 

TO у-доверителният интервал 38 й ще бъде 

g 2 а 
€n - #(1+т)/2-Л ΞθΞ ξ + г(н„)д%. 

Пример 4. Случайната величина ξ е нормално разпределена 
ЛМ(а,02), където а = Εξ e известна величина, а #2 = ξ -- не- 
известна. Постройте у-доверителен интервал 33, 02 по дадени п 
независими наблюдения 61,...,б. над ξ. 

Известно е, че нормираните наблюдения §~i = (¢, - а)/0 ca стан- 

дартно нормално разпределени N(0,1). Величината 
п 

2 S 121(& -α) 
x“(n) = Ξξι Ξ -:-θἶ-- 
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има х2-разпределение с п степени на свобода. AXO определим 
2 2 . Х1-4/а И Хл/з C равенствата 

(4 Р {x2(n) éxf-m} =1-7/2; P {x""(n) ὲχζῃ} -1-1/3, 
то ще е изпълнено 

Р {xf_wz Ξ χ ) Ξ χξρ} . ; 

Вътрешните неравенства в последния израз са еквивалентни 
на следните неравенства 33 й2: 

n ш 

YE-a? Σ - | 
4221 5 ξ 02 ξ gl ; , ' 

Xy /2 Х1-4/2 ' 

Следователно тези неравенства определят един у-доверителен | 
интервал за #2. 

Пример 5. Случайната величина Е е нормално разпределе- 
на Л (01,02) с неизвестни средна стойност й) и дисперсия 632. По ! 
дадени независими наблюдения (1,...,б6, над Е постройте y-nose- 
рителни интервали за 01 и #2. 

а) Ше използваме факта, че когато ξ е нормално разпределена, 
извадковото средно &, и извадковата дисперсия 

'ξΞι Ξ : Σ(ξτ - ξπ)2 
#21 

n-—1- 

\/fi(gn - θι) ll 
са независими случайни величини. При ToBa 9 е нормал- Ὦ 

2 4 

на Л (0,1), а τ - ὯΘΣ e разпределена x°(n - 1) (вж. 8 5). Отноше- 
= 193 
Vn—1(£,-0 

нието t(n - 1) = ————é(—gn———l-)— uMa разпределение на Стюдънт с 
п 

п — 1 степени на свобода. Неговата плътност е 

n 

акъе =1 (3) (1+:27) Де (252) ναξτπί. 
η - 1 

Ако определим числата ἔ1,γ И 12 по такъв начин, че 

Р {tl,'y < t(n - 1) -_<—_t2,7} =7, 
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то неравенствата в скобите ще са еквивалентни на следните нера- 
венства 38 й1: 

- ἓῃ - ἓῃ 

ξῃ 7 ἐ те 501 Ξ ξῃ -1 
й ч Ὕνη- 

Най-късият доверителен интервал се получава при b 4 = -- ἰὩ 4 

и в практиката се използва именно този случай. 

6) За оценка на θξ ще използваме вече споменатия факт, че 
22 né; 

.—1553 има у2-разпределение с п ~ 1 степени на свобода. Ако 
(n 

определим Х1-„, /2 Ἀ Х., /2 KAKTO B (4), но за случайната величина. 

x?(n—1), вътрешните неравенства Β Ρ{Χἷ-ῃα <x*(n-1)g χξ|2} = 

ще са еквивалентни Ha следните неравенства 38 θἓ. 

52 sn <0: < nsy, 

X7/2 Xl—’r/'é’ 

n 
. 

Следователно y-I0BEPUTENHUAT интервал |05,07) 3a 02 се onpe- 
деля с равенствата 

. п А πϑὲ 
=g =z 
X2 Xi-y/2 

IIpumep 6. Нека A e случайно събитие с неизвестна вероят- 
ност. Извършени са п независими повторни опита при еднакви 
условия, при които А се е сбъднало v, пъти. Определете асимп- 
тотичен у-доверителен интервал за р = Р(А) прип — оо. 

.V 
Величината p= — е HEM3MECTCHA OLEHKA 38 P, KOATO по теорема- 

n 
1~ 

та Ha Лаплас при п — 00 € асимптотично нормална N (р, Щ). 
n 

Следователно изпълнено € асимптотичното (по разпределение) 
равенство 

- Ξ Ξ ~ N(0,1). 
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Ако определим числото #(14)/2 OT уравнението 

“оа 
т---фр 

26(6) -1-: Р 4 —t<— 
ПО [Ρᾷ -») 

n 

неравенствата B големите скоби са еквивалентни Ha неравекствата 

A
 ἐ » =17, 

(5) P = За+/2 

B съответствие ¢ теорията от 8 9 областта D тук e ограничена 

. [p(1 - 
от кривите # Ξ р+ Е Ш. Това са двете половини на елипса, 

п 

минаваща през точките (0,0) и (1,1), с голяма полуос по диагона- 
ла на единичния квадрат в първи квадрант (фиг. 18). Фактът, че 
точката. (p,P) лежи вътре в елипсата, е изразен с неравенството 

(5), като е казано, че ре в границите р + t‘/?—(—lffl, ἐ - ἐᾳ - εγ)22- 

Еквивалентното твърдение (6) пък показва, че ра се намира 
между случайните граници (я ,5), определени ΟἹ местоположени- : 

ето на случайната права p. o 

Задачи | 

1. При проверка на 1000 изделия 46 от тях се оказали дефектни: 

а) определете вероятността, че оценката й = 0,046 за неизвестната. веро- 

ятност р отделно взето изделие да се окаже дефектно се отличава OT р не 

повече от 0,005; 

6) определете доверителен интервал за неизвестната вероятност р при 
доверителна вероятност, не по-малка. от 0,98 (използвайте пример 10.4); 
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в) какъв минимум изделия трябва да бъдат проверени, та вероятността 

оценката # да се различава от р не повече от 0,001 да не е по-малка от 0,95. 

' Отг. а) 0,52; в) n 2 152000. 

2. Нека £1,...,&, е проста случайна извадка ΟἹ експоненциално разпреде- 
лона случайна величина ξ с плътност Ha разпределение f(z) = A~ exp(—z/)). 

Покажете, че ако 

- а+е+ъ+ба с ц +е πεῖ 
Ф = T oy = R 

п п 

и Е) 5 . 56л) е вариационният ред на наблюденията El,y..0yn, TO &y, 

4 2|ῦξ") и [In2]/€((n/2)) са състоятелни оценки 33 неизвестния параметър А, 

Ynsmeane. Използвайте, че Εξ = А; B2 = 2/А, медианата на експоненци- 

алното разпределение е равна на [In2]/A. 

3. Нека ξ е равномерно разпределена в интервала |01,01 + θ2]. Докажете, 

че ако 61,...,Еа са независими наблюдения над £, TO 

са състоятелни оценки за 01 и йд». 

4. Нека £1,...,£&n са независими наблюдения над случайната величина. 

Е. Покажете: 

а) ако P{ =k} - ра“, Е : 0,1,2,...; p€ (0,1), а < 1-р, то 2(б, + 1) e 

афективна. оценка. 3a т(р) = 2/р с дисперсия 4/(пр2а); 

243



6) ако Р(Е = k} = A e~ k!, К τ 0,1,2,...; А > 0, то 06) - 3007) + 200 9 
неизместена и състоятелна оценка 3a АЗ; 

в) ако f(z) = 147-1е7 /Г(а), 20, то 1.(4) = E(Ei - £n)/(n - 1) e неизмес- 

ἐξεὶ 
тена оценка, 33 (. 

5. Случайната величина Е приема две стойности О и 1 съответно с ве- 

роятности 

д, ако § e рационално; 
ΚΙ,0) =Pofe=1} = { 

1--θ, axo й e ирационално 

1(0,9) Ξ Ῥρίξ =0} =1-Pg{{=1} за де (0,1). 

Нека £i1,...,&n са независими наблюдения над θ и нека Sy, ш 61 +е + Ел 

Покажете, че максимално правдоподобните оценки за # са: 

й = Θῃ /n, когато θ е рационално; 

81 =1 -- б./п, когато θ e ирационално, 

обаче те не са състоятелни оценки за 0. (Това е пример за максимално прав- 

доподобни оценки, които не са състоятелни. Причината e, че плътността на, 

разпределение f(z,0) не e непрекъсната и диференцируема по θ.) 

6. Пока»жете, че ако E£2" < 00, математическото очакване и дисперсията 

на началния емпиричен момент ῦξ") са съответно 8? и [Е(” - (EE")2] /n. 

7. Heka £1,...,€n са независими наблюдения над случайни величини с 

едно и също средно #6; = а и различни, HO известни дисперсии a? = ра. 

Покажете, че неизместена оценка с минимална дисперсия на неизвестния 

п 

параметър а от вида й = Zci& се достига, когато ¢; = 0; 2/(0{ 2 . ал 2). 

=1 

8. Нека v, e броят Η успехите B п опита HA Бернули с BEPOATHOCT р 

за успех в единичен опит. Направено е едно наблюдение над Vn. Покаже- 

те, че и,/п. € максимално правдоподобна оценка за P, която е неизместена и 

състоятелна. ' 

9. Нека а1) 5 ... 5 ξ() е вариационният ред, построен върху проста слу- 

чайна. извадка. 61,...,бЕа от стойности на случайната величина <. Покажете, | 

че: ' 

а) axo Е e paBHOMEPHO разпределена B интервала [01, 6], To 

81) θ᾽1 = ξ(:) и by = §(n) са изместени оценки 32 θι и 2 съответно със 

средни θ1 + (02 - 01)/(п + 1), 82 - (82 - 01)/(п. + 1) и дисперсии Оф = Dby = 

n(82 -- 01)%/[(n +1)*(n + 2)); 

а2) Е 01 + 02 =01+92’ D δι + 6, - 02 -- й ; ' 

2 2 2 2(π + 1)%2(n + 2) 
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6) ако Е е експоненциално разпределена с плътност [(2) = de™ ™, А > 0, 

ΒῈ 0), то 

61) Ега) = (λη) τ Y D¢y = (Ап)72; 
п 

1 1 1 1 
Εξ(η) = χ Σ 7 D¢y = 3 = 

i=1 ἐπεὶ 

n—1 

62) Е [(ξ(ι) +Е(„)) /2] = 51).\- Σ Ξ + ἔ ; 

ἜΠ 
D [(ξ(ἶ) ᾿|᾿ξ(π)) /2] = 4—/1\7 2 ἶΞ + ;.2. 

i= 

10. Houa.mefe, t:xe axo £1,...,&n са независими наблюдения над случай- 

fivra величина ξ, разпределена. по съответния параметричен закон, то мак- 

пйимално пра,вдоподобните оценки на посочените параметри са следните: 

а) за геометричното разпределение Ῥ{ξ =k} -- р(1- р)“, К < 0, 1,2,...: 

по едно наблюдение — ἢὶ 1/(1 + £); 

по п наблюдения — p = 1/(1 +&,); 

6) за отрицателното биномно разпределение РДЕ = А) = ("kr)p’(l - p)k, 

k=0,1,2,... 

no едно наблюдение — й = 1/(т + £) (изместена); 

в) за разпределението на Паскал P{¢ =k} = (k"_"r)p"(l -р)“, Е < 0,1,2,... 

по едно наблюдение — й = τ ξ (изместена); 

г) за поасоновото разпределение РДЕ = К) = Айе-А/А!, Ж + 0,1,2,..4 

А = &, (неизместена оценка); 

д) за експоненциалното разпределение {ε(4) = e~ е/МА, т .0: 

А = &, (неизместена. ouenxa); 

1 (α -- a)? 
е) 38 нормалното разпределение ἔε(:) = exp | ~~———|: 

σνπ 2а2 

п 

ἃ - ; 03 = Ξ-Σ(ξ,- - ἔμ})32 (изместена); 

=1 

жк) 3a разпределението Η Парето f¢(z) = Cz~C~1 x> 1, MAKCUMAJIHO прав- 

доподобната оценка 38 Ο e 

- 1 

Cl= -(т 5 Ἐ . Ἔ б); 
п 
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с 

3) за разпределението на Вайбул f¢(z) = εὑ а1 ехр [- (Ξ) ], zz20, 

максимално правдоподобните оценки ¢ и b ca решения на системата ypaBHe- 

ния 

и) за равномерното разпределение fe(z)=1/6, т € [0,6]: 

ф < max(£1,...,&) (състоятелна оценка за §). 

11. Покажете, че за изброените закони на разпределение оценките за 

параметрите, получени по метода на моментите, са следните: 

1 
а) за дискретно равномерно разпределение Р.(С = К) = e където Е . 

a,a+1l,...,0+b-1: 

ἃ τ в ~ ἑ (2χ|3ἆξ +1-1), 6 -2./362 +1; 

1 
6) за непрекъснато равномерно разпределение fe(z) = р z Ε [a,a + 0), 

b>0: Щ Д 

а в - 34/92, 5-12./02; 

в) за гама-разпределението # (т)-аа-1А-7ав-А/ЩЧа), 2 20: 

Ещя R o . Δ3 
A= σ"|ξ"; а = (fn/o'n) H 

г) sa бета-разпределението fe(z) = φρ ( — 2)47 

2,q>0: 

5-6.416(1-#Е.)/62) -1}, =0 -&){[&(1-&)/62] -1). : 
12. Случайната величина ξ e нормално разпределена ЛТа, 3). По дадени ' 

36 наблюдения над Е покажете, че: ! 

а) доверителният интервал 38 а с ниво на доверие + : 0,9 е 

[€36 -- 0,98; зв + 0,98); 

6) минималният брой наблюдения 3a определяне на а чрез £, с TOUHOCT 
Е -- 0,9е 43. 

13. Известно e, че времето на живот Е на дадена генетична популация 

е нормално разпределено λΛί(α,σ2). При изследвания над 16 представите- 

ли е установено, че средното им време на живот е (16 = 3000, а средното 

квадратично отклонение е ἂ’ξδ = 400. Покажете, че: 
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а) при доверителна вероятност + = 0,9 доверителните интервали 32 а и 

¢ съответно са |2991, 2; 3008, 8] и [15,5;28,74]; 

6) доверителните вероятности, при които грешките са Да = [€16 - а| <10 

и Ag = |616 - а| £2, са съответно равни на 0,93 и 0,41. 

14. Случайната величина § е експоненциално разпределена с плътност 

Да) = 071е7#/9, За оценка на θ е взето емпиричното средно «,. Покажете, че 

границите на доверителния интервал (К15,, 26) за 8, които удовлетворяват 

условията. 

P{0§ k2€n} = P{k]fn 2 θ} = .1_%1’ 

при Ύ < 0,9 ca: 

а) k1 =0,64, k2 ΞΞ 1,83 прип = 10; 

6) k1 Ξ 0,76, k2 = 1,40 при n 2 30. 

Ynesmaawne. Приемете, че при n g 15 случайната величина ἢ = 2115.„/ 0 има 

у2-разпределение с 2n степени Ha свобода, а при n 15 случайната. величина, 

( = 91) e приблизително нормална N{v2n - 1,1). 

15. Случайната величина Е е разпределена по закона на Поасон с не- 

известен параметър А. За 50 единични интервала са наблюдавани 4 интер- 

вала с 0 реализации на #; 16 интервала с по 1 реализация; 20 интервала с 

по 2 реализации на §; 6 интервала с по 3 реализации и 4 интервала с по 

4 реализации, Покажете, че доверителният интервал за А при доверителна 

нероятност ¥ : 0,9 е А < 1,5; Аз =2,12, 

Упътване. Използвайте формулите 38 нормална апроксимация Ha х2- 

разпределението при степени на свобода над 30 и формулите за доверителни 

граници на параметъра на поасоновото разпределение (пример 2 от 5 8). 

16. При 30 опита, проведени по схема на Бернули, събитието А е нас- 

тъпило 10 пъти. Пока»жете, че доверителният интервал за р = P(A) с ниво 

на доверие Ύ = 0,95 е (61,#2), където 91 = 0, 164 и р» = 0,502. 

17. Нека 61,...,б. са независими наблюдения над случайна величина ξ 

с нормално разпределение. Покажете, че 

N fw)2 

н п 
1:21 

-1 
¢ неизместена оценка, за ¢ = 1/ DE, когато # = \/g ΕὙ-Π-Ξ))ΖΞΖ 

п 

Упътване. Случайната величина /no* /{ko) има x2-pasnpeaenenue c n—1 

степени Ha свобода. 

18. „Двойно разпределение на Поасон“ ¢ параметри λὶ и λ се дефинира 

¢ плътността 

o* =k 

/\’fe"‘l + А%е->х2 
.{(Ισνλἶἱ:λἳ) = 21 N k=0,1,2,.. 
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Намерете оценки за λὶ и Аз Mo метода Ha моментите., 

19. Покажете, че ако случайната величина Е има разпределение на Лап- 
лас с плътност ' 

1 ῶ - 
](ω᾽αιμ):ὗθχΡ "l αμ! ᾽ 

то максимално правдоподобните оценки за д и а съответно са Й Е („„ 1λ» 
22) 

1 п 

ако 7 € нечетно, U fi € [§(§_),§(,§.)+1], ако пе четно; & = ΕΣ [& — А|. Тук ξῷ 
1<:1 

са членове на вариационния ред на наблюденията, а п -- броят на наблю- 
денията.. 

20. Случайната величина Е е нормално разпределена Л/ (α,σ2). По 25 
независими наблюдения са получени оценките &25 = 100, &%’5 = 15, 

а) Покажете, че доверителният интервал с ниво на, доверие 7 = 0,99 38 а 
е (92,26; 107,74); 

6) P 85 - αἱ 55} < 0,95. 
21. Случайната величина ξ е нормално разпределена N (а, 2500). Пока- 

жете, че са необходими не по-малко от 11 наблюдения над €, за да бъде 
определено а с точност « = 25 и надеждност а = 0,9. 

22. Над случайната величина £, разпределена по нормален закон N (a, #2) 
са проведени 100 наблюдения, при които е получено ξ-100 = §,5; б100 = 1,7. 
Покажете, че доверителните граници 58 ¢ и а с HUBO на доверие 0,85 ca 
съответно ἃ = 5,25; ἃ2 = 5,7; 61 = 1,48;43 = 1,92. 

23. Случайната, величина Е има средно Εξ = а. При 40 наблюдения над 
ξ са получени следните оценки за а и O¢: b = 10400; δε = 85. Покажете, че 
доверителният интервал [0,999.4;1,001.4) покрива неизвестната стойност на 
а с вероятност ¥ я 0,56. 

24. Грешките при измерванията, на температурата HA кипене на дадено 
вещество са нормално разпределени случайни величини Л/(0,42). Покаже- 
те, че минималният брой измервания, при които оценката 6 на средното 
квадратично отклонение о не надвишава 6/5 с вероятност ¥ = 0,7, е 15. 

25. Случайната величина ξ е разпределена по експоненциален закон с па- 
раметър А. Наблюдавани са 25 реализации на Е с обща сума €1+ . 462ь = 1600. 
Докажете, че доверителният интервал за А с ниво на доверие 0,8 при полу- 
чените експериментални данни е |50,75; 85,14). 
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Единадесета глава 

Проверка на хипотези 

§ 1. Статистически хипотези и критерии 

Всяко решение, взето въз основа на обработени резултати от 
статистически наблюдения и експерименти, не е категорично и 
не може да бъде такова. То представлява една хипотеза, която 
ще наричаме статистическа хипотеза. Независимо от доводите 

и съображенията, които можем да приведем в подкрепа на ис- 
тинността. на нашето решение, остава известна доза съмнение, че 
освен него може да е вярно и нещо друго, различно от приетото. 
Как можем да дадем оценка на нашето твърдение? Въз основа 

на какво и с какви гаранции можем да решим да го приемем за 
вярно? Какви рискове допускаме, ако приемем (или не приемем) 

своето OCHOBHO твърдение, а TO се оказва невярно (или вярно, KO- 
гато сме го отхвърлили)? Как да построим правилата за вземане 
на статистически решения, така че да минимизираме всички въз- 
можни рискове и последствия от неправилни решения? Всички 
тези въпроси и още редица други са свързани с теорията на ста- 
тистическите критерии и правила за проверка на статистически 
хипотези. Проверката на хипотези е един от най-важните разде- 
ли на всички приложения. Ако задачата 33 оценяване на отделна 
вероятност, параметър или функция на разпределение е важна 
(особено в медицината, биологията, техниката), още по-важна е 
задачата 3a сравняване на две вероятности, на два параметъра 
или на две емпирични разпределения. Например, ако новото ле- 
карство е изпитано върху редица пациенти и при това частта на 
излекуваните се е оказала по-голяма, отколкото при лекуваните с 
друго лекарство, свидетелства ли това 38 подобрено въздействие 
на новия препарат? Задачата не е тривиална, особено когато в 
сдната експериментална група. са лекувани п) пациенти и са из- 
лекувани ki, а B другата ΟἹ по» лекувани са излекувани Кз, Може “ 
ли различието в честотите ki /n и Х/л да се припише Ha различ- 

ното действие на лекарствата, или то се дължи на обикновеното 
влияние на случайността при двата експеримента? А ако групите 
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са повече от две и са изпробвани повече (например г) лекарс- 
твени препарата, кой от тях да предпочетем? Ако номерираме 
лекарствата с номера от 1 до г и започнем да твърдим, че 4-тото 

лекарство е най-добро, ние ще сме изказали една хипотеза, коя- 

то условно можем да означим с H;. Така задачата се свежда до 

проверка, коя ΟἹ хипотезите Я),..., Н, e вярната. Клъм пробле- 

ми от проверка на хипотези водят често възникващи задачи от 

практиката като сравнителна оценка на различни технологични “ 

процеси по тяхната производителност, точност и икономичност, 

сравняване на конструктивни особености на машини и съоръже- 
ния, на организационни мероприятия, на методологии (на препо- 

даване, на научно изследване). Такива проблеми са характерни 

за статистиката в агрономичните, медицинските, педагогически- 
те, биологическите и хуманитарните науки. Въпросът за това, по 

какви признаци, по какви съотношения и показатели да се извър- 

шват сравняванията в постановките на задачите за проверка на 
хипотези, се отнася изцяло към онези специални области, в които 

са възникнали тези задачи. Обосновани изводи обаче могат да 

бъдат получени само по пътя на правилно конструиран научен 

анализ на данните от статистическите наблюдения. 

Въпросът за проверка на статистически хипотези е изучен в 

основни линии през 30-те години на нашия век от Джерси Нейман 

и Егон Пирсън. В тази глава ще изложим основните идеи на пос- 

троената от тях теория и ще покажем възможностите за нейното 
използване. 

При проверка на хипотези се използва следният подход: При- 

ема се, че изходен материал са наблюденията &,...,&, над слу- 

чайна величина 6, които съдържат информация за истинността 
или неистинността на проверяваната хипотеза. На всяка група от 

наблюдавани стойности &1,...,€, 06 гледа като на единичен изход 

от един сложен опит, чието множество на възможни изходи е из- 

вадковото пространство X, -- съвкупността OT всички възможни 

стойности на вектора Ha наблюденията Е = (4,...,6.). В извад- 

ковото пространство # още преди извършване на наблюденията 
теоретично, вън и независимо OT експеримента се конструира съ- 
битие Е по подходящ начин. Когато проверяваната хипотеза е 

вярна, с достатъчно висока вероятност (пресметната по всички 

вероятностни закони, представящи хипотезата) настъпва Ε. Ако 

в резултат на опита събитието Е не настъпи (това при наша- 
та хипотеза е толкова малко вероятно, че може да се счита 38 
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практически невъзможно), той показва несъвместимост на пред- 
ложената хипотеза с наблюденията. Обратно, ако събитието Е 

настъпи, счита се, че резултатите от наблюденията не противо- 
речат на нашата хипотеза. Обикновено не бива да се бърза с 
извода, че хипотезата се е потвърдила; може само да се признае 

нейната допустимост поне докато по-обстойни изследвания (нап- 
ример с помощта на повече материал или с по-силни критерии) 
не доведат до противоположни изводи. 

Законността (разумността) на подхода се обяснява така: Дан- 
ните от наблюденията съдържат информация 33 поведението на 
изследваните случайни величини, а то в условията на истинност 
на различните хипотези е различно и се отразява върху разпре- 
делението на извадката. По данните могат да се правят опреде- 
лени заключения 33 законите на разпределение на тези величини. 

В повечето случаи няма съмнение, че законът на разпределение 
на наблюдаваната величина при различните хипотези е от един 
и същ клас (например нормален, експоненциален, биномен и пр.). 
Обаче своеобразието на закона 38 всяка ΟἹ хипотезите се изразява 

с различни стойности на параметрите му. Например при контрол 
на качеството хипотезата, че процентът на брак е ро (който се по- 
сочва в каталозите на предприятието производител), може да се 
проверява при контрахипотезата, че процентът на брак е py > ро. 
На двете твърдения съответстват биномни закони на разпреде- 
ление на броя на дефектните изделия в извадка от п проверени 
изделия, но съответно с параметри рои . 

По такъв начин проверката на хипотези се свежда към сравня- 
ване на статистическите характеристики със стойностите на пара- 
метри в законите на разпределение Ha наблюденията. Всяка ста- 
тистическа хипотеза Н е еквивалентна на някое предположение за 
закона на разпределение F(z) = P{{ < z} на наблюдаваната слу- 
чайна величина §, което е равносилно на предположение 33 вида 
на функцията на правдоподобие L(zi,...,z,). Ilo тези предполо- 
жения става реализуем посоченият подход Β задачите 33 проверка 
на хипотези. По тях се правят вероятностни съждения (заключе- 
ния) 33 поведението на HAKOM статистически характеристики на 
извадката (критерии на проверката), които трябва да ca верни, 
когато е вярна направената хипотеза Н. Така на вече конструи- 

раното събитие Е може да се съпостави една област W С X, ΟἹ 

стойности на извадката &,...,&,, в която тази извадка трябва да 
попадне след извършване на наблюденията при вярна хипотеза 
H. Областта W се нарича област на приемане на гипотезата Н. 
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Допълнителната област W = X, \W се нарича критична obaacm 

на критерия 38 проверка Ha хипотезата H. Когато наблюденията 

£1,...,€, в извадката се окажат в критичната област, хипотезата 

Н се отхвърля като несъвместима с тези наблюдения. : 

Предложената 38 проверка хипотеза ще означаваме с Но и ще 
я наричаме осноевна хипотеза. Тя може да е вярна или He. Кога- 

то не е вярна, е вярна някоя друга хипотеза Hi, която наричаме 
конкурираща (алтернативна) типотеза или просто алтернатчва. 
Както на Ну, така и на Н) съответстват някои предположения 

за функцията на правдоподобие (за закона на разпределение) на 

наблюдаваните величини. Ще ги означаваме съответно с Lo{(z) и 
Та(Е) (или с Fo(z) и А(2)). 

Когато на Но съответства точно едно разпределение Го(«), се 
говори 38 проста основна типотеза. Когато Hy не се удовлетворя- 

ва от едно единствено разпределение, говорим за сложна основна 

типотеза. Ilo аналогичен начин определяме понятията проста и 

сложна алтернатива. 

Примери 

а) Хипотезата Hy е предположението, че процентът на негод- 

ните изделия при дадено производство € р = ро, а алтернативата 
— че този процент е р = P1, р # ро, където ро и ру са фиксирани 

числа между О и 1. Говори се за проверка на проста хипотеза 

срещу проста алтернатива. 

6) Хипотезата Н, е както в пример а), а хипотезата Н) -- че 
рерд ий # Do, като ро е фиксирано число, а ра -- кое да е 
друго число в (0,1). Говори се за проста хипотеза срещу сложна 

алтернатива. 

в) Хипотезата Но е предположението, че py < po, докато в ал- 
тернативата Н) се твърди, че р > ро, където ро е дадено число в 
(0,1). Говори се 38 сложна хипотеза срещу сложна алтернатива. , 

Проверката на сложна хипотеза срещу проста алтернатива е 
безсмислена. В съответствие с класификацията от дадения при- 

мер се развиват и методите за проверка HA статистически хипо- 

тези. 
Τρπῦβϑδ добре да се знае, че естественонаучните хипотези, въз- 

никващи в различни области на човешката дейност, HAMAT CTa~ 

тистически характер. Изкуството на изследователя е да сътвори 

подходяща вероятностно-статистическа форма за тяхното изразя- 

ване. Това може да се прави по много начини. Необходимо е да 
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ге избира онзи начия, който позволява да се използва наличният 

фактически материал, или пък да се планира опит, предоставящ 
фактически материал. ; 

След като задачата е статистически формализирана, провер- 
ката на хипотези може да се сведе към един от следните три вида 
проверки: 

1. Проверка на хипотези относно параметри в разпределения- 

TH, принадлежащи на известни класове от закони на разпределе- 

нис. ' 

2. IlpoBepka Ha хипотези OTHOCHQ класа на 3aKOHA ᾶ разп- 

редсление на наблюдаваната случайна величина. Критериите 38 
проверки от този тип се наричат критерии за съгласуваност и 

обикновено са т. нар. непараметрични критерии. 

3. Проверка за отсъствие или наличие на връзка и взаимна 
ащисимост между две и повече групи ΟἹ οπγιιε,ῖἁππ величини, за 

установяване вида. HA тази връзка и 33 изразяване количествената 
стойност на степента Ha зависимост. Този тип критерии се от- 
насят към съответните допълнителни раздели на статистическия 
мализ за търсене на причинно-следствени зависимости. 

В тази глава ще разглеждаме предимно задачи от първия вид. 
To най-добре илюстрират методологията 38 проверката на хипо- 
T34 и са съществен дял от статистиката. 

8 2. Критични области 
Грешки от първи и втори род 

Видяхме, че за проверка, на дадена хипотеза Н ca необходими 

наблюденията 61,...,в6, над подходящо подбрана случайна вели- 
чина Е. Когато е вярна хипотезата H, на нея ще CLOTBETCTBA 
разпределение L(z | Я) на извадката. Ако наблюденията &i,...,E¢, 
(Ὁ окажат в построената област W (критерия) за проверката, хи- 
потезата Н се отхвърля; когато точката с координати (41,...,бл) 

(Ὁ окаже в областта X, \ W, хипотезата Н се приема като непро- 
тиворечаща на резултатите от наблюденията. Има вероятност 
хипотезата H да бъде отхвърлена дори когато е вярна, Тази ве- 
роятност е 

() a=P{£‘eW|H}=/L(m1H)dz 
w 
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и винаги ще се допуска, щом W # # (стига, разбира ce, да има- 
ме а > 0), Желателно е подобна грешка да бъде много малко 

вероятна, T. е. а да е много малко число. Обикновено а се изби- 
ра предварително — малко положително число, което се нарича 
ниво на свеласие. 

Вероятността а не дава еднозначна възможност за избор на 
критичната област W. По какви съображения да определим об- 

ластта W? Ако има две подобласти (или просто две точки) А 
и A’, такива че А С W, a A’ ς W, и вероятността случайната 

точка Е = (а,....6,) да попадне в А е по-малка ΟἹ а и равна на 

вероятността за попадане B Δ', то отнемайки от W областта А и 

прибавяйки към получената област областта А”, ще получим нова 

критична област W' = (W — Δ) UA'. Вероятността да допуснем 
rpemka при избрана критична област W' e същата както при W 

и двете не надминават Q. 
Отказът от проверяваната хипотеза Hy, когато тя е вярна, се 

нарича грешка от първи род. 

Като вземем под внимание само грешката от първи род, кри- 
тичните области не се определят еднозначно. Ако искаме да из- 

бегнем грешката от първи род въобще, би трябвало да избираме 

W = #. Ho това означава винаги да приемаме безапелационно 

хипотезата Ну — каквато и да 8 тя, и вероятността 38 грешка от 
първи род ще е нула. Обаче така не се постъпва никога, тъй като 

има опасност да се допусне и грешка. OT втори род. 

Грешка от етори род се допуска, когато не се отхвърля прове- 

ряемата хипотеза, а в същото време тя не отговаря на истината. 

Нека е избрана критична област W. Дори хипотезата Но да 

не е вярна, поради случайния характер на резултата (а1,...,ба) 
тази случайна точка може да не попадне в областта W. Тогава 

няма да бъде отхвърлена хипотезата Ну и ще се допусне греш- 

ка ΟἹ втори род. Затова е желателно критичната област W да 

бъде избрана така, че Н) да не се отхвърля, когато е вярна, и 

да се отхвърля, ако не е вярна. Това ще бъде постигнато, ако 
е избрана такава критична област, че при нея да се минимизира 

вероятността β за грешка от втори род. Ясно e, че ако се стараем 
да направим по-малка. вероятността 33 грешка OT втори род (чрез 

разширяване на областта W и стесняване на W), ще се увеличава 

вероятността за грешка от първи род и обратно. 

Тук има обаче едно затруднение, тъй като вероятността за 

грешка от втори род не може да бъде определена предварително. 
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Тл ще зависи ΟἹ това, коя алтернативна хипотеза Я) ще се окаже 

йравилна вместо невярната хипотеза Но. 

Hexa предположим, че имаме само една алтернативна хипотеза 

Н|. Мощност + на критерия W относно хипотезата Н) се нари- 

ча вероятността да се отхвърли хипотезата Hp, когато е вярна 

хипотезата Я), т.е. 

:Ρ{(ξΙ)"-,ξπ) ξ WlHl} 

При избрана критична област W вероятността да не бъде OT- 

хвърлена хипотезата Hy, когато е вярна Я) (грешката ΟἹ втори 
род), ще бъде β = 1- я. Тъй като тази вероятност трябва да 

а колкото може по-малка, необходимо е да се направи критерият 

пъзможно по-мощен. 

Пример 1. Ново лекарство трябва да бъде пуснато в произ- 

водство. Възможни са две хипотези: Но -- лекарството съдържа 

Ттоксични съставки, т. е. съставки, вредни 33 човешкия организъм, 

и Н) -- лекарството не съдържа такива съставки. 

Грешката от първи род е: решава се, че лекарството не ΟἽ» 

държа вредни съставки, а всъщност то има и вредно въздействие. 

Грешката от втори род е: решава се, че лекарството е вредно 

за човешкия организъм, а всъщност не е така. 

Коя от двете грешки в случая е по-неприятна? Очевидно пър- 

влта. Изборът на основната хипотеза се определя и ΟἹ това, коя 

OT двете грешки искаме да избегнем, или ако допускаме една OT 

тлх, това да бъде с възможно най-малка вероятност -- вероят- 

ността, която можем да избираме предварително. Това обикно- 

вено е грешката ΟἹ първи род и а се избира малко положително 
Число — например а = 0,05; а - 0,01; а = 0,005; а = 0,001 и т. н. 

I3 зависимост ΟἹ целите, които преследваме, и от последствията 

па взетите решения при проверката на хипотези се избира под- 
ходящата. стойност а 33 вероятността на грешката от първи род, 

която определя нивото на съгласие. 

Критерият W*, имащ вероятност за грешка от първи род, рав- 

на на а, се нарича най-мощен относно алтернативната хипотеза 
Π ако сред всички критерии W с вероятност 38 грешка от първи 
род, ненадминаваща ¢, за W* е изпълнено 

(2) P{{eW" |Hi}2P{{ e W|H,}. 

Областта W* се нарича оптимална критична област. 
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Задачата за определяне на най-мощния критерий за проверка 

на проста хипотеза Hy срещу проста алтернатива Н) се свеж- 

да до следното: Дадени са двете хипотези. На тях съответ- 

стват две възможности за разпределение на случайния вектор 

(€1,...,&), определени с функции на правдоподобие Lo(z1,...,%n) 

и Ly(z1,...,2,). Търси се област W*, за която вероятността 

P{¢ € W*|H,} =// Li(zy,...,2n)dzy .. . 9та 

wrcX, 
е максимална и € изпълнено условието 

Ρίξε W*|H0}=/---/ Lo(Z1y...,2n)de1 ... dzp Ξα. 

wecX. 

Husomo на свеласие е кай-голямата вероятност, с която сме съг- 

ласни да допуснем грешката от първи род -- да отхвърлим OC- 

новната хипотеза, въпреки че тя е BAPHA. 
Подбирането на функциите на правдоподобие Ly и Гл, съответ- 

стващи на простите хипотези Hy и Я) , както и изборът на HUBOTO 

на съгласие а не са математически задачи. Те са свързани с 

конкретните изисквания на решавания въпрос. 

5 3. Проста хипотеза срещу проста алтернатива. 
Лема на Нейман - Пирсън 

По-нататък ще предполагаме, че Ha всяка NPOCTa хипотеза (ще 

я бележим с малка буква Я вместо с голямата Н) съответства ед- 

HO единствено разпределение Д,(2) на извадката 61,...,б.. В слу- 

чай на проста основна хипотеза Но срещу проста алтернатива Л 

ще считаме 33 известни съответните функции на правдоподобие 

L = Lo(z) и L = Li(z), дефинирани в множеството X, на всич- 

KM възможни CTOMHOCTM Ha извадката &,...,&,. При ToBa едната 

от двете плътности Lo и Гл е истинската. За определеност ще 

предполагаме, че разпределението на извадката е непрекъснато. 

Нека Л. е съвкупността на всички подмножества W на Жл, 

удовлетворяващи условието 

() Р((а,...,6.) € 7 | ho} = / Lo(@)dz = α, 
w 
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т. е. Mgy е съвкупността OT всички критични области, за които ве- 

роятността на грешката от първи род е равна на а -- фиксирано 

число между О и 1. Съответната на а оптимална критична област 

W* има свойството 

(2) P{EeW* |м) = [ Γι(α)ά Σ [ Li(z)de Гъе | 
за всяко W Ε M. 

BApHO € следното твърдение: 

Jlema (Нейман — Пирсън). При nposepxa на npocmamae Tuno- 

meaa 
ho: L(z) = Lo(z) 

срещу простата алтернатива 

hy: L(z) = Li(x) 

с ниво NG свеласие O, ако критичната obaacm W* € M, e такава, 

че за някоя константа K = ὰ > 0 ca usnsaneny неравенствата 

Ly(z) > KLo(x) завсяко x = (z1,...,2p) € Й”, 

Li(z) SKLo(z) 96 веяко # = (z1,...,2,) # Й”“, 

mo W* e оптимална критична област. 

Константата K, се избира 1o такъв начин, че да € изпълнено 

P{ecW*|h} Ξ α. 

Даказателство. Нека W € W, и Ο - WnW*, А - Й“АС, 

B=W\C. Ше покажем, че за областта W* е изпълнено (2). 

Областта A е онази част от W*, която няма общи точки с W 

(фиг. 19). Изпълнено е W* = A+C, W = B+C, WUW”* = A+B+C, 

като A, B и С ca непресичащи се подмножества на Ἄ. 
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Понеже W и W* ca от 28α, имаме 

а =и[ Lo(z)dx =6[Lo(m)d:v+A/Lo(a:)dw; 

а=/цщж=/мщж+/мшж, 
ς Β 

откъдето намираме 

() /цтж=/цщм. 
4 B 

Ila разгледаме cera разликата 

A= /Ll(:c)dw /Ll(:v)d.z: = (/ /) Ly (z)dz — (O/+I!) Ly (2)ат 

/Ll(:c)d:r—/Ll(:c 

Обаче Li(z) > K Lo(z) за всяко & € A С W* и Ly (2) £ KLo(z) 3a . 

всяко ¢ € B = W \ W*, откъдето 

A :νῖί L1(a:)d:v-/L1(m)dm_2_ /KLo(w)dz-/KLo(w)dm 

w A B 

=K (A/ Lo(x)dm—ZLo(m)dm) . 

Поради (3) получаваме A 20, 1. e. W* удовлетворява. услови- ' 

ето (2) 3a всяка Apyra критична област W с ниво на съгласие а. 

Следователно W* е оптимална критична област. 

Критична. e областта W* от всички точки # = (Z1,...,%n), 38 

z 
T ἓ“’ξ 2 Ка. Числото K, е подбрано 1o такъв начин, че ве- 

0 
POATHOCTTA 33 грешка ΟἹ първи POA да € равна на а, т.е. ако 

вместо & положим случайната величина ξ (&1,.-+,€n), при вярна 

хипотеза Ло да е изпълнено 

Гл(аз...би) Ν 

Ρ{ΕΟ(ξυ ’ξπ) ΞΚαΙΙιΟ} B 

KOHUTO 
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Намереният критерий W* e най-чувствителен към алтернати- 

вата hy Ha хипотезата hg. При друга основна хипотеза и същата 

плтернатива А или при друга алтернатива и същата основна хи- 

потеза Ло критерият W* може да се променя. Полученият крите- 

рий се нарича критерий, използващ отношението на функциите на 

правдоподобие. Той е най-мощен, когато алтернативната. хипоте- 

4 6 Л. Целесъобразно e да бъде използван, когато се проверяват 

две хипотези ο и Л и с голяма сигурност може да се твърди, че 

точно една от тях е вярна. 
След определяне на оптималната критична област Й”“ мощ- 

ността на критерия е 

“ π - /Д(:с)сй:с. 
W* Я 

Пример 1. Нека дадено случайно събитие съгласно хипотеза- 

та 0 има вероятност ро, & съгласно алтернативната хипотеза 1 
" вероятност P; > ро. Нека при п независими опита това събитие 

ce e осъществило Х пъти. При кои X хипотезата. hg Tpabsa πᾶ се 

отхвърли при дадено ниво на съгласие а? 
Според хипотезата hg вероятността за резултата X е биномна, 

т. е. можем да запишем 

n - гае) = ()1 =), & 0 
а според хипотезата Л) тази BEPOATHOCT € 

п - ме) () л) ае 0 
Отношението на правдоподобие има вида 

Li(z) _ (gx_)i (1 “Ρι)π-“ 
Lo(z) λρὸ 1 -- ро ' 

откъдето критичната област W* се дефинира с неравенството 

(5) (ΞᾺ) ек | Po 1-po = 

To е равносилно на HEPABEHCTBOTO 
2 

[2‘1.1—7’0] > Κι, 
а 1-2) = 
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1 - . 

където Κὶ = К (Γ--ΞΕ) е константа. Оттук следва (след mora- 
- D 

PUTMYBAHETO се взема предвид, че Py > po, 1- р > 1—p1) 

nK 
22 > .____.._1.1_.__ С 

„ 21 = Ро) 
po(l —p1) 

и критичната област може да се определи ¢ HepaBeHCTBOTO #2 C. 

Следователно трябва да отхвърляме хипотезата hg, когато се OKa- 
же, че X 2C. При това C се определя по такъв начин, че Be- 

роятността на. неравенството X > С при вярна хипотеза. Ло да не 

надмине а, T. е. 

п 

Х вхест) 57 (1) #а - е7 se. 
k=C 

Така C, e най-малкото цяло число, 33 KOETO € изпълнено He- 
равенството (4) и може πᾶ бъде определено след съответните из- 

числения. Ако след провеждането на п-те опита се окаже, че Хе 
по-голямо или равно на така определеното число Са, то хипотеза- 

та ο : р ро трябва да се отхвърли и да се приеме алтернативата . 

hi: p=p1; ако се окаже, че X < C,, хипотезата hg: р = ро не се 

отхвърля. 
Можем да определим асимптотично стойността HA Са, като из- 

ползваме нормалното приближение за биномното разпределение. 
, X-n 0 - Са - про 

Неравенството X 2 Cy € еквивалентно на ———o— £ _Th Ξα - РО , B KO- 
\/pO(Ion \/Po(Ion 

ето лявата страна e приблизително Л/(0, 1)-разпределена. Следо- 

вателно 

, Х--про Ca—npo} (Ca—npo) 
P{X2C,}=P 21 - ф —]. 
Х2) { „рофт —  +/Pogon v/ Pogon 

Ако t.., е решение на уравнението 1 - Φ() = а, то Ο е реше- 

Съ -- про 
е на ———— = . Са #2 ἐ1-. . ние н ΠΤΤΣ 1-а, ИЛИ χ #2 пРо + t1-a+/MPogo 

Аналогично се пресмята, че асимптотичната мощност на този ; 

критерий е 

я- ВА(Х>С,.|т)-1- Ф Wyl s а Ἐ | 

У " т 
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При п -+ oo очевидно я — 1 (поради ро < p1). 
Приведеният общ критерий често се среща в статистическия 

контрол на качеството — например B следния вид: Едно предпри- 

ятие твърди, че произвежданата ΟἹ него продукция не съдържа. 

повече ot 0,1% брак. Неговите потребители се съмняват в това и 

подлагат на щателна проверка 100 изделия, сред които забеляз- 

ват X дефектни. Те не искат да допуснат грешка, като се OTKa- 

жат от предлаганите изделия, ако бракът наистина € не повече OT 

0),1%. Затова приемат, че вероятността 38 грешка от първи род а 

¢ равна Η 0,05 и проверяват хипотезата hg : p = 0,001 срещу ал- 

тернативата Я : р = 0,002. Кога при описаните условия те трябва 

да приемат продукцията и кога не? 

Според горните резултати, те трябва да определят такова ми- 

нимално число Са, че да € изпълнено неравенството 

n 

> (120) (0, 001) (0, 999)}09- ὶ < 0, 05. 
КСа 

Ако се окаже, че Х £C,, продукцията трябва да се приеме. 

Ако се окаже, че X 2 Са, потребителите имат основание да се 

съмняват в уверенията на предприятието. 

Пример 2. Нека X,, e пространството на наблюденията 1, .. ., 

£,, KOUTO съгласно хипотезата hg Ca независими, еднакво разп- 
ределени случайни величини със средно до = 0 и дисперсия o2. 

Според алтернативната хипотеза Я) същите наблюдения са неза- 
висими и еднакво нормално разпределени, но със средноа > 0 u 
дисперсия а“. Съответните функции на правдоподобие ca 

1 
Γοίαι;,..., #н) = (27ra)‘"/2exp{—§ (2% + -Ι-ωξ)}, 

1 
Ly(21,...,2n) = (Зпа)7"/? exp {"Ξ (@1 -- а) Ἑ -- + (за -- 0)2]}' 

Оптималната критична област W* се определя ¢ HEPABEHCTBOTO 

Ly(z) 

Lo(2) 

Забелязваме, че отношението на правдоподобията € MOHOTOHHO 
— .171 + .. + .”Б„„ 

растяща функция OT аргумента %, Ξ — . Следователно 
п 

W*={§:‘: =exp{a(m1+-'-+.7:n)——1-na2}gK}. 
2 

261



неравенството 

K "ν
 (е) ехр 4 naZn - па 

е еквивалентно на неравенството 

ῖπ. ζ K 1, 

In K +na?/2 
където К) = / . И така, критичната област W* се оп- 

па 
ределя с множеството HA онези точки + с координати T, . .-, Tn, за 

2а ф 60 + т 
“ 

които З> К. 
п 

Когато е вярна хипотезата ho, случайната величина £, e раз- 

пределена нормално със средно 0 и дисперсия а /п. Така конс- 

тантата К) може да бъде определена при дадено ниво на съгласие 

а от условието 

п 

Ρ{ξι-!--..-}-ξπ ξΚΙΙΗο}:α. 

Според npumep 10.4 обаче 

Р(Енщ%акцщ=1"Ф(КЦ/Б)“ п o 

AKO П-а е решението на уравнението Ф(2) =1 — α, константата - 

΄ σὶ1--α 
Κι се определя ΟἹ равенството К) = т 

п 

Ако резултатът от наблюденията покаже, че £, 2 K, хипоте- 

зата ἢρ : а =0 се отхвърля и се приема хипотезата hy : а-а >0. 

При €, < К1 хипотезата Но не се отхвърля. 

Критериите, получени в тези примери, са забележителни с то- 

ва, че не зависят ΟἹ конкретната стойност на р и α1; достатъчно 

е само, чер > Po ¥ a1 > ао. 

§ 4. Проста хипотеза срещу сложна алтернатива. 

Равномерно най-мощен критерий 

Α. Общи положения. В редица задачи 33 проверка на хипоте- 

зи може да се срещне ситуация, в която на основната хипотеза Hyp 
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- ς 

съответства точно една плътност Lo(x) на извадката, а π алтер- 
нативната хипотеза Н) -- цяла фамилия Гл(+ |0) ΟἹ плътности, 
където θ € О. Така се получава задача за проверка на проста 
хипотеза срещу сложна алтернатива. 

За удобство се счита (и на практика това е обичайната си- 

туация), че Lo(z) e от същото семейство Li(z|6), като Lo(x) се 
получава 38 θ = до. Задачата за проверка на хипотези се свежда 

към схемата: 
Да се провери основната хипотеза 

На : Lo(z) = L(z |д0) 

срещу алтернативата 

" Hy: L(z)=L(z|0), θΕε Θλθο, 

¢ ниво на съгласие а (0 < α < 1). 
Търсим критична област W С X,, такава че: ако събитието 

o 
{ξ € W} настъпи, TO хипотезата Но да се отхвърля с BEPOATHOCT 

за грешка OT първи род, равна на &, а ако настъпи {ξ ᾷ W}, хи- 

потезата Но да не се отхвърля. 

Нека. отново #Л. е съвкупността Η всички критични области, 

чиято вероятност 34 грешка ΟἹ първи род не надминава a. С Hy 

ще бележим онази проста хипотеза от групата на алтернативните 

хипотези, на която съответства точно плътността ( |0), 6 # 0o, 

¢ € ©. Ясно e, че когато с основание се отхвърля проверяемата. 

хипотеза Но, ще е вярна някоя ΟἹ простите хипотези Hy. 

Нека е избрана критичната област W Ε За. Да положим 

я(и,0) =P{§"e W]Hg} =/L(m1, .. 2а | 0)dE. 
" 

3a всяко W € а е изпълнено 

(1) (W, 60) £ . 

При условието (1) uckame да изберем такава област W*, че 

да минимизираме вероятността 38 грешка ΟἹ втори род, т. е. за 
всяко 8 € ОЛ д, да имаме 

P{é‘¢ W‘fiH,,}=1-P{€e ия) :ψὶἓᾧαΡ{ἑ’ᾳἷνἼΗθ}. 
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ToBa е равносилно на максимизиране на вероятността за отх- 

върляне на хипотезата Но, когато е вярна алтернативата Hg, T. е. 

33 всяко й0 # д, да е изпълнено 

Ω) Ρ {ξ Ε И“ |Η͵͵} Ξ я(И73,6) = max x(W,6). 

Вероятността n(W,0) като функция на й се нарича функция на 

мощността на критерия (на критичната област) W € За. 

И така, търсим областта W*e€ 2, (евентуално зависеща ΟἹ 6), 

такава че 38 всяко W € W, да e изпълнено (1). Може да се слу- 

чи, че за всички допустими θ # 6y да получим една и съща област 
W*. В такъв случай казваме, че измежду всички критерии с ни- 
во на съгласие а критичната област W™ е равномерно най-мощна 
критична област (РЕЯМКО) за проверка на хипотезата Но относ- 

но цялата съвкупност Я) = (0 € © \ 6} от допустими хипотези. 
Когато РЯМКО съществува, тя може да се приеме като най-доб- 

ра в сравнение с всяка друга критична област със същото ниво 
на съгласие а. Тогава w(W* 0) 2n(W,0) за всяко # # до и всяко 
W € ,. 

Β. Метод 3a намиране на PHMKO. Въз ocHoBa Ha лемата 

Ha Нейман - Пирсън може да се предложи следната процедура 38 
търсене на РЯМКО: 

Избира се някакво 0) € Θ, §; # 6p. Разглежда. се простата хи- 

потеза На : # = 6y срещу проста алтернатива hy : # = 0) с ниво 

на съгласие а и се търси оптимална критична област W* за тази 

задача. 

Ако W* не зависи ΟἹ #;, то W* ще е PHMKO за проверка 

на простата хипотеза ο : # = fp срещу сложната алтернатива 

Н: 0 # 6, 8 € O, с ниво на съгласие а, защото тогава (2) винаги 
е изпълнено. 

Така задачата за намиране на PHMKO при проверка на проста . 

хипотеза ο срещу сложна алтернатива Я) се свежда до намиране 

на оптимална критична област W* за проверка Ha простата хипо- 

теза Ὸ срещу коя да e от алтернативите hy € Я). Трябва да се 

покаже още, че W* не зависи ΟἹ алтернативата hi. 

Пример 1. В пример 1 от предишния параграф за проверка 

на простата хипотеза hy : p = 0,001 срещу простата алтернатива 

hi : p = pp = 0,002 получената критична област W* с ниво на 

съгласие а = 0,05 e PHMKO 3a mpoBepka Ha простата хипотеза 
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Ν 
- 

ο: p= 0,001 срещу сложната алтернатива Hy : р > 0,001. Кри- 
тичната област W* се определя ΟἹ условието X > K,(n), където 
K,(n) e най-малкото цяло число, решение HA неравенството 

п 

Σ (Ζ)ωᾳωυἣα9ωψΡ“ξαοἁ 
k=Kq(n) 

Областта W”* не 3aBUCH OT алтернативата Л. 

Пример 2. Наблюдава се случайна величина ξ с експоненци- 
ална плътност на разпределение 

1 z/6 P S 0. 
f(w19)={oe 2 220 

0 за 2<0. 

Нека &, ..., &, ca независими наблюдения над 2. Да се пост- 
рои PHMKO за проверка на простата хипотеза На : # =1 срещу 
сложната алтернатива ἰ : 0 > 1 с ниво на съгласие а = 0, 001. 

Рещение. Функцията на правдоподобие в случая е 

n 

- Да |0) Ξ θ " εχρ ἰ-ἓ Σωι] , 
i=1 

Hexa 0 > 1. Проверяваме простата хипотеза ho : L{z |6)=L(x|1) 
cpemy простата алтернатива Н: L(x|6) = L(z|6;), 61 > 1. 

Търсената W* e област B X,,, определена OT условията на ле- 
мата на Нейман - Пирсън. За някое K > 0 имаме 

L(z|6.)2KL(z|1) затеЙ””, 

Ща|9,)5КЩа|1) zaxz¢ W* 

Условието (3) дава 
n n 

67" exp [-ἑ Σω,] 2 Kexp [—Zwi] , 
= =1 #21 

(3) 

което е равносилно на 

| п n 

-nlné, - -0-1- Zz,g InK - Σπ:,-, 

1 =1 ἐξξὶ 

τ 6. (( -- θ-γίαι Ἐ-- Ἐπρ}} InK+nlnb; = K;. Окончателно имаме 

K, 
=g (9 νν':{ῶ’: рал 2> - С), z,-,,>__0}.



Константата С се определя от условието 

(5) P{El+-~-+§ngC|ho}=0,001. ι 

Забележка 1. Към областта W* принадлежат и всички 

точки # € Xn, за които Д(210841) = Ща|1) = 0. Това е област А, 

определена с условието Ognjrsl z; < 0, тъй като 88 # € A е изпъл- 
gign 

нено условието (3). Обаче P {Eé Alho} =P {ξε ΑΗιι} =0, т.е. 

вероятността да получим експериментален резултат в областта А 

e 0, независимо дали € вярна хипотезата ho или не. Следователно 

критичната област W* се състои само ΟἹ точките Е, определени 

с (4). Това е област, лежаща в първи октант, опряна на някакъв 

симплекс, отделящ началото (фиг. 20). 

22 2 

Фиг. 20 

Забележка 2. Очевидно е, че получената оптимална | 

критична област W* не зависи от ¢, > 1, защото Н 

(6) W*={F: а +е ἜἘπὸ 2C >0, 1:20), 

а С зависи само от hg. Следователно получената wW* щее PHMKO 

38 проверка на хипотезата ho : 0 =1 срещу алтернативата H,:6>1. 

Тъй като & са независими, еднакво разпределени експоненци- 

ални случайни величини, TO 1) = а + + & e гама-разпределена 

случайна величина с плътност 
| 

n—1 g—n e—x/o 

folz|0) = L—FW—’ 220 
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Следователно С се определя от уравнението, получено ΟἹ (5): 

o0 

1 / e~t""1dt = 0,001. P{n,2C|ho} = я(1) = ἴπ - ὩΙ 
е 

Стойността на С може да бъде получена от таблиците за не- 

пълната гама-функция и очевидно не зависи от θι. 

За фиксирано п MOIIHOCTTA на критерия като функция на θ е 

οο οο 

-п 

πίθ) = Ῥίην 2 С | ho} = 4 /t"‘le"'/odt S . /e“”:c""ldx. 
(n—1)! (n-1)! 

с c/e 

Β. Асимптотично pemenue. Както се вижда ΟἹ 8 3, B опреде- 

лянето на критичните области W' играят роля разпределението 

гА(6) 
на статистиката Фл = Т (ξ..) и константата Κα. 38 крайни п (брой 

0 

Ha наблюденията B извадката) разпределението на статистиката 

t, може да е трудно за определяне, както и не винаги неравенс- 

твото а > Ка може да се преобразува в еквивалентно неравенст- 

DO, в което да участва друга, по-проста. статистика f;, с известно 

разпределение. В повечето такива случаи помагат знанията OT 

теорията на вероятностите за граничното поведение на редици- 

те от случайни величини {t,} или {t,} при големи п. Точните 

разпределения се заменят с асимптотични, така че уравненията 

P{t,2 Ку | По) = а да са достатъчни 33 определяне на необходи- 

MaTa стойност Ha константата Ка. 

Пример 2. (продължение). При големи п стойностите на с 

и на 1(0) могат да бъдат определени чрез използване на цент- 

ралната гранична теорема. Тъй като ξὶ Ca независими и еднакво 

разпределени, Ενξι = 0, DE; = 6%, то ' 

κ Ἱ & 4+ ξη πηθ. Ο -ἰὴθ Ν C -nb 

це н i Ρ {8.:5 τ λξν - 5 Бе i} <1 -0 (G2 

При й = 1 трябва да € изпълнено 

С-п С-п 
7r(1)~0,02-—1—i>(\/.fl), или @(\/fi)—O,QS. 
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Уравнението Ф(Е) = 0,98 има корен й-. = 2,055. Следователно 

С-п 

К 
рия се изразява с приблизителното равенство 

πίθ) я:1- Ф (-----(1 -д)"д%юбб*т) -1-Ф (3%55 - (1 - ἓ) л) . 

При дадена стойност Η й лесно може да се определят доста- 
тъчен брой точки от графиката на функцията πίθ). Например при 
n =25, й = 2 имаме 

2,055 _ (1 - —1—> ν = —1,4725, 

= 2,055, откъдето С = п + 2,055,/n. Мощността Ha крите- 

0 0 

1 -- Ф(-1,4725) = Ф(+1,4725) = 0, 9292. 

Окончателно отхвърляме hy : й = 1, когато 

а +е +£,22,055/n + п. # 

Ако а Ἐ. в < 2,0554/n+n, нямаме основание да отхвърляме 

хипотезата hg. Ръководейки се от тази процедура, ще допускаме 

грешка от първи род в 2% от случаите. 

Забележка 3. Ако областта Θ не е интервалът [1,00), а 

(0, οο), получената оптимална критична област W* зависи от 6. 

Наистина при 01.< 1 тя ще се определя ΟἹ условията 

Wy ={&: z1+---+2,SC1}; ! 

Ρίξι Ἐ. Ἐξ 5С |) Ξ0,02. 
Следователно не можем да получим равномерно най-мощен 

критерий за Hy : @ = 1 срещу алтернативата Я1 : 8 # 1. Тогава 

задачата се решава с методите 33 проверка на сложни хипотези. . 

Търсенето на РЯМКО често изглежда като въпрос на налуч- 

кване, но всъщност е въпрос на опит и умение да се работи с 

разпределенията, изучени в теорията. Особено важно е да се пре- 

одолее Τ. нар. разпределителен проблем, т. е. да се определи стой- “ 

ността на константата Ка, участваща при определянето на кри- # 

тичната област B отношението HA двете функции на правдоподо- : 

бие. Разпределителният проблем става още по-труден в задачите - 

за проверка на сложни хипотези, тъй като там лемата на Нейман 

- Пирсък не е приложима и се прибягва към по-сложни начини 

за определяне на критичните области. 
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8 5. Сложна хипотеза срещу сложна алтернатива, 

Критерий ¢ отношенията Η правдоподобията 

При проверка на сложни хипотези е удобно да си представя- 

ме разпределенията (функциите Ha правдоподобие), съответни на 

основната хипотеза Ну и на алтернативната Hp, като принадле- 

жащи на едно и също семейство Д(+|0), 6 € ©. При това на OC- 

новната сложна хипотеза Но съответстват разпределенията при 

86 By C O, а Η сложната хипотеза Н) съответни са разпределе- 

нията, за които 0 € Θὰ В). Множествата Θὺ и © \ Θὺ могат да се 

отъждествяват съответно с хипотезите Но и Ю1, като множеството 

Θ се нарича множество NG допустимите типотези. 33 краткост 

проверяваната хипотеза бележим Но : 6 € Op, а алтернативата 

— H;: 6 € ©\ 9,. Нивото Ha съгласие а сега има смисъл, че 

която и проста хипотеза ἴ от Но да е истинската, вероятността 

за отхвърляне на Ло да не е по-голяма от α. 

Пример 1. Наблюдавана е случайна величина Е € N(a,o0?). 
Множеството на допустимите хипотези може да се зададе с об- 
ластта В - (0 -(а,а2),а € R}, а > 0) B двумерното евклидово прос- 

транство RZ. Основната хипотеза би могла да бъде Но: а = а2 

срещу алтернативите а # 02, В случая и хипотезата, и алтерна- 

тивите са сложни. 
При проверката на сложни хипотези се използват различни 

интуитивни съображения, които водят към решаване на поставе- 
ната задача — построяване на критична област за проверка на 
основната хипотеза Ну срещу алтернативата Я) с ниво на съгла- 
сие а. Най-често се използва т. нар. критерий с отношението NG 

правдоподобията. 
За целта се предполага, че навсякъде в извадковото прост- 

ранство X, (множеството от възможните стойности на вектора 
Ἂ 
ξ - (&,...,£&) от наблюденията) поне една OT предложените хи- 

потези е възможна, т. е. че 

sup Г,(21,...;#« |0) #0. 
θεθ 

Дефинираме следната функция на п аргумента: 

sup L(z1,...,2,|6) 
θεθο 

supL(z1,...,2,|0) 
θεθ 

λρ([; = λιί(αι,... yTp) = 
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Критери с omnowenuemo на правдоподобията. Критичната οὔ- 

ласт W С Хл e такава, че за някоя константа К Ε (0,1) е изпъл 
нено: А„(Е)5К за всяко # € W и A (F) > К за всички # ¢ W, 

й 
Константата К е най-голямото число, за което Р {ξ € ννιθ} Ξα 

за всички й € Θρ. Когато W e определена и B резултат на експе 
- 

римента. се окаже, че £ € W, хипотезата Но: 0 € Θὺ се отхвърля 

като несъгласуваща се с данните; ако ξ ¢ W, няма основания при 
тези данни да се отхвърли Нао. 

Следните евристични разсъждения доказват логическата и ин- 
туитивната естественост на критерия с отношението на правдопо- 
добията. Стойността йбо, която е неизвестна и точно CLOTBETCT- 

ва на разпределението Ще |0) на извадката ξ, e близка до ΟΗδ- 

зи стойност й = 0(51, „.., Ел) на параметъра #, която максимизира 

функцията на правдоподобие, T. . максимално правдоподобната 

оценка й 3a до ще се намира някъде близо около fy. Това е едно от 

свойствата на максимално правдоподобните оценки. Следовател- 

но, ако Oy € ©g, много е вероятно и § € Θρ. Тогава в отношението 
- 

An(€) супремумите B числителя и 3HAMEHATEJNA ще се достигат B 

близки точки и ще са близки помежду си числа, т. е. А() ще e 
близко до 1. Ако обаче Но не е вярна, т.е. θ0 ¢ O, най-веро- 

ятноеи 0 ¢ О,. Тогава #Е |0) ще приема големи стойности при 

8 € ©\ Op, значително по-големи от случаите, когато θ € Θρ. Сле- 

дователно много е вероятно частното А() да е далеч от 1, т.е. . 
- 

да е близко до 0. Но в тези случаи 38 малки стойности на ЛА„(“ ) 
бихме искали да отхвърляме хипотезата Но, т. е. да причислим 
такива аргументи на А() към критичната област W. 

Забележка 1|. Критерият с отношенвие на правдоподобията, 

се практикува и в случаите, когато се проверява проста хипотеза 
срещу сложна алтернатива и не съществува РЯМКО. 

Пример 2. Нека ξ € N(a,1), където а е неизвестен параме- 
тър. Да се построи критерий за проверка на простата хипотеза 
ho : a = а срещу сложната алтернатива Я) : а # а ¢ ниво на 

съгласие а = 0,02. | 

Ако разглеждаме простата хипотеза hy : а = ар срещу проста- 
та алтернатива Ра : а ΞΞ αι # а с ниво на съгласие а, ще видим, 
че при a; < до критичната област W* uMa вида 

*={f: ааа ееа Ξ ΚὶΚ), 

270



А при a; > ap критичната област е ΟἹ вида 

Wi={&: а) +е +z,2K}. 

Двете критични области ca от различен тип и явно зависят от 
избора Ha конкуриращата хипотеза. Следователно не съществува 
PHMEKO. 

Ще използваме критерия с OTHOMEHUETO на правдоподобията. 
При независими наблюдения имаме 

(2π) " "]2 ехр {-—-;— i:l(:v,' - αο)2} 

(π)τνβραρεχρ {-- и - o} 
А() = 

2 i=1 

Знаменателят достига своя максимум в точката Ei, в която фУНКЦИ- 
n 

лта h(a) = 37 (4; — a)? uma минимум. Тя се определя OT условието 
i=1 

я }ι'((ι) =0, т.е. h'(a) = -9 Σ(;Ι;ι -..a) = O, или а = (1171 + : "ἰ"ίἳπ) 

ἐξξ 1 - 
Понеже h'(@) = 2n > 0, τὸ h(a) има абсолютен минимум 33, 

а = a. Следователно 

An(T) = LT%;-II% = ехр ["ἓ ζ(ωί - ао)? + ἑ Ξ(Π;ε - ἆ)2] . 

Като преобразуваме 

п 

Е(:щ - 4)2 = i:(:ci - а) -- 2 ἑ(“ΐ - αρ)ᾷ(ᾶ - αρ) + i(a - αο)2 
1 ἐξξ ἐξε1 

ἐπεὶ фе #1 

ще ПОЛУЧИМ 

А() = ехр [--(а- 00)2] . 
Условието 538 W?*, определено ¢ отнощението Ha, правдоподобията, 
ο W*={&: λι(Ζ) Ξ К) и е равносилно на (@ - а0)2 > K, т.е. 

ZL‘1+"'+-’L‘n 

n 
а - W*={Z: |a-ao|2C >0} = {&: 2C}. 
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След като определихме вида на критичната област, започва- 

ме с разпределителния проблем. Той се състои в определяне на 

константата С така, че 

P{é‘e W*iao} =P ( - αοἱ 2C |«) = a = 0,02. 

Axo e вярна hg, то 4; € N(ap,1), следователно 

б(Е):Ш„аоеА[(о,З). 
n n 

Torasa /n(€, — αο) € N{0,1). Следователно константата С може 
да се определи ΟἹ условието 

а = 'Ἐ{ίξπ - ΟΟἹἓΟΙ“ = αο} = P{\/filzn —aolgC\/fila= a()} 

=1-P{|N(0,1)| < Ovn} = 1- [2(CVn) - Ф(-Схут)), 

където ®(z) e стандартната нормална функция Ha разпределение. 
Като използваме, че Ф(--а) = 1 ~ Φ(α), 38 С ще получим уравнени- 

ето ! 

B(Cyn)=1- -‘;‘- 

При а = 0,02 корен на уравнението ®(t) = 0,99 е #1„% -2,33,. 

откъдето С = 2,33/./п. 
Следователно ще отхвърлим хипотезата hg : а = ὅ0, ако нас- 

тъпи събитието " 

{!Zn_afllgw} ={l§"—%—t§£*ao » Ξἁἓἓ} 
„ 

Ако сумата & + .. Ἔ £, се окаже в границите 

nag - 2,33./п 5 а + .е + в Snag + 2,334/А, 

нямаме основание да. се отказваме ΟἹ предположението, че а = ад. . 

Още веднъж в резюме да повторим основните резултати и ета- 

пи ΟἹ проверката HA хипотези: : 

1. Избираме критерий, по който бихме искали да отхвърлим 

или не основната хипотеза Но, като при това: 

а) при прости хипотези срещу прости алтернативи основната 

лема на Нейман - Пирсън дава метод за определяне оптималната 

критична област; 

б) при сложни хипотези има две възможности: 
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б1) да се търси PHMKO с помощта на лемата на Нейман - 

Пирсън; 

бз) да се търси оптимален критерий с отношението на прав- 

доподобията; 

2. Избраният критерий W дава възможност да отхвърлим Hg, 

когато 38 функцията А() Ha наблюденията (& +...-+ «)е изпъл- 

нено А() Ξ С за някоя константа C, избрана така, че 

P {λι(ξ) 51}0} Ξα. 
3. Основна трудност е разпределителният проблем — да се на- o 

мери разпределението Ha А( ) при условие, че e вярна Hp, което 

дава възможност да се определи константата С. Не винаги при 

крайни п може да се определи точното разпределение Ha ЛА(“). 

В повечето случаи се доказва някакво гранично приближение за 

разпределението на А() при п — со. Тази апроксимация, за ко- 

ято обикновено разпределителният проблем е по-лек, се ползва “ 
вместо точното разпределение на A,(£) при определяне на конс- 

- 

тантата Са ΟἹ условието Р {/\,,(5) < Ca} = α. 

8 6. Проверка на хипотези и доверителни 
множества 

A. Развитата в 8 1.9 теория на доверителните интервали 38 

нсизвестния едномерен параметър й се обобщава лесно 38 много- 

мерния случай. Нека да наблюдаваме случайна величина ξ, чието 

разпределение F(z,6) зависи от многомерния параметър 6 € O, 
0 = (8y,...,0;). Тогава Ha всяка. стойност на θ в извадковото прос- 
транство X, ΟΥ стойностите на наблюденията (&1, ..., и) ще съот- 
ΒΟΤΟΊΒ едно разпределение L(z1,...,Zn |0) на извадката. Нека на 
всяко # = (#1,...,2.) от X, сме съпоставили по едно подмножес- 
тво 5(Е) С В. Когато вместо # вземем вектора на наблюденията 

Е, множеството Ξ(ἓ ) ще зависи ΟἹ резултатите £i,...,E и следо- 

вателно ще е случайно подмножество на ©. Ако до = (09,...,00) е 
истинската стойност на параметъра 6, която съответства на наб- 
людаваната случайна величина £, то съществува определена ве- 

роятност Py {00 € .5'(ξ᾽.᾽)} случайното множество 5(ξ) да съдържа 
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и точката бо. Когато Ρθο{θο €S )}='y, казваме, че S(Z) e система 
ΟἹ у-доверителни множества и означаваме с долен индекс 7, T. €. 
5(4) = S4(&). Обикновено за всяко ту € (0,1) съществуват много 
системи доверителни множества с доверителна вероятност 7. 

Представлява интерес задачата MO дадена доверителна веро- 
ятност 7 да се построи система OT у-доверителни множества 5.(), 
Пътят на тяхното построяване следва идеите на построяване на 
доверителните интервали 38 едномерен параметър θ и може да. се 
използва същевременно методът с отношенията на правдоподоби- 
ята от проверката на сложни хипотези. 

Β. За всяко § € О може да се определи такова множество ἐγ(θ) 
от точки Х B X,,, че 

() Py {fct,0} =, 
където Ύ € дадената доверителна BEPOATHOCT. Множеството 2.(0) 

съответства Η интервала [{5(γ), # (7)], който имахме B случая на 
едномерен параметър й в § 1.9. Съотношението (1) съответства 

на изискването Р [г„(д) € [?2(7),?1(7)]} = or 5 10.9. На областта 

D(o,t)(7) съпоставяме B случая подмножеството Ф(у) от декарто- 

BOTO произведение О х X,, за което е изпълнено съотношението 

ἃ Ε t(6), т.е. 

D(y) = {(8,%), 0 €0, ἄ ε ἐγ(θ)}. 
Cera η всяко # € X, съпоставяме съвкупността S, (F) οἹ всич- 

ки точки й на Θ, 38 които (§,%) € D(y). Така S,(F) съответства 

на интервала. [ὖι (2 ),ἆ;(:ῖ’ )] от 8 1.9. От тази конструкция € ясно, 

че трите събития 

a={.deom}; B={fct,0}; 6 - 90 ε 5γ(ξ)} 
са еквивалентни, защото отразяват 61Η Ὸ и също нещо — принад- 

лежност на Toukara (00,6) към подмножеството D(7Y) на Θ X ἅ,. 
Taxa получаваме, че 38 аналога. на доверителния интервал --- до- 

верителното множество ͵5'͵,(ξ᾽᾽ ), е изпълнено 

Ω P, {C} Ξ Р {80 € 5γ(ξ}} =1 
B частност, ако множеството 5.(5) е интервалът [θἷ,θξ], ра- 

венството (2) е еквивалентно на 

(3) Ρ {81 Ξ9 58}} - . 
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Тук i e някой от индексите 1, 2, ..., k, а 0Т u 02 не зависят от 

00,...,00. Тогава S,(£) e у-доверителен интервал за 67, 

Множествата 5.(Е ) не са определени еднозначно, HO и при тях- 

пото определяне може да се използва методът на максималното 
правдоподобие. 

Β. Системата ΟἹ у-доверителни множества 5.,(#) С Θ се нари- 

ча система от множества на максималното правдоподобие, ко- 

гато е изпълнено (2) иот θ' € 5γ(2), 0" € © u L(z|8") > L(z|0") 
следва, че 0” € S, (F). Taka 3a всяка система ΟἹ множества на, 

максималното правдоподобие и за някоя функция C(F) на # e из- 
пълнено 

5,(#) - (0: L(z|0)2C&)}, %€ Xn. 

Ясно e оттук, че максимално правдоподобната оценка θ 38 до 38 

всяко x € X, ще принадлежи на 5.(Е). 

Методът, основан на принципа на отношението на правдопо- 

добие за проверка HA сложни хипотези, е полезен и се използва за 

получаване на доверителни множества на максималното правдо- 

подобие. 

Нека да конструираме критерий за проверка на хипотезата 

ο : 0 = 6y cpemy алтернативата Я) : 0 # д, (т.е. 06 O\ ). 

Torasa критичната област W* ¢ ниво Ha съгласие а се определя 

от изискването: за някоя константа K € (0,1) да е изпълнено 

5160) 
supL(Z|6) 
дсе 

(4 А(#|00) = 2K за Z¢W* 

и А( |0) Ξ K 3a всички & € W*. Тук константата K се определя 

така, че Pg, {λ(ἓ) ξΚ} =1-a. 

Axo положим v = 1 - а и дефинираме множествата 

(5) 5,(#) τ (9 А(10) 2 К. 06е) 
където K, се определя от изискването Ра, {00 € Б„,(Е )} 27 =1-q, 

сквивалентно Ha условието Pg, 4 A 3 2 Ky =7, ще сме определи- o Y Р 

ли у-доверителното множество 5.(Е) за неизвестния параметър 

fo. При това 54,(5 ) е множество на максималното правдоподобие. 
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В този метод един от трудните моменти е пресмятането на 
константата K, за BCAKO ниво на съгласие а. Обаче при доста» 

тъчно общи предположения може да се използва асимптотичното 

разпределение на величината -2 п А(“ 19). 

Теорема. Когато са налице условията на теорема 7.2 за acum- 

птотична нормалност на максимално правдоподобчната оценка Oy, 
е изполнено 

lim Py, {-2Ιπλ(ξ᾽᾽| 65) < t} =P {x*(k) < t}, 
n—roo 

xsdemo К = dim(O) e paamepnocmma на неизвестния napamemsp йо. . 

Доказателство. Karo използваме (4) и забележим, че cynpe- 

мумът в знаменателя се достига 32 8, ще получим 

(6) -2ια λ(ξ]90) = 2 ш L(E16,) - а L(€]60)] - 
Тейлоровото развитие HA разликата B дясната страна може да се 
запише чрез скаларно произведение Ha вектори ( 7) = 57 ziy; по 

i 
следния начин: 

ι Γ(ξγ1,) - ъ») = (510 е(ь - 6) 
g ͵ 

;' (B3 - 8)6 -8,) + R 

Тук B;' e матрицата, обратна, η Во = (b;;(6)), с елементи 

b.,-j(o):Eo,,{-a-E’—g%'—Q-%(—f—@], Li=1,...,k 

(вж. #8 10.7). Отново използваме, че 8, е максимално правдопо- 
добна оценка, така че първото събираемо в дясната страна на (7) 

е 0. Освен това: 
— остатъчният член R — (0 по вероятност при п — 00; 

- случайната величина /й (θ - θ0) клони по разпределение 
към случайна величина 1) С нормално разпределение лм(0,857). 

Затова по (6) и (7) случайната величина -2Ιπλ (€]6o) клони по 
разпределение към случайна величина (Byln,n). 

Остава да се покаже, че величината (By'n,n) има Х2(Е)-раз- 
пределение. Наистина от положителната дефинитност на матри- 

цата By 1 следва, че тя се представя във вида By 1= D2, където 
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транспонвираната на D съвпада ¢ D, т.е. D' - Ὠ. Ако ( = Dy, ще 

имаме ( = D'n и (Bg'n,n) = (ζ,0). 
Случайният вектор ( има разпределение N'(0,Ix), където Ik 

а единична матрица с размерност k х k. Тук се използва фак- 

PLT, че ако някакъв случаен вектор ἢ има многомерно (k-MepHO) 

нормално разпределение N (и, #) и В е неизродена реална матри- 

ца с размерност k х k, случайният вектор ς = Bn има Е-мерно 

нормално разпределение N (Bu,BEIB'). Следователно ((,() uma 

12(К)-разпределение. 
Граничното разпределение не зависи даже от 1(#,00), а не са- 

MO от fp. Затова при достатъчно голямо п константата Ko в (5) 

може да бъде определена просто поради верността на следните 

равенства: 

т- Р. {80 € 54(6)) = Рю {ME160) 2 Ko ) 

=Py, {-2Ιηλ(ξ!θ0) Ξ Ογ} = PLEE) SOy 
Axo определим C,, от условието P{x*(k) 5 С) = v и положим 

Ка = ехр(-2С.), то областта 5„(5 ) ще е множеството от всички 

#с Θ, за които А(210) > Ка. 

Г. Пример. Нека ξ € N'(a,0?) с неизвестни ap и 42. Да се по- 

строи у-доверително множество за неизвестния параметър αὉ по 
п независими наблюдения &, ..., & над §. 

Решение. Съвместната плътност на &1, ..., €n е 

1 τ 

L(z|a,0?) = (Ὡπσϑ) ™2 ехр |~ (α; — а)2 
20° #1 

Да построим критерия с отношение на правдоподобията за про- 

верка на хипотезата (тя е сложна) Но : а = ao, а2 > 0 срещу 

влтернативата Н| : а # ао, σϑ > 0. Отношението на правдоподо- 

бията има вида 
supL(x | ад,02) 

- --- σ 

A@lao) = supL(z|a,0?) ” 
a,o 

3a пресмятане на числителя приравняваме на нула частната 

д 
производна = L(x | а0,02) и решаваме полученото уравнение от- 

да? 
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носно а2. Решението полагаме в Д(2 | а0, 02) и откриваме, че чисе 

лителят на А( | а) е максимален, когато 

п 

:ἔξ '-a() . 

3a изчисляване на знаменателя решаваме CbBMECTHO уравнени- 

д д 
ята - L(x|a а2) = и o —— L(z]a,0%) = 0. Решенията им OTHOCHO 

аиа ca 

_ 1 D 1 2 
azxn=;(1’1+"'+mn); o :σ:ι:;ῖΣ -371) 

Следователно 
n n/2 

Σ (ι -- Е) 

А( |а) = | T 
Y (αι — ao)? 
i=1 

Критичната област се CLCTOM OT всички &, удовлетворяващи He- 

равенството А( | а) £ K, което € еквивалентно на 

З (@ - 0)2 
(8) Ξ 5 κ,. 

След преобразуването 

п n и 

У а: - а) = (@i - Бл + а - αρ)} = > (@i = ,}} + n(Tn -а)2 
i=1 =1 #1 

получаваме, че (8) е еквивалентно на 

2 
rswn aO) > K, 

2 (@ -- ) 
i=1 

или на , 

π 2 ͵ 
Ω -а - " Σ с # Е(ш„ е.. 

Sn 
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Константата С се избира така, че да е изпълнено 

P, { LS C} =1-7 
8 

Обаче, когато хипотезата Ну е вярна, случайната величина 

под знака за абсолютна стойност има (-разпределение на Стю- 

Дънт с п - 1 степени на свобода (8 10.5). Ако изберем С от таб- 

диците 38 #-разпределението с п - 1 степени на свобода при ниво 

на съгласие а = 1-у, Τ᾿ е. ΟἹ условието 1 -- Ὑ = Ρ ἐ(η -- 1)12 С.), 
тогава С. ще е решение на уравнението 

Ρ{τ(π-Ι)ξΟὙ}:-Ι-ζ-Ὑ. 

B съответствие с (5) определяме доверителната област 

844) = (во: Ме ) жС) = ε: |У е3 <0, | З. 

~ _ Cy8n - Ν 
ΞΞ 4 ὴ — Ύ Ξαοξ η + Ύ . 

м vn 

Taxa получихме, че у-доверителният интервал S, (L) e довери- 

телно множество на максималното правдоподобие за а с ниво на 

съгласие а ш 1 -- 1. 

Други примери от проверка на сложни хипотези се разглеждат 

в дванадесета глава. 

Задачи 

1. Нека fo(x) и Л() са две различни вероятностни плътности на раз- 

пределение и случайната величина Е да има плътност на разпределение 

Да) = (1 -- θ) fo(z) + 8f1(x). Покажете, че оптималната критична област И/а 

за проверка Ha хипотезата Ло : @ = 0 срещу алтернативата Я1 : # =1 с ниво 

па съгласие а се определя като множеството на всички точки T-:, за KOMTO 

" п 

[T Ω 2 ка П 70(«:). Константата Ko се определя така, че 
i=1 i=1 

n 
П Jo(zi)dE -1-а. 
41 

124 

2. Нека я“ е мощността на най-мощния критерий W* с ниво на съгласие 

а, получен по лемата на Нейман - Пирсън за проверка на простата хипотеза 
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ho срещу простата алтернатива hy. Покажете, че а < 7, с изключение на 
случая, когато Lo(z) = Гл(«). 

8. Наблюдават се 20 стойности на случайна величина €. Трябва да се 

1 
провери хипотезата ho : fi(z) = 26 за всички # = 1,2,...,20 (т.е. че £ е 

равномерно разпределена. върху числата от 1 до 20) срещу алтернативата 

0,60 38 =1, 

hi: fe(x) =< 0,15 38 z=2,3, 

0,1 58 z=4,5,...,20 

€ ниво Ha съгласие а = 0,10. Покажете, че W1 ={1,2}, Wa={1,3} и Wa={1,4} 
ca критични области за Wy. Докажете, че Wi и Wa ca оптимални критични 
области. 

4. Нека e направено едно наблюдение над случайната величина ξ. Въз- 
можни са две хипотези: 

ho : ξ e равномерно разпределена в интервала [0, 10), 

Ра : разпределението Η £ в интервала (0, 10) е неравномерно и има плът- 
ност 

1,2 за те(0; 0,5), 

0,3 за те [0,ὅ; 1,5), 

filz)=4 1 
85 
0 за z ¢ (0, 10]. 

Покажете, че Wy = [0; 1), Wz = [0; 0,5) + (1; 1,5), W3 = [0; 0,5) + [0, 75; 1,25), 
Wy = [0; 0,5) + (1,5; 2), Ws = [5,2; 6, 2) ca 0, 10-критични области, сред които 
Wy, И”з и W3 са оптимални критични области. 

за 26(1,5; 10), 

5. Извършва се статистически контрол на качеството на голяма пар- 
тида от N изделия (N > 1). Проверяват се п (п « N) изделия, като iy 
от тях се оказват дефектни. Покажете, че оптималната, критична област 58 
проверка, на хипотезата. „Процентът на дефектните изделия в партидата € 

= ро = 0,04“, срещу алтернативата „Процентът Ha дефектните изделия е 
p=p1=0,10" с ниво на съгласие а = 0,02 има вида W* = {v, 2 Ка), където 
Ko се определя като минималното цяло число, удовлетворяващо условието 

п 

У (6)00,04)“(0,96)-# < 0,02. 
Ке Ка 

Асимнптотично при п — 00 критичната област W* може да се представи 
с неравенството 

W* : b, 20,040 + 2, 05./0, 04.0,96пт. 
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Асимптотичната мощност на, построения критерий е 

«о 

те L ех u? du. o 0106 +2,05/0;, 04.0,56т. 
“ Var 7 % -- 710:06, 00 

— 00 

6. B условията Ha зад. 5 определете приблизително какъв Tpabpa да 
бъде минималният брой наблюдения в извадката, при който мощността на, 

оптималния критерий е не по-малка от 0,95. Изследвайте мощността на 

критерия в зависимост ΟΥ п (пресметнете мощността. при п = 10; 20; 30). 
Покажете, че при п — 0O мощността клони към 1. 

7. B условията на зад. 5 покажете, че в случай на основна хинпотеза. 
ho : р = po = 0,10 срещу алтернативата А : р = р = 0,04, критичната 06- 
ласт W* uma вида W* = [0, Καὶ, където Ko се определя KaTo MaKCHMAJIHOTO 
цяло число, 34 KOETO € изпълнено YCJIOBUETO 

Κα-ὶ 

Σ () (0, 10)}{0,90)5-Ὲ < α. 
k=0 

8. Партида съдържа N изделия. По случаен начин се избират п из- 
делия за проверка. Нека X е броят на дефектните изделия сред провере- 
ните. Докажете, че равномерно най-мощната KPUTMUHA област за проверка. 
η xunoresara „Броят на дефектните изделия в партидата е Р = 0 " срещу 
алтернативата „Броят на дефектните изделия в партидатае Р > Ὠο " с ниво 
на съгласие а се определя с условието 

Do+1 N-Dp-n+X 

N - Dy Do+1-Xx Ξ 

Употване. Изберете npocrara алтернатива hy : Р Ξ Dy + 1. 

9. Партида изделия се приема, ако вероятността произволно избрано 
изделие да е дефектно не превишава (,02. Проверени са 480 изделия, сред 
които се оказали 12 дефектни. Може ли да се приеме партидата при ниво 
на съгласие а = 0,05? 

10. Наблюдавани са п = 100 независими реализации на случайна величи- 
ua ξ € N(8,02), за която е известно, че ¢ = 5, 2. Получено е En = 27,56, Дока- 
жете, че при ниво Ha съгласие а = 0,05 основната хипотеза hy : ЕЕ = θὺ = 26 
трябва да бъде отхвърлена при конкуриращи хинотези Я1 : ΕἸξ = 8, # 26. 

11. Покажете, че в условията Ha зад. 10 при емпирични данни п = 16; 

€, = 118,2; 02 = 3,6; а = 0,05; ho : 9 τ θὺ = 120; ι : 0 = й # 120 няма 
основание 33 отхвърляне на, OCHOBHATA хипотеза hg. 

12. Нека ξ e случайна величина, равномерно разпределена върху числа- 
та 1,2,..., N, където N е неизвестно. Извършени са п независими наблюде- 
ния §1,...,&n над €. Покажете, че равномерно най-мощната критична, област 
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W* 38 проверка на хипотезата ho : N = Мо срещу сложната алтернатива 

Hy: N >1, N # Νο, с ниво на съгласие &, има вида. 

W 4 # < .. #а) ; > N, < ме {ω (αι,...γ } Ιἓυἓ"ω, > Ny legn?gnw, S Хоа 

Мощността Ha критерия е π(Ν) = P{{e W*|N}=1-(1 - a)(%")n. 

Начертайте графиката на πί Ν) като функция на N. 

В следващите задачи Е е случайна величина, a б1;...,ба -- независими 

наблюдения над €. 

13. Разпределението на Ее N(6,1). 

а) Покажете, че равномерно най-мощната критична област 33 проверка 

Ha хипотезата hp : 9 = 0 срещу алтернативата Π : й0 < 0 с ниво на съгласие 

а : 0,01 има вида W* = (#: #1 + + Ха < ~2,33y/n}. 

6) При п = 9 определете най-малката стойност й) Ha 6, за KOATO вероят- 

ността да се отхвърли хипотезата Ло при вярна. хипотеза hy : θ = й) не e 

no-manxa от 0,96. 

14. Нека ξ е експоненциално разпределена ¢ плътност f(x) = 0"1e‘“‘9_1, 

2 g 0, 0 > 0. Покажете, че равномерно най-мощната. критична област 58 про- 

верка Ha Ло : # = 1 cpemy алтернативата Н: 6 > 1 с ниво на съгласие 

а = 0,03 има вида W* = (8 : 21 + + га 2 K}, където К е решение на 

уравнението 
οο 

1 
— [ 7167 τ 0,03. 
(η -- 1}} 

к 

При големи п.е изпълнено приблизително W* = (2: z1+ - -+2n S n+l,881/n} 

и мощността на критерия € 

π(θ):Ι-Φ(Ξἶἓἓ-ι---(-θ-:-;-Μᾗ) —— 1 при ἢ -ὸ οο. 

15. Нека fe(z) = ἓ- при 2Е (0,8) и fe(z) = 0 при « # (0,8). Покажете, че 

равномерно най-мощната критична област за проверка на ho : θ = 1 срещу 

алтернативата Я1 : й0 > 1 с ниво на съгласие а има вида 

« ш : а 'ς" 2 : . “е ння ) ее|) 
Мощността. Ha критерия е πίθ) = 1 — (1-а)07“. 

0“е-8 
с 

. # τ 0,1,2,..., 8 > 0 (разпределение на Поасон). 16. Нека f(z) = 

Покажете, че равномерно най-мощната критична област за проверка на хи- 

потезата hg : 0 = бо срещу алтернативата Hy : 6 > θὺ с ниво на съгласие 
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а има вида (# : z1+ .. Ἔ η > Ка), където Ko се определя от условието 

Ка [πῃο]ωε-πθο 

e = | «а При големи n e изпълнено Ko #2 пдо + 1,75утдо. 

o=l αἱ 
(Жределете мощността. Ha критерия при θὺ = 1 ип = 25, 

17. Нека f(z) = е7(2-9) за т Ε [f,00) и f(z) = 0 прит < 8. Покаже- 

10, че равномерно най-мощната критична. област 33 проверка HA хипотезата, 

Л : θ = бдо срещу алтернативата Н : @ < до с ниво на съгласие а има вида. 

W* - (#: (infz; < 00) О (supz; < Ка)), където Ка = 80 - In(1 — ./а). 

1 
Ако т 8> бо, то W* = {infz; 2 Ko}, където Ка =0 - - Ina. 

п 

18. Нека Да) = Cexpla(8) b(z) + Ο(θ) + d(z)] (експоненциална фамилия 

плътности). Покажете, че оптималната критична област W* за проверка 

" хипотезите Ло : θ - др ὶ hy : θ = й1 с ниво η съгласие а при а(01)-а(00) > 0 
п 

има вида Y 6(44) > Ка, където Ko се определя с Ρ{ξ в И/“ |0 =6} = а. 
ἐξξ1 

19. Извършено е едно наблюдение над случайна величина Е € Л/(0,1), 

при което е регистрирана стойността £ = (. Хипотезите са ho: 6 =0 и 

hy 0 = 10. При ниво на съгласие а = 0,02 следва ли да се отхвърли #57 

Въз основа на данните рещшете коя ΟἹ двете хипотези € за предпочитане. 

20. Нека случайната величина « има еднопараметрична плътност на 

разпределение f(z,8) = с(0)/4(«) ехр|-О(0)7 («)), където 8 е реален параметър, 

а функцията (2(0) е строго монотонна. Покажете, че при проверка на хипо- 

тезата hp : 8 = θὺ срещу алтернативата Я1 : 6 > θὺ съществува равномерно 

най-мощна. критична област И”/”, която при проста извадка i1,. .., n изглеж- 

да така: 

а) ако Φ(θ) е растяща, то 

n 

γγ 4 : ΣἸ'(::.') <K}, 

ἐπξὶ 

6) ако Φίθ) е намалявалца, τὸ 

п 

W*={&: ZT(:L‘;)>K 
ἐξεὶ 

Тук К = Ка се определя от §p и от нивото на съгласие а от уравнението 
00 

f g(x,0)dz = а, където ¢(z,0) е BEPOATHOCTHATA плътност на разпределение 

к , 

и 

ua статистиката Ζ = » T(&). 
1241 
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21, Нека простата хипотеза δὸ : # = йо = (p1,...,PN) изразява, че no- 

линомното разпределение на пълнва система ΟἹ N случайни събития {Ai}{Ll 

се задава с фиксирания вектор Po. Нека сложната алтернатива Hy : Р # po 

изразява, че рЕ B, където #7 е симплексът на всички вектори с неотри- 

цателни координати р; g 0, чиято cyma e py+- - ἘΡΝ = 1, Нека са проведени п 

независими опита, в които всяко от събитията А; се е наблюдавало п; пъти 

N 
(Yni=n,i=1,..., N), на което съответства функция Ha правдоподобие 
4251 

n! 
-- πι ἘΝ 

Lie) = Ν nN!p1 ЕА 

Покажете, че при п — 00 и вярна хипотеза ho статистиките -2 м Ал (po) и 

N 2 
А пу - NP; 
X2 = Ξ Щ клонят към една и съща случа.йна величина, имаща X2- 

i=1 np; 

разпределение ¢ N - 1 степени Ha свобода. (Tyk А (ро) = L(po)/ I:%’Sr L(p) е 

статистиката, получена по метода с отношенията на правдоподогията.) 

Ynsmeane, Покажете, че е изпълнено -2 т Х„(ро) = 2Ещ In :—-j— Като 

положите n; = np; + Z;\/Np;, покажете, че #; — Л/(0,4;), 4 = 1 -: Pis Μ € 
N~ 00 

BAPHO асимптотичното равенство 

м N 
К , 1 

“2ίη λη(ρο) = 2 ἕ Д/ + Ξ 22 +о =) 

i=1 =1 

B KOETO първото събираемо е paBHO Ha 0. 
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Дванадесета глава 

Емпирична функция на разпределение 
: и свързани с нея статистики 

8 1. Вариационен ред 

и емпирична функция на разпределение 

Видяхме, че в задачите за проверка на хипотези основно зна- 

чение има правилният подбор на разпределенията в извадковото 

пространство, съответни на основната хипотеза Но и на алтер- 

нативата ί. Въобще в задачите на математическата статисти- 

ка главният проблем е как да определим разпределението, съот- 

ветстващо на наблюдаваната случайна величина. Теоретичните 

познания за свойствата на разпределенията, придобити в курса 

по теория на вероятностите, тук оказват неоценима помощ. Но 

докато се добере изследователят до аналитичния вид на разпре- 

долението на наблюдаваната величина, изминава дълъг път. Той 

минава непременно през задачите за проверка на хипотези, но за- 

почва преди всичко с търсене на оценка за неизвестната функция 

на разпределение, Ha графична представа за нейния вид и вида 

на съответната й плътност на разпределение, докато се иденти- 

фицира класът, към който тя ще принадлежи, и се премине към 

пълно определяне на нейния представител в този клас. 

Отново изходен материал за следващите разсъждения са наб- 

люденията 

(1) ξΙν ξ2’ Σ ξ" 

над интересуващата ни случайна величина ξ. Ще предполага- 

ме, че наблюденията представляват проста случайна извадка OT 

стойностите на £ и че Е има функция на разпределение Е(т). Ще 

отбележим, че Е може да бъде k-MepeH случаен вектор с функция 

на разпределение Е(+«1, ..., z1), определена в R*. В този случай 

извадката £, ..., & е kn-MepeH случаен вектор с функция на раз- 
7 

пределение (| F(z1i, ..., Tki), определена B НЛ“ = R?l) X oo X an). 
51 

Извадковото пространство # е геометричното място на множест- 
N [ 
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вото ΟἹ точки ((4,..., &)} B тази глава ще се занимаваме пре- 
димно с емпирични изследвания на едномерна cnyqafifla величина 

¢, в които извадката &1, ..., &, е проста. 

Наредените във възходящ ред наблюдения 

(2) га) 55)51 S 
от редицата (1) се наричат вариационен ред на наблюденията (на- 

редени, поредни статистики). Величината <() се нарича k-ma по- 

редна статистика. 
Вариационният ред е първична форма на записване на CTATHUC- 

тическия материал и може да бъде обработен по различни начи- 
ни. Един от начините за такава обработка е построяването на 

емпиричната (статистическа) функция на разпределение на слу- 
чайна величина . 

Функцията, определена с равенствата 

0 при Ἔ.ξξ(Ι)) 

k 
(3) Ε, (α) = ~ при а) < 22 е+) 

1 при z> ¢y, 

се нарича емпирична функция на разпределение. От (3) е ясно, че 
F,(z) се получава, като на всяка от п-те наблюдавани стойнос- 

1 
ти на Е се приписва вероятност —, т. е. F,(z) е разпределението 

п 
на случайна величина, равномерно разпределена върху числата 

ξ], ἀ ξπ или (ξ(Ι)’ ξ(2)γ .... ξ(π)) 

Графиката на F,(zr) е изобразена на фиг. 21. 

Фиг. 21 
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Емпиричната функция на разпределение е монотонна, непре- 

късната отляво и има точки на прекъсване само при стойности 

на аргумента, съвпадащи с членовете на вариационния ред. B 

1 
точките на прекъсване големината на CKOKA € KPaTHa на —. Ще 

п 

забележим, че при всяка стойност на т ординатата F.(z) e слу- 

1 2 n—-1 п 
чайна величина, приемаща стойности 0, —, - ..., . — =1. 

п n 'n 

Axo F(z) e истинската функция на разпределение, TO 

k п π- 
w Ге) (е - ее 
което показва, че Fy,(z) e разпределена по биномния закон с пара- 

меотър F(z). 
Равенството (4) дава вероятността при п независими опита 

случайната величина С да приеме К стойности, по-малки OT T, и 

п — К стойности, по-големи OT +. 

Различието между емпиричната и теоретичната функция на 

разпределение се състои в това, че теоретичната функция F(x) 

определя BEPOATHOCTTA Ha събитието ( < T}, а емпиричната фун- 

кция Е () — честотата на това събитие. 

От теоремата на Бернули следва, че при неограниченото уве- 

личаване на броя на опитите п честотата на събитието {ξ < T} 

клони по вероятност към вероятността на това събитие. Това 
Р 

означава, че F,(z) - F(z) при п - οὐ. 
С други думи, F,(z) и Е(+) малко се отличават една ΟἹ друга 

и F,(z) може да се използва за приближено представяне на F(z). 

Пример. Да се построи F,(z) по дадена извадка: 

Г навлюдения | 4 | 6 [10 |12 | 

Pewenue. Намираме обема Ha извадката: 12+ 18+ 20 + 30 = 80. 

Най-малкото наблюдение e равно на 4. Следователно Fy(z) = 0 

npu #<4. Стойност ξ < 6, а именно ξ() = 4, e наблюдавана 12 

12 
пъти и следователно Fp(z) = #0 =0,15 при 45 < 6. 

Κατο продължим така 33 следващите интервали между чле- 

новете на вариационния ред, ще видим, че търсената емпирична 
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функция на разпределение е 

0 при x4, 

0,15 при 4<z56, 

F,(z)=4¢ 0,38 при 6<z<10, 

0,63 при 10<z=512, 

1 npu > 12, 

Графиката. на тази функция е дадена Ha фиг. 22. 

Фиг. 22 

Тук ще забележим, че при голям брой опити построяването на 
F,(z) е трудоемка задача, затова е удобно да се използват други 
характеристики на емпиричната функция на разпределение, ана- 
логични не на F(z), а Β плътността на разпределение f(z). 

8 2. Полигон и хистограма 

Ако в реда (2) от 8 1 се окаже, че някои случайни извадки са 
равни помежду си, то този ред може да се запише във вида 

(1) ξ(Ι)’ ξ(2)᾽ 18 ξ(’ν) 

N1y N2y ч.. Τ. 

където п; е броят на повторенията на стойностите ξ(ὴ, 4 =1,..., k. 

Сумата πὶ + + п с п дава обема на вариационния ред. 
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> 

Axo B (1) разделим BCAKO ΟἹ числата на втората редица Ha N, 
п. 

то отношенията -Т-;- представляват относителните честоти на стой- 

ностите ξ(ὶ) и сумата 588 относителните честоти € Σ - Ξ 

421 Ἦ 

Полигон (графика) на честотите наричаме начупената линия, 

отсечките на която съединяват точките (ξᾳ)ν,}1)}ν (ξ(2)ν7}2}». . ) 

(€(x), k). 38 построяването на полигона на честотите използваме 

правоъгълна координатна система, като по абсцисната OC нана- 

сяме наблюденията £(;), а MO ординатната OC — честотите 7;. 

Ако съединим с отсечки точките 

(ξ(Ι)’ 1:;1") : (5(2), ΖΞΞ') 2 } (ξ(λ)’ п/с) 

получаваме полигон на относителните честоти. Той дава пър- 

вична представа 33 геометричната форма на графиката на плът- 
ността на разпределение на наблюдаваната случайна величина и 

затова служи за подсещане (насочване) към предполагаемия клас 
разпределения на <. За същите цели в практиката се използва и 

хистограмата на разпределението. 
Нека (а, b] е един интервал, съдържащ всички наблюдения на 

ξ, т.е. aSénS 56) 50. 
Да разделим интервала (а, 6) Ha части с точки на деленвие 

a=¢ < а <€ < - < с =b Да означим с A; интервала 

е1 С;), # = 1,...,г. Hexa n; е броят на наблюденията ΟἹ реда 
&, ..., &, попаднали в интервала А;. Функцията 

„ 0 при z ¢ [a, ), 

Да) =< т 1 
рау 4T € (с:-1, Ссг), 

се нарича тистограма на наблюденшгта. Найачесто се използват 

хистограми, в KOUTO интервалите А5 са еднакви. 

Хистограма.та Ha Наблюденията дава представа за плътността. 

на разпределение Ha ξ. Нормираните интеграли от хистограмата 

се наричат сплайни. 3a да даде сплайнът представа 38 плътност- 

та на разпределение, нормировката се прави по такъв начин, че 

интегралът от получената фУНКЦИЯ също да е равен на единица. 

Познати са сплайни ΟἹ произволен ред. Хистограмата е сплайн 

от нулев ред. Сплайнът от първи ред също се нарича полигон на 

разпределението. Сплайнът ΟἹ ред 8 се получава чрез интегри- 

ране (с подходящо нормиране) от сплайна ΟἹ ред 8 — 1. 
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Пример 2. При изследване на процента на масленост в мля- 
кото на 50 крави са получени следните резултати: 

3,86 4,04 3,65 3,97 3,76 3,95 4,04 3,84 3,94 3,61 
3,98 3,57 3,87 4,05 3,99 3,76 3,71 3,94 3,82 3,69 
4,16 3,76 4,00 3,46 4,08 4,01 3,93 3,71 3,81 3,88 
4,02 4,17 3,72 4,09 3,76 3,73 3,52 3,89 3,92 4,02 
4,18 4,26 4,03 4,14 3,72 3,82 4,03 3,62 3,91 4,35 

По тези данни постройте хистограмата Ha наблюденията B ин- 
тервала [3,45; 4, 35]. | 

Решение. Разделяме интервала [3,45; 4, 35) на равни части с 
разлика 0,10 и съставяме таблица, в KOATO Β първия стълб са 
разположени интервалите, а във втория стълб са намерени чес- 
тотите за всеки от интервалите. 

Процент Ha 

маслеността, 
(интервали) 

(3,45;3,55] 

Брой μ 

кравите 

Брой на 

кравите 

Процент на 

маслеността 

(интервали) 

(3,95;4,05] 
[3,55;3,65) [4,05;4,15] 
(3,65;3,75) [4,15;4,25] 
(3,75;3,85] (4,25;4,35] 
(3,85;3,95] 

Хистограмата Ha това разпределение е дадена на фиг. 23. 

o 345 3,65 385 4,05 425 ξ 
355 375 395 415 4,35 

Фиг. 23 
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8 3. Числови характеристики 
на емпиричното разпределение 

Законът за разпределение на случайните величини напълно 

характеризира (описва) случайните величини от вероятностна 
гледна точка. Обаче при решаването на много практически 38- 
дачи не е необходима пълна характеристика на случайните вели- 
чини, а € достатъчно да се дадат само отделни числови характе- 
ристики, които определят съществени страни на разпределение- 
то на случайните величини. Основни числови характеристики на 
случайните величини са математическото очакване, дисперсията, 
квантилите и моментите от различен ред. 

Аналогични числови характеристики съществуват и за емпи- 
ричното разпределение. Аналогът на математическото очакване 
на случайна величина Е € средното аритметично &, на редицата 

а,...,б. и то може да бъде получено от емпиричната функция на 
- +00 ' 

разпределение от 8 1 ¢ равенството &, = [ zdF,(z). 
—00 

Аналогът Ha дисперсията на случайна величина ξ € извадко- 
вата дисперсия 02, която може да се определи така: 

Ἔοο 
“ г - 

1 n Е “ - [ - Ἔά ( = 1 Σ ξ - 5) . s 
i=1 

Аналогично се определят емпиричните начални и централни 
моменти от произволен ред като интеграли от съответната емпи- 
рична функция на разпределение, получена по извадката б1,...,ба. 

Ше забележим, че с увеличаване на броя на наблюденията 
всички тези средни статистически (емпирични) характеристики 
клонят по вероятност към съответните числови характеристики 
на случайната величина ξ, която се наблюдава (ако те съществу- 

ват). Например за случайна величина £, имаща разпределение на 
Коши, чиято плътност се задава с формулата 

1 b 

1е) Ξ pre=a® 
не съществуват ЕС и DE поради това, че несобствените интегра- 

ли са разходящи. Същевременно съответните емпирични моменти 
съществуват. 
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Нека. &1),-..,§n) е вариационен ред OT наблюдения на слу- 
чайната величина £, имаща непрекъсната функция на разпределен 
ние Е(«). Интервалите ( ),(44.1)| се наричат изаадкови блокове, а 
числата р; = #() -- Ρἑξ(ί-Ι)) — части. Полага се ξ(0) = -00, 
Ещ) = +оо. Така извадковите блокове и съответните части, 
определени от поредните статистики, са определени за всички 
i=0,1,2,...,n + 1. При непрекъсната функция на разпределение 
Е () всички поредни случайни наблюдения са различни помежду 
cu с вероятност 1. Важна роля в изучаването на общите свойс- 
тва на емпиричните случайни извадки от непрекъснати случайни 
величини играе следното твърдение: 

Лема 1. Ако ξ е nenpexscuame случайна величина с функция на 
разпределение Е(«), mo случайната величина 1) = F(£) е равномерно 
разпределена 6 (0, 1]. 

Доказателство. Имаме 

0 mpu у-<0, 

P{n<y}=P{F{) < у) < 4у при уЕ, 1], 
1 при y>1, 

защото P{F(§) < у) Ξ Р(Е < F~ ()} =F(F () =y. 
На вариационния ред £1),...,§(») в такъв случай CLOTBETCTBA 

вариационния ред #а1) 5 " н) OT п наблюдения на равномер- 
ната B (0, 1) случайна величина 1) = F(£). 

Лема 2. При условията ча лема 1, ако {1y, ..., би) е вариаци- 
онен ред, получен от проста случайна извадка &, ..., &, то век- 
торет (Е(61)),...,Е(6л))) uma наредено п-мерно разпределение на 

Дирихле D*(1,...,1;1). 

Доказателство. Ненаредено k-mMepHOTO разпределение на Ди- 
рихле се задава със своята вероятностна плътност на разпреде- 
ление 

»ίαι, ..., #4) 

1 
(1) = L t- + ка) gt ...a‘,’?’“—l(l -- Щре ае 

Г(А)... Г (Акч+а ) 
k 

във BCAKA точка на симплекса 5) = {:i:‘: z; 20, 3 :1:,'5_1} итяе = 

равна на 0 в другите точки на Ε. Тук mapamerpure А; ca неотри- 
цателни. Разпределението на Дирихле (1) е многомерен аналог 
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} 

На бета-разпределението Ὅ(λι; А) = В(А,Аз). Неговите харак- 

теристики са: 

А 
ЕЕе не i=1,..., k 

ξἹ )\1+"‘+Ak+1, ῖ + } ; 

λιίλι +е # μ — А; ) . 
Ξ П н -.---- =1, ..., Х; ра а а 2 ᾽ ) ks 

[z λ] [Σ M+ 1] 
41 i=1 

λιλ; ка 
сом(5,6)) = ечне чи #2. 

[Σ Аа] [Σ м + 1] 
| i=1 {Ξ:1 

Ако извадката &, ..., & има k-MepHO разпределение на Дирих- 

ле Ф(А,..., Ав; Ау )y случайният вектор (7(1)5 .. (а)), получен OT 

pasencTsaTa а) = &1, Т2) = б1462,..., а) = ξ: Ἐπ' -+&) има нареде- 

но разпределение на Дирихле D* (A1, ..., Ак; Ак+1), Чиято плътност 

на разпределение е (покажете това!) 

Р*(уь 5 yk) 

T Ἐ-: +/\,,+1) а Ν ма . 

ST ТЧА У ἘΝ ен” 
РО) ПЕ) ι (ϑετψι) ο e τά - , 

определена 38 0 < у <y < е<у < L. 

По-нататъшни сведения вижте Β задачи 5 - 7 на упражненията 

към тази глава. 

За да докажем твърдението на лема 2, е достатъчно 43 отбе- 

лежим, че при Ау пе = App1 = 1 елементарната вероятност на 

п-мерното наредено разпределение на Дирихле е 

nldyidy;...dyr, 0SS Бу « 1), 

и това съвпада с елементарната BEPOATHOCT да се наблюдават точ- 

но стойностите па) = Y1 <. < Ч) = уь на вариационен ред от 

Е независими наблюдения ¥, ..., Yy на случайната величина 7), 

равномерно разпределена в [0, 1]. 

Теорема 1. Случайните величини F(Ex)) umam бета-разпреде- 

ление В(К,п - Е +1), Е - 1, 2, „.., п 

Доказателство. k-TaTa величина B нареденото разпределение 

на Дирихле )  Е(6а)) може да бъде пред(*тавсна, (вж. доказа- 

телството на лема 2) във вида () ΞΞ ἥι +е + Mk, k=1, 2, п, 

където (M1, «...з M) € ФЯ(А, ..., Ап; Лнпа1). Ηο съгласно зад. 5 и 6 
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сумата т) € В(А + λχ + + Ав; Акаа + + Ап+а1). Съгласно лема 
2 имаме А = Л) пе = λῃῖ = 1, откъдето следва твърдението. - 

Теорема 2. Елементарната вероятност P{{y) € (2, + dz]} за 
k-mama поредна статистика на непреквснатата случайна величина 
Се 

ηἹ 
(2) Ῥίξι) € (,24+4)1)- С G - μ - @)™ f(@)de. 

Доказателство. Нека Gui(z) = P{{4) < z}. Изпълнено e 

С(е) =Plew <} =P {R@ Σ 5) = 3" (еу - τ 
r=k 

където F,(r) e емпиричната функция Ha разпределение. Оттук 
също намираме, че 

Е(«) 

- n! μπιι . \n—k Gnk(w)—m /?/ ( -- υ) 4у. 
0 

И двете представяния дават израза (2) 3a търсената елементарна 
вероятност #Съ () = ΟἹ (2)ах, а тя от своя страна определя и 
плътността Ha разпределение С"(«) на К-тата поредна статистика 
а) 

Теорема 3. Нека ба), ..., п) са поредните статистики от “ 
извадка с непреквсната функция на разпределение F(z). Тогава ве- 
личините 

щ - Е))) ча Е(6))- Е(ва)), - ) tn=Fn) - FEn-1) “ 
имат п-мерно разпределение на Jupurae D(1,...,1;1). а 

Доказателство. Използваме доказателството на лема 2. Ве- 
личините Ui, .. ., Uy, получени ΟἹ трансформацията | 

ча) = U1, Ч(2) ц + U ..., ц) щ Ἔ 15 Ἔ Un, 

имат елементарна вероятност nldy; ...du, в симплекса 
п 

sn={a: uizo,Zuigl}, 
#1 

която е 0 вън от 5,. A това е п-мерното разпределение на Дирих- 
ле D(1,...,1;1). Освен това U1, ..., U, и тяхното разпределение не 
зависят от F(z). 
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Теорема 4. Axor; > 0,...,г. >0, т + + 7, п са дадени чис- 
ла, то случайните величини Εἰ(ξ(..}}ὄ F(Eriar))y - ..5 #(е) 
имат наредено в-мерно разпределенце на Диритле 

Ὅ" {γτν... Tas тте 1), 

Доказателство. Следва OT резултата Ha зад. 7 и лема 2. 

Нека. z, е р-квантилът на непрекъснатото разпределение F(r) 
u &, ...,ба е проста извадка. 

Теорема 5. За произволни цели числа Е > 0, т > 0, k+m<Sn 
acposmuocmma чнтервалет ( 4) , ( к4+з)) да свдвржа хвантила т не 
зависи от F(z) u се задава с израза 

(3) Ῥίξῳ < р < ξ } = Bp(k,n—k+1) ~ Bp(k+m,n—k—m+1), 

р 
xsdemo Bp(k,m) = Ἠ of 2871(1 - 2)™ldz e nensanama bema- 

функция. 
Доказателство. Неравенствата {(1) < Zp < {(k+m) са изпълнени 

само когато Е(6)) < р < F({r+m)). Следователно вероятността 
на лявата страна Ha (3) е равна на P{nu) < Р < Таъ+т) ), което не 
зависи ot F(z), тъй като 1); са наблюдения ΟἹ равномерно |0, 1)- 
разпределение. Обаче статистиките 7)(k), чт) имат съгласно те- 
орема 4 съвместно наредено двумерно разпределение на Дирихле 
D*(k,m,n—k —m+1), чиято плътност на разпределение е 

Ν I'(n+1) 

Ди) = τ ήγί С τ ἢ 
прий< и< и< ТГи О0 Β другите случаи 38 (u,v). Затова 

uk-—l(,u - u)m—l(l Ν ,U)n——k—m+1 

1p 

Pl < < н) [ | fluv)duc 
» 0 

ра ре 

=О/“//(и,и)дшги-!!](и,и)а!ш!и. 

Като направим смяна Ha променливите ч = ¢, v=1—s(1—~1) B първия 
интеграл и смяната и - 8ὲ, # - 8 във втория интеграл, последното 
равенство ще ни убеди във верността на твърдението. 
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Теорема 5 показва, че кои да са две ΟἹ поредните статистики 

&k) И &(k4m) могат да служат за доверителен интервал на кван- 

тила Tp на функцията Е(+т), като доверителната му вероятност е 

определена с дясната страна на (3). Затова при дадено р тряб- 

Ba да се търсят най-подходящите k и т, които дават най-близки 

номера (т. е. т да е възможно най-малкото число). (Вж. зад. 9.) 

8 4. Теорема на Гливенко - Кантели 

Съгласно усиления закон за големите числа (теоремата на Бо- 
рел - Колмогоров) uecrorara Е„(2) на събитието (Е < «) с веро- 

ятност 1 клони към теоретичната вероятност F(z) = P{{ < z}, 
т. е. когато обемът на извадката расте, изпълнено е 

п-ъоо 

Р {Fn(a:) - F(.v)} =1 

33 BCAKO фиксирано . Вярно e обаче по-силното твърдение: 

Теорема на Гливенко - Кантели. Ако F(x) е истинската фун- 
кция на разпределенче на случайната величина €, а Fp(xr) -- емпи- 

ричната функция на разпределенче ὰ £, получена по п чнезависими 
наблюдения, то 

P{ sup |Fn(z) -- F(2)| —2 0} =1. 
--00<2<00 

Доказателство. А. Да въведем означенията 

xj,k=inf{x: F(:L‘—O):F(.p)é%é_}?(x_*_o)} 

38 всяко цяло k>0uj=1,2,...,k Torasa F(z) Ξ ἓ «Ε(ω;,κ-τ0), 

а Mo усиления закон 3a големите числа събитията 

Ay = {Fn(ma‘,k) — F(:c,-,k)} 
n-+00 

имат BEPOATHOCT 1, T. €. P{AE,I,Z} = 1. По същия начин и събитията 

AR = {F,,(xj,k +0) - Е(езк + 0)} 
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Ν 

имат вероятност 1, т.е. P{Af,z =1. Hexa npu «Е = #0 

= AW 2 Aj = 40) п AP 

k 

Ak=flAj,k={ sup [Р„(а:„ +€) F($3k+€| ——+0} 

#1 1223756 

Събитията А и А) имат вероятност 1 3a всяко k. Наистина 

Ра) ТА) +P{all}-P (а чя ) 

следователно Р(А; ) = 0. Тогава 

| в # 
Р(4,)- Р {U 71—3',/:} <S> P{A} =0, 

#5 # 

P{A;} =1-P{A;} =1. 

Β. 38 BCAKO T, лежащо между #к И Г1 са изпълнени нера- 

BCHCTBATA 

Εά +0)SF(z) 5 F(Tj41,4); 

Fa(zjp + 0) S Fo(z) £ Fo(jan,k)- 

При това 0 S Е(« 41) — Ε κ + 0) < ἓ Следователно 

1 

Fo(z) - ) ΞΕ, μ ) - (у + ΟἹ Ξ Ερ(μ ει ) - Ε(ῶμα ) + с 

1 
Ε, () - F(z) > Е,(еуж + 0) - Е(#)+1,в) 2 Fu(zjp +0) - Γία, +0)- τ' 

Така заключаваме, че 38 всяко k=0, всяко ὦ и «Е = #0 имаме 

1 
[Fo(z) - (Ξ sup [Fu(zje+€) — Flzje +е)|+ . 

1575k k 

Следователно изпълнено € 

1 
Ра sup |Fu(z) -- F(2)|S sup [Ἐπίωρι +е)- Е(еда +е))+ τ' 

-0оо<а2<00 18§jsk 
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Нека B= {Dn - O}. Очевидно A= ofiAk С B и понеже P(A) =1, 
n—o0 k=1 

тои P(B) =1. 

8 5. Критерий на Колмогоров 

Теоремата на Гливенко - Кантели има всички недостатъци на 
усилен закон за големите числа -- не дава точна оценка за ве- 
роятностите на възможните отклонения на Fn(z) от F(z), нито 
за скоростта на сближаване, а само YCTAHOBABA TAXHaTa близост. 
Затова. възниква задачата 33 определяне на асимптотичното раз- 
пределение на случайната величина 

Ру sup |Е.„(2)-#(+)), 
-оо<2«<о00 

Задачата е решена от А. Н. Колмогоров в 1933 г. и решението се 
дава със следната: 

, 

Теорема. Ако функцията на разпределение Е(+) на случайната 
величина ξ е непреквсната, Mo при п — 00 е изпелнено 

οο 

Ш е2822 >0; 

lim P{y/nD, < z} = K(z) = k=z_:°°( )е за # 

n—o0 ' 
0 за z50. 

Понякога се записва 

οο 

K(z)=1-2 Σ(..Ι)Ισ.-1 ε- 21 : 

k=1 

Няма да се спираме на доказателството на TeopeMmaTa Ha Колмо- 
горов. Ще покажем само как тя може да се използва 33 проверка , 
на параметрични статистически хипотези. “ 

Досега разглеждахме параметрични хипотези, при които мно- 
жеството на допустимите разпределения, съответстващи на про- 
веряемите хипотези, има вида 

L(z) = {L(z|6), € е), есв“. 
Нека € е MHOXXECTBOTO на всички непрекъснати функции HA разпре- 
деление и Lo € €. Задачата за проверка на основната хипотеза 

На : L(z) = Lo(z) срещу алтернативите Я) : Д(1) # Lo(z) с ниво на 
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съгласие а € (0, 1) е задача. 3a проверка на проста непараметрич- 
на хипотеза. 

Задачата за проверка на сложни непараметрични статисти- 
чески хипотези би могла да има и следния частен вариант: Ако 
Οἱ С €, основната хипотеза e Но : L(z) € Cy срещу алтернативите 
Πι : Liz) € € - Οἱ. 

Критерий на Колмогоров. Hexa, &, ..., & са независими наб- 
людения над случайната величина ξ с функция на разпределение 
F(z) € €. Да се построи критерий за проверка на хипотезата, 

Hy:F(z)=Fy(z) в « 
срещу алтернативите Я1 : F(r)# Fo(z) с ниво на съгласие a € (0,1). 

Решение. Построяваме емпиричната функция на разпределе- 
ние F,(x) и пресмятаме 

Dg= sup IFn(.’II) - Ρο(.’Ι')Ι - тах !Еъ(б(!с) + ε) - Fo(f(k)),, Е = %0. 
—00<r<00 1skgn 

При достатъчно големи п имаме 

P{vnD} < 2| Hy} ~ K(2). 
Определяме 20 = Ζρ(α) от уравнението 1 — K (20) = a, τ. €. 

P{v/nD} 2 га(а) | Н) = 1 - К (20) = а. 
Следователно, ако след извършване на наблюденията се осъ- 

ществи събитието {vnDY > го(а)), което има малката (предва- 
рително избрана) вероятност а, трябва да отхвърлим хипотезата 
Но, че истинската функция на разпределение на ξ e Fy(z). Ако се 
oxaxe, че /nDY < zy(a), няма основания да се отхвърли хипоте- 
3aTa. 

Да отбележим, че ψ )ῦ — 0o, ако хинотезата Н не e вярна. 
ῃ 

8 6. Критерий на Смирнов 

Теоремата на Гливенко - Кантели показва, че при големи п 
емпиричната функция на разпределение Е(«) на наблюдаваната, 
случайна величина ξ при независими наблюдения е много близка 
до истинската й функция на разпределение Е(+). Ето защо редно 
€ да се очаква, че при големи п и т ще бъдат близки емпиричните 
функции на разпределение Fy,(z) и Ещ (+), построени по две отдел- 
ни групи от наблюдения &, ..., &, и &', ..., ! над величината ξ. 
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Следователно, ако са дадени две независими помежду си серии 
от наблюдения 

(1) ξ1’ξ2; --"ξπ; 

(2) M, 2) --+5 т 

над величините Е и 1), разликата 

(3) ФРам = sup |Fa(z) — Gm()] 
-о0<1<00 

между емпиричните функции на разпределение F,(z) и С(«), по- 
лучени ΟἹ двата реда (1) и (2), може да служи като обективен 
показател за близостта η разпределенията F(z) = Ῥίξ < «) и 
G(z) =P{n < «). 

Най-често величината Рл служи за построяване на критерий 
за проверка на хипотезата за равенство на F(z) и G(z). В редица 
задачи TAKaBa хипотеза се откроява като особено съществена. 

Пример 1. Две предприятия произвеждат едни и същи изде- 
лия и твърдят, че между тяхната продукция няма никакви разли- 
чия и изделията им (телевизори, автомобили) трябва да се про- 

дават на еднакви цени. Вярно ли е такова твърдение или не? 

Пример 2. Двама изследователи провеждат поотделно и не- 

зависимо един от друг еднакви експерименти. Кога може да се 
твърди, че експериментите се провеждат при еднакви условия? 
Дори при провеждане на продължителен експеримент възможно 
ли е по измервания в началото му и по измервания на друг негов 
етап да се установи, че условията на експеримента са се проме- 
нили? 

Задачата е от съществено значение за непрекъснати техноло- 
гични процеси, произвеждащи еднородна продукция, където ус- 
ловията на производство дават отражение върху качеството на 
продукцията. 

В редица. задачи за сравняване на еднородни обекти се изпол- 
3Ba показателят Рал — например при сравняване на продуктив- 
ността на различни сортове от едно растение, на нова методо- 
логия на преподаване, на нова организация на управлението, на 
лекуването с ново лекарство и др. 

Формално задачата се поставя така: 

Пример 3. Нека С и ἢ са независими случайни величини с не- 
прекъснати функции на разпределение съответно F(z) и G(z). Не- 
ка редът (1) e проста случайна извадка от стойности Ha £, а редът 
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(2) — проста случайна извадка от стойности на 7). Да се построи 
критерий за проверка на основната хипотеза Ну : F(zr) = G(z) за 
всяко ти Е,С € €, срещу алтернативата #1 : F(x) # G(z) с ниво 
на съгласие а. 

За решаване Ha поставената задача се предлага следната про- 
цедура: По наблюденията (1) и (2) се строят емпиричните функ- 
ции на разпределение F,(z) и Gp,(z). Полага се 

(4) Dnm= sup [|Fp(z)—Gn(z)|, 

(5) D;t,m = sup (Fn(z) — С()) 
ι -о0о0<2<о00о 

и се използва следната теорема, обикновено свързана с името на 
H. B. Смирнов. 

Teopema. Axo (1) и (2) ca независими наблюдения ¢ една и ca- 
ща nenpexscrama функция на pasnpedenenue Е(т), mo npu ycaoeuemo 

m 
lim — = p, 0 < p < 00, е usnsaneno: 
n—oo N 

᾿ mn 0 3a z50; а) lim P ру щ < # ча =" 
n—o0 m+n ™ 1—e22" 33 z>0; 

| тя {0 за z50; б) nll)ngop{ m+nDn,nl<z}—{A’(z) 3a #>0. 

„2 
Разпределението 1 — е72 , # > 0, се нарича разпределение на 

Смирнов, а K(z) е разпределението на Колмогоров, дадено в # 5. 
По аналогичен начин, както се използва теоремата на Колмо- 

горов, се използват и резултатите на Смирнов. Строят се кри- 
тични области от вида 

mn mn 

{ m+nD’T’m<z;}; { m+nD"’mgz°(a)}’ 

където числата # и «(а) се определят ΟἹ условията 

mn 

P { m+n Drtm gz; IHO} 21 -- ΘΧΡ{"2(ΖΞ)2} Ξ α, 

Ρ { m”fn Рал Σ 20(a)] Ho} ~ 11— К (20(а)) = а. 
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Ако в резултат на наблюденията се получат емпирични стойнос- 
mn 

m+n’ 
окажат по-големи CLOTBETHO OT 27 и га(а), xunoresara Но 3a pa- 
венство на Е(+) и G(z) следва да се отхвърли като противоречаща 
(несъгласувана) с резултата OT експеримента при ниво на съгла- 
сие а. В противен случай няма основания тя 43 бъде отхвърлена.. 
При използване Ha посочената процедура в а ф от случаите ще 
бъде отхвърлена. правилната хипотеза Hp, което при достатъчно 
малко а е допустимо и приемливо. 
” В случаите, когато се ползва едностранният критерий 

™ на D} а И Dnm, KOUTO, нормирани с множителя се 

mn 
- Dt >zt 
m+n а |? nm— 

едновременно с отхвърлянето на XUIIOTE3aTa Но би могло да се 

направи заключение, че въобще sup (F(z) -- G(z)) > 0, което 
-о0о0<2<00 

говори за възможност случайната величина ξ да е стохастически 

по-малка. от СЛУЧЗ.ИНЗ.ТЗ. величина. ἢ. 

8 7. Теорема на Гнеленко - Королюк 

Ще докажем теоремата на Смирнов в частния случай, когато . 
т = п, като ще намерим 33 този случай даже точните разпределе- 
ния на величините Г = Ре и Рам. Полученото частно твър- 
дение е доказано от Β. Β. Гнеденко и В. С. Королюк през 1952 г. 

и носи тяхното име. 

Теорема Η Гнеденко — Королюк. Нека Ец(«) ч G,(z) са ем- 
пиричните функции на разпределение, получени от редиците наблю- 
дения €1, ..., En UM, ...,. ς NGO случайните величини Е из) с неп- 
реквснати функции на разпределение свответно Е(+) u С(т). Hexa 
Рум и ОТ т ca defunupany с равенствата (6.4) ч (6.5) « нека 

(1) Ф.(2) - Р (Х/%д„,„ < z} ; 

(2) &t (2) =P{\/§D:’n (Ζ}. 

302



Ако хипотезата На : Е(+) = G(z) е вярна, функциите Ф.() u Ф (г) 

се определят с изразите 

1 
0 за #< T 

[n/<) ( 21 ) 

={1- —1)k-1 еве L./ 
Фп(г) - 1 2 ἆἓ].( 1) (Zn) за 2 € (т, 2 ; 

п 

1 за #> ξ, 

0 - за 250, 

— (2 <. /2 а+-(4 = 1-(2) за 0<z=\/;, 

1 3a z>,/%, 

xsdemo e положено ¢ |«/2 (c Ἰαΐ e означено най-малкото ця- 
A0 число, не по-малко от числото T, ас (] — най-голямото цяло 
число, ненадминаващо +). 

Доказателствоа. Ще означим двете извадки (ξ) = (&1, ..., &) 

и (η) < (ηι, ..., ἤη)- Да образуваме общия вариационен ред на 

п + п = 2n наблюдения на () и (7). Нека това е редът 

(0 = (ба) < ( <е < ζωη))- 
Върху реда (С) дефинираме случайните величини 21, 22, «...;) 2а С 

равенството 

. 1, ако () e наблюдение ot (ξ), 

.) 1 ako Даь) е наблюдение от (7). 

Когато е вярна хипотезата Но, никои две числа от (§) и (n) не 

могат да бъдат равни, а случайните величини га са независими, 
сднакво разпределени и 

Р[г„ = +1} = P{zk = --1} ΞΞ 

м 
Е
е
 

Да положим , 

So=0; Зуе д Ф 2а ее + 2е 

Тогава очевидно е изпълнено 

(3) nD¥,= sup Sy nDpn= sup |85) 
0srs2n 0grs2n 
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които равенства ще ни послужат при определяне разпределенията 
на величините РР . и Dy .. За целта ще ползваме геометрична 

та интерпретация на редицата. числа (r,S,), + :- 0, 1, ..., 2n, като 
случайно лутане в равнината. 

Да нанесем върху абсцисната ос на правоъгълна координатна 
система в равнината числата T, а върху ординатната OC — су- 
мите Sy. Тогава редицата (r,S,) при изменението на г от 0 до 2n 
ще описва съвкупност от точки, които съединени последователно с 
отсечки, ще образуват начупена линия, излизаща. от точката (0, 0) 

и завършваща в точката (2n,0). Всяка такава начупена линия ще 
наричаме траектория на случайното лутане (фиг. 24). 

(2n,2¢) 

ζη
 Π o 1 [ ! ! ! ἰ 1 1 | 1 

-
-
-
-
-
μ
-
-
ὄ
-
-
 

| 

Фиг. 24 

Броят Ha всички траектории с единични CKOKOBE, съединява- 
щи точките (0, 0) и (2n,0), е равен на броя на всички редици ΟἹ 27 

символа (по п единици и п минус единици), които са (ἶζι). Въобще 

броят на траекториите с единични скокове, съединяващи точката 
(0, 0) с точката (m,k), е 

((т щ k)/z) ” ((т ν k)/2)' 
Taxasa траектория съдържа т, символа “1” и “-1” и ako бро- 

AT на единиците е [, τὸ броят « на минус единиците трябва да 
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Η 

удовлетворява условията 

1-l+z (-1) =k, 
l+z=m, 

m+k aw—-m'—k 

22 п 
При търсене вероятностите на неравенства от вида 

откъдето определяме, че ( = 

sup Sp<e и sup |5,|< с 
Π 0srs2n 

особено полезен е T. Hap. 

Принциц на отражението. Броят на всички траектории, из- 
лизащи от Toukara (0,0) и завършващи в точката (2n,0), които 
пресичат или допират правата S, = ¢, € равен на броя на всички 
траектории, които водят от (0,0) в (2n,2¢), и е равен на (27 ). 

Доказателството на принципа на отражението е просто, като 
се използва точката на първо допиране на траекторията (т, 54) с 
правата S, = с и нататък се замени траекторията (т, 5,) с огле- 

далния й образ спрямо правата S, = ¢, който ще води винаги B 

точката (2п, 2с), ако оригиналът завършва пътя си в (2п,0) (вж. 
фиг. 24). 

Неравенствата (1) и (2), дефиниращи ®,(2) и Ф (2) изглеждат, 
с оглед на (3), така: 

п (0 o5 =P{ /™ ре « zp= P{nD:’n < z\/2n}=P . ΞΒ;Ἔ2Ξ',.( s 

където с =2V 2n{, и 

п 
(5) Ф.(2)-Р 5 Рул < « =P{nDn,,<z\/§r—L}=P sup |5,|< с). 

᾽ 0srgan 

Равенство (4) означава, че Ф (2) е BepOATHOCTTA траектория- 
та (r,S,) на случайното лутане да бъде под правата S, = с. Но 

такива траектории са Ha брой (ἶζ’) - (,f_’_'c) — разликата ΟἹ всички 

възможни траектории, водещи ot (0,0) до (2n,0), и тези ΟἹ тях, 

които се допират или пресичат правата S, = с. Следователно 

(Zn)__(Zn) (2n) 

Φ;ἷ(ἶ) < п 5 n—c — 1 - !Ξ-;ισ , 

() ) 
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където с : |#?1. Ако 250, то и с<0, откъдето Ф1 (2) =0 (;m- 
наги е изпълнено п 2 SupS, = nD,*;,ngO). Събитието sup S, = n 9 

” Ῥ 

изпълнено, когато получим вариационен ред (ζ), първите п члена 

на който са наблюденията (£), а следващите п -- наблюденията 

(n). Освен това Ф (2) =1, ако |2v2n[2n, т. е. ако « > β 

Равенството (5) означава, че $,(z) е вероятността траектори- 

ята (г, 5,) на случайното лутане да бъде винаги заключена строго 

между правите S, = -си 5у =c. 

Нека M е множеството OT всички траектории ot (0,0) до (2п, 0), 

Техният брой, както видяхме, е (““). Нека N е множеството на 
траекториите, заключени строго между правите а : Sp = -си 
8:85. τ ε. Ще определим броя #(N) на различните елементи B 

множеството N. 

Hexka: 

U, e MHOXeCTBOTO ΟἹ траекториите, достигащи правата а, HO 

недостигащи правата Д; 

И — множеството от траекториите, достигащи правата β, но 

недостигащи правата α; 

Us — множеството ΟἹ траекториите, достигащи първо а , пос 

ле В и повече недостигащи а:; 

Va — множеството OT траекториите, достигащи първо B, после 

а и повече недостигащи Д; 

Въобще нека: 

Пя е множеството ΟἹ траекториите на M, при които точно 4 

пъти се достигат първо а, а после β, после OTHOBO α, Дит.н,, 

като след последното 1-то пресичане на двойката (of) повече не 

достигат правата O] 
V,; -- множеството ΟΥ траекториите Η M, при които точно # 

пъти се достигат първо B, а после ¢, после отново β, & M Ὑ. H., 

като след последното §-TO пресичане Ha двойката (ба) повече не 

достигат правата β, 
Uzip1 — множеството ΟἹ траекториите на M, при които точно 

4 пъти се достигат първо а, а после (3, после OTHOBO &, В ит.н., 

като след последното (i+ 1)-во достигане на а повече не достигат 

правата В; 
ει — множеството OT траекториите на M, при които точно 

4 пъти се достигат първо ЙД, а после а, после OTHOBO β, а M Τ. н. 
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като след последното (i + 1)-во достигане на Д повече не достигат 
правата а. 

Така множеството М се представя като обединение на непре- 
гичащите се множества N, (Л, Vi, т.е. 

(0 КО меъ ЪУ(Щ+И). 
е1 

Очевидно €, че от известно място нататък множествата (Л, И ще 

бъдат празни. 

Да въведем нови множества A;, B; по следния начин: 

4е множеството ΟἹ траекториите на M, достигащи правата 
а поне веднъж; 

В — множеството от траекториите Η M, достигащи правата 
β поне веднъж; 

45 -- множеството от траекториите на M, достигащи поне вед- 
нъж правите а и Й в посочения ред; 

B3 — множеството OT траекториите на M, достигащи поне вед- 

нъж правите В и а в посочения ред; 
A; -- множеството от траекториите на M, достигащи първо 

а, после (3, после отново а и Τ. н. алтернативно поне веднъж IO 
1-тото поредно достигане; 

B; — множеството ΟἹ траекториите на M, достигащи първо G, 
после @, после отново Д, а и Τ. H. алтернативно поне веднъж до 
1-тото поредно достигане. 

Изпълнени ca 
п п 

АЛ(у +У), В τ ὰ Ἐ Σ ( Ἐ Ν}) 
#2 42 

Ν п 

4 =U; + Z(Uj"'vj)7 Ве + Σ(Ο,-Ι-ν,) 
ее F=i+1 

Следователно, за BCAKO 4 21 ca верни равенствата 

(Azi-1 - Az) + (Вма - Bai) = (Изеа + У) + (Vai1 + Uzi) 

= (Ugi—1 + Vai—1) + (ὕχι + Vai), 
откъдето намираме, че 

п п 

D Wi+ Vi) = Кам-а - Az) + (Вя-а - Ва)). 
i=1 #1 

307



Оттук и от равенство (6) стигаме до представянето 

| N =M= Кажа - 4) + (B2i1 - Вя)), 

от което следва 

(7) #() = #(М) = Σ [#(Azie1) -- #(42:) + #(Bai-1) - #(84)). 
421 

Обаче всяка траектория ΟἹ A; достига поне 4-пъти правите | 
a:S.=cu В:65, τ -с. Нейният огледален образ спрямо правата 
а след първото й достигане ще стигне A0 правата а» : 5) = Зе при 
първото достигане на В. По-нататък успоредно пренесеният остал 
тък от траекторията на 5,, до следващото й достигане на правата 
а ще стигне πὸ правата аз : S, = бс, след което отново образува- 
ният огледален образ на остатъка от разглежданата траектория . 
до следващото й достигане на правата Д ще стигне до правата 

4 : Sp = Тсит. н., след последното 1-то достигане на някоя ΟἹ 
правите а или Д на разглежданата траектория, конструираната : 
съпътстваща (¥ помощна ) траектория, пренесена успоредно на Οὐ- 
татъка ΟἹ разглежданата, ще достигне от («, (24 + 1) с) до точката 
(2п, 24с), докато истинската траектория от A; стигне до точката 
(2n,0). Така, 00 този обобщен принцип на отражението открива- 
ме, че всяка от траекториите на A; е еквивалентна на някоя OT 
траекториите, водещи от точката (0,0) до точката (2n,2ic). Ана- 
логично, всяка траектория от В; е еквивалентна на траектория, 
водеща. ot точката(0, 0) до точката (2n,—2ic). Следователно 

#(4;) = #(В;) = ( 2n. ) 
Ἦ с 

Тогава от (7) получаваме, че 

()22l ὐ ὴ () 

i=1 

#() 

#(N) 
(%) 

. което се твърди B теоремата, тъй като $,(2) = 
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§ 8. Доказателство на теоремата на Смирнов 

След като имаме резултата от теоремата Ha Гнеденко - Kopo- 

люк, сме Β състояние да докажем TeopeMata на Смирнов 3a случая 
n=m. 

Teopema 1. Hexa са изполнени условията на теоремата на Гне- 
денко - Королюк. Тогава: 

К . 0.2 
a) πΙΒτἐοΦζ(π):Ι-ε 22" 30 к >0; 

й со 

6) lim Φ,(ο) - К(2) 1-2 Σ (-)5τ е7285 5 2 >0. 
T3 OO = 

Доказателство. Разглеждаме събираемото 

(112—n'c') !2 

Ο К ¢V 
в израза за Φι(2). По формулата на Стирлинг 

n! ~v2rne " n"(1 + 0(1)) 

получаваме 
2rne~2"n2"(1 - o(1)) 

а () = oo oo ΞΞτττττ--------- τ οο 
,ш,( ) Зя(п — Кс) e="+ke „/Зя(п + kc) е7 Ке 

1 1 п — ke)* 
"—T‘T(n”) а +е) 
еи n? 

Като вземем предвид, че Х и « ca фиксирани, а 6 =)zv2n[— oo 
заедно с п, за отделните множители ще получим 

k2c? k2222n 
— 4 1- - — 1 при n—ox 
n2 п2 ’ 

κ п k2229 n o2 

<1-—-——-.c—-> ~(1-— 4 п) — e при  τὸ 00, 
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(е-п:х/б) κεν Σ 

- -4]6212 - -)--------Μβ Ξ 6 при Ἢ -+ 00, 
(61...6) 

Следователно изпълнено е 
е1822 2133 . Ν ΝΌ Ν 

(1) A Тъе) рая Ξ 6 , k=1,2,... 

Ше покажем, че 3a всяко € > 0 u х > 0 при всички достатъчно 
големи пе изпълнено 

P{\/gDn,n <z} - K(2) 

където първият член е функцията Ф.(«), определена B условието 
на теоремата на Гнеденко — Королюк ΟἹ 8 7, а К (2) e функцията 
на разпределение на Колмогоров от условие 6) на теоремата на “ 
Смирнов. 

При дадено € > 0 съществува такова N, че ехр(--2Л222) < « за 
всяко фиксирано « > 0. Да фиксираме N. Съгласно (1) същест- 
вува такова по, че при всички п > по € изкълнено 

Ω ба = «ε, 

Ν Ν 

Ал |2 Σ (- ὨΡ Ὶ, (Ο - 2 Σ (- 51 ετλ <. 
k=1 k=1 

Очевидно (2) може да се представи BLB вида 

(3) б. 5 + вл 
където 

Фл =2 Σ (- Π е(е) - Σ ("1)’“᾽16"2’“᾽᾽᾽ 
N<k < [n/2] SN 

22 Σ ὐ +2 YD e 
N<k g [n/2] k>N 

= sl,'n, + SZ,n- 

Първата cyma Sy, B последния израз може да се оцени след 3a- 
мяна на. всички събираеми с максималния първи член и отчитане 
на техния брой (n/2 - Х) с израза 

(ПЗ?ЧС) 

(%) 
(4) Ял < 4 - 4672 (1 4 o(1)) < δε. 
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v 

Bropara сума 5ъ се оценява аналогично, KATO се M3Hece най-го- 
лемият й член ехр(-2Л/222) пред скоби и се отчете, че сумата на 

оставащите членове в безкрайния ред се мажорира от геометрич- 
1 

на прогресия с частно 3 Така 

(5) | Son < 46 Ν < 4e. 
Ot (3) - (5) стигаме до извода, че 3a всяко в > 0 и 3a BCAKO 

2 > 0 при достатъчно големи п.(п > Π0) е изпълнено &, < 10e. 
Доказаните теореми ни убеждават, че разпределенията Ha 

Смирнов и Колмогоров, които се използват за проверка на хи- 

потезите за съвпадане на функциите на разпределение в две из- 
вадки, не зависят от вида на разпределението им. Единственото 
изискване то да е непрекъснато може да следва от логически и 
чисто физически съображения относно характера на изследвано- 
то явление. Затова критериите на Смирнов и на Колмогоров се 

отнасят към непараметрични критерии за проверка на хипотези. 
Такива критерии играят BAyKHA роля в приложната статистика. 

ῃ 

ῃ 

§ 9. 42?-критерий 38 съгласие 

Нека &, ..., &, е проста извадка от наблюдения над случай- 

ната величина £. Искаме да узнаем разумно ли € да разглеждаме 
случайната величина Е като имаща някакъв конкретен закон на 
разпределение. 

Издигаме хипотезата Но, състояща. се в това, че опитните дан- 
ни са стойности на случайната величина €, имаща функция на 

разпределение F(x). Тук се предполага, че F(x) e вапълно оп- 
ределена, така че аналитичният й вид не съдържа вече никакви 

неизвестни параметри и стойността на F(r) може да бъде изчис- 
лена за всяко . Трябва да изберем метод за проверка на това, 
може ли да се счита, че опитните данни са съгласувани с хи- 
потезата Ну. Един ΟἹ най-често използваните за тези условия е 

х2?-критерият 38 съгласие на Пирсън. Да разгледаме този крите- 
рий. Както при построяването на хистограми, разделяме цялата 

област на изменение на случайната величина Е на | интервала 

Ay, ..., Δὶ и пресмятаме броя my, 4 =1, 2, ..., | на величините 

&, # 1,..., n, принадлежащи на А;. Предполагайки, че теоре- 

тичният закон F(r) е известен, можем да определим вероятността 
И 
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Ρ cnyqafifiai\a величина ξ да попадне B интервала А;: 

pi=P{&ed;}, 2-1,...,1. 

Тогава теоретичният брой на стойностите на случайната величи- 
на ξ, попаднали B интервала А;, може да се пресметне по форму- 
лата np; = m;. 

Резултатите OT приведените пресмятания OOMKHOBEHO се дават 
в таблица ΟἹ вида 

Интервали - 

Емпирична честота 

Теоретична честота - 

Тук Ял Ἐ. + ι епи ф еРИ Ξ 1. . 
Ако емпиричните честоти силно се отличават от теоретичните, 

то проверяваната хипотеза Hy следва да се отхвърли, в противен 

случай — да се приеме. 

Ше формулираме критерия, който би характеризирал степента 

на близост между емпиричните и теоретичните честоти: 
Ако проверяваната хипотеза Hy e вярна, TO като мярка за бли- 

зост между Я и пру за j =1, ..., 4 се използва критерият 

Σ (M, — np,)2 

71 пе) 

При вярна хипотеза Но величината #2 има асимптотично разпре- 
деление както x2(k) ¢ Е = ἰ —r — 1 степени на свобода. Тук г 

e броят на параметрите на F(z), пресметнати с помощта на из- 
вадката. Правилото за прилагане на х2-критерия се свежда към 
следното: По зададено ниво на съгласие а от таблицата на раз- 
пределенията на Х2(#) се определя квантилът Х2 така, че 

POE(R) > x2) = / ааау (@)dz = α. 
X% 

Axo #2 < x2, хипотезата На се приема, а axo #2 > x2, xunore- 
зата Hy се отхвърля. 

Да отбележим, че х2-критерият е незаменим в случаите, KO- 
гато директно получаваме емпиричните честоти #4, 4 =1, 2,...,, 

без да знаем точните наблюдения над случайната величина <. 
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Пример. В телеграфна станция са направени наблюдения 3a 

броя Е на неправилните свързвания в минута. В продължение на 

один час са получени следните резултати: 3, 1, 3, 1, 4, 2, 2, 4, 0, 

3,0,2,202,1,4,3,3,1,4,2,2,1,1,2,1,0,3,4, 1, 3, 2, 7,2,0, 

0,1, 8, 3, 1, 2, 4, 2, (0, 2, 3, 1, 7, 5, 1, 1, 0,1,1,2,2,1,1, 5. Да се 

памерят &, и 02 на неправилните свързвания B минута. Проверете 

изпълнено ли е основното условие за разпределението на Поасон 

Εξ = D¢. Намерете теоретичното разпределение на Поасон, съот- 

ветно на дадената извадка, и проверете степента на съгласие Ha 

теоретичното и емпиричното разпределение по у -критерия при 

ниво на съгласие а < 0,05. 

Рещение. Съставяме таблицата 

Необходимото условие за разпределението на Поасон практи- 

чески е изпълнено с А = 2. Теоретичният закон на Поасон е 

. 29 _ 
pj=P{£=]}='j—!e 2; 

където сме приели, че А = Εξ = ¢, = 2. Тогава намираме 

0 
P(0) = %—e"z =0,1353=pp; P(1)= %г” - 0,2707 = ρι; 

2 3 

Р)) = %-e-2 -0,2707 -- ρῃ; Р(3)- %г? = 0,1804 = ра; 

24 5 

Р(4) = Z—-e_2 -: 0, 0402 -- ра Р(5) < ξ-ἷε᾿2 = 0,0361 = р5; 

в 7 

Р(6) = %—e-fi =0,0120=ps; Ρ( Ξ 27-|ε"2 =0,0034 = рт. 
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Получените резултати записваме в следната таблица: 

[ Jo З [ 2 3 [4 | 
(¢ o [ 1+ [ 2 | 8 | 4 | 

| 6 | 
|а | 2, 

п- 
|по, 1 81 | 16,24 | 16,24 | 1082 | 

Обединяваме петия, шестия и седмия стълб поради това, че 

във всеки OT тях имаме малко наблюдения. Тогава получаваме 

i С З Ч [ 2 | 3 | 516 |7 | 
(g o[ 1 [ 2 | 8 | 5 и повече 
п--- - 
ἰ πρ; ἰ 81 

Ὰ
 | 4 

6| 
| 541 | 

Изчисляваме 

. (8-8,1)2 (17-16,24)? (16-16,24) 

Е ЕЕ ΄ 1624 
(10-10,82)2 . (6—5,41)2 (8-3,09) _ 

o8 T 541 T 300 Σ 

ΟἹ това, че ἰ =6, r=1, τὸ Е (|-т- | - 4 степени Ha сво- 

бода. Тогава от таблицата за Х2 при а = 0,05 и k = 4 намираме 

χξ = 9,5. Тъй като 9,5 > 0,2, нямаме основание да отхвърлим 

проверяваната хипотеза. 

Задачи 

1. Намерете емпиричните характеристики £, и 02 по членовете на вари- 

ационния ред и техните честоти: 

а) 

10,7 
14 17 Ге [0 [2 Гъ 11 | |а 151 
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6) 

(& Toa Τξ 87 89 [o1 58 [Ὁς o7 [99 o1 | 
Ге 17 Г Гъ 80 Гю Ге Jo 4]z ] 

Отг. а) Е - 11,19, 02 =0,19; 6) £, т 90,72, o2 = 17,20. 

2. Определете Fp(x) и постройте графиката й по данните: 

& 2 [6 [10] 

0 при z 52, 

0,2 mpu 2<z56, 

0,5 npu 6 <z<10, 

1 при  z > 10. 

3. Постройте полигона на UECTOTUTE HA разпределението 

Отг. Fp(z) = 

4. Постройте xuctorpamara no таблицата 

0+1,5 
[ni | 03 | 

5. Ποκἑακθτε, че ако (61, ..., ξ} има п-мерно разпределение на Дирих- 

ле Ф(А:, «..,Ав; Ak+1), TO сумата ἢ = ξὶ + + & има бета-разпределение 
Βίλι Ἔ .., Ἔ Mg Ak1)e 

6. Покажете, че ako (€1, ..., &) Ε D(A1, ..., Ав; Ав+1), TO за BCAKO г < k 6 
изпълнено (€1, „..; &) € D(A1, ..., λὲὶ Аваа Ἐ. Авка+а). 

7. Покажете, че ако (€1, ..., 6) €D (A1, ..y А; Ak+1), TO при всеки избор 
на числата га >0, ..., та >0, т +...- га ξ k € изпълнено 

(&ry, Eritray чеа §r1+~“+m) € 9“()\(1)1 ...3 /\(s); )‘(s+l))v 

където 

А(а) = А +еетана а + o0+ Афе 
A(s41) = Argtordrg+l Ἔ 000+ Ае



8. Покажете, че вероятностните плътности на разпределение на първия 

и на последния член на вариационен ред от наблюдения над непрекъснатата 

случайна величина Е с функция на разпределение F(z) са съответно 

Gry(@) < п(е) - )5 , С(е) п Да Е(а)"7, 

9. Нека при р € (0,1) броят ир на компонентите на извадката (1;...,бяз 

по-малки от р-квантила Tp, € асимптотично нормален Л (np,np(p - 1)) при 

п -+ оо. Покажете въз основа Η този факт, че ако #. е решение Ha уравне- 

нието Φ( ) = 1ty , TO при големи п наредените статистики &([np.])s ()) 

където Py и й. са решенията. на уравнението Ὕ у 

(νρ -- πρ)3 
то(1- p)] 

образуват т-доверителен интервал 38 Хр. 

=t‘2y’ 

10. Ръдърфорд и Гайгер B течение η8, 2608 периода, всеки с продължи- 

телност 7,53 8, ca отчитали броя на а-частиците, излъчени ΟἹ радиоактивеян 

обект. Броят v; на периодите, в течение на които са наблюдавани п; а-часе 

тици, са приведени в таблицата,: 

Се е еча еи 
525 | 532 | 408 |273 

Проверете с помощта на х2-критерия хипотезата, че броят на а-частици- 

те, излъчени за интервала. от време с продължителност 7,5 8, се подчинява 

на закона на Поасон с параметър A, за статистическата оценка Ha който се 

взема. средната, Ha извадката, при ниво Ha съгласие е = 0,05. 

Отг. Е =3,87, Х2 -12,9, Х2 = 18,3. Хипотезата се приема. 

11. В една от работите на Β. Борткевич се дава пример за прилагане на, 

закона на Поасон, като се изучава броят на смъртните случаим на войници 

от CTapaTa пруска армия, ударени от копитата Ha конете. Този брой е даден 

в таблицата: 

Брой на случаите Брой на 

в корпусите корпусите 
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Я 
. 1 

Намерете теоретичното разпределение на НПоасон и проверете степента 

18 съгласие между теоретичното и емпиричното разпределение по х*-кри- 

терия на Пирсън с ниво на съгласие а = 0,05. 

Отг. Х2 - 0,32, Х2(3)-7,8. 

12. В таблицата, дадена по-долу, са приведени данни за наблюденията, 

пад случайната величина €. Проверете хипотезата, че случайната величина 

Е има нормално разпределение при ниво на съгласие а = 0, 05. 

| 2 [ 8 | 3 [ 48 [ 22 [ 15 | 5 | 

Отг. Х2 =6,22, x2(5)=9,5. 

13. При изследване чувствителността на един OT каналите на 40 телеви- 

зора са получени записаните в следващата таблица резултати в микровол- 

тове: 

Интервали 
75-125 425-475 

125-175 475-525 

175-225 525-575 

225-275 575-625 

275-325 625-675 

325-375 675-725 

375-425 

С помощта na х2-критерия и критерия на Koamoropor nposepere хипоте- 

зата, че разпределението на чувствителността € нормално с параметри &, и 

02 при ниво на съгласие а = 0, 05. 

Отг. §, = 349, 02 = 106; 

а) Χ2 = 5,49, x2(10) = 11,1. Хипотезата се приема. 

6) Ра =0,234, /nD, =1,48, а =1,358. Хипотезата се отхвърля. 

14. Имаме две групи по 60 детайла от един и същ вид, произведени на 

два. струга. Резултатите от измерванията са дадени B таблицата,: 
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Ilposepere, използвайки критерия на Колмогоров, хипотезата, че две- 
те извадки принадлежат на една и съща генерална съвкупност с ниво Ha 
съгласие а = 0, 05. 
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. Тринадесета глава 

Непараметрични критерии 

В тази глава ще бъдат разгледани група критерии за взема- 

не на решения OTHOCHO свойствата на наблюденията в извадка- 

та или на наблюденията в няколко различни извадки, при което 

не се правят никакви предположения относно разпределението на 

наблюдаваната случайна величина. Непараметричните критерии 

служат 38 установяване на някои непараметрични факти — свойс- 

тва на извадките или на техни трансформации, които не зависят 

от разпределенията на наблюдаваните величини. Получените въз 

основа на тези критерии изводи най-често имат спомагателен ха- 

рактер и не са крайна цел на статистическото изследване. Те са 

начален или междинен етап в поредицата от методи за извлича- 

не на полезна информация от проведените наблюдения. Ние се 

спираме на най-популярните критерии от тази група. В повечето 

случаи строгите теоретични обосновки на критериите са изпусна- 

ти и са приведени само интуитивните им мотиви. 

§ 1. Изключване на груби грешки от извадката 

Нека ca направени п независими наблюдения &y, ..., ξη и нека 

С“ e онова наблюдение, което се отличава силно OT останалите. 

Във всички случаи «“ е или минималният, или максималният член 

на общия вариационен ред на извадката. 

- 1 
Нека, “ Ξ Ε(ξΙ ἘΠ.::Ἐξ,}). 38 пълнота ще разгледаме два случая: 

а) D¢ = 02 e известна 6) D¢ e неизвестна. 

Формално случаят а) следва да бъде отнесен към параметрич- 

ните случаи. 

Случай а). Величината 

А Ν ξῄ-ξπ 

t —a\/n+1\/7_l 
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би трябвало да има (поне приблизително при големи п) стандар- 
тно нормално разпределсние, когато & е наблюдение от същата 
извадка (хипотеза. Hy), т. е. когато не e груба грешка. Нека Е е 
абсолютната стойност Ha t*. При вярна хипотеза Hy вероятността 
на събитието {|t*| 22} e 2 -- 2Φ(2). Ако пресметнатата по този на- 
чин вероятност се окаже твърде малка, счита се, че стойността с” 
съдържа. груба грешка и трябва да се изключи ΟἹ по-нататъшна, 
обработка на резултатите. 

Пример 1. Извършени са 41 независими наблюдения над ве- 

личината Е с дисперсия 0 = (0, 133)2. Едно от измерванията £* e 
6,866 и силно се отличава от останалите числа., Може ли да се 

счита, че наблюдението £* съдържа груба грешка и да се отстра- 

ни от по-нататъшните обработки на наблюденията, ако средното 
аритметично Ha останалите 40 наблюдения е « = 6,5? 

Решение. Пресмятаме 

6,866 - 6, 500 
ἐ π- - - - V40 - 2,72. 

0,133v41 

Ot таблицата Ha нормалната функция HA разпределение намираме 
за вероятността р = 2 — 2Ф(2,72) = 0,0036. Това е твърде малка 
вероятност в случай, че #“ не съдържа груба грешка. Следова- 
телно с вероятност 1 - р = 0, 9964 можем πᾶ считаме, че £ е груба 
грешка и можем да го изключим OT по-нататъшна обработка. 

. 1 ш К 
Случай 6). Нека #2 - πξὶ Σι(ξ.τ -6,)?. При големи п вели- 

2 
чината 

ж.. К* —'zn! () и Е 

би трябвало да бъде разпределена приблизително по закона на 
Стюдънт с п - 1 степени на свобода, когато € вярна хипотезата 

Ηρ, че Е“ не съдържа груба грешка и също е наблюдение над . 

От таблицата за разпределението на Стюдънт за даденото п 
се пресмята квантилът . 38 определено, предварително избрано 
а (обикновено а = 0,9;0,95) и се сравняват # и t,. След това 
се постъпва така: При t* 2. може да се счита с вероятност 33 
извода, по-голяма OT &, че “ съдържа груба грешка. и трябва да 
се изключи OT по-нататъщни пресмятания. При t* < t, това не οβ- 
начава все още, че няма груба грешка. Просто няма достатъчно 
основания 33 изключване на силно отличаващото се наблюдение. 
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Забележка. Приведените критерии работят най-добре, 
когато наблюдаваната случайна величина ξ има нормално раз- 
пределение. 

Пример 2. В пример 1 нека s = 0,133 е получената в резултат 
на измерванията оценка. на стандартното отклонение σ. Може ли 
да се счита, че наблюдението С“ = 6,866 съдържа груба грешка? 

Рещшение. За отношението (1) получаваме 

0,366 9 . 
ш 0—————, 133 ἶ ш 12, 65. 

От таблицата за разпределението на Стюдънт с 39 степени на 
свобода при а = 0,99 намираме t, = 2,71. Тъй като очевидно 
Г =12,75 > 2,71, 10 явно Е“ трябва да се изключи от следващите 
обработки HA статистическите данни. 

§ 2. Критерий на знаците 

В експерименталните изследвания често трябва да се сравия- 
ват два реда статистически наблюдения над обекти, принадлежа- 
щи на две различни разновидности, типове, сортове, получени по 
разни методики, технологии и пр. Математическата постановка 
на задачата е следната: 

Разполагаме с две независими редици от еднактъв брой неза- 
висими наблюдения: 

(ξ) ξΙ: ξ'Ζ’ 6 Σ fn; 

(72) : ту M, чеа T 

над случайните величини « и 7. Да се построи критерий за про- 
верка на хипотезата 

На : двете редици () и () са наблюдения над случайни вели- 
чини с един и същ закон на разпределение 

срещу алтернативата 

Ηι : наблюдаваните редици () и (77) са OT съвкупности с раз- 
лични помежду си разпределения. 

По този начин може да се отговори на въпроса, дали разли- 
чията между наблюденията в редиците (2) и (1)) са значими, съ- 
ществени, Τ. е. дали те са свързани с различни качества HA двете 
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разглеждани разновидности ΟἹ обекти, или разликите 4; = & - 1) 

следва да бъдат отнесени за сметка на случайни отклонения в 

стойностите на измерваните показатели? Последното твърдение 

€ същността на нулевата хипотеза Ну). Аналогично на случая OT 

критерия на Смирнов тя може да се запищше с равенството 

Hy: P{& <z} ΞΞ:  Ῥίηι <z} - Е(2) за всяко т. 

Забележка. Законите на разпределение F;(x) могат 

да бъдат различни в различните опити ({ = 1, ..., п), тъй като 
разликите 4; = & - 1) са симетрично разпределени около нула- 
та, T. е. отклоненията към положителния и отрицателния знак са 
равновероятни: 

1 
Ρ{ὤι’ < O} = P{di 2 0} = 3 

Обикновено разликите, равни на нула, се изключват OT разглеж- 
дане. Но при непрекъснати разпределения Fi(z) на наблюденията 
нито една от разликите 4; не ще е равна на нула. 

От редиците () и (1) дефинираме редицата ΟἹ п знаци 

sgn(€ - я) : +1, +1, -1, ..., +1, 

B KOATO на {-Ta позиция стои +1, ако 4; > 0, или —1, ако d; < 0. 
Hexa v, e броят na 1 B редицата {sgn(fé —n)}. Проверката на 
нулевата хипотеза Ну се свежда до проверка на еквивалентната й 
хипотеза 

1 
Ηὃ : разпределението на v, € биномно с параметрип и p = —2‘ 

срещу алтернативата 

, 1 
H]_ р ΐ,έ '2'. 

Правилата 3a проверка Ha такива сложни хипотези са добре 
известни ΟἹ трета глава. KpuTuuxHara област при зададено ниво 
на съгласие а е двустранна и се определя с число C, така, че 
точно или приблизително да е изпълнено равенството 

A Σ (A LTS Σ (AP 
k=0 k== ξ'--}-ζἶα 

п 
Vp — = 
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а 
При неголеми п (за п 550) съществуват таблици за -<--квантила 

2 
1 

на биномното разпределение с параметър р = 3 с чиято помощ 

по-просто се търси този квантил. При големи п (например п > 50) 

константата Су може да се определи с използване на нормалното 
приближение за биномното разпределение 

Ινῃ ~ ΞΙ 
Ρ{νπ-ξ ἓσα}:Ρ "‘1———2—‘> 10(! zl—@ (g_gg_)_l_(p ("2_%)’ 

и и “ 
т. е. от уравнението 

2Са а 
— | ше а o (%) =1-3 

Ако t, e коренът Ha уравнението Φ() = o, ToraBa ще имаме 

1 
Съ #3 -2—\/5 t-g. Хипотезата Hy за еднородност на двете извад- 

ки следва да се приеме като непротиворечаща на резултатите от 
наблюденията, когато 38 броя ¥, на положителните знаци Β реди- 
nata {sgn(€ - 1))) е изпълнено 

n 1 n 1 
- - -- а < - - α . 5 —5hogVASI ST+ 5t gVn 

KoraTo тези неравенства Ca нарушени, хипотезата Ну се отхвърля, 

като вероятността. да се допусне грешка от първи роде а. 

Пример 1. Извършените 100 паралелни наблюдения над οὔ- 

разци от продукцията на два цеха за електрически лампи с мощ- 

ност 60 УУ показали, че в 36 от случаите лампите от първия цех 

светят по-дълго ΟἹ тези, произведени във втория цех. При ни- 

во на съгласие а = 0,05 може ли да се твърди, че двата цеха 

произвеждат продукция с еднакво качество? 

Pewenue. Използваме нормалното приближение на споменатия 

критерий. Решението на уравнението Ф(#) = 1 -- 9’-29-5- ей : 1,96. 

Областта Ha приемане Ha хипотезата Но е 

50 - 0,98v/100 < v, < 50 + 0, 98v/7, 
т.е. 40 «ν, Ξ60. Тъй като в случая v, = 36 е вън ΟἹ тази οὔ- 

ласт, заключаваме, че продукцията на двата цеха не е еднородна. 
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Нещо повече, можем да твърдим, че продукцията на втория цех 
е с по-добри качествени показатели от гледна точка на срока на 
използване на лампите. 

Kpurepuar на знаците е широко разпространен благодарение 
на това, че процедурата. Ha прилагането му € изключително прос- 
та. Измерванията на сравняемия показател могат да се провеж- 
дат с груби средства, достатъчно е да се определи в кой от двата 
обекта този показател има превес. Трябва да се има предвид оба- 

че, че при малки п критерият на знаците ще отхвърля нулевата 
хипотеза само в случаите, когато р е близо до (0 или до 1. 3a- 
това брой на наблюденията 10 - 15 може да се използва само за 
предварителни и твърде груби съждения. Когато стойностите на 

1 1 
конкуриращи се хипотези с р = < са близки до 5: Това различие 

може да се долови само при големи п. 

§ 3. Критерий на Уилкоксън 

Критерият на знаците е неприложим, когато броят на наблю- 
денията в двете извадки е различен. Тогава проверката за при- 
надлежност на извадките към една и съща генерална съвкупност 
се извършва по критерия на Уилкоксън. 

Задачата е почти същата както при наблюдения 

(ξ) ξΙ’---,ξπΞ 

(η) СПъуе Тто 

за които предполагаме, че са извадки от случайни величини с 
непрекъснати функции на разпределение Е(+«) и С(+) (за да няма 

съвпадащи стойности между тях). Образуваме общия вариацио- 

нен ред на двете редици от наблюдения 

Ny < Е“л <&jp <Пь < т <& 

Нека величината U, ,, е общият брой инверсии в този вариацио- 

нен ред. Казваме, че наблюдението §; образува k инверсии, ако 
в общия вариационен ред числото ; се предхожда ΟἹ точно k ве- 

личини от реда (η). Доказва се, че когато е вярна хипотезата 

Ну : F(z) = G(x), 1. е. когато редиците () и (n) имат една и съща 
функция на разпределение, величината Uy, , е случайна съответно 
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със средно и дисперсия 

саз Вйща т П. 02 =DUnpn="2(m+n+1). 2 ’ 12 

При големи т и п (Ha практика такива се считат m,n ?2 10) слу- 
чайната величина Uy, при вярна хипотеза Hy е асимптотично 
ЛМ(а, а«2)-разпределена. Следователно критичната област W с ни- 
во на съгласие а може да се дефинира с неравенство от вида 

Пт,п -а 

. > Ko, 

където KOHCTAHTATA K а Се определя от условието 

а-Р { 35 5 » k.| Ho} 1= B(K,) + (= Κὼ = 2[1 — B(Ka)]. 

Константата K, e pemenue на уравнението Ф(4) = 1 - ἓ-, а критич- 

ната област може да бъде записана още с неравенствата 

W Um,n > ат.а Ἔ Uyzn,,ntl_%‘- ᾽ 

U'm,,n < ата — Um,ntl—%' 

Когато Сю С W, хипотезата На се отхвърля, B противен случай 
Ну не противоречи на резултатите OT наблюденията. 

 Пример. За един и същ образец на чиста повърхност с пра- 
вилен профил са проведени по 12 измервания с два двойни мик- 
роскопа с номера 61 и 263. Измерванията са дадени в табл. 1. 

Таблица 1 

Резултати от измерванията 

{1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 | 7 
61 0,8 1,9 3,0 3,5 3,8 2,5 1,7 0,9 1,0 2,3 3,3 3,4 3 0 
При ниво Ha съгласие а = 0,05 може ли да се счита, че между 

показанията на уредите няма систематични различия и че те имат 
еднаква разделителна способност? 

Необходимо е да се провери хипотезата Но : разпределенията 
на двата реда измервания имат еднакви функции на разпределе- 
ние. 
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Решение. Разполагаме данните в обща редица в растящ ред, 

като наблюденията над Е са подчертани: 

0,2 0,8 09 10 1,1 1,4 16 1,7 1,8 1,9 2,1 2,3 

2,5 2,7 2,8 3,0 3,1 3,3 34 3,5 3,6 3,8 4,0 4,7 

Броят на инверсиите за (С) е 

и-1+1+1+4+5+64+6+8+9+9+94+10-69. 

По горните формули намираме 

By =212 _p, 2 

DU=—1—§—'2-1—2--(12+12+1)=300, 

σῃ = V300~ 17,3. 

ЕБЕритичната област 3a хипотезата Ну при HMBO Ha съгласие 
а = 0,05 има вида (според нормалната апроксимация) 

W= U<72-1,96.17,3 =~ 38; 

T\ U >172+1,96.17,3 ~ 106. 

Получената стойност 3a 6pos на инверсиите е U = 69 и тя не 
е в критичната област. Затова хипотезата Ну не се отхвърля, 
т. е. няма основания да се счита, че двата уреда имат съществено 
различаващи се точности. 

Забележка. При малък брой инверсии (или при твър- 

ΠΘ голямо (/) наред ¢ отхвърлянето на хипотезата Ну може да се 
направи заключението, че случайната величина £ е стохастично 
по-малка (стохастично по-голяма) ΟἹ величината т). Означава се 
Е < 1) (или Е > 1)) и се разбира, че за всяко число T € изпълнено 
P{¢{ < 2)2 РП) <z}, т.е. Е.(+) 2> Fy(x) при ξ < 1. 

§ 4. у2-критерий за еднородност 

Когато се проверява хипотезата за еднаква разпределеност на 
случайните величини ξ и 1 по независими наблюдения &, ..., ξῃ и 

My «..з т както в предишния параграф, вместо критерия на Уил- 
коксън може да се използва у“-критерият. Проверяваме основната 
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хипотеза . 

Hy:P{¢ <z} =P{n<z}, zé€(-00,00), 

независимо ΟἹ TOYHMA вид Ha функцията на разпределение. 38 

разлика ΟἹ предишните случаи тук се допуска разпределенията 

да не са непрекъснати. 
Процедурата на проверка Ha хипотезата Ну срещу алтернати- 

вата Я; # Н (отрицанието на Н) e следната. Интервалът (а, b, 

който съдържа извадките, се разделя на г подинтервала с поне 

по 5 наблюдения във всеки интервал. Нека това деление е 

ατ 20 < а < <2y < 2. =b 

Да означим съответно с т и ту броя на наблюденията OT из- 

вадките () и (), попаднали в интервала |#4-1, 24). При вярна хи- 

потеза Hy величината 

има асимптотично (при големи п и т) х2-разпределение с г - 1 

степени на свобода. Затова при дадено ниво на съгласие а и 

при избрано г се определя критичната стойност x2(r -- 1), с κο- 

ATO по-нататък ще се CPaBHABA MPECMETHATATA OT наблюденията. 

статистика 2. 
Ако #2 > x2(r -- 1), хипотезата Но се отхвърля, тъй като извад- 

ките не могат да се разглеждат като наблюдения ΟἹ една и съща 
генерална. съвкупност. Когато #2 < x2(r — 1), хипотезата Hp може 

да се приеме за вярна. 

Пример. По статистически данни разпределението на доходи- 

те по възрастовите групи на 40-годишните (на възраст от 40 до 

50 г.) и на 50-годишните (от 50 до 60 г.) работници е показано 
на табл. 2. 

Tabauua 2 

Доходи |До 1000 От 1000 Ot 2000 От 3000 Ot 4000 Над 

(B крони) до 2000 до 3000 до 4000 до 6000 6000 

40 г. 7831 26740 35572 20009 11527 6919 | 108598 

50 r. 7558 20685 24185 12280 6776 4222 75707 

Може ли да се счита 38 значителна разликата B разпределени- 

ето на доходите между 40-годишните и 50-годишните работници? 
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n; - n 
—_— W= 

n; +m; n+m 

5(\2 може Ja се препише B по-удобната, за пресмятане форма 

Pewenue. Ако положим w; = , TO изразът 38 

. 1 μ . 
2---- # " -“--- - 50 Ξ ) ἰἓιπιωτ nw 

Съответните пресмятания NMOKA3BAT, че B случая #2 = 840,62 
при 5 степени на свобода. Дори при ниво ΗὮ съгласие а = 0, 001 
съответният квантил χῇ 001(5) е по-малък от #2. Това e признак 
за силно значима разлика между разпределенията,. 

8 5. х2-критерий за независимост и елнородност " 
на дисперсиите 

Α. Често възникващ въпрос е дали два вида измервания на 
един и същ индивид на генералната съвкупност са зависими по- 
между си величини или не. Така например може да се постави 
въпроса, зависи ли ръстът на човека от неговото тегло или зави- 
си ли кръвното му налягане от възрастта и пр. 

Решаваме следната математическа. задача: Нека ξ и 1) са две 
случайни величини, които се наблюдават в един и същ експери-. 
мент и образуват случайния вектор (6,1)). Да се провери дали те 
са независими случайни величини, т. е. да се построи критерий 
32 проверка на OCHOBHATA хипотеза, 

Ηρ -Ῥίξ <z, n<y}=P{{<z}P{n<y). 
Процедурата на решение е следната. Прави се извадка OT 

едновременни наблюдения (а,1)1), ..., (бъ,н). Нека стойностите 
&1,.-., ξῃ се съдържат в интервала [a,b], а 1, ..., а — в интервала 
le,d]. Да разделим (а, 0) и (с, 4) съответно на г и на 8 подинтервала 
ал < а < < 2, =>bc=t <я « --: « ἐς =d Нека т) 
е броят на двойките наблюдения (“р, а ), за които & € |21-1,2;) и 
Пь Ε (4-1,5)). Да положим 

” 8 

П.) = ἕ Nij, Nje = Ε 1)}}» 

Jj=1 221 

Представянето Ha данните (бр, 1)) във вид на двумерна табли- 
ца от съвместни стойности на честоти по двойки подинтервали 
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се нарича корелационна таблица, а представянето им в графичен 
вид в координатна система (€,1) — корелационно поле (вж. 8 14.3). 
Очевидно 

Σπ.͵ = Ещ. = ΣΣ..., =n. 
. 1 ἐξξὶ j=1 

При вярна хипотеза Hp величината 
2 

п,-.п,.,ч 
- 8 ὴ — —— 2 

χ -п ἕ Ξ ——————————n ἕ - TLi.'fl.j 
< NjaTlej n,.n., n 

има асимптотично у?-разпределение с (r—— 1)(8 - 1) степени на cBo- 
бода. 

Приемането или отхвърлянето Ha хипотезата Hy става. по поз- 
натия начин. При избрано ниво на съгласие а се определя кван- 
тилът Х2((г - 1)(8 — 1)) и се сравнява с пресметнатата от наблю- 
денията стойност на #2. Когато #2 2 x2, хипотезата за независи- 
ми разпределения на двете величини се отхвърля, в останалите 
случаи тя се приема като непротиворечаща на резултата ΟἹ наб- 
люденията. 

Пример 1. Проверяват се п = 500 цилиндрични детайла от- 
HOCHO два размера: диаметър Е и дължина 7). Всяко отклонение 
от нормите се счита за дефект. Резултатите са дадени в табл. 3. 

KauecTBenn 

Дефектни 

Всичко 

Таблица 3 

Качествени Дефектни Всичко 

Независими ли са признаците Е и n? 

Решение. В случая г τὸ в = 2, 

пу =464, π|2) Ξ 4, . = 468, 

По = 6, Поз = 26, Noe = 32, 

n.a =470, п.з =30, п = 500. 

Статистиката 2 има вида 
2 

~ Nn11N22 — N12N2 %= п 1722 = тазпа О 343,20. 
т.попП. .. 
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Oz таблиците за x2(k) ¢ k= (r —1)(s — 1) = 1 степени на cBOGO- 
да (вж. табл. 2 ΟἹ приложението) при HUBO Ha съгласие а = 0,0 
отчитаме X3 .05(1) = 3,84. : 

Тъй като #2 = 343,2 > 3,84 = x2, хипотезата Но се отхвърля, 

Двата размера не може да се приемат за независими случайни 
величини, 

Β. Хипотезите относно дисперсиите заемат видно място B ста- 

тистиката, тъй като само познаването на параметрите на разсей- 
ването на резултатите позволява да съдим за надеждността на 
оценките. 

Възможни са няколко постановки: 

Дадена е извадката &, ..., £ от независими наблюдения над 

случайната величина Е с неизвестна дисперсия о2. Как да прове- 

рим основната хипотеза Ну : 42 = o0 cpemy алтернативата 
H; : 0> > 0%? Задачата се среща на практика Β случаите, KO- 

гато по установените традиции и опит се знае, че дисперсията на 
някоя важна характеристика € oz. Но очевидно са се променили 

условията, при които се е работило с тази характеристика. Пов- 

лияли ли са те върху нейната дисперсия? Ако дисперсията не се 
е променила, то статистиката 

2 n 

(n—1) :—g - ξ (ξι - 6) ;ἓξ“) - ς 

асимптотично ще има у?-разпределение с п - 1 степени Ha свобо- 
да. Kpurepmar за проверка на Но с ниво на съгласие а срещу 

алтернативата Н) изглежда така: 

2 
в « 

(n=1) 22 > XA~ D), 

където χξ (η -- 1) се определя по таблиците за хг-разпределението 

с п- 1 степени на свобода от уравнението 

P{X*(n-1)>x5(n-1} - а. 
Когато #2 < x2, хипотезата Hy се приема. При 2 > x2 хипотеза- 
та, че наблюдаваната величина ξ има предполагаемата дисперсия 
бо, се отхвърля. 

Пример 2. Произведените на автоматичен струг цилиндрич- 

ни шайби имат дължина, която е случайна величина Е с нормално 

разпределение N(a,0?). Известно €, че точността на настройката 
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на струга е #20 ишт, т.е. σὺ = 20 шп, или че Ὠξ = 400. Напра- 

вени са пробни измервания на 20 шайби, от които са сметнати 
ξ,, =18 μῃ и 82 = 784. ΠΡ нвиво на съгласие а = 0,02 да се προ- 

пери хипотезата На : ОЕ = 400 срещу алтернативата Н) : Ὠξ # 400 
(което съответства на разстройка на струга). 

Pewenue. По таблиците за у?-разпределение с 19 степени на 

свобода при ниво на съгласие а = 0,02 определяме квантила 

xf, = 34,9. Емпиричната статистика дава 

, 784 22 < Е ς =19 - 51,24. 

Тъй като Х2 > Xx§02(19), трябва да се приеме, че точността на 
струга се е изменила (т.е. DE # 400). 

8 6. Е-критерий на Фишер 

Е-критерият на Фишер най-често се използва в статистиката 

33 проверка. на OCHOBHATA хипотеза Но: в две генерални съвкупнос- 

ти дисперсиите Η даден количествено измерим признак са равни. 
При това от двете съвкупности са получени извадки 

(ξ) €1y еа ξη) 

“ (η) : Туъ Пто 

които са независими наблюдения в съвкупност. Хипотезата На 

може да се изрази математически с равенството D¢ = Р) и тряб- 

ва да се провери срещу алтернативата Я1 : Ὠξ # ΏὨη. 

Хипотезите за дисперсиите играят голяма роля в науката и 
практиката. От измерваната чрез дисперсията величина. на раз- 

сейването се характеризират такива важни конструкторски и тех- 
нологични показатели като точност на машините и уредите, греш- 

ки в показанията на измервателните уреди, точност на техноло- 

гичния процес и т. н. ΟἹ резултатите при проверката на хипоте- 
зата за равенство на дисперсиите зависят и някои по-нататъшни 

статистически процедури на обработка Ha двата реда от наблю- 

дсния 33 проверка Ha други хипотези (вж. 8 7). 
Проверката на хипотезата Ну използва статистическия пока- 

зател - 
~ 5 
F= „3, 

85) 
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2 и 22 където S¢ и 8, са неизместени оценки на дисперсиите ОЕ и Ю») 
(вж. десета глава). Когато е вярна хипотезата На : ОЕ - η κ 
случайните величини ξ и 1) са нормално разпределени, показате- 
лят F има Е -разпределение на Фишер с (п - 1,т — 1) crenenu на 
свобода. Ако xunoresara Hy не е вярна, Е няма Е-разпределение. 

Еритичната област за критерия F при дадено HUBO на съгла- 
сие а се строи така: Хипотезата Ηρ се отхвърля, когато F> Fl 

или F < Fa . 

а Тук числата Р1-% и Р% се избират съответно като | 1 — 5) 

а 
квантил и квантил Ha Е(п.- 1,т-- 1)--разпределението, т. е. като 
рещшения на уравненията 

а Р {F(n -1m-1)> Fl_%} =3 

P {F(n—- ILm-1)< Fg} = -ἓ-. 

Този избор на критичната област осигурява най-голяма чувстви- 
телност на Е-критерия -- отхвърлят се едновременно много го- 
лемите и много малките стойности на Р. 

На фиг. 25 е представена кривата на Е-разпределението. Вся- 
а 

ко от защрихованите лица е равно на Ξ Фигуративно казано, KO- 

гато извадковата стойност Я се окаже в защрихованата критична 
област, хипотезата D¢ = Dy трябва да бъде отхвърлена. 

Нека Е“ = (Bt = „/55. При вярна хипотеза Ну и нормално 
разпределени ξ и 1) величината #“ uma Е-разпределение на Фишер 
с (m—1,n - 1) степени на свобода. С помощта на функцията #” 

вероятността Р {F < F%} може да бъде изразена Taka: 

a - Ν 1 1 Ν , _1_ E_P{F<F%}_P F>F« =P F>F0 . 

Този резултат показва, че лявата критична граница на критерия 
Р съответства на дясната критична граница на критерия F'. 3a- 
това € достатъчно да се HAMCPAT CaMO десните критични граници 
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О | Ff_;. Fl-% 

Фиг. 25 

3a Еи Е”. Тази e причината B съществуващите таблици 38 F-pas- 

пределението да се дават само десните критични граници, т.е. 

квантилите Р1„%, табулирани за различни съчетания на степени- 

те на свобода Ар =n—1u ' =m—1, и 10 38 k; < #. 

Забележка. Обикновено при пресмятането на Е се взема 
отношението на по-голямата по стойност от двете дисперсии Ξἓ 

и 5?1 ΚΌΜ по-малката. Тогава можем да се условим отхвърляне- 

то на хипотезата за равенство на дисперсиите да става, когато 

емпирично определеният критерий Е има стойност, по-голяма от 
критичната граница ΡΙ-Ξ. Така ще се налага само едно търсене 

в таблиците за Е-разпределението, 

Пример. При обработка на втулки (по еднакъв образец) на 

два автоматични струга са отбрани две проби. От първия струг 

са взети 10 втулки, а от втория — 15. По данните от тези проби 

са пресметнати емпиричните дисперсии 37 = 9,6 pk и 32 = 5,7 pk. 
При ниво на съгласие а = 0,05 може ли да се твърди, че двата 

струга произвеждат детайлите с еднаква точност? 

” Решение. Критерият Е има стойност 

~ 82 9,6 | _5% _ 20 ς ) F~§%—5,7 1,68 
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Ако хипотезата 32 еднаква. точност на произвежданите детайли в 
вярна, Е трябва да има разпределение #(9, 14) с (9, 14) crenenn на 
свобода. От таблиците за Е-разпределението виждаме (с интер- 

полация на междинните стойности, когато липсват данни 38 съоте 
ветното ниво на съгласие или съответните степени Ha свобода), 

че Ерот5(9,14) = 2,65. Тъй като Е = 1,68 < 2,65, то предполо- 
жението за еднаква точност на произвежданите детайли на двата 
струга не противоречи на резултатите от извършените проби. 

8 7. Критерий на Стюдънт 

Една от централните задачи в математическата статистика е 
проверката на хипотези 32 математическите очаквания. Вярното 
определяне на средното за даден параметър в генералната съв- 
купност по емпирични данни от извадката и сравнението на две 
и повече съвкупности по средните стойности на дадена тяхна ха- 
рактеристика е обичайна задача за повечето експерименти. За 
пълнота ще разгледаме и параметричния случай на използване 
на Е-критерия, като изрично ще отбележим, че неговата корект- 
ност е безспорна само за случая на нормално разпределена проста 
извадка. | 

A. Нека &, ..., £, са независими наблюдения над случайна ве- 

личина със средно а и дисперсия о2. Емпиричните оценки 38 а и 
а2 са величините . 1 " 1 n - 

g, = π (а++65) # - πς-τ Ξ(ξι -ξ,)". 

Обикновено не знаем нищо 38 а и о?. Проверката на хипотезата 
Ἐξ = ар се извършва с помощта на едностранни и двустранни кри- 
терии в зависимост OT характера на алтернативната хипотеза H,. 

Ако алтернативата H; e, че ЕЕ > ар, то критичната област 
за проверка на хипотезата Ну срещу алтернативата Н) с ниво на 
съгласие а изглежда. така: 

#. - én - й0 

" Ω 

Тук Ел и 82 са емпиричните оценки 33 средното и дисперсията на 
£, а числото t, се определя от условието P{t, > .) = а. Ве- 

личината by, при големи п има приблизително разпределение на 

> ta. 
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тюдънт (Е-разпределение) с п - 1 степени на свобода. Числото 

ἰκ се определя по дадени п и & от таблиците 3a -разпределението 

като негов а-квантил. 

Ако алтернативната хипотеза е Я) : ЕС # адо, критичната об- 

ласт за проверка на хипотезата Εἰξ = ар срещу алтернативата Е 

(двустранен критерий) изглежда. такаг: 

(1) Ιξπ " aOI > Ъ%З„Л. 

Тук й% се определя от условието Р {tn > t%} =3 

Пример 1. B един завод се изпробва нова технология за про- 

изводство на радиолампи. Проверени ca 9 лампи, които показват, 

че средният им срок 38 безотказна. работа е 590 часа и диспцерси- 

ята e 32 = 100. Известно €, че средният срок 38 безотказна работа 

на радиолампите, произвеждани по старата технология, е 500 ча- 

ca. Може ли да се твърди при ниво на съгласие а = 0,05, че 

новата технология е изменила средния срок за безотказна работа 

на радиолампите? 

Pewenue. Построяваме критерий за проверка на хипотезата 

На : ЕЕ = 500 срещу алтернативата Я1 : E{ > 500, където ξ 6 

срокът за безотказна работа на радиолампите при новата техно- 

логия. Емпиричните резултати дават 

?_590—500_99_3 

"TOJ/I00v9 90 ΄ 

Ако e вярна Ну (и освен това, ако ξ е нормално разпределена 

случайна величина), . трябва да uMma #-разпределение с 8 степе- 

ни на свобода. По таблицата Ha 1-разпределението намираме, че 

решението на уравнението 

P{t(8) > t0,05} =0,05 

Ω 

е toos = 2,306. Тъй като t, = 3 > 2,306, хипотезата Hy следва да 

се отхвърли, т. е. новата технология съществено променя средния 

срок за безотказна работа на радиолампите, като го увеличава.. 
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Β. Нека ca дадени две независими извадки 

(ξ) Ж 

(η) : ἢι».--»ἤπι" 
Критерият на Стюдънт може да се използва за проверка на хи- 

потезата Но: Εξ = Ἐξ срещу алтернативата H; : Ἐξ # En. 

Тази задача е важна в практиката, когато възниква въпрос за 

сравняване на средните резултати от две технологии за производ- 

ство на едни и същи изделия, за еднотипност на производството 

от две различни предприятия и пр. 

За построяването на критичната област е важно да се зна- 

AT дисперсиите 02, 05 на двете величини ξ и 7). Процедурата e 

различна за случаите σξ = σ и σξ # σ Ето защо задачата 38 

сравняване на две средни величини по емпирични данни се пред- 

хожда обикновено от задачата за сравняване на дисперсиите B 

двете извадки (по този въпрос вж. § 6). 

По данните от наблюденията () и (1)) се определят емпирич- 

ните средни E,, и Яу и емпиричните дисперсии εἓ и εξ. След това 

се сравняват дисперсиите σὲ и σὲ по Е-критерия, описан в 8 6. 

Ако е потвърдено предположението, че а = o2, за общата им 

дисперсия се полага 

Ν Βἓ'ΐι +8%'f2 

ΔΈΡ. 

където fi Ξ π--ἴ, fo = m — 1. Критичната област с ниво на 

съгласие а изглежда така: 

8 

Ιξπ. - ἣπι' 

τ.1 
п т 

>te. 
2 Ω) t= 

Когато e вярна хипотезата Нао, величината ¢ има приблизител- 

но разпределение на Стюдънт Ο Π Ἔ т — 2 степени на свобода. 

Числото t% се определя от условието P {t(n +т- 2) > t%} = — 

по таблиците за разпределението Ha Стюдънт при даденото α. 

Пример 2. Въз основа на две серии от наблюдения 38 ξ с 

n=7 наблюдения и 38 ἢ ¢ т = 11 наблюдения се оказало, че 

£, =5 85 - 0,8; T Ξ 4,6; 82 = 0,5. Да проверим хипотезата 

Εξ = Е) приа = 0,05. 
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Pewenue. Да сравним отначало дисперсиите. Тяхната разлика 

e незначителна. Наистина при а = 0,05 по таблиците за разпре- 

делението на Фишер със степени на свобода (6,10) може да се 

види, че Р% =0,12, а 17”1-% = 3,2. Отношението на емпиричните 

дисперсии е 

͵ F=2"=16. 

Обединената оценка 38 дисперсията Ha би ἢ 8 

. 6.0,8+10.0,5 
- 5 = ----- ----ὦς--- - 

6+10 
ι 

Cera да построим t-KpUTEPUs 33 проверка на равенството на сред- 

ните Е“ = Еп. По (2) пресмятаме ἐ = 1,36. При ниво на съгласие 

а = 0,05 и Г-разпределение с 16 степени на свобода (16 = 6 + 10) 
определяме #.% = 3,3. Тъй като 1,36 < 3,3, хипотезата, че E = Ε, 

трябва да се приеме. 

Ако сравняването на дисперсиите в двете извадки е довело до 
извода, че 02 # 02, критичната област изглежда. така: 

= 0,61. 

(3) ф=ш>ш„ 
᾽ ;2 ΞἹ 2 

X4 
n т 

Тук T е също разпределена (при големи т и n) по закона на 
Стюдънт с т + п - 2 степени на свобода. 

Едностранните (-критерии се прилагат, когато алтернативна- 
та хипотеза е Н) : ЕС > Е) (или Е“ < Е)). Тогава в числителите 

на посочените критерии се взема просто разликата &, —7,, а кри- 
тичната граница при ниво на съгласие а вместо с квантила #« се 

определя с квантила Фа. 

Пример 3. При пробни изпитания за разкъсване на две из- 

вадки с по 50 намотки от кабели, произведени в два завода, се 

оказало, че 

£, 120,8 kg/mm2 (3a завод A), 

Ящ = 128,2 kg/mm2 (3a завод B). 

Ot предишни наблюдения и експерименти € доказано, че ξ и ἢ ca 

нормално разпределени величини със средно-квадратични откло- 

нения 8г = 8,0 Кке/хаш” и 5 9,4 Кв/ гаш”. Да се определи при ниво 
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на съгласие а = 0,05 дали има съществено различие в механич- 

ните качества на кабелите, произвеждани в заводите А и Б. 

Решение. Определяме T = 4,23 съгласно (3). При вярна хипо- 

теза Εξ = Ет) величината T следва да uma приблизително t-pas- 

пределение с 50 + 50 - 2 - 98 степени на свобода. При голямо п 

обаче разпределението на #(п) е много близко до стандартно нор- 

мално Л (0, 1). Затова в таблиците за квантилите на #(п) се срещат 
стойности на п до 30 - 40. 38 п > 40 се ползва таблицата за Ф(+). 

Коренът на уравнението Ф(«) =1—0,0025 е z = 1,96. 

Тъй като Т = 4,23 > 1,96, следва да заключим, че разликите в 

качеството на продукцията Ha заводите А и Б ca съществени. 

Критерият на Стюдънт може да. се използва и в случаите, KO- 
гато наблюденията в двете извадки () и () не са нормално раз- 

пределени и се проверява хипотезата Ну : Εξ = En срещу алтер- 

нативата РАП1 : Ес # En. 

Основанията за това се съдържат в следните разсъждения: 

При големи п и т извадковите средни &, M 7, по централна- 

та гранична теорема могат да се разглеждат като приблизител- 
32 2 

HO нормално разпределени — съответно N (ξ... ) ил (пт, ) . 
п 

Тогава разликата ще бъде (по законите 33 разпределение на. су- 

ми от независими нормални случайни величини) приблизително 
. - "2 Az 

нормално разпределена N (Е.„ Т == % + "). Всяка хипотеза от- 
п т 

носно разликата Е — Ет може да се проверява, като се използва 

този факт. Специално критичната област за хипотезата Ну при 

ниво на съгласие а ще бъде от вида 

(4) 'ξπ -ηπι' Ka, 

32 
ξ + ’7 

п т 

а 
където K, се определя като решение на уравнението Ф(Ка)-1- 7" 

Взето e предвид, че величината отляво Ha (4) e Л/(0, 1)-разпреде- 

лена (да. се запомни! -- при големити т, п230, т 230). 
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8 8. Дисперсионен анализ 

Дисперсионният анализ обединява група методи, свързани с 
изследването на съвкупности от нормално разпределени случайни 
величини. Тези методи съществено използват условието 38 нор- 
малност на разпределението на изучаваните величини. Обикно- 
вено дисперсионният анализ е свързан с критериите за проверка 
дали са равни средните стойности в няколко групи извадки. Тези 
критерии ще изложим тук като продължение на задачите от § 7. 
Но дисперсионният анализ е свързан и с редица други задачи ка- 
то проверките за адекватност на регресионни и други модели от 
многомерния статистически анализ, които в нашия курс не изуча- 
ваме. 

Нека zj1, ..., ὥ7η; представляват проста извадка с обем пу ΟἹ 
случайната величина & € N (aj,az), Jj=1,...,r, с еднакви дис- 
персии. Да означим # = (#11)..., Хъ» Ф1 ..; Trn,). Вярна е 
следната 

Теорема 1. Критерият W* за проверка на сложната Tunomesa 

Hy:aqy=ay=--=a, =a, 02 >0, 

срещу сложната алтернатива Hy : не всички а) са paeny, 02 >0, с 
ниво на свеласие а изглежда така: 

1 & - 
> ny(T; — #)2 

* = T—lj—"l () еа: -  “ κ5»» ( -ὶπ-ὴ}, 
πς-τ ΣΜΣΙ(Ἕη'““Ὀ) 

J: 

квдето n = т Ἔ - } Floo(r - L,n—1) e (1 — а)-квантил на F- 
pasnpedeaenuemo на Фишер с (r — 1,n - т) cmenenu на ceoboda че 
положено 

r 

II?J—— ἕ Tjk; Е:- Ξ ἕ Tjk- 

" =1 ;=1k 1 

Доказателство. Съгласно критерия с YACTHO на правдоподо- 
бията от 8 11.5 критичната област W* се определя с неравенст- 
BOTO 

8 L(&; a, 0?) 

2 )= —— < 
@ () sup L(Fa1, ..., α,, 02) = ¥ 

@1108r,0 
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където 

я (zjk - 0)2 02) = S L 2 
L(&a, ..., ar, 07) JI Ilkl Ι1 Μ;'ΘΧΡΙΣ 252 ] 

ие положено L(%;a,0%) = L(F;a, ..., a, σΞ3). Числителят и знаме- 
налелят Ha (2) достигат своите екстремални (максимални) стой- 
ности съответно (проверете!) за 

nj 

а #, Ξ Σ (zjr -- Е)2 в числителя и 
#51 k=1 

+ n; 

- 1 2 
а; ш #; == (у ~F;)° B знаменателя. 4 1 π 5 # 

551 k=1 

След прости преобразувания (добавяне и изваждане на #; в 
събираемите Ha числителя) се убеждаваме, че неравенството (2) 
е еквивалентно на 

= -- 52 n;(T; — + 
(3) ὗ(τ) - r— 1 7.](11,;-, _) ὲο' 

1 рл « )2 
41 n—r Σ Σ (‘I‘.Jk ‘BJ) 

#51 k=1 

Лесно e да се убедим, че ako xunoresara Hy e вярна и означим 
wjk - a . 

Yjk = ~——— 38 всички k=1,...,n4 j=1,...,r, TO CTATUCTUKUTE 

3(%) и #(0) ca еднакво разпределени. Ще покажем, че #(0) има 
Е-разпределение на Фишер с (r - 1,п - г) степени на свобода, с 
което доказателството на теоремата ще бъде завършено. 

Нека 

1 & 1 
%=;;Zyjk; Ἠ:ΕΣΣΖΜ- 

2 k=1 =1 k=1 

Имаме предвид, че у € N(0,1) и ca независими. JlecHo e да 

проверим, че 

r пу т Ν _ =g =2 
=Y Σ μ - 0) εΣ -9) -y, 

F=1 k=1 21 
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косто може да се запише като сума на три квадратични фор- 

ми (Y' е транспонираният вектор-стълб на п-мерния вектор-ред 

Y = (yll,---: Yings o2 Уеу ”ут„))= 

(5) Y'Y =YAY +Y'BY + Y'CY. 

пу 

Като забележим, че Y (у —¥;)2 = 5) ул -- пуфу, лесно намираме 
k=1 = 

матрицата, HA тази квадратична. форма: 

1 1 1 ЕЛ ==\ e, - 
пу пу пу 
1 1- _1_ 1 

D; = ὮΝ Ν пу 

1 1 
-, ме ..., 1π L 

пу п) пу 

Стълбовете на Ὠ; са линейно зависими, тъй като сумата им 

e 0. Значи rank(D;)<n; — 1. По-нататък, ако извадим първия 

стълб на Ὦ; ΟἹ всеки от останалите, ще получим матрица със 

същия ранг като Ὠ;. Но получената матрица може да се запише 

във вида 
1 

+_|1-— Ε 
Dj— nj ᾽ 

Е I 

1 1 
където E=~-—,...,—— |, F=(~1,-1,...,-1), a I e единичната 

| п n; 
матрица ot тип (nj — 1) Χ (n; —1). Това показва, че € изпълнено 

mnk(D ) = rank(Dj}) = пу — 1. Тъй като за различни стойности HA 

7 квадратичната форма в първото събираемо на (4) и (5) включ- 

ва различни групи (j = 1, 2, ..., г) от случаината величина, то 

рангът на Y'AY, т.е. рангът на A, е Σ(π͵ ~-1)=n-r 
41 

Рангът на третия член У"СУ в (5) се пресмята лесно, тъй ка- 
1 

то всички членове на С са равни на —, т. е. rank(C) = 1. Остава 
п 

да пресметнем rank(B). Понеже I = А + В + С, имаме 

п = rank(I) = rank(A + В + С) < rank(A) + rank(B) + rank(C) 

=n —r+rank(B) + 1, 
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или 

(6) rank(B)2r — 1. 

Axo положим 1 = „/Я5(0; - %), =1, ..., r, ще e налице прод 
CTaBAHETO 

r T 
, ш (SN2 ς 2 

Y'BY =3 п( - ) =) 17. 
=1 J=1 

Обаче линейните форми L;, 4 =1, ..., г, ca линейно 3aBucumy, 
тъй като 

ι 

ΣΓΒ -Σω(υ, 9)-Σπ͵υ͵-πυ 0. 

Следователно rank(B) £r — 1, което съгласно (6) показва, ча 
rank(B) =r — 1. 

Ще отбележим, че сумата ΟἹ квадратичните форми (5) удов 
летворява следната 

Теорема на Кокрън. Нека 7 = (ηι, ..., ТПл) са п независими 
Л (0, 1)-разпределени случайни величини « Οτ(ἢ), ..., О„(#) са т 

т 

квадратични форми, такива че ” = Y. О,(Я). Нека т; = rank(Q;), а 
i=1 

14+ Ра =n. Tozasa Q1 M, ..., О„ (Я) са т независими случайни 
величини и Q;(77) имат χ' -разпределенив с т; степени на свобода. 

Доказателството на теоремата на Кокрън може да се види в 
(27, п. 3, гл. 10) и ние няма да го привеждаме тук. 

Въз основа на теоремата на Кокрън при вярна хипотеза Но 
събираемите #7 A7, #Ву и У Су в (5) са независими и всяко ΟἹ 
тях има х -разпределение съответно C Π — 8, 8 — 1 и 1 степени на 
свобода. Но критичната област (3) e дефинирана с отношението | 

n-—r 

PO J'By 

и съгласно дефиницията Ha Е-разпределението TO има разпреде- 
ление на Фишер с (r - 1,n —r) степени на свобода. Следователно 
хипотезата Но следва да се отхвърли, когато настъпи събитието 

{3(%) 2 Fi-a(r -- L,n о-т)), 
както се твърди B теоремата. 
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Задачи 

1. Две групи по 80 животни Η възраст 6 месеца се отглеждат при два. 

различни режима. Предимствата Ha отглеждане се оценяват по едномесеч- 

НиН прираст на всяко от животните. Оказало се, че прирастът B първата 

Ррупа преобладава в 47 случая, а във втората — в 32 от случаите. В една 

μ двойките предварително номерирани съответни животни прирастът бил 

иценен като еднакъв. При ниво на съгласие а - 0,05 може ли да се твърди, 

че двата режима. на отглеждане дават еднакъв прираст? 

Употване: Покажете, че критичната област има приблизително следния 

нид: [νη - 39,5| > 0,924/79. 

2. Измервателен уред при правилна изходна центровка дава измерва- 

нин с грешки, които са нормално разпределени със средно 0 и дисперсия 

42 = 0,25. При 6 измервания с този уред са получени резултатите (под- 

редени по големина): -1; -0,5; 0; 0,5; 1 и 2. Покажете, че при ниво Ha 

съгласие а = 0,05 резултатът Фтах = 2 съдържа груба грешка и трябва да 

бъде отстранен от по-нататъшни разглеждания. 

8. При изследване на точността на технологична операция в една от про- 

бите 35 отклонения в размерите HA произвежданите детайли OT стандартни- 

те размери са получени следните резултати (B mm, подредени по големина.): 

0,07; 0,09; 0,10; 0,12; 0,13; 0,16; 0,17; 0,25. 

Покажете, че при ниво на съгласие а = 0,05 резултатът не съдър»жа 

груба rpenika. " 

4. При проучване Ha разпределението на месечните доходи според въз- 

растта Ha работниците B един завод са получени следните резултати: 

(год.) До 100 100-150 150-200 250-300 300-400 Над 400 

40-50 1072 1609 1178 

50-60 894 1202 903 

Покажете, че при ниво Η съгласие а = 0,05 няма разлика в заплащане- 

ΤῸ на двете възрастови групи (двете извадки са извършени OT една и съща, 

генерална. съвкупност през 1987 г.). 

5. Два завода произвеждат стомана. Извършени ca измервания за про- 

пентното съдържание на сяра в отливки, изработени в двата завода, Дан- 

ните са нанесени в следващата таблица: 

0-0,2 0,2-0,4 0,4-0,6 0,6-0,8 

А 

Б 

82 535 1173 1714 

429 995 1307 
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Покажете, че при ниво на съгласие а = 0,05 няма основание πϑ се счита, 

ме процентното съдържание HA сяра в стоманата, изливана в двата завода, 
е различно. 

6. При социологическо проучване през 1986 r. били анкетирани 25 263 

семейства. След обработка на резултатите се оказало, че могат да бъдат 
отделени следните групи според разпределението на годишните доходи и 
броя на, децата в семейството: 

Брой на Годишен доход (B лв.) Ha човек от семейството 

децата. до 600 600-1000 1000-1500 над 1500 

2161 3577 2184 1636 

2755 5081 2222 1052 

936 1753 640 306 

225 419 96 38 

98 

Покажете, че при ниво на съгласие а = 0,01 хипотезата за зависимост 

Ha броя на децата в семейството OT годишния доход на човек от семейството 

е невярна, 

Т. При социологическо проучване на цвета на косите и цвета на очите у 
младежи били получени следните резултати: 

'ϑϑν" Ὑ Ὑ 
Светли коси 9468 3364 

Тъмни коси 3238 30472 

Покажете, че съществува забележима зависимост между цвета на косите 
и цвета Ha очите (а =0,01). 

8. В две групи болни е измерен с помощта на кардиограми интервалът 

между ABa удара Ha сърцето. Получени ca резултатите: 

9,8; « 
10,0; п 

£ = 10,6; ξι ΞΞ 9,6 ξἳ =10,0; ξΒ 

т = 10,4 = 13 
0,2; 

10,3; 3 l φ
 Ὶ чт
 

Като се предположи, че измерванията са нормално разпределени, покажете, 
че при ниво на съгласие а - 0,01: 

а) хипотезата D¢ = D7 може да се приеме; 

6) хипотезата Е“ = Ε също може да се приеме. 

9. Точността на работа на един ABTOMAT по стандарт е 42 = 0,1. Напра- 

вена € KOHTPOJHA проверка с измервания, които дали следните резултати: 
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Намерена стойност 

Честота, 

Покажете, че при ниво на съгласие а = 0,04 автоматът не осигурява 
желаната точност и се нуждае от регулировка, 

10. От две партиди изделия, изготвени на две еднакво настроени едно- 

типни машини A и B, ca взети за проба съответно п = 10 и т = 12 изделия. 
Контролните резултати са дадени в следната таблица: 

Измервания за машина А Е 34 35 3,7 39 

Bpoit на изделията. i 2 3 4 1 

Измервания 3a машина B п 32 34 36 

Bpoit Ha изделията, ; 2 2 8 

Предполага, се, че ξ и ἢ ca нормално разпределени. При ниво на съгласие 

а = 0,02 покажете, че: 

а) хипотезата Ὠξ = Dy не може да се приеме; 

6) хипотезата ЕЕ = Ἐ (при алтернатива ЕЕ # ἘΠ) не противоречи Ha 
резултатите OT контролните измервания. 

11. Контролният размер на произвежданите от един струг детайли е 

до = 35 mm. OT продукцията са взети MO случаен начин 20 детайла, чиито 

измервания са: 

34,8 34,9 350 351 353 
_ 

При ниво Ha съгласие а = 0,05 покажете, че стругът не работи с жела- 

HaTa точност, 

Ynemeane. Хипотезата Но : КЕ = 35 срещу алтернативата Hy : Εἰξ # 35 се 
отхвърля. 

12. В две редици от n = 10 и т = 18 наблюдения над нормално разп- 
ределени случайни величини Е и ἢ са пресметнати дисперсиите εξ 1,23; 

ἷξ = 0,41 na извадките. Покажете, че основната хипотеза Ὠξ = η при съот- 
ветна конкурираща хипотеза Н и ниво на съгласие а: 

а) се отхвърля, ако а = 0, 1; 

6) се отхвърля, ако а : 0, 02; 

в) се отхвърля, ако а = 0,05; 

345



13. При условията на зад. 12 и данни: 

a)n = 14, т = 10; 52 τ 0,84 32 = 2,5% α = 0,1 покажете, че Hy се отхвърля; 

6) прип =9, т = 6; ἷἐ =14,4; 32 - 20,δ; a=0,1; Я: D¢ # Dy xunorese Ta Но не се отхвърля; 

в) приа = 0,1; Я: D¢ # Dy и резултати 

1,08 1,10 1,12 1,14 1,15 
111 1,12 1,18 1,22 1,33 

няма. основание да се отхвърли Но. 

1,25 1,36 1,38 

1,35 1,36 

1,40 

1,38 — 

1,42 

14. Случайните величини Е ия са нормално разпределени. От тях са получени независими прости извадки с обеми п и т и са пресметнати емпи- . 
-~ ричните средни &,, Я и дисперсиите ἷἷἓ и sf,. Покажете, че при проверката 

на основната хипотеза На : Е“ = Е) срещу алтернативата. ЯП1 : Εξ # En и при ниво на съгласие а са валидни следните твърдения: 
а) ако п =30, т = 40, £, = 130, Я = 125 и D¢ = 60, Dy = 80, а = 0,05, то Но се отхвърля; 

6) ако л - т = 50, а -- 0,05, τὸ Но не се отхвърля; 

в) ако п =10, т =8, §, = 142, Я = 145, 3; Ξἓ Ξ 2,7;52 = 3,2; а - 0,01, може πᾶ се покаже, че D¢ = D7), но хипотезата Но се отхвърля; 
г) ако п =10, т = 16, Е = 12, 35; Ὦ, = 12,35, ’s‘g =0,11; 52 = 0,07; а = 0,05, може да се докаже, че ξ = Оу и Нао се приема. 
15. Като използвате критерия с отношение на правдоподобията (§ 11.5), докажете, че формула (1) от § 7 се получава при проверка на хипотезата Ho:a=uag, 02 >0, срещу алтернативата ЯП1 : а # a9 с HUBO Ha съгласие а 38 извадка, от нормално разпределена случайна величина ξ € Ma, σ3). 
16. Докажете, че ако xunoresara Но в схемата на дисперсионния анализ » ΟἹ § 8 е вярна, τὸ #(6) —— 1 при min(n;) --ὸ co. 2 
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Четиринадесета глава 

Кбрелация и регресия 

8 1. Функционална, стохастическа, статистическа 

и корелационна зависимост 

Връзките между различните явления в природата са сложни 

и многообразни, обаче те могат да се класифицират. В много 

практически задачи трябва да се установи и оцени 3aBUCUMOCT- 

та на изучаваната случайна величина от една или няколко други 

величини. . 

Зависимостта между Е и ἢ се нарича фумкционална, когато HA 

всяка възможна стойност на € е съпоставена еднозначно определе- 

на стойност HA 7}, T. €. 1) = f(£). Такава е например зависимостта 
между налягането и обема на газа, изразена в закона Ha Войл - 

Мариот. ) 

B реалния CBAT MHOrO природни явления протичат под въз- 

действие на голям брой фактори (причини), влиянието на всеки 

от които е нищожно. В този случай връзките губят своята строга 

функционалност. Под въздействието на такива фактори изучава- 

ните процеси и системи преминават не в определено състояние, а 

в някое от възможните 38 TAX състояния, което не може предва- 
рително да. се установи. Вече стана дума 38 т. нар. стохастична 

връзка, т. е. такава връзка, при която една случайна величина ре- 

агира на изменение на друга (или на други) с изменение Ha своя 

закон на разпределение. В статистическите изследвания често 

се разглежда частен случай на такава връзка, наречена CTaTHUC- 

тическа. Най-често за такава връзка може да се говори, когато 

условното малематическо очакване на една случайна величина е 

функция на стойностите на друга случайна величина (8 5.3). 

Пример 1. Нека случайната величина « зависи от случайните 

фактори @, аз, by, by, а случайната величина 1) --- ΟἹ случайните 

фактори ay, аз, С1, Со. 

Тогава между ξ и 7) съществува статистическа зависимост по- 

ради това, че случайните фактори a) и а» са общи за С и 7. 
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Статистическата зависимост между случайните величини 
(променливи) има голямо практическо значение: с нейна помощ 
могат да се прогнозират стойностите Η зависимата случайна про« 
менлива при предположение, че независимата случайна промен« 
лива приема. определени стойности. 

3a изучаването на статистическата зависимост трябва π се 
знае условното математическо OYAKBAHE на предполагаемата. зави 
сима случайна променлива ΟἹ всички останали величини. 33 не 
говото оценяване е необходимо да се познава аналитичният вид на 
съвместното разпределение на всички участващи величини. Най- 

често аналитичният вид на това разпределение трудно се открива 

и затова се прибягва до опростена схема на преход от условно 
математическо очакване на случайната променлива към условна 
средна стойност при фиксирани стойности на величините в услон 
вието. Например при две случайни величини това изглежда така: 

1) Ε(η ξ < +) =7(2), 
където лявата страна Ha (1) e математическото очакване на слу- 
чайната величина ἢ при условие, че случайната величина £ при- 
ема стойност 1. 

Ако при статистическата зависимост е важен само фактът, че 
изменението на една от случайните величини води до изменение 
на средната стойност Ha друга случайна величина, то Β този слу 
чай се говори за корелационна зависимост. 

Пример 2. Нека с £ означим количеството употребени торо- 
ве, а с ἢ -- добива на зърно. OT еднакви земни участъци при 
едни и същи количества торове се събира различен добив, т.е. 
ἢ не е функция ΟἹ . Това се обяснява с влиянието на случайни- 
те фактори: дъждове, температура на въздуха и др. Но заедно 
с това, както показват опитите, средният добив се явява функ- 
ция на количеството употребени торове, T. е. ἢ € свързана с С в 
корелационна зависимост. 

Корелационната зависимост има широко приложение в изсле- 
дователската работа. Тя характеризира вида и силата на връз- 
ките между случайните величини. 

8 2. Регресия. Регресионен анализ 

А. Случай на две променливи. Ако между две случайни ве- 

личини съществува някаква връзка, то една от най-важните общи 
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ивдачи на статистиката е да се определят видът и силата Ha Ta- 

зи връзка, При изучаване Η статистическата зависимост видът 

на връзката може да се характеризира с функцията на регресия 

(линейна, квадратична, показателна и т. н.). 

Условното математическо очакване на случайната величина 7) 

при условие, че случайната величина С приема. стойност &, разг- 

леождано като функция на T, е 

οο 

(1) Ἐ(η1Ὲ =2) =u(@) = [ νάρῳ] ) 
' —00 

и се нарича функция на регресията на 1) относно Е (или функция 

на регресията на 7) по ζ). Аналогично 

οο 

Е(Е < 4) < ч()) Ξ /wdF(wa) 
и --οο 

се нарича функция на регресията на случайната величина # от- 

HOCHO 1). , 

Пример 1. Нека f(z,y) = 3z+y е плътността на случайния век- 

тор (ξ,η) npr 0SxS1 и0<у51. Намерете функцията на регресия 

Ha 7) OTHOCHO «. 

Решение. 3a функцията на регресия u(z) от (1) намираме 

1 

щ) = / ил = 4 
0 

където f(y|€ = +) e условната плътност на ἢ при « = #, KOATO се 

определя по следния начин: 

, 3z +1 3а τ fylg=a)= ПЕ) ὅπτιυνυ Зе 
{f(w,y)dy 0f(3ac+y)dy 3z ἘΞ 

Окончателно 

1 §+.1. 
3z + 2 8 

u(z) = /y L фу T 

Намирането Ha v(y) предоставяме Ha читателя. 
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Уравнението y = u(Z), в което T играе ролята на „независима 
променлива“, се нарича уравнение на регресията, а съответната 
му графика — линия на регресията HA величината 1) относно ξ, 

Ot начина, по който определихме ч() (или v(y)), става ясно, 
че функцията на регресия изразява математическото очакване на 
случайната величина 7) (или Е) за случая, когато случайната ве- 
личина ξ (или ἢ ) приема определена числена стойност, или иначе 
казано, u(z) (или v(y)) показва каква е средната стойност на слу- 
чайната величина 1) (или &), когато случайната величина Е (или 
1)) приема стойност + (или y). 

Регресионните линии притежават следното забележително 
свойство: Измежду всички реални функции 4(2) минимумът на 
математическото очакване E[n — 4(4))” се достига за функцията 
9(«) = u(z). Ето защо регресията на ἢ относно ¢ дава най-добро- 
то представяне на величината ἢ чрез величината . Това свойство 
се използва 33 прогнозиране на 1) OTHOCHO Е: ако стойностите на 1) 
непосредствено не се наблюдават (и не могат да се управляват), 
но експериментите (възможностите ни) позволяват да се наблю- 
дава (управлява) величината £, то в качеството на прогнозирана 
стойност (очаквано значение) на т) може да се използва величина- 
та и(+), когато е известно че « = #. 

Важно място при това прогнозиране заема условната диспер- 
сия на величината 1), пресметната за всяка фиксирана стойност 
ξ =z (като мярка 38 точност): 

η [ - 2) - Ε(ηΣ |«< - +) - [E(n|{ = 2)2 = σξ(α). 

Ако 02%(z) = 0 при всяка допустима CTOMHOCT Η T, то може със 
сигурност да се твърди, че ἢ и Е са свързани със строга функци- 
онална зависимост ἢ = u(z). Ако 02(+) # ( при всяко + и u(z) не 
зависи ΟἹ T, казва се, че HAMA регресия на 1) относно £. 

Пример 2. Като използвате пример 1, изчислете дисперсията 
на условното разпределение 

o*(z) - О( |« - а) = В() |< - «) - (Е(116 = г) 
1 

- 3а +у 1,52 + 0,5? 
_.O/y2 3x+0,5dy_( 3z +0,5 ) 

2 1 2 l 
240,25 2,25z +:v+-§ —_0,75::3 +0,25:1:+72 

7 32+0,5 (3x+0,52 7 (3. + 0,5)2 
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Pewenue. При ξ = 4 = 1 получаваме 

#2()  Ю(4|< - 1) = 1 -- 0,088. 
882 

Последният резултат показва, че ако £ = 1, то наблюдаваните 
стойности на 1) се отклоняват ΟἹ своето математическо очакване 
(т. е. от функцията на регресия) в средно-квадратичен смисъл с 
0, 083. 

B дадения случай o?(x) зависи ΟἹ стойностите на £, HO TOBA 
не може да бъде обща. закономерност. Така например, ako £ и 7 
имат двумерно нормално разпределение, то 02(+) e константа. 

Тук ще отбележим, че практическото приложение на функци- 
ята Ha регресия е твърде ограничено. Това произтича от факта, 
че обикновено не се познава аналитичният вид на разпределени- 
сто на случайния вектор (6,7)). Само ако познаваме вида на това 
разпределение, можем точно да определим вида на функцията на 
регресия и след това да оценим неговите napamerpu. Обаче за 
подобни оценки в практиката най-често разполагаме само с из- 
вадка с ограничен обем, по която трябва де се намери видът на 
двумерното разпределение f(z,y), а след това видът на функцията 
на регресия. Това може да доведе до значителни грешки, защото 
една и съща съвкупност от точки (#4, ;) в равнината може еднакво 
добре да се опише с помощта Ha различни функции. Именно зато- 
ва са и ограничени възможностите за практическото приложение 
на функцията на регресия. 

Най-прост е случаят, когато регресията на ἢ OTHOCHO Е е ли- 
нейна, т.е. 

(2) ' Ε(η ξ - а) = βὸ Ἐ βια, 

където βὸ и 1 са коефициенти на регресията. Коефициентите на 
регресия се определят с равенствата 

Ν 

πο НИ Oy βοτῦ ра βι р 

където T и У Ca математическите очаквания на Е и 1); 02, σξ - 
техните дисперсии, а р € коефициентът на корелация между £ u 1. 

Уравнението на регресията се записва с израза 

. Ty -- 
; Ἠ:βο“ἰ-βιω::α-}-ρἷ(:ε-.τ). 

2 

351



В случай, че съвместното разпределение на ξ и уе нормал- 

но, двете линии 4 = u(z) и + = v(y) са прави. На това се дължи 

голямата популярност на линейните регресионни модели в прак- 

тиката. 

Ако регресията на 1) относно { не € линейна, то представянето 

(2) е само една линейна апроксимация на истинското уравнение 

на регресията: Математическото очакване Β (η - by —b1£)? достига 

минимум по by и by само когато bg = βο; # = βι. 

Много често се срещат случаи на регресионни уравнения, из- 

разени като линейни комбинации ΟἹ зададени функции на T 

(3) y = h(z) = Виро(2) + Вирц(«) + -+ Ἔ Bnpm (2)- 
Важно значение има полиномната регресия, при KOATO 

po(z) =1; ф1(#) =2, ..., фи(Е) - οο 

B. Понятието регресия е приложимо не само към случайни ве- 

личини, HO и към случайни вектори. В частност, ако ἢ е случайна 

величина, а ἷ = (&, ..., &) — случаен вектор, то регресията. на 1) 
- 

OTHOCHO Е се определя с уравнението 

у =U($1, ...3 Шд,) = Ε(η'ξ] =Tiy чееа ξλ: :ωὢ)- 

Ако имаме представянето 

(4) u(z1, ..., #) = бо + йл + -+ + B, 

TO perpecuara се Hapuua линейна. Такова представяне има напри- 

мер, когато £, ..., £k, 7 имат съвместно нормално разпределение. 

Прост пример 88 регресия на 1) относно § е зависимостта, из- 

разена с равенството 1) = τ(ξ) + 6, където ч(Е) = E(n|€ = z), а 

величините Е и ὃ са независими. Това представяне € полезно, KO- 

гато се планира експеримент за изучаване функционалната връзка 

между неслучайни величини уи T, а измерванията на у и + не са 

TOYHU. 

На практика обикновено коефициентите на регресията са He- 

известни и те биват оценявани IO експериментални данни. Tex- 

никата на това оценяване, изчислителните процедури, изводите и 

следствията от получените резултати са обект на изследване на 

един обширен раздел Ha статистическия анализ, наречен pezpecu- 

онен анализ. 
Целта ᾶ регресионния анализ се състои в определяне на 00- 

щия вид на регресионните уравнения от даден клас функции, в 

352



построяване на оценки за неизвестните параметри в тях, участ- 

ващи в регресионното уравнение, и в проверка на статистически 

хипотези OTHOCHO адекватността на предлаганата регресия. Из- 

борът на регресионния модел се определя ΟἹ предположенията 

относно вида на зависимостта у = 4(11, ... ть) на зависимата 

величина у OT променливите L1, ..., Tk 

Най-естествени OT гледна точка на методологията за определя- 

не на неизвестните регресионни коефициенти са линейните модели 

(2), (3), (4). 
Да предположим, че регресионната зависимост на величината. 

7 от величините (1, ..., £ е от вида 

‘ ῃ τ α(ξι, ..., &) = βοὸ + βιξι - -+ B 

Heka B резултат Ha проведените експерименти са получени наб- 

люденията 

5 „ а . 
(yi,z(l), a:g ае ШЕ„ ); i=1, ..., П. 

- - ΄ 

Оценките By, βι, ..., βε на регресионните коефициенти по метода 

на най-малките квадрати се получават като решения на систе- 

мата уравнения (известни като „система нормални уравнения 38 

регресионните коефициенти“) 

п в 

Σ Ζ}ι'"Σ,ᾗ,ῃ.’Ι)ξ,ξ) .τι(τ)::Ο, 1=0,1, ..., k; m((:):l. 

i=1 m=0 

Axo положим 
n n 

le:l ΞῈ Σ“Ἱἷι)ἳξ:ι)ἷ ΖΙ = Zyiw&)? 

i=1 421 

TO оценките flm се пресмятат по формулите 

! k 

΄ flm = Σ Ο;ιιΙΖἰ- 

ἐξξὸ 

Тук С”;„1 ca елементите Ha обратната Marpuua C~! на матрицата 

С = (Спи). Marpunara С e известна под името , MHPOPMAUMOHHA 
матрица на Фишер“. 

Оценките By, са неизместени оценки 38 регресионните коефици- 

енти Вм. Когато величините (1, &, ..., &) са нормално разпреде- 

лени, могат да се построят доверителни интервали за истинските 
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коефициенти на регресията До, Й, ..., Вь. Ако се окаже, че до- 
верителният интервал за някой коефициент B, съдържа нулата, 

този коефициент 3, се приема за незначим (величината &, не вли- 

яе върху 1)) и членът βριξηι в записа на регресията може да бъде 
изпуснат. 

Проверката на хипотезата за наличие на регресионна връзка 

Εἰη ξ -- #) = βὺ + Йал + -+ + Brak 
се провежда с помощта Ha критерия на Стюдънт. Пресмятат се 

числата - А i 
ὃι τ βο τ βιοδ +е + а 

и се проверява дали наблюденията Y1, ..., ув и числата Y1y ..., й 
са от една и съща генерална съвкупност. Съществуват и по-силни 
методи, използващи също критерия на Стюдънт. 

Регресионният анализ е един от най-разпространените методи 
за обработка на резултати от наблюдения при изучаване на зави- 

симости между величини в биологията, физиката, икономиката, 
техниката и други obaactu. На неговите модели са основани и 

други раздели от математическата статистика като дисперсион- 

ния анализ, планирането на експеримента, многомерния статис- 
тически анализ. 

Пример 1. Намерете емпиричното уравнение на регресия по 
наблюденията, 

А I 8 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 ᾽ 1 2 

1,25 1,50 1,75 2,00 2,50 

Pewenue. Ot (1) за ᾗο, ᾗι намираме ᾗο = 0,90; 31 = 0,30 и 
следователно у = 0,90 + 0, 30+. 

ῃ 

8 8. Корелация. Корелационен анализ 

Корелацията е термин, използван в различни области Ha HAY- 

ката и техниката за означаване на взаимна зависимост, взаимно 

съответствие, съотношения между понятия, величини, предмети, 

процеси, събития. В математическата статистика корелацията е 

вероятностна или статистическа зависимост, нямаща строго фун- 

кционален характер. За разлика от функционалната корелацион- 

HAT3 зависимост възниква тогава, когато една от величините за- 

виси не само от дадена величина, но и от ред други, неотчетени 
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случайни фактори или когато сред условията, от които зависят 

едната и другата величина, има общи условия и за двете. 

Статистическата корелация е интересна, когато е признак за 
съществуване на закономерна обективна връзка между изучава- 

ните явления. 
В основата на теорията на корелацията е предположението, 

че изучаваните явления са подчинени на определени вероятност- 
ни закономерности. Зависимостта между две случайни събития 

се проявява в това, че условната вероятност на едното събитие 
при настъпване на другото се различава от безусловната. Нап- 
ример в две кооперирани предприятия вероятността едното да си 

изпълни годишния план зависи от условието, дали другото пред- 
приятие си е изпълнило плана. 

A. Мерки за стохастична зависимост. Едни от важните и 

прости характеристики на степента на зависимост между две слу- 
чайни величини са корелационният момент (ковариацията на те- 
зи величини) и техният коефициент на корелация. Ще припомним 

накратко определенията и свойствата на тези характеристики. 
3a случайните величини Е и 7) смесеният момент ΟἹ втори ред 

се нарича ковариация и се бележи така: 

; οονίξ, η) = Εἰ(ξ -- ἘΠξ)(η -- En)]. 

Коефициентът на корелация ρ(ξ, ) на случайните величини 6 
и ἢ се определя с израза 

- οονίξ,) ε(ξ- Εξ η - Εη 
Σ =5 (e Ν 
където DE > 0, Ὠη > 0. 

За οονίξ, ) e BADHO HEPaBEHCTBOTO 

(2) Ἰοονί(ξ,η)} £ /DE/Dy, , 

което е частен случай на неравенството на Коши - Шварц. 

Съответно 33 коефициента Η корелация € валидно неравенст- 
BOTO 

(3) Ιρίξ,η}} £1. 
Коефициентът на корелация р е #1 camo когато между € и 7 

има строго функционална линейна зависимост. Ако р = ΞΕΪ, T. e, 
[Ρ] = 1, в (2) uma равенство, а това означава, че ἢ -- En = κ(ξ - Εξ), 
T. €. ἢ 6 линейна функция Η Е от вида 1) = af +b. При това: а <0 
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при ρίξ, η) = --Ἰ иа > 0 при ρ(ξ,η) = 1. Знакът η p(£,7) показ- 
ва посоката на зависимостта. Положителният знак показва, че на 
по-голяма стойност на ξ отговарят по-големи стойности на 7. При 
отрицателен знак на големите стойности на £ отговарят по-малки 
стойности на 7], T. е. когато Е расте, 1) намалява и обратно. 

Основните свойства Ha ρίξ, ) са тясно свързани с най-добрата 
линейна в средно-квадратичен смисъл регресия на 1) по Е и на Е 
по 7. Ако положим 

у- Ἐη ᾳ - 6 
Е p——=; l: = b, 10 σ, ρ P 1:Y(z) Ξ ай + 

у- Е 1 2-Е 
: #5 п=--*--5; b:z(y)=cy+d 

σῃ p σὲε 
33 двете линии на регресия, то минимумите на изразите 

(4) minEfn - y(€))*, πρη Е - ()]’ 

се достигат 3a правите й = lig, Iz = ἰ)ο и ca cLOTBETHO 

(5) в2а -2), σξᾳ -- ρἢ). 
Затова изразите (5) се наричат остатачни дисперсии от регреси- 
ята. , 

В зависимост от р двете случайни величини £,7 биват: 

1) при p = 0 — некорелирани; 

2) при р # 0 — корелирани, като npu р > 0 корелацията е 
положителна, а при р < () тя е отрицателна; 

3) ако р = %1, то между тях има строго функционална зависи- 
MocT 1) = аб + b и остатъчната дисперсия е нула. “ 

Става. ясно, че коефициента на корелация р можем да разглеж- 
даме като мярка за линейност на връзката между координатите 
на случайния вектор (6,7)). 

Тук ще отбележим, че две независими случайни величини са 

винаги некорелирани, но обратното не е вярно: две некорелирани 
случайни величини не € задължително да бъдат независими. 

За всеки две случайни величини С и т) дисперсията се предста- 

вя така: 

(6) σῇ = Ἐΐη - Ел < Εἰη -- πι(ξ}}} + E[m(&) - Enl?, 
където γη(ξ) = E(n|£). Тогава величината 

! θ2 - Ε[...(ξ) - Εη]2 
пе o2 

?



се нарича корелационно отношение на ἢ по €, въведено ΟἹ K. Пир- 
сън. От (6) получаваме 

1 -- θηξ 

и следователно винаги 0 < 012:6 «1. 
Съществува представянето 

Т +-—E[m(€) o — 84. 

Оттук θξε = 0 само когато m(z) не зависи ΟἹ т. Наистина, ако 

m(x) е константа, кривата на регресия у = т(Е) e хоризонтална 
права и следователно p= [ =0 и θηξ 0. 

Корелационното отношение 62, е 1 само когато съществува 
ηξ У 

тясна функционална зависимост между ξ и 7, т. е. n=m(§) =E(n]§). 
Корелационното отношение може да се разглежда KaTo мярка 38 
стремежа на масата на разпределението на (ζ,) да се натрупа 
около линията на регресия. Корелационното отношение θἓη e p? 

camo когато πι(ξ) e npasa линия αξ - ὃ. B такъв случай пресмята- 

нето на корелационното отношение не дава нищо HOBO, ако BEYE € 
известно р2. 

При нелинейна регресия винаги е изпълнено 02ξ » ρἓη. Разли- 

ката 6 =0, —p;, характеризира отклонението на кривата у = m(zx) 

от правата, давалща най-добра линейна. perpecus. 

За дискретни разпределения корелационното отношение може 
да се пресметне с израза 

1 1 
02 = τΞ Ет(6) - Е = 23 У пу — Е pi., 

'l i 

където 

Σ у4 

ZPU’ m; Ἑ(η | - 14) < -ἳἷ 

Коефициентът на корелация и корелационното отношение слу- 
жат за характеристики на степента на зависимост между две ве- 
личини. 
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В практиката е прието да се говори |?) за следните степени на 
корелационна зависимост: 

0< θηξ <0,3 - слаба, 

0,3< θ <0,5 - умерена, 

0,5 -θ <0,7 - значима, 

0,7< θηε <0,9 - силна, 

0,9< θηξ — много силна. 

Такава класификация на зависимостта обаче може да се из- 
ползва само когато свободният коефициент на корелация е значим 
(вж. 8 13.5). 

Степента на зависимост може да се характеризира и с въведе- 
ния от К. Пирсън коефициент на средно-квадратична свързаност, 
който в случай на дискретно двумерно разпределение се определя 
с израза 

e e D \2 
φ2 = Σ Щ при ί. = Zpij; D= ΣΡἤ- 

᾿ ͵ ἐ ш PePe 

Ако случайните величини ξ и 1) са независими, 10 2 = 0. Вяр- 
но e и обратното. 

Пример. Нека дискретните случайни величини Е и ἢ приемат 
само две възможни стойности 

Torasa 

2 __ (p11p22 — ръзра)2 2 

" }ι.}2.}.1}.2 Р 

Максималната стойност на 2 е 1 и се получава в два случая: 

pra = ра = 0 или ру = роо = 0 (вж. и 8 13.8). 

Β. В статистиката са разработени методи 33 OIEHKa на спо- 

менатите по-горе коефициенти и методи за проверка на техните 

стойности, използващи като материал статистически наблюдения 
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върху отделните случайни величини. Тези методи са предмет на 
изследване Β T. нар. корелационен анализ. 

Приложението на корелационния анализ с експериментални 
данни се състои в следните дейности: 1) построяване HA корела- 
ционно поле и съставяне на корелационни таблици; 2) пресмятане 
на емпиричните коефициенти на корелация или на корелационното 
отношение; 3) проверка на статистически хипотези за значимост- 
та на връзката. По-нататъшното изследване се изразява в уста- 
новяване на конкретния вид на зависимостта между величините 
и е предмет на регресионния анализ. Зависимости между три и 
повече случайни признаци, величини или фактори се изучават с 
методите на многомерния корелационен анализ. 

Корелационното поле и корелационната таблица (вж. 8 13.5) 
са спомагателни средства за анализ на емпирични данни. При 
нанасяне в координатна равнина на двойките наблюдения (&;,7;) 
като точки се получава корелационното поле. По неговата форма 
и разположението на точките може да се състави мнение за вида 
на евентуалната зависимост между величините (линейна, пара- 
болична и пр.). За числена обработка резултатите се групират 
и представят в корелационна таблица (вж. 8 13.5). Всяка нейна 
клетка посочва броя т; на онези двойки (&i,7;), чиито компонен- 
ти попадат в съответните интервали на групиране по всяка от 
променливите (B #-тия интервал за ξ и 4-тия интервал 38 7). 

Обикновено дължините на интервалите на групиране по всяка 
променлива са равни помежду си. Нека центровете им са 2#4;, ¥j. 
Числата ту; се считат за брой на случаите, при които двойката 

(ξ, η) приема стойност (i, ¥;). 
Коефициентът на корелация и корелационното отношение да- 

ват информация за характера и силата на връзката. Емпиричният 
коефициент на корелация се смята по формулата 

ἓ ἐ (α: -- T)(yi — T)nij 
~ i=1 j=1 

ἐ Nje (:E,’ - ἷ)2 
ἐξεῖ 

- . 

Y п(у - 9)2 
Jj=1 

Тук са използвани O3HAYCHUATA 

n n 

Τ. = Ξ т4) П.) = Ξ 4; 

J=1 " i=1 
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1 п 1 п 

Ζ = π Σ:ι:ι-π.-.; Я - π Σῃ,-π.,π 

i=1 #1 

Оценката βἓη е състоятелна оценка 33 истинския коефициент 

на корелация. 

Във всички случаи препоръчително е за характеристика на 

силата на връзката между величините £ и т) да се използва KO- 

релационното отношение. Неговата емпирична оценка се дава с 

израза 

Тук числителят характеризира разсейването на условното 

- : & | - 
средно У = — Σ1 пууу около безусловното средно У. Величината 

К 

θξ μτ- βἓη се използва като мярка 38 отклонението на зависимостта 

между Е и ἢ от линейната. 

Проверката на хипотези за значимостта на връзката се бази- 
ра върху знанията 38 разпределението на емпиричните оценки. B 
случай на нормално разпределени ξ и ἢ емпиричният коефициент 

на корелация се счита за значимо различен от нула, ако е изпъл- 
нено неравенството 

л-217 

#2 ! 
а 

, P2, > [1+ 
2 

където ἔα е критичната стойност на 1Г-разпределението на Стю- 

дънт сп — 2 степени на свобода, съответна на избрано ниво на 

съгласие а. Ако е известно, че р # 0, необходимо е да се използва 
Е-трансформацията на Фишер: 

Е=11П-1-+-ЕЕЕ. 

2 1-ρεη 

При големи п величината Е е приблизително нормално разпреде- 

лена. С помощта на, квантилите Р% и Fx—g— може да се построят 

доверителни интервали за истинския коефициент на корелация р. 
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§ 4. Установяване на зависимости между 

съвкупности от случайни величини 

Разглеждаме п случайни величини §i, ..., бла, имащи разпре- 

деление ΟἹ непрекъснат тип. Условната средна стойност на вели- 

чината А) при условие, че § =i, 1=2,..., N, € 

οο 

[ аа Ааа, еа 2а) 

Ε(ξΙ |ξ2 ΞΞ ω2μ--᾽ξπ :ωπ) = U(fi;’z,...,xn) == — 

Л (еу 2а) 

Геометричното място на точките (U, T2, ..., #) се нарича рег- 

ресионна поввртнина 33 средната стойност на ЕА) при фиксирани 

стойности Z3, ..., #а на останалите случайни величини и има урав- 

нение 21 = u(Z2,...,Tn). 

Равнината на средно-квадратичната регресия на величината 

ἔι относно &,...,§; се определя като хиперравнина 

а = βιλοβ4. πξὰ + бзез4..аба 2е Biness..(n-1)ms 

която дава най-добра апроксимация на п-мерната регресионна по- 

върхнина u(Z2, ..., 2а) в смисъл, че величината 

(1) ЕА — Bize34..n€2 =+ = Binezs...(n-1)€n]’ 

има най-малката възможна стойност. Ν 

3a да определим коефициента на регресия A, диференцираме 

(1) по всеки ΟἹ неизвестните коефициенти ; (n - 1 на брой) и 

получаваме п - 1 уравнения 

A22B12 + Аззбта Ἔ5 Ἔ Азайта = Ao, 

λφεβιὰ + Азайцз Ἔ Ἔ AanBin = As1, 
Π ΥΤ I A U I AR ΩΣ (2) 

A2Biz2 + ληββι5 Ἔ : Ἔ AnnBin = ληι. 

С Д) сме означили 38 краткост fje3..(j—1)(j+1)...n* 

Нека A = (А;;) е детерминантата на (2), а Δῳ -- адюнгира- 

ното количество на B;;. Torasa, ако A е положително дефинитна, 

единственото решение Ha (2) се записва Taxa: 

- Al. g ΡΙ. . O, ; p.. 

3 Ду = 2 а ,Вд,- Ξ ” 
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където Р е матрицата ΟἹ коефициентите на корелация. 
Равнината на регресия на всяка случайна величина относно 

останалите е определена еднозначно и коефициентите на регре- 
сия се определят по (3). 

Разликата 

А Σ 1 
е2а =& -- βιχξὰ — . - Pinbn = Ш ZAljfj, 

където коефициентите на регресия А у се определят от (3), се на- 
рича остатък на величиналта & от регресионната равнина спрямо 
&, ..., бл. Този остатък е некорелиран с &2, ..., ба. 

Остатъчната дисперсия 0F,5; „ се определя ΟἹ израза 

(4) ааа Ξ πτ =03 — 

и се разглежда като мярка за приближение на представянето на 

а чрез най-добра линейна комбинация на величините &, ..,y ба- 

Прип =2 равенството (4) се свежда KLM σΐ, = 07 (1 -- p?). 
Коефициентът на корелация между остатъците на 61 и 6» след 

изваждане ΟἹ тях на най-добрите линейни комбинации ΟἹ £3,& .. 

£, (използва се терминът „след отстраняване на влиянието на 

случайните величини &3, ..., €, “) се нарича коефициент на частна 

корелация и се означава с β12.34.. ηξ 

-λὶ - ΠΡῚΣ 
5 р12.34..иъ = τΈΞΞΕΞΕΞΞΕ ΞΞ еааае 

( ) " VX11K22 VP11P22 

Всеки коефициент Ha корелация може да бъде изразен upes 

пълните коефициенти на частна корелация. Така например при 

п = 3 имаме 
£11P33 — 1323 

P1243 = - e, 
v ( - /’13)(1 - /).225) 

В частния случай при некорелирани величини от (5) следва, 

че всички частни коефициенти са равни на нула. 
Ако пълните коефициенти на корелация Ca известни, частните 

коефициенти могат да бъдат изчислени от (5). За пресмятането 

се използват рекурентните съотношения 

С βι2.84.,,.,--1 7 Pine3d..(n—1)P2ne34...(n—1) 
βι2.34...ν ΞΞ T и нн ие 
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Осталъчните дисперсии и частните коефициенти на регресия 

са свързани с изразите 

σἷ-23...π = σἷ(]. - ρἷ2)(1 - ρἷ3-2) τ (1 - ρἷπ.-23...(π-1))’ 

P1e34..n 
B12+34,.n = P12434..0 ———, 

P2e34..n 

2 < 
Озеза,а = P12+34..n021+34...m- 

Да pasraename остатъка 

Me23..n = а- 31252 те 3m£n =§ - ff, 

където & = Взба Ἔ -+ + Pinén е най-добрата линейна оценка Ha 
а. Коефициентът на корелация между £ и величината 67 озна- 
чен С ру(23..м), Се нарича севободен коефициент на корелация и се 
пресмята по формулата 

βι(23....) = - D&t = 

При py(23..n) = 1 случайната величина §; е paBHa на линейна 

комбинация от €2, ..., &n, а при р1(23...л) = 0, т. е. при р = "1 = 

ръя = 0, случайната величина ξὶ е некорелирана с всички вели- 
чини s, ..., .. При числено пресмятане на (6) е удобно да се 
използва съотношението 

(6) 

2 
01.23..n 

5 . Р?(гз.„п) ΞῚ - o? 

8 5. Рангова корелация 

В практиката често се срещат признадци, които не се поддават 

на количествена оценка. Така например, ако се опитаме да оценим 
съотношението между математическите и музикалните способнос- 

ти на група учащи се, то „нивото на способностите“ е променлива 
величина, в смисъл че варира от един индивид към друг. То може 
да се измери, ако поставим на всеки индивид оценки, обаче този 
начин е лишен от обективност, тъй като различни изпитващи мо- 

гат да поставят на един и същ индивид различни оценки. Субек- 

тивният елемент може да се изключи, ако подредим учащите по 
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степените на техните способности и дадем на всеки OT тях пореден 
номер, който ще наречем „ранг“. Корелацията между раянговете 

много по-точно отразява съотношението между способностите на 

учащите се, отколкото корелацията между оценките. 
Нека п индивида имат IO качеството А рангове: 421, ..., Zn, 

а по качеството Б -- рангове ¥, ..., уа. Да означим разликата 

o — yr = 4р. Стойността на 4 ни дава мярката за близост на 

съответствието между А и . Ако всички 4) са равни на нула, TO 

съответствието € пълно,. 
Koeguyuenmsm на panzoea корелация R, предложен от Спирмън, 

се пресмята по формулата 

п 

6% & 
k=1 

2 - 1) 

Той се изменя от +1 до -1. Ако всички стойности на 4) са равни 

на нула, то Е = +1. Ако ранговете ca такива, че Ha 1, 2, ..., п по 

единия признак съответстват N, п-1,..., 1 по другия признак, то 

R=-1. 

Пример 1. IlpoBepere има ли корелационна връзка между 

средните добиви от единица площ и фонда „техническа въоръже- 

ност“, взети за 10 държави. 

ЕИСК 
Ге [T ааа 

За коефициентите на корелация имаме 

6.32 
R=1 10.(100 = 1) =(,81. 

По такъв начин можем да направим U3BOJA, че връзката между 

средните добиви и фонда „техническа въоръженост“ съществува 

и тя е достатъчно тясна. 
Hexa имаме п индивида, подредени по два качествени призна- 

ка. Нека номерата на първата редица са OT 1 до п и под всеки OT 

R=1- 

«а = b5 Σ 

Σ ψ Ξ 55 

ἀκ =0 Σ 

Σ (ὶἶ: 

364



тях напишем номерата OT втората редица, т.е. 

(1) ξ1:1’ ξχ Ξ 2, ..., ξῃ - п 

771’ 772, .. ηΠ' 

Тогава 38 всяко 7, k = 1,2,...,п, да определим величината G, 

равна на броя Ha тези &, стоящи надясно OT 7. и по-големи ΟἹ 7 

(инверсиите на р с членовете на редицата (&), вж. #8 13.3). 

4а п 

= ag, ТО Т =1— ------ Ако означим C @ k; ks παςτῦ 

коефициент на корелация, предложен от Кендал. Стойностите на 

т принадлежат на интервала |--1,1). При това т = 0 само кога- 

то поредните номера на редиците от ( 1) съвпадат (разликата от 

поредните номера на всеки индивид е нула) и Τ = 1 само кога- 

то всеки индивид има обратно наредени поредни номера по двата 

се нарича рангое 

признака. 

Пример 2. Определете т за пример 1 при: 

Решение. 

10 4.30 
p=2ak=30, T—'l-(‘)‘—g-"'l—-o,33 

k=1 

При отсъствие HA връзка 32 коефициентите на Спирмъкн имаме 

1 
ER=0; DR= , 

n-—1 
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а за коефициента на Кендал: 

_2n+5 
Er=0 D =0 T 9 

8 6. Коефициент Ha конкордация 

Нека разгледаме случая, когато имаме т редици, BCAKA ΟἹ KO- 

ито πᾶ има брой на ранговете п. Ще разгледаме общото съотно- 

щение между горните редици върху един пример. Предполагаме, 

че четирима експерти подреждат 6 обекта по следния начин: 

Тук ще се интересуваме от общата мярка за съгласуваност 

(конкордация) между групата експерти. Нагледно тази мярка ве- 

роятно може да се получи, като усредним всички възможни стой- 

ности на R и 7, изчислени 3a всяка двойка експерти; но когато 

броят т е голям, е ясно, че такава процедура изисква много труд 

и време. В случаите, подобни на описаните по-горе, по-просто 

е да се съпоставят сумите на ранговете, „предписани“ на всеки 

обект от различните експерти: такива данни са приведени в пос- 

ледния ред на таблицата. Сумата на тези числа e 84; в общия 

. 1 
случай тя е равна на -2-mn(n + 1). Тази величина се получава 

чрез сумирането на т събираеми, всяко от които представлява 

сума от натурални числа от 1 до п. Тогава средната стойност на 

1 
сумата от ранговете на един обект е -2-т(п + 1); в нашия случай 

тя е 14. Разглеждаме индивидуалните отклонения от тази средна 

стойност: 

+1, -3, -4, +5, -2, +3. 
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Ако всички нареждания, дадени от експертите, съвпадат, су- 

мите от ранговете B таблицата ще изглеждат TaKa: 

т, 2m, ..., nm 

(тези суми, разбира ce, не е задължително да са разположени 

именно в такъв ред), а техните отклонения ще са 

—%m(n -1), —%m(n -3),..., lm(n - 1). 

Сумата ΟἹ квадратите на тези отклонения ще бележим с Sy 

_ 1 9 3 8у = 3™ (n® -- n). 

ToBa е максималната. CTOMHOCT, KOATO може да приеме сумата S;. 

Другата екстремална стойност на S; в случая на хаотично раз- 

положени, несъгласувани мнения на експертите е равна на нула, 

когато т € четно число или ако п € нечетно (или едното и друго- 

то едновременно). В останалите случаи 65,, макар и не равно на 

нула, е сравнително малко. 
Означаваме с 5 сумата от квадратите на фактически среща- 

щите се отклонения. Величината 
5 125 

(1) W=o=———7F— 
S, m2(n®—n) 

се нарича коефициент на конкордация (свеласуваност) и също € 

въведена от M. Кендал. 3a нашия пример S = 64, така че 

12.64 
W = 16210 ” 0,229. 

B някакъв смисъл W служи като MAPKA 33 съгласуваност на 

т-те експерти. Ако W = 1, то имаме пълна съгласуваност. Ако 

различията между експертите са големи, сумите от ранговете ще 

се окажат (много или малко) близки помежду си и затова 5 ще бъ- 
де по-малко от възможната максимална стойност, а следователно 
и коефициентът W ще бъде малка величина. Увеличаването на 

W от нула до едно означава, че различията между отклоненията 

отслабват, и в това се проявява все по-голямата съгласуваност 
на ранговете. 

Ако означим с Ry, средната. стойност на коефициента. на Спир- 

мън, изчислен за () възможни двойки експерти, TO 

ς ΤΗ -1 
(2) Ἐὰν = 

т-1 
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8 7. Корелация при номинално скаларни признаци 

В някои случаи разглежданите признаци са алтернативни — 
имат само две състояния: „да“ или „не“. Разглеждани по двойки, 
те също могат да бъдат зависими. Търсим носител на инфор- 
мация 33 евентуална зависимост между наблюденията над голям 
брой обекти, при всяка от които се наблюдава наличието или 
липсата на някои от признаците. Тези наблюдения се предста- 
вят С т. нар. двумерни таблици на конвтиягентност, върху които се 
построява и количественият измерител на зависимостта, изложен 
по-долу. Таблицата на контингентност схематично се представя 

Taxa: 

Признак B | Признак B 

Opuosax A | o | δ | 
Mpyomax A | ς | 4 | 

Числата B таблицата са честотите на наблюденията, прите- 

жаващи едновременно съвместната комбинация от стойности на 
признаците A, B, A u B. Числото 

(1) &= bec - ай 

(α + 6)(с + 4 (а + с)(6 + а) 

се нарича коефициент на Konmunzenyus и е въведен ΟἹ Пирсън и 
Браве. 

Стойностите Ha коефициента Ф винаги принадлежат на интер- 
вала |--1, 1), както при повечето от изброените измерители за сто- 
хастична зависимост. Почти всички те се използват еднотипно по 

начина, изложен в тринадесета глава. 

Пример. За някои епидемии при животни и хора е необходимо 
да. се определи колко съществена е зависимостта между ваксини- 
раните (обработени) и неваксинираните (необработени) животни 
и хора. Нека при епидемия от шал имаме данните: 

| | заболели | Незаболели | Суми | 
Obpagorenn | 5 | 95 | 100 | 

| Необработени | 150 | 250 | 400 | 
Torasa oT първата таблица намираме mo (1): 

95.150 — 5.250 
= = (,31, 

v/100.400.155.345 
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което показва, че имаме умерена, но съществена зависимост на 
обработката и заболеваемостта. Обработените по-рядко заболя- 
ват от тези, които не са обработени. 

Задачи 

1. По данните ot таблицата. да се намерят: 
а) коефициентът на корелация βξηὶ 

6) уравнението на най-добрата линейна регресия u(z), v(y); 

в) корелационните отношения 0%, 0. 

Отг. а) ре = 0,636; 6) u(z) = 1,17z + 16, 73, v(y) = 0,345y + 1,67; 

B) θξξ = 0,656, θξη = 0,651. 

2. Намерете уравнението на най-добрата параболична perpecus U (z) = 
Bo + 812 + B2x? no данни or nanenara таблица, Оценете силата HA корелаци- 
онната връзка между Е и ἢ по θξξ съгласно указанията от § 4.Α: 

Отг. U(z) = 10,82 - 3,14z + 2,5542; почти функционална — θξξ =0, 95. 

3. HamepeTe уравнението Ha perpecus У (у) = a+by+cy?® и корелационното 
отношение θἓη на данните OT таблицата: 
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Отг. V(y) = 3,18 + 0,02y + 2,82; θἓη : 0,96. 

4. Резултатите от измерванията на стойностите на признаците &, Y, 2 
при 50 индивида. са дадени в следната таблица: 

10 10 15 15 20 20 20 20 25 25 30 30 35 40 45 50 

40 45 40 45 45 45 50 50 25 55 55 55 60 65 65 60 

5 5 10 10 10 15 15 20 20 30 35 40 45 45 45 45 

8 1 4 7 2 1 2 2 1 3 2 3 4 1 1 1 

Определете: 

а) свободния коефициент на линейна корелация между променливите # 
и+, у; 

6) частния коефициент на корелация ра (у) и рух(«); 
в) уравнението на линейната регресия « = az + by Ἔ c. 

Отг. а) ρεία, у) < 0,87; 6) ра (у) = 0, 23, ρυε(α) < 0,54; 
в) # = 0,52z + 1,07у - 43,5. 

5. Намерете коефициентите на корелация и напишете уравнението на 
най-добра линейна регресия U(z) и V(y) за данните от таблицата: 

Отг. pgy =0,73; U(x) - 1,85 + 1,77; V(y) - 0,41у + 0,37. 

6. Учениците A, B, B, Г, Д, E, Ж, 3, U, K от един клас са получили след- 
ните редици от рангове по математика и музика: 

Математика 

Музика, 
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Определете: 

а) коефициента R на ранговата. корелация на Спирмън; 

6) коефициента т на корелацията на Кендал. 

Отг. а) R=-0,103; 6) т = —0,24. 

7. Определете коефициента на конкордация W за трите редици от ран- 
гове: 

4,5 7,5 0 

1 2,5 4,5 4,5 6,5 10 6,5 

Отг. W = 0,828. 

8. Heka ca дадени Tpu редици OT по осем ранга: 

Определете: 

а) коефициента, на конкордация W; 

6) кое от подрежданията ВБЕБЖЕДАГЗиВЖБДЕГА 3 e „по-доб- 
ро“ съобразно мненията на експертите? 

Отг. а) W = 0,88; 6) второто подреждане е „по-добро“. 

9. Като използвате коефициента на Пирсън - Браве, проверете дали има 

зависимост между успеха на студентите (над средния A, под средния А) и 

получаването (В) или неполучаването (В) на стипендия във вашата учебна 
група (курс). 

10. Покажете, че 3a всеки две случайни величини Е и 1) винаги могат 
да. се намерят две некорелирани случайни величини Х и У така, че да е 
валидно представянето ξ - аХ 4+0У +с, n=a1 X +57У +с. 

11. Покажете, че ако случайните величини Е и ἢ ca, свърза.ни със строга 
функционална връзка ἢ == g(£), корелационното отношение е 02 пе = 1 1. 

12. Покажете, че в коефициента R Ha ранговата корелация Η Спирмън 
от § 5 при условие за независимост на двата признака А и B, величината, 

dz, € равномерно разпределена върху числата еР рху 
k=1 

12, 12422, 12422 432,12 422 + ... 4 02, 

представляващи възможните стойности на. сумата от квадратите на първите 

К естествени числа, # : 0, 1,...,п 
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13. Покажете, че величината а, участваща в пресмятането на ранговия 
коефициент Ha корелация т на Кендал от § 5: 

а) при условие, че и двата признака А и В са независими, приема стой- 

ности, равномерно разпределени върху числата 0, 1,3,..., (";1), представя- 

k 
щи възможните CTOUHOCTH на CyMaTa OT първите Kk естествени числа. Σ i, Е 

1:20 

0, 1,..., ; 

6) при условие, че А - kB, k > 0, с вероятност 1 са изпълнени 

Pla=0}=1 и P{r=1}=1 

в) при условие, че A = kB μ k <0, с вероятност 1 ca изпълнени 

P{a:(n;l)}zl и P{r=1}=1 

14. Докажете формула (2) от § 6 за връзката между средната стойност 
на коефициента R на Спирмън, получен за т експерти, и коефициента Ha 
конкордация W. 

15. Покажете, че ако признаците А и В са независими, то разпределе- 
нието Ha числата, в таблицата. на контингентност € полиномно с параметри 

n, т = Р(А)Р(В), рз = P(A)P(B), рз = P(A)P(B) и ра = P(A)P(B). 
16. Покажете, че axo признаците A и B ca независими, коефициентът HA 

средно квадратична свързаност φ от 8 3 npuema стойност 0, а ako A u B 
са функционално свързани (съществува монотонна функция 9(е), такава че 
9(А) = В), то #2 =m -- . 

17. Покажете, че ако А и В приемат само две възможни стойности, то 

коефициентът на. средно-квадратична свързаност (р2 от ὶ 3 и коефициентът 

на контингенция Ф от § 7 са свързани с израза 2 = &2, 

18. Покажете, че изразът (коефициентът на Чупров) 

2 

Vn-1)(m-1) 

определя MAPKa Ha зависимост Ha признаците A и B, която e paBHa Ha 0, ако 
A и B ca независими, и paBHa на 1, когато между A и B има функционална, 
зависимост, 

Ynsmeane. Използвайте зад. 16, като за второто твърдение € необходимо 
m=n. 

19. Ако двумерното разпределение Ha (ξ, ) e 

T = 

n! 
— ра ре —ky~k 
k1'k2'(n—-k1—kz)!pllp22(1'—p1_p2)n 

12, P{{=ki,n=ka} = 

TO 

I ῆ ΝῈ 
βεη Ἐ 7 Ξ ρηα - Δ) ππίη τ ι 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Таблица 1 

{ 

Нормално разпределение Λί(0,1) : F(z) = L exp(—t2/2) 4 
V2 

οο 

х 0,00 0,01 0,02 0,08 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359 

0,1 0,5398 0,5438 0,6478 0,6517 0,5557 0,5596 0,6636 0,5675 0,5714 0,5753 

0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,56948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141 

0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 10,6480 0,6517 

0,4 0,6554 0,6691 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879 

0,5 0,6015 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224 

0.6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549 

0,7 0,7680 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852 

0,8 0,7881 10,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133 

0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8280 0,8315 0,8340 0,83656 0,8389 

1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8551 0,8577 0,8599 0,8621 

1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830 

1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8914 0,8962 0,8980 0,8097 0,9015 

1,3 00,8032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177 

1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319 

1,6 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,93%4 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441 

1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545 

1,7 09564 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,96256 0,9633 

1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706 

1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767 

2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817 

2,1 0,9821 0,0826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857 

2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890 

0.9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916 

0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 90,9934 0,9936 - ф
 

ц 
G
 

- А 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952 

2,6 0,9953 0.0955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964 

2,7 0,0065 0,9966 0,9967] 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974 

2,8 0.9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981 

2,9 0,9981 0,0982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986 

0,9987 0.9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990 

0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 10,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993 

0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995 

0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997 

0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998 
B I —————t—— 55

 
W
K
 

B
N
 
O
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Таблица 2 

ч 
2 Ρ z(n—2)/2e—m/2d 
-pasnpe, ление с п степен: на свобода ц) = ——————— O X*-pasnpene e тепени да Е(и) ΠΘΌ 

0 

n\F 0,005 0,010 0,025 0,050 0,100 0,250 

10,0393 0,03157 0,03982 0,02393 0,0158 0,102 
20,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,575 
30,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 1,21 
4 0,207 0,297 0,484 0,711 1,06 1,92 
5 0,412 0,554 0,831 1,15 1,61 2,67 
6 0,676 0,872 1,24 1,64 2,20 3,45 
7 0,989 1,24 1,69 2,17 2,83 4,25 
8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 5,07 
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 5,90 

10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 6,74 
11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 7,58 
12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 8,44 
13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 9,30 
14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 10,2 
15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 11,0 
16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 11,9 
17 5,70 6,41 7,56 8,6 10,1 12,8 
18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,9 13,7 
19 6,84 7,63 8,91 10,1 11,7 14,6 
20 7,43 8,26 9,59 10,9 12,4 15,5 
21 8,03 8,90 10,3 11,6 13,2 16,3 
22 8,64 9,54 11,0 12,3 14,0 17,2 
23 9,26 10,2 11,7 13,1 14,8 18,1 
24 9,89 10,9 12,4 13,8 15.7 19,0 
25 10,5 11,5 13,1 14,6 18,5 19,9 

26 11,2 12,2 13,8 15,4 17,3 20,8 
27 11,8 12,9 14,6 16,2 18,1 21,7 
28 12,5 13,6 15,3 16,9 18,9 22,7 
29 13,1 14,3 16,0 17,7 19,8 23,6 
30 13,8 15,0 16,8 18,5 20,6 24,5



3 -
 Ὕ 

Таблица 2 (продъ: 

0,500 0,750 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 

1 0,455 1,32 2,71 3,84 502 6,63 7,88 
2 1,39 2,77 461 599 7,38 9,21 10,6 
3 237 411 625 7,8 935 11,3 128 
4 336 580 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9 
5 435 6,63 924 11,1 12,8 151 16,7 

6 535 7,84 106 12,6 14,4 16,8 18,5 
7 6,35 90,04 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3 
8 7,34 10,2 13,4 155 17,5 20,1 220 
9 834 11,4 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6 

10 9,34 12,5 16,0 183 20,5 23,2 252 

11 10,3 13,7 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8 
12 11,3 14,8 185 21,0 23,3 26,2 28,3 
13 12,3 16,0 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8 
14 133 17,1 21,1 237 26,1 29,1 31,3 
15 14,3 18,2 223 250 27,5 306 32,8 

16 153 19,4 23,5 26,3 288 32,0 34,3 
17 16,3 20,5 24,8 27,6 30,2 334 357 
18 17,3 21,6 26,0 289 31,5 34,8 37,2 
19 18,3 22,7 27,2 30,1 32,9 36,2 386 
20 19,3 238 284 31,4 342 37,6 40,0 

21 20,3 24,9 296 32,7 355 38,9 41,4 
22 21,3 26,0 308 33,9 368 40,3 42,8 

22,3 27,1 32,0 352 381 41,6 44,2 
23,3 282 33,2 364 394 430 456 
24,3 29,3 34,4 37,7 40,6 443 469 
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> w ῳ 2 ф
 356 389 41,9 456 48,3 

26,3 31,5 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6 
27,3 32,6 87,9 41,3 44,5 483 51,0 
28,3 33,7 39,1 42,6 45,7 496 52,3 
29,3 34,8 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7



78 

Разпределение на Стюдънт е п степени Ha свобода: 

(%) 

Таблица 

Е(у) =/ dz 

(o) O { — Иу Гя |{1+= 
2 n 

n\F 0,75 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995 0,9995 

1 1,000 3,078 6,314 12,706 31,821 63,6567 636,619 

2 0816 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 31,598 

3 0765 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,941 
4 0,741 1,633 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610 

5 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859 

6 0,718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959 

7 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405 

8 0,706 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041 

9 0,703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781 

10 0,700 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587 

1 0,697 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437 

12 0,695 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318 

13 0694 1350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221 
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140 

15 0,691 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073 

16 0,690 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015 

17 0,689 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965 

18 0,688 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922 

19 0,688 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883 

20 0,687 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850 

21 0,686 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819 

22 0,686 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792 

23 0,685 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,767 

24 0,685 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745 

25 0,684 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725 

26 0,684 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707 

27 0,684 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690 

28 0,683 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674 

29 0,683 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659 

30 0,683 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646 

40 0,681 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551 

60 0,679 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460 

120 0,677 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,373 

οο 0,674 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291 



Таблица, 4 

Е-разпределение с т степени на свобода в числителя и п — в 3Ha- 
менателя — F(m,n): 

r (т + π.) mm/2pn/2 у 

2 /m("‘/z)"l(n+nw)‘("'+”)/2da: 

Gn\m 1 2 3 4 5 в 7 8 9 

0,90 39,9 49,5 53,6 55,8 57,2 58,2 58,9 59,4 59,9 
0,95 161 200 216 225 230 234 237 239 241 
0,975 1 648 800 864 900 922 937 948 957 963 
0,99 4050 5000 5400 5620 5760 5860 5930 5980 6020 
0,995 16200 20000 21600 22500 23100 23400 23700 23900 24100 

0,90 8,53 9,00 9,16 9,24 929 9,33 9,35 937 9,38 
0,95 185 19,0 19,2 19,2 193 19,3 19,4 194 1 
0,975 2 385 39,0 39,2 39,2 39,3 39,3 394 39,4 39,4 
0,99 985 99,0 99,2 99,2 99,3 99,3 994 99,4 99,4 
0,995 199 199 199 199 199 199 199 199 199 

0,90 554 5,46 539 534 531 528 527 525 524 
0,95 10,1 9,55 9,28 9,12 901 894 88 88 881 
0,975 3 174 16,0 15,4 181 14,9 14,7 14,8 14,5 14,5 
0,99 341 80,8 29,5 28,7 28,2 27,9 217 27,5 27,3 
0,995 55,6 49,8 47,6 462 45,1 448 44,4 44,1 43,9 

0,90 454 4,32 4,19 4,11 4,05 401 398 395 3,93 
0,95 11 6,94 659 6,39 626 6,16 6,09 6,04 6,00 
0,975 4 122 10,8 9,98 9,60 936 9,20 907 898 890 
0,99 21,2 18,0 16,7 16,0 185 152 150 14,8 14,7 
0,995 31,3 26,3 24,3 232 22,5 22,0 21,6 21,4 214 

0,90 4,06 3,78 3,62 352 345 3,40 3,87 3,34 3,32 
0,95 6,61 5,79 541 5,19 505 4,95 4,88 4,82 4,77 
0,975 5 10,0 8,43 ο 7,39 7,5 6,98 6,85 676 6,68 
0,99 16,3 13,3 124 11,4 11,0 10,7 10,5 10,3 10,2 
0,995 22,8 18,3 16,5 156 14,9 14,5 14,2 14,0 13,8 

0,90 3,78 3,46 3,20 818 3,11 3,05 30l 298 2096 
0,95 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 415 4,10 
0,975 6 881 7,26 6,60 623 59 58 570 560 552 
0,99 13,7 10,9 9,78 9,15 875 847 826 8,10 798 
0,995 18,6 14,5 12,9 12,0 11,5 11,1 108 10,6 104 

0,90 3,59 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,98 2,75 2,72 
0,95 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 387 3,79 373 3,68 
0,975 7 8,07 6,54 589 5,52 529 512 4,99 400 4,82 
0,99 12,2 9,55 845 7,85 746 19 6,99 684 6,72 
0,995 16,2 12,4 10,9 10,1 9,562 9,16 8,89 8,68 8,61 

379



а n\m 1 2 

0,90 3,46 3,11 : 

0,95 5,32 4,46 ͵ 

0,975 8 7,57 6,06 | 
0,99 11,3 8,685 ! 

0,995 14,7 11,0 { 

0,90 3,36 3,01 : 
0,95 5,12 4,26 1 

0,975 9 7,21 5,71 | 

0,99 10,6 8,02 ι 
0,995 13,6 10,1 { 

0,90 3,20 2,92 : 
0,93 4,96 4,10 : 

0,975 10 6,94 5,46 . 

0,99 10,0 7,56 «! 
0,995 12,8 9,43 1 

0,90 318 281 : 
0,95 4,75 3,89 : 

0,975 12 6,55 516 . 

0,99 9,33 6,93 | 
0,995 11,8 8,51 ! 

0,90 3,07 2,70 : 

0,95 4,54 3,68 : 

0,975 15 6,20 4,77 . 
0,99 8,68 6,36 | 

0,995 10,8 770 ! 

0,90 2,97 2,59 : 
0,95 4,35 3,49 : 
0,975 20 5,87 4,46 

0,99 8,10 5,85 

0,995 9,94 6,99 

0,90 2,88 2,49 
0,95 4,17 3,32 
0,975 30 5,67 4,18 

0,99 7,56 5,39 
0,995 9,18 6,35 

0,90 2,79 2,39 
0,95 4,00 3,15 
0,975 60 5,29 3,93 
0,99 7,08 4,98 
0,995 8,49 5,80 

0,90 2,75 2,36 
0,95 3,92 3,07 

0,975 120 5,15 3,80 

0,99 6,85 4,79 

0,995 8,18 5,64 

0,90 2,71 2,30 
0,95 3,84 3,00 
0,975 οο δ,02 3,69 
0,99 6,63 4,61 

0,995 7,88 530 
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Таблица 4 (продължение) 

а 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0.90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

0,90 
0,95 
0,975 
0,99 
0,995 

n\m 

1 

2 

9 

10 

60,2 
242 
969 

6060 
24200 

9,39 
19,4 

39,4 
99,4 

199 

5,23 
8,79 

14,4 
27,2 
43,7 

3,92 
5,06 
8,84 

14,5 
21,0 

3,30 
4,74 
6,62 

10,1 

13,6 

2,94 
4,06 
5,46 
7,87 

10,2 

2,70 
3,64 
4,76 
6,62 
8,38 

2,54 
3,35 
4,30 
5,81 
7,21 

2.42 
3,14 
3,96 
5,26 
6,42 

12 

60,7 
244 
977 

6110 
24400 

9,41 
19,4 
39,4 
99,4 

199 

5,22 
8,74 

14,3 
27,1 
43,4 

3,90 
5,01 
8,75 

14,4 
20,7 

3,27 
4,68 
6,52 
9,89 

13,4 

2,90 
4,00 
5,37 
7,72 

10,0 

2,67 
3,57 
4,67 
6,47 
8,18 

2,5 

3,28 
4,20 

5,67 
7,01 

2,38 
3,07 
3,87 
5,11 
6,23 

16 

61,2 
246 
985 

6160 
24600 

2,42 
19,4 
39,4 
99,4 

199 

5,20 
8,70 

14,3 
26,9 
43,1 

3,87 
5,86 
8,66 

14,2 
20,4 

3,24 
4,62 
6,43 
9,72 

13,1 

2,87 
3,94 
5,27 
7,56 
9,81 

2,63 
3,51 
4,57 
6,31 
7,97 

2,46 
3,22 
4,10 
5,52 
6,81 

2,34 
3,01 
3,77 
4,96 
6,03 

20 

61,7 
248 
993 

6210 
24800 

9,44 
19,5 
39,4 
99,4 

199 

5,18 
8,66 

14,2 
26,7 
42,8 

3,84 
5,80 
8,56 

14,0 
20,2 

3,21 
4,56 
6,33 
9,55 

12,9 

2,84 
3,87 
5,17 
7,40 
9,59 

2,59 
3,44 
4,47 
6,16 
7,75 

2,42 
3,15 
4,00 
5,36 
6,61 

2,30 
2,94 
3,67 
4,81 
5,83 

30 

62,3 
250 

1000 
6260 

25000 

9,46 
19,5 
39,5 
99,5 

199 

5,17 
8,62 

14,1 
26,5 
42,5 

3,82 
5,75 
8,46 

13,8 
19,9 

3,17 
4,50 
6,23 
9,38 

12,7 

2,80 
3,81 
5,07 
7,23 
9,36 

2,56 
3,38 
4,36 
5,99 
7,53 

2,38 
3,08 
3,89 
5,20 
6,40 

2,25 
2,88 
3,56 
4,65 
5,62 

60 

62,8 
252 

1010 
6310 

25200 

9,47 
19,5 
39,5 
99,5 

199 

5,15 
8,57 

14,0 
26,3 
42,1 

3,79 
5,60 
8,36 

13,7 
19,6 

3,14 
4,43 
6,12 
9,20 

12,4 

2,76 
3,74 
4,96 
7,08 
9,12 

2,51 
3,30 
4,25 
5,82 
7,31 

2,34 
3,01 
3,78 
5,08 
6,18 

2,21 
2,79 
3,45 
4,48 
5,41 

120 

63,1 
253 

1010 
6340 

25400 

9,48 
19,5 
39,5 
99,5 

199 

5,14 
8,55 

13,9 
26,2 
42,0 

3,78 
5,66 
8,31 

13,6 
19,5 

3,12 
4,40 
6,07 
9,11 

12,3 

2,74 
8,70 
4,90 
6,97 
9,00 

2,49 
3,27 
4,20 
5,74 
7,19 

2,31 
2,97 
3,73 
4,95 
6,06 

2,18 
2,75 
3,39 
4,40 
5,30 

οο 

63,3 
254 

1020 
6370 

25500 

9,49 
19,5 
39,5 
99,5 

199 

5,1 
8,53 

13,9 
26,1 
41,8 

3,76 
5,63 
8,26 

13,5 
19,3 

3,11 
4,37 
6,02 
9,02 

12,1 

2,72 
3,67 
4,85 
6,88 
8,88 

2,47 
3,23 
4,14 
5,65 
7,08 

2,20 
2,93 
3,67 
4,86 
5,05 

2,16 
2,71 
3,33 
4,31 
5,19 
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