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Глава 1

ПРИБЛИЖАВАНЕ НА ФУНКЦИИ

Една основна задача. в числените методи 6 задачата. 38 приближаване на

"сложни” функции с други, "по-прости”. Под сложни функции ще разбираме

функции, които предизвикват пякои проблеми при компютърни пресмятания.

Това могат да бъдат сложни аналитични изрази, чието числено пресмятане

отнема много компютърно време или се съпътства с грешки от закръгляне.

Към "сложните” функции ще причисляваме и функциите. които са зададени

таблично, т.е. чрез таблица. OT аргументи I1,..., Ty и съответствуващи им

стойности U1,...,Yn. Обикновено B такъв вид се представят функциите B

задачи, идващи от практиката. В резултат па експерименти и измервания

се получава приближено стойността ψκ на функцията f(x) при « = #.

Понякога функцията зададена по този начип трябва да бъде диференцирана,

интегрирана или подлагана па друг вид операции. Ясно e, че поради

непълната информация за f(z), получаването па относително точен числен

резултат е свързано с определени проблеми. Затова и табличните функции

ще третираме като сложни функции. .

Под "прости функции” B този курс ще разбираме преди всичко алгеб-

ричните полиноми.

Агебричен полином от степен п е всеки израз от вида

Б() = agzTM + az® ῖ - + ἀῃ,

където ag, ...,ап са реални числа. Известен e много прост метод (ΗΔΡΘΊΘΗ

правило на Хорнер) 3a пресмятане стойността на полинома. в точката т. Това

става. KATO се извършат п-те умножения и п-те събирания, в реда показан

по-долу

p(z) - (... (((αρ. + а1).2 + аз).Е + аз)... + an_1).T + ал.

Полиномите се диференцират и интегрират лесно. Те имат много интересни

свойства, които са добре изучени. Ето защо полипомите се приемат като

прости, "хубави” функции. |

В този курс с пл ще означаваме класа от всички алгебрични полиноми

от степен по-малка или равна на Τ.

Друг клас от прости функции са тригонометричните полиноми. Напом-

пяме, че всеки израз от вида

п

ta(z) - αρ + Z(ak cos kx + by sinkx)
k=1

се парича MPU20HOMEMPUNEH полином OT ред n. Вижда ce, че () = ἐπίς +

Зя) за всяко т. С други думи, тригонометричният полином t,(T) е 2π-

периодична функция. Можем да си мислим, че „() е определен BLPXY



едипичната окръжност (окръжността. с център пула и радиус 1). Torasa

много ΟἹ свойствата му се възприемат по-лесио. Подобио на алгебричните

полиноми и тригонометричните се диференцират и интегрират точно. Те

се използват най-вече за приближаване па сложни фупкции, които описват

периодични явлепия. По-нататък ще разгледаме и други класове от прости

фувкции.

” Остана да изясним какво разбираме под израза "да приближим” една

функция с друга. Естествено, това зависи от критерия за близост, който ще

възприемем. В числените методи се използват най-разнообразпци критерии

за близост, но те по същество се разделят па две групи: интерполационни

и метрични критерии. При интерполациопните критерии се избират краен

брой характеристики ГлА(7Г),...,Г(7/) на функцията / (пай-често това са

линейни функциопали, да речем Li(f) :-- f(zx), # = 1,...,п) и две функции

се сравняват по тези характеристики. Казваме, че f e близка до g, ако Li(f )

съвпада с Г.(9) за k=1,...,n

При метричните критерии се използва понятието разстояние ( метрихка).

Казваме, че в прострапството F от фупнкции е въведено разстояпие, ако na

всеки два елемента f и 4 ΟἹ # се съпоставя число p(f, 9) и това съответствие

удовлетворява следните условия:

1) p(f,9)20 (=) <= /-949;

2) o(f.9)=plg,f), Vf.g€F;

3) o(f.9) < ρ([.Ἀ} - Ἦ ρ(,4), Yfig,heF.

Torasa, ecrectseno, функциите f и g οἹ F ca близки, ако разстоянието p(f, g)

e "малко”.



1. ИНТЕРПОЛАЦИОННА ФОРМУЛА НА ЛАГРАНЖ

Ще разгледаме следпната интерполационна задача.

Нека xq,...,Tyn са различни точки и фо:...:Уп са дадени реалпи числа.

Да се построи алгебричен полином Р(+) от степепц < п, който удовлетворява

условията

(1) . Plxr)=wyk k=0,...,n

С други думи, npu дадени n+1 точки {(Tk, Yk)} o B равнината, да се построи

полином Р от степен п, чиято графика. минава през дадените точки (Zk, Ук),

k=0,...,n.

Да отбележим пай-напред, че ako изобщо CLINECTBYBa решение Ha интер-

полациопната задача (1), то трябва да е единствено. Наистина, да допуснем,

че има два полинома Р и Ο от степен п, които удовлетворяват (1). Тогава

тяхната разлика.

R(z) := P(z) - Q()

ще бъде също ΠΟΠΉΠΟΜ ΟἹ степен < п и освен TOBa

R(zi) = Ρ(ακ) — О(ак) =y — νε =0

за К τ 0,...,п. И така, R е полином OT CTelleH 7, който се анулира B п + 1

точки. Тогава, o основната теорема на алгебрата, R(2) e тъждествено равен

на 0. Следователно Р = Q.

Съществувапето и едипствеността па решението на (1) се виждат и по

следния начин. Да запишем полинома Р(+) в общия му вид

и

P(z) = agzTM + -+ + an.

Torasa условието (1) добива. вида.

αο:πξ,' -}-αι:εε"ι фе ал-ато Ж ал Ξ Yo

п πι--}Ἰ -
αρπὶ + ааа - + αρ- ἰ τ μῃ = Y

п n-1 <
T, + 2а - + ал-аба τ ая = Yn.

Това е една система от п--1 липейни уравненпия по отношение на. неизвестиите

ag, - - . , an. Детерминантата



на. тази липейна cucTeMa е детерминанта на Вандермонд. А ние знаем от

линейната. алгебра, че детерминаптата на Вандермонд съответстваща па

точките +0;...,Та е различна OT нула, ако т; # т; при + # j. Тъй като "Ὸ

условие точките g, - . . , Ty B (1) са различни, И(+о;..., н) # 0 и следователпо

системата, а OTTYK и задачата (1), има единствено решение.

Извеждане на формулата. Особено важен за пас е въпросът за постро-

яване на полинома P, който решава иптерполационната задача.

Решението на (1) е било дадено в явен вид 38 първи нът от Нютон.

Ние тук ще дадем най-панред формулата 38 построяване на P, изведепа от

Лагранж, а HO-K'bCHO ще представим и решението на Нютон.

Тъй като единствеността на решението на Р е очевидна, то Лагранж

пристъпва направо към построяването на това решение по слединия остроумен

пачин. При фиксирано Х да памерим полипома (.к(Е) ΟἹ m,, който удовлет-

ворява условията

Il <o W& - It - Ъ τὸ . БLok (Шт)

Ι =

Puc. 1

Първото условие озпачава, че TOYKHTE Tg, ..., Tk 1. Thil----,Tn Сса цули па

Гак (виж Рис. 1). Но те ca точно п па брой и (е е полинпом от степен п.

Следователино това са всичките нули на ἰμκ. Тогава (л) може да се запише

така

к() = A(z - 7o) ... (T - Tp-1)(T = Th41) - - - (T 2а)

където A e някакво число. ToBa число ще определикм OT последното условне

ἐπκί(ακ) = 1. Имаме

1= lu(zk) = А(тк — +о)... (Th — Tk=1)(Tk — Th41) - - - (Tk — Tn)-



«А

Следователно

A= !
n

ДП @ -- “ἡ
i=0,i%k

и окончателно

! ο (ὦ -- ἀρ).ὕ.. (Е- ка (T - 2а) (T — н)
(2) nk(T) = — - .

(zk — 20) ... (Tk — Th—1)(@k — Th1) - - - (T — Tn)

Полиномите () ce паричат базисни полиноми па Лагранж. С тяхна

помощ може леснио да се построи решението Р па интерполационната задача

(1). Ще покажем, че решението P(z) на (1) се дава с формулата

п

(3) Р(а) -- Σ yklnk(z).
k=0

Нанстипа, {10 построепие

1 при k=i

bk (i) = Op o= { 0 nl};n Е + .
Тогава.

n

P(z;) = Zyk Lok(z:) = yilni(zi) = ψι.1 =%
k=0

3a всяко ἐ = 0,1,...,n. И така, полиномът (3) е or m, (защото l,x € пу

38 всяко k) и удовлетворява интерполационните условия (1). Следователно

P(z), даден в (3), е решение на интерполациоппата задача (1).

Най-често (у . ca стойности па някаква функция f(r) в точките

То, . .. Та, Т.е.

ук = Дек), k=0,...,n

В такъв c.rlyqafi решението Ha интерполациониата задача

P(xy) = f(z). k=0,...,n,

се бележи ¢ L,(f;x) и се парича интерполационен noaunom но Лаграно 3ἃ

функцията / с вазли Tg. . . ., Tn. Казваме още, че L,(f; т) интерполира f(x)

в точките Zg,...,Tn.

И така, доказахме следпата. теорема.

Теорема 1. Нека то < .. < Еу и Дт) е определена 8 тези точки. Тогава

сеществува единствен полином от Ty, който интерполира f в Tg, ..., T,.

Този полином се представя по формулата :

(4) n(f,x)—zf(mk) П &=
- Ty

i=0,i#k Tk :



Твърдението следва веднага ΟἹ (3) като вземем предвид, че съгласно (2).

п

Фрс- Iy
ἱποίκ ТЕ T

Формулата (4) се нарича интерполационна формула на Лагранж .

Понякога ще използваме един по-кратък запис 38 ἱμε. Той следва or

връзката

W'(zk) = (xx — 20) . . . (Tk — Th—1)(Tk — Tieg1) - - - (T — Tn),

където

w(z) 1-- (Е - +4)...(Е — ση).

Тази връзка се проверява директно като се диференцира w(r) и се постави

Е = 2. Тогава очевидно

w(x)

и следователно

w(z)

(x — πκ)ω (k)
Lu(fiz) = 3 (е)

k=0

Оценка Ha грешката. Обикповено интерполационният полином

L,(f;z) се използва 38 приближение na по-сложиа функция f(z). Тогава

възниква въпросът: Какво можем да кажем за грешката при това прибли-

жение, т.е. какво можем да кажем за разликата

Ra(f;x) :е f(x) — Б()

B HSIKAKBO отпапред избрано +?

Да обърнем внимание, че полипомът ξ ; ) беше построен само въз

основа. Ha точките {(Tk, f(Tk))}ieo- HO през тези същите точки минават

графиките на безброй други непрекъснати функции 4(Е) и очевидно за

тях ще имаме Г„ (9; т) = Ln(f;z). При това, за всяко дадепо число С > 0,

можем да построим непрекъсната функция g от разглеждания клас - такава,

че g(z) — Ln(f;z) > C. Следователно грешката може да бъде произволно

голяма, ако нищо не зпаем за функцията освен това, че € непрекъсната.

Затова в следващата теорема се налага едно допълнително условие за

гладкост на /.



Теорема 1. Нека [a,b] е даден краен интервал и +0,...,2па са различни

точки в него. Нека функцията f(z) има непрекесната (n+1)-ea производна

в [a,b]. Тогава за всяко + € (а, 0) соществува точка Е € [a,b] такава, че

уее)τ Π (α —z0)...(x -- zn).

(По-точно, Е € (min{z, το; ...,2а), max{z,zg,...,&n}).)

Доказателство. Да образуваме помощната функция

F(t) = 704) - Ln(f;t) - С(Е- +о)...(Е- 2а),

където С е параметър. Веднага се вижда, че F(t) се апулира в точките

Zg,...,ZTn при всеки избор на C. Наистина

Е(ак) = f(zx) - (Лл) — С.0 = Да) - [{πκιῈ = 0.

Сега да изберем С така, че F(t) да се апулира и в точката ἐ = z. От

равенството

f(z) = La(f;2) -- Ο(α -- z0) ... (£ — %n) = 0

определяме

К.(7; +)
(z—z0).-.(x —zn)

(5) С-

И така, при този избор на С функциятя F(t) има п + 2 пули. Това са

точките +, То,...,та. По теоремата на Рол Е!(Е) ще има попе п + 1 пули,

които лежат в интервала (пип(+, «#0,...,2а), max{z,zg,...,Zn}), F’(t) ще

има поне п нули, и тл., ΕΟΡΕ1)(4) ще има поне една нула, която лежи B

{min{z, то, ..., 2а ), max{z,zg,...,ZTn}) Да я означим с Е. Имаме ЕЕ) =
0. От друга страна,

Ве) = () - LI (f;6) -- Cn+ 1)!

е() - Cln+ 1)

Следователно

ο. A (3]
(π - 1}}

Като сравпим това равенство с (5) получаваме

oy - Π Ὸ
Ещ) = m(z —ito)---@: - Tn).

TeopemaTa e доказана.



2. ПОЛИНОМИ НА ЧЕБИШОВ

От доказаната в предишната. лекция теорема. следва, че за всяко т € la, 9),

M1 щах ( - хо)...(е -- 2))Ще) = In(f52)l 5 ту а

където My, е горна граница на |0“ (+)| в (а,6). Оттук се вижда, че

оценката па грешката при приближаване с интерполационния полином па

ДЛагранж зависи съществено ΟἹ избора на интериолациопните възли +о.. - „Т

тъй като величината

Ε Ке -- πο) ... (ὦ — 2л)

зависи от тях. Така възниква следната. екстремалпа задача.:

Да се намерят тези точки {IZ-}::()’ α Ξ 10 <. « πὴ Ξ b, при които

.3335:» Ке - ἀῦ)... ( - +) αςωῃςἰ-η-{ςωῃςὸ σιἓξἕὺ!(α: τ 30) - .. (е = ))

С други думи, трябва да се намери полином OT вида (T — 20) - (T — Tn),

който се отклонява минимално ΟἹ нулата в [a,b]. Решението на тази задача

се дава чрез така наречените полиноми на Чебишов om първи род.

Полинпомът на Чебишов от първи род OT п-та стенен се бележи обикновено

с Т.(т) и се определя в интервала |--1, 1| чрез равенството

(1) T,(z) = cos(narccosz), ze€[-1,1].

Ше покажем пай-напред, че изразът (1) e наистина полином OT CTelen Τ.

Непосредствено от определението следва, че

1To(x)

Ι cos(arccos +) = +.

Освец това, съгласно формулата 38 събиране на. косинуси,

цТаа1(2) + Τ, --χ(α) cos((n + 1) arccos +) + cos((n — 1) arccos т)

Ш 2 cos(arccos 1т.). cos(n arccos +)

i 22T, ()

при Besiko п > 1. OTTyk получаваме peKypeuTHaTa Bpb3Ka

(2) Tor1(z) = 22T (α) — Τ,.-τ(α).



С нейна помощ можем да. построим в явен вид следващите пяколко полинома

на Чебишов. Получаваме

Тъ(а) = 2t1:T1(z) —To(z) = Зе - ἰ τὸ 242 -1,

Ту(«) = 2415(2)- Ti(z) = 443 - За.

Аналогично

Ti(z) = 84 -84241,

Ts(z) = 1642 — 2023 + 52 ,

Ts(z) = 3228 -- 485 - 1852 -1,

Ty(z) = 64z’ —1122° + 562" — 7z .

Ot рекурентната връзка се вижда, че коефициентът npex =" B Т.(+т) се

получава от коефициента пред 177! в Т 1(1) чрез умножение с 2. Тъй

като Т) («) = 2%z, то Т.(«) ще бъде от вида

Τ, (α) = 2714 + - -

И така, nokazaxme, че T, (z) e алгебричен полином OT степен п ¢ коефициепнт

. ῸῈ пред z". Сега да отбележим и други интересни свойства на Т.(+). От

определението (1) веднага. следва, че

{3) |Th(z)l <1 3aBeako z € [—1,1} .

При ToBa paBeHCTBO се JOCTHra само 3a тези точки т or |-1,1), 38

които

| со5(п. агссов z)| = 1,

т.е. при

п агссов 1 = kn, където k е цяло число.

Ὅτ това уравнение определяме екстремалните точки ἣκ на Т.(+) B |-1, 1

{re. точките 7, за които [T, (k)| = 1). Получаваме 7, = cos ἶ“ᾖ Когато k

приема всички цели стойности, 1) описва циклично само п + 1 различни

точки. Следователно всички екстремални точки на Ту Β [—1,1] се дават с

формулата

К
ПЕ =соз-п1, k=0,...,n.

Директно се проверява, че
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Полиномите на Чебишов имат твърде интересио поведение в интервала

[-1,1] (Bx. Рис. 2) Графиката на T,(x) лежи изцяло B квадрата

|-1, Н х [--1,1], като се допира алтернативно B точките 7)) до правите ῳ = 1

ny = -1. Казваме, че Т.(2) осъществява алтернанс в точките {1}y _o

От (4) следва, че Т.(т) има точно п различни реални нули в |-1, И.

Те магат да. се памерят веднага ot израза (1). Очевидно Ту(«) = 0 при

narccost = (2k -1)5, К = 1,2,... Оттук определяме пулите {ξ } на

Τι(α):

2k -- 1)я

2n

Cera ще докажем следното екстремално CBOMCTBO Ha полиномите на Чебишов.

ἔκ = cos , k=1,...,n

Teopema 1. Hexa Р(«) e произволен алгебричен полином om степент с

коефициент 2"~ пред 2. Тогава

(5) x| ITa(z)] < e |P(z)}.

Равенство umame camo npu P(z) = T, (z).

Доказателство. Ot (3) знаем, че max |T,,(x)| = 1. Да допуспем, че има
z€[-1,1]

полином P(z) = 2""'g" + ... 58 който |P(z)| < 1 upn всяко z € [—1, .
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Torasa полиномът

Q(z) :=Ta(z) -- P(z)

ще бъде най-много or crenen п - 1 (защото коефициентите пред =" B T, ()

и Р(+) ca еднакви и се съкращават при изваждането). Освен това

О(пк) = (-1)“ - P(m), k=0,...,n.

Тъй като |Р(7).)| < 1, то знакът на О(л) е равен на знака на (-1)“ или

Ω(ηκ) = 0. И така, ако Ο(ηκ) #0 и Ωί(ηκ.- ) # 0, то Ο(ημ) Ω(ηκ...) <O κ
следователно Ο има. поне eana пула в (ηκ, 7k—1). Ако Θ(ημκ) = 0 за иякое k,

то очевидно Ρίηκ) = (-1)“ = Τμ(ηκ) и тъй като [1.(5}} < 1 κ |Р(+)| < 1,

то графиката π Р и графиката на T, се допират до правата у = (-1)“ в

точката 7. Тогава Ρ ́ (ηκ) =T, (ηκ) =0 и следователно 7 е нула с KPaTHOCT

2 за () - едната можем да свържем с интервала (1, 7k-1), а другата с

интервала. (ηκ.1, Пк). По този начин на всеки интервал ( 7);-1), Е < 1,...,п

ще съответства поне ΠῸ една нула на Q. От тези разсъждения се вижда,

че Q(r) има поне п нули Β |--1, 1| (броейки кратностите). Но () € π,.-...

Следователно Q(z) = 0, т.е. P(z) = Т.(+).

Теоремата. e доказана..

Следствие 2. За всеки полином Р от п-та степен с коефициент 1 пред

1Л e в сила неравенството

1
ΞΞ « .ST = „Ше ST 2 -- Та(2)| < „Те 1Р(«)|

Това. твърдение следва. or (5), като разделим двете страни на 25 ,

Следствие 3. За всяка система om точки (ту ) имаме

1

= zg?agcul(w αὖ)...(α -- )

ходето {Ti}; са нулите на полинома на Чебишов Τ. (), т.е.

« 2+ 1)я Ν
Ty = 008 1) ” k=0,...,n

И taka, пулите na полинома Ha Чебишов Та4+1(т) ca най-добрите възли

38 интерполиране B интервала |--1, 1], защото при тях се получава най-добра

оценка. на грешката R,(f).
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Да запишем тази грешка като приложим СЛВДСТВИЕЪ Зи ouelkara, дадепа

в началото на тази лекция. I'Io.uyaname

My 1

1(1 < се 3 -

Тази оценка се отнася за грешката при иптерполиране Β |--1, 1). Да видим

сега. как изглежда тя при произволен интервал [a,b].

Линпейната смяна т = it — &by ποῆπατα обратна ἐ = .еу + ath

трансформират интервалите [a,bl и [--1,1] един B apyr. Hexa Ге Нн ca

произволни точки ΟἹ иптервала (а, 6). Да озпачим

2 a+b
b—atk—b—a’ k=0....,nκ =

Очевидно ту € |--1. 11 за Х =0,...,n. Тъй като

κ - ) } = Й [(Ъ;аш+а;Ъ) й (b—a$k+a+b)]!

TO въз ocuosa на Следствие 3 получаваме

„:я

b—a n+1

- b — } > . та - -Ρΐᾗκΐ 19) .. (Е- } Σ ( 3 ) ШЗЗШКТ то)...(Е τ Т

Ν ὑὈ--  ̓α "+1 )

" 2 ΕΝ

Следователно, ако 33 интерполационни възли в ἰα, ; изберем точките /
b—a ж +а + "τὁ , където {3}, са нулите па полинома на Чебишов ΟἹ първи po

Та+1(«), то за грешката при иптерполиране получаваме оцепката

,

( -- а) Мача



3. РАЗДЕЛЕНИ РАЗЛИКИ. ИНТЕРПОЛАЦИОННА ФОРМУЛА НА

HIOTOH

Beue сиомепнахме, че задачата за построяване па алгебричеп полином р

OT πη, който иптерполира дадена. фупкция [ B п + 1 точки Tg, ..., Tn, е била

pemena най-напред от Hioron. Сега ще представим неговото решение. За

целта ще въведем едно HOBO понятие - разделена разлика.

Определение. Heka xg,...,ZT, са дадени различни точки (т.е. z; # т;

при + # j). Разделената pasauxe на функцията f в точките Tg,-..,Tn Се

бележи с flrg,...,Tn] и се определя HUAYKTHBHO със следната рекурепнтна

връзка

f{xl,...,xn] - f[llf().,...,(l?n__l}
{1) (o, ..., Tn) = . n=12,...,

Ха — T

като приемаме, че #«1) := f(x;) 38 всяка точка T;.

Съществува тяспа връзка между интерполационция полипом на Лагранж

- вЪъзли Zg,...,In и разделената разлика flrg....,z,|. Тя се разкрива Β

следнпата. теорема.

Теорема 1. Разделената разлика flzg.....z,)| съвпада с коефициента

пред " в интерполационния полином на Лагранок Г.„((; +) за функцията

f с възли 6 същите точки +0....,а-

Доказателставо. Доказателството се извършва по индукция OTHOCHO броя

на. точките. При две точки Τ0. 1 имаме

мя) = Τ =2 + Да)х — 

Ty — Ὸ

" ἨΞ(;Ε - xg) + [(10)

Ι ЛДеоаа(Е - 20) + [Ἃ(50}

и следователио коефициептът пред + в Гл (f; +) e точно равен па разделепата

оазлика / |+0.11). Да допусием сега, че теоремата € вярпа за произволпи п

гочки. Ще я докажем за п + 1 точки. И така, neka xg. ..., 1, са произволпи

7~ Т различни точки. Да въведем полиномите р(т) и 4(1} or 7,1 0 следпия

ееН

pla) иптерполира f в I1,....Tn.

а(«) ивтерполира f в Tp,...,Tn-1-

Да разгледаме полипома

ца = Е “0)1’(2 Ξ S; - «)а)



14

Тъй като р и g ca от пн-.1, то т е алгебричен полипом от степен < п. Освен
това, прит € {1,...,n — 1},

(xi — πρ) [(“ὴ - (σι — πη) (а4)
) = = J\&y).(@) ot Т)

При + = 0 и + = п имаме

(zo - zn)
Tg) = - = f(x7(«0) π, Ξαπ («о) = Я(«о),

п) -- (55:Ξ а) i)
та - 1

И така, r € пл и 1(1) интериолира /(+) в точките +о,..., ZTp. От единствеността
Ha интерполациониия полином на Лагранж следва, че

Следователно коефициентът пред 1 в L. (f:x) e равен na коефициента пред
z" B r(z). Да означим с а и B коефициентите пред z"-! в p(x) и g(x),
съответно. Torasa от формулата 3a r(z) се вижда, че коефициентът D пред

z" в т(т) e равен на

а- 8

Tn - 207
Но съгласно ипндукционното предположение

Q-’—‘f[(l:l,.-.,fl)n], fl=f[$0,--~7$n—1}-

Следователно

D._—_ f[xl,...,mn]—f{mo,...,$n~1] =f[:1:0,...,:l:n].

In — 0

Последното равенство следва от рекурентната връзка (1). Индукцията e
завършепа. Teopemara e доказана.

Ot Теорема 1 следват редица интересни свойства на разделената. разлика.
Ще отбележим някои ΟἹ тях.

От записа

1 1
Zo, T1f = f(To) —— + [(51) ——Ле) = f(o0) e + Да) 7= ,

се вижда, че разделената разлика {{π0,7 1л) се представя като линейна ком-

бинация на стойностите на фупкцията / в 1Ὸ и 11. Тогава от рекурентната.
връзка (1) следва, че всяка разделена разлика / [%o,...,Zn] се представя
като линейна. комбинация на стойностите на функцията / B +0,..., T,. Сега
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ще намерим коефициентите в това представяне. За целта ще използваме

Теорема. 1.

По формулата на Лагранж,

Ln(f:x) В --,0. — 88 {{ в |8

И

2

-м ..8z ξ е..8а

i=0,ik

където w(z) :-- ( — +о)...(Е — T,). OT иоследното PABENCTBO виждаме, че

хкоефициентот пред =" в Г.„((; т) е равен на

п

Σ : Л(«к) |

k=0 П (zx — #4)

i=0,i#k

Следователно, съгласно Teopema 1,

(2) flzo, - жа| 97 -„Щ-„

Tosa e търсепото явно представяне па разделената разлика чрез стойпостите

π f B TOUKHTE Zg,...,Ty. Karo използваме устаповеното вече равенство

можем да запишем (2) и по-кратко:

κ Л(е)

От представянето (2) се вижда. ведпага, че разделената разлика е един липе-

еи фупкциопал, т.е. за всеки две фупкции f,g и число се в сила формулата

(f + cg)lzo, ..., 2| = flzo,...,zn] + cglza, .. 4).

Друго следствие ot (2) e, че разделената. разлика не зависи OT реда, B който

се записват точките. Имаме

Ле .. а) = flzig, - 2)
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за всяко разместване (Ф0,...а) на индексите (0,...,n). Наистина, при раз-

местване на индексите се променят само местата па събираемите в сумата

(2).
Сега ще докажем, че ако f(z) = agzTM + -+ Ἔ @12 + ап, TO

f[xo,...,a:,,] = ag.

С други думи, разделената разлика B п + 1 TOUKH на полином ΟἹ CTelleH пе

равна на коефициента. му пред . Това твърдение следва. веднага от факта,

че ако f € πῃη, то / съвпада с интерполационния си полином на Лагранж в

п + 1 точки. Тогава

коефициента пред z"° в 1(1.(Д;«)

коефициента пред z° в f(x)

ао-

f[x()a .. )xu]
Ι

Един важен частен случай от това твърдение е следното свойство:

Ako ξέεπ,..., то flTo,...,20] =0.

Наистина, ako f € m,_1, то коефициентът пред +” B f(x) e pasen Ha нула.

И така, pasdesenama pasauxa в п + 1 точки анулира всички TLOAUNOMU от

степен по-малка или равна нап — 1.

Cera вече сме готови да изведем формулата на Нютоп за иптерполаци-

онния полином. 98 целта. да разгледаме разликата

Ly (f;x) — Li(f; ),

където Ly 1(f; т) интерполира / B точките Ty, . .., Tkt1, а ГК( т) unrepuo-

лира / B точките Zy,...,Tk. Ясно €, че Г (Д +) — Li(f;2) e алгебричен

полином ot стецен k + 1. Освен това

Б() = Б() = [(ασὺ — Л(а4) =0 за i=0,...,k.

Следователно g, .. ., κ са всичките нули на полинома Ly (f;x) — Le(f; +).

Torasa той MOXe да се запише във вида

(3) δκαι( [.5) — Βκ(.5) = А( - то)...(Е — тк),

където A е пякаква копстанта. 38 да намерим A, нека да сравним коефи-

циентите пред ἘῈ в тъждеството (3). Вдясно този коефициент е А, а

вляво - това е коефициентът пред ¥ в Ly 1 (f; т). ο съгласно Теорема 1,

коефициентът пред #1 в Щ.1(Д;2) e равен na разделената разлика

ЛДев, - .., Tk+1]- U така доказахме, че

A= f[xO)"')mk-f-l]
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и следователно, or (3),

(4) Lis1(fiz) = Le(f;2) + flzo, е.. Зь+Ц(Е - 20) - . . (T — k).

Нека приложим cera тази връзка 38 К = n—1,...,2,1,0. Получаваме следпия

явен израз за интерполациониия полином на Jlarpaink

Га(Ба) = f(zo) + flzo, m1)(x — «о)+ Део,1а,12(2 — To)(T - 2а)е

+f{$0, .. ,Шп](ш - ШО) .. (Ш - In_l)-

Това e интерполационната формула на Нютон. Понякога ще я записваме

съкратено така

(5) Т„() < Σ! o, ..., Zk)(z — 7o) ... (T — Th-1),

като приемаме, че (r — +о)...(Е — σκ-.1) =1 при k = 0.

Cera ще изведем един израз за OCTATbLKA при интерполирапе па f като

използваме разделепи разлики. Нека т e произволна фиксирана точка, раз-

лична OT Tg,. . -, Ty. Да означим с η ( } полинома, който интерполира /

в точките Zg,...,Tp и α. Нека Г ( ;) интерполира f в точките Zg,...,Tn-

От връзката (4) следва

Ln+l(f;t) = Ln(f;t) + .{[ἝΟ’ .. ,:L‘n,.’L‘](t - 330) .. (t - Ἔπ)'

Това. равенство е вярнпо 38 всяко Е. Специално при ἐ = т имаме

Lo1(fiz) = La(f;2) + Дед, .. Та, 2} (2 - T0) - . . (T — 2а).

Ho тъй като = e интерполационен възел 3a Lyy1(fit), 10 Гач«1(ЛД +) = Да).

Следователно

(6) £(2) = Б() + flz0, -+, жа ае — 20) .. (T — а)

Равенството беше изведено при предположение, че = # {zg,...,Tn}. При

Е =k, k=0,...,n, по определение имаме f(z) = L,(f;x).

Да отбележим, че представянето (6) e B сила 38 всяка функция f oupe-

делена. в точките +о,...,2п, L.

Да. сравпим сега формулата (6) с u3Becrnara ни вече формула.

o)
1) (x —z0)...(x — zn),f(z) = Б() + ет

изведена при предположение, че / има непрекъсната. (n + 1)-ва производна.

В първия случай остатъкът при интерполиране с Г ((; «) e записан като

flzo, «а Ха zlw(z), w(@):=(x—x0)...(T— zpn),
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а във втория, като

Τ Ὴ9
(π - 1)

където Е e някаква точка. Следователно разделената разлика на f Β τι τ 2

точки Zg,...,Tn,T € равна на (п + 1)-вата производпа в някаква междинна

точка. Тъй като това свойство па. разделенпата разлика е много важно, да го

запишем точно:

Нека f(z) има nenpexscramu производни до Е-тата вклочително в ин-

w(z),

тервала (а, ) и xzo,...,T, ca произволни различни точки в [a,b]. Toeasa

M
() Ле а = T3,

κδθοῖηο Е е някаква точка от ичтервала (min{xy, ..., zx}, тах (то....,2)).

Ot тази връзка, между другото, директно следва, че ако / € πκ..1. TO

flzo,--.,zk] =0 (защото Ε =0).

Ot формулата na Нютон се вижда, че 38 да HOCTPOHM интерполациопния

полином Ly (f; т), достатъчно е да памерим разделените разлики ЛД+о.....24).

К -- 0,...,п. Съществува много проста и удобна 38 компютърна реализация

схема за изчисляване 1A разделените разлики. Тя се основава едипствено па

рекурентната връзка.

Стема за пресмятане на разделени разлики

ro f(xo)

flzo. 4]

а [(} flxo, z1, 2]

Де 2] flzo, а . 22, 73]

τὰ flza) Де w2, 23]

flra. 13) flrr. то, 3, 24)

1а f(x3) flra, o3, 14)

flza, 14)

24 f(z4)

В първия стълб се записват възлите {;}, а във Bropus - стойностите { f(r;)}.

Таблицата. се попълва стълб след стълб, като се използват намерените вече
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разлики в предишния стълб. Коефициентите Й+о0,...;14), К =0,...,n, във

формулата на Нютон се намират по горния диагонал π8 таблицата.

Пример. Да построим полином р(т) от степен 2, който удовлетворява

интерполационните условия

2(0) -1, p(1)=0, p(2)=3.

Решение. В този случай +о = 0, #1 = 1, 9 = 2. По интерполационната

формула на Нютоп

p(z) = La(p;z) = р(«о) + 2| ео,а1(Е - «о)+ р|ко,2а,22(Е - To)(z - 11)

= (0) + p[0, 1)z + p[0,1, 2Jz(x - 1).

Коефициентите p(zo), plzo, 1}, plro, 1, 1) се намират по горния диагопал

на таблицата.

24 p(zi)

0 1

-1

1 0 2

3

2 3

Имаме р(«о) = 1, plzo, 1] = —1, plzo, 21, #9) = 2. Следователно

p(z) =1+ (-1)z+2zx(x - 1) - 242 -- 85 + 1.

Можем да HanpaBuM проверка 3a да се убедим, че намереният полином p(x)

удовлетворява исканите иптерполационни условия.



4. КРАЙНИ РАЗЛИКИ. ИНТЕРПОЛАЦИОННИ ФОРМУЛИ С КРАЙНИ

РАЗЛИКИ

Най-често използвапи HA практика са равноотдалечените възли при инп-

терполиране па фупкции. В този случай може да се предложи една зпачи-

телно по-проста схема 38 построяване Π интерполациониия полином. Това

става с използването на така наречените крайни разлики. Ние най-папред

ще въведем това ново понятие и ще представим пякои негови елемецтарии

свойства.

Нека е дадена едпа редица. от числа.

!0)]17]27”-1.[111;.-- .

Ще интерпретираме тези числа като стойности па функция f B иякакви

TOYKH

TPy L1, L2y« Зуе -

Onpeaenenne. Kpatina pasauxa на f в т; om ped Е се бележи ¢ ΔΕΡ и се

определя HHAYKTABHO с рекурептната BPb3Ka

АРД - AR - АК k=12,

къдета Alf; = ΔΗ : ἴ — Л за всяко +.

В случай, че точките ( 1.; ) ca равноотдалечени, съществува проста връзка

между разделената и Kpaiina разлика. Тя е представена в следната лема.

Лема 1. Нека τ = то + jh, j =0,...,k, и функцията f(z) e определена

в тези точки. Tozasa

К

Доказателство. Ще приложим индукция по броя на точките. За две

точки имаме

Tivy1 7 T4 h " 1th
μὴ- Я(34) _ fim—fi _ Afi

flai, а1) =

и следователно твърдението e вярно. Да допусием, че връзката (1) е B сила

за произволпи k равпоотдалечени точки. Нека z; = «о + jh, 4 =0...,k, са

произволни k + 1 точки. Като приложим рекурентната връзка 38 разделени

разлики и индукционното предположение получаваме А ПЕ КЕ КО КЕ СКЕ ЕЕЕ Е ЕКС ЕЕЕ ТАИЕИ
И

1 ( Ak_lfl Ak—lfo ) " Akfo

Tk — To \(k — НЕ 7 (Е - 1)l h¥-1 Ν
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Лемата е доказапа.

Чрез връзката (1) много от свойствата. на разделената разлика се препа-

сят върху крайните разлики. Да отбележим някои от тях.

1. Крайната разлика е линеен функциопал, т.е.

A'f+ag)i=A"fi+al g

38 всеки две функции f, g и число α.

2. Нека f(z) = agzTM + a12" ! 4+... + a,. Тогава

A" fo = nlh"aq

при всеки избор па Л > 0 и точките r; = т6 + jh, 4 =0,...,n.

3. Крайната разлика от п-ти ред анулира всички полиноми ΟἹ CTelen

п- Ἰ.

Съгласно oupeaeneunero, АД = fiy1 - Л. Оттук и рекурептната връзка

следва, че всяка крайпа разлика (от произволен ред) може да се представи

като линейна комбипация на стойностите {f;}. Например,

АЛ- Ае (Р-Л)-(л-ЯА)--2А + fo,

A%fy - А А = В 35 +ЗА-Л.

От тези примери се вижда, че коефициептите в разглежданото представяне

са бипомните коефициенти с алтерпативно смепящи се знаци. Оказва се,

че това наистипа е така и то може да бъде строго доказано, например

N0 ипдукция, като се използва рекурентната връзка за крайни разлики

и свойствата πᾶ биномните коефициенти. Ние ще дадем тук едпо друго

доказателство, което се осповава на връзката между разделена и крайна

разлика.

A?fo

А

Теорема 2. За всяко естествено число п е в сила формулата

ме 310 ()л
1=0

Доказателство. Нека zj - +а + jh, j=0,...,nu fi = f(z:), # - 0,...,п.

Тогава по Лема 1,

Anf() Ξε πὶ h"f[a:g, ... ,:L‘n].

По-нататък, KaTo използваме представянето (3.2) na разделената разлика,

получаваме

п - п : f (xi)
Ao = м znj.—.o,j;éi(ih—.’ih)1=0
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= nl Σ(-η"-“'ᾗξΐ)!,
i=0

което е исканото равенство. и

Тези сведения за крайните разлики са достатъчни за да се справим с па-

шата първоначална задача - представянето на интерполационния полином.

И така, нека. възлите (т; ) 0 ca равноотдалечени и функцията / е определе-

на B тях. Търсим полинома Ly, (f; «) от πῃ, който интерполира f в zg,. .., T,.

Съгласно интерполационната формула na Нютон

k=0

Heka z; = то + 1А, i = 0,...,n. Да направим смяна na променливата + с #

по формулата + = zg + th. Тогава

k-1

(z -- 20) - --(ὦ — τρ..) = [ [ (wo + th — « — 46) = КЕ -- 1)--- (£ — k 1).
=0

Cera, като използваме и връзката между разделена и крайна разлика, по-

лучаваме

n k

Ln(f;2) = Т(л +th) = 3 200
k=0

Ht—1)-(t—k+1).

t -В литературата се среща означението (k) при произволни реални стойпости 1

Ha параметъра Е. С Hero се o3HauaBa биномната функция, която се определя :

с равенството:

κ =

1 при k= 0.

СЛВДОВЗ.ТЕЛНО полученият израз за интерполационния полином може да. се

запише и така:
п

Lulfizo+th) = Y- %o ().
k=0

Tosa e формулата na Нютон за unmepnoaupare nanped. Тя се нарича Taxa, ,

защото възлите се привличат в нарастващ ред при изчисляване на коефици- :
ентите пред полиномите (2). Да забележим, че стойността f(zo) участва |
във всички коефициенти, стойността в следващия възел х) участва във “

всички OT втория до последния и т.н., стойността f(z,) участва само в

последния коефициент. Следователно, ако искаме да изчислим приближено

стойността на / в точка +, която е близко A0 Tg, то добре е да. използваме

формулата на Нютон за интерполиране напред, защото в тази формула
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участват съществено стойностите на. / в точки близки до To и като такива, те

посят най-пълна информация за стойността na / B т. Следвайки тази логика

би трябвало при приближавапе на f(z) 38 точки T, близки до последпия

възел T, да използваме интерполационна формула, в която възлите се при-

вличат в обратен ред: Tn,Tn—1,---,Z0- Да изведем и тази формула. По фор-

мулата на Нютон, приложена 38 възлите Ty, п-1: .. 10 (B този ред), имаме

Ln(f; 1:) = Σ f[mmxn—la ... ,IL'n-k](Z - -Ἱ:π) п (Т - mn—k-{-l)-
k=0

Като приложим смяната т = I, + th получаваме

Lo(f:z) = ΓΤΆ{ а + th) ——ZAk'f;kk П (Zn +th — z, + “Л)
k=0 1=

и следователно

Σ Ν Ν
k= k

Tosa e формулата на Нютон 3a интерполиране nasad.

По anasioruuernr пачин могат да 6ЪД8.Т изведепи иптерполационни фОМУЛИ,

при койито възлите се привличат в произволен друг ред. Например, ако

точката T е близко 10 ту, то добре е възлите да се подредят по следния

начин: &, Ti41 .;..Δ. 244.2, L4250 .

Пресмятането па коефищюптите на интерполационния полипом с равпо-

отдалечени възли се свежда към пресмятане па крайни разлики. Изчисле-

пцията могат да се организират по следната проста. схема:
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Czema за пресмятане на крайни разлики

т Л

- f-3

ΔΙ.

T2 [.2 A%f_3

Af_o A3f_g

га 1 А .

ΔΙ. ΔΡ .

х Ὦ А а

Afo А

а Л А

АЛ А

z2 Ὦ А

АР

. Β

В първите два стълба на тази таблица се попълват данните - интерпола-

ционните възли и стойности. След това таблицата се попълва стълб след

стълб, като се използва рекурентната връзка за крайни разлики. Числата,

получени ΠῸ горния диагонпнал, започващ от fp, са коефициентите на иптер-

полационния полином при интерполиране напред, а тези ΠῸ долния диагонал

- на полинома при интерполиране назад. Да отбележим, че тук, за разлика

от схемата. 38 разделени разлики, се използва само операцията изваждапе

(при разделените разлики се изпълняваше и операцията делепие). Това е

едно съществено предимство па смятането с крайни разлики.



5. HHTEPIIOJTAIIMOHHA ЗАДАЧА НА EPMUT

Досега се занимавахме с иптерполационната задача на Лагранж, Kosito

се състоеше B построяването па алгебричен полипом от степен < п, който в

πὸ - 1 дадепи различни точки Xy,. .., T, приема дадени стойности Y. . .., Y.

съответно. Формулата na Лагранж, даваща. решение на тази задача. играе

вървостепенна. роля в числения анализ. Сега ще разгледаме едпа по-обща

задача, при която се търси полипом, който иптериолира не само функцията,

во и пейни производни. Да представим пай-напред точната фомулировка.

Нека. «о; ...,z са дадени п + 1 различни точки от реалната. права. Нека

. ...,Vp 08 цели положителни числа и

{yk,\, k=0,...,n, /\=0,...,Uk-—1}

e таблица от произволци реални стойпости. Озпачаваме N = μῃ + -+ +

п — 1. Задачата е да се построи алгебричеп полином Р от степен N, който

удовлетворява условията

1) P(’\)(a:k)zyk)‘,k=0,...,n,/\=0....,uk—1.

Тя е известна като интерполационна задача на Ермит.

Теорема 1. При всеки избор на интерполациониите вазли «Ц) (T, #

т) npui # 3) и при всяка таблица om стойности (укл ) интерполационната

задача на Ермит (1) има единствено решение.

Доказателство. Условията (1) представляват eana система от N + 1

линейни уравнения с неизвестни — коефициентите ар,...,ал на полинома

P(z). Тази система ще има единствено решепие, ако пейната детермишната

D e различна. or пула. Да допуснем, че D = 0. Тогава хомогенната система

P('\)(:l:k)-:(), k=0,...,n,)\=0,...,uk<—1,

ще има пякакво непулево решение P(z) = аЕ + ...4+ ay_12 + ал (т.е. с

поце един коефициент а; различен or пула). Но горните условия означават,

че Р има N + 1 нули, броейки кратностите. Ot друга страна, Р € πν. Сле-

дователно P(z) < 0 и оттук ад = - - - = ал = 0. CTurnaxme до противоречие.

Теоремата е доказана.

Остава да разгледаме важния 38 нас въпрос 38 построяване Ha решението.

Ше започнем ¢ един частен случай, при който ΜῸ = - - - = v, = 2. Ще намерим

в явей вид полинома OT степен 2n + 1, който интернполира дадена фупнкция

f и пейната първа производпа B п + 1 точки т < --- < T,. 38 целта ше

използваме озпаченията.

w(z)w(z) :1-- (Е - #4)...(Е —x,), wi(z):= ре
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Да отбележим още тук, че

w’(a:k) = wk(:llk) = (:l?k - :Βο) ... (:L‘k - mk—-l)(mk - :ITk.H) .. (:Ek - :Б„).

Теорема 2. Нека wg,...,T, ca произволни различни (две по две) точки

om реалната права. Тогава, при всеки избор на числата YD, . . ., Yn ие Удо

полиномет

P) = ἓ“’“ {-- ο . а)) [--ЩГ
w'(zx) (z — ακ)ω (k)

n ω( СВ) 2

Y ς DRξ *Uz -- ааа (ак)
e от степен най-много 2n + 1 и удовлетворява условията

(2) Р(е) =yr, Ра)у Е-0,...,п.

Доказателство. Съгласпо Теорема 1 съществува и то едипствен полипом

Р or попаа, който удовлетворява интернолационните условия (2). Ние ще

търсим този полипом във вида

P(z) =Y укФь(Е) + Σ и.Фи(),
k=0 k=0

където при всяко k € {0,...,n} базисните полипоми Pig, Py € попа+ се

определят от условието

Φκοίτι) = ὅκι, Φιοί(σῃ) =0,

(3)
Pra(z:) =0, Ф (:) = δκι

за + τ 0,...,п. Тук сме използвали символа на Кронекер oy,

δι. --- 0 при k#1i

=11 upn k=i

Очевидно условията. (3) влекат веднага (2). Това се устаповява с директпа

проверка. Сега. да построим полиномите Фу и ᾧχι. Ше започнем с ὅχκο. От

(3) се вижда, че ᾧχο( ) има двукратна. нула в T; 38 всяко + # k. Следователпо

Фуо(т) e от вида |

Фуьо(т) = wi(z)[A + Β( — =),

където константите A и B ca избрани така, че да удовлетворяват условията

Φκο(ακ) =1, q);.-o(xk)"—: 0.



От първото условие

определяме A,

A

7 а ак) Wl
Заместваме получената стойност за А във второто условие

к o(@k) = Зак(ак)а(2К)А + wi(zx)B = 0

и определяме В,

wy (k)
B = -2

wk(‘nk)

Остава да забележим, че 2wy (χ ) = w”(zx). Наистина, като диференцираме

два пъти тъждеството

wi(z)(z - 2x) = w(z)

получаваме

wi(z)(z - 2) + i (z) < . (+),

откъдето при T = т следва исканото равенство. СЛВДОВВ.ТЗЛНО

| е (2к)

wilzk) ч()

[1 B W"(xk)(x " д)] [-....“.”Ш.....Г
w'(zk) (: — 2! (2к)

Φιοία) = wi(z) [ ( - ἜΙ:)]

Ot условията (3) можем да намерим лесно явния вид на Ф1 (x). Тъй като

т; е двукратна нула πὰ Ф1 (x) при + # Ки +у e проста нула, то

Фла(а) = Cwi(z)(z - 1)

Константата С определяме от условието Ф1 (ту) = 1. Получаваме

Сш («ь) < 1.

Оттук С = 1/wi(zx) = 1/[w'(zx)])? и следователно

w(z)
2

( - ω,;)ω’(ω,ς)] (z - #)Pra(z) = [

Теоремата е доказапа.

Обикновено числата (у ) и (у.) ca стойности на някаква функция f(x)

и нейната производна /(т) във фиксирани точки {zx}. Тогава интерпола-

ционният полином Р се парича интерполационнен полином на Ермит 3a
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функцията f. Като използваме озпачението за фупдаменталните полипоми

па Jlarpamx Г.к(т) и Теорема 2, този полином се записва 110 следпия пачии

Il Ш

P(fiz) = Σ () [1 - (( ))(x - )| (o)

+ У αριβια)α - o).
k=0

Числата Vg, . . ., Vp се HAPHYAT кратности на възлите Tq, - . . , Ty. Ние pe-

шихме задачата на EpMHT B случая на двукратни възли. Решението може

да бъде дадено в явен вид и при произволни кратности {Vi}p_o- Ние ще

запишем по-долу иптерполационния полипом на Ермит в общия случай.
п п 3132При дадени възлии(:ц] k=0 И кратности (ик ) . да озпачим с ((+) израза

(r—20)° - (« —z,)TM. Нека N + 1 :-- ν + - - - + vp. Полиномът

n vp—1

(4) Ни(ЛД:а)- 57 Σ РОЧ(ак)НкА(а),
k=0 A=0

където

1 Qx) v Al ἢ ( — а) () | #
НуА(Е) = Χ ( .-- :l‘k)uk_'\ ре Ш { Q(z) } x=rk(1 — 2)

e от степен < N и удовлетворява интерполационпните условия (1) при Укл =

f(’\)(:rk), k=0,...,n. A=0,...,vp— 1.

38 доказателството па това твърдение е достатъчно да се HPOBepH, че

полиномите НеА(т) удовлстворяват условията

0 при i#k j=0,...,5—1,

Η ὴ τ 4 0 при i=k 7 λ,
1 при i=k,j=A

При i # К равенството следва от факта, че Нрл има мниожител (+ - + )"’

Остава да се докаже camo, че H, О) (+) = 6; ул-. За целта да озпачим с Ту (9;:БА \Tk g

нолипома na Тейлър or степеп т 3a d)ynxmm'ra 4 в точката Tk. По-точно,

(S)m

Tu(gio) :-- 3 o) (g ау
s=0

()(Тъй като 9 (:) = 9; т) 38 8 =0,...,m, то яспо €, че

@@} | = /@ Т()
л



за 0 < 5 < т. Сега да забележим, че

W

НьА(Е) = %(x—g('%k-z— Tvk-—/\—l(gi т)

при 9(5) = (z - 1) /Q(z). Следователно

| Π Δλ О

НЩ«) = %{%(—I;)Tuk-,\-l(g;x)}
Ν λ 0) "

ак)
1 {(« -- 2) 5)

- Е) ||

което трябваше да докажем.

Накрая ще дадем оцепка па грешката, която правим при НРНбЛНЖЗПНЕТО

Да) Ни(Л).

Теорема 3. Нека а < χ < --- < z, < b, (и.|) ca произволни цели

положителни числа и функцията / има непреквсната (N +1)-sa производна

в [a,b], Ν :-- щ) + Ἔ νῃ — 1. Тогава за всяко т € (а,0) cowecmeysa число

ξ € (min{z, =g, ... Ty}, max{z,zo,...T,}) такова, че

Ν 0
(Ν +1)!

(α -- zg)TM...(x — ).(5) f(z) - Hn(f:z) =

Доказателство. Твърдението (5) се доказва 110 същия пачин, KAKTO до-

казахме съответната теорема 38 грешката ΠΡῊ иптерпиолиране но Лаграпж.

Образуваме си номощната функция

Е(2) = f(z) - Ни(5;2)- С9(2)

и избираме С така. че F(z) да се апулира при Ζ = χ. Тогава Е(2) ще има

Х + 2 pyam: zg,...,Zn, с кратпости съответно шр,...;.ма и точката т. По

reopemara на Рол, FIN+1)(z) ще има попе една нула, която се памира между

пай-малката и пай-голямата нула на F(z). Означаваме я с <. Тогава като

изразим С от равепството ЕУ +(4) = ( и от условието F(x) = 0 получаваме

(5). Теоремата е доказапна.



6. РАЗДЕЛЕНИ РАЗЛИКИ С КРАТНИ ВЪЗЛИ

Понятието разделепа разлика на фупнкция в дадепи точки Ig,...,TN

беше въведено при предположение, че точките са различни, T.e. че I; #

т) при + # j. Съществува естествено обобщение на това понятие, което

има смисъл и при произволна редица от точки. Тясната връзка между

разделена. разлика и интерполационната формула на Нютон ΠΗ подсказва, че

бихме могли да използваме обобщените разделени разлики за построяване

на интерполационния полином с кратни възли, т.е. 38 решаване па интерпо-

лацдционната. задача па Ермит. Сега ще въведем обобщените разлики и ще

докажем някои техни свойства.

Нека + = (zg,...,2n) е произволна редица от точки. 38 нас ще бъде

по-удобно да предполагаме, че те са подредени във възходящ ред, 79 <

2а <--- < zy. Нека / е достатъчно гладка функция (т.е. имаща досталъчен

брой непрекъспнати производни), която е определена B Ty, ..., Ty. Τ Ϊ като

точките (1; ) пе са задължително различни, да си мислим, че те са разделени

на п групи от съвпадащи точки. По-точно, neka първите V) точки съвиадат с

точката iy, следващите V9 съвпадат с ο и т.н., последните м точки съвпадат

съл , където ἐ < .. < ἐ,.. Ще записваме това. условие накратко така.

# - (z0,...,2N) = ((t1, 1), .- , (tn, и))

Tyk (t,v) означава, че точката Е е записапа последователно Μ IILTH B реди-

цата. Ясно е, че Ν #1 - и +е ид.

Ще казваме, че полиномът р интерполира / в точките I, ако р € Ty и

γ»θ) = 9(8), i=1,...,n, j=0,...,ui~1,

т.е. ако р интерполира / във възлите ((t1,11), ..., (tn, )) B смисъл па Ермит.

Определение. Разделена гразлика на функцията / в точките +0,..., ἘΝ

me наричаме коефициента. пред zV в полинома p(x), който интерполира /

в същите точки +о, ...,2А.

Тази обобщена разлика ще бележим отново с Й(+0, ...,2м).

Да отбележим, че това определение е еквивалептно с даденото преди

определение на обикновепата разделепа разлика в случая, когато точките

То; ..., Тл ca различни. Еквивалентността следва веднага от Теорема 3.1.

Като пример, да намерим обобщената. разделена. разлика. Да,...,а| па /

в точката а с кратпост N + 1 . Известно e, че полипомът

f'(a)
1!

p(z) = Да) + (x—a)+
 -+ -

ЕЕЕ e R S R ЕЕ
P NS аЯ
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построен по формулата na Тейлър, удовлетворява условието

29 () = / (а), j=0,...,N.

С дуги думи, полипомът р интерполира / в точката а с кратност N + 1. Ot

явния вид на р се вижда, че коефициентът My пред +” е точно pasen па

у )(a)/N !. Следователно, съгласно даденото по-горе определение,

А
- N!

Основната причина 3a въвеждането na обобщепи разделени разлики се

разкрива. в следпото твърдение.

(1) ЕЕ при Tg = --- = Фл = Q.

Teopema 1. Hexa T = (29,...,Zn), а < 19 < .. < хл < b, ca произволни

точки. Да предположим, че f uma N непрекеснати npoussodnu в [a,b].

Тогава noautomsm

N

(2) P, ;4) : З Де .. ТКЕ - 20) - -- (t — Tk-1)
k=0

интерполира f в mouxume #.

Доказателство. Ще приложим индукция по броя на точките. При N = 0

имаме p(Z, /; ) = f(xp) и твърдението е очевидно вярно. Да допуспем, че те-

оремата e вярна за произволни NV точки. Нека T = (+«0,...,2л) е MuoxecTso

ot произволии N + 1 точки, + < --- < тл. Както вече знаем от лекцията за

интерполационна. задача па Ермит, съществува единствец полином H(t) от

7N, който интерполира f в точките #. Ще покажем, че H(t) = p(Z, f;t). За

целта да отбележим най-напред, че съгласно ипдукционпото предположение

ΠΟΠΗΠΟΜΈΤ

N-1

ρι(ἐ) :-- Y flzwo,...,zi)(t — σρ) - - (t — 2а)
k=0

интерполира. / B TOUKHTE Zg,...,TN_1. Тъй KaTo

P(i,f;t) =pl(t) +f[20:"'axN](t_ 11,‘()) (t - J:N—l);

10 и p(Z, f;t) ще интерполира / B +0,...,тл-1. Оттук следва, че полипомът

R(t) :-- H(t) - р(Е, f;1) ще се анулира в Zg,...,zx_1. И така, R има ноне

Х нули. ο водещият коефициент (този пред #”) в p(z, f;t) е flzo,...,zn]

1O построение, а коефициентът пред ἐδ в H(t) есъщо / |“0, .. 2л) , съгласно

определението na obobuiena разделена. разлика. Следователно, коефициентът

пред #” в R(t) e равен на нула. Това озпачава, че R(t) е алгебричен полином
от степен пай-много Ν --1. Видяхме вече, че R(t) има поне N пули. Следова-

телно, по основната. теорема. па алгебрата, R(t) = 0 н оттук, H(t) = p(Z, Л;3).

Индукцията е завършецна и теоремата е доказана.
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Teopema 1 показва, че интерполационната формула на Нютон остава

в сила и при произволни (не заделосително различни) везли +0;..., TN.

Този факт ΠΗ позволява Ja използваме класическата формула па Нютоип за

решаване на по-сложната задача па Ермит. Практическото ириложепие па

формула (2) изисква ефективен метод за пресмятапне па обобщените разделе-

ΠΗ разлики на дадена функция. Cera ще покажем, че простата схема за

пресмятане на обикновени разделени разлики може да се пригоди за пресмя-

тапне на разделени разлики в общия случай. 3a целта, пнай-напред ще докажем

едпа лема, която има и самостоятелно зпачепие.

Лема 2. Hexa <,(1,...,Ъм са произволни точки и / е достатечно гладка

функция, определена в тят. Тогава

(3) {(x - 6./(«) НЕ ἐχ,. οο tm] = Ε. -1 tm] -

Доказателство: Да пцояспим, че лявата страна πᾶ (3) e разделена разлика

η функцията (€ — ξ) f(x) в точките &,t1,...,tm.

Нека р e полиномът OT 7M1, който интерполира f в t1,...,¢,. Torasa

полиномът 4(1) :- (z — £)p(z) ще интерполира фупкцията (« - &) f(x) в Tou-

ките £, b, ..., ἔμι- Съгласио определението na обобщена. pasjenena разлика,

лявата. crpana на (3) e коефициентът пред £ B g, а дясната страпа съвиада

с коефициента пред 17"7! в р. ο тези два коефициепта. са еднакви поради

връзката η(1) = (: - &)p(z). Равенството (3) е доказано.

Вече сме готови да пристъпим към извеждането па рекурентиа връзка

за обобщените разделенци разлики.

Теорема 3. Нека / има k nenpexscnamu производни в [a,b]. Тогава за

произволни точки та < ... < т) от (а, ) е в сила рекурентната epssxa

f{:r:l,...,:tk]—f[:to,.“,:tk_1
ра . ако 0 < Т)

()
1-,5(!359-), ако +о = Tg.

Доказателство: Случаят τ = т) следва от доказапата вече формула

(1). Да предположим сега, че то < тр. Тъй като разделепата разлика е

липеен функциопал, то

{(z — а + - z0) f}Hzo, - - - . 2а)(:Bk - :Eo)f[:z‘o, - ,:I:k}

{(zx — #)/Нео, .. 2) + (е - o)} zos - - v o] -

Ho въз ocuosa на Jlema 2,

{(zx — z)fHzo, . .., 2| П [-8Θ =>1.
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Следователно, при ro < Ty имаме

(ακ — zo) flzo, - - -, zk] = Деъ .. 2а) = Де ееа Т- S

което e точно връзката B (4). TeopemaTa e доказана.

Изчисляването на обобщените разлики, а оттам и построяването па ин-

терполационния полином на Ермит, може да. се организира. в проста схема,

основаваща се па. рекурентната връзка (4). Ще я покажем върху един пример.

Задача: Да се построи полиномът р OT 73, който удовлетворява HUTEPIO-
-

лационните условия

р(0) -- 1, p'(0)=0, p"(0)=2, р()- -1.

Решение: В този случай имаме + = 11 = 2 = 0, z3 = 1. Съгласпо

интерполационнцата. формула на Нютон (с обобщени разделени разлики),

!

2() Ῥίτο) + plzo, 21(Е - «а) + plzo, T1, 22)(z - To)(z - 2л)

4+ plzo, 71, T2, T3] (T — то)(Е — 1а(Е — 22)

= p(0) + p[0,0}z + ρί0,0, 012 + p0,0,0, .

3a изчисляването па. разделените разлики ще използваме таблицата по-долу,

където първите 2 колони съдържат данните, а следващите се попълват въз

основа Ha рекурептната връзка (4).

Таблица

x; plx:) p[';'] p['a'a’] P[',',',']

Отбелязаните B квадаратче числа ca търсепите коефициенти. Получаваме

ρ(α) -1+0.2 + 1.12 - 3.43 - -343 +а2 +1.
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ЕДНЗ. непосредствена проверка показва, че памереният полином удовлетво-

рява. исканите иптерполациойни условия.

Непрекъснатост на разделената разлика. След като имаме опреде-

лението на. разделена. разлика 38 BCAKA редица Tg, . . . , TN OT различни точки,

бихме могли да разширим TOBA определепние и 3a произволни точки по пепре-

къснатост (т.е. чрез граничен преход). Например, можехме да определим

разделена разлика на / в точка а с кратност 2 с равепството

а,а| = lim Ла,а +fla,a] = Ещ fla,a+h] ,

KOETO € най-естественото разширение Ha това понятие. Тъй като

Ше fla,a + ) = im Яе) - Де)
f(a),

ако f e диференцируема функция B G, TO при този подход бихме получили

Но това е тачно резултатът, който вече получихме и при възприетото от

пас определение. Оказва се, че двата подхода BOAAT до един и същ резултат

не само в този частен случай. Те са еквивалентни. Това. твърдение следва

OT свойството непрекеснатост Ha въведената от нас обобщена разделепа

разлика.

Да докажем пепрекъснпатостта. пнай-напред B един частен случай.

Лема 4. Нека т; -> а за + = 0,...,М. Тогава, ако f има nenpexscrama

М-та производна, mo

Доказателство. Нека. +тао,..., Ту са произволни точки. Без ограничение

Ha общността да приемем, че та < ... < ту. Нека р e полиномът ΟΥ 7y,

който интерполира f в # = (xg, . .., ZN). По-точно, ако

Е τὸ (т6, .. Ел) = ((t1,01);--+, (ъл )) ,

TO

P < / (6), i=1,...,n, j=0,....5—-1.

Следователно разликата. f(z)—p(z) има ноне N+1 нули, броейки KpaTHOCTHTE.

Тогава, по теоремата на Рол, f'(z) - 2(«) ще има поне N нули и T,

FM(z) - р0 (т) ще има поне една нула ξ и тази нула лежи в интервала

[z, zn]. Имаме

FTME) =pMy(g) .
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Но коефициентът пред #” в р(т) е равен на flzg,...,zn]. Следователпо

- 0
{8) ἷἶἵΐον--,ΙΝ]:Τ-

И така, 38 ΠΡΟΜΞΒΟΉΠΗ точки 10,... 00 Ν (To < ... < гл) съществува точка ἐ

от {29, гл) такава, че е в сила равенството (5). Този факт ни е добре известеп

3a обикновените разделени разлики. Сега вече леспо можем да докажем

лемата. Наистина, да. оставим в (5) z; да клони към а, 38 + = 0,..., N. Тогава.

поради неравепството Tg < #Е < ту и по лемата за двамата милиционери,

редицата от съответните точки £ ще клопи също към a. Тъй като и /0 е

непрекъсната по условие, от (5) получаваме

п(е) 299)
21:з(]][:в„,...,:с„] τ:ἓι-τξ А , - fla,...,a] (съгласно (1))

Демата e goka3zana.

Teopema 5. Hexa § = (yo,---,YN) € произволен nabop om точки и # — 4,

m.e.

[αὶ —yil 2 03ai=0,...,N .

Tozasa, axo У uma nenpexscnama N—ma npouseodna, mo flzo,...,zNn] —

flyo,- .- un] -

Доказателство. С други думи, разделената. разлика € непрекъсната функ-

ция па своите аргумепти. (Разбира ce, тук се изисква функцията / да бъде

достатъчно гладка.) Ще докажем теоремата по ипдукция. За N = 1 твър-

дението е очевидно при Yo < U1, а при Yo = у = а имаме flyo, л) = f'(a) и

непрекъснатостта. следва от разсъжденията в примера по-горе. Да допуснем

сега, че flti,...,tny] e ненрекъсната функция на ty,...,tn в областта

а <ty <...<ty. Ще докажем, че fltg,...,tn] е непрекъсната фупкция Β

произволца фиксирана точка § = (ур; ...,Уум), ΨῸ < ... < улк, като изиолзваме

рекурептната. връзка (4). При yo = ул твърдението беше доказано в Лема 4.

Нека ур < yn. Тъй като T — 7, то при # достатъчно близко до 1 ще имаме

та < «л. Тогава по рекурентната Bpb3Ka (4), като използваме индукционното

предположение, получаваме

%Ъ%Л:БОЗ”ЧШМ] £y IN — 0

В ᾖν-}:-ὧ {ἑἰᾧ'ᾧ{[“η"“’“:”} - ἐἱἶἓ-,{[“ο’ .. ,xN_l]}

Луъ .. ум| -- Луо, - ум-1 = flyo,.--,yn] -YN — Yo o, им)
Щ
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Теоремата. е доказана.

Да отбележим TYK, че остатъкът при интерполиране в произволни точки

o, ---, TN може да се представи във вида

f(z) - νίξ, f;z) = flzo,...,zN,z)(z - #а) (Е- TN).

ToBa следва чрез граничен преход OT изведената Beue формула. B случая na

различни възли.

Следващото твърдение ни дава правило за пресмятане на разделена

разлика Ha произведение na две функции. То наподобява известното правило

на Лайбниц за производна на. произведение.

Лема на Попович. За произволни точки g, Ty,...,Tn и достатачно

гладки функиции / и g, определени в тят, е 8 сила представянето

n

k=0

Hoxazameacmeo. Ще приложим индукция по броя na точките. 3a едпа

точка имаме (Г9)то)| = Л(то)9(«о) = Я«0)9(«0)| и твърдението е очевидно

вярно. Да допуспем, че то е вярно 38 произволни п точки. Heka +о0,..., п

са произволни п + 1 точки. Представяме f по интерполационнпата формула

на. Нютон:

f(z) = f(zo) + Ле 2(2 — +о).

Тогава.

(f9)lzo, ..., 2) {(f(z0) + flzo, z)(z — «о))9(«) [0, - .. , 2)il

f(zo)glzo, . .., 2а) { flzo, ( — z0))g(x)} [0, ..., 2n] .П

Но по Лема 2,

{flzo, ае - z0))g(2)} [z0, .. .) = (Лео,4)9(2)) ааа |

Прилагаме ипдукционното предположение за последното произведение и

получаваме

п

(f.‘])[mo: ... ,Ш"] ΞΞ f(mfl)g[zfla .. ιἷὗ'π] + Σ f[:l"[)’ IL'HI], ... ,fEk] H[Zka ... smn}
k=1

n

= Zf[:rg,...,:ck}g[a:k,...,:c,,} .
k=0

Тук използвахме равенството f[rg, z)[t1, ..., м) = flzo.t1, . - ., tm], което MO-

же да се докаже лесно по индукция (по m). Доказателството e завършено.



7. СИСТЕМИ НА ЧЕБИШОВ. ИНТЕРПОЛИРАНЕ С ТРИГОНОМЕТ-

РИЧНИ ПОЛИНОмМИ.

Обща интерполационна задача. Нека «ф4(Е),...,фа(Е) са линейно

He3aBUCHMH и нпепрекъснати функции в [a,b]. Jlunefinure комбинации

ἀρφο(α) + . . . + амфа(2) ще паричаме обобщени полиноми по системата (ф .

Ще разгледаме задачата за интерполиране с обобщени полиноми. При дадени

възли « < ..е < ῃ B (а, 0) и стойности ψ0,.- . . 7 Yn Търсим обообщен полипом

2(z) = agpo(z) + - - + anpn(z), който да удовлетворява интериолациопните

условия

(1) aowo(zx) + ... + апфн(Ек) =y, k=0,...n

Ho (1) е липейна система по отпошение 1A ад, ...,ал. Следователно интер-

полациопната. задача (1) има единствено решение ΠΡῊ всеки избор на Фу)

тогава и само тогава, когато пейната детерминапнта е различна от нула. Нищо

повече не може да се каже в този пай-общ случай.

Инптерес представляват тези системи от функции (ф;)(, ΠΡῊ които ин-

терполационната задача (1) има единствено решение при всеки избор на

възлите Tg < --- < та B [a,b] и при всеки избор па стойпостите Yo, . .-, Yn-

Например anrebpuunara система φκ(α) = «“, К = 0,...n, e такава. Cera ще

разгледаме един клас от системи (.; }g, които удовлетворяват това изискване

и следователно се явяват естествени обобщения на класическите алгебричии

полинпоми.

Определение. Казваме, че функциите 20(Е),...,(фа(г) образуват сис-

тема на Чебишов в unteppana I, ако всеки ненулев обобщен полином ΠῸ

тази система има най-миого п различни нули в 1.

Да припомним, че авуо(Е) + --- + апфи(Е) е ненулев обобщен полипом,

ако попе един от коефициентите му (а; ) е различен от нула. Системите па

Чебишов се паричат още Т-системи или чебишови системи.

Да означим с Dz, ..., 2а) матрицата на системата (1).

Теорема 1. Функциите фо,...,фФа образуват система на Чебишов в

интервала Г тогава и само тогава, когато

det Р|«о,...,2) # 0

npu всеки избор на mouxume g < -+ < I, 8 I.

Докзателство. Heka yy, . .. фа е cucrema na Чебишов B 1. Да допуспем,

че det D(zg,...,Zn) = 0 при някои + < - -+ < T, ot I. Тогава между стълбо-

вете па матрицата Dizg,...,T,] има линейна зависимост, т.е. съществувават

числа by,. .., by, поне едно от които € различно от нула. и такива, че

(2) Боро(2к) + bro1(xk) Ἔ -+ + δρφηί(ακ) =0 за k=0,...,n.
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Но тези равенства означават, че ненулевият обобщен полином () :-

bowo(z)+- - -+bnwn(z) се анулира B n+1 различни точки, именно B #0, . . . , Tn.

Това противоречи na определението на чебишова cucrema. Следователно

Обратно, nexa det D|xy,. .., «| #0 при всеки избор на то <---< z, Β. Да

допуснем, че системата Py, . . . ф не е чебишова. Torasa съществува пенулев

обобщен полином ф(+) = bywo(x) + .. + bpwn(z) ип + 1 различни точки

Ха < .. < χῃ B I такива, че p(zx) = 0 за k = 0,...,n. Ho това озиачава,

че хомогенната cucreMa (2) има ненулево решение by, . .., b,. Следователпо

нейната. детерминанта е нула, т.е. det D(xy,...,z,] = 0, противоречие. Teo-

ремата е доказана.

Едипо непосредстевно следствие от доказаното тук свойство на чебишовите

системи е следпата интерполационна. теорема.

Теорема 2. Нека функциите @o(z),...,pn(x) образуват cucmema на

Чебилиов в интервала Г. Тогава при дадени произволни вазли +та < .. < Tn

om I и стойности vy, . . ., п интерполационната задача

аафо(Ек) + + анфа(2к) =9, k=0,...,n,

има единствено решение.

Действително, интериолационната задача. има единствено решение тогава

и само тогава, когато det Dixg,...,z,] # 0 и Теорема 2 следва веднага от

доказаната Теорема 1.

Примери на Т-системи:

1) Функциите 1,,22,.. ., 2" образуват Т-система във всеки подиптервал
на. реалната. права.

2) Фупкциите T, т

тервал na (0, co).

3) Функциите 1,21, ..., %" образуват T-cucTeMa във BCEKH подиинтервал

па (0, 00) при произволни реални числа 0 < а < --- < ἀῃ.

3,25, ... ,2?"*! образуват Т-система във BCEKH нодин-

1 14) Функциите 2ае 27 образуват Т-система във всеки подинтервал,

който не съдържа точките +о,...,2п.

5) Ако р(т) е строго монотонна и пепрекъсната фупкция B |--1, | и така-

ва, че р(--1) = -1, p(1) = 1, то функциите 1,p(z),p?(z),...,p"(z) образуват

Т-система B [—1,1].

Интерполиране с тригонометрични полиноми. Всеки израз от вида

п

th(z) =ag Ἔ Σ(α,ῖ cos kx + by sin Е)
k=1

се нарича тригонометричен полином OT ред n. Тригонометричните поли-

поми са Зл-периодични функции. Те са удобен апарат 38 приближение na
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функции, описващи периодични явления. Тук ще се запимаем със задачата

за иптерполиране на периодични функции с тригонометрични полиноми.

Най-папред ще дадем една оценка за броя на нулите на тригонометричен

полином в интервал с дължина 2π.

Лема 1. Всеки ненулев тригонометричен полином от ред п има не

повече от 2n различни нули в (0, 2я).

Доказателство. Да направим смяната Ζ = е“ в («). При = € (0, 2я)

променливата х ще описва единичната окръжност. Тъй като

eik:: +e—ik:|: Ν Zk +z—k

kT = — . 22 .coskzx 5 7

εἶκε, g—ikr Sk _ -k

S 2 2
то

1- К Еta(z) = е+ Σ ак — ibe)z* + (ак + 26)27) |
k=1

n 2n

= Σ cxzF=27" Σ срон τοὶ 27" Р (2)
k=-n k=0

KBAETO со = ад,

£ Ι %(ak - фь) k=1,...,n,

ΙC_k %(ak+ibk), k=1,...,n.

Да допуснем cera, че ненулевият тригопометричният полином #. («) се ану-

лира в 2п + 1 различни точки от [0, 2я). Тогава от горната връзка следва,

че и алгебричният полином χη(2) ще се апулира B 2п + 1 различни точки

от единичната окръжност, тъй като 27” # 0. ο Рл е алгебричен полином

от степен 2n. Съгласно основната. теорема на алгебрата, той има 2п нули B

цялата комплексна равнина или е тъждествено равен ua нула. Следователно

Py, # 0. Оттук следва, че су = 0, К = -п....,п, което ΟἹ своя страпа влече

равенствата. ακ = 0, by = 0 38 всяко допустимо К. Получихме, че () = 0,

което противоречи на условието. Лемата е доказана.

Непосредствено от лемата следва, че функциите

1,с05 x, sin +, cos 2z, sin 2z, . . . , cos nx, sinnx

образуват cucrema ua Чебишов BLB BCEKH иптервал от вида (а, а + 2π). Това

ни дава възможност да формулираме следващото твърдение като частен
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случай на интерполацията. с обобщени полинпоми по чебишови системи, раз-

гледана в началото на. таза лекция.

Теорема 2. Нека а < та < .. < T, < а + 2п. Тогава за всяка функция

Г определена 8 точките {:κ,-}ἓ" съществува единствен тригонометричен

полином t, om ред п. maxse, че

(1) Б() = f(z:), ©1=0,...,2n.

Cera ще търсим явен H3Pa3 38 TO3H интерполационеп тригонометричен

полином. Следвайки аналогията с формулата na Лагранж, ще търсим поли-

нома във вида

2п

(2) tn(z) = Я(ек)Ак(а)
=0

Твърдим, че

2n sin 3:—21:,

(3) λι)- П , Б а

i=0,ik 81 TM3

Функциите А) удовлетворяват условията.

Mlz;) = 0 за j#k,

Ak(mk) = 11

откъдето ведпага. следва, че изразът (2) ще удовлетворява иптерполацион-

ните условия (1). Остава само да се убедим, че А(+), а оттук и t,(x), е

действително тригонометричен полином от ред п. За целта ще използваме

индукция по тп.

При п = 1 изразът А.(т) е произведение OT два синуса, т.е. OT вида

z_asinm_fi
2 2

sin

Въз основа Ha известни формули 38 тригонометрични преобразовапия по-

лучаваме последователно

sinz-asinz_fl 1(00318--01-.соз(а,"-он.в))Ш

2 2 2 2 2

= -l—cosfi—a——l-cosxcosa+fi———l-sinxsina+'8
T2 2 2 2 2 2

А + А со8 т + Bysina
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и следователно А € тригонометричен полином от ред 1. Да допуснем cera,

че всяко произведепие от п — 1 двойки синуси е тригонометричеин полипом

от ред п — 1. Да разгледаме произволен израз А(т) от вида (3). Очевидпо

той може да се запише по следния начин

2n .

M(z) = С Π 8111 ̓Ἕ-2Ἔ1
i=0,i£k

n-—1
Ν . T—a; ὅ-βι . T :v—,B}= Ο Двш 5 sin 5 {sm 5 sin 3 ,

където C е константа. Ho съгласно индукциопниото предположение и ABaTa

израза в големите скоби по-горе ca тригонометрични полиноми (от редп- 1

и 1, съответно) и следователно

n—1

Ae(z) = |а + Z(ak cos Е + by sinkz)| 4 + A со5 т + Bysinz].
k=1

Karo извършим умножението, получаваме 3a κ H3pa3, който e линейна

комбинация па тригонометрични функции от вида

coskxrcosmz, coskxsinmz, sinkzsinmez,

където Е + т < n. Ho съгласио известиите тригонометрични формули

%[sin(k Ἔ т) — sin(k — m)z],Ιcos kx sinmz

cos kx cosmz I %{cos(k - т) + cos(k + m)zx],

1
sin kx sinmax §[cos(k —m)z — cos(k + m)zx).

Следователно А(т) се представя KaTo липейна комбинация Ha

sinkz, coskx, k=0,...,n,

което означава, че A (z) e тригонометричен полипом or ред n. Ипдукцията

е завършена. И така, изразът Е (+) е тригонометричен полином от редп и

той удовлетворява. интерполационните условия (1). По-нататък, при дадепа

функция /, ще бележим този полином с 7,(f; т). Да формулираме доказапото

твърдение.

Теорема 3. Нека {zk}i';o са произволни точки, такива че а < Tg <

гу <е < Топ < а + З2п за някакво а и f е произволна функция определена

в тят. Тогава
1-24

п(е) Y Да) Д Зе
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е единственият тригонометричен полином от ред п, който интерпол

f в Tgy...,Top.

Когато възлите () ca равпоотдалечени, интерполационният полина ξ

може да се запише Β по-удобен вид. Сега ще дадем този запис. 38 целта.

най-напред ще докажем TPHIOHOMETPUYHOTO тъждество

1 sin(n—{—%)x
(4) Ξ +cosT+cos2x +е + со05 т1 = -

2 2sin 5

Имаме
а

е(23m——{—+cos:r+cos2a:+~-+cosna;}
212

= sing+200s:1:sin52£+2cos2xsing+---+2cosn.a:sing

= sin?—-f—(sin&r smx)+(sin5m—sin3x)+-
" 2 2 2 2 2

+ (sin (n+ ἕ):π —sin(n -- ἑ).τ)

sin (n + ἓ) т

което е еквивалентно на разглежданото тъждество.

Функцията

il

sin (п + ξ) T

μ Ν
се napuua ядро на Диритле. Да обърнем внимание върху ΠΉΚΟΗ нейпи сво

ства. От (4) се вижда веднага, че

Ὁ,(0) :πφξ.

Да озпачим с {2} равноотдалечените възли

2Ея

З а +Т! 0,...,2n

Ядрото na Дирихле се анулира. BLB BCHYKH възли Tk, KOUTO са различин €

zg = 0. Наистина

sin 2n41 ЗКя .

2 Π Ί 5т Кя
ФА () = пе 4 - - за k=1,2,...,2n.

28щ &% 25щ 5% ’
За+Т ΕἸ
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От тези две свойства. следва, че функцията

2

2n+1

ще удовлетворява иптерполационните условия

Ак(Е) :-- ФРу(Е - т)

Ak(z;) = δὅκε, k,i=0,...,2n.

Наистина

2 2 1λκίακ) = Dy(zx - #) = (n +=)=1,
25 + 1 2n+1 2

а при i # :

А(е) = 5 Da(ai — #)пе = ЗА + 1 n\Zi — Tk

2 . Зя

- 2п+1р„((ъ-ь)2п+1)
2

= 5 +1Dn(z[i—kl):‘0-

Ho А() e тригонометричен полином OT ред п (TOBa се вижда например OT

тъждеството (4)). Следователно λκία), Х = 0,...,2n, могат да служат като

базисни полипоми при иптерполиране в точките (1). Тогава формулата. 38

интерполиране при равпоотдалечени възли добива вида.

2n 2

(fiz) = f Dy (z -  ̓“) ξ (%) 3757 Ве -- +)

или окончателно

ЗИС Е

=0 2



8. БЪРЗО ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НА ФУРИЕ.

Знаем вече, че при дадени възли 0 < 19 < --- < Хоп < 27 и стойпости

f(zo),..., f(z2n) съществува едицствен тригонометричен полином т(т) от

ред п, който удовлетворява интерполационните условия

τίακ) = Л(ек), k=0,...,2n

Да представим 7(x) в обичайния My вид

1 2 ,

T(x) = 500 + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1

B случая KOraTo пнулите Ca равпоотдаличени, т.е. при

2Ет

2n+1’
Ty = k=0,...,2n.

3a целта да припомним, че cbriacio формула (7.5).

sin(n+ 1) ( - 2)

2

!

" 2п+1 Zf(l'k){ + со5(т — i) + - +cosn(:c-—:z:k)}.

OTTYK, като използваме, че

cosm(T - 1) = 008 тт COS MT, + SIn ML 5щ Mz

получаваме

т(Е) = 2π Τ Σ ( ( + :‘;1 со5 т COS т + Sin τπακ Sin т:с)

= -2-А0 + ἓω... cos mz + By, sinmz) |

където

2kmn

Am τ 2п+1 Zf(""“)c"s Ν

() ,
ш „ ет

_ В = 2n+1,§f(m“)s‘“2n+1'
Следователно памирането на интерполационния тригонометричен полипом

т се свежда A0 пресмятане на коефициентите A,, и Вщ по формулите (1).
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Преобразованието (където ¢ е имагинерната единица.)

1 27
ш —itz
57 Jo Да)е TM dxДе) - Κἢ :=

се нарича преобразование на Pypue 38 f, а преобразовапието

(fOrfh ... )fN—l) - (СП:- .. уСП-1)з

където

N-1
1 .

Ο...:Ἡ-Σἷκε-2πἂτπ|Ν ̓ m=0,...,N -1,
« =0

се нарича дискретно преобразование на Фурие. Вижда се, че нашите коефи-

циенти Ам и Ву са свързани с Ст при N = 2п + 1. Имаме

Да отбележим тук, че за пресмятането на всичките коефициенти {C,,,},’:',;(l,

ca neobzodumu N? умножения, B които участват стойностите fo,..., [δ.--1-

Cera ще дадем един бърз алгоритъм 38 пресмятане на {Ο...}α;ἆ при всяко
N, а оттук и метод за пресмятане па коефициентите # Ам ), {Bm} въз основаУ

na връзката (2). Този метод се нарича берзо преобразование на Фурие. Той

е предложен през 1965 г. от Кули и Тъки.

Нека N се разлага na множители N = ра. Числата т и k се представят

по единствен пачин във вида

т плай+то. 0<mg<gq

Е κιρ- Ко, 0<kg<p.

Не е трудно да се провери, че

mok; mkg
+5

mk та + kip+mN:( 19 то13]1р k0=m1k1+

Като използваме факта, че е7279 = 1 за всяко цяло j, получаваме

1 N-1 mk
Cm = ’ἦ Σ.{Ιεε-2ῃΐ

: k=0

1 r—1 а9-1

!

Ра ko=0 Κι Ξὸ
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-} а-1
15 1 еИ | _gpimk

= 5 =Y Лараме 4 ре R
pko:fl qk1=0

Следователно

1 Ρ-Ι „
(3) Cn== Y. C&) Ке

Ρ ko=0

където с C’S)) сме означили израза B големите ckobu no-rope. Той e подобеп па

този 33 Су но със значително по-малко па. брой събираеми. Формулата (3)

представлява едпа рекурентна връзка, по която се пресмятат коефициентите

Cm-

Когато N e crenen на двойката ( N = 2 ) редукцията па Ст към С,Е„:) ,

OTTaM към следващите CJ@) и т.н., се извършва 110 прости и удобни формули,

върху които се OCHOBaBa един бърз алгоритъм за пресмятане Ha См.

38 пример да. разгледаме случая р = 4 52 Vv'N. Torasa 38 пресмятането па

всичките C,(ql)) ca необходими ра умножепия. Haucruna, при всяко фиксирано

ko (0 < ko < р- 1) и всяко фиксирано то (0 < mg < а -- 1), 38 пресмятането

на C,(qll) по формулата.

а) 1 1 τ πὶ 08
Ο,ςο == Σ Jkip+ka€ 4

ky =

се използват а умпожепия

—oqiTokL

fk1p+ko'e 7, k1=0,...,(I"1

или общо P - 4' g = PG’ умпожепния.

След ToBa 38 пресмятане ца всички Ст 10 формулата (3) ca необходими

още 4р2 умножения: При всяко фиксирано т, (0 < т < N—1), се извършват

р yumuoxenns (3a ko = 0,...,p— 1) или Np = 4р2 умпожения. Общо

получаваме

24 + 9р2 = ра(р + 4) ~ 2NVN = 2N3/2,

което, при големи Х, е значително по-малко от N2,



9. СПЛАЙН-ФУНКЦИИ. ИНТЕРПОЛИРАНЕ С КУБИЧНИ СПЛАЙ-

нИ

Tounocrra на приближение на дадена функция [(1 в крайния иптервал

[a, b] зависи съществено от дължинагта на интервала и степента па алгебрич-

пия полином. Тъй като компютърните пресмятания с полипоми от висока

степен водят до известни проблеми, то желателно е да се използват нолиноми

от певисока степен. Тогава. единственият шанс за увеличаване па точността

на приближение идва от работа върху малки интервали. Ако иптервалът

[a,b] е голям, той се разделя па малки подинтервали |(#4, Tiy1], # = 0,...,m,

и f(z) се приближава в [zi,Tiy1] ¢ алгебричен полином pi(z) от някаква

ниска степен г. По този начин получаваме приближепието

Да) = Р(а) := pi(z) за « € (24,14+1).

Функцията Р(т) представя една на части полипомиална. крива, която при-

ближава графиката на / с определена точност. В общия случай Р(т) е

прекъспнпата в точките Iy, . ..,Tm- Ако f описва гладък процес, TO желателпо

е и приближаващата функция да бъде гладка. За да се ΠΟΟΤΉΓΗΘ това, na

полиномиалните части р; се налага допълнителното условие да се свързват

гладко, т.е. производните па. p;—1(x) и pi(x) до определен ред да съвиадат B

точката на свързване I;. В резултат се получава едпа гладка крива, която

приближава добре /. Такива криви се наричат силайи-функции. Hauneno-

вапието идва OT един стар уред 38 чертане на гладки криви през зададени

точки, наречен “сплайн”.

Това е едип от пачините да се обясни появата на сплайн-функциите

в математиката - като апарат, който е роден от нуждите на практиката.

Интереспите свойства на сплайн-фупкциите и дълбоките им връзки с други

паправления в математиката обаче показват, че появата па сплайп-функци-

ите е обусловена от вътрешната логика па развитие на. самата математика.

Теорията па сплайн-фупкциите е едпа. от naii-6ypno развиващите се области

па анализа в последните 30 години.

Определение. Функцията 8(1), се нарича сплайн-функция от степеп г

с възяли #а « --- < Tp, AKO:

1. 8(«) e полипом от степен най-много г във всеки подинтервал

(xiyxi-(—l)) i=0,...,n, (-TO = =00, 75,..1 = ОО.) :

2. 8(5), #(т),...,80 7144) ca непрекъснати функции в (—00,00).

Оттук нататък с Sy(x1,...,%,) ще отбелязваме множеството OT сплайн-

функции ΟἹ степен г с възли в точките Ty,...,~Tn. Вместо силайн-функция

понякога ще пишем накратко “сплайн”.

Непосредствено от определението следват свойствата:



48

1. Ако 5 € 51(11,...,#), TO #/ е сплайн от степен г -- 1 със същите възли.

2. Акоз € Sy(x1,...,Tn), TO т-тата производна на в € па части постояшна

функция с евептуални скокове в точките т1,..., Tn. Обратно, т-тата прими-

тивна функция на една па. части постоянна фупкция със скокове в точките

Zy,...,Tn е сплайн от степен г с възли в T1,...,Tn-

Отсечената степенна функция

'ίω"ξ)ἦ“-{Ο, ako T < Е
e прост пример na сплайн-функция. Тя e сплайн от степен T с едипствен

възел в точката €. Наистина, (z - <) съвпада с полинома. (z — upnz > Е
(i)

и с полинома p{z) = 0 при т < §. Освен ToBa {(τ - ξ)ζ} е пепрекъсната в
Iточката £ = £ за т = 0,...,7 — 1 (1 приема там стойност 0). Отсечената

степенна функция играе OCHOBHA роля B теорията Ha силайн-функциите.

Както ще видим по-долу, всеки сплайн се представя като липейна комбинация

на подходящи отсечени степепни фУНКЦИН.

Теорема 1. Всяка сплайн-функция s(z) от класа 5,(+1,...,2н) се пред-

ставя по единствен. начин 856 вида

п

(1) s(z) = p(z) + Σ σκ(α - 2К) ;
k=1

кедето P € NOAUNOM от степен T, а C1, . .. ,Cn са реални числа. Hewo повече,

sz + 0) — 89 (zx - 0)

7!(2) Ср = . k=1,...,n.

Jloxasameacmeo. Да поясним най-папред, че TYK сме използвали означе-

нието

Да + 0) :-- Α-Ξὗχ,ἷιι)ο Да + h).

Аналогично се определя f(z - 0).

Нека s(z) € 5.(11,...,2а). Тогава s съвпада с пякакъв полином Р). от

степен г в подиптервала (Tg,Zr+1), Е = 0,...,п. Тъй като sU)(z) e пепре-

късната функция B точката Tk, TO P,g’_)l (k) = Р,Е])(а:ь) 3aj=0,...,r— 1
Следователно

(3) Pi(z) = Ρις. γχ(4) + οκ(α - χκ)" 538 всяко « ,

където су е някаква константа. Това е една рекурентна връзка за полипомите

(Р.|, от която следва. ведпага. представянето

5

Р.(«) = Po(zx) + Σο,(:ε —z;) .
i=1
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Като вземем предвид уговорката, че s(r) съвпада с РА.(«) при т € ( к4+1)

и определението на отсечената степенна функция, OT горпото равепство

получаваме
п

s(z) = Ру(«) + Σ ci(z - )},
i=1

KOETO € търсеното представяне.

OcraBa да покажем, че коефициентите с) се определят еднозначно. Ha-

истина, от връзката (3) чрез диференциране г пъти в точката +) получаваме

Ρ,ξἠ (zx) = P,Er_)l ( κ) +cx 1!

и OTTYK

ο ! = s (zg + 0) — 5 (ακ -- 0),

което съвпада с формулата (2).

Полинпомът р(т) в представянето (1) се определя също еднозначно - той

съвиада с полинома А(т). Теоремата е доказапна.

Тъй като всеки израз от вида (1) е сплайн от класа Sp(zy,...,Tp), TO

ΟἹ теоремата следва, че 65,(#1,...;1.) съвпада с MIOXKECTBOTO OT всички

функции от вида (1). Следователно размерността па линейното пространство

5,(#1,..., а) е равна на т + п + 1 (което е броят Ha отсечените степепни

функции и алгебричните функции 1,+,...27” участващи в представянето

(1)).
Cera ще се спрем Ha задачата 38 интерполиране със силайн-функции. Ще

разгледаме интерполационната задама на Лагранж за сплайните от трета

степен, наричани още кубични сплайни. Те се използват често па практика.

Нека f(z) e реална непрекъспата функция Β [α,]. Искаме да построим

кубичен сплайн s(z) с възли B Ty, . . . , Tp, който интерполира f(x) в точките

Z0y-+ -, Tntl, КЪдето а = т < T1 < - < 541 = b. Да построим s значи πᾶ

намерим полиномите ot трета степен {}{1}}, които представят s(z) B ип-

тервалите (Ti, 2:41), # =0,...,n, съответно. От интерполационните условия

s(zi) = [(π|ὸ, ἔτξ 0,...,π.Ὲ1,

следват условия 38 полинома :

(4) Β(αὴ = f(z:), Ра) f(@iv1), i=0,...,n.

Да отбележим, че OT горпите PABEHCTBa ведпага следва

Pi_i(zi) = Р(14), i=1,...,n,

което гарантира, че s(z) e непрекъсната функция B [a,b]. Да припомпим,

че всеки кубичен полином се определя напълнпо с четири интерполационни
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условия. 3a cera всяка кубична част Р.(«) интерполира f(x) само в две точки

- Х И Tiy1. Следователно имаме на разположение още две иптериолациопици

условия. По-долу ще подберем тези условия така, че 8 да бъде не само

непрекъсната, но да има непрекъснати първа и втора производна, т.е. да

бъде кубичен сплайн. Различните методи 38 интерполирашне с на части кубич-

ни функции се различават само по това как сме избрали тези две допълни-

телпи интерполадионни условия. 98 cera да. поискаме Р(т) да удовлетворява

условията

(5) P:(:B,):d“ P,’I((Ei.;_l):d{.;.l, 1=0,...,n,

където dg, . . . , ἀἄπ..1 са параметри, чиито избор ще уточним но-късно. Горните

условия гарантират, че s'(z) e пепрекъсната функция в (а, b]. За да определим

Р.(«т) or интерполационните условия па Ермит (4) и (5), ще използваме

формулата на Нютон

Ра) = Ру.(а4)+ РДаеваф -- ая) + Pz, а ача (е - 1)2

+ Pi[wi,mi, 1441ъ -”В:"+1](33 - -'Ei)z(flc - Tip1)-

Определяме коефициептите от таблицата за пресмятане па разделените раз-

лики. Да. въведем озпачението Δ; :-- Ζ - +;. Имаме

Ра) = Дал),

iPylz;, а) d; ,

Il flzi, ziv]

flzi, ааа) -- 4
Δ, '

digr — 2Дер Tipa) + ds

(Δὴ3

Да отбележим, че всички разделени разлики на P; в четири точки са еднакви

и равни на водещия коефициент na А(+).

Избирайки по различен пачин параметрите ἰά 57 ! e получаваме различе
ни интерполиращи функции. Да отбележим един специален частен случай.

РДев 2а

]131‘{.’6“ s ὴ zi'}'l]

Р« а ааа ааа) =

На части кубична ермитова интерполация. Избираме

d; = ] ̓’(:π,-), i=0,...,n+ 1

B този случай P;(z) зависи camo or nosegensero на f(r) B |+;,1441)|. Ako

с 80 O3HAYMM получената при горните условиа KPHBA, TO за т € 2441)

получаваме

1f(z) -- за(а)| = [(ὦ -а4) ( -- ааа) в а ааа а 2|
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(Δ,.)4 ῳ а 2
---- ах ————

2 Е“е еО 4!

при предположение, че / има непрекъсната четвърта производна в (а,).

Следователно 38 всяко + от (а, 0) имаме

(ша(х А; )4
Π < ак |/) XL

Кубична сплайнова интерполация. Както вече отбелязахме, фупк-

цията s(z), определена. от условията. (4) и (5), е не само непрекъснпата, по и

с непрекъсната първа производна при всеки избор на параметрите 4;. Сега

ще покажем, че винаги е възможно да се изберат параметрите {d;} така,

че функцията s(T) да има и непрекъсната втора производна, т.е. да бъде

кубична сплайн-функция.

Нашето изискване s”(z) да е непрекъсната е еквивалентно с условията

(6) | P! ((а4) = P(zi), i=1,...,n

Karo usnonspame изведеното представяне na P,y u P; no формулата na

Нютон, получаваме CLOTBETHO:

P/(z:) = ЗРДер i, 1ача) — 2Pi[zi, 24 ааа Tisa ) Di ,

P! 1(а4) = 2Ρ: [Zio1, Tie1, 24 + 4Pica{Tio1, i1, Ti, ЗА а

3amecTBaMe разделените разлики с получените no-rope изрази и (6) добива

вида

Ле 24) - ф-1 + 2611" —2flzi, 24) + digy
Ха Δ, 1

_ ЛДеоаа|-4 ἄμ -- 2ЛДерасцн)|+ di

" Δι Δ; |

Привеждаме под ОбЩ зпаменател и стигаме до равенството

(7) Δ,ιά,.α + 2(А1а + Ai)di + ΔΡ χάμῃ =b;, i=1,...,m,

където

bi = θ()[σι--τθ,πηήδὲ + Дер zi1)Ai-1), i=1,...,n.

Да предположим 38 момент, че ἀρ и ἀπ.ε1 са избрани по някакъв цначин. Tora-

ва от (7) получаваме система ΟἹ п уравнения с п неизвестни за определянпето
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па dy,...,d,. Тази система има доминиращ главен диагонал (което зпачи,

че диагоналният елемепт е по-голям 1o абсолютиа стойност от сумата па

абсолютните стойпости на всички останали извъндиагопални елементи па

реда). Леспо се показва, че всяка матрица с доминиращ главен диагонал има

ненулева детерминанта. Следователно системата (7) MMa винаги единственпо

решение при всеки избор на 46 и ἀμ.1.

Следните два начина за избиране на параметрите до и ааа се използват

най-често.

Г) Ако Да) и f'(b) се знаят, то естествено е да се вземе

do = f'(a), dns1 = f(b).

По To3u naunn се получава така паречената nsaxa кубична сплайнова unmep-

полация.

П) Друг начин за избор πᾶ ф и ἀη..1 е да се добавят уравненията

8!! ( α)

P(;l(xO) = 0)!

s"(b) й Ру,:(тп+1) = 01

KOHTO заедно с (7) образуват една линейпа cucreMa or n+ 2 ypastienns ¢ Π - 2

пеизвестни 38 определянето Ha dy, . . ., dn+1. Така получаваме ecrmecmeenama

кубична сплайнова интерполация.

Кубични сипилайни с възли «ф, #1,...,Хп+1, KOHTO съвиадат с полипоми от

първа степеп в интервалите (-0о0, то) и («л+1, 00) се паричат естествени

кубични сплайни. Вижда ce, че естествените кубичии силайни s удовлет-

воряват условията 5 (а) = #() = 0. Те се наричат естествени поради

естественото им поведение - те описват достатъчно добре поведепието па

еластична пръчка, която е промушена през халки, намиращи се в точките

{zi, / (:щ)]8+1. Ясно e, че такава пръчка ще заеме положение на права линия

преди първата и след последпата халка. Уредът 38 чертане "сплайн”, за

който вече споменахме, се състои OT еластична пръчка и приспособления за

прикрепването й към произволни точки от чертожната дъска.

Ще докажем едно екстремално свойство Ha естествените сплайни. То

показва, че те са. пай-гладките (B известен смисъл) фупнкции, сред всички

други, които интерполират дадена таблица.

Нека # = (Tg,...,Tnt1) са дадепи точки, а = т6 < . < Хае b, й

7= (ψο, . - ,Yn+1) са дадени стойпости. Да означим с F(Z,§) класа ΟἹ всички

функции f с непрекъсната в (а, ) втора производпа, които удовлетворяват

интерполационците условия:

flxx)=yr, 38 k=0,...,n+1.
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Теорема на Холидей. При дадени T и §j, нека s(z) е единственият

естествен кубичен сплайн с ввзли 6 X1, . . . , Tn, който принадлежи на класа

от интерполиращи функции Е(Е,9). Тогава

/bs”z(:z:) dz < /b 1(1) 4х 86 всяко f € Е(5,9).

Равенството се достига само при f = s.

Доказателство. Нека / e произволна функция от Е(Е, ) и s(z) е произ-

волеп кубичен сплайн от Е(Е, 4) с възли в +о0,...,Та+1. Тогава интегралът

o= /: ( («) - s"(z)] s"(z) +

се пресмята миого лесцо. На.истина, шхтегрирайки по части получаваме

n+1

o= /:"[f”(:v)-—s"(z)] #() da

::-11 й + nt+l ,ραὶ
- Σ Ώ- } - Σ [ {{ -s@) "6)α:.

i=1 24щ ἐπεὶ YV Fi-1

Ho s e кубичен сплайн. Следователно s съвпада с полином OT TPeTa степеп

в подинтервала (14-1, 1;) и тогава 5 () е xoncranta в (#;.1, 14). Да озпачим

тази константа с ¢;. Получаваме

n+1 2 п+ т

o= @) (Я() - 8.(4}}} - е( (а)- ())
i=1 Ti-1 i=1 -

Последната. cyma e нула, защото f, s € F(Z,§) и следователно

Л(а;) - 8(4;) =y;—y;=0 3aj=0,...,n+1

Освен това функцията s”(z) |/ (+«) - s'(z)] е пепрекъсната в точките {5;}} Τ.

Тогава при сумирането в първата сума всички изрази съдържащи стойнпост-

ите на тази функция във вътрешните точки T, .. ., L, взаимно ще се съкра-

тят, защото участват с противоположни знаци. Ще останат само стойпостите

в първата и последна точка. Окончателно получаваме

o= /ab [f"(z) - s" ()] 54 ах

(8) = 8.(6) [f'(b) - #/)) -- #"(а) [f'(a) - 5'(a)] .

Да забележим cera, че ако 8 е естественият KyOmuen сплайн or F(Z,7), то

§"(a) = #() = 0 и следователно o = 0. С други думи, функциите /”(+) —
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5"(+) и s"(x) ca ортогонални в този случай. Но ако две функции Л и fa ca

ортогоналпи, то очевидно

b b

[ @< | й) + еа ,

като равенство се достига само при f2(z) < 0. Като приложим този факт за

Ле 4) u f2 = f"(z) -- s"(x), получаваме

/: #?(4)ат < /nb[f"(:c) -- 5"(4) + #"(«))2 dz = /: % (z) dz .

Равенството се достига camo при [2 = |! — 5” = 0. Тогава ХУ — s e uonnuoM

ΟἹ първа степен. Τ ῆ като / — s се анулира B Zy,. .. Фаа+1 ΠῸ условие, TO

очевидно / < s. И така, равенството се достига само при f < з. Теремата е

доказана.

Същата. TeopeMa остава в сила, ако Е е класът от функции удовлетворя-

ващи иптерполациопните условия

а 8 е кубичният сплайн, осъществяващ пълната кубична сплайнова интер-

полация. Наистина, в този случай

f'(a) - Sl(a) =0,
Τ ) - #(0) Ξ 0

иот (8) отново следва, че функциите /(+т.) — s”(z) и 5(+) ca ортогонални.



10. В-СПЛАЙНИ

Вече показахме, че всеки сплайн от степен т - 1 с възли o < . < Ту

може да бъде представен като линейна комбинация 113 полином р OT Ty—} Η

отсечените степенни функции

(« -- :1:1)_’;1, ey (T~ :r,,)':l.

Takopa представяне ua сплайна не е удобно при pabora ¢ компютър πὸ

следната причина. Ако п е много голямо, то стойността Ha сплайна. s(c) в

точката T € (# 1441) се записва като сума Ha голям брой изрази (по-точно

na 1+г израза), а 10 същество 5(+т) е полином or степен т —1 B (T4, 2141) и би

трябвало да се запише като линейна комбинация на г линейно независими

функции. При смятапнето с голям брой изрази се получават евептуалпи

грешки при закръгляне 1A числата. в компотъра, които се патрупват и могат

да доведат до съществена неточност в крайния резултат. Сега ще въведем

един друг базис в пространството от сплайни, който няма този педостатък.

Определение. Разделената разлика на отсечената степенна функция

( -- t)f;1 по отношение па T B точките « < - - - < I, се парича В-сплайн or

степен 7 — 1 ¢ ΒΌΞΠΗ Ig, ..., .

Да въведем озпачението B(zg,...,T,;t) 38 този В-силайн. Съгласно ou-

ределението,

: ш г-1
B(xo, .. 2.) = (- -- 5 е0е 2)

Лесно се вижда, че изразът В(то,...,1у; ) е панстина сплайн от стенен г - 1

с вЪзли Ty, ..., Tr. 38 целта да си припомним, че за всяко /

където су = ῄ и w(z) :-- (α - πρ)..-. (z - z,). Следователно

.

В(ао, ..) = 3 ск(ак — )7,
k=0

KOETO показва, че изразът B(zy,. .., Z,;t) e линейна комбинация па отсечени-

те степенни функции {{π| — ὶ)ζ“Ι}’,ζ:ο, т.е. B(xo,...,Zr;t) е сплайн от степен
г-- 1 с възли xg,...,T,.

Ще докажем пяколко иптересни свойства па В-сплайните.

Теорема 1. При всяко т > 1 имаме:

а) B(zg,...,zr;t) =0 за всяко t<z9 и всяко t2>z,,

6) B(zg,...,zr;t) >0 npu te€ (гт+о,1т.г).



Доказателство. а) Нека t < +о. Тогава σκ-- > 0 38 всяко k. Следователпо
- -1 -1 -1

(ακ =) " =(zx -- )" uB(zo,...,zr;t)=(-—t)" " '[zo,.... 7). Ho ( - 9”

e полином OT crenen г — 1. ToraBa неговата разделена разлика B произволпи

Τ + 1 точки e paBua на нула. И така, B(zg,...,Z,;t) = 0 за ἐ < то. Да

предположим сега, че ἐ > “,. Тогава 2. - Е < 0 38 k =0,...,r и следователпо

(zx —t)f;l =03k =0,...,7. Оттук.и от определението na В-сплайн

получаваме

й

Βίπο:..., ε: Е) = ΣΟΙ:(ΙΒκ - t)fl:l =0 при #> ζ,.
k=0

6) Hexa + e duxcupana точка B (g, z,). Да означим с Р.(«) = bz" + - --

полинома OT CTenen 7, който интерполира функцията Qu(zr) = (# — ι)ζ“Ἱ

B TOUKHTE Tp,...,Z,. Ясно e, че P.(z) не може да съвпада тъждествено с

(« - ”” или с пулата в пякакъв подинтервал на (—o00,00). В uporusen
случай полиномът Pr(x) би съвнадал тъждествено с полинома ( — 4)””!

или с нулата, което очевидио не е вярно.

Да. разгледаме разликата Р,(т)-О((+). Тя има поне +.:Н пули: +0, #14..., .

Съгласно направената по-горе бележка, тези пули са изолирани (т.е. в про-

изволно малка околност на T; има точки, в които функцията е различна от

нула). Тогава по Teopemara на Рол, между всеки две пули на Р.(«) - Q(x)

ще има. поне една nyna на Р(+)- ΟἹ (“) или по-точино, между всеки две пули

на Ἐγ(1) - О() ще има точка, в която производната Р/(+)- О(+) си сменя

знака. И така, Р(+) — О(«) ще има поне г различни нули (смени Ha знака). 1

Продължавайки по същия начин заключаваме, че Ρ (2) — QY (z) ще има |

поце т - 1 нули и т.н., Pr(raz)(a:) - §"2) (z) ще има поне 3 нули (смени на
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зпака). Ho

г!

РИ () b +.-..,

re. Р?) (z) е парабола, а Qfi"z’ (z) e монотопно pacTAWA начупена. линия

(ex. Puc. 3). Вижда ce, че napabonara Prraz)(m) це би могла да пресича

Qfi"z’ (z) в повече от две точки, ако тя 6 "обърната. падолу”, т.е. ако водещият

й коефициент т! b/2 e отрицателен. Ако този коефициент е пула. то Pr(r_?‘)(rt)
e линейна функция и също пе би могла да пресича Q§'“2) (2) B повече or две
точки. Следователино 1!0/2 > 0 u оттук b > 0.

Но b e коефициентът пред +т” в интерполационния полином Pr(z). Съгласно

едно ΟἹ свойствата. па разделепата разлика b съвпада с pasgenenara разлика

па интерполирапната функция (r — ι)ζ“Ι B Xg, ..., Tr. С други думи

b= B(zg,...,zr;t) >0,

KoeTo трябваше да докажем.

Нека

e LT < 1 < 2щ ς :--

е дадена крайпа или безкрайна редица от различни точки. С тази редица

ще свързваме съответстващата й редица от В-силайни

Bi‘,-..l(t) = B(.’Ei, ...; Tigry t) 3a Vi.

Ще покажем, че функциите В;,-1(Е), ὁ =m,m+1,...,m+ N, ca линейпо

He3aBHCHMH в (—00,00) при всеки избор μ т и N. Наистина, да допуснем

противното. Тогава съществува линейна. комбинация

m+N

ft)= ΣΣ aiBi,a(t),
i=m

KOSITO се анулира 38 всяко ἐ от (—00, 00), цо noue един ot коефициентите (а; )

e различен ot нула. 8 изберем Е от интервала (Tyn,Tm+1)- При това Е ще

имаме

͵ f(t) = amBm,r-—l(t);

защото B;,_1(t) = 0 38 ¢ > m. Тъй kato no Teopema 1 By, ,_1(t) > 0, то

or условието f(t) = O следва, че oy, = 0. По същия пачин cera показваме,

че 41 = 0 M т.и., докато стигнем до заключението, че всички коефициенти

{αί}ζΐπΝ са. равни Πᾶ пула, което противоречи на направеното предположепние.
Твърдението е доказано.

Сега ще построим един нов базис за пространството от сплайни, като

използваме В-силайните. За целта ще ни бъде пеобходима. следната лема.
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Лема 2. При всеки избор на точките & < --- <& функциите

(& - ) ἧ,ος, (A α)  ̓ са линейно независими в (--οο, 00).

Доказателство. Допускаме противното. Тогава съществува липейна. ком-

бинация

fl@) = αἰξι —=2)",
=1

KOSITO се анулира 38 BCAKO + € (—00,00), по поне едно а; € различно OT нула.

Тъй като /(+) e алгебричен полином на T, който се анулира тъждествено,

то и неговите производни ще се апулират тъждествено, т.е.

͵ -1

f@)y=f(z)=---=f"z)=0 за z€(-00,00)

а фиксираме някакво T B (—o0, 41) и да означим у =& — 2, i=1,...,7
Р у

Torasa

Да) 0 = oy + аЕ =0

flz)=0 = ау 4е ау -0т) = ай аУу -

(r-1(p) = <
f (Е) 0 = a1+ ---+a.1=0

Получихме, че ay, . .., ἂν удовлетворяват една линейна. CHCTEMA. Ho детерми-

HAHTATA на тази cucTema е Вандермондова, следователнио различна. OT нула.

Тогава системата допуска само нулево решение ал = --- = a, = 0. Стигнахме

до противоречие. Лемата. е доказана.

От Теорема 1 следва, че всеки В-сплайн В; „ 1(4) е различен ΟἹ пула. само

в крайния интервал (T;, 14+г). Този иптервал се парича посител Ha В.-1(9.

И така, В-силайните са силайн-функции с краен посител. Сега ще покажем,

че няма други сплайни от степен г - 1, които имат "по-малък” носител от

В-силайпите.

Лема 3. Нека т) < --- < zr и f € 5.-1(11,...,2+). Ако f(t) = 0 за всяко

ἐ & [τι,τεὶ, то f(t) =0 в (—00,00).

/loxasameacmeo. Сплайнът / може да бъде представен във вида

Τ

-1

209 Ξρ ἘΣ ск(Е- o)}
k=1

където р € moauuoM ot πρ... Нека Е € (—o0,1;). Torasa f(t) = p(t) = 0.

Следователио р = 0. И така

7(4) Ξ ΣΤ: οκ(ἐ -- 2К)
k=1
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за всяко #. Да изберем сега произволни точки А) < .. < & от интервала

(zr,00) и да въведем означенията

0(4) =& -- а)71, е 1.Т

От Лема 2 следва, че р,...,р. са линейно независими полиноми. Тъй като

texuusT брой e 7, то те образуват базис B m,_1. Да разгледаме фупкциопала

L(p) := Y _ скр(ек).
k=1

йOt условието /(6;) = 0 следва L(p;) = 0, 7

образуват 6a3uc B 7y—i, TO

1,...,r. Тъй като {p;}]

L(g) =0 за всяко 4ῈΕ mr_;.

Heka g; е полипомът ΟἹ 7y, който удовлетворява интерполационните усло-

вия

ак) - δκ)ν Е 1,...,т.

При а = 4) получаваме

0- L(g;) = ” σμφίακ) = с)
k=1

38 j=1,...,r. Следователно f(t) = 0. Твърдението e доказано.

И raka, нека подчертаем още веднъж: В-сплайните от crenen г — 1 имат

минимален носител в пространството OT сплайни от степен г - 1.

Вече сме готови да докажем основния резултат в тази лекция.

Теорема 4. Нека а < #га < < χῃ < b ca фиксирани точки. Да избе-

рем произволни други 2r точки та < < Ty <а ий< ааа <. <Tpyr. Нека

B;(t) :ξε B(zi,...,Zitr;t), i=1,...,n. В-сплайците В),..., B, образуват

базис в пространството Sy_1(Tr41,---,Tn) 63pTY интервала [a,b].

Доказателство. Вече знаем, че размерността на пространството

5.-1(Ег.+1, .. н) е равна Η п. Тъй като B; € S, 1(Try1,...,2n) 381 =

1,...,n (и техпият брой е също N), TO остава да покажем само, че By,..., B,

ca линейно независими функции Β (а, ].

Допускаме противното. Тогава съществува линейна комбинация

п

i=1

която се анулира тъждествено B [a,b], но поне един от коефициентите {0y}

е различен от нула. От израза за / се вижда, че
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ДЕ) #0 в (zyyn,00).

Освен това, 10 допускане f(t) = О в [a, 6). ο f съвпада с алгебричен полином

B (T, Zr41). От това, че /(Е) = Ο B [a,Zr41] следва, че f(t) = 0 в целия

подинтервал {T,, Ту+1). По същия пачин се вижда, че f(t) < Ои в [Tn, п+1!.

Следователно / < 0 B [z, Еп+1| и тогава тя има вида, показан на Рис. 4.

.

Рис. 4

Да разгледаме функциите

0 при Е > .

f’(t)z{f(t) при t<z,  ̓
{0 при Е < xpyg

fz(t)_{f(t) при 22 ааа
Очевидно f(t) = fi(t) + μ(). ο А € 5,..1(21,...,2.) и Л(Е) = 0 за

1Е [z1,z,]. Тогава от Лема 3 (за минималния посител) следва, че fi(t) =0

в (—00,00) и оттук f(t) # 0 B (—00, α]. По същия начин се вижда, че / =0

и оттук, f(t) = 0 в [b,00). Следователно f(t) = 0 B (—o0,00). Ho, както

отбелязахме B началото, функциите By, ..., B, ca линейно независими B

(—00,00). Тогава а = --- = a, = 0. Стигаме до противоречие. Teopenara е

доказана.

И така, всяка сплайп-функция f от Se_1(Tr41,--.,Zn) може да бъде

представена по единствен начин във вида

(3) f@) =Y aBi(t).
i=1

Имайки предвид крайния носител na B;(t), Tosa e Muoro удобпо npeacrass- :

не на / 38 работа с компютър, тъй KaTo при фиксирано t, слайнът f(t) e
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всъщност линейна. комбинация само на г последователни В-сплайни, които

съдържат ἐ в своя посител. Едпо друго предимство Ha представянето (3) e,

че съществува проста схема за пресмятане стойността на В; в дадена точка.

Тази схема се осповава на следната рекурентна връзка.

Основна рекурентна връзка: За всякот > 2 ut € (—00,00) ε 6 сила

равенството

(4) Bi,r—l (t) =

Hoxasameacmeo. Ще usnonspame известното правило na Credencen 3a

намирапе Ha разделена разлика Ha произведение oT функции

НЕ З Е gl ).
k=0

Да изберем f(z) =x—tug(z) = (z— t)’:z. Очевидно

Л(«)9(«) = (« - 1)7 saz € (-оо,00)

и следователно

Βι».-τ( = (f-9)lziy-..,Tisr)

= Ι(:κ,-)ῃ[α;,-, ... :xi+r] + f[miy mi+1]g[mi+l е.. ,Шн.,-],

тъй като flzi,...,Zivk] = 0 за k > 2. По-нататък, като вземем предвид,

че Де;, #441) = 1 и приложим рекурентната връзка 33 разделените разлики

получаваме

f (ш,)ШШBi,r—l(t) Tipr — 4
i4r i

+ g[zi-{-l: .. zi+r]

ι (1 + -*!*(З*)*-) 9Езаъз ееа а) — --ЦЕ)-у[а:а, а ае)
Ее — T Tipr — Ti

Tiyr Е t—z;
- Il 209) + Bi,—a(t),

ае — &y Titr Т

KOETO € HCKAHOTO равенство.

Да отбележим, че коефициентите пред Bj,_o(t) и Bijir-2(t) B ropuara

рекурептна връзка са положителни при Е € (+;5,211) и тяхиата сума е

равпа на 1. Следователно формулата (4) представя В; „-1(2) като изпъкиала

комбинация па В; „ () и Вд.1,-2(6) .



Формулата (4) е в осповата на следната. схема 38 пресмятапе на стойпостите :
на В-сплайните.

Boo(t)
Ν,

Βοι()

Ζ N

Bio(t) Boa(t)
N\ Ζ N\

Bu(t) Bos(t)

Ζ N\ Ζ

Βῃο(ἢ) В1(6
N Ζ N\
В (t) Bis(t)

Ζ N Ζ

Bso(t) Bx(t) :
N\ Л
В (t)

2

В4о(0)

Първата колопа πᾶ тази таблица се попълва, като се използва определението

на Bi,o(t),
1 за t € [Ti, Tit1)

Β: ot) = 4 е174 
.

мя {0 за ἐφ 0)
BAT една след друга. като се използват ΠΆΠΗΜΤΟ

Следващите колони се попъл

от предишната колона и рекурентната. връзка (4).



Π S чец
11. НАЙ-ДОБРИ ПРИБЛИЖЕНИЯ B ЛИНЕЙНИ НОРМИРАНИ

ПРОСТРАНСТВА

Нека F e дадено линейно пространство. Да въведем в Е разстояние. т.е.

па всеки два елемента f, g от Е съпоставяме число p(f, g), което удовлетво-

рява следните изисквапия:

1) p(f,g9) > 0, като равенство се достига тогава и само тогава когато

f=g

2) p(f,9) = p(g, ) (симетричност);

3) p(f,9) < p(f,h)+plh,g) 32 Vf,g,h€F.

Липейно пространпство, B KOETO € въведено разстояние (MeTpuka) се парича

линейно метрично пространство. Ще формулираме задачата за прибли-

жаване в линейното метрично пространство Р.

Heka ¢y, ...,фа са произволни липейно независими елементи от Е. Да

означим с Оу множеството от всички линейни комбинации на (Гок), т.е.

я

Q=14 акфк : (ap,...,an) € RTM!
k=0

Beanunnara

E,(f) :==inf{p(f,¢) : φ Ял)

се парича най-добро приближение на f ¢ елемепти ΟἹ Ὧμ. Ако съществува

елемент фу от {1y, за който горното равенство се достига, т.е. за който

2()) = inf{p(f,) : ¢ П.)

този елемент р) се нарича елемент на най-добро приближение за .

След тази формулировка. Ha задачата 38 приближаване възникват след-

ните основни въпроси:

Съществува ΠΗ елемент на най-добро приближение?”

Ако такъв елемент съществува, то той едипнствен ли е?

Как може да бъде построеп елемептът на пай-добро приближение?

Съществува достатъчно широк клас от липейни метрични пространства,

за които може да бъде даден отговор па въпроса за съществувапе па елемент

на пай-добро приближение. Това са така паречените линейни нормирани

пространства. Да припомним пакратко определението на нормирапо про-

странство.

Нека Е e дадено липейно пространство. Казваме, че в Е е въведена

норма, ако па всеки елемепт f от Е е съпоставено число |/ || (mapeueno

морма па /) и това съответствие удовлетворява условията:

1) /| > 0 (равенството се достига тогава и само тогава когато / = 0);



2) IAFl < |АЩУ | за νλ;

3) 1 + 9 < 1Я +llgll 32 Ὑ ,9 6 Ε.

Линейното пространство Е, в което е въведена порма се нарича линейно

нормирано пространство.

Всяка. норма || - || поражда. разстояние по следния пачинп:

p(f,9) : ( - ο

Не е трудно да. се провери, че така определеното разстояние p( f, 9) действи-

телно удовлетворява. изброените по-горе свойства. Ще оставим тази проверка

за упражнение.

Всяка. норма в Е може да се разглежда. като функция Ha f, определена

B F.

Teopema 1. Hopmama e Henpexschama функция no отношение на раз-

стоянието, породено от нея.

Доказателство. Най-напред да докажем неравенството

- {ΠΠΠ]|-- < Щ - gll.

Наийстина,

| < { -я9+9 < |/ -- 9 + ligl

и оттук следва |/|- [οἢ < |/-9|. Аналогично 9 - Я < |9-Л| = (7-9.
Следователно | {{{Π} - 9 |< #(7,9). Оттук се вижда, че ако p(f,g) — 0, то

17 = llgll, което показва, че | /|| е непрекъсната функция на /.

Да разгледаме линейпото прострапнство

Rn:{f':(fla"')fn) : fl:”':fn”‘ реалци qncna}

от п-мерни реални вектори. Тук всяка норма е всъщност функция па п

променливи - координатите Л,..., Л. на /.

Теорема 2. Всяка норма в В” e непрекасната функция относно коор-

динатите на елемента.

Доказателство. Наистина, да. означим с

е) - (0,...,1,0,...,0), k=1,...,n,

k

базисните вектори B R". Torasa всеки вектор f = (f1,...,fn) or R” се

записва във вида / = Ле + - - + Ле и следователно

И = Mgl 1< ПУ = 41 = ΙΣ Ὸ = аде < А = а е4
11 i=1
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Оттук се вижда, че || — lgll при fi - 9ь Ф < 1,...,п. Теоремата е

доказана.

B едно линейно пространство Е може да бъде въведена. ΠΟΡΜᾶ по различии

начини. Например, в RTM се използват често пормите:

.е : max |fil,

Ъ = ТА |е Т

п 1/2

Да = (Σ f?) - евклидова норма.
i=1

Последната се нарича. евклидава, защото поражда. евклидовото разстояние

п 1/2

d(f,g):=If - 92 = {Z(fk - gk)z} .
k=1

Onpegenenne: Казваме, че две норми v(f) и μ( ) ca exeusarenmnu в Е,

ако съществуват положителни числа т и М такива, че

mp(f) < v(f) < Mp(f)

38 всяко / € Е.

Теорема 3. Всеки две норми в К” са еквивалентни.

Доказателство. Достатъчно е да докажем, че всяка норма и е еквива-

лентна с евклидовата. порма. || - |». За целта да въведем единичната сфера.

8: U fr) : 3321
i=1

S e ограничено и 3arsopeno множество. Ocsen това, съгласно Теорема. 2,

v(f) = v(f1,.-.,fn) е непрекъсната функция на . -о0 < Л < oo. По

теоремата na Baitepmpac, v(f) достига своята мипимална CTOAHOCT B S.

Следователно съществува елемент f* от 5 такъв, че

m:=inf{v(f) : (Л....аЛ) € S} =v(f7).

Очевидно т > 0. Нещо повече, т > 0. Hancruna, допускането m = 0 Boan

a0 v(f*) = 0 и следователио f* =0, т.е, Л == f = 0, противоречие със

заключението, че f* € S.

И така, v(f) > т > 0 38 всяко / € S.
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Нека f е произволен ненулев елемент на Е. Тогава f/||f ll2 € 5 и съгласно

току-що доказапото неравенство ще имаме

(L а(„ >mv(f) = (шцпнь) П („„2)2 £ -

Доказахме, че π{ fll, < v(f) 3a Vf € F. Аналогично, като изберем

M -:-- βαρίν( ) : (f1,-.-, ) € 5},

получаваме

ν(ἢ) < MIfll, за “М/ ев .

Теоремата е доказапа.

Сега ще формулираме едно важно следствие от теоремата 38 еквивалент-

ност на нормите.

Следствие 4. Всяко келбо Dy = ((Аз...,Л.): | < τ <00} в R" e

ограничено U затворено множество.

Доказателство. Нека f e елемент от кълбото (),. Тогава | < τ α

следователно съществува константа M такава, че

( < M.

Оттук следва пнеравенството |fi| < Мт, което показва, че MIIOXKECTBOTO D,

e ограничено. Cera ще покажем затворепостта . Hexa {f () e произволпа

редица от елемепти / () в D,, която клони към пякакъв елемент g от R".

Имаме

lgll < Пе - Π + /0 < μ - ι + Ὅ } < 00 - ο +7.

Като извършим грапичен преход при Х -> оо пцолучаваме ligll < r, което

означава, че 4 € 5). Следователно D, е затворено множество.

Твърденията, доказани тук 98 Е”, ca верни 38 всяко крайномерно линейпо

пространство Ол = (ф = αχφῃ Ἐ τ Ἑαμῴη : (@1, ,ay,) € R"} тъй като всеки

елемент OT ), може да се отъждестви с вектора (аз.....ап) OT своите

коефициепти.

Теорема 5. Нека Е е линейно нормирано пространство. Нека фт. ..

са линейно независими елементи на Е и П. е линейното подпространство,

породено om maz. Тогава, за всяко [ € Е“ съществува елемент на най-добро

приближение от 1, по отношение на разстоянието, породено от нормата

на Е.

Доказателство. Нека ¢ € Ял и Ц > 27 =: г. Тогава

I =l =1 ей = 1711 2000 = НЯИ < НЯ < ( = 0) > En(f)-
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Следователно

inf ||f - | τξ Ш — φί! : Ε M, || < +) = Ἱ -- Σ акфк|.
φεῶη @ n) €Dy

Ho ||f - φ e непрекъсната функция на коефициентите a1, . . . ,an па ¢, ἃ Dy

e ограничено и затворено множество. По TeopemaTa na Вайерщрас

inf - φί! = min #/ — = Ц —Ее = min / -- е = If = 51

38 някое ¢y € Ὧ,.. Teopemarta e доказана..

Следващата теорема се OTHACH до единствеността. Ha елемента на най-

добро приближение.

Определение: Казваме, че пормираното пространство Е e строго нор-

мирано, ако от равенството

ΠῈ 9 < ЦЯ + llgl

следва, че елементите / и g са линейно зависими.

Теорема 6. Ако Е е строго нормирано пространство, mo за всяко f € Е

сеществува единствен елемент на най-добро приближение от Ὧμ.

Доказателство. Допускаме противното. Тогава има / € Е и елементи р

и q or Ὦμ, за които

! = Ῥ. < 1 - а| = Ea(f) : ἹῈ {{}} - | : ¢ € а)

up#q. ο

ῳ 1 =T = 10 - )Ὲ - ΦΙ < ( — Bl + = al) = Е.(7).

Or друга crpana, |/ — (р + 4).2}} > En(f) no определение. Следователно Β

(1) имаме само равенства. В частност,

17 -2)+(7-9 - 1 -- 5 + 7 -- 4Ἱ

Тогава от строгата нормираност на Е следва, че / - р -- а(Т -4а). Акоа =1

това. равенство води до р = 4, противоречие. Ако а # 1, 10 / = (р-аад)/(1-а)

и следователно / € (),, което от своя страна влече f = р = 4 и стигаме

отново до противоречие с предположението, че р # 4. Теоремата е доказана.



12. РАВНОМЕРНО ПРИБЛИЖЕНИЕ НА ФУНКЦИИ С АЛГЕБРИЧНИ

полиноми

Нека [a,b] е даден краен интервал. Да разгледаме линейното простран-

CTBO ΟἹ всички непрекъснати в [a,b] функции. Да въведем норма в това

пространство, определена с равенството

(1) Ц :== max |f(z)] .
z€{a,b]

Лесно се вижда, че (1) наистина e норма. Тя се нарича равномерна (uau

Чебишова) норма. Оттук нататък, с Cla,b] ще бележим пормираното ΠῸ

този начин просранство от непрекъснати B (а, b] функции. Както вече зпаем,

всяка порма поражда разстояние. Равномерната норма поражда равномер-

ното разстояние

(2) plf.9) = ( - gll = max |f(z) -- g(z)| .
z€la,b]

B метризираното по този пачин пространство Cla, 6) да разгледаме задачата

за най-добро приближение на непрекъспати функции с алгебрични полипоми.

Величината.

En(f) :е inf Ц - |
реяа

ще паричаме най-добро равномерно приближение на f с полиноми OT ΟΤΌΠΟΗ

п. Ако инфимумът се достига за някакъв цолипом р” ΟἹ Ty, т.е. ако || f—p*|| =

E,.(f), то p* се парича полином на най-добро равномерно npubauscenue за /

B Πη.

Тъй kato Cla,b] e пормирано HPOCTPANCTBO и Ty, € линейно подпрост-

ранство na Cla,b], T0 въпросът за съществуване на полином Ha най-добро

равномерно приближение за всяка непрекъсната функция / се pemasa като

следствие от общата. TeopeMa 38 приближение в линейни пормирани прост-

ранства. В сила е следната теорема.

Теорема на Борел. За всяка функция f от Cla,b] и всяко цяло неот-

рицателно число п соществува полином на най-добро равномерно прибли-

sicenue за Т от степен п.

Твърдението следва като частен случай от Теорема 11.5.

Въпросът за единственост пе може да бъде решен с общата теорема. 38

приближаване в строго нормирани пространцства, защото СТа, 0) не е строго

нормирано. Това. се вижда от следния пример. Нека приемем, 38 простота,

че [a,b] = [0,1]. При fi(z) := 1 и fo(z) :-- # имаме

Ial=Ilrd=1 lh+fl=2.
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Следователно | А + Я = Al + |5|, но очевидно Л и / не са линейпо
зависими.

И така, въпросът за единственост на полинома на най-добро paBHOMEPIIO

приближение не е елементарен. Да пристъпим към неговото решаване. Най-

напред ще обърнем внимапие на едно свойство, забелязано ΟἹ белгийския

математик Вале-Пусен.

Лема на Вале-Пусен. Нека Ο € п.. Нека cawecmeysam п + 2 точки

Zg < ... < Tny1 6 (а,0) и положителни числа Ag, ...,Лпа1 такива, че

(3) Да) = О(а4) = (1), i=0,...,n+1,

кедето € =1 или € = —1. Тогава

ΕἘΚ( 9 A= OSI?S_II?-H λι.

Дохказателство: Да допуснем противното. Тогава съществува полином

P € n, такъв, че

! -- Pll=Ex{f) <A.

При това, очевидно P # Q. Ситуацията e npejcraBeHa геометрично na Puc.

5. Свойството (3) озпначава, че графиката на () се нагъва около графиката

па f, като разликата f(r) — Q(z) приема стойности (А;) с алтернативно

сменящи се знаци (започвайки с плювс, ако «Е = 1, или с минус, ако « = —1).

Графиката на полинома Р лежи в ивицата с ширина 2λ и централна крива

Тъй като графиката на () прегражда тази ивица п + 1 пъти (между

точките 10 и Ζ1, между #1 И Z3,..., между Фл И Φη..1}, то графиката на Р

пресича тази на () поне в п + 1 различни точки: А,...,бачла. Тогава P(§;) —

Q&) τ 0 за + Ξ 1,...,п-+1. Ho Р- () € π,. Следователно P = Q. Стигнахме

ἈῸ противоречие. Следователно Е ( Г) > А. Лемата e доказана.
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Пълната характеристика Ha полинома Ha най-добро равиомерно прибли-

жение е дадена ΟἹ великия руски математик Пафниутий Лвович Чебишов

(1821-1894) в знаменитата му теорема за алтернанса. Тази теорема е оспо-

вополагаща. в Теория на приближенията.

Теорема на Чебишов за алтернанса. Нека f e произволна nenpexsc-

ната функция в крайния и затворен интервал (а,Ъ). Необтходимо u доста-

течно условие полиномвт Р от пу да бъде полином на най-добро равномерно

приближение за Г от п-та степен 6 (а, | e да соществуват п + 2 точки

Ел ?:01 om (а, ) такива, че а < то < 11 <...<Tpt1<bu

кодето Е =1 или e = —1.

Доказателство: Условието (4) означава, че разликата f(z)—P(x) достига

максималната си по модул стойнпост в п--2 точки, като си сменя алтернативино

знака. В такъв случай казваме, че f я Р осъществяват алтернансвт + 2

точки.

Достатъвчност на условието (4). Нека Р удовлетворява (4). Torasa по

Лемата. πὰ Вале-Пусен,

Е„(7) Σ 1}} - Pl -

Ho, ио определение, E, (f) < |/-О| 38 всяко () € my,. Следователно E,(f) =

ДХ = ΡῚ и P e полином на най-добро равномерно приближение.

Необтодимост. Heka P е полином на най-добро приближение за f от

crenen п. Ще покажем, че съществуват п + 2 точки на алтернанс, в които

Р удовлетворява условието (4). Лесно се вижда, че Р има поне 2 точки

на алтернанс. Наистина, графиката на Р лежи в ивицата, определана от

Да) — Ε,(ἢ и f(z) + En(f) и тя докосва поне една OT тези две граничии

линии. Нашата цел е да докажем, че тя се допира и до двете. Да допуспем,

че графиката на Р се докосва. само до едната, например, до горната граница

f(z) + Е,(/) и не се допира до ponnara f(x) — Е,„(Г). Torasa

f(z) = En(f) < P(z) < Да) + Eu(f)

3a BCAKO T € [a, ) и следователно съществува констапта с > 0 Takasa, че

f(z) = En(f) < P(z) — - < Да) + En(f) -

Topa показва, че | f (z) — (P(z) —c)| < En(f) B [a,b]. С apyrn думи, полиномът

P(z) — с приближава / по-добре or P. Стигнахме до противоречие.

Да допуснем cera, че разликата. f(z) — P(r) има пай-много т + 2 точки

на алтернанс B [a,b], където т < п. Нека (1;,! са т + 2 такива точки,

т.е.а < т6 <... < Тт+1 <bu

[(πὸ = Р(а;) = (—l)ie E.(f), i=0,....m+1,
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с някакво € = 1 или € = —1. 3a Bcekn интервал [T;_1, ;] определяме точките

Ф и #; по следния нпачин: F;_; € точната ropHa граница. на точките T OT

интервала [T;-1,Z;], 38 които

(5) Да) = P(z) = (=1)""'e Ea(f) ,

а ; e точната долна. грапица на точките T OT (#;-1, 14), 38 KOMTO

(6) f(z) - P(z) = (-1)ῖε En(f) .

Рис. 6

Тъй като / e непрекъсната функция, то равенствата (5) и (6) остават B

сила и 38 грапичните точки #;.1 и I;, съответно. Следователно #;-1 < ;

и f(z) - Р(«) (бидейки непрекъсната и с различни знаци в две точки) се

анулира в някаква точка & ΟἹ (Z;-1,z;). (Виж Рис. 6.) Това заключение

важи 38 всяко 1 = 1,2,...,т + 1. Полагаме & :-- α, &,4+2 = b. Да. разгледаме

поведението на разликата f(x) — P(zr) в интервала [, 44 1). От избора па

точките {ξ,} се вижда, че f(z) — P(z) приема максималната. CH по модул

стойност Е„ (/) само със знак (-1) е в [&, 6;41). Следователно

17) -Ἐκ(ἢῇ < (-1) [f(z) - P(z)] < En(f)

за всяко + OT [ξ;» &i41)- И това е вярно 38 ἑ = (),...,т-1. ΤΎΡΗ като интервалите

#. 6141) ca kpaen брой, то съществува число 6 > 0 такова, че

8) ~En(f) Ὁ ὃ < (-1/е [f(z) - Р(«)) < En(f)
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38 T € [&, &) и всяко 1. Да въведем полинома

Q@) =Mz —&)... (ὦ -- &me1)

където А e число, избрано така, че да бъдат изпълнени условията:

1) |Q(x)] < 4/2 538 всяко « € (а,0);

2) sign Q(z) = (--1) ς saz€ (6,6ща), i=0,...,m+1.

Очевидно тези условия са YAOBJIETBOPEHH при

(-1) 58 § където M :-- max |(« -- &)... (£ -- бт+1)|Μ 3 щ = z€la , 1 т .

Тъй като т < п 10 условие, то (2 € πῃ и следователно Р + () € πρ. Cera ще

покажем, че полиномът Р + () приближава f по-добре от P. 3a целта, да

разгледаме разликата / (a:)—-(P(a:)+Q(:£)) B интервала |6;, 6;41). От условията

A=

sign Q(z) = sign {{{πὴ — P(z:)] = (-1)'e

и неравенството (8) следва, че

„Е) + § < (-1 62) - (P(&) + Q)] < Е4(/)

за всяко T € [€,&41), + = 0,...,m + 1. Тъй като сумата OT подинтервали

{[€i,&i41]} покрива (а, 6), то

- Ρ Q) < En(f) -

Стигнахме до противоречие с определението ua E,(f). Следователно т > п

и доказателството на теоремата е завършено.

Единствеността на полинома. Ha пай-добро равномерно приближение след-

ва лесно OT TeopemaTa на Чебишов.

Следствие 1. За всяка непрекесната в [a,b] фучкция / сеществува

единствен полином на най-добро равномерно приближение от степен n.

Доказателство. Допускаме противното. Тогава съществуват непрекъс-

ната функция / и полиноми Р и Ο от 7y, 38 които

(9) ! = Pll=1f - | = .(7).

При ToBa, P # Q. Полиномът (P + Q)/2 e също полином на най-добро

равномерно приближение на /, защото

Ea(f) Б8) - и - ) - 9f._А

1 1
Σ М- Р| +5М- Qll = 2.)
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По теоремата на Чебишов за алтерпанса, съществуват поне п + 2 точки

{ } } такива, че

1 ὴ - Ш =(-1)'e Е„(1) (е - 1 или е - -1).

Следователно

(10) Л(аз) - Ра) Π ;Q(wi) - Е

Но

а) - P(z:)l < En(f),

If(z:) - Ф(а4)| < Enl(f),

съгласно предположението (9). Тогава, за да бъде изпълнено (10), числата.

1(τὸ - P(z;) и f(z;) — Q(z:) трябва да имат еднакъв знак и да са равни на

E,(f) по абсолютиа. стойност, T.e.

Ла:) — Р(а;) = f(z:) - О(а;), i=0,...,n+41.

Оттук следва Р(1;) = Q(z;)3ai=0,...,n+1, което влече P = Q. Стигнахме

до противоречие с условието Р # Q. Твърдението е доказано.

Съществуват много малко функции /, за които може πᾶ бъде намерен B

явен вид полинома. па. най-добро равномерно приближение. Един интересен

пример в това отношение е фупнкцията +”. Оказва ce, че при всяко п поли-

номът Ру-1 на пай-добро равпомерно приближение в [--1,1] за f(z) = χ

or (n — 1)—Ba степен се записва в явен вид и € тясно свързан с полипома

на Чебишов Т.(+т). Съгласно теоремата за алтернанса, FP,_; се определя

напълно OT условието да. съществуват (n — 1) + 2 точки Zg,...,Z, B |--1, 1

такива, че

n__ А = (=1)° " #{11) σἢ -- Β - χ(σῃ) = (-1)Е zg(lfffll:v Ра-1(2)), t=0,...,n.

Ἦο 15 — P,_;(x) e полином от n—ra crenen с водещ коефициент 1. Следова-

телно (11) ще бъде изпълнено, ако построим полином OT вида

Ν

който приема максималната си стойност в |--1, | B n + 1 точки с алтерна-

THBHO сменящи се знаци. Но ние вече знаем за съществуването на такъв
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полином. Показахме, че полиномът Ha Чебишов Ty, () удовлетворява усло-

вията:

e [Tn(z)] 1,

Та(«) Щ ь
3L

8
-
+

Τα(η) = (1%, k=0,...,n,

където 7)), == COS ’“ἷ" .

Следователно полиномът

1

дп-1 Та(«) < 2" -- Ра-а(«)

удовлетворява исканите условия (11) в точките 6о,...,ба. Тогава,

1
Р„...1(17) =z" -- Ξ;-ΤΤΠ(ΙΒ)

€ полиномът Ha най-добро paBHOMepHO приближение от степен п — 1 3a TM в

[-1,1}.



13. TEOPEMA НА ВАЙЕРЩРАС

Видяхме, че за всяка непрекъсната в [a,b] функция f(z) и всяко фик-

сирано естествено число 7, съществува полинпом па. най-добро равномерно

приближение p, от степен п. Най-доброто приближение означаваме с Е„(/).

Възниква естественият въпрос: дали E,(f) клони към нула, когато п клони
към безкрайност? С други думи, дали графиката на полинома. HA най-добро

приближение p, се приближава. все по-плътно до графиката. Ha f при n—
oo? OTrosop на този въпрос € дал още Baitepmpac. Той e доказал, че всяка

непрекъсната фупкция е граница Ha редица от алгебрични полиноми. Или,

по-нагледно, колкото и тясна ивица да изберем около графиката на едпа

непрекъсната фупкция /, може да се намери алгебричен полином P, чиято

графика влиза също в тази ивица.

За да се подготвим за доказателството на този резултат, ще въведем
HAKOH попятия.

Модул на непрекъснатост. Нека / е функция, определена. в [α,].

Величината

ὡ( : ) :- вчр ( |f(z) - Я(у)| : z,y€(ab], |+- у « δ}

се нарича модул на непреквснатост па / Β [a,b]. Този модул е определен 38

всяко 6 € (0,0- a]. Той характеризира напълно непрекъснатите функции 10
следиия начин: Функцията f е пепрекъсната в (а, 0) тогава и само тогава,

кагато ὡ( [; 6) -> 0 при 4 — 0. Наистина, ако / е непрекъсната в крайния и

затворен интервал [a,b], тя e равномерно непрекъсната и следователно, за

всяко € > 0, съществува число 6 > 0 такова, че |z—y| < 6 влече | (+)- f(y)] <

Е 38 всяко T,y от (а,0). Оттук следва, че ш(1;6) -> 0 при 4 — 0. Обратно,
ако ὡ( [; 6) -> 0 при 6 -> 0, то 3a всяко «е > 0 може да се намери & = δί(ε) > 0

такова, че ὡ( ; δ(ε)) < ε. Оттук следва, че |f(z) - /(у)| < « при lz—y| <4,
Te. f e равиомерно непрекъсната B [a, δ].

Да отбележим нпякои важни свойства на модула на непрекъснатост.

1) Ako 0 < 41 < 83, To w(f;6,) < w(f;d2) (монотонност на w).

ToBa свойство следва. пепосредствено OT определението Ha ω( , δ).

2) 38 всяко реално число А > Ὁ 6 в сила неравенството

„() < (1+ Nw(f;9) .

Доказателство. Да предноложим най-папред, че А е цяло число. Нека
~ A =k. Нека Ζ < у са произволни точки от [α, 6) такива, че |z -- y| < k6.
: Разделяме интервала [z,y] на k равни части с помощта на точките

zi=z+i(y—z)/k, i=0,... k.



76

Очевидно

Имаме

κ k

(е) - Х/ = D _(f(z:) = Ха)) < 37 (i) = ЛДах-1)| < k w(f36) .
i=1 i=1

И така, axo |z — y| < k4, 1o |f(x) - f(y)| < Е w(f;8). Следователно

w(f;k 6) <k w(f;6)

и HEPaBelCTBOTO OT 2) e доказано при А = k.

Heka cera А e произволно peamio положително число. Torasa, [λὶ < А <

() + 1, където {A] e цялата част na A. OT току-що доказаното неравенство и

ΟἹ монотонността на w(f;d) следва

ὡ( ; λδ) < w(f; (А| + 1)6) < (A +1) «(7;6) < (A +1) «(#;4)

и твърдението 2) е доказано.

Полиноми на Бернщайн. Ние ще докажем резултата na Вайерщрас

като използваме доказателството, предложено от С. Н. Берищайн (1880-

1968). 3a всяка непрекъсната функция / B [a, b], той построява в явен вид

алгебрични полиноми, които клонят към тази фуикция OTHOCHO равномер-

пото разстояние.

Нека f(t) e произволна функция, определена в интервала (0, 1). Поли-

номет на Бернщайн от степен п за функцията / се бележи с Βη([; ) и се

определя с равепството

. e - Е а РΒι( 70 () (,„)а α - аЕ

Очевидно B, € п., Bp(f;0) = f(0), Bn(f;1) = f(1). Освен това

Bn(cfit) = с Ba(f;t)

Ba(f +) = Ba(fit)+ Baulgit) .

Последните две свойства показват, че В„(/;1) e eaun auneen onepamop в

прострапството от функции, определени B [0, .

Да отбележим още, че полиномите

Pnk(t) = (:)tk(l Ν
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ca положителни Β (0,1). Оттук следва, че ako f(t) > 0 за всяко Е € [0, 1), то

Bn(f;t) > 0 за всяко Е € [0,1]. ToBa свойство се нарича положителност па

оператора Βη( ; 4). Ot него веднага следва монотонността на Βρ( ; ), т.е.

ft)<g9(t) в [0,1] влече Β,(7:}) Ξ Β,(σι ) в [0,1].

Да намерим В,„(; «) за функциите f(t) =1, /(4) =tu f(t) = 2. Те ще

ни потрябват по-нататък. Ще докажем следните равенства:

а) В.(5 +) -1;

6) Πρα f(t) -- ἐ, Bu(fiz) = z;

в) Πρη f(t) = t2, Bu(f;z) = 2% + #0-2).

Доказателство. Прилагаме последователно два пъти оператора ;‘;p ᾗξ-, към

тъждеството

(4) Σ (ζζ)ρ’“α“-’“ =(p+q)"
=0

и получаваме CLOTBETIIO

(B) > (Ζ) Ξρ“α""’“ Ξ
k=0

2 13п(р+ 4). } - рфр+а)"7,

© 5 (ζ) () еее Σ[ρ τ 51 (я - Нрф τ φ .
-0 п

Изразите за By (f;z) следват от (А), (В) и (С) прир-- πὶ ᾳ-- 1 -- т.

Бележка. Следващата лема дава представяне на B,(f;t) по степените на t. За
целта, πᾶ означим ¢ А“ 0 крайната разлика на Х в точките 0, 1, 2 х

Лема 1. .

. < ke [T),kB.(f;t) = ἑοΔ fo (k)t .

Aoxasameacmeo. Като използваме биномната формула na Hioron 38 (1-12)"”“, получа-

ваме

n n-k

k=0 =0

“ RORTO след смяната т = п — j, се npeoGpa3yBa B

вл =y Z(~1>"‘"‘(: - :,) (ἶ)’ (5).".
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Тъй като

() ()= () (
след като разменим реда на сумиране, получаваме

Bn(f;t)=2"j(,’;) {Σ( Ν () (ξ)}ι“,
m=0 k=

което е исканото представяне на Bn(f;t). Лемата e доказана.

Бележка. От Лема 1 следва например, че ако f e полином от степен т, 10 В.„(/; ) €

#m 38 всяко п. (Употване: използвайте свойството на крайните разлики да анулират

алгебричните полиноми.)

Cera можем и по още един начин да намерим лесно В (/; +) за функциите {({) = 1,

28 и f(t) - #2. Наистина,

n

Β,(1: ) = Σ (Z)t"(l НЕе t+ (-} =1"=1.
k=0

При f(t) = ¢, or Jlema 1, имаме

Β, = Δ. ()Μ](ο)(ξ 1-- --ο =t.

При f(t) = 2, отново по Jlema 1,

Ba(fit) = АА. ()г2+А[о (Т)н;(())()

п п

2 -1 t {(1 -- ἐ= -3"(" )t2+—— ἘΞ +—=t+( )
n 2 п п п

От тези примери се вижда, че By (f;t) -> f(t) при п — оо за f(t) = 1,t,t2.

По-долу ще видим, как OT сходимостта. Ha полиномите Ha Бернщайн 38 тези

специални функции, следва сходимост за всяка непрекъсната функция в

[0,1].

Теорема 2. Нека f е произволна функция дефинирана в (0, 1). Тогава за

всяко п и всяко ἐ € [0,1] имаме

3 1
- . < = P

Доказателство. Heka Е e произволна. точка. or [0, 1]. Да отбележим, че

109 - Σ!(ι)()t"(l ) ‘Z‘,f(t)sonk(t)
k=0
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Torasa

еааа = Σ Μ - ( om0

Σμώ-τ()

=0

< У (5|:- 5) ж0) .

А 2

Ho от свойство 2) па ὡ( [; 6) имаме

- 38 всяко 6 > 0. Тогава

Μ - ва(еа < 059) 5
k=0

k
t——-—— onk(t) + «2(7;6) .

По неравенството на Коши-Бупяковски-Шварц

п k 2 ἑ п ἑ

(Σ (- ) φῃκω) (Σ φ,.κω)
k=0

у Ва.((Е- «)2;3).

: Тук B, ((Е - x)%t) е стойността Ha полинома на Бернщайн в точката t за

функцията (Е - 1)2 като функция на т (Е е параметър). Окончателно полу-

: чаваме П

ме) -- Βι Ω <“) B -а)5а + wlf:0)
: ο поради линейността на оператора В,(/; Е) и като вземем пред вид паме-

: рените B a), 6) и в) изрази за B,(f;t) при f(z) = 1,z,22, получаваме

B, ((t - «)2;4)

n

2
k=0

k
ἐ -- ;ι’ ‘pnk(t) А

Ш Β,(2 - 2tz + «2;1)

= ВВ.(1;)- 2tBy(z;t) + Ва(+2;4)

. --ὃ t(1—1)

Ч
= #-24+#4+

ледователно 38 всяко 6 > 0 и всяко Е € [0, 1] имаме

п
мО -- в.(Л:91 <( 6){ “1“‘)+1} .
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Но {(1 - ἐ) < 4 за ἐ ε (0, 1). Следователно

109 - Ba(f;8)] < w(f;6) {Σᾧἷ + ι} .

Избирайки § = 71-; получаваме

3 110 -- Batrit) < 5w (£ ) -

Cera вече сме готови да дадем доказателство на теоремата на Вайерщрас
за произволен краен интервал (а, b).

Теорема на Вайерщрас. Нека (а, 6) e произволен краен интервал и
f(z) е непреквсната функция в [a,b]. Тогава, за всяко € > 0 соществува
алгебричен полином Р(+) maxse, че

max |f(z) -- Ρ(Ω)} <е,

Доказателство: Ще използваме резултата от Теорема 2. За целта да
въведем функцията

h(t) :-- Да + 466 - а)) ,

определена 3a Е € [0,1]. Тъй като / e непрекъсната Β [a, 6), то A(t) е непре-
късната в (0, 1) и следователно

ggr(x)w(h, 6) =0.

Тогава съществува п такова, че

По Теорема 2,

3 1() -- Ba(hst)] < 3 w (h; —fi-;) <е
38 това 7, т.е, полипомът В,(Я; ) приближава А в [0, 1] с точност ε. Сега, като
се върнем обратно към променливата T със смяната ἐ = =2, получаваме

μ{{Ξ2) - ве (3=2) «ε 3zaz€leb.
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Доказателството е завършено.

Аналогичен резултат е в сила и за приближавапне Ha пепрекъснати пери-

одични функции с тригонометрични полиноми. Той може χᾶ бъде доказап

директно, като се използва конкретен тригопометричен оператор. Ние ще

изведем тук този резултат, като следствие от алгебричния случай.

Втора теорема на Вайерщрас. Нека f(t) e произволна непреквсната

2л --периодична функция. Тогава 3a всяко € > 0 соществува тригономет-

ричен полином т (#) maxse, че

(1) max [{{) -- τ(}} <e.
16(--00,00)

ДОКПЗО»ШСЛСШВО. Тъй като тригонометричиите полипоми са също

2л-периодични функции, TO достатъчно е да докажем (1) в интервал с дъл-

жина 27, например, в [—, π].

Ще се уговорим да пишем

h(t) = 7(2) ,

когато HCKaMe да кажем, че съществува тригонометричен полином, KOHTO

приближава h B [—m, π] с точност ε.

Cera ще използваме факта, че всяка функция / Moxe да бъде npeacraseiia

като сума от четпа и печетна функция по формулата

(2) /(:)=Щ“Е2!(:.*.)+Ш:5!Ш.

Да припомним, че F(t) e четна, ako F(t) = F(—t) и нечетна, ako F(t) =

-Е(--Е) 38 всяко #.

Да предположим пай-напред, че f(t) е четна периодична функция. Да

разгледаме функцията

g(z) :-- f(arccosz), ze€l[-1,1].

Вижда ce, че когато т пробягва [—1, 1], променливата ἐ = arccos 1 пробягва

[0,7]. Функцията g(x) e непрекъсната в |-1, 1|. Тогава, по Теоремата па

Вайерщрас, съществува алгебричен полином P(z) такъв, че |9(+)- Р(т)| < e

в [-1,1]. |

Като се върнем към променливата. # със смяната T = со5 4, получаваме

(3)

Не е трудно да се види, че P(cost) е тригонометричен полипом. Наистина,

P(zx) може да се представи във вида

lg(cost) — Р(сов #)| < еЕ B[0,7].

Ρ() =3 ааа) ,
=0
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където Ту (т) = cos(k arccosz) ca полиномите на Чебишов. Тогава

. п

Р(со8 #) = Σα,ἁ coskt ,
k=0

т.е. P(cost) e тригонометричен полином or pex n. При това, P(cost) e четна

функция на ἐ (защото coskt ca четни функции). Тъй като f(t) = g(cost)

е също четна ΠῸ предиоложение, то неравенството (3) ще бъде изпълпено

и в симетричния иптервал |--я,0). И така, получихме, че ако f(t) e четна

функция, то съществува тригонометричен полином, който приближава [8

{-’Π’ ,’ΙΓ] С ТОЧНПОСТ Е и съгласно пнашата уговорка този резултат се записва

така

Γ(ἡ “τί(ῇ.

Но тогава, като умпожим двете страни със sin ¢, получаваме

(4) ft)sin’t ~7(t) .

Да предиоложим cera, че f(t) e нечетна фупкция. Тогава f(t)sint e четна

и съгласио доказаното по-горе,

f(t)sint ~ 7(t) .

Оттук, като умножим двете страпи CLC 5ш # CTHraMe OTHOBO до (4). И така,

(4) е изпълнено и за всяка нечетна функция. Тъй като една произволна

функция се представя чрез (2) като сума от четна и печетна функция. то

заключаваме. че (4) е в сила 38 произволна пепрекъсната Зл-периодичпа

фупкция.

Hamara цел е да покажем, че f(t) = 7(t). Ние ще изведем това прибли-

жепие от (4). Разглеждаме функцията / (0 — 5). Тя е също непрекъспата и

2я--периодична. Следователно, по (4),

/ (в - ἔ) εἰηΣ(θ) ~ 1(0) .

Оттук, след смяната # = й -- %, получаваме

Л() сов2 # =~ т.(4) .

Cera, като съберем това перавенство с (4) стигаме до заключението

Л2(8 со52 4 + f(t)sin®t =~ 7(t)

= f(t)(cos’t +sin’t) ~ 7(t)

= f(t) = 7(t) (samoro cos’t+sin’t=1).

Теоремата e доказана.



14. ОРТОГОНАЛНИ ПОЛИНОМИ

По-нататък ние мпогократно ше използваме различни свойства на така

ипиаречените ортогонални полиноми. 3aroBa TYK ще дадем някои OCHOBIH

предварителни сведения 38 тях.

Нека [a,b] e даден интервал, краен или безкраен и функцията пи(т) е

определена и неотрицателна в [a,b]. Да предположим още, че

/:„(ш)аа»о

3a всеки подинтервал (а, ) на [a,b]. Всяка функция и(+) с тези свойства се

нарича теглова функция или тегло в [a, b]. Да определим скаларно произ-

ведение (/, 9) на две функции /(+«) и g(z) по следния начин:

b

(е) = | а) (аЗа(а) 4е
а

Разбира се, тук предполагаме, че f и g ca определени B (а, 6) и интегралът

по-горе съществува.

Определение. Фупкциите f(z) и g(z) ca ортогонални в (а, 5) с тегло

p(z), ако (f,g) = .

Определение. Ще казваме, че Py(x), P(z), P2(z),... e (xpaiina или без-

крайна) редица om ортогонални полиноми в (а, 6) с тегло μ(2), ако

а) Pem, Vi

6) (P,PR)#0, Vi

в) (P,P)=0 при i#j.

Да отбележим някои свойства на ортогоналните полиноми.

Свойство 1. Всяка. kpaiina подредица Py(z), ..., Py(z) на

PQ(:E), Pl (:Ι:), Pz(:l:), ...

е линейно независима система от функции.

Дохазателство. Допускаме противното. Тогава съществува число п и

коефициенти аф,....ап, поне един OT които € различен OT нула и такива,

че полиномът Й(т) = адРу(+«) #.. + anPa(Z) е тъждествено равен на нула.

Тогава

1) (f,P) =0 3a всяко 1.
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От друга страпа,

(f.P) = zn:ak(PksPi) = ai(P;, Р)
k=0

и знаем, че поце един от коефициентите ag, . . ., a, € различен от пула. Това,

заедно с условието 6), води до противоречие с (1). Твърдението е доказацо.

Свойство 2. Ако полиномът f() е от степен по-малка. или равна па 1,

то f се представя по единствен пачин във вида

f(x) = agPo(z) + - - - + а Р.(+)

с пякакви реални коефициенти ag, .. .,an.

Това е просто следствие от Свойство 1. Тъй като пл e (n + 1)-мерно

линейно пространство и Fy.. .., P, ca (съгласно Свойство 1) п + 1 липейно

пезависими елемента OT п., то всеки елемент на пл се представя като тяхпа

линейна комбипадия. Леспо могат да. се получат и явпи изрази за ад, К =

0,...,n. Наистина, имаме

(f.P) = а(А, ΒᾺ}-Ὲ - - + ap(Pe, Р) + - -аа(Ра, Р)

= аж(Р.,Р.).

Оттук

(Р. Р)

Струва. си да се отбележи още, че от условията a), 6) и в) следва, че Р.(+)
е алгебричен полипом от степен точпо п, т.е. Р.(+т) е or вида

(2) Р.(+«) = apzTM + полином от Πη...1,

където a, # 0. Да допуснем противиото. Тогава P, € Та-а и съгласно

Свойство 2, P,(z) може да се запише във вида

Р.(«) < aoPo(z) +--- + ал-аРл-1(2)

C иякакви константи ад,...,ал-1. Но горната връзка означава, че Р,..., P,

са линейно зависими, което противоречи на Свойство 1.

Свойство 3. Нека [(1} е произволен полином от степен по-малка или

равна на п -- 1. Тогава (f, P,) = 0.

Доказателство. Тъй като / € па-1, то по Свойство 2,

Л) = а Ру(«) + - -+ + an—1Pn-1(z).
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Оттук, съгласно в),

(f:Pn):aO(PO,Pn)+"‘+an——l(Pn—1yPn)=0;

Свойство 4. При всяко естествено число п, полиномът ῃ (1) има п
различни пули, които лежат в отворения интервал (а, 6).

Доказателство. Да допуснем, че полиномът Py (z) има само k смепи Η8знака си Β (а, 6) и k < п. Нека {{i}f=1, а< а « --- <& < b, ca точките,в които F,(r) си сменя зпака. Избираме произволпа точка ἐ от интервалаξκ. 6) в която Р.(Е) # 0 и построяваме полинома

Q) = Р.(а) (е ~&)...(x -- &) .

Ouesnano Q(z)Pa(z) e алгебричен ΠΟΠΗ͂ΠΟΜ, който пе e равен na нула иΦ()Ρ..(4) > 0 5 [a, δ]. Следователно

b

(@ Р) = /1; w(z)Q(z)P(z)dx > 0.

Or npyra crpana, Q e Tn—1 (защото k& < п) и no Свойство 3, (О, РА) = 0.Стигнахме до противоречие. Следователно k > п. Тъй като Ру(+т) си сменязнака B &, 1 = 1,....k то &1,...& ca пули 38 Pr(z). Ho P, € πρ. Тогавасъгласио осповпата теорема на алгебрата P,(z) има най-мпого п реалнинули в (a,b). Следователно k e ΤΟΠΟ равно на п, т.е. 5),...,6, ca всичкитепули на Р(«), а те по определепие лежат в (а, 6) и са различни.

Свойство 5. За всяка CHCTEMa от ортогопални полиноми

съществува тричлепна рекурентиа връзка от вида

{3) Ργι-Η(Ἱ) ΞΞ (Απἶΐ - Βπ)Ρπ(-Ἑ) Ἔ CnPn—-l(f’:)x n=12,.

където A,, B,, C, ca копстаинти.

Доказателство. По Свойство 2,

.”ЕРп(-Ъ) < aoR](I) ΕΝ а,„Р„(.т) -+ a,H_an_;,l(i??)

С пякакви константи ад,...,ап+1. Умножаваме това равенство с Р(+«) иинтегрираме. Получаваме

(4) /ьи(:п).гР„(:в)Р,-(:с) dz=0;(P,P), i=0,... n+1 ,
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като при това интегралът вляво е равен на нула при + = 0, ...,п-?, съгласно

Свойство 3, защото £P;(z) € πῃ.--1 в този случай. Следователно a; = 0 при
1-0,...,п-2и

(5) τ Β, (z) = а,„„1Р„-1(з:) + a, P, (IE) + ἀ5.1 Ра+1(Е).

Оттук получаваме исканата. връзка. Ot (4) памираме

(Pac1y Ра-а)”

(P, РА)

(Pns Pr) ”

ἄᾳ.-ῖ =

ащ =

докато OT (5) се вижда, че ἀη.ε1 = ащ/атн+1, ако

Ρι(α) = agz® 4 полином or пь-ъ k=0,1,... .

Свойство 6. 3a ортогоналния полином P, (z) с тегло Щ(Е) в интервала
[, b] иза всеки полином Ол (+) € πῃ, имащ същия коефициент пред 1”, както
и P,(z), е в сила nepapencreoro

b b

| ще) (а)ак < | ае (а3а»,

като равенството е в сила само при РА(+) = Ο,(5).

Дока.зателство. Съгласно условията имаме

Fu(z) = 0ng” + 4. γχ()

Qn(z) = ap" -f:r,,_.l(:c) ,

където ἀῃ # 0 M 4,.-.}, Τη.--1 € па-1. Тогава

Н

ь " b

Г ааа (а)ах / (@) оща” + га-а(4) ак

Ι Г «В) τ пъе) - ае) а

= [{μιρβᾳ)αυ
b

+ 2 [ (@) Pa(2) па-а() -- g1 ()] 4е

+ [ ка) - gnr() e
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Тъй като гл-1 — 4η-1 € па-тъ, то f:,u(x)Pn(:c) [rn-1(x) = gn-1(z)] dz = 0.
Получихме, че

b b

|| #0@i@ s~ [ щ)е (а)ас 2 0,

като PaBeHCTBOTO € изпълнено, ако Τῃ.-.1(4) = 4η.1 (), т.е., ако Qu(z) = Ра(+).
Свойството е доказано.

Накрая остава да изясним един основен ΒΈΠΡΟΟ - въпроса за съществува-
не и евентуално построяване на редица от ортогопални полипоми при даден
интервал (а, 5) и тегло д(+т). Нека (а, 0) е произволен интервал и μ(1) e про-
изволно тегло B (а, 6). Ще поискаме Щ +) да удоволетворява допълнителиото
условие

b

a

ако интервалът [a, b] e Geakpaen. 38 да построим една. редица OT ортогонални
полиноми можем да постъпим IO следния начин.

1. Избираме произволна. редица от числа ag, aj, ... , всяко от които е
различно от пула. Това ще бъдат коефициентите пред 1” в P,(z), съответно
3an=0,1,.... Следователно Py(z) = аф.

2. Прип - 1,2,... построяваме полинома

Ρ,ι(α) = ата” + полином от Та-1

така, че да удоволетворява. условията

(6) (Po,P)=0, i=0,...n—1.

Очевидно условията (6) ще бъдат изпълнени, ако (Р., /) = 0 за всяко fe
Ял-1. Следователно цялата работа се свежда до построяване на полипом
Ρ (1} от степец n с фиксиран коефициент oy, пред x”, който e ортогопален па
всички полиноми ΟἹ класа πῃ..1. Тази задача има и самостоятелен инптерес,
затава ще я отделим като теорема.

Теорема 1. При даден интервал [a,b], тегло μί1) и коефициент ay,
съществува единствен полином от вида

Ра(2) = , α,τὖ + полином от Tn—1,

Доказателство. Ще приложим индукция по п. За n = О полиномът
FPy(x) е опредерен едназиачно or условието Ру(т) = ap. Да допуснем, че сме
оиределили едниозначно Py, Р) ,...,Р.. 1. Тъй като те образуват ортогоналнпа
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система OT полинми, то всеки полином ΟἹ степен п — 1 се представя като

тяхна. линейна комбинация. Следователно P,(x) се записва във BUAA

ОТ условията 38 ортогоналност (6) подлучаваме

откъдето, при дадено ал, коефициентите b; се определят еднозначно. Тео-

ремата е доказана..

И така, при даден иптервал |a,b], тегло и(т) и фиксирани коефициепти

ag, a1, ... пред най-високите степени, съществува единствена система от |

ортогонални полиноми.

Пример. Да се докаже, че полиномите

1 d*(z®-1)"

2! ах“
Г (2) = . n=01,...,

образуват ортогоналцна. система в |--1, И при тегло p(z) = 1.

Решение. Трябва да проверим условията a), 6) и в). Очевидно (z2 - )"

e полином от creuen точно 2n. Следователно неговата п-та производиа е

полипом от степен точно п. Оттук следва а) и 6). Остава да докажем в)

Ние ще покажем, че

/ 11 La(2)f(z)dz =0
“

за всеки полином f Е π,..1. Наистина, като означим функцията 2Т1п7 (22-1)

за mpocToTa с (+«), след многократно интегриране по части получаваме

i [ 1@ @ = [ f@ )
- -1

1

1@ а| - | @ @) ds

) / 11 Lu(z)f(z) dz

Ι

........................................................................

ш 1

Ν Β | е()
k=1 . -1

Очевидно последният израз € PaBeH Ha нула, защото / 0 (+) < Ои БИ
се апулира при + Ξ +1 38 Е - 1,...,п.

Полиномите L,(z) се паричат полиноми на Лъожандер.

Коефициентът 2„1„! е поставен за да бъде изпълнено условието
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Известните un вече полиноми на Чебишов от порви род

T, (z) = cosnarccos Ζ

ca ортогонални B [~1,1] с тегло u(z) = Ἔ'.ι:;ῖ

Полиномите na Yebuwoe om emopu pod

Un(z) := r’x+1(-’17)

ca ортогонални B [—1,1] с Termo p(z) = v/1 — z2.

Полиномите на Льожандър, na Yebmmos от първи и втори род са спе-
циални случаи на така паречените полиноми на Якоби {Ρ,ἷ“’β ) ) които са
ортогонални в |--1, 1 с тегло (1 - z)%(1 + z)P при o, 8 > -1. Те се дават с
формулата

Р8) () = -_.(2;113:' (1-z) . Ὁ ω)-βἑζἶῃ{(ι -а)“ а 4 а)"+) |

Полиномите на Ермит

г 4
Hy,(z) := (-1)"е

-т?са ортогонални в (—00,00) с тегло е-““.



15. ПРИБЛИЖЕНИЕ В ХИЛБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО

Едно линейно прострапство Н се нарича хилбертово, ако в него е въве-

дено скаларно произведение. Това зпначи, че на всеки два елемента f,g от Н

се съпоставя числото (f, g), което удовлетворява условията:

2) (7.9)+(9:/);

3) (а/ + В9,Н) = а(7, ) + 8(9, h).

Тук разглеждаме само случая, когато (/, 9) е реалпо число.

Строгото определепие на хилбертово пространпство изисква още 38 всяко

n B Н да съществуват п линейно независими eneMenTa /т.е. Н да e безкрайно-

мерно пространство/ и “пълнота” на Н - свойство, което няма да използваме

тук и затова HsAMa да го нояспяваме.

Всяко хилбертово пространство може да се пормира, като се въведе

норма по следния пачии:

1) AN == (S f) -

38 да се убедим, че (1) наистина определя порма B H, ще докажем uaii-

напред някои свойства на скаларното произведепие.

Неравенство на Коши-Буняковски-Шварци: За всеки два елемента f u g

от тилбертовото пространство Н е usnsaneno неравенството

ol < (1) (9:9) -

Pasencmeomo се docmuza тогава и само тогава, когато f u g ca линейно

зависими.

Доказателство. За всяко реално t имаме

(f +tg, f + 9) = (f, f) + 2t(f.9) + (4,9) >0.

Ho последният израз е полипом OT втора степей na Е. СЛВДОВЗТВЛНО неговата

дискримипанта е неположителна, т.е.

[(.,9}}2 < (5/(9.9) -

Неравепството е доказано. Ако f = ад, то OMEBHIIIO неравенството става

равенство. Вярно е и обратното - ако имаме равенство, то Л и g са липейно

зависими. Наистина, в противен случай бихме получили, от една страпна.

(f — ag, f - ag) > 0 при всяко а, а от друга, ако означим с € зпака на { . g).

(f - ag, -- ая) = (J, f) - За(/,9) + «2(4, 9) = (\/(ff ) —eay/(9,9) )
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е

при а = ev/(f, ) )ν (9, 4). Доказателството е завършено.

Неравенство на mpusesanuxa: За всяко / и g om Н имаме

(2) у τ9.} +а9) < у(57) + у(99) ,

като равенство се достига тогава и само тогава, когато Х/ и g са линейно

зависими.

Доказателство. Като приложим доказаното вече неравенство на Коши-

Буняковски-Шварц, получаваме

(f+g9.f+9) = (f.f)+2(f.9)+(9.9)

< (57)+2/(7,/)(9:9) + (9. 9)

{\/(f,f)+ (g,g)}z,

откъдето следва (2). Равенството се достига тогава M само TOraBa, когато

[(f,9))? = (f, (9,9). Но това е вярно, както вече видяхме, само при линейна

зависимост па f и g. |

Като се възползваме от означението (1), можем да запишем неравен-

ството (2) във вида

!

Ἱ τ 4|{Ξ НЯ + #9 .

Това. показва, че въведеното чрез (1) съответствие / — | || удовлетворява

неравенството па триъгълника. Останалите две свойства от определепието

на норма (|/| > 0 за / # 0 u ЦАЛ| = | А) са очевидно също изпълнени.

Следователно (1) определя норма в Н.

Нормата. (1), от своя страна, поражда. разстоянието

4(/,9) - ( —gll=y/(f~-9.f-9).

Оттук нататък, когато говорим за конкретно хилбертово пространство, ще

предполагаме, че то е нормирано и метризирано по описапия по-горе пачин.

Heka @g, 21, - - ., ῃ са произволни, фиксиранпи, линейно пезависими еле-

менти на Н. Да означим

Q, :={Za,,-<pi : (ag,...,an) € R"“} .

Ще разгледаме задачата 38 приближаване Ha елементи f от Н с елементи

or §1,. Най-напред да забележим, че Н е строго нормирано пространство.

Това следва от формулираното по-горе неравенство на триъгълника (2).

Следователно, въз осиова па общата теорема 3a приближаване в линейпо

нормирано пространство:
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За всяко ἔ от Н, съществува единствен елемент на най-добро прибли-

жение от Ὦ.

Остава да разгледаме важния въпрос 38 построяване HA елемента на най-

добро приближение. Най-напред ще дадем една негова характеризация.

Казваме, че f е ортогонален na g (пишем / L 9), ако (/,9) = 0.

Теорема 1. Нека Н е произволно ruabepmoso пространство и f € H.

Елементът р om (1, е елемент на най-добро приближение за f с елементи

от ), тогава и само тогава, когато

(3) (f—p,¢) =0 “ завсякофрот Ὧμ.

Доказателство. Да. предположим, че ре слемент на най-добро прибли-

жение, т.е.

If—pll=inf{ Ц - φί! : v€Qn}=2ealf).

Тогава, 38 произволно ф € Пл н ф # 0, функцията

НА) = - Ρ π А τ ( -- Ἐ λρ, / -- ρ- λφ)

= 2(f) Ἐ2λ( --»,φ) + X (v, φ)

ще има минимум при А = 0. Tosa влече 7'(0) = 0. Но #(0) = 2(f — p. y).

Следователно { — р, ) = 0 3a всяко φ € ὥ,.

Обратно, да допуснем, че р € Ол и р удовлетворява условията. 38 ортого-

налност (3). Нека ¢ e произволец друг елемент от Йл. Тогава ὃ :-- р-ф € ,

и следователно

|У -- |2 |1--»-Ἐ»-- φ - [ --ν» Ἔ , [-- δ)

I f -- ! +2(7 -- »,δὴ + 162

. -- 9 + [δ]2 (samoro ( —p) δ)

Σ 17 -2l

В

i

И така, ако р удовлетворява (3), то

Ἱ —pll < ( - φί! 32 всяко ф € Пл .

При това, равенство се достига само при 4 = 0, те. при ᾧ = р. Теоремата е “

доказана.

Сега ще построим елемента на пай-добро приближепие за /, като изиол- 1

зваме характеризацията (3). Ще търсим р във вида .

Р - ἀρῴο + ф +... + апфа .
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Тъй като / -- р L φι 3ai=0,1,...,n, то коефициентите {a;} удовлетворяват

условията:

αοίφο; φα) + а1(#21; 0) + ... + ἀμίφη, Фо) = (£, φο)

(4) αοίφο; 1) + ат(фъ 21) + - .. + ап(фа 21) = (f, 1)

αρίφο; фл) + a1(01,0n) + ...+ ап(Фа Фя) = (ф) -

Но това е линейна система ΟἹ n+1 уравненея с n+ 1 неизвестни. Да означим

с Р((го, ... фл) нейната детерминанта,

(о Р0) (p1,00) --- (φην φο)
(е 1) (еъ) ... (ῴην )

Р(фо,... (фя) :ΞΞ det . . . .

(φρο: φη) (φι,φη) --- (фл φη)

Това е детермипантата на Грам. Тя е различна. от пула, защото φρῃ:--.. Pn

бяха избрани линейно независими. Следователно cucremara (4) има един-

ствено решение афд,....ап. И така, намирапето па елемента на най-добро

приближепие в едпо хилбертово пространство Н се свежда към решаване

πᾶ линейпата система (4).

Работата по решаване на. cucremara (4) може да се облекчи значително,

ако сме избрали подходящ базис фо,...,фФл. Известпо e nanpumep, че във

всяко линейно пространство съществува ортогонален базис. Да предположим

cera, че @y, ..., μ са ортогонална. система, т.е. (@i, ;) = () 38 + # j. Тогава

(4) добива вида

и оттук получаваме

(5) αι #90) ре
(Фкз ФЕ)

И така, доказахме следното твърдепие.

Теорема 2. Нека iy, . .., pn € ортогонална система. Тогава елементаот

р на най-добро приближение на f Е Н с елементи om , се дава с форму-

лата

п \

k=0 (φ’π φΙἁ)

Да намерим cera израз 38 rpemikara “„(/) = |/ — 5|. Имаме

Ef)=-p»f-p)=(f)—(f) (samorof—pLp).
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Оттук, като представим р във вида р = адфе + ... + апфа, получаваме

връзката

αρίφο» /) + ατίφι, /) + ... + anlon, /) = (£, ἢ -- εἴ 0}).

Добавяме към това уравнение cucremara (4) и ги разглеждаме като XoMorel-

Ha система от п + 2 уравнения по отношение на (αρ; а1;...,ал, 1). Тъй като

тя има ненулево решение, нейната детерменанта е нула, т.е.

(vo,0) --- (φπι φο) (#, φο)

З ὁ Π : : =0.
(φο, фя) --- (фъя) Φῥ'φη)

(w0, f) .. , ( ἢ - εἰ

От това равенство определяме £2(f):

ο A0 = oo
Η така, доказахме равенството

n 2

min У - ) apr|| = ———mm— .ак ,ζ D(po, - - -, φπ)
Тази формула е в сила 38 произволен базис ф0,...)фла. Ако фФо,....фа е

ортонормирана система, т.е. ако (ф;,ф;) = 0 за + # } u (фоф;) < 1 за

1=0,...n, получаваме директно

ex(f) = (f—P,f—p)-_—(f,f)"(P,f)

k=0

Ш П“ - З ай (защото, съгласно (5), ак = (φᾳ, /)) -
k=0

Тъй като €2(f) > 0 за / # Ὦ,, TO OTTYK следва известното неравенство на

Becea:
n 1/2

(Σ αἷ) < 1Я.
k=0

Benexka. От (6), между другото, следва по индукция, KATO се вземе

пред вид, че О(91) = (91, 1) > 0 38 всяко gy # 0, че детерминантата на Грам §

D(g1,...,9n) е строго положителна, ако елементите 91;--.γ)84π са линейно |

независими. ]
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Частни случаи

Т. Средноквадратични приближения.

Нека [a, δ] е дадеп интервал (краен или безкраен). Нека p(x) е интегруема

теглова функция в [a,b]. Да означим с (.(а,) пространството от всички

функции, определени в |a, 4), 32 които

/ьд(:с)]2(:в)ая: <оо.

Яснпо e, че Lafa, δ] e едно линейно прострапство. Да. въведем в него скаларно

произведение по следния пачии

b

(f,9) 1=/; u(z)f(z)g(z)dx .

Лесно се вижда, че TOBA определение паистина. удовлетворява изисквапия-

та 38 скаларно произведение. Така. Г.9(а, δ] става хилбертово пространство.”

Нормата |

ме ( [ @@ s}
се нарича средноквадратична норма. Тя поражда. средноквадратичното pas-

стояние
b 1/2

p(f.9) = {/a μ(α) [f(z) - 9(+))” drr} -
Нека. φοί:),.-.-. фа(т) са произволни линейно независими функции OT про-

странството Lafa, )). В частпост, {i;} могат да бъдат например алгебричните

полиноми 1, +, +2,...,1”. Тогава в Lo|a, 9) можем да разглеждаме задачата за

средноквадратично npubauscenue па дадена фупкция / € Laa, b] с обобщени

noaunomu ἀρφο(α) + αχφι(4) +... + апфа(+).

Съгласно общата теория на приближения в хилбертови пространства. в

сила е следнпата.

Теорема 3. За всяка функция f от Lala,b] сеществува единствен по-

лином

plz) = З арфк(Е),
=0

3a който

b b n 2

/mwmmflmWM=mJumpm~z%ww]M-
a k=0a {ax}

При mosa, ако @y, . ... Pn € ортонормирана система, то

π ε"

(M px) =) | u®)f@ert)dt . к() .
k=072
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П. Метод на най-малките квадрати.

На практика. често се сблъскваме със следната задача.

От теоретични съображения е известно, че изследвапната OT нас функ-

ция Ле от определен вид, зависеща OT п параметри ад,...,ап (например,
п п n

Σ ακα 1, Π Βίη ακξ, Σ € " и т.н.). Можем πᾶ изчислим стойността па / с
k=1 k=1 k=1

определена точност B KpaeH брой точки. При това, намирането на стойността

на / в дадена точка, може да бъде свързано с провеждане на скъпо струващ

експеримент. Целта. e да възстановим приближено параметрите ay, ..., a4, с

възможно най-голяма TOYHOCT въз основа на информацията

Ла1), f(@2),..., flxm) m>n.

Най-често тези числа ca приближения на истинската стойност Η функцията

Например, нека знаем, че зависимостта у = f(Z), която изследваме е

линейна, т.е.

Да) - А +В,

при някакви А и В. Разполагаме с експериментално получени стойности па

Да): fi= f(zi), i=1,...,m. Те са представени по-долу на Puc. 7.

Ю

Puc. 7

Поради неточност на M3MEPBAHETO или несъвършенство на експеримента,

точките (Ti, fi), ¢ = 1,...,n, явно пе лежат на едпа права. Знаем, че

функцията f(z) е линейна. Тогава, коя права да вземем 38 представител па

получените данни? Има много кандидати за такъв представител. Например,

бихме могли да вземем произволни две точки (#;, Л), (z;, Д)) от таблицата. и

за приближение на / да вземем правата | през тези две точки. Това е един
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случаен избор. Да се опцитаме да подходим по-теоретично. Търсим фупкция

от вида

(z) = Az +В.

Да означим ¢ d; OTKIOHEHHETO на eKCIIEpHMENTANHO получената стойпост f; B

точката T; OT предлаганата стойпост чрез [, т.е.

!15:=!,"-(А35+В), t=1,...,m.

Съществуват няколко разумни подхода 38 избора па параметрите A и B на

ἰ.

1) Избираме А u Β така, че да минимизират величината

тах |41.ех 1441

По този начин се стараем πᾶ паправим максималното разстояние между { и

ἰ в точките 11,..., Хм BL3MOXHO най-малко. Такъв критерий е приемлив, по

неговата реализация € трудна, тъй като води до решаване па една нелинейна

задача (функцията. max |4; | е нелинейна относно Ан В).
1

2) Избираме А и В така, че да минимизират величината

3194 -
i=1

Възраженията срещу критерия 1), остават и B този случай. Те ca се възпри-

емали твърде сериозно в миналото, когато хората пе са разполагали със

средства за бързо смятане. Затова може би изборът е паднал на следващия

критерий, който води до линейпа. система за определяне па параметрите.

3) Избираме А и В така, че да минимизират израза

п

S(A,B):=) #.
i=1

B този случай
т

S(A,B) - _(fi — (Az; + В)
i=1

“ ПеОбХОДИМИТВ условия за мипимум (КОИТО саи ДОСТЗ.ТЪЧНИ) водят до систе-

мата

95 Σ'"

541 - = ,-=I[f.- - (Azi + В)я =0, -

93 iἶΕ:Ο = Y [fi— (Az;+ В))-0.

i=1
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Този подход 32 определяне Ha неизвестни параметри на функцията по табли-

ца от данни се парича метод на най-малките квадрати. Да го представим в

една по-обща форма. Нека (Е(«,а1,....ал)) е фамилия от функции, която

се описва от параметрите a; Е Д, i=1,...,n. Нека Л,..., fm ca стойпости

па конкретна фупнкция от тази фамилия.

Определение. Ше казваме, че F(z,ay, ..., a,) е приближение на дапни-
3 Σ

те f1, - - -, fm по метода на най-малките квадрати, ако @1, . - . , ал мипимизират

израза
m

- 2

i=1

където {μ1}}} ca отнапред зададени положителни числа. (царечени тегла).

Да разгледаме една конкретна ситуация — приближаване на функции с

алгебричнии полиноми от степен п в мпожеството от точки 11 < ... < Tm,

(m > п). И така, искаме да намерим приближение

p(z) - αρ + αχὰ +... + az"

па f по метода Ha пай-малките квадрати, въз оспова HA стойпостите А =

f(z;), i=1,...,m. Нека () ca дадени тегла. Тогава, съгласно казапото

по-горе, Qg, A1, ...,ал се определят така, че да минимизират израза.

т п 2
. К

Ф(аа,...,ан) == Σμ,- fi— Zakxi
i=1 k=0

Вижда ce, че ®1/2(ag,...,an) е всъщност разстоянието между Л и р B хил-

бертовото npocrpancrso Нл от функции, определени в Iy, . .., Im, спабдено

със скаларното произведение

(f,9) = pif(x:)glz;) -
i=1

Наистина, ToBa скаларно произведение поражда пормата

т

мие Σ } ς
i=1

KOATO, OT своя страпа, поражда разстояцието

[

p(f,9) = 3 У μ (x:) — ()
i=1

B тези термини, нашата функция {®(ag, .- ., an)}'/? e Touno равна μ pascro-

япието между / и p. Следователно методът Ha пай-малките квадрати води
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до задача 3a най-добро приближение с алгебрични полиноми в хилбертовото

пространство Нл. От общата теория следва, че решението ag, . . . ἄ се опре-

деля от линейната. система (4), която в този случай приема вида

т т

Σ μείαραξ - аа Ἐ }} -Ὲ τ + адайт) = 57 ш (аял) «Е
i=1121

(k=0,...,n).

38 да избегнем решаването на тази CUCTEMA можем да изберем предварително

подходящ базис в пространството T, от алгебрични полиноми. Например,

ако търсехме полинома р във вида

p(z) = boPo(x) + - + by Pn(x),

където полиномите ( Р(+)) образуват ортогонална система B MHOXKECTBOTO

OT точки Z1,...ZTm C тегла {μὲ}, TO горната система щеше да се редуцира до

едпа диагонална система

ъ У ш Ра) = У и Рк(а0Л(а0),
i=1 11

откъдето коефициентите by се определят веднага.



Глава2

ЧИСЛЕНО ДИФЕРЕНЦИРАНЕ И ИНТЕГРИРАНЕ
ъ

Приближеното пресмятане на производна или определен интеграл от

дадена функция е важеп елемепт в числените методи. Ние ще се запознаем

TYK с някои класически методи, които се осповават па идеята,. че една

приближена формула е добра, когато тя е точна 38 алгебричните полиноми

от възможно най-широк клас. Формулите, които ще изведем, се получават

като вместо функцията се диференцира или иптегрира съответния питер-

полационен полипом.

16. ЧИСЛЕНО ДИФЕРЕНЦИРАНЕ

Тук ще се занимаелм с въпроса за численото диференциране (т.е. с при-

ближеното пресмятапе на производната /(1). Най-папред да обърпем впи-

мапие, че дифереширането e едип пеустойчив процес в смисъл. че малки

изменения на функцията / могат да доведат до големи изменения на пейната

производиа. Това палага да се подхожда миого впимателно при численото

диференциране. като се анализира детайлно всеки конкретеп случай. Ние

ще се спрем още ведпъж по-подробио па този въпрос по-пататък.

Heka f(x) e определена Β (а, 0) и +а,..., T, ca различни точки от [α, δ]. Да

предположим, че /(т) има пепрекъснати производии от достатъчно висок

ред. Съгласно формулата на Нютон,

() Да) La(f;2) + flzo, . - . . Zn, (),

където

w(x) = (+ -- +ао)...(Е -- zn),

а Π{ т) е иптерполациопцият полином за / с възли Zg, . . . , Ln. Най-папред

ще покажем, че фупкцията 9(1) = Д#0,...,а; +) е диференцируема в точ-

ката «. Наистипа, съгласно определението на производна,

g(z + Я) - 9(«)/ .

= I
пе) = Jim =,

= lim Ле .. Бъ + Н) -- flxo, ... s T, а)
h—0 T+ h— +

lim flzo,...,Zn, #2 + h, 1]
h—0

Ι

f[l'o,...,fl?n,fl,‘,l'],

защото, KAKTO видяхме no-pano (виж Teopema 6.5) разделената разлика e

пепрекъсната функция Ha свойте аргументи, ако / € достатъчно гладка. И
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TaKa,

ἆ][.τῃ,...,π:...:ε] = {{π0,...0ἀπνθα, αἱ.

Тогава. от (1) получаваме

Γ(α) = Ц) + flzo,-- -, Zn, #, 3() + flz0, ... н 2| (z).

Следователно грешката. E(f) при приближението f'(z) =~ L) (f;z) се дава с

израза

E(f) = fizo,...,2n. #, α]ω(α) + flzo, ..., 2а T}’ (z).

Като използваме връзката.

F®E)
k!

flyo,-- ] =

можем да запишем Е( /) no следнпия начин:

ΤΎ 0
2) EU) = аН

където ξ и ἢ са иякакви точки OT интервала (a,b). B общия случай пие мпого

рядко знаем |0“) и |01+2) и почти никога не знаем нищо повече за < и 1),

освен това, че са ΟἹ (a,b). Затова на практика се използва доста грубата

оценка

Μ,...2 Ма+а

(n+2)! (π - 1)!

където М е горната грапица на |/“(4)| в [α,6].

В някои cayuan изразът за грешката (2) може да се опрости значително,

например, когато точката. т съвпада с някой от възлите +0,...,4щм, или пък

когато w'(z) = 0. В първия случай, при z = а., имаме w(zg) =0 и

1Е(7))| < τ Ξ е(е) + ее (@),

@)= Д (o).
1--0,1:2К

Тогава (2) добива вида

Ρ ) τ
3 вуе ] (@ - ὴ

(n+1)! #6 БАК

за. някакво 2) Е (а, 0).

Аналогично, ако w'(z) = 0, то (2) nobusa вида

. 31 (ξ )
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Ще nmame w'(z) = 0 например, ако възлите са четен брой и са симетрично

разположени около точката. Z.

Сега да разгледаме HsKOH прости частни случаи.

Нека п = 1. Да изберем за възли точките 10 = а и 11 = a+h. Да намерим

приближен израз за / (т) при т = а. Имаме

f'(a) = Ly(f;0),

където Li(f;t) = Да) + fla,a + Н(Е — a). Следователно

Да +Л) - Да)
я .

B този случай точката а e възел, затова прилагаме формулата (3) 38 оцепка

па грешката. Получаваме

(5) f'(a) ~ fla,a+ Н) =

)
7.

Формулата (5) има прост геометричен смисъл. Производната f/(a); която

е равна на ъгловия коефициент на допирателната към f(r) в точката с

абсциса а, се заменя с ъгловия коефициент на секущата през точките с

абсциси ана + h (виж Рис. 8).

(6) E(f) -

а а+

Puc. 8

Heka oTHOBO п = 1 и възлите Tg и T са симетрично разположени около

точката а, в която търсим производната. Ja положим 9 =a—h, 21 -а+ .

Очевидно

Li(f;t) = Да - Н) + Да - h,a + Н(Е- а + h).

Следователно f'(a) = Li(f;a) = Да -- h,a + h]. Получихме формулата

„Да+)-а-н).
TM 1@ т
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Геометричният смисъл на (7) е изяснен с Рис. 9 - ъгловият коефициепт па

допирателната към f(z) в точката а се приближава с ъгловия коефициент

па секущата през точкитеа — h u a + Л.

d

f

a-h a ath

Puc. 9

Грешката E(f) намираме, като използваме (4),

щ

® () - Θ .
Веднага прави впечатление, че грешката. (8) е много по-малка. при малки Л

ot грешката (6), докато съответиите формули (5) и (7) са "едиакво сложни”

- и двете използват ΠῸ две стойности на функцията f(z). За характеризация

па порядъка па грешката. (както и на други величини в числения анализ)

се използват символите O ("о” голямо) u o ("о” малко). Казваме, че (Л) e

O(¥(h)) при h — 0, ако съществува константа К такава, че %8% < К при

h — 0. Казваме, че p(h) е o(¥(h)) при h — 0, ако % -> 0 при Л — 0. И така,

съгласно дадените определения, формулата (5) има грешка от порядъка.

O(h), докато грешката na (7) e O(h?). Както ще се убедим по-пататък,

формулата (7) се използва много често при теоретични изследвания, OCO-

бено при обосиовка на числените методи за решаване па диференциални

уравиения. За съжаление тя може да бъде приложепа само за приближавапне

па производната във вътрешните точки T, ... &, на дадена таблица от стой-

пости Й(«0),...,Л(Еа) па фупкцията f(z). За крайните точки Tg и T, може

да се използва (5). Ho тя има грешка O(h). Би било добре да има формула

за приближено смятане на f'(zo) и Р(тл) с порядък на грешката O(h2).

Именно такава формула ще изведем сега. За целта ще привлечем още един

възел, 38 да увеличим точността на приближение.

Нека п = 2. Избираме възли + = a, 11 = а + h, 29 = а + 2h. Ще

приближаваме производната na f(r) в точката + = a. В този случай имаме

15(5; +) = Да) + fla,a + Щ(« - а) + Ла,а + h,a + 25|(« - а)(т -- α -- Я).
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Оттук получаваме

15(Да) Il fla,a+ #| + fla,a + h,a + 2#)(--Н)

Да) f(a+h)_h{f(a) f(a+h) (a+2h)}

ПА h 2h? -Η 22

-3.Да) + 4Да + Н) - Да + 25)

2А ’
i

Следователно

-- 3 [(α) + 4Да + Л) - Да + 2л) |
9 /а) . -

Тъй като точката а е възел, TO 38 оценка. la грешката E(f) ще приложим

формулата (3). Получаваме

(10) в) = ἐ

Грешката uma порядък O(h?).

Ако построим, 1o описания Bede начин, формула 3a приближение πᾶ f'(a)

при възли Ty = a — h, 1 = a, 1 = а + h, то ще видим, че получената

формула съвпада с (7), т.е. коефициентът пред f(a) в приближения израз

ще бъде равен па пула. Това разкрива причината 38 по-голямата. точност на

(7) в сравнение с (5) - тази формула е построена всъщност по три (а не по

две) стойности πᾶ изследваната функция f(z).

Интернолационният полином на Лагранж L,(f;z) с възли g, ..., а се

изнолзва също 38 приближено пресмятане па производни OT по-висок ред.

Про::то f®)(z) се заменя Ly (f;z). 3a оценка на rpemkara обаче се налага
да се диференцира функцията Д(+0,...;)24,4)ш(+) Е пъти, след което се

получават изрази ΟἹ вида (2) с Е+ 1 члена. Ние няма да извеждаме тук тези

изрази. Накрая ще обърнем внимание, че връзката между производната и

разделената разлика ΠΗ дава още следната формула за числено диферепци-

ране: За т € (+о0, ΖηΪ,

(11) fTM(z) #2 flzo, ..., za)n! .

Kakro се вижда, формулата (5) се получава or (11) при п =1u + = ;.

От изведените изрази за грешката при численото диференциране се виж-

да, че грешката памалява, когато стъпката h намалява. На пръв поглед

изглежда, че човек може да получи производната f'(a) с каквато си иска

точност, стига да може да се изчисли f(x) в близки до а точки «+. На практи-

ка се оказва, че това пе е така. Забелязва се, че при практическо използване

па. KOs да е от изведените формули, при намаляване на h грешката отначало
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намалява, а след това започва да расте. Причината е в "неустойчивостта”

на формулите за числено диференциране, за която споменахме в началото

на тази лекция. Тук ще обясним по-подробно това явление.

Нека. приближаваме f'(a) по формулата (7),

fa+h)—fla=h)
П) « -

Да приемем, че електронната сметачна машина, с KOSTO работим, представя

числата с точност 1078. Тогава вместо с точните стойности f(a+h) и / (a—h)
ние работим B машината с числата

Да +) = fla+h)+ey, '

fla—h) = [(α -- ) Ὁ ε,

където

(12) [ε < 1078, i=1,2.

Тогава 3a приближената. стойност на /а) получаваме числото

Да + ) - Да - ) _ f(a+h)—f(a—h)+el—-62
. 2А " 2h 26 “

Съгласно (8),

където

(13) |E| < мь ,

с някаква константа M. Следователно изразът L a+h)2" f{a—h) приближава.

f'(a) с грешка Е (е —€3)/2h. Тази грешка има порядък (2(Я) = M h2+—2—'—120—h—'i,

поради (12) и (13). Тъй като (Я) = 2Mh -- ΙἼΟΐΞΞ’ то 2() ще достига своя
минимум при h = hg, където Ло e нулата на ¢'(h),

- τ 5
ho = 2108M 103V M

Следователно (П) намалява, когато h намалява 10 hg, а след TOBa започва

да. расте при по-нататъшно намаляване на стъпката h. Затова при числено

приложение се налага. 3a всеки конкретен случай да се установи тази кри-

тична. стойност hg на стъпката и да се използват само такива h, 38 които

h > hg.
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Да изведем формула за приближение на f”(a) въз основа на стойностите

f(a—h), Да), Да + h) при предположение, че / има непрекъсната. четвърта

производна. в (а — h,a + hJ.

Първи начин. Да означим с Lao(f; т) иптерполационния полином па

Лагранж за функцията f(x) с възли а-,а, а + h. Съгласно формулата na

Нютон

Ly(f;x) = Да - ) + fla—h,a)(z -а- Я) + Да - h,a,a+ Щ(+т - а + h)(z -а)

f(@) = La(f;z) + Да -- h,a,a+ h,x)(z -а + h)(z - αγ(α -а- Я)

Оттук можем да получим едно приближение за / (а) по следния начин:

ГЧа) « 13(Да) = 2fla—h,a,a+h)

Да- ) - 2Да) + Да + )
н2 '

При това приближение допускаме грешка E(f),

E(f) = [}}(ὦ - L3(f;a)

{fla= h,a,a+ Я, 1|(« -а + h)(z - а)(+т — α - h)}"|z=0a

Ш

И

2fla -- h,a,a + h,a,a)w'(a) + Да -- h,a,a + Я, αἸω"ᾳ(α)

. B2
12

Втори начип. Тук npegnarame още едип пачин, 3a да се запозпаем с

"метода на пеопределените коефициенти” за nocrposisane на формули за

приближение на линейни функциопали. Ще демонстрираме този метод па

разгледания по-горе пример.

Развиваме в ред на Тейлър около точката а стойностите Да - h), Да).

Да + h). Получаваме

( защото w”(a) = 0).

" "Ча v

fla=h) = Да)- flla)h+ fz(!a) н2 - f 3(! )h.3 + / 4561)/1.4

(14) Да) - Да)

" " Vv

fla+h) = f@)+ [ωκ + 2(,“)1»% ! 3(,“)1ь3+ Я 4552)114,

където §; и {2 са иякакви точки от иптервалите (а — h,a) и (α,α + I},

съответно. Целта ΜΗ е да намерим коефициенти «, В и у такива, че изразът

af(a—h)+Bf(a) + Да + Н)
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да бъде равен на /"(а) - O(h*), където грешката О(Н“) да бъде възможно

най-малка, т.е. показателят К да бъде по възможност най-голям. Да сумираме

равенствата (14) умпожени ¢ a, 8 и v, съответно. Получаваме

аДа - Н) + 8 Да) +vfla+h) = (a+B+7)f(a)+ (—a+7)f'(a)h

flll(a)

6 “+ (a+7) +(~a+7)

4

+ [αΠ ) ἘΎ ()} ξξ .

Целта ΗΗ e вдясно да получим това, което искаме да приближаваме (B този

конкретен случай f”(a)) и след това да се опитаме чрез специален избор на

параметрите а, В и Ὕ да анулираме коефициентите пред най-ниските степени

ua h, пред h%, k!, h? и т.н., доколкото можем. Значи в нашия случай трябва

да. изберем а, В и Ὕ OT условията

1! ̓(α-{“γ)-2-

(@a+B8+v) = 0

πα Ύ = 0.

ToBa ca три линейни уравпения с три Heu3BecTHH. Решаваме системата и

получаваме

1 2

ке 8773
Веднага се вижда, че при този избор на параметрите а, В и Ὕ се анулира и

коефициентът пред ἐ9 : (-а + 7)’—6@.
Следователно

а:*у::

га) = з:Да-#)- а) + =5 f(a +) + E(f),

: където

Ра) + Π ) в
2 12”

. 1v ТУ

Тъй като /! () е пепрекъсната функция и числото " (ξΙ)ζ! () се намира
между точната долна и точната горна. граница ua f/V(t), то съществува

точка ξ € (а — h,a + Я) такава, че а ζ!“ #2) - У (6). Следователно

V) 2
2 he .

E(f) =

#“() - --



17. ИНТЕРПОЛАЦИОННИ КВАДРАТУРНИ ФОРМУЛИ

Определепият интеграл е основпо математическо понятие. Редица. вели-

чини в естествените науки, инженерното дело, икономиката и други области

на приложение на MATEeMATHKATA се изразяват чрез определени интеграли.

Затова. много често на практика. възниква необходимостта OT числено пре-

смятане па определени интеграли. Известно е обаче от курса HO анализ,

че стойността на един определен интеграл I(f) := f: f(z)dz moxe да бъде
пресметната TOYHO B много редки случаи — когато подинтегралната функция

е достатъчно проста. В общия случай числото Д /), което се определя като

граница πᾶ числова редица, е педостъпно 32 математика, въоръжен с молив,

лист и курса 1o апализ. Съществуват обаче редица числепи методи, които

позволяват определепият интеграл да бъде пресметнат с дадена точност.

Тук ще разгледаме пякои от тези методи.

Просто правило за приближено пресмятане па интеграли може да се

получи като заменим подинтегралната функция [({1} с интерполациопния и

полином на Лаграпж Да предположим, че са известни стойпостите на /(т)

B точките Zg, .- .,Iy. Съгласно формулата па Нютон

(1) f(z) = La(f;2) + flzo, .- .y 2n, Tlw(z) ,

където L,(f; т) e иптерполационният полипом на Jlarparmk,

n

Б() = ) flax)l(@),
k=0

а w(z) = (z — z9)...(z — z,). Karo интегрираме (1) почленно or а до b

получаваме формулата

(2) I(f) : ECkf(ib'k)
k=0

където

(3) ck~I(lk)—/ П ЕПЯ gy k=0,...,n.
а i—gizk Tk~ 3

Грешката на ToBa приближение e

b

(4) в) :- I(f) = I(Ln(f)) = / flzos .. а αἸω(α) ак .

Формула за приближение, в която определеният интеграл се приближава с

линейна комбинация на стойпостите па подинтегралната функция или пейпи

производни в краен брой точки, се нарича. хвадратурна формула. (2) e едпа



109

квадратурна формула. Точките +0,...,Ту са 6834U, а числата со,...,Са -

коефициенти па квадратурната формула.

Определение. Една квадратурна формула от вида (2) се нарича интер-

полационна, ако нейните коефициенти с). се получават по формулата (3).

С други думи, формула с n+1 възела се нарича интерполационна квадра-

турна формула (или формула от интерполационен тип), ако тя се получава

чрез интегриране на интерполационния полином па Лагранж със същите

възли.

Ще казваме,че квадратурната формула (2) е точна за функцията f, ако

в(/)-0.

Теорема 1. Axo квадратурната формула (2) е интерполационна, то тя

€ точна 30 всеки полином от класа πῃ. Обратно, ако една формула от вида

(2) е точна за всички NOAUHOMU от класа пу, то тя е интерполационна.

Доказаттелство. Нека (2) е интерполационпа квадратурпна формула и

f € π,. Тогава f(z) Г.(; т) и следователно R(f) = 0, т.е. формулата e

точна за /.

Да допуспем, че (2) е точна за всички полиноми f ΟἹ πῃ. Тогава тя ще

бъде точна и за полиномите l;(z). Следователно

п

Д) = Σ СК) =¢i, i=0,...n,
k=0

защото ἐἰ:(1 ) = δῃς. Получихме (3). Teopemara e доказана.

Както вече видяхме, грешката. Ha интерполационната квадратурна фор-

муда. се дава с израза (4). Тази формула не е удобна 38 приложепие, тъй

като грешката се изразява отпово чрез интеграл, който дори е по-сложен от

предишния. Въз оспова na (4) обаче се правят оценки, които се използват

на практика. Ше разгледаме два случая, B които изразът 3a грешката може

Ja се запише в по-прост вид.

Нека. полиномът w(z) пе си сменя зпака в (а, b). Да предположим още, че

f(z) има пепрекъсната (п + 1)-ва производна B [a, b). Тогава flxg,...,zn, 2)

¢ непрекъсната функция на + B [a,b] и съгласно теоремата за средните

стойности, съществува точка Е € (а, 6) такава, че

b

R(f) = Де <. н / w(z) dz.
а

По-нататък, от връзката между разделената. разлика и производната. следва,

че съществува. точка Е € (а, 6), за която

(n+1)306) (ὡᾳ)άε.9 н) )
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Axo w(z) си сменя знака camo един път B (а, 5) и | w(x) dz = 0, то изразът
(4) също може да се опрости. В този случай използваме рекурентната BPL3Ka

f{x()? o1 η Tntl, z] = f[xo’ с x] - f[zfl! — mn’mn+l] и
L τ Tnyl

38 да получим

f[xO! Σ T ] Πἵἳογ---ντω νἳπψυἳ](-τ“ὧ'πψὓ’Ῥ.Πϊον--;ἷἳπ«γι]

3a BCAKA точка Ха+л ОТ [a,b]. Следователно

b

R(f) = /af[:z:o,...,xn,zn+1,z](:1:-—:z:,,+1)w(:1:)d:t:+
.

b

+ f[IO,---,a:n+1]/a w(z) ἀχ

Ш

b

/ flzo, ... Хнл Tng1, T (T — Tny1)w(z) dz .
a

B последното paBeHCTBO използвахме условието, че f: w(z)dz = 0. Да пред-
положим CEra, че Tny] € точката, B KOATO w(x) си сменя 3uaka. Torapa фунпк-

цията (T - ааа) !() ще има постоянен знак B [a,b]. По-нататък, при пред- |
положение, че f има непрекъсната производна, заключаваме въз OCHOBA на |

теоремата 38 средните стойности, че съществува точка £ € (а, b), 3a която

(n+2)(

О π0)-- Π Ге ааа

Да отбележим, че в този случай грешката се изразява чрез (п + 2)-та произ-

водна. Следователно А( |) = ( 38 всяко / € πη.ι1; Т.е. квадратурната формула

е точна за всички полиноми дори от (п + 1)-ва степен.

Използването на интерполационния полином за приближено пресмятане

на интеграли e било предложено от Нютон. Английският инженер Коутс

е пресметнал коефициентите па интерполационните квадратурни форму- |

ли в [0,1] в случая на равноотдалечени възли ш) = k/n, К - 0,...,п, за |

n=1,2,3,...,15 и публикувал таблиците с тези коефициенти. Затова интер-

полационните квадратурни формули с равноотдаличени възли се наричат

хвадратурни формули на Hromon-Koyme.

Cera ще изведем в явен вид някои елементарни хвадратурни формули.

Нека n = Q. Тогава

Lo(f;z) = f(zo)

и следователно

17) = I(Lo) = f(z0)(b— α).



9-31,3 получаваме

/abf(x)dzzf(“';")(b—a).

п ше χ - @bВ този случай функцията w(z) =z - 2

х τ (α + 5)/2 и f: w(z)dz = 0. Следователно, при g

a+b

Специално при xg =

M

Torasa, съгласно (6),

" b . -а)?

(8) E(f) =

111

CH сменя знака само B точката.

аа = (а + b)/2,
2

полиномът (1 — +то)(Е - 11) = (:r - -5-) ще има постоянен знак B (a, b).

Ly(f;x)

f(z)

: лицето па. правоъгълника. с оспова [a, | и височина / ( Ξ

|

Формулата (7) е известиа Karo xeadpamypna формула на правовгелници-

е. Тя има. прост геометричен смисъл (виж Рис. 10). Интегралът I(f), който

“ рявен на лицето на фигурата, определепа от графиката на. / се приближава

Ш). Оттук идва и
чпапменованието на тази формула.

Нека. сега п = 1. Да изберем Ζὺ = a, χ = b. Тогава

Да) + fla,bl(z - a),

Li(f;z) + Да,, +|(« - a)(z - b).
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Заменяме I(f) с 1(1л) и получаваме квадратурната. формула

(9) Ἰ.

За определянето на грешката ще се възползваме ot (5), тъй като в този

случай полиномът w(x) = (z — а)(+т — b) има постоянен знак в (a,b). Имаме

в) =1 “(ξ) /„ (@ — a)(z — b) dz.

Пресмятаме иптеграла и получаваме

(10) κι)- -9 6.- .

Формулата (9) се парича квадратурна формула на mpaneyume. Нейпият

геометричен смисъл е изясиен Ha Рис. 11 по-долу.

Puc. 11

Cera да разгледаме една интерполационна квадратурна формула с тря:

равноотдалечени възела.

Нека п -- 2. Имаме

Да) = La(f; ) + Део, 21,2, ( - то)(е ~ 11)(« - +2).

Оттук получаваме формулата

(11) I(f) = I(Lg).

Да usbepem z = a, 71 = (а + b)/2, τ = b. B този случай функцията w(z)

(«-а) (а: - Ш) (Е -- 6) си сменя знака в (а, b) само в ToukaTa 73 :-- (а + )/2
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Освен това ff w(z)dz = 0. Следователно остатъчният член се представя
както в (6). Имаме

кл - Ф Га-а(а- 2 @b

Пресмятаме интеграла и получаваме окончателно

46
звв0 0~(12) R(f) = -

38 да получим явния вид Ha квадратурната формула (11) 6uxme могли да

запишем Lo(f;x) по формулата на Нютон и да пресметнем I(L3). Ние ще

покажем тук един по-прост начин. Да означим за удобство с р(2) иптерио-

лационния полином 1.2(;+т). По формулата на правоъгълниците (7) и на

трапеците (9) имаме, съответно,

1) = ( Σ -0+ L
] "(ξἳ)

ρ"(ξι)
(b - а)зт

I(p) I (b-a),

където §; и ξ ca някакви Touku ΟἹ (a,b). Ho р € π2. Следователно p”(t)

e константа. 38 всяко #. Оттук р”(51) = ρ" (ζ2). Torasa да умножим BTOPOTO

уравнение с ξ и да го прибавим към първото. Получаваме

Се ра) + Р().16)+510) « #() - )Ὁ

Тъй като полиномът p(z) интерполира /(т) в точките а, 5—}'3 и b, To or
горното равенство следва

(3) τῳ) - 252 |а) ταγ(Ξ Σ ) +л) .

Получихме формулата

a9 [! 2t } жа () + и) .

Това е знаменитата квадратурна формула на Симпсън. От израза 38 греш-

ката и (12) се вижда, че тя € точна. 38 всички полиноми OT степен по-малка

жди равна на 3.

Изведените тук квадратурни формули (на правоъгълниците, на трапе-

ците, на Симпсън) се наричат елементарни квадратурни формули. В този

«и вид те рядко се използват на практика, защото грешката при TAXHOTO
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приложение е голяма, особено ако интервалът на. интегриране [a, 6) e голям.

Това се вижда от изразите (8), (10) и (12) за грешките. На практика. обикно-

вено се постъпва по следния начин: Интервалът (а, b] се разделя на т равни

части с помощта на точките Zg,...,Zm. След това във всеки подинтервал

[#i-1, 24) се прилага някоя от елементарните квадратурни формули 38 пре-.

смятане на интеграла. f; ' (5) dz и получените изрази се cymupar. В резул-

тат се получава така наречената cscmasna квадратурна формула. Ние ще

изведем TYK и съставните формули в явен вид, защото те имат голямо

приложение.

Съставна квадратурна формула на правоъгълниците. Нека x; = а + th,

1-0,...т, h = (ὃ --- а)/т. По формулата на правоъгълниците имаме

Д(а)а« - / (Ξι:.Ι.Ζ.ἱΞε) (α; 241) + " ';(f*)hs,
2.

b o

/
7

Рис. 12

с грешка

щ - 8D LS и
T24m? т &

i=1
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Ho числото L{f"(&) + --- + f"(&m)] е средно аритметично на т стойпости

на /(+) в [a,b). Счедователно то се намира между точната долна и точната

горна граница на f”(z) в (а, 6). Оттук следва, че съществува точка ξ € (а, 0)

такава, че

ЗЧа) +е 6) = /40.
Тогава за грешката Ha съставната квадратуриа формула на правоъгълни-

ците получаваме

3

κι ) =8 щ)
Cera вече се вижда, че с помощта на CLCTABHATA формула MOXKEM да. пресмет-

нем интеграла. ( /) с каквато точност искаме, стига. да изберем т достатъчно

голямо число.

Съставна. квадратурна формула. на трапеците. Напълно аналогично, ка-

то използваме формулата. Ha трапеците (9), получаваме

b b—-a .
Г 1@ds ~ ЗА +2А ἘΠ ̓ + 2Ра + Ра)

3

в) = "’12 9@, ξε [α,8]

Тук 38 краткост сме писали Д вместо f(z;).

Съставниа квадратурна формула на Симисън. В този случай разделяме

(а, ) на четен брой подинтервали (|+#:.1,14), i=1,...,2m и след това при-

лагаме формулата на Симпсън за двойния подинтервал [T;_1,Ziy1), i =

1,3,5,...,2m — 1. Получаваме

b b—a
[ r@de « ЗА + fom + а + А + Ра

+ АА+ВФ+...+ f2m-1]},

(-а)”
R(f) = -овнтаРУ(Е), Е а .



18. КВАДРАТУРНА ФОРМУЛА НА ГАУС

Да разгледаме квадратурната формула от общия вид

ь п

M) [ @)@z~ 3 Aus ).
a =1

където и(т) e дадепо тегло, определено B (а,6), а < 4 < - <z, < b, ἃ

(А, 1 ca реални числа. Вече видяхме, че при всеки избор на възлите ЕИ

можем 8 намерим коефициенти ( А) )Т такива, че нолучената. квадратурна

формула (1) да бъде точна 3a всички алгебричпи полиноми от степен n—1. 3a

целта, достатъчно е да построим иптерполационната квадратуриа формула

от този вид

b b

/,. p@f@)de ~ | ааа а)ак

Σ [κῷ Д 25 ае н= щ т Пу

k=1 |Ча i=1,izk Tk T а

Дали не съществуват пякакви спиециални възли {2} }], ΠΡῊ KOHTO съответиата

интерполационпа квадратуриа формула да бъде точна за полипомите и от

степен по-висока ot п -- 17 Ние вече срещнахме такива иримери: формулата

на Симпсънп е с три възела, а е точна за всички полиноми пе само от втора,

по и от трета степен. Тук се сблъскваме с едпа. пова, важна. характеристика

па квадратурните формули.

Определение. Казваме. че една квадратурна формула има алгебрическа

степен на точност (пакратко АСТ) т, ако тя с точна 38 всички алгебричии

полиноми OT степен < т и съществува полипом от crenen т -+ 1, за който

тя не е точна.

Каква пай-висока АСТ може да има едпа квадратурна формула с п

възела? При кои възли се достига най-висока ACT? Това ca въпросите. па

които ще се спрем тук.

Лесно се вижда. че максималната алгебрическа степен па точпост па

формулата (1) с но-голяма пли pasua па п - 1. Напстина. при всек:и избор

на точките (1т }} можем да ностроим CLOTBETHATA интерполационна. квалра-

турна формула с възли в {rp}], която IO определецие е TOUNA за всички

полиноМми OT пл-т. T.e. има АСТ равна none na п - 1. Сега ще покажел с

един контрапример, че пе съществува квадратурна формула от вида (1) с

АСТ по-висока от 2n — 1. Нанстина, ако има такава. формула, то тя трябва

да е точна и 38 полипома

.2З(+) = (z - а1) ...(а — 2а),
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който e ot степен 2n. Ho

b

/ p(z)w?(z) dz > 0,
a

докато

п

Σ Asz(xk) = 0.
k=1

Следователно квадратурната формула (1) пе e Touna 3a полинома f(z) =

w?(z). И Taxa, най-високата. ACT на формулата (1) e по-малка или pasua na

2n—1.

Свободните параметри B квадратурната формула (1) ca 2n на брой —

това са. възлите () и коефициентите ( А).). Следователно имаме известно

основание да очакваме, че съществува такъв избор па параметрите (24.) и

(А), при който да се удовлетворят Зп. уравпения, изразяващи точността

μ8. формулата. за базисните фупкции 1,+, z2...., 22" 1 Конто са също 2n

па брой. По-долу ще покажем, че наистина съществуват възли {1.}} и

коефициенти ( А 1, при които съответната квадратурна формула (1) има

АСТ равна η 2n — 1. Тази формула е 6una построена 38 първи път от Гаус

и затова се парича квадратурна формула на Гаус.

Теорема 1. При всяко естествено число n сеществува единствена «вад-

гатурна формула om вида (1) ¢ ACT = 2n — 1. Bzzaume {zx}] на тази

формула ca нулите на полинома OM степен п, ортогонален 6 [a,b] с тегло

и(.е) на всички алгебрични полиноми от степен п - 1.

Доказателство. Нека w(x) е полиномът от степен n, с коефициент 1

пред ", който e ортогопален B [a.b] с тегло pu(x) на всички полиноми OT

стенен п - 1. Видяхме (вж: Теорема 14.1), че съществува единствен такъв

цпо.лином и той има точно п реални, различни пули в (a,b). Да озпачим

техи нули с Iq,...,Zn. Имаме w(z) = (z — 11)...(Е — та). Да построим

г герполационната квадратурна формула οἹ вида (1) с възли - нулите (е

ὰ w(z). Ще покажем, че тази формула има ACT = 2п -- 1, която е възможно

иай-високата. Наистина, нека / е произволен полином ot степен 2n -- 1. Да

пазделим f(x) na w(x). Получаваме

ἰ Γ( Ἱ = w(z)q(z) - τ(2),

ΔἸ ΊΘΤΟ ди т са ΠΟΠΉΠΟΜΗ от стецен по-малка или равпа па п - 1. Тогава

П

b b b

/a щ+)/(+)ах / μ(α)ω(α)ᾳ(α) ак + / μ(α)τ(α) dz

/b p(z)r(z) dz.
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Използвахме, че ш(+) e ортогонален на а(+«). Тъй като формулата (1) е
интерполационна, тя е точна за 7(z). Следователно

/b w(z)r(z)dr = Zn: Αμτ(ακ).
а k=1

Ocrasa да. забележим, че r(zx) = f(zx), К = 1,...,n. Това следва or (2),
като се вземе предвид, че w(zg) = 0. Окончателно получаваме

[ 1@ (@) e < 3 ааа) = 52 Αὐί.
а k=1 k=1

Квадратурната формула e Touna 3a произволен полином f OT класа παῃ. 1.
Следователно тя uma ACT равна на 2n — 1.

Cera да докажем obparnoro. Heka квадратурната формула (1) има АСТ
= 2п--1. Ще покажем, че полиномът ш(1) = (1--141)...(«-+а)е ортогонален

на. всеки полином OT 7). Наистина, нека () e произволен полином от m,_;.

Тогава полиномът f(2) = Q(z)w(x) е от степен 2n — 1 и квадратурната

формула (1) ще бъде точно за него. Имаме

[μ()ο(γω() α = 57 4@Euen =0,
a k=1

т.е. ш е ортогонален na ). Твърдението e доказано.

Единсивеността na квадратурната формула с най-висока АСТ следва от
единствеността на полинома (T — 11)...(# — z,), ортогонален на всички

HOJIHHOMHM OT Πῃ..1.

Коефициентите ( А ) na квадратурната формула на Гаус ca положителпи
числа. Това се вижда. по следния начин: Полиномът wi(z) = - и(2)/(+ - 24)

е от степен Τ -- 1. Torasa полиномът @i (z) := wi(z)/wi(zk) е or степен 2n —

2, той e неотрицателен и φκί(ακ) = 1. Тъй като фу се интегрира точно по
формулата na Гаус, то

ь

0 </ w(z)pr(z) dz = ΣΑ;φι: (z;) = Ak
]_

и твърдението € доказано.

Формулата

< + ω,ξ(ω)Ak_/ M) 2 (Фк)
може да се използва 3a пресмятане на коефициептите ( А. ) па квадратурната

формула па Гаус. Ние ще дадем сега един друг начин 58 пресмятанце на Ag,
при който се избягва интегрирането.
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Heka Po(z), Р(+),...,Р.(т) е редицата от ортогонални полиноми B (а, b]

с тегло и(+т). Да предположим, че тази редица е ортонормирана, т.е.

b

/ μ(α) P (x) dz = 1 3a всяко k.

Ocpen това ще предположим, че водещите коефициенти o на Pi(z) ca

положителни. Нека 1),..., 2. ca нулите на P,(x).

Ρ,(1) - ащ(Е -- 21)...(Е - а) - αραἶ Ἐ -, an > 0

Ot доказаната теорема следва, че Iy,...,T, са възлите на квадратурнатае2 TY

формула на Гаус. 38 да namepum коефициентите ( А.), да разгледаме cymara

D[f] = Op-1 Σ ΑΚΡ,.ἡ (xk)f(xk)'
k=1

При / € m,_1 полиномът f(2)Po—1(x) е от степен 2n—2 и се интегрира точно

по формулата на Гаус. Следователно,

b

ΡΙΠ = а / щ+)/(4)Р.-1(+)4х =0 при f € ππ..2

α,-α | ааа Р ааае = [ ще () dz = 1.
а

Ρ[:" - il

ο тези две свойства характеризират напълно разделената разлика

Дза,..., 2а)|. Следователно

Л(е)

" (ак)”

ато приравним коефициентите пред f(rx) в горния израз и тези в D[f],

мнолучаваме

Ρ[Π = Деъ еааа) а 57
k=1

. «а 1

A e Bl By ἐΤ Ν
Ова Ca H3BECTHH формули 38 пресмятане па коефициентите на квадратур-

жата формула na Гаус.

По-долу ще дадем оценка на грешката. на квадратурната формула na Га-

. Да предположим, че функцията [(1} има пепрекъснпата 2n-Ta производна

ἴα. 6). По формулата на Нютон,

Де) = Нза-1(2) + Деъ #1, -+ ., Tny Ty 3( - ал) .. (2 — 20)?,

зето Ho,_1(z) е полиномът от степен 2n — 1, който удовлетворява. интер-

лациопнните условия

Нап-а(ак) = [(πι}, Ηλη. (ак)- [(πι)}, k=1,...,n.
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Тогава, като използваме, че квадратурната формула на Гаус e точна 38

Ноп-л, получаваме

b n

Ra(f) = | ще) = 3 А)

Ι | ̓ ̓μ͵(ω)χ (:) ἀπ -- ΣΑΙεΗ2π 1(zk)

[ me@r@yds - / μ(α) Honr () 4е

! /b μ(α) flz1, 21, ...\ Tn, Tn, 11 ὧθ(α) ἀΣ
(2n) b

където ξ е някаква TOYKa от [a, b].



B Ν ее те п у

19. КВАДРАТУРНИ ФОРМУЛИ ОТ ГАУСОВ ТИП

Ще разглеждаме квадратурни формули ΟἹ вида

b m n

ω) [ μ ак «« У Buf @) + 57 Акл(аа) |
а i=1 k=1

къдетоа< ἢ < - « ἐμι < b, а< 1) «---« ἐμ < b и никое от числата (4, 1 ие

съвпада с никое от (14)1. При фиксирани {t;}]" ще се опитаме да определим

останалите параметри {B;}7", {A;}] и (1;)1 така, че квадратурната формула

(1) да има възможно най-висока алгебрическа степен на точност, която по-

пататък ще означаваме съкратено с АСТ(1). Общият брой па свободните

параметри е 2n + т. Следователно можем да очакваме, че те могат да.

бъдат избрапи така, че квадратурната формула (1) да e точна. за полипо-

мите 1,+,...,а2"+т-1 т.е. (1) да има алгебрическа степен на точпост попе

2n+m~ 1.

Следващата TeopeMa дава характеризация Ha тези възли и коефициенти,

при които АСТ(1) - п + т - 1.

Да въведем означенията.

Ι .Β Ι е чет —8 ! еф3кo(x)

w(z) I ~—Β 1 85 v‘ o~в | 8ξ,

Теорема 1. Квадратурната формула (1) e точна за всички полиноми

от степен < п--т--1 тогава и само тогава, когато тя € интерполационна

и noaunomsm w(zx) e ортогонален в |а, 0) с тегло p(z)o(x) на всички полиноми

от степен п - 1.

Доказателство. Ще използваме същата идея, както при доказателството

на теоремата на Гаус. Ако АСТ(1) = 2π + т — 1, то (1) e очевидно or

интерполационен тип. Да докажем ортогопналността на w(x). Нека Q(x) е

произволен полином OT Πη.-.1. Тогава полиномът f(z) = w(r)o(z)Q(z) е от

Ton+m~1 H следователно

[ w@)f) e =3 Bt + 3 Акда) =0
а k=1t=1

Това показва, че w(z) e ортогонален na () с тегло pu(z)o(z) B [a,b]. Heobxo-

димостта € доказана. .

Да допуснем сега, че w е ортогонален Ἠἃ ΒΟΘΚΗ полином OT Πῃ.--1 с тегло

μ(α)σ(α). Да построим интерполационната формула. (1) с възли 21,)...,Фл -

нулите на w. Ще докажем, че (1) e точна 38 всяко f € лоп+т-ла. Наистина,

нека / € пол+т-1. Тогава / може да се представи във вида

f(z) = w(z)o(z)Q(z) + п() ,
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с някакво () € ла-1 U T € па+т--1. Използвайки условието, че

/аь u(m)a(:z:)w(a:)Q(x) ἀ =0

и че (1) e точна 38 7, получаваме

b b b

/„ p(z)f(z) dz / μ(α)σ(α)ω(α)ο (α) dz + / μ(α)τ(α) da

ἓ Bir(t:) - Σ Ап(ак)
:-1 k—-l

ΣΒ ὴ τ Σ АЛ(е)
i=1

!

I

т.е. (1) e Touna 38 f. TeopemaTa e доказана.

Да. предположим cera, че o(z) > 0 Β [a,b]. Torasa pu(z)o(z) > 0 и следова-

телно съществува. единствен полином ш € 7y, който e ортогонален B (а, )

с тегло u(z)o(r) на полиномите OT πρ..1. Това означава, че съществува

единствена квадратурна формула от вида (1) с ACT = 2n + т - 1. Нещо

повече, няма квадратурпа формула от вида (1) , която има ACT по висока

от 2п. + т -- 1. Това следва. веднага or факта, че (1) пе е точна например за

полинома o(z)w?(z). Следователно е в сила следното твърдение.

Следствие 2. Axo а(т) > 0 в (а,0), cowecmeyea единствена хвадратурна

формула от вида (1) с най-висока алгебрическа степен на точност, равна

на п + т -1.

Оттук нататък ще предполагаме, че о(+) > 0.

Ше дадем едно представяне на остатъчния член

ь

Ro(f) = | ще)а)ак - 8)

(S(f) е изразът в дясната страна па (1)). Нека f € C?"+TM|a, 5) и p e полипомът

OT A2n4m—1, КОЙТО интерполира / в точките (1,..., Ъя И T1,Z1,...,Ty. Tn. По

формулата na Hioron

Ле) ΞΞ р(2) + flt1,-. .ty 11,21, . .. ,:z:,.,:rn,:v]a(:r)wz(:v)

Axo ACT(1) = 2n + т — 1, то квадратурната формула (1) интегрира точно

p- Имаме

b b .

/au(z)p(:c)dx ‘ / ща)Да,...з Хн Ра αἰσ(ε)ωξ(α}) а
(2п4-т)

{Zniyr(jl)/ u(z)o(z)w?(z) dz,
[ s ς

S(p) +



123

където Е е точка ot (a,b). Тъй като 5(р) = S(f), то

{(2n+m) b

8) Ван/) = Π E) Г ееа еа
(2n+m)! Л

Ще разгледаме по-подробно ABa специални случая, когато фиксираните

възли са в краищата па интервала:

1.т=2, А -а, t2=b,

2.m=1, ἢ = a. (или А =b).

38 upocrora ще приемем, че а = —1, ΞΤ p(z) = 1.

Квадратурна формула на Jlobaro. B cayuait 1 квадратурната фор-

мула (1) добива вида

Ω) [ Π e~ В) + Baf () + 57 ка)
-1 k=1

Hefinara максимална алгебрическа cremen Ha точност е 2n - 1. Съгласпо

Teopema 1, възлите I3,...,T, на екстремалната квадратурна формула ca

нулите на полинома w(T), ортогонален в |--1, 1] с тегло ( - 1)(z + 1) на
всеки полином OT па-т. Да намерим w. 38 целта ще представим (+2 — 1)ω(α)

като линейна комбинация на полиномите на Льожандър. Имаме

(z% - Dw(z) = coLo(z) + c1L1(z) + - - - + cnyalnya(z).

Умножаваме двете страни с Li(z) и unrerpupame. Получаваме

1 1

0= / (2% - Dw(z)Li(z) а = ck/ Li(z)dz wmpuk=0,...,n—1.
-1 -1

Следователно ( = -+ Ξ ὐ =0 n

(2% - Dw(z) = cnLn(z) + cn41Ln41() + cn+2Lnsa(z).

Специално при + = 1 и « = —1 имаме

0 = μ + ся + Са+2

0 = (-1)Чел - сяъ Ἔ сп+2).

Оттук определяме ¢y = 0, сач.о = —cn. Следователно

(:Ι: - Dw(z) = calLn(z) - Ln+2(z)].
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И така, възлите —1,1,21,...,2, на квадратурната формула на Лобато са

пулите на полинома Lyy2(2) — Га(+). При памерени възли, коефициентите

се определят от условието, че формулата е интерполационна.

Струва си да се отбележи, че z1,...,Ty са пулите na полипома L 4(+).

Наистина, интегрирайки по части получаваме

1 1 ͵

[ - ι αε == | τ [α -- εὐ γ) } «

Ho последният интеграл е равен на нула 38 всяко / € π.--1, защото Гл €

ортогонален на m,. Следователно Г1 ,1(+.) е ортогонален на. всеки полипом

f οὐπ,.- ¢ тегло (1 — +2). Тогава

с пякаква конпстанта с.

Cera не е трудно да се намерят коефициентите В) и By na квадратурпата

формула на Лобато. Тъй като формулата е точна за полинома (1+x) L, (),

то

1

[ @+ а))е < 254 (1) Ве

От друга страна, чрез иптегриране по части,

[Ι ( +2) Ly (@) dz = (14 «Млча(а)| τ 2Lnsa(1) =2

Следователно В» = 1/L}, . (1). Аналогично, получаваме
(п+1).(п+2)

By = (-1)*/L!,.;(-1). Ho леспо се проверява, че L, ,(1) = ;+1 n-+1 2

откъдето заключаваме, че

2

А га а)

Квадратурна формула на Радо. При т =1 u # = -1 квадратурпата

формула (1) приема вида

® [Ἰῶώ s В) + 3 аке)
" k=1

Формулата. с максималиа алгебрическа crenen на точност (равпа па 2n) ot

вида (3) e известна като хвадратурна формула на Радо. Да памерим пейните

възли. Съгласно Теорема 1, z1,...,Z, са нулите на полинома ш(+т), който е

ортогонален с тегло 1 # T на всички полиноми OT πρ.--ἰ в |--1, 1]. Ще търсим
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отново (1 + z)w(z) като линейна комбинация на полиномите на Льожандър.

Имаме

(1 + z)w(z) = соГо(Е) + ..е + саГа(Е) + cns1Lns1(z).

Както и B предишния случай се вижда, че ср = : = Сп-л = 0. Следователно

(1 + m)w(:z:) = ann(z) + cn+an+l(m) .

При + = —1 получаваме

enLn(=1) + cny1(=1)"*! < (=1)"(cn - сяча) =0,

т.е. μ = Cp41- И така,

(1+ z)w(z) = ся (Ln(z) + Ln41(2)) -

Оттук се вижда, че възлите —1,73,...,T, на квадратурната формула na

Радо са пулите па полинома Б() + Lpyi(z).

Задача. Покажете, че коефициентите в квадратурните формули на Лоба-

то и Радо ca положителпни числа. Докажете, че B = 2/(п + 1)2.



Глава З

ЧИСЛЕНО РЕШАВАНЕ НА УРАВНЕНИЯ

Точките +, за които f(z) = 0 се наричат нули на / или корени на урав-

нението f(t) = 0. Много задачи ΟἹ практиката. водят 40 необходимостта от
числено пресмятане па корени na уравнения. Най-често това са алгебрични

уравнения, т.е. уравнения от BHAA P(t) = 0, където р е алгебричен полинпом.

Ако функцията / може да бъде достатъчно добре приближена с алгебриченц
полином P, TO кореците Ha уравнението p(t) = () ще бъдат добри приближения

за корените на f(t) = 0. Оттук следва, че би било добре πᾶ разполагаме с

числени методи за решаване на алгебрични уравнения. Тук ще се запозпаем

с такива методи. Преди това обаче, ще дадем някои класически резултати

за оценки и брой на корените Ha едно алгебрично уравнение.

20. ОЦЕНКИ ЗА КОРЕНИТЕ

Ще започнем с едпо правило на Коши за намиране на кръг, който съ-
държа всички нули на даден полином р с комплексни коефициенти. Знае

се от алгебрата, че ако p(z) е полином от степен п, TO р има точно п нули

в комплексната равнина. От голямо значение е да се намери една крайна

област (например кръг), която съдържа всичките нули па р. Torapa бихме
могли с други методи по-лесно да. локализираме в тази крайна област всяка

от пулите на р.

Теорема на Коши. Нека р(2) = 2"+ a12" '+ ... а е алгебричен
полином с произволни комплексни коефициенти. Да предположим, че a, #

0. Тогава всяка нула x на р удовлетворява неравенството

|zl <R,

където R € единствеиият положитедлен хкорен ка уравнението

1) t" - Ἰα {{ } — ... ~ a1t - |an| =0 .

С други dymu, всички корени х Ha ypasHenuemo p(z) = 0 лежат в крвг с
център в нулата и радиус R.

Доказателство. Най-напред ще покажем, че ypasnennero (1) наистина
има само един положителен корен. (Това следва от теорема на Декарт,

която ще докажем в следващата. лекция, но ние предпочитаме да. дадем тук

директно доказателство.)

Вижда се, че при Е > ( (1) е еквивалентно с уравнението

t" = lagt" } +... + |ал-а Е + lan] ,
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а оттук, като разделим двете страни с #", стигаме A0 ypaBHEHHETO

1 1 1
1=§a1“t'+~--+|an~1! 'n—1

Функцията B дясната страна е строго мопотонио памаляваща в (0, 00), като

приема прозволно големи стойности при # близко A0 нулата и клони към

0 при Е -- со. Следователно графиката на тази функция ще пресече ΤΟΠΟ

едип път графиката на функцията y = 1 (B лявата страна), B някаква точка

R ot (0,00) (Виж Рис. 13).

У

Η Χ

Рис. 13 Puc. 14

Да означим ¢ ¢ функцията

е(0) < # < а 7 ~ ... - Ἰαρ. 1{6 -- lan] .

От казаното дотук следва, че ф има единствена положителна нула - точката

R. На Рис. 14 е показана графиката na ф. Оттам се вижда, че ако ф(+т) < 0

за пякое + > 0, то т < R. Ние ще използваме този факт след малко.

Да предположим сега, че p(z) = 0 38 някое z. Тогава

А ееа 2771 ς ς - ад-1я - ал

# следователио

21" = ja12" +... + ἀμ- 12 + а|

< [αἩ} 2"+ + |ам-а| 121 + а| .

flocnennoro неравенство показва, че φί[2}} < 0 и съгласно направените по-

горе забележки това влече |2| < R. Теоремата е доказана.

„ Cera ще дадем едно правило, предложено от Лагранж, за намиране па

FOPHA граница на положителните нули на едно алгебрично уравнение с ре-

ални коефициенти. Това правило може да бъде използвано, например 33
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намиране на. горна. граница. 38 корена R от предишната. теорема. Изчисля-

ването на добро приближение на R изисква други числепи методи.

Правило на Лагранж. Нека f(z) = agzTM+...+an—12+a, е произволен

алгебричен полином с реални коефициенти ч ag # 0. Да приемем за определе-

ност, че ag > 0. Да означим с Е индекса на първия отрицателен коефициент

в редицата ag, ay, . . . , A, и нека А е абсолютната стойност на най-големия

no абсолютна стойност отрицателен коефициент в редицата ag, α1,... «ἀῃ.

Тогава всеки положителен корен T на уравнението f(t) = 0 удовлетворява

неравенството

/А
а<1а1+()-.

ав

kA ._ Ε.Доказателство. Да. предположим, че т > 1 -+ \/63 :-- р. Тогава :

f@) = apz"+...+az" F+.. . +an

> aor" τ ακπκι +a, (защото a; > 03a7=0,...,k—1)

> agz" — A% +... - 5 + 1) (поради избора на А)

n—k+1
Ν aox"-—Ax 1

1-1

" .’12" ̓ ̓’Η ̓1 1

- 0> «е Aa:——l (samo'rox__1> )

xn—-k-f-l ка

= Hz-1)—-A1 (a0z" " (z -- ) - А)

zn—k—H

> fi(ao(x—l)"—A) (защото z >z -- 1) .

Тъй като, съгласно паправеното B HAYAJIOTO предположение,

:v_>_1+\"/-1-4—,
ao

то (z—1)* > A/ag и следователно ag(z—1)*—A > 0. И така, nokasaxme, че при

 ́ > римаме f(z) > 0, т.е. f(x) пе се анулира при т > p. Следователно всички

положителни корени Ha уравнението f(t) = ( са по-малки от р. Твърдението

е доказано.

Има и други прости правила. за намиране па горна. граница. Ha положи-

телните корени на едно алгебрично уравнение. Тук ние nsiMa πᾶ се спираме

на THX.
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Да отбележим, че разполагайки с метод 38 памиране Ha горна граница

на положителните корени, ние бихме могли да намерим долна грапица на

отрицателните корени, т.е. да локализираме в краен интервал (т, M| всички

реални корени на едно алгебрично уравнение. Това става, като втората

задача (за отрицателните корени) се сведе чрез смяна па променливата

# -- -- към първата задача (3a граница на положителните корени). Наистина,

нека -т < ... < -1; < 0 ca отрицателните корени на f(z) = (). Да въведем

полипома

9(6) = Й(--4) .

flcno e, че 0 < т; < ... < 11 ще бъдат положителните корепи на уравнението

g(t) = 0. По пякой от известните методи ние можем да HaMepHM горпа

грапица р на тези положителни корепи,

1т)<...< 1 <«р.

Тогава, очевидно -р < -а < ... < -2; < 0 и следователно —p ще бъдеῃ 7

долна граница на отрицателните корени на f. Аналогично, като използваме

смените

1 1
I = Z,

ние можем да намерим долна граница на положителните и CHOTBETIIO горпа

граница на отрицателните корени на всяко алгебричпо уравнение f(:E) = 0.

Cera ще минем KbM една по-трудна. задача.: Да се намери броят 11a реал-

ните корени па едно алгебричпо уравнение, които лежат в дадеп интервал

[a, Ъ] Почти във BCHYKH методи 3a оценка HA TO3H брой съществена. роля

играе следната лема, която всъщност важи не само за полиноми, HO и за

достатъчно гладки cbym(mm .

Jlema 1. Hexa / uma непреквснати производни 00 k-mama включително

в околност U на точката с. Hexa

Л(е) (е) ..е 7)0 u γθω 70.

Тогава за всяко достатечно малко € > 0 имаме

#(е +) (е +) > 0,

Л(е - ) (ε -- <) < 0.

Доказателство. Лемата твърди, че преди всеки корен с на уравнението

f(t) = 0 функцията f и нейната производна имат противни знаци, а след

корена, те имат еднакви знаци. Доказателството се основава на формулата

на Тейлър. За всяко достатъчно малко Я (по-точно такова, че c+h, c—h € U)

имаме

ОИ %) еа „ 4o+ 6h)—h?4 ...τ Ρ Ἀ Π 60 ΤΞΉ ΤЛ(е +) - [(Ὁ + КЕ ,



130

където θ e някакво число от интервала (0,1).

Аналогично,

{- 1)(0) RE-2 + 1{ )(C+91h)
ω 2)! СПВ

h+...+fleth) = £+ L9

където θ} € (0,1). Тъй като по условие f(j)(c) =03a35=0,...,k—1, то

fle+h) _ f®(c+06h) в
flle+h) “ f®(ct+oh) К”

Ho /09(4) # 0. Тъй като / (2)(4) е непрекъсната функция, ΤῸ съществува
околност #4 πὰ с такава, че f¥)(t) # 0 за всяко ἐ € Uy. Нещо повече,
sign 109(4) = sign #) (с) за всяко ἐ € Uj. B частност, при достатъчно малки
h ще имаме

sign f*)Nc+ 05) = sign f®)(c + 6,h) .

Следователно

. fle+ h) .
sign -;.--- τ =gsign h .
I яе) 7

Оттук при Я = ЕИя h = -Е получаваме твърдението па лемата.

Следващата теорема, която принадлежи na Шурм, дава точния брой на

корените на. едно алгебрично уравнение в даден интервал [a,b]. Преди да я

формулираме, ще въведем пякои стандартни означения. Heka ag, о1,...,ап

е редица ΟἹ реални числа. С 5 (аф,...,ам) ще означаваме броя на силните

смени па знаците в редицата аф,апт,...,ап. С други думи, това е броят

Ha двойките от вида (+,—) или (—,+) в редицата, която се получава OT

аф, a1, . . ., Op като заместим всяко положително а; с” Ἐ, всяко отрицателно
»

ς и изпуснем вулевите членове на. редицата. Например,

57(~5,6,4,0,~1,2) =3 .

С S*(ap, . ...ay) ще означаваме броя Ha caabume смени на зпаците B редица-

та аф, аз,...,.ал. Това е максималният брой смени, който се получава като

заместим нулите в редицата ар, ад,...,.ал ¢ Ἔ или -1. Например,

5+(-2,0,-1,4) =3 .

Hexa f(x) e произволен алгебричен полином or степен точно n, т.е. f(x) =

apzTM + ...+ an И ag # 0. Да приложим алгоритъма na Евклид 3a nasupane

на най-големия общ множител на f(z) и f'(z). Имаме
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Дае) = (2)до(«)- Ri(x)

f'(z) = Ri(2)Qi(z) -- Ra(z)

Ri(z) = Ry(z)Q2(z)— Rs(x)

Ri1(z) = Ri(z)Qi(z) — Riya(z)

Rx_2(z) = Rg-1(z)Qk-1(x) — Κκ(α).

Tyx 38 удобство сме записали OCTATbUMTE OT делението със 3Hak ". Вижда

ce, че степените Ha полиномите Ri(z), ¢ = 1,2,...,k, строго намаляват.

Операцията деление се повтаря AOKATO получим общия множител Ri(z) (B

който случай следващият остатък Ву.41(т) e равен Ha нула 38 всяко 1) или

стигнем до остатък Ri(x) = const # 0. И така, алгоритъмът на Евклид ще

произведе редицата f(x), /(+«), Ri(z),. .., Κκ(4). Да изброим някои свойства

на тази редица при предположение, че /(т) няма кратни нули в (а, b].

1) Ако Л с) =0, 10 Де - «) и f'(c - €) имат противни знаци, а /(с + ε) и

Р(с + ке) имат едпакви знаци при всяко достатъчно малко € > 0.

Това свойство следва от Лема 1.

2) Ако Ri(c) -- ( за някое i (i =0,1,...,k—1), 10 Ri_1(c) #0, Е41(с) #0

и Ri_1(c), Rit1(c) имат противни знаци. (Тук Ε. χ(.) :- f(z), Ro(z) =

Ν
Твърдението следва веднага от връзката Ri_1(z) = Ri(z)Qi(z) — Riy1(x)

при + = с. Тогава получаваме В,;1(с) = —Ri41(c). Ако допуснем, че едното

от тези две числа. € нула, то поради рекурентната връзка ще получим, че

Ε. .χ(ο) = Ri—2(c) = ... = Ri(c) = f'(e) = f(c) = 0. Следователно с е кратна

нула Ha f, противоречие.

3) Ri(z) # 0 Β [α, δ].

Topa следва or условието, че f(x) Hama кратни пули B [a,b]. Наистина,

no определение Ry(z) = const # 0 или Ri(z) e общият множител Ha f u [ ́.

Ако този общ множител се анулира B някаква точка с от [a,b], To и [(5), и

“ f'(z), щяха да се делят на T — с, което значи, че / има кратна нула B точката

“ сот (а,46). ο това противоречи на условието.

: Редицата /(«), /(«), Ri(z),..., Rr(z) се нарича редица на Щурм.

Да означим, за краткост, с 57 (2) броя на силните смени в редицата Ha
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Щурм, т.е. 57 (+) :- STM(f(z), f'(z), Ва(«),..., Εκ()).

Теорема на Щурм. Нека f(z) е произволен алгебричен полином от

степен п, който няма кратни нули в [a,b). Тогава броят на нулите на f в

[a,b] е точно равен ὰ 57 (α) - 5 (δ).

Доказателство. Ще проследим как се променя броят 57 (1) на смените

цна знаците в редицата na Щурм когато + се движи от а към ὃ. Тъй като

всички функции в тази редица ca алгебрични полиноми и следователно

пепрекъснати, то промяпна в броя 57 (4) може да настъпи само ако T премине

през нула на някоя от фупкциите f(z), /(«), Е((«),...,Вь-1(+). Да предпо-

ложим, че с € [a,b] и f(c) = Ὁ. Тогава, при достатъчно малки € > 0, Де - ε)

и е — Е) имат противни знаци, а /(с + ) и /Ке + Е) имат еднакви зпаци.

Следователно между f(z) и f'(x) e имало смяна на зпака малко преди си

тази смяна изчезва след с. С други думи, броят 57 (1) намалява с 1 когато

т преминава през нула Ha /.

Да видим сега какво става когато т премипе през нула па R;(r) 38

някои + = 0,....k — 1. И така, пека R;(c) = 0. Тогава, по свойство 2) πᾶ

редицата на Шурм, В; 1(с) # 0, μί(ο) # Он #Е1-1(6)841(с) < 0. Но

тогава Е; ,χ(") μμι(“) < ( 38 BCAKO T ΟἹ достатъчно малка околност па си

следователно,

33 всяко т ΟἹ тази околност. Това показва, че при преминаване ца T през

цула на пнякоя междипна функция ΟΥ редицата на Шурм броят на смените

57 () не се променя. И така, доказахме, че 57 (1) намалява с 1 само при

преминаване през пула на f(z). Следователио броят па. загубените смепи

когато т пробягва интервала (а, 6) е точно равен на броя па смепите на / в

[a,b]. Доказателството е завърщшено.

Да обърнем внимание, че доказателството на теоремата па ЩШурм се

основава само върху свойствата 1) - 3) на редицата

Следователно пие бихме получили същия резултат за броя на нулите па f,

ако разглеждахме призволна друга редица

която удовлетворява условията 1) - 3). Такава редица се нарича редица на

Щурм. И така, ако (2) е редица на Щурм в (а, 6), то броят na нулите па / в

[a,b] e точно pasen на 57 (α) - 57 (5).

Като приложим тази забележка ще покажем, че за произволен поли-

пом f(x) (независимо дали има или няма кратни пули в [a,b]), числото

57 (α) - 57 (0) е точно равно на броя на различните точки OT (а, 5), в които

Ν



133

f(z) се анулира. Наистина, ако f(r) няма кратни нули, то това € всъщност

твърдението от теоремата на Щурм. Heka / има кратни нули Β (а, b]. Тогава

f u / имат общ множител В).(т), различен от константа. Този множител

дели също така Ry (а:) ..., Ry(x). Тогава функциите

3) Ле) («) Ri_1(x) Н()

ВКа(а)” Ri(z)’ О Ву(а)  ̓ Ri(z)

ca определени в (а, 5) и удовлетворяват условията 1) - 3). Следователно (3)

e редица на Щурм за функцията f(z) := 'Rf',,%)S и по теоремата на Щурм,

5:-- 5- (ἔἔἷἐ)ἠ - 5- (}ξλ(ἔ’ἐ)ὴ

e броят на простите нули Ha Rik(—% B [a,b], т.е. броят па нулите, B xouro f(r)

се апулира B (а, 5). Ho тъй като броят na смените na знаците B peaunara (3)

e равен на броя на смените в редицата f(z), f'(z), Ву(т),..., Re(z), то 5 =

57 (а)- 57 (Б). Следователно теоремата на Щурм, приложена 3a произволен

полином f, дава броя на нулите на f B [a,b] без да отчита KPATHOCTHTE им.

Едно от неудобствата. на теоремата. на Щурм е построяването на редицата,

тъй като е свързано с делене па алгебрични полиноми. Сега ще приведем

един друг резултат, който борави с по-леспо построими редици, но затова

пък той не дава точния брой Ha нулите, а само едца горпа. граница.

Да означим със Z(f;(a,b)) броя па нулите на / в (a,b), броейки крат-

постите.

Теорема на Бюдан-Фурие. Нека f(z) е алгебричен полином om степен

точно п. Тогава

Ζ(:(α,}}) = 5 (f(a)f(a), (@), fTM(a))

- 5 (), £/, )., £ (b))

или този брой e с четно число по-малак.

Доказателство. Да проследим какво става с изменението на броя па

смените 57 (#(«), /(). ... /0 («)) =: V(z), когато + се движи от а към b.

Ясно e, че изменение във V() може да. настъпи само когато т премине през

пула на пякоя от функциите /(+«), //(«),...,)” ” (4) ([{π)(4} е koncranra).

Нека с е k-kpatna нула на f(z), т.е.

Л(е) - [ὦ .. 7 () -0, 199(с) #0.

3a определеност да приемем, че f*)(c) > 0. Тъй като f*)(t) е непрекъсната

функция, то /09(1) > 0 за всяко # от пякаква околност U на с. Тогава 1o
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Лема 1, за достатъчно малки Ε > (0 ще имаме

17 (е - ) <0, fEYet+e)>0.

Аналогичио,

f(k‘z)(c - Е) >0, f(k'z)(c—{- ) >0

и т.н. Следователно

57 (f(c-e),f’(c-—e),...,f(k)(c—e)) k,

57 (f(c+e),f’(c+e),...,f(k)(c+s)) = 0.

И така, axo т npemune npes нула на f, броят У («1) намалява точно с xpam-

ността на тази нула.

Да предположим сега, че ¢ е k—KpaTHa пула на някоя от производните,

но не e нула на f. Heka

Μ #0, χ < 186) = ... = fH () = 0, у6+(2) #0

за някое 1 < ἐ < п- К. Въз основа на Лема 1, при достатъчно малки € > 0,

Ry = 57 ([ ς -- ε), 19 ( -- ε),..., 169е ))

k+S- (f(i'l)(c -- ε), 1 ἐ -- г)) ; при четно k,

и k+1-8~ (f(“l)(c—e),f(‘)(c-s)) , при HeuerHo k,

Ry = 5 (f(i“l)(c+s),f(i)(c+a), ,f(i+'“)(c+s))

= 67 (f(i“l)(c+e),f(i+k)(c+s)) .

Тъй като |6-1) и |) са непрекъснати функции, то { ) () и /8+#)(4) са

различни от нула B околност U на с. Следователно

5- ( , 18+9(4)) = 6 < const

за всяко # от U, като 6 = 1 или § = 0, (т.е. между тези производни има или

HAMA смяна нпа. знака). Нека ф = 1 и k e четно. Тогава

Ry=k+1, Во-1. Следователно V(c—¢)—-V(c+e)=k,

което е четно. Аналогично, при ф = 1 и k - нечетно имаме:

Ry=k, Ry=1 МУ(с-еЕ)-У(е-+Е)-Е-1 (четно).
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При 6 =0, Е — четно:

Ry=k Во -ῦ, Ψίε - ε) -- У(с +) - Е (четно).

При 6 =0, Е - печетно:

Ry=k+1, Ro=0, Ψίς -- ε) -- ίς - ε) - Е + 1 (четно).

И така, когато + премине npes нула на [(Ὁ, И(т) намалява винаги с четно

число.

Следователно при всяко достатъчно малко € > 0,

Ζ([: (α -Ὁ ε,Ὁ - «)) - У(а + ε) - Μ - ε)

или броят # е с четно число по-малък. Ho

imV(a+e) = 67 (f(a).f(a)..., (@)

Ilim V(b -- <)
e—0

57 ( £, F'(b),..., f(")(b)) .

Teopemara e доказана.

Тъй като

57 ([}, £ @),.... 77(а)) < 85 (14),7(#)...,/6(а)) ,

TO очевидно

Z(f:(a,0) < 87 (f(a). f'(@).- .. £ (@) - 57 (FO), £B),..., FB)) ,

KOETO е по-често срещаната (1o по-слаба) форма na теоремата на Бюдан-

Фурие.

Преди повече от 350 годинпи, известният френски математик и философ

Репе Декарт дава едно правило за оценка. на броя на положителните нули на

алгебричен полипом чрез броя 1a смените на зпаците B редицата OT неговите

коефициепти. Ние ще приведем по-долу това правило като следствие OT

теоремата на Бюдан-Фурие.

Правило на Декарт. Нека

Да) - αρα" + a1zTM 1+ .. . + ал, ag #0, ал #0.

Тогава

или Z ес четно число по-малко. С други думи, броят на положителните

хкорени на уравнението f(z) = 0 e равен на броя на силните смени на зна-

ците в редицата om неговите коефициенти или този брой е с четно число.

по-малек.
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Доказателство. Тъй като /(+) е алгебричен полином от фиксирана. сте-

пен п, o f, f',..., 7 - имат краен брой положителни пули. Тогава можем

да изберем число M > 0 такова, че никой от полиномите А (n=1) да

пе се анулира за т > M. Следователно

(4) Z(f;(0,00)) = Z(f;(0, M) .

Ho no теоремата na Бюдан-Фурие,

(5) Z(f;(0,M)) < 57 (£(0), f'(0),..., f*(0)) =8~ (F(M), f'(M),..., f*(M)).

Тъй като /(+) #0 за M < т < 00, TO

sign f(M) = sign (lim a:):sina .9п f(M) = sign { В Д)) = sign aq

Последното pasencTso следва от факта, че знакът ца / (z), при много го-

леми т > 0, се определя от знака πᾶ ад+”, който е всъщиост знака на ад.

Аналогично имаме

Иsign ( (M) sign (1im f(k)(:v))
I-—300

k
= signn(n—1)...(n—k+ 1)αραῦ " = sign 00

38 всяко k = 1,2,...,n — 1. При Х = n, очевидно Sign f(")(:z:) = sign nlag =

sign ag. Следователно всички числа. B редицата

7(м), " ὴ,.. ὴ

имат един и същ знак - знака на водещия коефициент ag. Тогава

(6) 85- (F(M), f'(M),..., Ζ Ω) =0.

По-нататък, като вземем предвид, че /09(0) = ал- k! 38 Е =0,...,n, полу-

чаваме :

@ 5 (£(0),£'0),---, fTM(0)) = 57 (an,an-1,--,80) = 87 (a0, an) -

Torasa, ot (4) - (7) следва

Z(f;(0,00)) < S"(ao,a;,...,an) ,

което трябваше да докажем. По теоремата на Бюдан-Фурие, разликата в :

двете страни на (5), а оттук и Β последното неравенство, е четно число.

Правилото на Декарт е доказано.



21. МЕТОД НА СВИВАЩИТЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ

Голяма част от методите за приближено пресмятане на корените Ha урав-

пения са итерационни. При тях се тръгва от някакво начално приближение

To и след това с извършването на определена числена процедура ( итерация)

се намира следващото приближение 11. Въз основа na Ζ и +о се определя 1

и т.н. Построява. се едпна редица o, 1,2, ... , T, която клони към корена §

на уравнението f(z) = 0. При достатъчно големи п числото тл е приближение

na корена ξ със зададена точност ε. Ние ще разгледаме тук един клас от

итерационни методи, които се базират Ha TaKa наречения метод на свива-

wume изображения.

Нека f(z) e функция, определена в [a,b]. Ще изследваме уравнението

f(z) <- 0. За нас ще бъде удобно да запишем това уравиение във вида

Е -- p(x) .

Това може 18 стане, папример, като добавим T към двете страни на уравпе-

нието f(z) = 0 или паправим друго, еквивалентно преобразование. Ако ξ е

корен Ha уравнението f(z) = 0, то очевидно Е = φίξ). Да изберем точка +о

от [a,b] и да построим редицата

То, L1, 22,..., пуе

по правилото

Hamara цел е да построим редица (+а }, която клони към корена « на уравпе-

нието ᾧ = ф(т). Ясно e, че правилото (1) не поражда такава редица 38

произволна. функция . Има обаче един клас ΟἹ уравнения (т.е. от функции

ф), при които простото итерационно правило (1) наистина дава редица {z,},

която клони към корена . Сега да видим, какви условия върху ф биха

гарантирали такава сходимост.

Първо, трябва да можем да построим редицата {Z,}. 38 целта, всяка

следваща точка OT редицата трябва да принадлежи на дефиниционната

област (а, | на . Това очевидно ще бъде изпълнено, ако

Ул. ¢(z) € [a,b] 38 всяко x Ε [α,}] .

Наистина, ako ¢ удовлетворява Y.l и изберем произволно HAYAAHO при-

ближение + οἹ (а,), то + = p(z¢) ще принадлежи също на [a,b]. Оттук

42 = p(x1) € [a,b] и т.и. Условието У.1 показва, че ¢ e едно изображение на

unrepsana (а, Ϊ в себе cu.

И така, доказахме

Лема 1. Ако ф e изображение на [a,b] в себе cu, то при произволно

начално приближение то от [a,b], всички останали точки от редицата

{zn} принадлежат сещо на (а,).
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Ние търсим корена па уравнението + = ¢(z), т.е. търсим точка Е от

[a, b}, 88 която Е = φ(ξ). Точката ξ e неподвижна точка при изображението
ф. Cne,zusamoro просто условие върху ф гарантира поне едпа неподвижна
точка.

У.2. фе непрекъснато изображение Ha интервала [a,b] в себе си.

Наистина, нека ¢ e пепрекъсната функция, която удовлетворява У.1 (т.е.
фе непрекъснато изображение на (а, 0) в себе си). Ако а = φί(α), To a e

неподвижна точка. Аналогично, ако b = (2(0), To b e неподвижна. точка. Да

допуснем, че а # φ(α) и b # p(b). Тъй като р e изображение на (а, Ъ) в себе

си, 10 p(a) € [a,b], p(b) € (а, ) и следователно

а < φ(α), ¢b)<b.

Да образуваме функцията 7(z) :- т - ф(+). Тя е непцрекъсната в (а, 6) и

1а) -Ξ α -- φ(α) <0, +()-0-ф() >0

Следователно съществува точка ξ от (а, ) такава, че τίξ) =0, т.е. ξ = φίξ).
Да. формулираме ясно получения резултат.

Лема 2. Ако ф е непрекоснато изображение на интервала [a,b] в себе
си, Mo ¢ има неподвижна точка в (а, ).

Товае твърде частен случай от известна теорема от топологията, според
която всяко непрекъснато изображение на едно изпъкнало множество ( от

R" в себе си има пеподвижиа точка.

Остава да видим какви условия върху у ще гарапнтират сходимост на
редицата {Z,} към пеподвижната. точка <.

Казваме, че фупкцията 4 удовлетворява условието на Лиишиц с коп-
станта 4 B [a,b], ако

l9(z) - 9(у)| < 9 |« - у| за всяко т,у Ε [a, 5).

Теорема 3. Нека φ е непреквснато изображение на [a, 0) в себе си, което
удовлетворява условието на Jlunwuy с константа 4 < 1. Тогава

а) Уравнението + = ¢(x) има единствен корен Е в la,b];

6) Peduyama {x,} клони xom Е при п — oo.

Нещо noseve,

(3) |а — | < (ὃ -- αὐ φ за всякоп.
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Доказателство. По Лема 2, ф има поне една неподвижна точка. Да

допуснем, че те са повече. Нека & = ¢(&) и & = (&) за някои &,&

ot |a,b]. Тогава при 5 # &3,

61 =& = [ρίξ!) -- φίξ2)}

< αἰἴξι —&]| (mo условието на Липшиц)

< [&4—&| (samorog<1).

Crurnaxme до abeypa. Следователно € = €. Eauncreenocrra e доказапна.

Cera ще докажем ouenkara (3), от която очевидно следва 6). Имаме

|а - €| = |е («а-а) - 2(6)| < 4 |Tn-1 - €|

= φ|φία,-2) -- φ(ξ)} < « [χ,.-.2 — 4)

...................................................

< + |«о-4.

Тъй като +хо € [α,] u ξ € (а, 0), то |+о - 4| < b — а. Оценката (3), а с това и

теоремата, е доказана.

Изображение @, което удовлетворява условието на Липшиц с константа.

по-малка от 1, се napuua свиващо изображение. При него разстоянието

между образите (2(+т.) и ф(у) е строго по-малко OT разстоянието между праоб-

разите х и у (т.е. ( "свива ” разстоянията). От теоремата за крайните параст-

вания следва, че ако р е диференцируема функция в (а, 5| и |#!(«)| < 4 < 1

за всяко T Ε [a,b], то ф e свиващо изображение.

Наистина, по reopemara за крайните нараствания,

φία) - (у) = ' (n)(z - у)

при някакво 1) между + и у. Тогава

ἰρ(α) - #() ΞΞ [ρ ́(η}} [(Ὁ - у)| < φία --τὔὖὸἢΤι (ᾳ «1),

т.е.  ̓ 6 свиващо изображение.

Heka уравнението т = (2(т) има. корен « B (а, b]. Казваме, че umepayuon-

ният процес, породен от функцията ф.е сходящ в [a,b], ако при всяко

начално приближение +о or [a,b], редицата (+«.|, построена по формулата.

2а = φίτη..1), n = 1,2,..., е сходяща. към корена <. Теорема 3 представя
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метода. на свиващите изображения 38 построяване 112 сходящи итерациопии

процеси. Сега ще приведем една по-слаба форма на тази теорема, която

често се използва.

Следствие 4. Нека ξ е корен на уравнението + = (2(+т). Да предположим,

че ф има непрекесната производна в околност U на Е и |(6)| <1. Тогава

при достатечно добро начално приближение ту итерационният процес,

породен от @, е сходящ. Нещо повече, сеществуват константи С > 0 u

0 < 9 < 1 такива, че

|кл — 5) < Са“ за всякоп.

Доказателство. Тъй като 2/(4) e пнепрекъсната функция в и |.2/(2)| < 1,

ΤῸ съществуват 4 < 1 и «е > 0 такива, че

|12/(4)| < 4 538 всяко ἐ Ε [ξ -- ε, ξ -Ὁ εἰ.

Освен това, при ἐ € [ -- ε, ξ + €] имаме

ἰρ() -- 1 < ᾳἸὲ-- ξ < 45 <Е,

т.е. P(t) € [ξ - <,6 4). Следователно ¢ е свиващо изображение на интервала

[ξ -- εἰξ + ) в себе си. Тогава всички твърдения на следствието следват от

доказаната. вече Теорема 3.

На Рис. 15 е дадена геометрична илюстрация Ha метода. на свиващите

изображения.

Б s st
Puc. 15

Скоростта na сходимост в (3) се определя or общия wien 4“ па една

геометрична прогресия. Затова е прието да се казва, че съответпият ите-

рационен процес е сходящ със скорост на геометрична прогресия. Това е
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доста бърза сходимост. Например, при 4 = ἑ и п = 10 получаваме точност

ot порядъка на 107?. Има. обаче процеси, които са много по-бързо сходящи.

За да характеризираме тяхната скорост, ще въведем понятието ред на

сходимост.

Onpeaenenue. Казваме, че итерационният процес +о, 1,... има ред на

сходимост P, ако съществуват положителни констапти С и ¢ < 1 такива, че

«н — €] < CqP” 38 всякоп.

Следващата TeopeMa ΗΗ дава един пначин за определяне реда на сходимост

на. итерационния процес, породен от функцията .

Теорема 5. Нека φ има непреквснати производни до p—mama включи-

телно в околност на точката Е. Нека

φί(ξ) -- ξ, P =...=oP V() =0, #0(4) #0.

Тогава, при достатъчно добро начално приближение +то, итерационният

процес, породен от @, има ред на сходимост Ῥ.

Доказателство. По формулата па Тейлър

φ'(ξ) φίρ- 1)(ξ)
1! (p—1)!

където |0| < 1. Тъй като „0(4) =03aj=1,...,p—1, 10

PP (€ + θ(: - <))
р!

Следователно, при всяко T OT достатъчно малка околност U на &,

lo(x) — #()) < М|+«-4Р,

където M = = max l<p(”) (ὐ){ /p!. Специално при 1 = T, имаме

φω(ξ +6(z -- ξ))
P!

(е) = φ(ξ) - ο (T=E)+. .+ T (а- 6)74 (1-6),

2() - φί(ξ) = (x -- &P .

аЕ = lp(zn) -- φ(ξ)Ι <Mz, - <

Ι M |p(za-1) -- #(0 <M {{Μ|α6.-α ́-- Р Р

! мР ааа — €7 < мР g, -- g <

+

АА g < ер

1
а n+1

n41

M 5T |« - 2Р ;-.ΜΤΞἘ.{ΜὗἑἶΙΙο-ξἹ}Ρ
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Когато + е достатъчно близко до £, MY/ Pz, - €| < ¢ < 1 и следователно

|кя - €] < с 427 за всяко п,

където сме положили С = М1/(-Р). Доказателството е завършено.

По-долу ще разгледаме някои класически итерациопни методи за прибли-

жено решаване на уравнения.

I. Метод на хордите.

Нека (а, 6) е даден краен nurepsan и f(z) e два пъти диференцируема в

него функция, която удовлетворява условията:

а) Да) f(b) < 0,
6) Р(«) f"(z) # 0 за всяко + от (а, b).

Не e tpymio да се види, че тези условия осигуряват съществуването на

единствен корен < на уравнепието f(x) =0 Β [a, b].

Нанстина, първото условие гарантира съществуването на точка ξ € (а, b)

такава, че f(§) = 0. От второто условие следва, че f'(z) и f”(x) не се

анулират в [a,b]. Следователно / (т) и f”(z) имат постоянен зпак в [α,}].

Това показва, че f(2) е строго монотонна функция, при това изпъкнала

(ако f”(z) > 0) или вдлъбната (ако /”(+«) < 0). Ho една монотониа функция

може да пресече оста + само в една точка. Единствеността Ha € е доказана.

Memodsm на тордите е итерациопен процес, в който се построява редица

от последователни приближения Tg,T1,... на корена Е па уравнението

f(z) = 0 по следпия пачин:

-

Прекарва се права линия lg, която минава през точките (а, f(a)) и (b, f(b))

(т.е. хордата към "дъгата. ” от графиката. на функцията / в (а, b, виж Рис.

16). Тя пресича оста T в някаква точка +«о. Това е началното приближение.
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Естествено, «р лежи отляво Ha корена €, ако / e изпъкнала и OTAACHO HA £,

ако f е вдлъбната. На пашия пример zg < €. След това намираме следващото

приближение т като пресечна точка на оста т с хордата П, свързваща

(«о, f(xo)) и (b, f(b)) (съответно (70, f(20)) и (а, f(a)), ако /”(«) < 0) и т.п.

Изобщо Фач1 се получава като пресечна точка на оста T с хордата (а4+1,

свързваща точките (Tn, f(zn)) и (b, (b)) (съответно (а, f(a))). Методът е

имлостриран геометрично на Рис. 16.

Да намерим аналитичен израз за T,y чрез предишното приближение

Та. 38 определеност да смятаме, че /”(+«) > 0 (както е ὰ namara Рис. 16).

Правата (у има уравнение

т-ф а1-1
Бъ = Fln) е + () T

п

Приближението T,41 е корен на уравнението (л 1(+) = 0. Следователно

Tn4l = Tn — f[Zl‘ b} ;
па

или окончателно,

_ f(zn)
(4) Ха = Tn - Μ(ὔ - Tn) .

Това. e известната формула 3a памиране Ha последователните приближепия

на корена ξ по метода πᾶ хордите.

Сега ще покажем, че T, HAHCTHHA клони към Е при п -> оо. Използвайки

изпъкпалостта на /, може да се види, че Tg,T),... € монотонна и ограни-

чена редица, следователно сходяща. Нека а e нейна граница. Тогава, като

извършим граничен преход в (4), получаваме

Н С НЧ

76) - @
Следователно а = Е и сходимостта Ha T, KbM £ е nokazana. Ние обаче ще

използваме Следствие 4 от общата теория па метода на свиващите изобра-

жения, защото то ще ни даде и оценка 38 скоростта на сходимост. И така,

от (4) е яспо, че методът на хордите е итерационен процес, породен от

функцията

Ле)

.)е i)
Вижда се, че уравпението + = (2(1) е еквивалентно с f(z) = 0. Понеже ще

прилагаме Следствие 4 към @, да намерим φ' (ξ). Имаме

o=@l 6 т)

а -- а re. f(a)=0.

(ὃ -- “).

αα):1-παἠ
=€
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Тъй като /(6) =0, то

§_JO) - Γ(ξ) - )φα)-Ι-Ικ)Πω ПО

Като заместим f(b) по формулата на Тейлър с

7е) - ле+/(06-9+ Ч . Ρ (5 чиелителя),

) = ло+/0н)0-е) (5 знаменателя),

където т и 7)» са някакви точки от (а, ὃ), получаваме

I"m)(b - &)

&) = 2f'(n2)
Hexa

M= max|f"(®), m= а 1(0) -

Тъй като по условие f'(t) > О в [a,b], то т > 0. Тогава

ЪФКЛ-2ШШ 4

и очевидно |/(5)| може да стане по-малко OT произволно, отнапред избрано

а <1, стига b — Е да е достатъчно малко, т.е. стига интервалът (а, 6) да е

достатъчно малък. И така, ако сме отделили корена § в достатъчно малък

интервал [a, 6), то

1(0) < а <1.

Оттук, но Следствие 4, итерационният процес породен ΟἹ « (т.е. методът на

хордите) € сходящ със скорост на геометрична прогресия,

|z - ξὶ < const. 4"“.

П. Метод Ha секущите.

Ще предполагаме, че / удовлетворява условията a), 6) OT предишния

пример. При метода на секущите всяко следващо приближение а 1A

корена Е на уравнението f(z) = 0 се построява въз основа на предишните

две приближения T, и T,_1. Избираме т = а или +о = b така, че да бъде

изпълнено условието / («0)/”(то) > 0. На Рис. 17 например zo = b. След .

това избираме точка 11 такава, че Е < г) < "то. Hue не знаем Е (това е д

коренът &, който търсим). Тогава как да разберем, че някаква точка +)  ̓
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удовлетворява горното условие? Това става. чрез сравняване Ha зпаците па

Ле) и f(z1). Ако f(z1) = 0, то всъщност 41 = ξ и задачата e решена. Ако

f(z1)f(zg) > 0, то ¢ и 51 са OT една и съща страна на ξ и нашето изисквапе

е изпълнено. Ако /(«1)/(«о) < 0, то +«о и 11 са от различни страни на ξ и +)

пе удовлетворява наложеното изискване. В този случай изчисляването на

f(z1) не e отишло напразио, защото сме локализирали корена « в интервала

|е1, «о), който е по-малък от първоначалния [α,]. По-нататък можем да

използваме именно този интервал, вместо [a,b]. След избора на + и 11,

посторяваме следващото приближение Ty като пресечна. TOYKa Ha секущата

Д, минаваща. през точките (σο, f(zo)) и (21, f(x1)) и оста + (т.е. нулата na

l1(z)). Следващата точка T3 е нула на секущата lp през (21, f(z1)), (z2, [(12}}

и T.H., Tpny4] е пула Ha секущата l, през («а, f(zn)), (Tn-1, f(Tn-1)). Алгори-

тъмът 38 построяване Ha {Tp} е показан на Puc. 17.

Да намерим аналитичен израз 38 Ха чрез T, и Tn-). По формулата na

Нютон

[п(ш) = f(xn) + f[mn—ly .”Б„]((Б - 2а)

и следователно Ty се определя от уравнението

f(zn) + f[mn—lamn](mn+1 - Ἔῃ) =0.

Orryk получаваме

Я | = Де) Flan) @t~ %n) -

Cera ще покажем сходимостта Ha T, KbM Е при п — 00 и ще намерим реда

на сходимост.

Tntl = Фу —
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Както и в предишния пример, ще използваме означенията.

. " ΕΝ . 7

M= fé}?,’zf;'f (6)), m:= ιἓἷἷιἷἔιυ ®l.

Teopema 6. Hexa {z,}§° e peduyama om последователни приближения

no memoda на cexyujume. Да предположилм, че началните приближения τὸ

и τὶ удовлетворяват условието

o 1

xsdemo 0 < 4 < 1, С e константа maxasa, че 2L C <1 ur = 1+М85 Тогава
2m 2

(5) lzn — €] < Οφ 3a всякоп .

Доказателство. Ще приложим индукция по п. За п = 0 и п = 1 оценката

(5) e вярна 1o условие. Да допуснем, че (5) е в сила 38 всяко естествено число

< п: Ще я докажем 38 п + 1. За целта да представим f(z) по формулата па

Лагранж във вида

Да) <(е) + L - ааае - .) (пе 95)

и по формулата на Тейлър

Ле) = /(6) + f'(m)(z - <) (m € [a,b]) .

Karo приравним двата u3pasa при + = Ха и B3eMeM предвид, че [(ξ) = 0

и (Ена+1) = 0, получаваме

Щ

) ons < #| < |3 ая = ааа На < #а

Оттук

M
]wn+1 - ξἹ < Ж|3п+1 - xn—l' Izn+1 - zn'

M
< ᾗΙἳη-τ - ξ| |«я - €| (защото ξ < а < Tp < Ха-1).

Но съгласно индукциопното предположение,

А Q-!xn—l - ξ!

| — €] А ΩμΌ
Ν
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Следователно

Ἀ’Ι n—1 n ЛА[С п п
-- < Ш. г пе r +r

ак =€l < 5С Οφ 5 Са

< С0) (zamoro %ng < 1 по условие) .

Ho ге положителният корен na уравнението + - r — 1 = 0. Следователно

r+1=r? и rorasa 7" 1(1 + г) = r"*1, Горното nepasencrso добива вида

n<$1

‘mn+1 - ξ' - qu [}

което трябваше да докажем. С TOBa доказателството € завършено.

Да обърнем внимание на факта, че г = (14+/5)/2 =~ 1,618. Следователно

методът на секущите е значително по-бързо сходящ от метода Ha хордите.

При това формулата 3a пресмятане на а1 не е по-сложпна OT съответната

формула при метода на хордите. И двата метода. изискват изчисляването 1A

само една нова стойност на f на всяка стъпка.

По-долу ще се запознаем с един друг метод, който е по-бързо сходящ и

от метода на секущите.

Ш. Метод но Нютон (метод на допирателните).

И тук ще изискваме изпълнението на условията ), 6). Избираме начално

приближение To = а или +о = b така, че да имаме /(+о) /”(«о) > 0. Следва-

щото приближение +) се намира като пресечна точка. на оста T с допирател-

ната 4) към правата у = f(z) в точката τὸ (виж Рис. 18). След това

намираме 12 като нула на допирателната 41 към f в 21 и т.н., Tp4 е нулата

na допирателната d, към / в точката Tp,.



148

Да намерим формулата. за σ5..1. Имаме

СЛЗДОВЗ.ТВЛНО Tp4] е решение Ha линейното уравнение

(е) + И(еа)(Е - т) =0

Оттук получаваме

Това е известната формула на Нютон за приближено пресмятане Ha корепа

на уравнението /(+) = 0.

За доказателство на сходимостта Ha метода ще използваме Teopema 5.

Ясно e, че T, се получава по формулата Ty = φίτη) с

1@

#6) -е7 T

Tnyl = Ха —

3a φ' (ξ) пиолучаваме

Θ - .
72

Може да се провери, че в общия случай () # 0. Следователно, по Теоре-

ма 5, итерационният процес породен от р (T.e. методът на Нютон) е сходящ

и има ред нпна сходимост 2 при всяко достатъчно Добро начално Приближепне

то. С други думи, съществуват копстапти С u g Е (0, 1) такива, че

φ' (ξ) -- 1 -- 0 (βᾶπιοτο f(£) --0).

|Tn — €] < C¢*" 3aBesiko n .

Това. e доста бърза CXOAUMOCT. За да я илюстрираме по-нагледно, да приемем,

че |¢” ()] < 2 в околност U па корена . Нека e, := |z, — |. Тогава npn всяко

Tg ΟΥ U за следващото приближение I, построено по метода на Нютонп, ще

имаме

е а -- ξἰ = (o) - φίξ)}

it Ε

#(5(ха-6) + Ξ ἑη) (o - 5)2) (като развием 2(то) по Тейлър)

Ке 2(’... 2 (защото φ' (ξ) = 0)

и следователно е) < εἓ. Аналогично, 6 < εἶ и т.н. Ако например, g прибли-

жава Е с точност 0,01, то т) ще приближава ξ с точност 61 = 6(2) Ξε 0, 0001, x>
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ще приближава ξ с точност 0,00000001 и т.н. Вижда ce, че броят на точните

цифри след десетичната запетая ще се удвоява. при BCSIKA итерация.

Високата скорост на сходимост на метода na Нютон е съществено пре-

димство, което го прави най-често използван метод за решаване Ha уравие-

uns. Той, разбира се, има и недостатъци. Например методът изисква доста-

тъчно добро начално приближение. Това значи, че e необходима предвари-

телна работа за достатъчно добро локализиране на корена Е преди да се

приложи методът na Нютоп за намирането му с голяма точност. Друг не-

достатък € изчисляването Ha първата производна на / на всяка стъпка. Ако

1 e manena експериментално, т.е. стойността на / може да бъде намерена

Ha всяка стъпка, HO след отчитане на резултатите OT даден експеримент, то

изчисляването па производната на / може да предизвика затруднения.

Методът na Нютон е особено удобен 38 решаване на алгебрични уравне-

пия. В този случай пресмятапето на f(z,) и f'(z,) (пеобходими 38 изчисля-

ването па T,41) може да се организира ефективно по следния начин. Нека.

f(@) - ада” +a12TM 1+ ... +an, .

Стойпостта на / B дадена точка г ще пресмятаме по H3BECTHOTO правило на

Хорнер

F(2)=(...((apz + 0)2 + аз)2 + .... - ат-1)2 + ам

чрез процедурата:

bo := ав
за k=1,...,m извърши:

br = δκ..γΣ + а
и очевидно Л(2) = θρι. Да забележим сега, че за всяко дадено г, съще-

ствува полином g(z) от степен т — 1 такъв, че

(6) f(@) = f(z) = g(z)(z - 2) .

Ot тази връзка следва, че f'(z) = g(z). Оказва ce, че коефинциентите на

g(x) = boxzTM + byzTM 2+ ... + by

га точно равии на величините 0)) or процедурата na Xopuep 38 HOJHHOMA

[. Hancruna, като сравним коефициентите пред 2TM в двете страни па (6),

получаваме

a = by — τῦκ...

или by = bi_j2+ay, KOETO € точно връзката, 110 KOATO се пресмятат величините

(0 } B горната процедура na Xopuep. Следователно пресмятането Ha f(z) κ

Г(2) = g(z) може да се обедини B следната процедура:

bo := ад, Ου :-- 00
sak=1,...,m— 1 извърши:
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ὃκ =bp_12+ ак

Су = κ.- γπ -Ἐ b

b = b1z - ἀμι-
След тези пресмятания, by, = f(z) и ст-1 = g(2) = f/(2). Следователно

при Ζ = Ху MOXKEM да. пресметнем следващото приближение Tn4 HO форму-

лата

bm

Cm-—1

Написването и TecTBaHeTO Ha компютърна програма 38 решаване Ha алгеб-

рични уравниения по този прост алгоритъм е едно приятно запимание.

Tn4+l = ὰ —

IV. Комбиниран метод.

Това е една модификация на. метода на Нютон, при която пресмятането

на приближението I, се комбинира с пресмятапето на друго приближепие

t,, MO метода Ha хордите, което се намира ΟΥ другата страна на корепа

ξ. За построяване на редиците {f,} и {zp} се прилагат формулите (при

предположение, че /”(«) > 0 в (а, ))

1) $n+l=zn'—m7 n=01,...,
n

f(tn)

2) ъ =tn = у Я)

B 1) еизползван стандартният метод на Нютон, докато в 2) е приложенц

memodsm на хордите 3a интервала [ty,, Tn]. По построение, а < ξ < z, (виж

Рис. 19). Обикновено 38 п--тото приближение 1A корена ξ се взима средата
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на интервала [t,,Z,]. Следователно na всяка стъпка разполагаме с числепа

оценка. па грешката

Това e едно от предимствата Ha този метод. Може да се покаже, че той има

ред μ сходимаст 2.



Глава 4

РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМИ ОТ УРАВНЕНИЯ

Ше разгледаме задачата. за решаване на системи OT п уравпения

filzy,...,zp) =0, i=1,...,n,
 ̓

с п неизвестни X1,...,Z, . Ще започнем с най-простия случай - когато

Л(Е1,..., а) са линейни функции но отношение на T1,...,T,. Тогава гор-

пата система се записва във вида

α1111 + ...+ аба = by

a1 +... + аздабиа = by

а) ие -

a1 Ty + ...+ адабн = by

където {ai;} и {b;} ca дадени числа. (Tyk ще предпиолагаме 38 простота че те

ca реални числа.) Ако означим с А матрицата. (а;; L, "=1 OT коефициенти

и с b вектора (by,...,b,), то системата (1) се записва B матричен вид IO

следния начин

(2) Az =b.

С det A ще означаваме детерминантата. на A. Известно e ot линейната. anre6-

pa, че линейната cucreMa (2) има единствено решение тогава и само тогава,

когато де А # 0. Дори решението на (2) може да се запише в явен вид по

формулите na Крамер

Ν де А)
_m, k::l,...,n,Tk

където Ακ e матрицата, получена ΟἹ A Karo 3aMecTHM К-тия стълб със

стълба or свободните членове b. На пръв поглед пяма никакви проблеми

в решаването на линейните системи. Това обаче пе e така. Веднага се вижда,

че формулите на Крамер са крайно пеудобни за числено решаване на системи,

защото изискват огромен брой операции 38 пресмятане на детерминпантите.

Има други, много по-добри числени методи за решаване на липейни системи.

Тук ние ще се запознаем с някои от тях.



153

22. МЕТОД НА ГАУС

Така се нарича известпият ΗΗ още от средното училище метод на изключ-

ването. При него първоначалната система.

Az - 6

се свежда до система OT вида

Rz=c¢,

KOATO има същото решение T и където R e горна триъгълна матрица, T.e.

T т2 --- Tin

0 Τ ... Топ
В -

0 0 ... Τηπ

Преобразуването na таблицата (А, 6) B (R,E) става стъпка по стъпка, чрез

изваждане от дадени редове на матрицата други, умножени с число. Алго-

ритъмът е следният:

Ако ау # 0, то от 1--тия ред на таблицата.

ац 4 ... Qin b1

(4,6) - га a2 ... an b

Gnl Qp2 ... Qpy by

се изважда първият, умпожен с a;1/a;;. ToBa се npasu 3a i = 2,3,...,n.

Получава се таблица. от вида

а @12 a3 ... . А

1 1 1 )

0 αξ2) αξΒ) αξπ) by

A =0 αἱ o o) ф

0 αξἓ 01(113) .. а) μ

Това. действие е еквивалентно на изключване на г OT второ, трето, . . ., п--то

¥paBHenue Ha системата AT = b.
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Ако а.(212) # 0, то от 1--тия ред на (AN, 50) изваждаме втория, умножен с
а.212 ,38 1 - 3,4,...,п. Получаваме нова. таблица (А(г), b2 ) и т.н. докато

стигнем до таблицата

aj;; a2 a3 ... а b

1 1 1 10 oy o ... o) .

(Α05-.} δ5-1) =1 0 0 αξξ) αξ,) b:(f)

0 0 0 .. εὴ -1

Да запишем формулите, no които се namupar enemenrure na (A®) (%)) or

тези na (A®—D 5(2-1)). Имаме

k) Е) 1(К k-1 k—1) (k-1(“ξΙ:’ν--ναι('π)’ὀξ )) = (agk )""’αἔπ ),Ъ( ))

αὐ ὐ μ -1 ke
а

„Следователно

k—

1 (k) _ „(Е-1) afk " (k-1) . LI(1) а,, =4, --Πα,ῄ . J=kk+1,...,n.
ак

Формулите (1) се прилагат последователно при Х - 1,2,...,п- 1.

Това e така пареченият прав xod на алгоритъма. След изпълнението му

получаваме системата

n-1)- τ{(π-|.Ω) Де) _ pr-1) ,

която е еквивалентна ца първоначалната АТ = b (т.е. има същото решепие).

При това, матрицата й A"~ е горпа триъгълна. Да означим за по-кратко
де-1) сВи 5(*-1) ¢ & Тогава подробният запис на (2) е

TMI + Τ 2 2 .. Ἐ T1nTn il oL)

i Ό<Τ, + ... Ἔ п

..................

.,34вΞ
Н 2
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и следователно тя може да бъде решепа леспо, като неизвестните се опре-

делят в обратен ред, Tn,Tn-1,.-.,%], по формулата

т

СК Σ Tkj:tj

T = --Щ-, k=nn-1,...,2,1.
ТЕК

Това е обратният xod на алгоритъма.
1Методът πὰ Гаус може да. бъде приложеп, ако елемептите ал1, а,(„), Ν

ай) са различни от нула. Те се паричат главни (или водещи) елементи.
Но дори и водещите елемепти да са различни от нула, ако някой от тях е

много малък 10 абсолютна стойност може да. предизвика пепрепебрежими

грешки от закръгляване на числата при работа с компютър, тъй като па

BCAKA стъпка ΟἹ алгоритъма. се извършва делепие па водещия елемент. За

да се избегнат тези проблеми обикновено се използва. една модификация на

метода на Гаус, известниа като memod на Гаус с избор на главен елемент.

При нея, в началото па всяка стъпка, за водещ елемент се избира пай-

големият 1o абсолютпна. стойност елемент Ha съответната. матрица. Например

при първата стъпка се намира елемент Gy, 38 който

3 а| -- max а1.® |а < mas_|as|

Този елемент ад ще играе ролята Ha водещ, т.е. OT S—TOTO уравнение ще

определяме Iy и ще ΓῸ изключим от всички останали. На практика, след

определянето па s и [, разменяме местата на първия и S-TUS ред и на първия

и Гтия стълб на таблицата (A,b) и след това продължаваме както при

стандартния метод - намираме (A1), 50) по дадената no-rope формула. При

Myn πвтората. стъпка THPCHM най-големия елемент от Да” 212 7-2 ¥ Τ.

К-1Ясно е, че ако някой от избраните по този начин водещи елементи afck )

e равен Ha Hyna, то det A = 0. Следователно методът Ha Гаус с избор na

главен елемент е приложим 3a всяка неизродена матрица A.

Понякога се прилага частичен избор на главния елемент. При него за

водещ елемент се избира най-големият по абсолютна стойност в първия

стълб Ha съответната. таблица:

k-1 k-1 k-1а : max { ааа .. ае .

„ k—Ясно e, че и B този случай, ako αξι З 0, Todet А - 0.

Метод на Гаус- Жордан. Една друга модификация na метода на Гаус

е известна като метод на Гаус-Жордан. При нея на k—rara стъпка т) се

изключва не само ΟἹ Е+1,...,п.--тото уравнение, но също така от 1,2, ..., (k—

“ 1)--во уравнение. По този начин първоначалната матрица А се трансформира
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в диагоналната матрица D и съответно, трансформираната. система добива

вида

dkk.’L'k-—Ck, k=1,...,7l,

KOATO се pemaBa ведцага:

ἀκ
:,;k:fli, k=1,...,n.

Ck

Методът на Гаус-Жордан се прилага npu pabora na машини с по-малка

оперативна. памет или при решаване HA по-големи системи, защото при него

е пеобходимо да се съхраняват по-малко данни.

Решаване на триединната задача по метода на Гаус. Решаването

на една линейна система А = b е тясно свързано с решаването на. други две

задачи: намиране па. обратната. матрица па A и намиране Ha детерминаптата

na А. Съвкупността OT тези три задачи се нарича триединна задача. Cera

ще видим как мпого лесно бихме могли да решим останалите две задачи

(намиране на ΑΤ и det А), ако сме решили вече, по метода на Гаус, липейпата

система А = .

При метода na Гаус матрицата А се npeobpa3yBa последователно B

AWM А) .. A=Y - R като от даден ред изваждаме друг ред, умпожен с
число. Но тази операция не променя детерминантата. Следователно det A =

det R. Тъй като R е триъгълна матрица с елементи αῃ,αξἔ),. .. ,as,':{'l) 10

диагонала, To

det A =det R = anaélz) .. “53:-1) .

И Taka, при решение па cucremara AZ = b no Гаус получаваме като допъл-

цителен резултат и детерминпантата na А.

Сега ще видим как можем да намерим и елементите на А7!. Нека

ΑΓ - уу еа е1

Ц = (yhnx Yams ooy ynm)T (т-ТИЯ стълб па Α"Ι)

ем (0,...,1,...,0)T (1 на т-та позиция).

Тъй като А А”7! = Ε, 10 ясно e. че

(4) Айм =& .

Следователно за да памерим елемептите π8 тп--тия стълб на А7!. трябва

да решим линейната система (4). Ако вече имаме решена. системата AT = b

по Гаус, то имаме В (трансформацията нпа А). Следователно за решавапето

na (4) по Гаус пе e пеобходимо да извършваме правия ход. Остава само да

се намерят трансформациите на ел и да се извърши обратния ход, което

изисква значително по-малко работа. Това. се прави за т = 1,2,...,n 1 се

получават всички елементи на 471.



23. ТРИЪГЪЛНО РАЗЛАГАНЕ. МЕТОД НА ХОЛЕЦКИ.

Ако матрицата W е триъгълна, то съответната система

Wzi=c¢

се решава много леспо чрез последователно определяне Ha пеизвестните

) . . ῃ OT уравненията па системата. Това ни подсказва да потърсим

разлагане на матрицата А на дадена линейна система като произведение

Ha две триъгълни матрици, да речем, във вида

(1) A=LR,

където L e doana mpusesana (т.е. (;; = Ο 38 всяко + < j), а R e горна mpuszsana

(re. τῷ = 0 38 всяко 4 < i). Наистина, ako A може да се представи по този

пачин, то решаването на системата.

ΑΣ - Г,НЕ =5,

се свежда K'bM решаването Ha две по-прости системи

ετ и RT - .

Разбира се, това може да стане, ако диагоналните елементи па R и L са

различни от пули. А това е очевидно изпълнено, ако det A # 0, защото

det A=detR.det L - 11χ... Tanl11 ... lnn.

Besika липейна cucreMa с пепулева детерминпанта може да се CBEAE към

CKBHBAJICHTIIA па пея система. с матрица от вида LR. Нещо повече, това може

да се постигие, като се използва. методът на Гаус с частичен избор на главния

слемент. Ние ще представим тук доказателство само в един частец случай.

Преди това ще припомним пякои понятия от линейната алгебра.

Следващите преобразования па матрици се наричат елементарни:

1. Смяна. на MecTaTa πᾶ два реда или два стълба.

2. Умпожение πᾶ всички елементи на един ред (стълб) с някакво число

= (),

3. Прибавяне към елементите Ha един ред (стълб) CLOTBETHHTE елементи

па друг ред (стълб), умпожени с пякакво число.

Две матрици се паричат еквивалентни, ако се получават една от друга

с иомощта на Kpaen брой елемептарни преобразования.

Лесно се вижда, че всяко елементарно преобразование е равносилно на

умножението па матрица с някаква. пеособена матрица. При това, ако пре-

образованието засяга редовете (стълбовете) на матрицата A, то множителят

трябва да стои отляво (отдясно) на А. Освеп това множителят се получава

от единичната матрица Е, като тя се подложи на същото преобразование.
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Пример: Преобразованието "смяна Ha местата на. втори и трети ред па

матрицата A” е еквивалентно на матричното умножение А - БА,

a1 @12 013 Ο Jan a2 a3 . 100

А -- |ал а аоз3|, A=|an аз аз|, ΕΞ 001

аз аза 633 a1 azz a3 010

Нека AZ = b e произволна система с пенулева детерминанта. Jla пред-

положим отначало че всички водещи елементи a11, agz), asm' ), получепи
по стандартния метод на Гаус (без избор на главен елемецт) са различни

ot нула. Тогава чрез този метод Η Гаус матрицата (A, Ъ) се преобразува в

(В,6), където R = A1) е горна триъгълна с елементи an,agz), , ὴ (" :
по главния диагонал, а С = δύι--1) Както вече видяхме, преобра.зуването се
извършва на п — 1 стъпки

(Α,Ὁ) - (А0),50)) 5 (4@ 52) 5 ... - (A D B0y = (В,4) ,

като матрицата А) се получава or А)) с преобразованията: за # = k +
1,...,n, към 1-тия ред па A=) се прибавя k—rus ред на АЙ-)) умножен

k-1) , (k-1с YHCJIOTO — Sk 1 —afk ) /а ξκ ). Това ca елементарни преобразования и те
могат да се представят в матричен вид по следпия цачин:

А) = 8 kS 1k бюнка ТИ ,

където 5; .„ е единичната матрица E, подложена на същото преобразование,

т.е.

k i

4 4

1 0 0 0

0 1 0 0] « &k

Sik = : :
0 —Sik 1 0] - 1

Да положим 5) := SpxSp—_1k ... Sk41,k- Torasa ДЕ) = S AKk=1) Да отбеле-
жим, че 5). HMa вида

1 ... 0 .. 0

0 1 0

Se= | 0 —Sk+1,k 0
0 —~Sk+2,k 0
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Окончателно получаваме

Е- 4771) - κ 1A= ς 15, ,...5A.

Да означим с 1. } матрицата S,—1S,-3. .. 51. Имаме

1 0 ... 0

-821 1 ... 0

(ПЕ ше | 831 =832 ... 0

πθη1 —Sp2 ... 1

Лесно се проверява, че obparuara матрица na L~1 e от вида

1 0 ... 0

oy 1 ... 0

Ге [ἰὰ Ly ... 0 ,

lnl ln2 ... 1

т.е. тя е долна триъгълна. Тъй като В =L~ 1A но построение, то оттук,

LR=A.

Tyk използвахме съществено предположението, че водещите елементи
1 -1 

"αῃ,αξ2), .. ,αξἶζ ) ca различни от нула. Доказателството B общия случай e
по-сложно и ние го пропускаме.

Сега ще разгледаме един клас от матрици, за които методът на Гаус без
избор на главен елемент може да бъде приложен, т.е. за които водещите

елементи αῃ,αξξ), ... ,as,',’,_l) ca винаги различни or пула. OT доказапото B
първата част следва, че такива матрици могат да бъдат pasnoxenu по Гаус

ца произведение от две триъгълни.

Определение. Ще казваме, че реалната матрица А е положително
определена, ако

а) тя е симетрична (т.е. a;; = aj; 3a Vi, j),

6) (AZ,Z) > 0 38 всяко Z, като (AZ,Z) = 0 само при # = δ.

Ако A e положително определена, то det A # 0. Haucruna, да допуспем
противното. Torasa съществува пепулев BeKTOp # такъв, че А = 6 (3amoro

всяка хомогенна система с нулева детерминанта има непулево решепие).

Оттук следва (AZ,7) = (6, #) = 0, противоречие с положителната определе-
пост.

Ако А е положително определена, то det A # 0 и следователно 47!
съществува. Нещо повече, 47 e също положително определена. Да. докажем
това. Нека ἢ # 6. Тогава # :-- А7 14) # 6. Имаме

(4А74,9) = (5,9) = (2, А) = (AZ,Z) > 0,
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което доказва, че 47 e положително определена.

Да припомним още, че ако една матрица А е положително определена,

то всичките й главни минори са положителни. Това следва от известния

xpumeputi на Силвествр. Ние ще скицираме тук директно доказателство.

Ще покажем най-напред, че всяка централна подматрица

ацда ... 9пу

Ak = 1

Qipiy е. Qigiy

e положително oupegenena. Нека фу = (vi,...,¥i,) е произволен ненулев

вектор от R*. Нека # = (Е1,..., а) е съответният My, допълнен с пули
вектор ΟἹ R", т.е. 1;, = ψι, 38 } = 1,...,k и а = 0 при + # й,..., .

Очевидно

Следователно (Ακῇ, ) > 0, ако § # би А е положително определена. Това

показва, че Ακ е също положително определена.

Ocrana да видим, че 38 всяка положително определена матрица А имаме

det A > 0. Оттук следва, че де А) > 0 38 всеки главен минор det Ακ. Ше

използваме индукция по п. За матрици 1 х 1 това е очевидно. Допускаме,

че детерминантата на. BCAKA положително определена матрица от ред п - 1

е положителна. Нека А e произволна. положително определена матрица ΟΥ

ред п. Както видяхме вече, А7! е също положително определена. Нека а;;

ca елементите на 47!. Знаем ΟἹ линейната. алгебра, че

o = it
1 detA’

където Ακς € адюнпгираното количество Ha елемента ακς. B частност

An
(2) ац е е”

Ho Ау e главният минор

az2 Q2n

det | : : ,

Qn2 <+ μῃ

който е положителен, съгласно индукционното предположение. Освен това,

пак 10 индукционното предположение, ал > (). Тогава от (2) следва detA>0

и твърдението е доказано.

Теорема 1. Ако А е положително определена матрица, то тя може

да се разложи по единствен начин 6868 вида

A=LLT
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xsdemo L е долна mpusesana матрица.

Доказателството е конструктивно. То показва начина, 10 който това

ς разложение може да бъде получено. Методът e предложен от Холецки и e

„ свързан с неговото име. В някои книги той се нарича метод на хквадратния
1 xopen. Да означим с (а;; } елементите на L. Ще ги определяме от равенството

αἸὶ 0 ... 0 a3y Ἱ ... ааа 6411 ... Qin

ал Q92 ... 0 0 @2 ... Qp2 a2y ... Q9q

см Gn2 ... Qpp 0 0 е.. μῃ Qnl ... Qnn

Имаме а , = αγγ. Тъй като ал > 0, то

a1 умМап

и (] € реално положително число. По-нататък,

а1д=а11а,-1, j=2,...,n,

и OTTYK определяме всички останали ejleMeHTH {1} OT първия стълб на L:

Аналогично определяме последователно елементите от втория, третия, ..
п--тия стълб на L. Да запишем общите формули. Имаме

3

2 2 2
akk=ak1+ak2+...+akk.

Оттук

1/2
2 2(3) ак = (akk ПОе аьк-1)  ̓

От връзката

а,„..-.аиад+а,„2а]-2+...+аььа,-ь, j:k+1,---;n1

определяме

k-1

ак) — Σ ki
i=1 .(4) аук = . J=k+1,...,n.
Qkk

Разбира се този метод може да бъде приложен за BCAKA матрица А, ако
: величините, които корецуваме B (3), ca различни от нула. Ще покажем, че “

. при направените предположения за А те са дори положителни.
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Да означим с А). централната подматрица

апо ... ак

А -| : .

акъ ... ALk

Тъй като
ап 0 o1 а

Ak = Ξ : 4

а ак 0 Okk

TO

2 2
(5) det Ak =01y ---0pp. -

Тъй kato det Ay > 0 (всички главни минори na 4 ca положителни). то

ай ...af, > 0 38 всяко k= 1,2,...,п. Ho a}; = ау > 0. Torasa

a§1a32>0 = a§2>0,

р 2

a‘fla%ga§3>0 = a3 >0,

.........................................

ай а ,...а . >0 = ащ >0.

Да отбележим, че тук ai‘:k е точно величината под Kopena B (3). Следователно

ακκ е реално и положително числдо.



24. НОРМИ НА МАТРИЦИ. СХОДИМОСТ НА МАТРИЧЕН РЕД

Да разгледаме множеството A, от всички реалпи матрици

A= {aij}?zl, ?:1

с размерност n Χ п. Да въведем в Дл операциите себиране на матрици и

умножение па матрица с число с по стандартния начин:

Ако А = Та;;) и B = {b;;}, τὸ

А+В

сА

{aij + bij}

{cai;} -i

С O ще означаваме нулевата матрица (чиито елементи ca 0), a ¢ Е — единич-

ната матрица. След тези определения A, става едно линейно пространство.

Да отбележим, че в A, може да се определи и операцията умножение на

матрица с матрица:

AB = {(&i,l_)j)}, a; = (ад,. .. ,щ„), Bj = (blj;- .. ,ь„,-)Т .

Произведенпието AB e също елемент на A,. Cera ще въведем понятието

“норма” Β Ajp.

Матриците от A, са таблици от п“” числа. Те могат да се разглеждат

като п2--мерни вектори. (Операциите събиране и умножение с число са

определени както при векторите.) Затова всички условия от известното ни

определение 38 норма. нпа вектор трябва да участват и в определението за

норма на матрица. Освен това, към тези условия е добавено още едно, което

засяга операцията умножение на матрица с матрица.

2

Определение. Казваме, че в A, е определена норма || - ||, ако на всяка

матрица A € A, е съпоставено число ( А| (т.е. nopmara на A), което удовле-

творява следните условия:

1) А >0; |4|-0 <> A=0.
2) ЙАА| = А 4{ 38 всяко число A .

3) {{4 Β} « А + {{81}-.

4) [[48}} < |AllIBI -

Дали има съответствия A — | Al], които удовлетворяват горните условия?

Оказва се, че всяка векторна норма определя съответна матрична норма. В

сила е следното твърдение.

Теорема 1. Нека || || е норма на eexmop в RTM. Тогава csomeemcmesuemo

A -> НА|), xsdemo

(1) lAll := sup ||AZ]]
Ц
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определя норма в A,,.

Доказателство. Ще проверим, че съответствието А — || Al|, определено

в (1), удовлетворява всички условия OT определението Ηᾶ норма.

1) Очевидно | А > 0 като супремум на неотрицателни числа | А |. Освеп

това, (О|| = 0. Остава само да се види, че от равенството |А| = 0 следва

A = Ο. Наистина, да допусием, че има матрица A € A,, за която | А|| = 0,

1o А # O. Тогава от равенството АЕ = А следва, че поне едип от векторите

A&y, Aéy, ..., Аба (които ο стълбове на A), е различен от 0. Тук ¢ &, сме

означили Κτ-ΤΗΣ единичен вектор, т.е.

Еу 1 (0,...,1,....0), където 1 e на k - τὰ позиция .

Нека. например Aéy # 0. Тогава и АЕ # 0 при ξ := 2.ЛД2|. Но |4| = 1 n

следователно

ПА > [|4€l >0.

което противоречи Ha допускането, че Ц А| = 0.

2) Използвайки съответното свойство на векторпа порма, иолучаваме

ЦАА| < sup [|IAAZ|| = sup {1λ) а52) = АПА -
{{4|{πΞ| е1

3) Тъй като векторпата. норма удовлетворява перавенството на триъгъл-

ника, то

!А + ΒΜ sup КА + B)z|| = sup ||AZ + В2|

[2|{ΞῚ Це

< sup {||Az|| +||Bzl|} < sup ||Az|| + sup |82|
izil=1 {π|{Ξὶ ей

= Π4|-|}8}}.

4) При доказателството на свойство 4) ще използваме следното важио

нперавенство

(2) 1Azl < {4{{Π|2||,

отнасящо се за величината (1). Когато || = 1, то

ПА < зър А > ЦА)
51

и следователно (2) с в сила. Неравенството с очевидно вярпо и при # = 0

Нека. сега || # 0. Тогава векторът #/8| има норма 1 и съгласно току-що

доказаното

| |

[ΙΗι <Al
1
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откъдето следва | Ат| < НА (#, т.е. (2).

Сега вече можем да докажем свойство 4). Имаме

1481 sup [|ABZ|| = sup ||A.(Bz)]
е1 121

Н

А Sup, (а . 82) “ (съгласно (2))

Ι [Α]!. а 1821 = НА В -

,*:[OK&S&TQJICTBOTO ца TeopeMaTa е завършено.

Неравенството (2) изразява така нареченото условие за свгласуваност

между векторната и матричната норма.

Определение. Ще казваме. че векторната норма || и матричната

порма м(А) са свгласувани. ако

142 ν( 2| saBeakoZTe€R"uAdeA4,.

Може да има много матрични норми, които са съгласувани с даденпа

векторна nHopMa. Най-малката ΟἹ всички тези норми се парича подчинена па

векторната, т.е. м(:) е подчинена па || - ||, ако

v(A) < ЩА)

38 всяко А € A, и всяка друга, съгласувана с || - || матрична nopma и(А):

Вярно е следното

Твърдение: Нека || - | e произволна дадена векторна норма. Тогава

матричната норма, определена в A, с равенството

ПА :-- sup [|Az]]
е1

е подчинена на векторната.

Доказателството е елементарно. Нека и(-) е произволна друга порма,

съгласувана с векторната || - |. Тогава

Al = sup AT} = |Ато| (за някакво #0 с норма 1)
ча1

< v(A)|Toll (поради съгласуваността. па v(-))

ЩА) (защото |0 = 1) .
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Вече имахме повод да споменем, че най-често ползваните векторни порми

ca:

Ц„е = Ιτἓἑι(λ | (равномерна или MAKCHMYM норма) ,
154

п

Wzl Ξ Σ ῃ (първа норма) ,
i=1

1

n 2

|zl := Στἶ (евклидова HOpMa) .
=1

Като използваме доказаното по-горе твърдение, MOXKEM Ja HaMepHM подчи-

нените им матрични норми, които ще означаваме със същите индекси (oo, 1

и 2). Ето едно упътване за тяхното намиране:

Ὰ{ = sup [|AZ|lc = sup max ац24

и ейе |е uxnx—11<'<"jz=: o
n

= 11"5[1?.()("2: Ιαῃι ?
251

141 = зър [Ἀ2|}} = sup Σ Σαῃω,'
12 =1 Ее не |

n «

- | зър Σ Σὶαη [5}} = max 3 94 ,
fzlh=1j=1 \i=1 SISt

lAllz = sup [|AZlla= sup ./(AZ, AZ)
fizll2=1 ейа3

sup А/(АТА,Е).

lizll2=1

Тъй като матрицата AT A e симетрична, всичките й собствени стойности

Als.--,An са положителни. Нека А е най-голямата ΟἹ тях и нека Ее съ

ответстващият й собствен вектор, нормиран с условието 25 = 1. Тогава

(AT Ag, &) = (А6,6) = А |#8 = A и от полученото по-горе следва.

IAllz > /(AT Ag,&) = АТ.

ΟἹ друга страна, ako &i,...,€p € ортонормираната система OT собствени.

вектори на АТ A, съответстващи на Aj,...,An, То всеки вектор T OT R" се

представя по единствен пачин във вида

IT=c&1+...+cpéy .
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При това {{2|2 = εἰ + ... + с2. Следователно, ако {{2{ = 1, то

n n

(ATAz,2) = (ATAY ееа
i=1 i=1

n n n

= [Yeane Y е; |- 9 N <А |2 = .
i=1 i=1 i=1 .

.

Tosa перавенство и полученото преди noxassar. че | А = А?.
След като сме въвели някаква норма в A,, тя поражда разстояние Β

„А и следователно можем да говорим за сходимост ца редици от матрици

отпосио това разстояние. Ще казваме, че редицата А;, Аз,... от матрици

¢ сходяща. към A, ако | А - All -> 0 при #Х — oo, за която и да е порма

4 в Ap. Тъй като матриците могат да бъдат разглеждани като вектори

с размерност п“ и MATPHUNATA порма удовлетворява всичките 3 условия.
предявени към векторната порма. то OT еквивалентността на векториите

норми в R следва, че BCCKH две матрични порми в A, ca ΘΚΒΗΒΆΠΟΠΤΠΗ.
С ледователно. ако една редица от матрици е сходяща OTHOCHO едниа порма

& Да. то тя е сходяща OTHOCHO всяка друга норма и специално, OTHOCHO

максимум пормата. Оттук следва, че сходимост на редици от матрици може

да се определи по следпия, еквивалентен па дадения пачин:

Определение. Казваме, че редицата от матрици Д = {ag‘) }, К

0,1,..., e стодяща към A = {a;;}, ако

(К)
a;;" -:а; при k— 0.

С apyru думи. 4). — A, ако HMaMe сходимост по елементи (координати).

След като зпаем какво е сходяща матрична редица, 1O апалогия с числови

педове, можем да определим и сходимост на матрични редове.

Определение. Казваме, че матричният ред

(3) аЕ + a1 A+ 02Α2 + азАз +...

с сходящ, ако е сходяща редицата от парциалните му суми

Sm(d) :-- аЕ + аА +...+ащ4”, m=01,...

Границата 5(А) па 5,(А) при т — oo се нарича сума на матричния ред

(3). Тук ag.ay, ... ca реалини числа, а АЕ :-- А.А...А (k пъти).

Сходимостта на матричния ред (3) е тясно свързапа със сходимостта 1A

числовия ред

(4) ap + a1t + аЕ +...
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С 5,(4), съответно S(t), ще означаваме парциалните суми и сумата Ha чис-

ловия ред, ако той е сходящ.

Теорема 2. Нека R е радиусет на стодимост на числовия ред (4).

Ако |А| < R за всяка собствена стойност А на A, то матричният ред

(8) е стодящ за А. Ако числовият ped (4) e разтодящ за някоя собствена

стойност А на А, то матричният ред (3) е разтодящ за А.

Доказателство. Ако С € A, и det С # 0, то преобразованието

Α- С АС

се нарича преобразование на подобие. Известно е, че преобразованието па

подобие 3anassa собствените стойности на А. Това следва от факта, че ха-

рактеристичните полиноми на А и на C~1AC са едици и същи:

det(C~'AC - АЕ) де(С7АС - A\C71EC)й

det С”ЧА - ΔΕῚΟ

det C~1.det(A - AE).det С = det(A — АЕ) .

Освен това се вижда, че ако матричният ред (3) e сходящ 3a A, той e сходящ

и за С7АС и обратно. Наистина, тъй като 5 (С71АС) = С“15(А)С, то

Sm(A) = S(A) <= Sp(C'AC) - CTIS(A)C .

Следователно teopemara ще бъде JOKa3aHA напълно, ако докажем твърде-

нието й 38 някое специално преобразование Ha подобие на A. Затова ние ще

смятаме OTTYK нататък, че матрица: „ е B нормална жорданова формеа.

(Знаем от линейната алгебра, че arvne мотрица А € A, може да бъде

приведена чрез преобразование на εἴ че: п. з нормална жорданова форма.)

И така, нека А ημὰ собствени стойности АМ,...., Ал, KATO някои OT TAX могат

и да съвпадат. Тогава А се представя в нормална жорданова форма от вида
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където В; са жордановите клетки с някакви размерности и X Vi, И + =

п, съответстващи па cOOCTBENUTE стойности А;, т.е.

A1 0 ... 0 О0

0O A1 ... 00

B=|: i : Ἦ

00 0 ... A1

00 0 ... 0 X

Тук, както и по-долу, сме изпуснали индекса i 3a улеснение. Вижда ce, че

ако p(t) e алгебричен полином, TO

" {ν-ἢ}

Ч р) Щ Ю) -

, (м-2)

Е . E Ν

p(B;) =

0 0 0 ... А

Това се доказва 1o индукция. Heka твърдението е BAPHO 3a всяко PN € Тл.

Произволен нолином ὮΝ ОТ лул се представя във вида

Ру+1(Е) = ἐρν() + ¢, където с е константа. Тогава, очевидно

Ри+ЩА) = АрА(А) + с

и | υ-

1 .

Р А(А) < 2R ) + 2 ρ PN, 27-:1,2,
Следователно

10 ) - 20) 20
ле Π л

Това са точно формулите за пресмятане на елементите на py+1(B) въз

основа на връзката

при j # 0.

pN+1(B) = Bpn(B) + сЕ

Г и индукционното предположение.
Специално при p(t) = бт(Е) ще имаме:

Sm() Sa® .. "

(и-2)

о 5.0})ὺ} ... —.__5_5m )
Sm(B) = |



170

И така, S;,(A) се състои от клетките 5,,(В;), разположени ΠῸ диагонал, а

останалите елементи па 5,(А) ca-mymn. Оттук е ясно, че ако |А| < R, то

числовите редици 5,,(А), 57(А),.... ,(,J,)(/\) ca сходящи. Следователно, ako
[Ail < R 38 всяка cobereena стойност А; на A, TO елементите па Sm(Bi),

а оттук и Ha 5,(4), ca сходящи. Това означава, че матричният ред (3)

е сходящ за А. Обратно, ако числовият ред (4) e разходящ за поне едпа.

собствена стойнпост A, τὸ редицата 5 (А) е разходяща и оттук, матричният

ред (3) e разходящ. Теоремата 6 доказана.

Особено важно за нас е следното непосредствено следствие от тази обща

теорема.

Следствие 3. Матричната геометрична прогресия

(5) Е+А+А? +...

е стодяща за А тогава и само тогава, когато всичките собствени стой-

ности на А са no модул по-малки от 1.

ТВЪРДЗНИВТО следва от известния факт, че радиусът па сходимост па

числовата геометрична прогресия

(6) T+t+12+...

e pasen na 1. (По-точно, редът (6) e сходящ само при |4| < 1.)

Ще приведеме още едно следствие OT доказаната Теорема 2.

Лема 4. Матричната геометрична прогресия (5) е стодяща тогава и

само тогава, когата ATM - () при т - co.

Доказателство. И тук можем да си мислим, че A е в цормална жорданова

форма. Тогава А” се състои от блокове във вида

А (7;!) /\m-—l

0 AT

BTM = : : Ν Ξ

0 0 D

Hexa матричната геометрична. nporpecus e cxomsma 3a A. Torasa no След-

ствие 3, (А| < 1 3a всяка собствена стойност А; на A. ο ako |A| < 1, 10

ATM — 0. Torasa BTM — O и следователно ATM — O. Обратно, ako ATM » Ο.

TO поне един елемент ('J“) A"~ на BTM це клони към 0. ToBa може да бъде
вярно, само ако (А| > 1. Оттук, по Следствие 3, матричната. геометрична

прогресия е разходяща. )

Собствените стойности Ha една матрица от A, ca корени πᾶ алгебричии

полиноми от степен п. Тяхното намиране е свързано с решаване на алгеб-

рично уравнение, което както знаем вече, не е лесна работа. Затова e удобио
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се знаят прости методи 38 памиране Ha горна граница. за |А,|. Това би

осигурило прости достатъчни условия за сходимост на матричен ред.

ю-долу ще приведем една оценка за |A;| чрез нормата na A.

Лема 5. Всяка норма на А е по-голяма или равна на абсолютната

пойност на всяка собствена стойност на А. С други думи,

Ιλ < НА| 3a ecaxa норма.

Доказателство. Heka ||-|| e произволна норма в A,,. Ако ||-|| e съгласувана

£ някаква векторна норма (да я означим пак с | - ||), то твърдението следва

жеднага. Наистина, нека + е собствен вектор, съответстващ на А;,. Тогава

= ι и следователно

|| < < ЦА) < |2 < [μ4|.12} = s <4

Cera ще дадем Apyro доказателство на неравенството OT лемата, което
юбхваща. общия «<случай (на произволна матрична. норма | - ||). За целта да

"разгледаме матрицата В = Π’ΐζἷἕ, където Е е произволно положителпо

число. Очевидно | В| < 1. Тогава 10 четвърто свойство на матрична HOPMA,

18”|| < |8” =0 при т-оо.

Следователно BTM — O и по Лема 4, матричната геометрична. прогресия

равенството

Следователно

А
παπτ-ποὶ <1l = | < |А|+-Е = [N <A},АТ 1 < ПА м! < На

Твърдението е доказано.

Следствие 6. Axo | А|| < 1 за някоя матрична норма, то матричната

геометрична прогресия Е + А + A% +... е стодяща.

Действително: | А|| < 1 влече |А| < 1 3a всяка собствена стойност на Α.

- Прилагаме Следствие 3.

Следствие 7. Ако | А| < 1, то ATM — () при т — οο.
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Лема 8. Ако всички собствени стойности {A;} на А са по модул по-

малки от 1, то Е - А е обратима и

(E-A)'=E+A+A%2+... .

Доказателство. Ot равепството

(Ε -- АК(Е+А+...+ ATM) Ξ Ε-- ATM,

след граничен преход, като използваме Теорема 2, получаваме

(Ε - А) 5(А) - Ε.

където

5(А)- Е+А+А? +...:

Следователно Е - А е обратима и (Е - Α) ͵ = S(A).



25. ИТЕРАЦИОННИ МЕТОДИ ЗА РЕШАВАНЕ НА ЛИНЕЙНИ СИС-

ТЕМИ

Приближените методи 38 решаване на линейни системи OT уравнепия са

главно итерационни. При тях се избира подходящо начално приближение

(0) (0)
1Бо = (x .. а) па решението Е = (z,...,I,) и след това 1o формула or

ка = kai'k%—(fk, k=10,1,2,3,...

се строи редица {1κ} or точки B R", която клони към решението #.

Тук пие ще разгледаме някои основни итерациопни методи за peniasaite

па линейни системи.

Метод Η простата итерация. Нека е дадена системата А = b. Прео-

бразуваме я с помощта на пеособената матрица С в еквивалента Ha пея

система.

Теа-(ДА - b} .

nOCTI)OflBaMO итерациопниия процес

ка = ἂκ — C{AZx -- b}, k=0,1,...

при някакво началио приближение #. Горната формула може да се запише

още така

кал = (Ε -- СА) Еу + СЪ -: Βακ +4.

Теорема 1. Итерационният процес

Ipy1 = BT + d

е cTodau, при произволен избор на началното приближение Т) mozasa и

само тогава, когато всички собствени стойности на матрицата В са по

модул по-малки от 1.

Доказателство. Имаме

ШФьата = ВЕ) + 4 ВВе. а + Bd+d=---

Ι Ве 56 + (ВЕ+ Ве + + EXd.

При направените предположения за B, редът в скобите е сходящ, а ВЕТТ ->

O (съгласио Лема 4 от предишната лекция). Следователно редицата Ty има

граница при k -> oo и тази граница e (Е - Β)  ̓ά Вижда се, че тази грапица

с решение на уравнението # = ВЕ + d, т.е. решение на namara cucrema. Да

забележим, че ако редът Е + В + - - - не e сходящ, то и редицата () може

да бъде разходяща, например при #а = 6. Теоремата е доказана.
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Следствие 2. Axo | 8| < 1 3a naxoa nopma |.|, mo итерационният

процес e стодящ NPU произволно начално приближение #0.

Твърдението следва веднага OT теоремата, като се вземе предвид, че

всяка порма на матрицата е по-голяма 10 абсолютна стойност ΟἹ всяка

пейна. собствена стойност. В този случай дори може да се изведе леспо и

една оценка na грешката. Наистина, имаме

#к — 2 = |8 — BE|| < Щ2к - # ,

откъдето следва.

2 — #| < 18 |0 - 2| -

Следователно при | 8| < 1 скоростта на сходимост е както при геометрична

прогресия.

При итерационни формули от вида

(1) ἄκει = (Е — CA)Zy + СЪ

критериите 32 сходимост могат да се наложат направо на матрицата A=

{ai;}. Да разгледаме специалния случай Ha (1), когато C e диагонална мат-

рица с елементи по диагонала 1/ац,

1 1
diag{——,...,—-——}

611 атп

dz'ag {au, e ,a,m}"l

Ис

В този случай cucremara AZ = b се преобразува по стандартния начин - ΟἹ

1-тото уравнение се определя Tj:

ад Qi1 ащм+1 Qin bi .
а — " — а — Tipgy— ' — —Tn+—, 1=1,..

ац ац ай ац ай
"!п!

и формулите (1) за пресмятане на следващите приближения α:ξ Ν ), ..

:ВЯС 1 добиват вида.

(2) ς у Θ 6 ἜΠ еи
еа 06 i’

Този метод е известен като метод на простата итерация.

,lla видим как изглеждат достатъчните условия 38 сходимост ца метода

на простата итерация, които произлизат от следствието по-горе, при изпол-

зване на HOpMaTa
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В нашия случай В = Е - СА. Нека 45;;), {cij} πὶ (δ} ca елементите na B,

С u E, съответно. Тогава

bij = δῃ - сдар — -+ — сталу

I gl.
|

еч

и следователно

IBlle = max > 61
1<i<n =1

n

2 Ν „ %y

п
1 n

= max — δ ̓ |а4.
ὐ Ξ

Оттук се вижда, че условието | 8| < 1 се записва като

п

3 [αρ] < аа), i=1,...,n.
7Ξ1,721

Това всъщност е условието А πᾶ бъде матрица с доминиращ главен диагонал.
Апалогично, условието

се свежда към

Метод на Зайдел. На практика често се използва еднпа естествена. мо-

дификация на метода на простата итерация, паречена метод на Зайдел. При
. 

k+1пцея B поредното 1-то уравпение ot (2) 3a определяне на τξ ) се използват
изчислеците вече (k + 1)-ви приближения на 11,....,24-1. По този начин се

получават формулите

п

Ш:(ьн):"ЕЕ%Ш(”КН)- Σ fi"%x(’“)q;.___‘_ i=1,...,n.

Teopema 3. Методот на Зайдел e сходящ при произволно начално при-

ближение ἄρ тогава U само тогава, когато всички кореки на уравнението

λαῃ 612 ... азп

λα λα . Ω͂det .21 22 2n -0

Adn1 Аадо ... Aapn
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са по модул по-малки от 1.

Доказателство. Да представим А като A = U + V, където U e gonna

триъгълна матрица, включваща главния диагонал, а К е горна триъгълна

с елементи 0 по главпия диагонал и под него. Тогава системата AT = b се

записва във вида

Пе -УЕ - ὖῦ

и методът на Зайдел се представя чрез итерационния процес

и ка Ξ - ΟΥἵὰἄκ + b.

Решаваме относно Еу и получаваме

(3) В =-U"Wa,+U.

Но това е изчислителен процес от типа на метода на простата итерация.

който беше разгледан в Теорема 1. Съгласно тази теорема методът (3) е

сходящ тогава и само тогава, когато собствените стойности на матрицата.

—U~V ca по модул по-малки от 1, T.e., когато кореците па уравнението

ἀοι{-- ὐτὖν - AE] = (-1)" децАЕ + U~ V] =0,

или KOETO е същото (като умпожим двете страни с det U ), на уравнепието

децАЙ + V] =0,

са по модул по-малки ΟΥ 1. Теоремата € доказацна..

Сравняване Ha метода Ha Зайдел и метода Ha простата итерация.

Областите па сходимост на простата итерация и метода на Зайдел се пре-

сичат. Не e трудно да се покаже, че и методът на Зайдел е сходящ 3a

системата АТ = b, когато матрицата A e с доминиращ главеп диагонал. По-

долу ще покажем, че в този случай методът на Зайдел е по-бързо сходящ

(B известен смисъл) от метода Ha простата итерация.

Теорема 4. Ако матрицата А има доминиращ главен диагонал, то

методет на Зайдел е по-бврзо стодящ oM метода на простата итерация.

Доказателство. Това твърдение трябва да се разбира в следния смисъл:

Ще намерим еднотипни оценки 38 скоростта на сходимост на метода Π

простата итерация и метода на Зайдел и ще покажем, че оценката ΠΡῊ

метода. на Зайдел е по-добра OT тази при простата итерация.

Ще използваме векторната HOPMa #|| :ΞΞ nax |z;| и съответната съгла-
«ἴζη

сувана матрична норма || . [[.ο-

Нека A = {a;;} e произволна. матрица с доминиращ главен диагонал, т.е.

п

Σ Ia,-jl < ]afil, i=1,...,n.

21
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Означаваме:

aij

Cij = ——=
7 baii’

d; = _'I"’

s а .p = max Ξ 5 o шах |е
115 ‘aiil 1<isn

Да отбележим, че съгласно нашето предположение 38 A, и < 1. На npocrara

итерация съответства. схемата

п

k+1 k« + = » qu§)+di,
еа

а на метода на Зайдел -

(k+1 = k+1) = (k)

#1 j=i+1

Нека Ζ e решението Ha cucreMara. Имаме

п

zi= Y cjTi+d;

38 rpemkara по метода Ha простата итерация получаваме

# -- Ек+оо „ — 2А Η& g 5

А =сx
| 8

< Н - 2| -

Да въведем още означенията:

i-1

Bi = Уе
j..—..

n

Ὑ Ξ . [ομἱν
j=i+1

Yi
v = max .

i 1-— Б.“

3a метода на Зайдел имаме

ΙΣ - Zesalle = max |а -- а) <
1<i<n
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< κπἓικ{ἓ [εμ]} Ι:πξ-“Η) - :z:jl + ἑ 1641 ιωξ}:) - “’J’[ }
= 

j=i+l

< таж(8 ка - . + ек - Zlloo} -

Последното равенство се достига 38 HAKAKBO ig. Следователно

2 -- κ < Въ ка — 24 + Ύ ЯК — Zlloo -

Оттук

17 - Ею 5 -θ ς - а1

Τ <o <

< l/k'H"io - oo -

Ho βι + v < и < 1. Torasa

β:- Y #0-А)- Ἴβὶ Ἢ - Ἢ
1 -- βί 1- ,3,;

< βἰ(Ι-βι"" .1)20

1- #;

Следователно |

и = max(f; + Ὑ) > max <е = v
i i 1-5

И така, rpemxara npu метода. на Зайдел се оцепява с израз, който клони KLM

нула. по-бързо ΟΥ този, получен при простата. итерация.



26. ГРАДИЕНТНИ МЕТОДИ ЗА РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМИ

ОТ ЛИНЕЙНИ УРАВНЕНИЯ |

Нека е дадена системата.

(1) Az =b.

Ще предполагаме, че A e положително определена матрица. Да въведем

функционала

(2) f(Z) == (42, ) - 2ф6, +),

определен за всяко Т € В”. Вижда се, че

ДЕ) = Σ а1 — 2Σὸ:ι:, .

ра

Следователно f(Z) e полином ΟἹ втора степен по отношение на T, 4 =

1,...,n

Ще покажем, че решението Ha (1) минимизира (2) и обратно — минимума

na функционала (2) се достига за решение на (1). Наистина, нека ξ е решение

на (1), т.е. Αξ = b. Нека # e произволен елемент or В”. Като използваме

положителната определеност Ha A, получаваме последователно:

Да) -5 = (А5,)-26,2)- (46,4 + 2(δ, )

(AZ,Z) - 2(4ξ, ) - (46,4) + 2(Αξ,ξ)

(AE,€) - (46,#) + (45,#) - (46, %)

(Αξ, ξ - +) + (AZ -- Αξ, +)И

(Αξ, ξ -- ) -- (A -- 2),2)

= (А(Е -- ἃ),ξ --ἂὴ 5 0.

Ι

Равенството се достига. само при # = ξ. Следователно f(Z) приема мини-

малната CH стойност само при # = ξ.

Да допуспем сега, че f(Z) > /(6) за всяко # € R". Тогава
” щ
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което означава, че ξ e решение на линейната. система AZ = b. Твърдението

е доказано.

Описаната. връзка се използва 38 приближено решение на. системата (1)

чрез минимизирашне на (2). Един от методите 38 търсене na минимума на (2)

е memodsm на най-бързото спускане. При него от едно приближение Ty се

намира следващото Ту така. че да имаме най-голямо намаление па стой-

ността на f(Z). Всяко следващо приближение се получава от предходното

по формулата.

ἄκει = Ха + ακῶκ,

където С) има направлепие na пай-бързото намаляване na f(%), започвайки

от точката Фу.. а а). се избира така, че да се постигне възможно пай-голямо

намаление на crofinocrra /(Е), ако £ се движи по това паправление. С други

думи G се избира от условието

-> 1nax ,

а при Taka опредселеното С = Cp TLPCHM ау KATO решение па ypasueniero

d
ς (@ + ае) 0.

Имаме

Л(ь + аб) П (Zk + аб, А(Еу + абв)) - 2(b, #) + аб)

П (ἄκ. Αζκ) + 2α(ζκ, 46) + «2(6, А) - 2(b, #.) -- За(6, &)

П а?(А6,6) + f(Zx) + 20(AZy - ,4).

Оттук, като използваме означението 7 :-- АТ) — b, получаваме

ἰ е 5 - T o= ЗА
- (2 + alazo = 24Tk -- 5,7) = 27, ),

Съгласно неравенството na Коши-Буняковски-Шварн,

(ь 2) < Ре - Пе

като равенството се достига когато € и т) са колинеарни, т.е. когато ¢ =

const. Г.. Следователно направлението на пай-бързото памаление на фун-

кционала / се дава с направлепието на вектора ср = T = А) -- b. Да

определим стойността а). на O, при която f приема минимална стойност по

направлението С). Имаме .

f(Zx + аб) = ДЕ) + ак) = а2(Аяу, #.) + f(E) + 20(Fx, Рк).
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Оттук 4

4 (Zk + абр) = 2a(AFy, гь) + 2(Fk, Рк) = 0.

Определяме решението oy на горното уравнение. Получаваме

Следователно формулата за пресмятане на следващото приближение приема
окончателния вид:

(Ь Р) -
еТЕТ . .
(AFk, Т)

Тъй като функцията f(Z) има единствен локален минимум, то методът е
сходящ при всяко начално приближение.

Tpy1 =T -



27. РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМИ ОТ НЕЛИНЕЙНИ УРАВНЕНИЯ

Метод на простата итерация. Трябва да решим cucremara

filz1,...,2p) =0, i=1,...,n,

където Л ca нелинейни фупкции. Записваме тази CHCTEMA BbB вида

xi:(pi(mly'“axn)! t=1,...,n,

или по-кратко

където

Е = (x1,...,Zn),

Ф(2) = (p(@),...,0n(Z))

Както и B едномерния случай (при решаване Ha нелинейни уравнения)

построяваме итерационния процес

при някакво начално приближение То = (Zoy,...,Ton). В по-подробен запис

формулите изглеждат така:

(1) :z:gk“) = φ,-(:εξ’“), ... ,:1:(")), i=1,...,n.
n

Този метод e известен KaTo Memod на npocmama итерация. Аналог пък на

метода на Зайдел 3a нелипейни системи е итерациопнният метод

Да изследваме скоростта. на с ходимост Ha метода. Ha простата итерация

).

Въвеждаме в R" nopmara || = Jgax |zi|. Hexa S, = (# ε R"
<i<n

1Z—£|l, <7}, където £ e решението на системата # = ¢(Z). Да предположим,
че

δφι(Σ)
5 <M;; при Z€S,, 838 1,4 ΞΞ 1,...,π.

7 . :
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Теорема 1. Axo
n

max flff,‘j <1,
1Sin £

то #) клони KBM Е CBC скорост на гедметрична прогресия при всяко #4 € 5)..

Доказателство. Ако озпачим с M матрицата {M;;}, то уславието в тео-

ремата е всъщност | . < 1.

Нека # = (11,...,14) € Sy. Тогава

ἐ Ш(Ю] —&)| (μο Тейлър)
= max

1<i<n |4 дт;
J:

ая wi(1i;)< |z - max< | 6"*1992 А
#1 7

където ἢ; = (71, - - - т) са някакви точки по линията сързваща # и . Тогава

очевидно 7); € Sy, тъй като ξ и T принадлежат на. 5,. Следователно

е() - ξ < { - 2
o€ 1<i<n

n

max Y Л = 91 - €]l ,
31

където 4 = |М|. < 1. Оттук получаваме (при # = #)

#ка - Ello < gllZk — 6щ < 97 #0 - ..

и теоремата е доказана..

Метод на Нютон. Да приномним пай-напред метода на Нютон 3a

решаване па уравнението f(z) = 0. Нека / € СЗа,5). Да предположим, че

сме цпамерили някякво приближение Ty Ha корена na уравнението f(z) = 0

в {a, b]. По формулата на Тейлър

2) = Да) + Ие - ш) + Ξ ΞΗ
с HAKAKBO §, памиращо се между точките T и т.. Вместо да решаваме

уравиението f(zr) = 0 ние търсим корена на линейното уравпение

Да) + (е - к) = 0.

Да означим корена му с ὥκῳῃ. Имаме

Л(агк)

Зъ Р Ρ
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Това е формулата на Нютон.

Да постъним аналогично и при решаване на система ΟἹ уравнения от

вида

(1) F(z) =5,

където F(Z) = (fi(&),-.., fu(%E)), т.е. разглеждаме cucremara

fl(:l,‘l,. .. ,:L‘n) - 0

......................

ffl(zh'“)xn) = 0

®Hexka 7y = (z; (к)) e приближено решение на (1), намиращо се в окол-
2

ност на точното решение Е и нека Ξῖἂ-ἐ; са непрекъснати в тази околност.
2

По формулата на Тейлър имаме

д/ъ(тк) (k) )

2

+ нелинейна част .

И тук, вместо нелинейната система F(Z) = 0, решаваме линейната

дЛ(Ек)fz(fl?k)+z B e (:vj—:v;k))=0, j=1,...,n
ii=1

"Означаваме решението с ἄκῳ1. Имаме

@) Σ Θ Θ н ) < дво).
i=1

Hexa J(Zx) e матрицата Ha горната линейна. cucrema, т.е. Л() e якобиана

Ἠ в точката ἄκ. Системата (2) се записва Β матрична форма по
следния начин

J(Zk)(Zk+1 - Е) = -Е(2).

38 да я решим, умножаваме двете страни с υ !()) и получаваме

ὥκρι = Tg — J 7V (Zx) F(3k).

Това e съответната формула 38 приближено решаване Ha CHCTEMH HO Memoda

на Нютон.

Да се спрем Ha скоростта на с ходимост Η TO3H метод.
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Нека ||A|| е матричната норма, подчинена na векторната норма || =

max |z;|. Зпаем, че
1«τζπ

п

АН = max З lal,
<i<n &

Azl < |lAll- izl -

Teopema 2. Hexa cswecmeysam wucaa Τ, €1, со такива, че

(@ 0 ἰ (2)| < с, за всяко #6 5,;

(9 |2(5)- Е(9)-.Л9(Е-#9)| < е|2 -9, 5,965..

Тогава при та € S;, # = min(r, -ἓ), ¢ = С Со, методет на Нютон е сходящ

cac скорост

- 1 κ ok
|к -- < < “(ο|ιῶο - а.

Доказателство. Най-напред ще докажем по индукция, че от # € 5;

следва #) € 5; 3a всяко k. Наистина, нека +; € 5;, 1=0,...,k Имаме

F(&) — F(zx) -- Л( - #)

= —F(Zk) — J(Zk)(€ — ааа + ка — Tx)

= —F(Zx) -- J(@)€ - ка) — Л(Ек)(бка — к)

Ho F(Zx) + Л(е — &) = 0, съгласно определението на ἄκι . Следова-

телно

F(&) — F(zk) — Л(Е5.)(Е - #) = -Л(Е)(Е — ἄκ).

Ho no (6)

|F(E) - F(zx) - J(@)(E - 2)1 < е|к — #.
Оттук Ε ς

" (Φκ)κι - # < ее κ -- ξ [".

Умножаваме двете страни с |./71(#)|. Получаваме

1772 еКИ - Πσ(δκ)ίσκει - ὃ] < eall T @ ек — 9Г.

Ho матричната nopMa e съгласувана с векторната. Следователно

Π(κει - #4 = {υ  ̓ @k)J(Zk) (Ers1 - <)|

< [υ τ ( }}}} Л(2)(Екн - 8| < соещек - 2
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< e < СРР <.

И така, Хал € 5;.

В оценката по-горе доказахме неравенството

|к -- &ll < ека - #.

Следователно

ек -а < @ — ξ

- (е - 5

< 642 -а < ... < μ{ — I .

Оттук

ек -- € < < [ellao -- 9””
k

T.e. методът на Нютон e ¢ ходящ със cKopocT 4”, където 4 < 1 при достатъчно

добро начално приближение. Теоремата. е доказана.



28. ЧИСЛО НА ОБУСЛОВЕНОСТ

Тук ще разгледаме един въпрос, свързан с някои проблеми, които могат

да възникпат при практическо решаване на линейни системи.

Нека си мислим, се системата е дадена във вида

(1) Az =b.

Данните Tyk ca елементите {a;;} ua A и елементите {b;} na дясната страна b.

OBHKHOBEHO тези данни се задават експериментално или се получават след

изчисления с определена точност. В много случаи матрицата А e известна

OT теоретични изследвапия, а само b се взимат OT конкретни практически

задачи. Като добавим и факта, че Β компютрите числата се закръгляват с

определена. точност, стигаме до извода, че на практика BMecTo системата (1)

решаваме всъщност друга система, с промепени дании. Практиката. показва,

че при някои системи малки изменения в дапните не влияят съществено

върху решението, докато при други това влияние е значително. Дори добре

изпитани методи, които в ΜΗΟΓῸ случаи са давали отлични резултати, се

проявяват доста странио при някои конкретни системи и дават резултати,

далеч от очакваните. На какво се дължи това? Преди да отговорим на този

въпрос, нека най-напред да дадем една теоретична. оцепнка. за изменението

на решението ¥ при изменение на данните А и b.

Нека Ζ e решепието на (1), а # + Е - решението на системата с матрица

A+ A u дясна страна b+ д, т.е.

(2) (A+A)E+8) -5+4.

Тук А е матрица, а € и ὃ са вектори. Като вземем предвид, че А = b, от

(2) получаваме

АЕ+ Δᾷ + АЕ -- д

и оттук

Следователно

Hell < 4 64 + LATMY AN 2 + 1A~ ПА #.

Ако предположим, че | А7 | |А| < 1, т.е. че грешката в елементите на А е

достатъчно малка, получаваме

ПА Ч Ul + На ПА 2е
ЕП <

Це < — ΠλΞΠΠ|Δ]
При точното задаване на А (при A = () ще имаме

(3) 1 < НА НИ -
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И така, изменението £ на решението се оценява чрез изменението A и ф в

данните и зависи съществено от нормата Ha обратната матрица.

Тук 8, А и Е ca абсолютниите величини на грешките. Те обаче пе дават дос-

татъчно ясна представа 38 състоянието на нещата. Например, ako {{ = 1,

това голямо измепепие па дапиите ли е? Зависи ot величината па |А|. Ако

НА = 108, изменението е незначително, ако | А| = 1073, изменецието е

катастрофално. 3aToBa при оценка на грешката се разглеждат относителиите

величипи Ν

11 Δ [6]]
ἜΗ РАТ 3 Π

1= R [

Cera ще изведем оцепка чрез тези относителни величини. За целта ще пи

бъде пеобходимо следното неравенство.

Лема 1. Нека матричната норма || - || е свгласувана с векторната ||-|-.

Тогава за всяха обратима матрица А и вектор I е в сила неравенството

!L!Jfl |“ [44}} < ПА 121 .
Доказателство. Дясиото неравенство изразява всъщност съгласуваност-

Ta на матричната и векторната ΠΟΡΜΗ. Лявото неравенство следва от факта,

че

|| = [4 Π Az < 47) А .

Да проследим влиянието на измененията Ha данните върху решението в

две типични ситуации.

Нека в резултат па някакъв приближен числен метод сме получили при-

ближено решение Е ua системата А = b. Да заместим Е в лявата страпа на

системата вместо #. Получаваме Αξ Нека. Αξ е близко до b. Оттук следва

ли, че и € ще е близко до #? Струва ΗΗ се естествено, че ако ὁ :-- Αξ — Бе

малко, то и Е := Е — # ще e малко. Сега ще видим дали имаме основание 38

такова твърдепие.

Имаме

)= ДЕ —b=Af - AT = Α(ξ - #) = АЕ.

Следователно Е = Ατἶδ. Тъй като (4А71)7! = A, 10 от Лема 1 следва.

перавенството

151 < |А75 21 < НА 6(4) а “! = #1 < [4 9 -
а ”

Акалогично,

"b" < A7) < 1A |0(5) 11 = 4775) < ЦА7) 6 -
121 =
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ЖКато следствие от (4) и (5) получаваме следната. оценка. за относителнцата

ι ПЕ аАИ

Т2 ПГАТ 151 “ еу Е AT ΤΑ -
Числото | А || | А|| се нарича число на обусловеност на матрицата А и се

” бележи с сопа (А) (или v(A)). От (6) следва, че cond (А) > 1 (B противен

случай бихме получили абсурд в (6) при ( δ # 0). Това се вижда и директно.

Наинстина, ot равенството Е = A~ А получаваме .

ПЕ < НА А < cond (А) .

Но тъй като всички собствени стойности на единичната матрица Е са равни

π 1 (характеристичният полином на Е e (1 - #)) и всяка норма е по-

голяма. OT модула на всяка. собствена стойност (виж Jlema 24.5), то | Е| > 1

и следователно сопа (А) > 1.

От (6) се вижда, че ако числото на обусловеност na А e близко до 1,

то относителната грешка в решението е близка до относителната грешка B

дясната страна. Torasa действително можем да кажем, че ако A€ е близко

до b, то и Е е приближение на решението # и дори да. дадем добра оценка. за

грешката чрез (6).

Матрици с число na обусловеност близко до 1 се наричат добре обусловени

матрици. Тези, при които сопа ( А) е много голямо, се паричат лошо обусло-

вени. Именно лошо обусловените матрици могат да предизвикат проблеми

при числено решаване Ha съответната. система.

Можем да дадем и по-добра оценка отдолу 38 сопа (А) чрез собствените

стойпости на А. 3a целта да означим с А,...,ЛАп собствените стойности на

А. подредени във възходящ ред (по модул),

А <. <l

Тогава L\%J <...< L\l—x{ ca модулите па собствепите стойности Ha ΑΤ и

следователно

Ἂ - |λπ|
(7) сопа ( А) = | А ЩА) > ττττ TM

B частния случай, когато A e симетрична матрица (т.е. A = A7), [|All2 = |An]

и НА Y = TXITI Torasa

An(8) cond (A) = Ц
Al

Следователно обусловеността Ha симетричните матрици 3aBHCH OT ширина-

та па спектъра (т.е. от частното на най-голямата и най-малка собствени

стойности).
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Да разгледаме още eaun случай, в който се проявява характеристиката

"обусловепост на матрицата. A. Нека вместо системата AZ = b решаваме

системата Д = b, където A = А - Δ. Ще оценим разликата в решенията #

и Е на тези две системи. Имаме

1- 475 = А71(46)- ατἴ(4 - 4 -- А)

E+ А7ЦА - А) - Е + A 1ALВ

Оттук получаваме

- = A7 A

и следователно

Σ - & < μ4 1 [Δ] Я < 1A~ ай ok v

Окончателно Ν

Π < oma ) .
Tosa nepapencTso nokassa, че при добре обусловена. матрица малките OTHO-

сителни изменения в елементите на матрицата водят до малки изменения в

решението.

От тези примери е ясно, че числото на обусловеност е важна характери-

стика на Α͂. За да памерим това. число трябва да знаем | А| и | А7||. В общия

случай изчисляването на последните норми не е проста числена задача.

Понякога cond (А) може да се оцени с помощта. на следната теорема.

Теорема 2. За произволна норма и произволна неособена матрица А е

в сила равенството

1 | { |A - Bj }———— ξ η ἐ ———— : B e neobpamuma } .

cond () ПА P

Теоремата. показва, че числото Ha обусловеност отразява близостта Ha A

до необратима. матрица. В (т.е. такава, че det B = 0). Ние няма да доказваме

тук тази теорема. Ще покажем само, че

1 .{4-- ΞΒΙ
—_— за всяка В с detB=0.
сопа (Α) = Al

Hanc'mna, горното HEPABEHCTBO € еквивалентно с

1

!
(8) Ξ|4.-- ΒΙ.
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Тъй като det B = 0, то съществува ненулев вектор T такъв, че ΒΖ = д.

Тогава

lA-B| llzll > |42-в2|-|А+|

> П%?:ЧП (πο Jlema 1) .

Оттук следва (8), nonexe #| > 0.

Много oT числепите методи 38 решаване Ha линейни CHCTeMH се изразяват

в следното: матрицата А се преобразува в матрица С с по-специфична

структура (триъгълна, лентова, симетрична) и след това се решава. систе-

мата, съответстваща на C. Понякога тези преобразования могат да. доведат

до увеличаване на числото на обусловеност на A. (Матрицата А от добре

обусловена, може да се превърне в лошо обусловена. матрица.)

Да видим какво става например при симетризация на матрицата. Да

умножим двете страни на уравнението

Az - 5

с трансионираната на A. Получаваме АТ А = ATD. Това е една друга систе-

ма, еквивалентна. па старата, но вече със симетрична матрица С = АТА.

Нека |(А| < ... < |А| са модулите на собствените стойности на А. Да

приемем сега, че A е била симетрична. Тогава АТ А = A% и АЗ,...,А ca

собствените стойности na A2. Следователно

2

сопа (С) = (%) = [cond (Α)}2.

Ho една матрица има число на обусловеност 1 само ako е единичната

{c точност до множител). Следователно в общия случай (при А # ΕἸ

rond(A) > 1 u or (9) следва, че при прилагапе па операцията симетризация

върху симетрични матрици числото на обусловеност нараства. Това показва

(по цепрекъснатост), че симетризацията може πᾶ развали обусловеността па

A, папример, когато матрицата е близка A0 симетрична.



Глава 5

ПРЕСМЯТАНЕ НА СОБСТВЕНИ СТОЙНОСТИ НА МАТРИЦИ

Собствени стойности на матрицата А са онези числа A, при които

уравнението

AT = λὲ

HMa ненулево решение T. Тези ненулеви решения се наричат собствени век-

тори на А. Ясно e, че всяка матрица А с размерност п X п има точно п

собствени стойности, които Ca корените на алгебричното уравнение

РА) :-- det (A - АЕ) = 0.

Уравнението Р(А) = 0 се нарича тарактеристично уравнение на матрицата

А. Може да се покаже, че

D(A) < (-1)ЧА" - щ A" + oA 2 o + (<1)"ay,

където

я

σι = δ ̓ akk
k=1

a-' a.

ick | ki КК

Gii Qi а

o3 = Σ ̓ ак αῃ О
i<j<kiaki аку акк

o, = det A

3a намирането на коефициентите Ha Р(А) e необходимо да се пресметнат

2"--1 (= (})+--+(})) детерминанти. При големи n това е доста трудоемка

задача. Създадени са други, по-прости методи за построяване на характери-

стичния полином на дадена матрица А. След като е намерен полинома,

неговите нули (които са собствените стойности на А) се намират после по

известни вече числени методи.

Сега ще се занознаем с един стар универсален метод 38 построяване па

характеристичния полипом на дадена матрица.
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29. МЕТОД НА ДАНИЛЕВСКИ

Нека A = {a;;}] ;=1 8 дадената матрица. Heka

а P2 ... Pn-1 Ра

1 0 ... 0 0

Ре . : : :

0 0 ... 1 0

е съответстващата й подобна на нея матрица na Фробениус, т.е.

Ре С7АС,

където С е неособена матрица. Понеже подобните матрици имат едни Β ̓

същи характеристични уравнения, TO

det (A - АЕ) = det (P — АЕ) = 0(А).

Koraro характеристичното уравнение det (A — AE) = 0 e получено B Taxa

наречения нормален вид Ha Фробениус, T.e. във вида

PL—A P2 pP3 ... Pn
| 1 -А 0 ... 0

D) =| 0 1 -ὰ ... 0],

0 0 0 ... =)\

TO като pa3BHEM детерминанта по първия ред получаваме

РА) = (o1 -- NN = pa(= X" + pa(- A" +е + (1) ра

- (-Ι)π[λπ _ Pl/\n-l _mAn—2 .. "‘pn]-

И така, ako една матрица e BbB вид Ha Фробениус, TO нейният характери-

стичен полином може да се намери веднага. При метода на Данилевски

матрицата А се преобразува в подобна Ha нея матрица Р с помощта на п.- 1

преобразования на подобие, последователно преобразуващи редовете на А,

започвайки от последния.

Hexa си мислим, че с nomomra на п — Е преобразования на подобие сме

получили матрицата (да я означим пак с А)

a;1 @12 ... Gik-1 @1k ... Glp-1 Qln

A= |@1 Gk2 ... Gkk-1 Gkk ... Gkn-1 ак

0 0o ... 0 1 .. 0 0|’
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чиито Е + 1,...,п-ти ред съвпада с този на Р. Искаме К-тият ред

Гамо ... @rk—1 @k ... ἀκη] да добие вида [0 ... 10 ... 0].3a

тази цел правим следните преобразования:

1. При акк-л # 0, делим всички елементи ot (k -- 1)-вия стълб Η акк-а.

2. От 4--тия стълб изваждаме (k — 1)-вия, умножен с ακι, 1 # k — 1.

Като подложим Е на същите преобразования получаваме

1 0 0

0 1 0

My =
k ть-ад ТЕе ... κ η |’

0 0 1

където

1
Mp_ k-1 =

Gk k-1
ак |

Mg_3i = - " i# k-1,
Ak k-1

Да означим преобразуваната матрица ¢ Β. Съгласно казаното до cera. B =

АМ), и К-тият, ..., п-тият ред па В съвпадат с тези na . За елементите δῃ
#

па В памираме

bes i — ax k-1
ч 3 T Ckj

? ak k-1

а + Mg_1,j0i k-1, t=1,...,k, j=1,....k-2k,...,n

а k-1

Qk k-1
bik-1 = Qi k-1Mk-1k-1, 1=1,....k

Получената матрица B не e подобна на A. 3a да я преобразуваме B подобна

ще я умножим отляво с M ! Получаваме С = M 18 = ΜῈ 1 АМА.

Вижда се лесно, че

1 0 0

0 1 0

Mk“1 = ак Qg2 акп - k-1
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Наистина, проверява. се директно, че M 1М). = Ε.

Ot формулата С = M, ! B намираме изразите 38 елементите cji на Ο

! bji, Ξ κ-ὶ|ιCj,’

Ck—1, ακχθιι + ... + акайщ, i=1,...,n.

Вижда ce, че С uma същите редове ot k—1H 10 п--ти както Β. Продължаваме

преобразованието Ha Х - 1-вия, ..., 2-рия ред по същия пачин.

Ако ακ,κ- = 0 в матрицата, получена след п — К стъпки, то възможини

ca два случая:

а) Нека ay; # 0 38 някое ἐ < k — 1.

Тогава. заменяме местата na (k - 1)-вия и +-тия стълб. 38 да бъде пре-

образованието преобразование μ подобие, разместваме местата и на i-THHA

и (К - 1)-вия ред. Продължаваме по описаната по-горе процедура.

6) ак =0,i=1,...,k— 1. Тогава A има вида

ап ay k-1 | αγκ .. азп--3 ал

|
ак-ъд ак-ък- | Qk—1.k .. Ok—-1,n-1 ак-Ъп

А - А Д
0 .. 0 | ακκ Ν ακ,π--ἰ акп

0 0 | 1 . 0 0

: | :

0 0 | 0 1 0

D, | L

= | ---- ---|,
O | г .

където 122 е във вид на Фробениус. Но тогава

det (A — АЕ) = det (D — АЕ) det (D3 — AE).

Прилагаме метода на Данилевски 3a матрицата Р), KOATO € с по-малка

размерност.

Намиране на собствените вектори по метода на Данилевски.

Нека X е собствена стойност на А. Тогава А е собствена стойност и на по-

добната й матрица P. Ще намерим собствения вектор § = (yi,-..,Yn) на P,
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съответстващ па λ. Имаме Р = Ай, Te.

И-А p ... ῬΗ |
1 -А ... 0 Ν

: е. : =0.

0 0 ... =\
Yn

Оттук

(ρι =Ny + Р2у2 +... + Рауя = 0,

Ξ|1 ̓"λ3|2 = Oa

y2—Ayz = 0,

Yn-1—AYn = 0

Cucremara e хомогенна. Тя nMa безброй много решения, които са пропорци-

онални. Полагаме y,, = 1. От системата определяме

Yn1=A, ψ в Ау .. ще АПТ

Нека # е собственият вектор на A, отговарящ па собствената стойност Δ.

Понеже

м .. ΜΤΊΑΜι... Ма-19 = λῇ,

TO

и следователно

e собственият вектор на A, отговарящ на собствената стойност А.



30. МЕТОД НА ЯКОБИ

Методът на Якоби е итерационен метод 38 приближено намиране нпа

собствени стойности и собствени вектори на симетрични матрици. Той е

бил предложен от Якоби през 1846 г. Тук ние ще разгледаме само варианта,

отпасящ се до реалния случай, т.е. когато елементите на А са реални числа.

Най-напред ще припомним някои факти от линейната алгебра.

Лема 1. Всеки две подобни матрици имат едни и сещи характери-

стични полиноми.

Това твърдение беше вече доказано в Теорема 2 па лекция 24.

Да означим с & = (0,...,1,...,0), Х = 1,...,n, съответните базисни

вектори.

Лема 2. Нека D = ФШад|А,...,А), т.е. D e дивгонална матрица с

елементи по диагонала А;,...,Ап. Тогава Xy, ..., A, ca собствени стойности

на Р u {&}] ca свответните собствени вектори на Ὦ.

Доказателство. Найстинпа

det(D—AE)=(AM -.А)...(Ал - A).

Освен това, веднага се вижда, че D& = M8, k=1,...,n.

Тук (за удобство) с А” ще означаваме транспонираната матрица на A.

Матрицата Т се нарича ортогонална, ako ТТ" = E. Ясно e, че Τ ἷ = T’ при

ортогоналните матрици.

Да означим с 5(А) сферичната норма, а с Sp(A) - следата на матрицата

A= {a;;}: |
2

5(Α) : 4 57 145) ,
571

п

=1

Лема 3. Hexa Т e opmozonaana mampuya. Tozasa

S%(A) = 53(Т71 АТ).

С dpyeu dymu, преобразованието на nodobue с ортогонална матрица не

променя сферичната норма.

Доказателство. Ще използваме известните от линейната алгебра свой-

ства: (AB) = В/А!, Sp(AA’) = 53(А). Имаме

54(Т71АТ) = 52(Т"АТ)-5((ГАТУТ АТ)
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ф So(T'A'T Τ' ΑΤῚ = S,(T' A'AT)

5,(АТУ АТ) = S*(AT)

S*((ATY) = 52(ТА”)!

5.(("ΑΎΤ' Α") = S,(ATT'A")

- 5,(4А) = 52(4).

Cera ще изложим осповната идея, залегнала в метода. на Якоби. Нека A e

произволна. симетрична. матрица. Знаем от линейната алгебра, че А може да

се сведе чрез ортогонално подобно преобразование до диагонална матрица

D, т.е. съществува ортогонална матрица Т такава, че

Т”1АТ =D

или, което е същото,

T'AT = р.

Както знаем вече or Jlema 1, характеристичният полином не се променя

при това преобразование. Съгласно Лема 2, диагоналните елементи на D

ще бъдат собствените стойности на А. И така, задачата ще бъде решена,

ако намерим това преобразование Т.

Тъй като

п

S%(A) > Σ Ια,, 12 ( < само когато А e диагонална )
i=1

и S%(A) не се променя, съгласно Jlema 3, при подобно преобразование с

ортогонална матрица, то Т може да се търси така, че сумата от квадратите

на извъндиагопалните елементи на матрицата Т”АТ, при фиксирано A, да

достига своя абсолютен нулев мипимум или, което е същото, сумата от

квадратите на диагоналните елементи на Т”АТ да достига своя мЗжсимум,

равен η 52(А).

Методът на Якоби предлага един итерационен процес за минимизиране

на сумата на квадратите на извъндиагоналните елементи. Ha всяка. стъпка

се използва подобно преобразование с помощта на матрица ΟἹ вида

1 0

cosy ... —sing — i

Тъ) =
sing ... cosy - 4
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Тя се различава от единичната матрица. само по отбелязяните елементи ΟἹ

редовете i и j. Вижда. се веднага, че Т., () е ортогонална, т.е. Τ{ (φ) Ту (ф) =

Е.

Нека на (k — 1)-вата стъпка сме стигнали до някаква матрица А).. . На

следващата k-Ta стъпка. се прави преобразованието

А = Τί, ;, (o) Ак-а ΤΗ (ф)

При това параметрите ik, 7. И фу се избират така, че сумата OT квадратите

на извъндиагоналните елементи да се намали максимално. Това е идеята па

метода на Якоби.

Сега ще намерим в явен вид 15, ;, (2к).

Да означим с ару елементите на Ag_;. Нека

В - Ακ Туя (е)

По-долу ще изпускаме индекса К в означенията на параметрите ik, jx И χ.

Имаме

1 0

cosyp ... —sing ε. #

В - А : :

sinp ... со05ф « 1

0 1

1 0

cosy ... ηφ

C= B

—sing ... cosy

0 1

3a елементите {δρῳ} и с) на B и С получаваме

Вbpq ащ при 4ή 1],

(1) bpi ам COS ᾧ + ap; sin φ,
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bpj = —apising + ару со085ф,

сщ = Рщ при p#i,j

(2) Cig il Б cos Φ + δηᾳ sin φ,

сщ = —bigsing + b;qcos φ.

Да означим

62 = ΣΙΟΜΡ’
pP#q

42 = Zlamlz)
P#q

т.е. TOBa е H3CJIeiBaHaTa CyMa Ha преобразуваната. и cTapara матрица. Да за-

бележим, че при направеното преобразование се изменят само елементите OT

i-THS и 7-тия ред и стълб. Като вземем предвид, че А) т и С са симетрични,

получаваме

#.. + T + 5е
«а ре

- Ущ а) 3 9 + 0)
453 ре

+ 26 -- За.

Но съгласно формулите (1) и (2), при 4 # i, j, имаме

C?q + ch = (bigcos + bjgsin φ) + (=bigsinp + bjq сов )?

Ι (aigcos ф + ajgsin ф) + (—aigsin + ajq cos ф)

ш2 2
= i+ ajq .

Аналогично, при р # 1, j,

32 g2

се = +

= (ар с05р + ap; зицр)? + (—apisinp + ар; cos ф)?

— 2 2
= api + apj.

Освен ToBa

2¢ = 2[bsjcosp + ὃ}} 5ῖμ φ]2
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2((—ay; sin ¢ + 4у cos ) cos ῳ + (—aj; sin + а cos ) sin ]

1 .
5[-:1,-,- sin 2у + 2a;;5 cos 2 + а;; 5щ 2φ]2

= —12—[— (α:ς — aj5) sin З + За;; cos 20)2.

Следователно,

(3) 6% -а2- 20.,2„- + -;.[-(щд - ajj) 8in Зу + 2a;; cos 2<p]2

Очевидно 62 е минимално при тази трансформация, AKO

(4) 4,5 ¢ laij] = max{lapg| : р #9)

и

(5) -(ац — а) sin 2 + 2a;; cos 2φ = 0.

Ot (4) определяме индексите ἐκ и 7. на трансформацията Т (фь) . ἃ οὐ (5)

определяме φκ. :

Получаваме

tan2p = енне ене =: 3,

ац — а)

Оттук ф = ξ arctan s и следователно

К „ arctans
siny = 81π

2

arctan s
CoS = 608 2 .

Karo използваме известните връзки

а 1—-cosan = + /_______’
sm2 5

а 1+ соза

въ = EF
1

1+s

. . 1 —cosarctans
5 ра = sign s‘/-——————z——-—

I| cos(arctan )|
b

получаваме
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= μοπ ο{ ἴ {| 1 2
= gign s 5 ------1+82 ;

/1+cosarctans

2

1

1 1 3
(I{2( 1+ 82

B такъв вид формулите ca по-удобни 38 програмиране.

Cera ще покажем, че описаният процес е с ходящ.

Наистина, от равенството (3), приложено за (k + 1)-вата стъпка при

съответни параметри i, к И 2. получаваме

2 2 2
(6) Ok+1 = Ok — 205, ;, -

ИCOS ф

И

Но αἰκ κ е максималният по модул уизвъидиагопешен елемент на А).. Следо-

вателно
0.2

2 5 __ Tk
к = π(π, - 1)

Оттук и ΟἹ (6) crurame до оценката

2 2 σἓ 2 2
см S σὰ τ τ -ἢ εἰ Т)

2 2 2
< «а(1- се) <

o 2 k+1

< 06‘(1—-————-———71(”_1)) .

Ot това перавенство следва, че σ,ἷ +1 7? 0 при k — оо, което значи, че А)

клони към диагоналпа матрица. Да я означим с D. Следователно при големи

Ε А) = Р и диагоналпите елементи на κ ca приближения na собствениге

стойности па A, а стълбовете на матрицата

а

k-1

Ty = П Tihjz
=0

представляват приближени собствени вектори na A. Наистина, ἐκ = &, e

приближение na собствения вектор na Ay = T 1 АТ, . Оттук

ATka < /\kal—k.

Следователно Τκῖς ( =~ К-тия стълб на Ty ) e приближение na собствения

вектор на A, съответстващ на Ag.



Главаб

ЗАДАЧИ ЗА ДОМАШНА PABOTA

1. Напишете полинпома p(x) от 75, който удовлетворява интерпола-

ционните условия p(—1) = p(0) = p(2) = p(3) = p(5) = 0, p(4) = 40.

2. Heka zp < --- < . ι w(z) := (Е - σρ) - (Е — ). Покажете, че

1 п

_):é—xk

като КОЗфИЦИСНТИТЕ в това разложение се определят по формулата

1

W'(z)’
k=0,...,n.

3. Да се докаже тъждеството

п

> (@ - а) еАК(е) = (—1)"w(2),
k=0

където Ig,. .., Ty са различни точки, ш(Е) = (z — χρ} (T - #) и

w(z)

4. Heka a и b ca дадени различни числа. Пресметнете детерминантата.

T r—a T—0a -+ T—a

ῳ --ὖ т T—-a -+ T—a

z—b z-b T .. T —a

z—b z-b z-b . T

5. Hexa полиномът P(z) = αρ + αγα + + a,z" приема цели стойности

B n+ 1 последователни цели числа. Докажете, че числата nlag, k=0,...,n,

ca цели.

6. Нека P,(z) e полином ΟἹ степен < п, който удовлетворява интерпо-

лационните условия:

Р.(2;) =0 за j=0,...k; Р.(4;)-1 за j=k+1,...,n
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Намерете знака na коефициента пред z" в P,(z).

7. Нека то 1 <е < тл И

w(z)
w(z) :ΞΞ (# — o) - (x — 2а).

Докажете, че

ἐ,κ( ) + ФРаж+1(Е) 2 1 38 те ( Tpy)-

8. Изведете интерполационната формула на Лагранж с възли - нулите

na полинома na Чебишов Ту (x):

9. Нека w(z) :-- (« - 21) (а —zn), v(x) ;== (# - t1) - - (T -- Ва-1) и пека

точките («к ) и (5,)171 се преплитат, т.е.

τ « ἐ « τ <l < « ἐμ-" < Tp.

Покажете, че w'(z)v(r) -- w(z)v'(z) > 0 38 всяко +.

10. Покажете, че при f(x) = cosz и възли z9 = 0, 1 = 7/2, 1 = п,

грешката при иптерполиране в интервала [0, 7] е по-малка or 0.7, т.е.

|[f(z) - Га(Д;т)| < 0./7 38 всяко т € [0, 7).

11. Нека 2771 а),...,ац са коефициентите на полинома на Чебитов

Та(«), т.е.

Τι(α) 2 9714 ῆ 1 . - ap_1z Ἔ ay.

Намерете a,,_1.

12. Покажете, че T,(x) e четна функция UPH четно п и HEUETHA, при

печетно п.

13. Докажете, че Т.„(Т.(«)) = Та(«) 32 всички цели неотрицателни

числа т и п.

14. Нека ξ;, 4 = 1,...,n, са нулите на полинома на Чебишов Ту.(+).

Покажете, че
по.

Л-е.
Т() = (1) i=1,...,n
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15. Нека ξ;, 4 = 1,...,n, са нулите на полинома ΗὮ Чебишов Τ,(α).

Покажете, че 6) - - - - + &, = 0.

16. Нека P(r) е произволен полином, който удовлетворява условието

«1._tmax, [P(z)] <1

Докажете, че при всяко реално ἐ, 3a което || > 1, имаме |Р(4)| < [T (2)].

17. Покажете, че [T} (z)| < п2 за всяко + € |--1, .

Употване: Покажете първо, че

sinné

sin ’
Τ, (α) =n където + = со80д.

18. Докажете тъждеството

n*(1 -- T(z)) = (1 - 2)[T} ()]

19. Докажете, че

Τ, (1) = ἔ (:1:+ Va2~ 1)n+ (:с- 12 — l)n}.

Упътване: Използвайте, че cosnf = -ξ-(εἰ"θ +е79),

20. Като изцолзвате интерполационната формула ᾶ Нютон с разделени

разлики, намерете полинома. р(т), който интерполира функцията /(+«) =

V@ + За2 - « + 2 в точките 0,1 и 4.

21. Нека f(z) = Ξἓἱῖ Докажете, че

Ло,,2,. ..) = L

22. Нека f(t) = е“. Покажете, че |f[0,1,...,n]| < 2".

23. Нека f(z) =sinz α 0 < т0 <1 < - < х < . Покажете, че

(—l)nf[:l'g, .. ,122„] > 0.

24. Hexa f(z) = =". Jlokaxere, че

Деъ .o zp) =21+ -+ Ἔ 4.
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25. Нека w(r) :Ξ- (z —z1) - ( - 2а) f(z) :е (@ —t1) (T - ) и

2 <.е < Tp, by <. < ty. Докажете, че

п. !(171:) B n й

gw,m) -—g(mk ).

26. Hexka zg,...,T, ca различни точки и w(z) := (T -- ρ)} - (T — ). Да

се докаже PABEHCTBOTO

Д

, . ῳ (“ )
nk(mk‘) - 2&)’(.’12];) .

27. Докажете, че

n+1 Μ n

ΐΞΗ) (ь-1)(2+1с) =nl.

28. Представете paspenenara разлика. f[0,0,1,1] във вида

f10,0,1,1] = Ao f(0) + А1 /0) + Bof (1) + By f'(1).

Hamepere коефициептите Ag, Ay, By, B;.

29. Heka то < - - <z mv(z) := (« — z1) - - - (T — zy,). Покажете, че

1 й 1

v(fto)v[xo’ el = (σο -- “1}" (o — k)

30. Нека F'(z) = f(z). Докажете, че

n

ΣΡ[:ΕΟ)- .. ΚΟ Хк Thy Thil,y - - - ;xn] = Π-ἜΟ,- .. ,Ἔπ]-

31. Hexa f(z) e произволна непрекъсната функция Β [0, 1) и F/(z) = #(«).

Докажете, че при всеки избор Ha точките Tg < #1 < -+ < жа B [0, 1],

1

Flzo, ... zn < /о £ о(0),... za(t)] dt,

където Ti(t) :-- ξ + (ἀκ — 6)4, k= 0,... , n.
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Ynemeane: Покажете, че интегралът I(f) в дясната страна e линейпа

комбинация от вида

17) - В.Е(6) + Σ Ax- Е(ак)
Ξοῦ

която удовлетворява условията Д(1”) = Oy 1. Тези условия определят

разделената. разлика. еднозначно.

32. Докажете, че разделената разлика на / с възли - екстремалните

точки на полинома на Чебишов Ту (т) в |--3, :

L
5 :=cos-—7;-, J=0,...,n,

се представя BbB вида

n—1

ю) = [SD 1) ἘΣ ὨΣ () + 5700 .
21

33. Нека то < --- < та. Докажете, че при дадено &, т < Е < I,

съществува положително число а - такова, че

f{mfla"':xn] = α!ἶΐἳο,---,ΐὓπ-υξ} +(1 -а)][ть--чшпгб]-

34. Нека то < 73 < --- < z,. Докажете, че при дадепо m, 0 < т < n,

CLUIECTBYBAT положителни числа O, .. .,амл-1 TAKHBA, че O] + - Qpoy # 1

и 3a всяка функция f, определена B тези точки, имаме

n—1

Лео, Ty я) δ . 0 Даул 25, Tj4]-
i=1

35. Нека f(zo,...,z,] = 0 при Bcekn избор па различните точки (е .

Да се докаже, че фуинкцията. / е алгебричен полином от степен п - 1.

Упътване: Нека Р.-1 е интерполационният полином 38 / с възли #« ζζἆ.

По формулата на Нютон, 38 всяко Σ различно от фиксиранпите възли, Ἅ

Ле) -- Р.-а(Е) = flzo,- -y Ха-а, 2|(Е - 20) - -- (T - Фа-а) < 0.

36. (Н. Обрешков). Нека «а < 21 < -+ < T, и / има пепрекъснати

производни 10 (n + 1)-вата. в (+то, Z,). Докажете, че

(п) т и (n+1)

n! (n+ 1)
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38 някаква точка Е € (g, Tn).

37. Нека ад,ад,...,ал+1) са произволни числа, които удовлетворяват

условията. Gy = ап.т = 0, |ак+л -- Зак + ак-1|< 1, Е -- 1,...,п. Да се докаже,

че

ἰακ! < k(n+1-k)/2, k=1,...,n.

Ynsmeane: Покажете, че B редиците κ — b и ак + by, където by =

Е(п. + 1 - К)/2, няма смяна. на зпака.

38. Нека / e пепрекъсната функция в (а, 6), която удовлетворява усло-

вията f(a) = f(b) - О и

[f(z—h) -- 2[( + Х(е + в)| <1

38 всяко т и Л > 0 такива, че + - h,z + h € [a,b]. Докажете, че |f(z)| < 1 38

всяко + Ε (a,b).

39. Некаа < Би fo,90, f1,91,. ., Л а са дадени числа. Да се докаже, че

съществува единствен полином Р € π2η.εΕ1, който удовлетворява. интернола-

ционните условия

P(2k)(a) = fi, P(2k)(b) =gr, k=0,1,...,n.

40. Karo използвате интерполационната формула на Нютон с разделени

разлики, намерете полином Р Ε 74, който удовлетворява интерполационните

условия:

P(0)=P(0)=0, Р(1)-1, P(1)=2, Р(2)-4.

41. Нека

hj(z) == (1 - Μ((ζ:))(α: - а:,)) Zf,j(:v), j=0,...,n.

Hoxaxere, че 575 0 hj(z) = 1.

42. Heka χ < --- < z,. Да означим ¢ D(zy,... , га ) детерминантата. на

системата

ав + 01Tk + AT} +е + ἀγᾳ. ταῦπτὶ = fy

{ao + a1z + аза2 + -+ agn-17°"~ 1} |lz=z), = Х
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за К Ξ 1,2,...,п. Докажете, че

D(xy,...,zp) = ZH(xj —z;)4
i<j

Ynameane: Нека w(x) :-- ( — ἃ1) - (Е - 2) и

w?(z)
Tr—xy,

=by+bz+---+ bzn—2$2""2 4 а1η(1) =

Добавете към последния стълб на детерминаптата D всички останали, умнпо-
жени съответно с by, by, ..., bs,_o. Тогава последния стълб ще добие вида
[0,....,0, 2и(та 4 (та” и формулата следва по индукция.

43. Покажете, че полинпомът

J= 1::0

T (е-а" аБ 3 /а - /Ъ- аА
+ ].Σ:ξΒ’ 7:{Ὁ -- α)π } Ξ“ζ i b—a

удовлетворява иптерполационните условия

PP)=4;, j=0,1,...,n; РО9(ф)- #В) j=0,1,...,m

44. Докажете, че функциите 1,cos ,cos 2z, . . ., cosnz образуват система

на Чебишов в ипнтервала. [0, 7).

45. Докажете, че функциите 1, 2, „/, #2 образуват система на Чебишов
в интервала (1, 2).

46. Heka v(z) e непрекъсната функция и v(z) > () 38 всяко + € [0, 1). Да

се докаже, че функциите

v(z), zv(z), «Ξυ(α), ..., zTMv(z)

образуват cucrema na Чебишов Β [0, 1).

47. Heka x5 = -2-31"‘7"1-, К =0,1,...,2n. Напишете формулата 38 тригоно-
метричния полином A;(Z) от ред п, който удовлетворява. интерполационните

условия А() = ὄκ) за Е -- 0,...,2п.

48. Докажете, че

-- cos(n + 3) + cos(z/2)
51ὴ Ζ + 5щ 25 - - τ " + βίη τ = 2sin(z/2)
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49. Докажете, че ако матрицата A = {a;;} има доминиращ ΓΠΆΒΘΙΙ

диагонал, то detA # 0.

50. Докажете, че отсечените степенни функции

са линейно независими B (T, 00) при т6 < а1 < Ty UM <.

51. Нека я

8(1) :-- ат + 65 + Σ ez -- :ι:;ς)’ζ1
k=1

e сплайн-функциата OT първа степен с възли #4 < -+ < Tp, която удовле-

творява интерполационните условия s(zx) = Л(1), К = 0,1,...,п. Намерете

коефициентите a,b,cy,. .., сл на силайна.

52. Намерете естествения кубичен сплайн s(zx), който удовлетворява

интериолационните условия: s(—1) =0, #(0) =1, s(1) =0.

53. Нека функцията / има непрекъспати производии до 2n-TaTa вклю-

чително B (а, 5) и Р е полином от степен 2п - 1, който удовлетворява интер-

полациопните условия

P®(a) = /а) Р“ ) - /99(6) за Е-0,1....,п-1.

Докажете, че

b b

/ [P }}} dx < / () ах.

Употване: Покажете първо, че

/ b{f ") (z) — ΡΟῦ (« P (z) dx = 0.

54. Изчислете B(0,1,2,3;t) за # = 1.

55. Нека τὸ < #1) < -+ < x,. Jlokaxere, τ B(zg,...,z,;t) =03at < «о.

56. Знаем, че B(1,2,3,4;t) съвпада с полином p(t) от cremen 2 ΠΡΗ͂

2 < Е < 3. Намерете TO3H полином.

57. Некаа < то < .. < 2. < b. Докажете, че

ь 1
/ B(zg,...,zpt)dt = -.
а г
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Упътване: Използвайте, че ̓

(« -- “0}" =7 / -ttt

58. Heka a < ἃρ < --- < zr < b. Jokaxere, че

b

/а tB(:EQ, .. ,:L'r;t)dt = m(fro ФЕе :E,-).

59. Докажете връзката

ἐ-- еи
В(то,....у:Е) = - Β (:ro,...,:x:r;t)+B(z0,...,m,_1;t).

Vnameane: По правилото на Лайбииц-Попович,

В(тао,... ЕЕ) = (T - t)’;"l{:rg, айе (( = ἐ),α -- 1)2“2)[:80, ..)

= (α, -- Б(а - " "[zo.. .. 2.) + (Е — t):fz{:rg, ey Tt

60. Докажете, че |х| = maxi<k<n [Tk е порма.

61. Докажете, че р :-- тахо«к«н lak| определя норма в пространството

n

Кπῃ 1= 4 ρ() = Zakx : (ag, . ..,a,) € К
k=0

62. Hexa X ¢ ироизволно липейно пормирано пространство. Докажете.

че единичното кълбо В :-- {x : {{π| < 1) e изпъкпало множество.

63. Нека 1o < 71 < --- < тл са произволпи фиксирани точки. Докажете,

че простраплството 7y, от алгебрични полипоми OT степепн п може да се пор-

мира 10 следния пачин:

Ш < jmax. (9(«).

64. Докажете, че ако функцията f(r) е четна, т.е. Да) = f (—z) за

т6 [~1,1], то и полиномът Р(т) € πῃ на най-добро равпомерно приближепие

ua f в |--1, | e четен.

65. Намерете полипома р от степен 4 па пай-добро равномерно прибли-

женпие в |0, 2я | за функцията f(r) = sin3r.

66. Намерете полинпома от cretien 2 на най-добро равпомерно прибли-

жение в (|--1, 1| за функцията () = 2%z,
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67. Нека т < #.. < Хау са точки на алтернанс за непрекъспата в

[a,b] функция /. Покажете, че за най-доброто приближение Εκ(ῇ на Г с
алгебрични полиноми от степен п имаме:

Ν f[mo,...,$n+1}BN = а

където 8 € произволна функция, удовлетворяваща. YCIOBHETO 5(«) = (—1)¥,

k=0,...,n+1.

68. (H. Обрешков). Heka функциите f и g имат непрекъснати производни
до (n+1) -вата включително в (а, 5) иа < + < --- < Tp+1 < b са произволни
точки. Тогава съществува точка £ € (a,b) такава, че

Π gHD(E)’

69. (C. H. Бернщайн). Нека функциите f и g имат непрекъснати произ-
водни до (n+1)-BaTa включително B (а, b] и удовлетворяват там неравенството
0 < fir+l(g) < gt (z). Докажете, че Torasa 3a най-добрите им прибли-
жения в [a,b] имаме Εμ( ) < Ε,(9)..

70. Покажете директно, че

Orélza%cllf(:r)——Bn(f;x){ - 0 npun— oo

при f(t) = #.

Упътване: 3a да намерите В (/; т) приложете 3 пъти оператора. ξᾗξ към

тъждеството

п - ПА k n-kἜ =(p+4q) k§=0: (κ)” 4

и слажете р = T, ¢ = 1 — T в полученото равенство.

71. Hexa f(z) - 0 за0 < « < 1972 ὶ Х/(а) - « --  ̓1.}2 за 1/2 < « < 1.
Напишете В4(/; т) и покажете, че By(f;z) > f(z) в [0, 1].

72. Докажете, че коефициентът пред #” в полинома на Бернщайц
В.(; +) е равен на нула за всяко / € π,..1.

73. Покажете, че В,(е5; +) = 4(еМм" — 1)z]TM. Оттук докажете директно,
че В,(е“; т) клони равномерно в (0, 1) към е“ при п --Ὁ 00.
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74. Нека L.(t) = а ” +-.-, аг > 0, е полиномът на Льожандър (т.е.

полиномът OT степен г с водещ коефициент аг , който е ортогонален в [—1,1]

с тегло 1 на всеки полином от степен т — 1). Докажете, че функцията

flz) = / (@ — )¢ VL ( dt

не си сменя 3Haka B (—1,1) и намерете този 3HaK.

75. Докажете, че системата от полиноми 1,z,2%,... не може да бъде

ортогонална. система в |--1, 1] при никакво тегло μά:).

76. Като използвате, че полиномът на Чебишов T,(x) e ΟΡΤΟΓΟΠΆΠΘΗ в

[--1,1] с тегло 1,ν] -- 22 на всеки полином ΟἹ степен < Π -- 1, докажете, че

1 ТЗ(Щ)

-ъМ - :ι:Ξ

58 всеки полипом @ ΟἹ степен < ἢ — 1.

ння Ο(«) 4 =

77. Нека ὕ.,.(5) = T}, (z). Докажете, че

/1 м1-2#2И(2)0(+) 4т =0
- 1 Ν

38 всеки полином Ὁ OT Π,.-.1.

78. (Формула на Кристофел-Дарбу). Нека { P, ) e редица от ортогонални

полиноми - такива, че

P,(x) = anzTM + полином or πη,.--1, an>0, (В.,Р.)-1.

Torasa
n ф P Ρ - P, P,

Σ Р)Р) = < Въ (а)Ра() - Ръ) РА)

79. Нека в линейното пространство Н е определено скаларно произве-

дение (+, 1) и σι,...0 ῃ са дадени елементи ΟἹ Н. Намерете елемента + от

вида T = α11χ + + апФн, където {ακ} са реални числа, който минимизира

израза

|« -- аА + - + |е — а .

80. Нека P, e полиномът на Льожандър от cTenen Τ, удовлетворяващ

условието РА(1) = 1. Пресметпете интеграла ]11 Р2(+)ат.
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81. Нека функцията f(z) e непрекъснпата B [—1,1] и р(т) e полиномът

на най-добро средноквадратично приближение за / от степен п Β |--1, 1 с

тегло 1. Докажете, че разликата f(z) - p(z) има поне една смяна Ha знака

в (-1,1) или / - р.

82. Намерете приближение па таблицата.

с полином р от първа степен N0 метода на пай-малките квадрати.

83. Нека т) = то + kh. k = 0,1,2. Намерете приближение на / (+то) or

вида

f'(flfn)_z af(zo) + Bf(z1) +f(z2)

110 метода на неопределените коефициенти.

84. Нека / (+«) > 0 B [a,b]. Докажете, че

b

150 -0 < | fayae < ἔΘ g )

1 185. Пресметнете fo 14z dr no квадратурната формула na Симисън.

Докажете, че грешката e no-manka or 0.01.

86. Heka &;,...,&, ca нулите na полинома na Чебишов T, (). Покажете,

че квадратурната формула

1 1 T
/_lfif(ifl)d-’c ᾗζἵ(ξκ)

има АСТ = 2n -- 1.

87. Нека -1 =19 < т < 1 < т = 1 ca екстремалните точки па

полинома na Чебишов Ty, () в |--1, 1]. Покажете, че квадратурната формула

T
1 1 1 n—1 1

/1 аЕ) ае o (gf(—l) + Ξ!(ηκ) + 5!(1))

има АСТ = 2п — 1.

88. Намерете коефициентите By и By B квадратурната формула па

Лобато Β |--1, 1| с тегло u(x) = 1.
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Отговор: В) = By = ETfiz(n_HT

89. Heka P,(x) = apzTM + -+ e полипом, ортогонален Β [—1,1] с тегло

() на всички полиноми OT степен < п и такъв, че ΠΙ щЕ)Р2(+«) ἀὰ = 1.

Нека.
1 

n

/~ μ(α) [() 4α = 3 bef(te)
1 

k=0

e квадратурната формула на Jlobaro. Torasa 38 Bcekn полином f € т e

изпълнено PABEHCTBOTO

k=0

където

се [ιτοὶ [ ааа С НА а
an _l

90. Нека квадратурната формула

ь п

[ @)tz 3 ак)
а k=1

има алгебрическа creneH Ha точност 2n — 1. Дали cbmecTByBa поне един

полином OT степен точно 27, 38 който тя да e точна ?

91. Нека квадратурната формула

b n

| μ )ὲ Bi@)+ З ак)
k=1

има алгебрическа. степен Ha точност 2n. Докажете, че B > 0.

92. Нека.
ь п

| μ )ά « Y ак)
а k=1

e квадратурната формула на Гаус и w(z) := (z — 1) -+ - ( — z). Докажете,

че полиномите ὡκ() :-- w(z)/(z — 2ж), Е = 1,...,7n, са ортогонални един Ha

друг B (а, | с тегло u(z).

93. Докажете, че

1 п

[ f@ds= У ак)
-1 k=1
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е квадратурната формула. на Гаус тогава и само тогава, когато

1 1

:ЕЯ/ wk(x)d:1:=/ "wi(z)dz, Yk=1,...,n
-1 -1

Tyk w(z) :ΞΞ (ὦ - 21) (Е — Фа), wi(x) : w(z)/(x — T1).

94. Heka 1 А

| ае xS anf(a) = 94(
" k=1

e квадратурната формула Ha Гаус. Докажете, че за всяка непрекъснпата B

|--1, | функция имаме |

| 1
lim Qu(n) = [ Π -

95. (Л. Чакалов). Нека

b n

| i@z~ Σ s
а k=1

e квадратурната формула на Гаус. Ако P € πῶ,..-1 Η f: p(z)P(z)dr = 0,
докажете че P има. поне една нула в интервала (i, T,).

96. Нека —1 =19 « ἢ <--- <t, =1 и квадратурпата формула

1 n

| )ά ~ δ (0)
-1 756

има АСТ = 2n — 1. Нека

b n

| [() 4 =Y axflae)
а k=1

e квадратурната формула. на Гаус. Докажете, че

1 π-- 1 n

/ ( -- 12) П(:г - t,-)2 аг > / Π(τ - х) dx.
-1 11 7 ееа

97. При условията от предишната задача. покажете, че

Σ υ ὴ - Y ак («к)
k=1=0
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съвпада с раздейената разлика Ha / в точките 11,..., а б0, а а С точ-

ност до постоянен множител. Докажете, че точките {zx} и (4;) се преплитат,

те. ἔρ « σ“1 « ἢ <z < < а <.

98. Докажете, че равенството

ЦПА = mg?Xlaijl,

където максимумът € 1o всички 3,5 : 1 <1< n, 1 <35 < n, определя

матрична HOPMa B пространството OT BCHUKH матрици п X п.

99. Нека Е e единичната матрица. Докажете, че |Е| > 1 3a всяка

матрична. норма. и

100. Покажете, че за всяка матрична норма | - | може да се намери

векторна норма μί"), която е съгласувана с матричпната.

Употване: Например, p(x) :-- |Х|), където матрицата X има 38 първи

стълб елементите на х, а останалите стълбове па Х са нулеви.

101. Докажете, че уравнението 134-1--27 = ( има единствен положителен

корен ξ. Намерете иптервал (а, b], който съдържа ξ и постройте подходящ

итерационен процес Ty = ф(Ет) (т.е. памерете p(x)) така, че процесът да

е сходящ със CKOPOCT па геометрична прогресия при всяко начално прибли-

жепие +ао от (а, .

102. Постройте итерационен метод 3a пресмятане нпна “Б чрез решаване

па уравиението 2 - 5 = 0.

103. Нека ха := (1,1, —1). Hamepere първото приближение

ь ) ἃза = ааа)

па решенисто па системата

а + т + т =1

21 - &Iy =

2.’1:1 Ἔ Ὧ -+ T3 =

по метода Ha простата итерация.
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