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За всеки случай проверете дали няма по-нова ревизия

1. Теория

Някои твърдения и доказателства са заимствани от Knapp, Basic Algebra и Роячки,
Разписани лекции по висша алгебра.

1.1. Анотация

Изложената анотацията е взета от Конспект за ДИ за спец. статистика.

1. Определение за симетричен оператор и матрица на симетричен оператор.

2. Всички характеристични корени на симетричен оператор са реални числа.

3. Всеки два вектора, съответстващи на различни собствени стойности, са ортого-
нални.

4. Съществува ортонормиран базис на пространството, в който матрицата на си-
метричен оператор е диагонална.

1.2. Основни понятия

Нека 𝑉𝑛 е фиксирано 𝑛-мерно евклидово пространство над полето ℝ, т.е. ℝ-линейно
пространство снабдено със скаларно произведение ⟨⋅, ⋅⟩.

Определение 1.

1. Линейният оператор 𝐿 ∶ 𝑉𝑛 → 𝑉𝑛 наричаме симетричен, ако за произволен
вектор 𝑥 ∈ 𝑉𝑛 е изпълнено равенството

⟨𝑥, 𝐿(𝑥)⟩ = ⟨𝐿(𝑥), 𝑥⟩.
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2. Квадратната матрица 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 наричаме симетрична, ако 𝐴 = 𝐴𝑇.

Теорема 2. Симетричните оператори имат симетрични матрици.

Доказателство. Нека 𝑒1,… , 𝑒𝑛 е (нареден) ортонормиран базис на 𝑉𝑛, нека 𝐿 ∶ 𝑉𝑛 → 𝑉𝑛
е линеен оператор и нека 𝐴 = (𝑎)𝑖,𝑗 е матрицата на 𝐿 спрямо 𝑒1,… , 𝑒𝑛.
Да отбележим първо, че действието на оператора върху произволен вектор се опре-

деля напълно от действието му върху базисните вектори.
За произволни базисни вектори 𝑒𝑖 и 𝑒𝑗 имаме

⟨𝑒𝑖, 𝐿(𝑒𝑗)⟩ = ⟨𝑒𝑖,
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑗𝑒𝑘⟩ =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑗⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑘⟩ =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑗𝛿𝑖,𝑘 = 𝑎𝑖,𝑗.

Доказателство на достатъчност. Ако операторът 𝐿 е симетричен, за произволни
базисни вектори получаваме

𝑎𝑖,𝑗 = ⟨𝑒𝑖, 𝐿(𝑒𝑗)⟩ = ⟨𝐿(𝑒𝑖), 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑗, 𝐿(𝑒𝑖)⟩ = 𝑎𝑗,𝑖.

Следователно матрицата 𝐴 е симетрична.

Доказателство на необходимост. Обратно, ако матрицата 𝐴 е симетрична, за произ-
волни базисни вектори получаваме

⟨𝑒𝑖, 𝐿(𝑒𝑗)⟩ = 𝑎𝑖,𝑗 = 𝑎𝑗,𝑖 = ⟨𝑒𝑗, 𝐿(𝑒𝑖)⟩ = ⟨𝐿(𝑒𝑖), 𝑒𝑗⟩.

Следователно операторът 𝐿 е симетричен.

1.3. Собствени стойности на симетрични оператори

Тъй като в общия случай корените на характеристичния полином на линеен опера-
тор могат да не бъдат реални числа, ще работим с по-базови понятия от собствени
стойности и собствени вектори, тъй като не разполагаме с необходимия апарат за
комплексни линейни пространства. В частност, „имитираме“ комплексно скаларно
произведение.

Теорема 3. Корените на характеристичния полином det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛) на симетрична
матрица 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 са реални числа.

Доказателство. Нека 𝜆 ∈ ℂ е корен на характеристичния полином det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛). Ще
покажем, че 𝜆 ∈ ℝ.
Тъй като det(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛) = 0, матрицата 𝐴 − 𝜆𝐼𝑛 има нетривиално ядро и значи същест-

вува ненулев комплексен вектор 𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ ℂ𝑛, такъв че

(𝐴 − 𝜆𝐼𝑛)𝑥 = 𝑥,

което е еквивалентно на равенството

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥
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и на системата 𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑗 = 𝜆𝑥𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛.

За фиксирано 𝑖 умножаваме двете страни на равенството с комплексно спрегнатото
𝑥𝑖 на 𝑥𝑖 и сумираме по 𝑖, за да получим

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑗 = 𝜆𝑥𝑖 ∣ ⋅ 𝑥𝑖

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝜆𝑥𝑖𝑥𝑖 = 𝜆|𝑥𝑖|2 ∣
𝑛
∑
𝑖=1

⋅

𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝜆
𝑛
∑
𝑖=1
|𝑥𝑖|2.

Поради симетричността на матрицата 𝐴 е изпълнено

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝑎𝑗,𝑖𝑥𝑖𝑥𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛,

следователно

𝜆
𝑛
∑
𝑖=1
|𝑥𝑖|2 =

𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 =

=
𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 =

=
𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗,𝑖𝑥𝑗𝑥𝑖 =

=
𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 =

= 𝜆
𝑛
∑
𝑖=1
|𝑥𝑖|2.

Тъй като∑𝑛
𝑖=1|𝑥𝑖|

2 > 0, получаваме, че 𝜆 = 𝜆 и 𝜆 ∈ ℝ.

Следствие 4. Симетричните операторинад𝑉𝑛 имат𝑛 собствени стойности, броейки
кратностите.

1.4. Спектрална теорема

Теорема 5 (Спектрална теорема). Собствените вектори на симетричен оператор
над 𝑉𝑛 образуват ортонормиран базис във 𝑉𝑛.
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Доказателство. Ще докажем теоремата с индукция по 𝑛. За 𝑛 = 1 линейните опе-
ратори са умножение с число, следователно всеки линеен оператор 𝐿 ∶ 𝑉1 → 𝑉1 е
симетричен и има за собствен вектор числото 1.
Нека 𝑛 > 1. Допускаме, че теоремата е вярна за всички линейни пространства над ℝ

с размерност < 𝑛.
Нека 𝐿 ∶ 𝑉𝑛 → 𝑉𝑛 е симетричен оператор, 𝜆 е собствена стойност на 𝐿 и 𝑣 е съответния

собствен вектор. Разглеждаме ортогоналното допълнение 𝑈 на span{𝑣}, т.е.

𝑈 = {𝑢 ∈ 𝑉𝑛 ∣ ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0}.

Множествата span{𝑣} и 𝑈 не се пресичат, директната им сума е цялото пространство
𝑉𝑛 и span{𝑣} е едномерно линейно подпространство на 𝑉𝑛, следователно𝑈 е 𝑛−1-мерно
подпространство.
Ще покажем, че подпространството 𝑈 е инвариантно относно 𝐿, т.е. 𝐿(𝑈) ⊆ 𝑈. За

произволен вектор 𝑢 ∈ 𝑈 имаме

⟨𝐿(𝑢), 𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝐿(𝑣)⟩ = ⟨𝑢, 𝜆𝑣⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0.

Следователно ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0 и 𝐿(𝑢) ∈ 𝑈.
Прилагаме индуктивната хипотеза към рестрикцията 𝐿𝑈 на оператора 𝐿 върху 𝑈 и

получаваме ортонормиран базис 𝑒1,… , 𝑒𝑛−1 на 𝑈 от собствени вектори на 𝐿. Всички те
са ортогонални на 𝑣 като елементи на 𝑈, следователно системата вектори 𝑒1,… , 𝑒𝑛−1, 𝑣
образува ортонормиран базис на 𝑉𝑛, състоящ се от собствени вектори на 𝐿.

Следствие 6. Всеки два собствени вектора на симетричен оператор над 𝑉𝑛, съответс-
тващи на различни собствени стойности, са ортогонални.

Следствие 7. Симетричните оператори над 𝑉𝑛 имат диагонални матрици спрямо
базисите си от собствени стойности.

2. Задачи

2.1. Анотация

1. За даден симетричен оператор да се намерят ортонормиран базис на пространс-
твото, в който матрицата му е диагонална, както и самата матрица.

2.2. Диагонализация на симетричен оператор

Задача 1 (Задачи за ДИ за спец. статистика). Спрямо ортонормиран базис на евкли-
довото пространство ℝ3, линейният оператор 𝜑 ∶ ℝ3 → ℝ3 има матрица

𝐴 = (
1 𝑝 0
𝑝 0 2
0 2 −1

) ,
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зависеща от реален параметър 𝑝. Да се пресметнат стойностите на реалния пара-
метър 𝑝, за които характеристичният полином 𝑓𝜑(𝑥) на 𝜑 изпълнява равенството
𝑓𝜑(2) = 10. За получените стойности на 𝑝 да се намери ортонормиран базис 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 в
ℝ3, в който матрицата 𝐷 на 𝜑 е диагонална, както и тази диагонална матрица 𝐷.

Решение. Първо намираме характеристичния полином на 𝜑:

𝑓𝜑(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) =

= det(
1 − 𝜆 𝑝 0
𝑝 −𝜆 2
0 2 −1 − 𝜆

) =

= (1 − 𝜆)(−𝜆)(−1 − 𝜆) + 0 + 0 − 0 − (1 − 𝜆)22 − (−1 − 𝜆)𝑝2 =
= 𝜆(1 − 𝜆)(1 + 𝜆) + 4(𝜆 − 1) + (𝜆 + 1)𝑝2 =
= −𝜆3 + (5 + 𝑝2)𝜆 + (𝑝2 − 4).

Получаваме следното уравнение за 𝑝:

𝑓𝜑(2) = −23 + 2(5 + 𝑝2) + (𝑝2 − 4) = 3𝑝2 − 2 = 10,

което има решения 𝑝 = ±2.
Тъй като 𝑝 участва в характеристичния полином само чрез квадрата си 𝑝2, и в двата

случая за характеристичния полином получаваме

𝑓𝜑(𝜆) = −𝜆3 + 9𝜆 = −𝜆(𝜆2 − 9) = −𝜆(𝜆 − 3)(𝜆 + 3) .

Собствените стойности са 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 3 и 𝜆3 = −3.
Кактоще се убедимпо-късно, матрицата𝐷на𝜑 спрямонаредения базис от собствени

вектори, съответстващи на намерените собствени стойности, е

(
𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

) = (
0 0 0
0 3 0
0 0 −3.

)

Съответстващите собствени вектори 𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3 намираме от системата

𝐴𝑒𝑘 = 0 ⋅ 𝑒𝑘,

(
1 ±2 0
±2 0 2
0 2 −1

)(
𝑒1,𝑘
𝑒2,𝑘
𝑒3,𝑘

) = 𝜆𝑘 (
𝑒1,𝑘
𝑒2,𝑘
𝑒3,𝑘

) .

От първото уравнение следва

𝑒1,𝑘 ± 2𝑒2,𝑘 = 𝜆𝑒1,𝑘,
±2𝑒2,𝑘 = (𝜆 − 1)𝑒1,𝑘,

𝑒2,𝑘 = ±𝜆 − 1
2 𝑒1,𝑘,
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а от третото следва

2𝑒2,𝑘 − 𝑒3,𝑘 = 𝜆𝑒3,𝑘,
2𝑒2,𝑘 = (𝜆 + 1)𝑒3,𝑘,

𝑒3,𝑘 =
2

𝜆 + 1𝑒2,𝑘,

𝑒3,𝑘 = ±𝜆 − 1
𝜆 + 1𝑒1,𝑘.

Тъй като искаме собствените вектори да бъдат нормирани, имаме ограничението

‖𝑒𝑘‖
2 = ⟨𝑒𝑘, 𝑒𝑘⟩ =

= 𝑒1,𝑘2 + (±𝜆 − 1
2 𝑒1,𝑘)

2
+ (±𝜆 − 1

𝜆 + 1𝑒1,𝑘)
2
=

= 𝑒1,𝑘2[1 + (𝜆 − 1
2 )

2
+ (𝜆 − 1

𝜆 + 1)
2
] = 1.

За конкретните собствени стойности получаваме

𝑒1,12[1 + (− 1
2
)
2
+ (−1)2] = 9

4𝑒1,1
2 = 1 ⟹ 𝑒1,1 =

2
3 ⟹ 𝑒2,1 = ∓13 ⟹ 𝑒3,1 = ∓23,

𝑒1,22[1 + 12 + (12)
2
] = 9

4𝑒2,1
2 = 1 ⟹ 𝑒1,2 =

2
3 ⟹ 𝑒2,2 = ±23 ⟹ 𝑒3,2 = ±13,

𝑒1,32(1 + (−2)2 + 22) = 9 ⋅ 𝑒21,3 = 1 ⟹ 𝑒1,3 =
1
3 ⟹ 𝑒2,3 = ∓23 ⟹ 𝑒2,3 = ±23.

Следователно базисите от собствени стойности за 𝑝 = ±2 има матрица

𝐸 = [𝑒1 ∣ 𝑒2 ∣ 𝑒3] =
1
3 (

2 2 1
∓1 ±2 ∓2
∓2 ±1 ±2

) .

Остана да се уверим, че 𝐴𝐸 = 𝐸𝐷. Наистина,

𝐴𝐸 = 1
3 (

1 ±2 0
±2 0 2
0 2 −1

)(
2 2 1
∓1 ±2 ∓2
∓2 ±1 ±2

) =

= 1
3 (

2 − 2 2 + 4 1 − 4
±4 ∓ 4 ±6 ±2 ± 4
∓2 ± 2 ±4 ∓ 1 ∓4 ∓ 2

) =

= 1
3 (

0 6 −3
0 ±6 ±6
0 ±3 ∓6

) =

= 1
3 (

2 2 1
∓1 ±2 ∓2
∓2 ±1 ±2

)(
0 0 0
0 3 0
0 0 −3

) = 𝐸𝐷.
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