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Изложението е до голяма степен базирано на [2] и [1].

Определение. Нека (X, τ) е топологично пространство и A,B ⊆ X. Казваме, че

• A и B са отделими, ако A ∩B = A ∩B = ∅.

• A и B са отделими с околности, ако съществуват дизюнктни отворени множес-
тва U и V , съдържащи съответно A и B.

• A и B са отделими с непрекъсната функция, ако съществува непрекъсната
функция f : X → [0, 1], за която f(A) = 0 и f(B) = 1.

• A е нулево, ако съществува непрекъсната функция f : X → [0, 1], за която
f−1(0) = A.

• A е конулево, ако X \A е нулево.

Определение. Нека (X, τ) е топологично пространство. Казваме, че

• (X, τ) е нормално пространство, ако всеки две дизюнктни затворени подмно-
жества наX са отделими с околности. Нормалните T1-пространства се наричат
T4-пространства.

• (X, τ) е наследствено нормално пространство, ако всички негови подмножес-
тва са нормални. Наследствено нормалните T1-пространства се наричат T5-
пространства.

• (X, τ) е съвършено нормално пространство, ако всяко затворено подмножес-
тво на X е нулево. Съвършено нормалните T1-пространства се наричат T6-
пространства.

Твърдение 1. Ако (X, τ) е T5-пространство, то е и T4-пространство.

Лема 2 (Малка лема на Урисон). Топологичното пространство (X, τ) е нормал-
но точно тогава, когато за всяко затворено подмножество F и за всяка негова
околност U съществува отворено множество V , така че F ⊆ V ⊆ V ⊆ U .
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Доказателство. ( =⇒ ) Нека X е нормално, F е затворено и U е околност на F .
Тогава F ∩ (X \ U) = ∅ и съществуват дизюнктни околности V и W , съответно на
F и X \ U , при това

F ⊆ V ⊆ V ⊆ X \W ⊆ U,

където V ⊆ X \W , тъй като X \W е затворено и съдържа V .
(⇐= ) Нека F и G са затворени подмножества на X. Тогава съществува околност

V на F , за която
F ⊆ V ⊆ V ⊆ X \G.

Но това означава, че V е околност на F и W := X \ V е околност на G, при това
V ∩W = ∅. Следователно X е нормално пространство.

Лема 3 (Голяма лема на Урисон). Топологичното пространство (X, τ) е нормално
точно тогава, когато всеки две затворено подмножества на X на отделими с
непрекъсната функция.

Доказателство. ( =⇒ ) Нека F и G са затворени подмножества на X. Полагаме
Q1 := Q∩ [0, 1]. На всяко рационално число r ∈ Q1 ще съпоставим околност Ur, така
че

r, s ∈ Q1, r < s =⇒ U r ⊆ Us. (1)

Нека r1 := 0, r2 := 1 и нека r3, r4, . . . е номерация от всички рационални числа
в интервала (0, 1). Ще построим редица от околности {Urk}∞k=1 индуктивно, т.е. за
всички индекси k, l ≤ n,

rk < rl =⇒ U rk ⊆ Url . (2)

Полагаме U1 := X \ B. Понеже пространството X е нормално, лема 2 ни дава
отворено множество U0, така че A ⊆ U0 ⊆ U0 ⊆ U1.

Така (2) е изпълнено за n = 2.
Нека сега (2) е изпълнено за всички числа, по-малки от n. Полагаме

k := max{rm | m < n & rm < rn},
l := min{rm | m < n & rm > rn}

и лема 2 ни дава отворено множество Un, така че Uk ⊆ Un ⊆ Un ⊆ Ul. С това
индукцията е завършена.

По този начин на всяко число от Q1 съпоставихме околност Ur, така че да е
изпълнено (1).

Остава да дефинираме непрекъсната функция f : X → [0, 1], която да отделя F
от G. Полагаме

f(x) :=

{
1, x ∈ B,
inf{r ∈ Q1 | x ∈ Ur}, x 6∈ B.

Очевидно f(B) = 1 и f(A) ⊆ f(U0) = 0. За да докажем, че функцията f е непре-
късната, ще докажем, че праобразите на отворените интервали от вида [0, r) и (r, 1],
които образуват предбаза за стандартната топология в [0, 1], са отворени.
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Нека r ∈ (0, 1). Разглеждаме първо множеството

f−1 ([0, r)) = {x ∈ X | f(x) < r}.

Ще докажем, че x ∈ f−1 ([0, r)) ⇐⇒ ∃s ∈ Q ∩ [0, r) : x ∈ Us.
Ако x ∈ Us за някое рационално s < r, то f(x) < r и x ∈ f−1 ([0, r)).
Нека сега x ∈ f−1 ([0, r)). Тогава непременно съществува някое рационално s < r,

за което x ∈ Us, защото иначе бихме имали ∀s ∈ Q ∩ [0, r), f(x) > s и в частност
f(x) ≥ r, което е в противоречие с f(x) < r.

Тогава
f−1 ([0, r)) =

⋃
s∈Q∩[0,r)

Us,

което е обединение на отворени множества и, следователно, е отворено.
Разглеждаме

f−1 ((r, 1]) = {x ∈ X | f(x) > r}.

Ще докажем първо, че x ∈ f−1 ((r, 1]) ⇐⇒ ∃s ∈ Q ∩ (r, 1] : x 6∈ Us.
Ако x 6∈ Us за някое рационално s > r, то U s′ ⊆ Us и x 6∈ U s′ за произволно

рационално s′ ∈ (r, s) и следователно f(x) ≥ s > r и x ∈ f−1 ((r, 1]).
Нека x ∈ f−1 ((r, 1]). Допускаме, че ∀s ∈ Q ∩ (r, 1], x ∈ Us. Но тогава f(x) ≤ r,

което противоречи с f > r.
Остава да докажем, че ∃s ∈ Q ∩ (r, 1] : x 6∈ Us ⇐⇒ ∃s′ ∈ Q ∩ (r, 1] : x 6∈ U s′ .
Нека ∃s ∈ Q ∩ (r, 1] : x 6∈ Us. Тогава по построение ∃s′ ∈ (r, s) : U s′ ⊆ Us.
Обратно, ако ∃s′ ∈ Q ∩ (r, 1] : x 6∈ U s′ , очевидно x 6∈ Us′ .
Тогава

f−1 ((r, 1]) =
⋃

s∈Q∪(r,1]

(X \ U s),

което е сечение на отворени множества и, следователно, е отворено.
И в двата случая праобразите са отворени, следователно f е непрекъсната.
( ⇐= ) Нека F и G са затворени подмножества на X и f : X → [0, 1] е непре-

късната функция, която ги отделя. Тогава f−1([0, 1/2)) и f−1((1/2, 1]) са дизюнктни
околности за F и G и следователно пространството X е нормално.

Следствие 4. Всяко T4-пространство е и T3 1
2
-пространство.

Доказателство. Нека (X, τ) е T4-пространство, F ⊆ X е затворено и x 6= F . Тогава,
понеже X е T1-пространство, множеството {x} е затворено и по лема 3 множествата
F и {x} са отделими с непрекъсната функция.

Твърдение 5. Нека (X, τ) е нормално пространство и F ⊆ X. Тогава F е нулево
множество точно тогава, когато е затворено Fδ-множество.

Доказателство. ( =⇒ ) Имаме, че F = f−1(0). Понеже множеството {0} е затворено
в [0, 1], имаме, че и F е затворено. Освен това
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F = f−1(0) = f−1

 ⋂
n∈Z>0

[
0,

1

n

) =
⋂

n∈Z>0

f−1
([

0,
1

n

))
.

Тъй като множествата от вида [0, 1n) са отворени в [0, 1], имаме, че F е Gδ мно-
жество.

(⇐= ) Нека F е затворено Gδ-множество. Тогава X \ F е Fσ-множество и същес-
твуват затворени множества F1, F2, . . ., така че X \ F =

⋃∞
k=1 Fk.

За всяко k = 1, 2, . . . лемата на Урисон ни дава непрекъсната функция fk : X →
[0, 1], която да отделя F и Fk. Построяваме функцията

f(x) :=
∞∑
k=1

1

2k
fk(x).

По построение f е непрекъсната и

f(F ) =
∞∑
k=1

1

2k
fk(F ) =

∞∑
k=1

1

2k
0 = 0.

Нека сега x 6∈ F . Тогава x се съдържа в поне едно Fn и

f(x) =
∞∑
k=1
k 6=n

1

2k
fk(x) +

1

2n
> 0,

следователно f(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ F , тоест F е нулево.

Следствие 6. Нека (X, τ) е нормално пространство и U ∈ τ . Тогава U е отворено
Fσ-множество точно тогава, когато е конулево.

Следствие 7. В напълно нормално пространство всяко затворено множество е
Gδ-множество и всяко отворено множество е Fσ-множество.

Твърдение 8. Ако (X, τ) е съвършено нормално пространство, то е наследствено
нормално.
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