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„ Тази част от Ръководството 38 упражнения по висша алгебра съдърй(а!?еь- : 

PEMH B задачи Τ следните разделн: теория на числата, пръстени и полета, поли- 

ΒΌΜΗ на една и повече променливн, групн. Отделките параграфи са предшесте 

вувани от кратки обяснителни бележки, имащи справочен характер. Ръководст- 

вото € предназначено TAABHO за студенти по математнка, като е СЪОБРЗЗЕНО ς 

ΠΟΚΠΗΗ͂ΤΕ н упражненията по aJrrera във Факултета по математнка и.механика 

на Софнйския Университет. To може да се използува като учебно пособне от 

всички, коигто желавт да се зацознаят по-отблизо с методите на алгебрата. Поради 

засилващата CEB последна BPEME тенденция 38 проникване на алгебричнн методи 

в иай-различни математически н приложни нваправления в науката, Ръководството 

може да бъде препоръчано 38 изучаващиге Внсща математ яка физнци, ниженери 

HMHIH, и«ономи CTE H др. ͵ "
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ПРЕДГОВОР 

Втората част от Ръководст%зото за упражнения по висша ал- 
гебра има същата структура, както първата част. И тук задачи- 
те и теоремите към отделните параграфи са предшествувани от 
обяснителкни бележки върху използувания теоретичен  материал. 

Подобна структура дава възможност да се правят справки върху 
разглежданите алгебрични раздели и от онези читатели, KORTO не 
си поставят за цел да изучават във всички детайли съдържащи- 
те се теореми и задачи., Застъпените B Ръководството области ΟἹ ал- 

гебрата: пръстени и полета, полиноми, групи, се предхождат ΟἹ встъ- 
пителна глава, която съдържа необходими 33 по-нататъшното H3- 
ложение, а представляващи и самостоятелен интерес сведения от 
теория на числата. Това е направено с цел при работа с Ръковод- 

ството читателят да разполага с илюстриращи примери към някои 
ΟἹ разглежданите алгебрични теореми и задачи, да бъде изтък- 

ната аналогията между пръстена на целите числа и пръстена на 
полиномите на една променлива и изобщо за осъществяване на 
по-тясна връзка между индуктивния и дедуктивния подход към 
изучаваните въпроси. 

При работата си върху Ръководството авторите са се основа- 

вали на своя опит като преподаватели по алгебра в Математичес- 
кия факултет и на новите учебни програми, Разбира се, освен 
основния учебен материал е застъпен и допълнителен, който е 
предназначен за студенти с повишен интерес към изучаване на 
алгебрата. По правило задачите и теоремите с OCHOBHO значение, а 
така също и тези с повишена трудност са придружени с реше- 
ния или упътвания,. За контрол на самостоятелната работа на чи- 
тателя са дадеки отговори на почти всички задачи. 

Пое-голямата част от задачите и теоремите са традиционни, 
като са подредени съобразно структурата на Ръководството и 
методическите предпочитания на авторите. Известна част от по-



местените в Ръководството Ззадачи са възникнали в резултат от 

преподавателската и научна практика на авторите, но това не е 

изрично посочено на съответно място, 32 да не се получава Ha- 

ι - лишна 88 читателя претрупаност с литературни справки. Накрая 

е дадена литература, която е свързана с разглежданите въпроси 

Част от тази литература е използувана OT авторите 88 съставяне- 

то на настоящото ръководство, ' . 

Изказваме Hamara сърдечна благодарност на сътрудниците 

към сектора по алгебра на ЕЦНПКММ другарите M. Гаврилов, 

Л. Давидов, Ив. Тонвов, Н. Ненов,. К. Чакърян за оказаното съ- 

действие при съставянето и обсъждането на тази книга. Особено 

ценна помощ ΗΗ оказа ст. н. с. M. Гаврилов, който положи 

големи грижи | и за редактирането на Ръководството и ΠῸ 

същество може да се счита 32 наш съавтор. 

П S



ГЛАВА М # 

ЕЛЕМЕНТИ ОТ ТЕОРИЯТА НА ЧИСЛАТА 

. § 1. ДЕЛИМОСТ . 

Hexa # да означава множеството OT целите числа, а Z+— мно- 
жеството от естествените числа. Ако ай и beZ, ὅΞ0, ще казваме, 
че b дели а н ще пишем /g, когато съществува ¢¢Z, такова, че 

! . a=>be. ' 

1. Kaspame още, че числото & € кратно Ha & или че b e делител ma 
a. Понеже bfa e равносилно с [δ᾽ /(а), достатъчно е да разглеж- 
даме свойствата на релацията делимост в множеството #+ на це- 

лите положителни числа, В сила са свойствата; 
1. От а/6 и blc следва а/с; 
2. а/4; N 
3. Or afb й bja спедва a=b; . - 
4. От afb и а/с следва afub-+vc при произволни X, VEZ. 

(Tyk a, b, с означават произволни елементи ΟἹ #7.) 
' Teopema. 3a всеки две цели чясла g н b, >0 съществуват 
еднозначно определени числа 4 и 1, такива, че ' 

a=bg+r “ ' 
иЗ . 

e 
. O0sr<b, 

Числата ¢ н г се наричат CHOTBETHO частно ий остатък при 
деленнието на ¢ с b. Остатъкът 7, получен при делението на а с 
b, е равен на нула само когато положителното число ὃ дели чис- 
лото а. , 

Определение. Под най-голям общ делител на целите числа 
а и b разбираме такова цяло число 4, което пратежава свойствата: 

1. 4/а и 4/6. 
2.От 4/а кн dy/b следва 4/а. “ 
Може да се докаже, че най-голям общ делител винаги същест 

вува им е еднозначно опредеден с точност до знак.! - 
Най-големият общ делител на числата а и b ще означаваме с 

d=(a, b), при което ще считаме, че 4->0. , 
За намиране πᾶ най-големия общ делител си служим с т. нар. 

алгоритъм на Евклид. Той се основава на следното очевидно 
свойство: ако г € остатъкът от делението на а с B, TO всеки общ 
делител на а и b e общ делител на & и ги обратно. И така 

9 
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(а, b)=(b, r). Чрез последавателно деление ще достигнем до OC- 

татък, равен на нула, и последният, различен от нула остатък, ще 

прелставлява най-големият общ делител на а и b. " 

. Ако а--(а, b), съществуват цели числа и и v, такива, че 

d=ua+vb. 

Когато (a; b)=1, казваме, че числата а и b са взаимно прости. 

Взанмно простите числа нямат други общи делители освен +1. 

, Teopema. Ако (а,6)-1 « а/бс, 10 @fc. . К 

В сила са още следанте важни свойства: Ν 

а) (ас, be)=(a, 6) с. - 

6) Ако а/с, bjc и (g, b)=1, 10 abje. 

Определение. Под най-малко общо кратно на числата @ и b 

разбираме число δὲ, притежаващо следните свойства: 

1. а/т, 6/т; 
2. Ot а/т и bjm,; следва mfm. 

С други думи, най-малкото общо кратно е делител на всяко дру- 

го общо кратно. 

За всеки две цели числа съществува еднозначно определено 

с точност ΠῸ знак най-малко общо Ккратно. Най-малкото общо 

кратно / на числата а и b ще означаваме с [a, #) праи което ще 

считаме, че m>0. . - 

Теорема. За всеки две естествени числа а и b e B сила ра- 

венството: (@, 6) [a, b)=ab. 
Определение. Едно €CTECTBEHO число р се нарича просто, ко- 

гато p>1 и р няма нетривиални делители (различни OT +1 π-ρ) 

Teopema. Ако р е просто число и р дели произведението на 

числата @, b, то р дели поне един ΟἹ множителите, т.е. от plab 

следва р/а или“ pfb. й 
Веяко цяло число-О и +4-4-1 притежава поне един прост де- 

лител. Съществуват безбройно много прости числа. 

Основна теорема на аритметиката. Всяко естествено число 

ΠΙΣῚ еднозначно се представя (с точност до реда на множители- 

те) като произведение от прости множители: 

() пе-рунра 5P 

(6721, Prs Paye s+ oy — разлйчни прости числа, Ay, Хе oy Ag— естест- 

вени числа). 
Функция на Ойлер ¢ (). Под ¢ (п) разбираме броя на ес- 

тествените числа, които са по-малки OT / и са взаимно прости с 

п. При n=1 полагаме Ф(1)<1. . 
При (п. m)=1 имаме 

{mri)==1p (m) φ(), 



и “ 

Ако естественото число п е зададено посредством канониче 
ното си разлагане Ha прости множители с раненството (1), то 

ST ) 
e(py=p'—p. 

1. Покажете, че ако m, п,ри g са цели числа и mn+pg се де- 
ΔῊ на m—p, то и mq+-np се дели nam—p. 

2. Покажете, че ако т € произволно цяло чиело, YHCAOTO 
те--т се дели на 30, 

3. Покажете, че при произволио -естествено Число 7, YHC- 
лото (п+1)(п+2)...(п+п) се дели на 2% но не се дели на 27+l 

4. Покажете, че числото 22”.1 при п>1 окончава на 7. 

5. Покажете, че каквото и да бъде естественото число M, чис- 
лото 124+3п4-5 не се дели на 121. 

Упътване.. Използувайте” равенствата 

4304 5m(n4-T) (а---4)4-33 1 (а47)-4(1--4)--11. 

6. Покажете, че ako А е HEUETHO число, а л € произволно естест 
вено число, числото k?"—1 се дели на 2742 

7. Покажете, че ако петзначното число афсае се дели на 41, то 
Всяко от числата А . ες 

bedea, саваб, deabe, eabed 
също се дели Ha 41. 
. 8. Покажете, че сумата OT квадратите на пет последователни це- 
ли числа не е квадрат на цяло число. 

9. Покажете, че числото Зт24-2 ве е квадрат на цяло число 
при никое цяло M7, ' 

10. Hexa f(X) e полином с цели коефициевти, такъв, че числата 
ΤΚ н f(3) се делят на 6. Покажете, че числото Д5) също се де- 
ли на 6. - . 

11. Покажете, че ако,п>1 е произволно естествено число, числота 

Β: частноет: 

S=7+§ Ре ἷ 
. В 

не е цяло. 
Рещшение. Нека # е най-голямото естествено число, 38 което 285, и Ре 

пПроизведението OT BCHNKH естествени вечетин числа, некадминаващи п. Числото 
2. 1 

26~1 PS e сума, всички събнраеми на KORTO OCBER 2#—119-55 ca цели чнела. Сле- 

дователно числото # не е πῆπο. 
12. Покажете, че каквото и да бъде естественото число 1, числота 

S~~+ et 2,,:_1 

не e цяло. . ι 
м 



Решение. Нека Х e най-голямото цяло положителио  HHEAO, за което 

36 2n+1 и Ρ e праизведението M2 всички взанимио прости с 6 числа, newad- 

минаващи 2л.4-1. Числото ЗА 1PS е сума, всички събираеми на която освен съби- 

раемото 36 1Р. 3lk ca цели числа. ' 

" M л 

13. Докажете, че всичките биномви коефициенти ( 5) ca нечет- 

ΗΗ тогава и caMo TOrasa, когато п има вида 1--2#--1. 

Решение. При л:-:8 твърдението се проверява иепосредствено. Нека п е про 

изволно CTECTRERO число K да допуснем, че твърдението е вярно за всички естест 

вени числа, по-малки ΟἹ 7. Очевидно биквомнвите коефициеити 

o пощи-1) nn—1)n—2) Lz(f:—l)(n——?)...'&z 

еЕ 1.2.38 Е Е () 

ще бъдат всичките иечетни тогава и само тогава, когато крайните (които €2 рав- 

ни на л) са нечетин и числата, които се получават 0Т останалите биномки кое- 

фициеити, като премахнем иечетвите мнажители в числителите и зиаменателите, са 

също вечетни. Да положим n==2m+ 1. В такъв случай бипомните коефициенти 13) 

без крайчите се представят с числата от редицата 

: m(m—1)(m—2) a(m—1)(m. m m(m—l) -Ὦ 

1.2.85.. ὙΠ T2, ῃ » 
1 1.2 

Orryx съгласно индуктивното предпшюжеиие последниите GHHOMHH КОЕФИЦИЕПТИ, а 

следователно и биномните коефициента (1) ще бъдат вечетви тогава и само то- 

rana, когато т има вида m=2%—1, т. е. когато n=2(2k—1)41=2k+1—1, С това 

твърдението е доказано. . N 

14. HamepeTe BCHUKH двойки €CTECTBEHH числа &, b, такива, че 

(а, 6)-94 и (а, 61-- 2496. 
7 Orr. а--24, b=2496 и а--192, 0-132, 

15. Нека @y, аз..... @, са дадени цели числа, поне еднко 0Τ кои- 

то е различно от нула. С M да означим MHOXECTBOTO на BCHUKH 

числа.от вида га +italpt o oo FUipy където ф Lgy «« Ць €A произ» 

волни цели числа. Покажете, че съществува цяло число atM, та- 

кова, че BCHUKH -UHCAQ OT M Ca'KpaTHH на Q. 

Решенке. Нека а е най-малкото естествено число, което се съдържа B M. 

Имаме a—u?a+ugaz+...+ugak, където 1, 1 43 ca някакви цели числа. Ще 

покажем, че всеки елемент х ΟἹ M се дели на а. Наистина века хещ τ ийа 

+., . „ф-цар и ла разделим х на а. Получаваме 

x=aq+r,’ 

където 0=r<a. От последното равенство имаме » 
0 

rex—ag=(u;—uyq) u1+(u2—ugq) [ SR +(uk-;ugq)ak. 

«Очевилно #( и axo r<0, cTHraMe до противоречне с избора на а. Следователно 

r—u u за числото ХЕМ имаме хе-ай. ” 

16. Като използувате резултата от предната задача, докаже- 

те съществуването на най-голям общ делител d на произволна 

система числа ар й»..., йь T- €. такова естествено число а, кое- 

та е общ делител на дадените Числа и се дели на всеки Jpyr 

12 " .



техен общ делител. Докажете, че числото 4 може 'πᾶ се предста- 
Βη΄ във вида i м 

, A=t g+ .. +Ищ . 
. .. щ 

където Uy, По,.... U, са цели числа. - 
„Решение. Разглеждаме" мнвожеството M ΟἹ предната задача, С а μ o3~ 

найиМм кай-малкото пяло положително число Ὅτ M. Имаме - 

' d=uyt a3t . а “ 
1 τ ν Ν В 

От последниото равенство RENOCPCACTBEHO следва, че всеки общ делител на &, 
dy, ..., 0 пели d. Числата а), йу.... @, очевидно пренадлежат на M и съгласно 
предната задача всяко ΟΤ тях се дели ma 4. Следователио 4 е вай-голям общ 
делиТел на чиселата, Qg й» .-., йр. - , " й 

17. Докажете, че ако числата @, b са B3aMMHO прости и а дели 
произведението бс, то а дели с. 

Решение. Понеже числата а, b са взанмио прости, т.е,. техният" най-го- 
лям общ делител е равек на 1, ще бъде в снла равенствота 

.. ι 

. - . uatvb=1, 
. ῃ Ἀ 

WBETo ΠῈ ¥ са цели числа. Като умиожим двете страни на последното  равен- 
CIBO с €, получаваме 

) e 
uac+wvbe=c, 

откъдето твърдението HA С*;ИДВЧНТН следва HEnoCPeRCTBEHO. ' и 

18. Нека а е число, което е B33UMHO просто с BCAKO OT Чис- 
лата b и с. Докажете, че @ е взаимно просто M с произведение- . 
τὸ be. ( . 

Решение. [lonexe (a, b)=1 и (α, o)=1, ιἆιἁ бъдат в сила равенства ΟἹ 
вида . Н Н 

ща--10-1, Ν 

къдета εῃ Oy, йз, Us €2 цели чисела. Като умиожим ΠΟΎΠΘΗΗΟ двете равенства, ще 
получим равенство ΟἹ вида и 

ах+бсу-1, , 

откъдето твърдението на задачата следва вепосредствено. - ! 

19. Нека а и b ca взаимно прости числа, BCAKO OT KOWTO делйи 
числото с. Покажете, че произведението ай също дели с. . 

20. Нека р е просто число. Покажете, че а е B3aHMHO прос- 
то с числото р тогава и само тогава, когато р не дели а. . 

21. Покажете, че ако простото число р дели произведепието 
ab на целите числа а и b, то р дели поне един OT множителите, 

Рещшенние. Твърдеиннето следва непосредствено ΟἹ зад. 17 и зад. 20, Ще 
” приведем директно доказателетво ΠῈ това твърдение. Да допуснем, че твърде- 
HHETO не е вярно и нека 4 е най-малкото цяло положителио чнело, такова, че. 

\' 
ῃ 

Ъ - 13 

-
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538 някое цяло число b да имаме: р дели ob, р не дели а Η р не дели 6. Като 

разделим р на 4, ще получим p=ag-+r, където 4 и г €2 съответно частното й 

остатъкът при това деление. Ако r=0, ще имаме р--а и понеже числото pe 

npocto, 16 p—a. Последното обаче противоречи HA предположението, че р не 

дели а. И така остатъкът ге различен от нула. От очевидното равенство 

pb=abg+-rb следва, че р дели rb, По такъв начин добтягнакме πὸ противоре- 

чие с избора на числото 4, повеже 0<” <а. ” 

22, Нека а ..., G, са цели числа и с (а, {05..., 644) да 

пзначим най-големия техен общ делител. Докажете, че 

ч.. (аъачЖ.2, (G йп-1)ави 

23. Покажете, че ако а, b и с са HEYeTHH числа, TO 

. b 
(@, b, ε):(“ζ , 

24. Докажете, че броят на числата от редицат%д ᾿ 

а, За, За,....Ба, . 

които са KpaTHH Ha b, е равен Ha (a, b). ' . 

. 25. Нека а и b са взаимно трости €CTECTBEHH числа. Докаже- 

Te, че сумата от частните на числата и 

' a, 2a, 3a,...(b—1)a . 

(a+1) (=1 
с числото b е paBRa на — - . - 

26, Проверете равенството: 

а) (a, be)=(a, b)(a, с) при (@ b, с)--1; 

6) (a, b)=(a+b, [a, 6); 
в) (g, 16, )= δ), (& <) 
г) la, (b, Ol=(a b [a <y 

д) [(а! b), (b: o) (с, a)]:([u, ь]! [b’ L'], [С, а). . , 

27. Нека а и b са взаимно прости числа. Покажете, че най- 

големият общ делител на числата а2--08-и (а--6) е равен на 

α--ὃ или на З(а--6). 
28. Нека (а, b)=1. Покажете, че (а+в, ab)=1. . 

29. Покажете, че ΠΡῊ произволно цяло число а числата 

-12-а(а+1) и За4-1 са взаимно прости. ' 

30. Покажете, че ако числата а, b, с са две по две взаимно 

сти, то (abe, аб+6с-+-са)--1. 

μἑ 31. Покажете, че ако а и b ca две взаимно прости числа OT 

различна четност, то при произволно естествено число п числата 

(а4+0) и (а--6)“ са взаинмно прости. ᾿ 

32. Нека (а, b)=1. Покажете, че 

(11a-+2b, 18a+5b6)=1 или 19. 



33. Покажете, че при произволни цели числа g, b, с числоте 
(a, b, с) дели числото (ab, be, са). . 

εἰ 34. Покажете, че при произволни цели числа @, b, с имаме 
(а, bo)=(a, (α, b)(a, o). ' 

” 85. Покажете, че каквито и да бъдат целите числа &, b, ¢, то: 
а) (α, 6)--(ба4-36, 1За+86); | К 
6) (а, b)=(a+bc, а+ 0(с--1)). | 
86. Покажете, че най-малкото общо кратно на три последо- 

вателни числа е равно на произведението им или на полупроизве- 
дението им. 

87. Докажете, че при произволно естествено число п € B сила 
равенството 

(. 2 3,..., 20]=[n+1, я+2, n+3,..., 2. 
38. Heka a;, йз,..., a,,\ca естествени числа, Докажете, че . 

а 
т |а йз, .. an]:Tr 

g a a а 
където а-а;:йз...а d:(a;’ _u';""'a—,,)' | 

Решенне. Да положим —Z»=x- -:;-=4];. i=1, 2,...,n Тогава ще имаме 
А 2 

“ т g2 __ ' . еаН g, 5 ς а Т а) а 4 а» 5 i 

откъдето HENOCPEACTBEHO следва, че всяко ΟἹ числата Iy бо,..., ал дели числото 
«. Следователно х представлява общо кратно на числата Gy, G, -.., ἄμ т4е се 
дели на най-малкото им общо кратио M1, T. e, ще имаме X=mg, където 421. 
Равенствата (1) при x=mg могат да се запишат във вида 

и g2 m n ту g m 
@y 1 ¢’ а 

. 
OTKBAETO пепосредствено следва, че де общ делител на взаимно TIpOCTHTE числа 

а {’1‘., .ΖΣ, .. ,%, След ователно ¢=1 и .Б-=т, € което твърдението е доказано, 
. 

39. Докажете, че ако а, b и с са естествени числа, то 

abe . 
ἰα, b εἴ a iy | 

Упатване, Твърдениетб е частен случай на твърдението от прелната залача. 
40. Докажете, че. съществуват безбройно много прости числа, 
Решенне. Ще изложим доказателството на Евклид. Нека Ръ Раее «аР са Е прости числа, Да разгледаме числото - 

. P=pips... oyt ” 
Числото Р притежава поне един прост делител p, 
С никое от простите числа Фъ Раее Ре 

41. Покажете, че всяко нечетно просто число може да се 
предетави във вида 4k—1 или 4841, където # е цяло число. 

. , 15 
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42, Покажете, че BCAKO NMPOCTO число p>>3 може да се пред- 
стави във вида 68--1 или 6841, където А € цяло число. . 

43. Докажете, че съществуват безбройно много прости числа 
от вида 4k—1. Д 

. Упътване, Разгледайвте числото Р--4р ра...ру--1, където Py, Ре е. U5 са 

прасти числа от вида 4k—1, н използувайте, че произведението на чиела от 

вида 4ἘΠῚ е числа от същия вид. 

44--45. Докажете, че съществунат безбройно много прости 
числа от вида 6k—1. Ν . 

Забележка. 3an 44 и зад, 45 са частни случан от важ 
ната теорема на Дирихле: 

Всеяка безкрайна аритметична прогресия, в която първият 
член и разликата са взаимно прости числа, съдържа безбройно 
много прости числа. . , 

46, Покажете, че ако п>? е цяло число, числата 2°—1 и 

2"4-1" не могат да бъдат едновременно прости. 
Решение. Очевидко 3 пе плели 2”, откъдето следва, че при Π»2 числото 

2" е ΟἹ вида 31 или ЗА--1. Β. първия случай числото 27—1 се дели ma 3, а 

във, втория числото 2”4.1 се дели ква 3. “ 

47, Намерете всички прости числа р, 32 конто числата р+10 

и p+20 ca също прости. 
Решение. Очевидно, ако ре такова просто число, τὸ р>?, Следова- 

телно MPOCTOTO число р е равно μ 3 или има вида ЗЕ+1. - 
При p=3 за p+10 и p-+20 получаваме състветно 13 и 23, които числа €A 

прости. , 
При p=3k+1 за p+10 н 2420 имам|е съответно 3k+11 и ЗА4-21, or 

които BTIOPOTO число е съставно. Н 
При p=3k—1 за p4-10 и р.-20 получаваме съответно 3k+9 и 3k+19, от 

KOHTO първото число е съставно. R 
И така условието на задачата € удовлетворено само при p=3. ͵ 

48, Намерете всички прости числа р, 32 които числата ρ 4 
и p+14 са също MPOCTH. , ῃ 

- Отг. p=3. 
» 

. 49, Намерете всички прости числа P, 33 които числото 8ρ5:-} 

е просто. 
- 

, . ! - Orr. p=3 

50. Покажете, че гако числата р и 8p—1 ca едновременно 
прости, числото 8р4-1 е съставно. 

51. Покажете, че ако числата р и 8241 са едновременно 

лпрости, числото 8р2--р4-2 е съставно. . ' 
52. Намерете Бсички прости числа р, 32 които числата 4p%+1 

и 6ρ5-Ε1 са също NPOCTH. 
¢ Отг. p=5. 

53. Покажете, че ако числата p B 2p+1 “ са едновременно 

числото 4ρ- 1 при p>3 € съставно. 
54, Покажете, че ako числата 8n+1 и 24n+1 са квадрати 

Ha цели «числа, чиелото 8л4-3 при по>1 е съставно. 4 
: ( 7 ὐ ς - 
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55. Покажете, че от всички числа ΟἹ вида 2)7-1—1, където ре 

просто, само числото 27 е куб на цяло число. . 

56. Нека ре просто число, по-голямо от 5, Покажете, че 

остатъкът при делението ὰ |? с 30 е равен на 1 или на 19. 
Pewenue. ЦВ представим чяслата от „естествення ред по следниия качин; 

30k, 30k+1, 306+2,...,30#+15. , 

От тях прости могат”да бъдат €aMo числата ) 

“ 30kl, 30RLT, З0Е+И, 805:18. 

а 

По-нататък решението e яенпо. 

57. Покажете, че ако р и 4 са прости чиела, по -големи от 3, 

числото 2--4 се дели на 24. ' 

Решение. Да представим р2--42 във BURA - 

«а) , pi—g=(p—1)(p+1)—(g—1)g-+1). 
Понеже р и 408 нечетни, всяко от числата (p—1)p+Du(g—1)g+ 1) като произ- 

ведение на две последователни четни числа се ΠΕΠῊ поне на 8. Or друга страна, 
всяко от числата(р-1) p(p+1) и (4--1) 4(4-1) xaro произведения на три после- 

дователни числа се дели на 3, Но съгласно условието на задачата (р, 3)--1 и (g, 

3).91. Следователно 3 дели числата (p—1)(p+1)n (4--1)(44-1). Накрая, κᾶτο нзе- 

мем пред вид още, че (8, 3)<-1 и равенството (1), непосредствено следва, че 

р2--42 се дели на 24. / ἢ 

58. Покажете, че нечетното m{xcno n e просто тогава и само 

тогава, когата се предстазя по единствен начин като разлика от 
квадратите на две естествени числа. Бе 

Решение. Зя всяко /естествено”"нечетно число п е BICHAR равенството 

ῳ (Ξ } τ } Ν 
Нека п е просто число, 33 което да имаме n—u?—02 където й и U са це- 

ли положителнви числа. От разлагането n—=(u—v) [@-+o) следва u—v=1, utv=n, 

T е. μ:.’ἶζξξ и v_—_-_";_l.. И така, ako п езпроста, представянето (1)%e един 

ственото представяне на п KATO разляка OT квадрати на естествени числа. O6- 
ратио, нека пе съставно. Torasa ще съществуват естествени числаа, Б.Епрн 

това нечетни, така че f=ab и 1 «αῷ " π. Очевидното равенство 

R 
) 

, 

ΜΗ дава друго представяне (различно от (1)) на съставното число и като разлика ” 
QT квадрати на естествени числа. - 

59. Да се докаже, че не съществува полином f(X) с” цели 
коефициенти, 88 който числото Ди) да e, просто при всяка цяла 
стойност на 7. , 

Решекие. Нека Дх)е произволен полином с цели коефициенти и хе 
да e цяла стойност на X, 38 която числото f(xg)=p е просто. Да образуваме 

стойността fiXy+py) на полином Дх) при Ххезха+ру, където уе произаолно 
цяло число, Ще имаме 

РИ Ο , РЕСИ--РПАЕСИ - 
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Очевидно £(y) e полином с целин коефициевти. Ако числото f(Xp4-py) е просто 
при всяко цяло ¥, бн трябвало 14-g(3)=1, а това би азначавало, че уравнението 
&(v)=0 има безбройно много корени, което е невъзможно. 

60. Нека 2”--1-46, където m, a, b са естествени числа, по- 
големи ot 1. Докажете, че o+ b==2*a,, --1--226, и числата &, 
аь by са нечетни. ( Ι 

Упътване. Използувайте равенството 

Зте(ач-1)(0--1)4-(а+-1)-(0--1). 

61. Докажете, че ако числота 22--1 е просто, то k=0 или 
k=2" (n=0, 1, 2,..). , 

62. Докажете, че ако a, b, т и п са естествени числа, 838 
които числото а”.46”“ е просто, TO най-големият общ делител на 
ти пе равен на Е мли е степен на 2. 

63. Всички прости числа, ненадминаващи простото число р, 
разделяме на две ΓΡΥΠῊ р фре-.., р. B Фр Фъ--.,д» TaKa че 
1<piPao- - Pr—q1q2+ .- 9s<p% Покажете, че числото Py Py...pp— 
πιφιφι.. g, е просто. - 

64. Докажете, че ако а и b са взаимно прости естествени 
числа,)то Ф (αδ)--φ(ο) φίδ), (тук еф(и) азначава функцията на 
Ойлер). “ " 

Решение. Ше използуваме следното CeoHCTBO: едно число е BIANMHO 
просто с произведението ай тагава и само тогава, когато това число е B3UMHO 
просто поотделно ¢ @ W ς b Отгук следва, че Задачата се свежда до намира- 
не 6 юя на естествените числа, по-малки от аб и взаимно прости както с а, така 

и ς b. За целта да подредим естествените числа ot 1 до ай в следиата таблица 

1. 2., . E... b 
4 541 843 . ... В4В... 20 ' 

м и 2641 2642 . . . 204K, . 8 

. - 5 1 (а-5 8427 Да-ЪЪ+Е.”.”. аБ 
Числата от кой да е стълб на таблицатА се различавак помежду си със 

събираемо кратно на b, Оттук следва, че те имат с 0 едив Ἡ същ най-голям 
общ делител, който е равен на кай-големия общ делител на b и числото, схоящо 
ΜᾺ първо място в съответния стълб. Следователно броят на стълбовете, съставе- 
ἨῊ OT числа, взаимно прости ¢ b, е pasen на броя на естествените числа or 1 
ἈῸ b, която 3 взаимно прости с b, т. е. на ф (b). 

Да разгледаме cera произволен стълб, например 
1 

() k, bk, 264k, . ς ς (α---τὴδή ε, - 

HCl ъ 'rg, «-+sFg_3 да означим остатъците OT лелеинието на числата OT TO3H стълб 
¢ a. Понеже (a, b)=1, иепосредствено се проверява, че #:Еу при #: . Следо- 
вателно остатъците Vg, гу,..., га у €2 числата 0, 1, 2,..., а--1, но изобщо в 
някакън пруг ред. Като вземем пред вид ome, че (sb+-k, a)=(rs, а) s=0,1, 
---s0—1, е ясно, че числото 5646 е тогава и CAMO тогава взаимно просто ¢ 4, 
когато #. € взанмно просто с 4. . " 

Следователно броят нва числата (1), взанмно прости с @, е равей на Ф(а). По 
такъв начин се убежцаваме, че всеки стълб на таблицата съдържа @ (а) на брой 

18 . и



числа, ΒΒΔΉΜΠΟ прости с &, И така таблицата съдържа ф (0) стълба, " числата иа 
конта €A B3AuMHO простк с B, и всеки стълб съдържа ῳ (@) числа, взанмино прос- 
™ с & Оттук непосредствено следва, че броят на Числата, по-малки OF 
ай и взанмио прости както с 4, така и с b, e равниа на q;(n)q:(b), T. e 

. ; φίαδ)νμφ (а) ¢ (6). 
Доказаното свойство остава в сила м за случая на прои:юедшие or праид 

волея краен брой два по два взаимио NPOCTH множители, В 

65. -Hewa р е просто число, а А е произволно естествено чис 
ло. Покажете, че х 

A )=p(1— 
Решение. Трябва да пресметнем броя на eCTECTBERHTE Числа. „поемалки 

ot p* н взанмно прости с . Очевидно 

Ρ Ἱμ. 3p,-...0 Π 
са всичките числа, ненадминаващи й и конто не са ΒΞΔΉΜΗΟ прости с P~ Поне- 

же броят на тези числа е равен на P, за :р(р*) ще имаме ”” 

въе) 
66. Нека n=p* дв...г” e каноничното разлагане йа естестве- 

HOTO число л на прости множители. Покажете, че 

ефе) 
Упътване. Използувайте резултатите от зад. 64 и зад. 65. “ 

67. Намерете броя на естествените числа, по-малки от 4320 
и взаимно прости с 4320, . 

ῃ 

τὰ 

и Отг. 1152 

68. Намерете броя на естествените числа, по-малки от 120 
не взаимно прости с 30. 

Отг, 88.°' 

59. За естественото число а знаем, че ¢(a)=3600 и a= 
=3% 58 7r . Hamepere а. 

Or 78175, 

70. Дадено e, че 9(@)=120 B a=pq, където p U g са различ- 
Π прости числа. Намерете а, ако p—g=2. 

. = Orr. a=143. 
71. Намерете ecTECTBEHOTO число @, ако € M3BECTHO, че g{a)= 

=11424 и a=p*q% където p H g са различни прости чиела. 
Отг. a=14 161. 

72. Нека 5 е сумата на всички естествени чиела,! по-малки 
OT т и взаимно прости с 17. Покажете, че 

5 --тф(т) 

Упътване., Използувайте, че ако (g, m)=1, τοία, m—-a)=1. 
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, 73. Като използувате резултата от предната задача, пресмет- 

нете сумата S за числото т, където . 

а) m=28; 6) т--46; m=375. 

у Отг. а) 5--168; 6) 5-506; в) 5--375 000. 

74. Покажете, че броят на положителните несъкратими пра- 

вилни дроби, знаменателят на които не надмивава естественото 

число п, е равен на (2)+(3)-..-+Ф(1). ' 

75. Като използувате резултата от предната задача, намерете 

броя на всички положителни несъкратими правилни дроби, знаме- 

нателят на които не надминава 7, където:" 

а) n=>5; 6) n=10; в) n=15. 

76. Покажете, че за произволни естествени числа п и kesB 

сила PABEHCTBOTO . 
— pk— 

, ф () ἰφ (Ὦ. 

. 77. Нека «и т са съответно най-големият общ делител Η 

най-малкото общо кратно на естествените числа а и 5. Покаже- 

те, че 

. е(а6)-4(т). 
78. Нека п и d са дадени естествени числа, като d не надми- 

нава п. Намерете броя на «естествените числа, ненадминаващи п, 

най-големият общ делител на която с л е равен на 4. 

- Решение., С фФ.(") да означим търсения брой. Очевидно (=) 

flpiyfl:momo число ет Явтересуващите ни числа ще нма вида dg, където 115.“„. 

Отг. а) 9; 6) 31; в) 71. 

. n 

Or условието (п, dg)—=d получаваме (ἔ, q)=1, откъдето следва. φ,,(π)πφι(’ {) = 

аРН 
79. В означенията на предната задача пресметнете: 

а) ф (660); 6) @5 (580); в) 917 (595). . 
Отг. а) 40; 6) 28; в) 24. 

80. Нека п е естествено число и със Σφ(ιἰ) да означим су- 
din 

мата OT индикаторите HA всички делители на п. Докажете, че” 
v 

Zdd)=n. 
; «а 

81. Решете уравненията: , 

а) φίχ)ΞΞ 12,; Orr. а) x=13, 21, 26, 28, 42, 36;, 

6) ¢(2x)=7(3x); : 6) x=21 у, където {6, y)=1; 

B) φ() =5 в 
- 



г) φ(χ):-ἓ- X г) x=34 . 

л) е00) < же а 

е) φα)ξ —,lr χ. с) уравнението ἵμαμα решение“ 

Определение. Цяла част [x] на реалното число х се нарича 
най-голямото цяло Ччисло, което не надминава Χ, Например 
(--3,41<---4, (5,31<-5, Ji0l=3,12]=2 и т. н. 

82. Докажете следните свойства на функцията |Х) 

а) екИЯ Ε: | 
6) [x-+n}=[x]4n където п € произволно цяло числа; 

в) 2Е 104 (ИЕ В 
- [%ч!::[%], където п е произволно естествено чи.с.по; 

я ен е+) τ ее 
къдета п € произволно естествено число. 

Решевие. Σ 
а) Реалнота число х можем да представим във вида X=[x]+«, където 

0:5а<1. Аналогично за у имаме у--| »] Ἐβ, къдета 0:58<1. ΟἹ почленното съ- 
биране на двете равенства получаваме x4-y={x]4[y]4-2+B, or което равенство 
следва, че цялото число (1-|5)| не надминава x+y. На τ като lx+y] е“ 
вай-голямото числа с това свойство, TO |(х4-5)>|х)-Н(У). " 

6) От очевндинте неравенства х4п-1<х4л|ахф+п получацаме х-1< 
{x+n]—n=x, откъдето следва, че [x+nl—ns[x], т. е. |х.-1)-(х|4-л. 

в) Съгласно свойство 6) ако увеличим X Ἡ У с цели чнела, двете страни на 
неравенстното ще се увеличат с едно и също число. Следователно без ограни- 
чение на общността можем да предполагаме, че 0:5х-<1, 0s5y<1. При това 
предположевие трибва да покажем, че е в сила неравенството 

1251412 121) " . 
Axo [x+y]-+0, последното HEPABEHCTBO очевидно е изпълнена, Ако [x-+v]=1, τὸ 
X+4-yz1, откъдето селедва, че поне едио от числата X и Y, например X, е по- 

толямо от -;.. Следователно [2x]+{2x]=[2x]=1=[x+¥] 

т) Да представим х във вида жх--|х|--е, където θξα «1, С ди « да озна- 
Чим съответно YACTHOTO и остатъка при делението на |х| с п. Ще имаме - 

14<-744-г, 0srsn—1. 
Оттук получавме # 

“ а 
ς .n 

откълето [Ш ]=д | , 
n 

Да пресметнем cera [ : ] Имаме : 

x=[x]+a=ng-trto=ng+n, 



където ry=r+a<n. Опгук получаваме 

¥ g+ 
A 

с х 1] 
91‘[{51161‘0 следва -п- =g= ἷ „ което трябва.ше да докажем. R 

7 Н 

д) Съгласно свойство 6) достатъчно е да вазгледаме случая 0:ах<1. При 

x=0 равечството очевидно е вярно. Нека х >0. В такъв случай съществува еСс- 

тествено число т :5п, такова, че да са м сила неравенствата 

- и fm—1 - Η т 
Q) X4 <1sSx4 у 

Неравенствата (1) Morar да се запишат още във-вида 

n—nxsm<n—nx4-1,’ 

„откъдето следва, че. m={n—rx]=n—{nx]. Спедователно дяснгта страна (л) на ни- 

тересуващото ни равенство е [nx]=n—m. ' . 

Ὅτ друга страна, съгласно веравенствата (1) имаме 

#1 [0, при 05#<т; ! 

хя - 1, npwmsk=sn, 

OTKBRETO непосредствено следва, че лявата страна HA нитересуващото ΒῊ равен- 

ство е също равно на nN—m. 

83. Покажете, че ако р н 4 са взанмно прости числа, TO 
r—1 ᾽ 

SRl e 
=1 Не 

84. Нека o, означава броя на положителните делители на ес- 
тественото число п, а S, означава сумата на тези делители. Jo- 
кажете равенствата “ м : 

и а I 
а 12 {Ὲ 4n [ 5] 

. Решение, Ще прилоким метода на пълната математическа иадукция. 
При n=1 равенствата очевадио са верни. Да предположим, че те €2 верни ΠΡΗ 

пе-т, При това предположение ще покажем, че те остават в сила и пря n=m+1. 

При доказателството ще използуваме следните равенства, конто се проверяват 
непосредствено: 

[ ”;;Η]:[ Ἐ-] ако # не!дели т; 

' [-’Η-Ἴ:[-ἵ-]-ι-ϊ..εκο # деля т.. - 

Оттук следва, че | 

т4 т4 т+ т и m , 
o |“ τ.. 5 . τ [„, |ке 
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т. е. ако 

-то 

т1 ΜῈ } т+ 
[ Τ ']'Ἱ'[ 2 ]+ .- [т+1 ]—°1+°z+ oeetoptomit 

m+1 т4 м 9 [ 1._—] 2[—5-—] + Ч (1) [ππ] . 

т т | - —l—] +2 ἰ-ἵ] Ἔ +m[ ]+Sm+1 B 

т. € ако 

т - Ὑ πι 
[᾿1᾽] +2 [—2—] +’ oo bm [ я ] δι- 524 ч. . 

0 , 

: πι- ΕἸ 
[-ἶ д] +2 [-ἷ΄᾽ζ] еее {m1) [ἷῃπ]εει-ἆ-εῄ- ... Ἔ Έ εΕ, 

85. Като използувате равенствата от предната задача, пре- 
сметнете броя на делителите на всички естествени числа от 1 до 
28 и сумата от тези делители. и 

| . Orr. 101 и 660. 

86. Докажете, че ако а, b и п са произволни естествени чис- 
ла, то 

п q ' 
Pewenne, Да положим [ἷ Ξφ } τ | =0 и 

Тогава ще имаме ' 
, п--ай+г,4-6414-гр 

където 0:5г ς α, 0:511< . Оттук получаваме 

, n=abq,+ (r+-ar), 

където 0sr+4ary<a—1+-a(b—1)=ab—1<ab, Следователно 

. 1 Π 
Което трябваше да докажем, R 

87. HamepeTe показателя Ha най-високата степен HA прастото 
Число p, KOATO делич"! . 

- π Π π 
- Отг. [-р- + [-;3‘ + .. 
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88. Намерете степенния показател на числото 11 в канонич- 

. ното разлагане на числото 1000L 
Отг. 98. 

89. С колко нули окончава числото 2931 . 

. 
Отг. 7L 

- 90. Намерете броя на естествените числа, ненадминаващи 

1000 и взаимно прости с 363. . # 
1 Отг. 393. 

91. Ако ле цяло положително число и &, В, Уу +„А са естест- 

вени числа, за които а+р+т+...+7„=п, докажете, че 

4 ! ς Μ 

а) ᾽ αἰβιτγῖ...λὶ , 

е цяло число. . 

Решение. Нека р e произволно просто число. Показателят # на степен- 

татна р, която дели знаменателя на (1), е равен на - 

Σ 

СГ л 
а показателят А на р в числителя е & =§ “ |- 

а ана Ρ { A ря 

Понеже пе-«4Й--Т- .- +24 τὸ 

Π Ay 
1. е. ky=k. Следователно вкяка степен на просто число, която дели знаменателя 

на (1), ще дели н числителя. 1 

92. Да се определи най-високата степен на едно просто чис- 

n 

ло р, която дели ( . . 

LS 156 B 
а i 

93. Да се определи показателят HA най-високата степен на 

едно просто число р, която дели (т+1)(т+2)...(п- 1)n. 
. 

| S 15 5 T 

94. Да се определи показателят на най-високата степен на 

простото число P, която дели произведението 1 

Η , 1. 8. 5. 7.. .«((ὩπῈ 1Ὲ 
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. 

95. Като използувате резултата от зад, 92, вамерете показа- 
теля на най-високата степен на числото 7, която дели биномния 

117 
коефициент ( 32) 

и Отг. 1. 

96. Като използувате резултата ΟἹ зад. 94, намерете показа- 
теля на най-високата степен на числото 5, KOATO дели числото 
8. 5. 7...301. . 

Отга 37, 

! . § 2. СРАВНЕНИЯ 

Определение, Ако естественото чиело т дели разликата a—b 
на целите числа g, 6 пишем и 

а) a=b(modm) ' 

и казваме, че а е сравнимо с b по модул m. 
Сравнението (1) е равносилно с равенство ΟἹ вида 

а-6-+Ет (k—nsno). ͵ 

Очевидно аг-6 (mod т) тогава и само тогава, когато числа- 
та а м b имат един и същ остатък при деление с т. 

Свойства: [ 
а) ac=a (mod m); 

=b (mod т) e равносилно с b=a (mod m); 
в) от a=:b (mod m) и b=c(modm) следва a=c (modm); 
г) релацията сравнение по MOAYA т € съгласувана ¢ алгебрични- 
те операции събаране и умножение, т. е. сравненията по даден 
модул т могат да се събират и умножават почленно: от a@==ay' 
(modm) и b=b, (mod m) следва а+-А--а;4-0) (той т) и ab=ayb, 
(mod m); . 

Д) от Κα Е0 (modm) и (k,m)=3 следва a=b (mod %)— ячаст- 
HOCT можем да съкращаваме двете страни на сравнението на общ 
множител k, без да променяме модула т само когато този общ 
множител е взаимно прост с модула т. . 

Свойствата а), 6), в) означават, че сравнението MO даден MO- 
Дул т е релация на еквивалентност в множеството Z на целите 
числа, Следователно посредством тази релация мниожеството Ζ се , 
разбива на непресичащи «е класоне ΟἹ сравними помежду си чис- 
ла. Броят на тези класове е равен на броя /1 OT всевъзможните 
Остатъци, които се получават при деление с модула т. Ако a€Z 
Дава остатък г при деление с MM, класът 4, към който принадле- 
“И числото @, ще се състои от всички цели числа χ ἀπι, ἢ-- 
Ппроизволно цяло число. | , 
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„МНОЖЕСТВОТО от всичките класове- 

0 1, 2,..., т--1, 

съдържащи съответно числата . 

’ 0, 12,..., m—1, ) τ 

ще означаваме с Z,. Елементите на Z, ще наричаме още класове 

от остатъци по модул #. - 

. „Определение. Всяка система от т на брой несравними по- 

между си по модул т числа ще наричаме пълна система от 

остатъци по модул т- 
Най-прост пример за пълна система остатъци по модул т е 

системата от числата 0, 1, 2,..., т--1. “ Ако Ху Хр.-«з Хм-а € 

пълна система остатъци по модул /1, класовете 

Ху Χυ:-.ν Χρμτι 

Са различни и изчерпват цялото множество #. 
Теорема. Ако хо, Хре. Xy € пЪлна система остатъци ΠῸ 

модул т и числото а е взаимно просто с 2, числата 

axytb, ax;+b,...,a%, 1+b, . 

където b е произволно цяло число, също образуват пълна систе- 

ма остатъци по модул Μ " 
Определенце. Казваме, че πμοποτοῦ χ € решенцие) на . сравне- 

нието “ - 

(2 ax+b=0 (mod m), 

когато ax,+b=0 (mod m), и при това всеки две решения Х) HX, 

на сравнението (2), за които X=X, (mod т), ще считаме 88 не- 

различни. - - 
Теорема. При (а, m)=1 сравнението (2) има точно едно ре- 

шение. . 
Пример. Сравнението 5х4-4-0 (mod 12) има точно едно 

решение х--4 (mod 12). ! 
По-общо B сила e следната теорема: при (а, /1:)--5 сравневие- 

то (2) има точно 8 на брой решения по модул т или няма реше- 

ния в зависимост ΟἹ това, дали # дели свободния член b, или не 

го дели. . 
38 да решим сравнението (2), достатъчно е да рещим Heol- 

ределеното уравнение ах+д--ту в цели числа Χ, y. Рещшението 

на последното уравнение може да се извърши по метода на Οὔ- 

лер, който ще MSACHHM.upes следния пример. Да решим сравне- 

нието К / 

' 15x+7=0 (mod 23). 
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C други думи, трябва N3 решим неопределеното уравнение 

155 4+7=23y." . 

решаваме това уранвнение епрямо HEMIBECTHOTO с по-малък кое- 
фициент и получаваме 

Зуе а 87 . . 

Кее ΞῈ g 

Понеже X и у €2 цели числа, числото 811751-=2 трябва също да 

е цяло, Записваме последното уравнение във вида Ву--7--15 5 и 
ro решаваме спрямо неизвестното у, което се явява с по-малък 
коефициент. Получаваме . ' . 

͵ z-7 . ” 
Числото -------й трябва” да бъде цяло, откъдето намираме г-- 

=7+8u. Torapa за неизвестното х ще имаме x=21+23u И та- 
ка решенията на неопределеното уравнение 15x+7=23y са x=' 
-9142Зи, y=14+154, където п е произволно цяло Ччисло. От- 
тук получаваме, че рещението на даденото сравнение 

15x+7=0 (mod 23) 

x=21 (mod 23). 

Korato коефициентът « не е взаимно прост с модула 77, Τ. . 
(α, т)--57>1, и когато 5/b, за да решим сравнението (2), разделя- 
ме почленно двете страни и модула ¢ ὃ и разглеждаме  сравне- 
нието - . - . 

@) ax+b,=0 (mod my), 
a ‘b m . и където ечеа Вуеетаа туе | 

Имаме (a,, m;)=1 и следователно можем да намерим решение X, 
на сравнението (3). Тогава числата [ 

Xy=Xotk ey k=0, 1, 2,..., 3—1 

Ще представляват всичките 5 на брой различни решения на даде- 

ното сравнение (2). “ - .. 
Определение. Всяка система от φί Η брой числа; коита 

са несраввими по модул т и са взаимно прости с модула, се на- 
Рича приведена система остатеъци по модул т. 

' 27 
а ааал ЕЕ Е сИА ееее



Теорема. Ако (@, т)--1 И Хъ Xg...s Ха k=¢(m) е приведе- 

на система остатъци по модул /7, числата 

΄ χ аХа...ахь 

също образуват приведена система остатъци по модул 772, 

Теорема на Ферма--Ойлер. При (а, m)=1 е в сила сравне- 

нието ' Ν Ξ 

, , εαν 1 (mod m). 
. . 

В частност при m=p просто се получава следвата 
Теорема на Ферма. За всяко цяло число а, което не се де- 

ли на простото число р, е в сила сравнението . ΄ 

a”3=1 (mod p). 

Teopema на Уилсън. За BCAKO просто р € B сила CPABHEHHETO 

(р--11!4+1--0 (той p). 

Алгебрични действия в #.. Свойството г) наред с изброени- 

те по-горе свойства на сравненията ни дава възможност да де- 
финираме по естествен начин операциите събиране и умножение 
в множеството Z,, като приемем по дефиниция следните равен- 
ства: 

a+b=atbn ab=ab. 

” Относно Taka дефинираните ,операции B Z, са B сила обичайни 

те закони, както при действията събиране и умножение с числа" 
Когато модулът m=p € просто число, в Z, можем да ΗΒΒΈΡΠΙ- 

р . 
ваме и деление, стига делителят да е =+0, т. е. уравнението 

. ι 4е 
ax=b (a,6¢Z, αΞΕ0) 

има TOYHO едно решение X €Zp. “ " . 

"Пример. B Z; уравнението 3 x-+4=0 има единствено реше- 

ние х-2, което може да се получи, като решим сравнението 
3x+4=0 (mod 5). 

Ще илюстрираме действията B Z,, като разгледаме за KOH- 

кретност случая m=4 и посочим съответните таблици за събира- 

не и умножение в #: 

ἘΠΓ|1 2 8 01 3 

, 0| 60 1 23, 0/ 0000 
/12 8.0 il 61 23 | 

. " азоГ 30202 
3 8 δ 15 38 038271 
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1. Докажете, че цялото число N се дели на 9 тогава й само 
«гогава, когато "сумата ΟἹ цифрите му се дели на9. 

2. Докажете, че цялото число N се дели на 11 тогава и са- 
MO тогава, когато сумата OT цифрите My, стоящи на нечетно 
място, е срявнима със сумата ot цифрите стоящи на четно мяс- 
то по модул 11. м 

3. Докажете, че числота 29241 се дели на 641. ι 
Pewenpe. Имаме 

, 641--514+21-0 (тоа 641). . 

Or друга страка, 

,  641=640+1==5.128+ I'=5. 27+ 1=0 (mod 641), . 
1. e 5. 20=—1 (hod 641), , откъдето получаваме 5¢, 28— =1 (тоа 641) Torasa 
-2,2%=1 (mod 641), или все едно 2224 Г0 (mod 641) 

4. Намерете" остатъка от делението на числото 34117 с чиела« 
то 72. . Ν , , 

Отг. 53. 

5. Намерете последните две цифри на чиелото 7831514 
Упътване. Намерете остатъка ΟἹ делението нА даденото чиело сьс 100. 

. , N Отг. 0 Η 7. 

6. Докажете, че . ” i 
211819 (mod 11. 13) 1 

Ре me вие. С непосредствена проверка се убеждаваие, че “ 
11. 31—1=340=5 . 68 и 25:---1 (mod 11). 

„Като повдигвем последиото сравиение в 68-ма степен,. получаваме 
( . (25)68=2m_2u —1=] (mnd 11). : 

Тъй като 25за1 (штой 31), то , , . 
@ пуе 8] (mod 31), . Y ' 
Повеже числата 11 и 31 ca взанмно HPOCTH, TO 

21 . 31— ῖ (mod 11.31), 

откъдето получаваме исканото CpasHenme. 
7. Покажете, че ако 100 а4+1004+-с«:0 (mod 21), T0 

a—2b+4c_40 (mod 21) 
Решение. Като съберем очевндните сравнения 

400 a= a (mod 21), .. 
400---26 (mod 21), ΄ .. 
4e= 4е (mod 21), 

ι 

получаваме 

100а44-4004-4е--а--254-4с (mod 21). 
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͵ 8. Нека р е просто число, а а и ὅ са произволки цели числа. 
Докажете, че 

“ (а4-6)<-аР4-0? (mod p). 
Решевие. Тъй като 

Р Р ящ - (a-+byP=a?-+| | ἹαΡ Ὶ o 4972624 .. Ἔ »-ἰ ab?~14-b7, 

10 33 да решим задачата, е достатъчно да покажем, че всеки ΟἹ биномпите” кое- 

фициептп( ς ).( ς ). . .. ,( p-fl ) се дели на р. Наинстина числото ( ς ) 

| )=Ш в τ п ецяло и тъй като ре проста и p> &, то р не се сък- 

B . . . Ρ 

ращава с никой OT множителите на знаменателя. Слпедователно ( " <--рт, 

9. Като използувате резултата ΟἹ предната задача, докажете 
теоремата на Ферма--Ойлер: 

Ако а е произволно число и числото р € просто, τὸ 

af=aqa(mob р). ) 

Упътванег, B сравнепието 

| ЕА Е ТЕТ 2 

положете fy=Fhy= ... =h,=1. ¢ 
10. Hexa р e просто число, а @ и b ca произволни цели чис- 

ла. Докажете, че ако σεεῦ (mod p”), то а?--6? (mod р“?). ” 
11. Докажете, че ако р € просто число, то 

(% ! ) (—1)*(mod p). 
Решенне. Като умножим очевидните сравнения 

͵ . 

. 

получаваме ” 

((р--1(р--2) .} ( ε( Ὧ 1.2.. . k(mod p). . 

Тъй като (1.2... Κ, p)=1, To като разделим двете страви HA последното срав- 
, —1 

нение ¢ 1. 2... &, ще имаме (Pk )E(—l]k(mod #. , 

12, Покажете, че ако т е произволно нечетно естествено чис- 

ло, то (т---1)!- (-])т;1[(т;1) ]a(modm)." 
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13. Докажете, че уравнени.ето 

X34 4235 

няма рещение в цели числа. 
Уупътване, Изаолзувайте, че ако а е произвотно цяло число, то остатъкът 

ot делението на @3 ¢ 9 е 0 или +1. . и 

14. Докажете, че уравненвнето . - 

| 5121 

вяма решения в цели числа. ' 
15. Докажете, че ако р е нечетно просто число и 

2P 4yP=0 (mod p), то х4+у?-0 (mod p). 

Упътване. Използувайте, че xP-+yP=x-4-y (mod р) (аж. зад. 9). 

16. Докажете, че ако нечетното просто число р не дели ця- 

лото число а, уравнението # 

. “ 

х у”-р.а 

няма решение в цели чиела. ” . 

17. Покажете, че числата 24, 18, —19, 37, 28, —23, —32, 5, 

41, —35, —33 образуват пълна система OCTATHUM по модул 11. 

18. Покажете, че числата11, —1, 17, —19 образуват приве- 
дева (редуцирана) система остатъци по модул 8. 

19. Като използувате теоремата на Ферма--Ойлер, намерете 

остатъка при делението на числото а с числото b, където: 
а) а--38715, b=45; 6) а--439291, р--60; 

в) а-(12 371764-34)150, b==111;1) а--3564-4,7100, ф--132. 
Отг. а) 32; 6) 19; в) 84: 1) 7 

. 

91021 (mod 10932). 

Рещшение. Ще изсолзуваме сравнението ‘\3U54p+l {mod ' p%), p=1093, 
ΚΟΞΙῸ следва OT равенствата: - 

F 21872, 1003-1--2}.1, 
Зе 44 441 

и факта, че в сравнеция ΟἹ вида c=ap--b (mod 7) можем да заменим коефици- 
€liTa а с KOC да е число, сравнимо с а по модул р. Получаваме последователно 

2116 38)--15 p-11, " 

228е 380ρ-121 (mod p3), : ' 

2. 28— —2070p1-1080== — 2960p—4=310p—4 (mod p?), . 

32,928, 7=22170p—28=—16p—28 (mod ρῆ), 

33:225.75-411-7 (той μ3), 

20. Докажете, че 

" 81 
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814 Ое Tz (@ptTf=—T „4р.16--17 (mod р2), 1 
ял ! 

35 21285.. Δρ--Ἰ (mod ρ5), 

Тъй като 351541;—}—1 (mod 2), последното сравнение MOXE да се запише във вида 

Зи 2182314 (mod 10983), | , 

Ил Ν 

. 2182 --1 (mod 10932), 

откъдего получаваме исканото сравнение. | 

21. Докажете, че - , 

1018651 (mod 4872). 

22. Докажете, че произведение на три последователни дели 

числа, от които средното е куб на цяло число, се дели на 504. 
23. Докажете, че ако простото число р не дели числото а и 

а: 1 (той p), то а”-:4+1 (той ?). 

Решенне, Нека например а?--1 (той ра 

а?- 1-4а-1)(а-14-аР-24. ., . -}-a+1)=0 (той p). 

Съгласно TeopeMara на Ферма ще имаме 

aP—1=a-1 (mod р) 
Ε 

т. е. a—1=0 (mod p). От паследното сравнение получаваме 

(той #). 

Като съберем тезн сравнения, ще нмаме 

аР-1--аР-3.)- .. . tat1=p=0 (med р) 

н следователно aP—1=0 (той p?). 
Аналогично се разглежда случаят а?-.-1 (той р). 
24, Нека р и « са различии прости числа. Докажете, че 

1 Ἐ Ρ ἸεΞῚ (mod pg). , . 

25. Нека т е нечетно число, по-голямо or 1. Докажете, че 

Оостатъкът от делението на 2¢™—1 с m е равен на m'—[—";—], 

26. Hexa т € нечетно число, по-голямо OT 1. Намерете остатъ- 
ка от делениета на числото 4е) с т. 

/ | . Отг. m— [MT]. 
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27. Нека ар йз,.... й, се естествени числа. Докажете, че ако 

чдислато Ха --аз-+ . ἜΠ се дели на 30, то числото 

7 Мезаб+а .. а : 

също се дели на 30. 
28. Докажете, че ако х2--2 < 0 (mod 21), τὸ 

x24-y2=:0 (шой 441). 

Упътваке. Покажете, че всяко OT числата X и у се дели както на 3, така 

и на 7. 

29, Нека p>2 е просто число, а т € произволно естествено 

число. Докажете, че . 

my om_y om oy f—1 ако т се дели ot p—I1, 

и 434 (е) "{ o(mOdp)’axo т не се дели от p—1l. 

30. Докажете, че ако а е цяло число, взаимно просто ς 10, 

то 38 всяко естествено число ле в сила сравнението 

᾿ @'+ κ (πιοά 1000). 

Упътване, Използувайте, че (а, 2)--1, (а, 5)=1 и 1000=28.55. 

31. Нека а e нечетно число, което ве се дели на 5 une 

произволно естествено число. Покажете, че 

„ а201+1.за (той 100). . . 

32. Покажете, че ако а е !.шсло. взаимнб просто с 546, TO - 

а2 Т (mod 4368). 
33. Нека а е цяло число, такова, че , 

а--а (mod 13). - 

Докажете, че / 

a®+1=-0 (mod 169) , 

34. Нека числото р-4А4+1 е просто. Покажете, че 221--1 

(mod p). 
35, Hexa а € четно число, Koero не се дели Ha 10, и пе про- 

изволно естествено число. Докажете, че числото a?°" окончава на 76. 

Pemenne Съгласно условието. на задачата имаме ὥπα2ὶ g, където А:1, 

(9410)--1. С r да означим остатъка ΟἹ делението на a2 със 100. Ще покажем, 

че r=76. И наистина 
» 

еме (mod 100) ' 

ИТИ ome ' . . . 

“ - 2% рл ет (πιοά 100). 
А 

Ho (g, 100)--1 и следователио . . 

got=g?==1 (mod 4) я ge)=g®¥=1 {mod 25),.τ. е. 450Ξ:1 (mod 100). 

Като вземем пред вид последното сравпение, (1) приема вяла 

2=y (mod 100), 

33 а 
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откълето следва - 

2y (тоа 25). . 

Ὅτ друса crpaua, 9(25) 901 (mod 25). Следователно r=1 (mod 25), 1. е. r= 
=1425 k. 

Тъй като г е число, по-малко or 100, и съгласно (1) се делн wad, тог-76. 

36. Нека а е цяло число, взаимно просто с 35. Покажете, че 
Ν 

(α"---Ἰ)(α" 415а424-1)-:0 (той 35). 

37. Нека п e естествено число, което не се Remt на 3. До- 

кажете, че . N 

г 1427422 --0 (mod 7). R 

38. Нека п e цяло неотрицателно число. Докажете, че 

7=-1 (mod 2™2). . 

39. Heka 230 e цяло число, което не ‘ce дели на 5. Докаже- 
те, че 

. а 4 да" =4 (mod 100). 

Упътване. Използувапте тъждеството . . 

a¥14-3a17 — 4 —(at"—1)at?+4). 

40. Heka п е естествено число, което не се дели на 3. 
Доказхете, че Я 

т8---20 (той (218--2)). " 

41. Проверете сравненията: , 
а) 21973 2 (mod 19.73); , 
.6) 28773 =2 (mod ,37 . 73). ΜῈ 

2 -ἰ, 
42. Нека р е просто число. Покажете, че числото “- 

точен Кквадрат на цяло число само при p=3 и p=T. : 
Решеяие. Очевидно простото число 2 не удовлетворява условиего на 

задачата. Нека p>2. Да положим 

p=2g--1, ЗЕ-1-1 ер .. 22. 

+ Оттук следва, че . . . 

ф -(2‘{—1)(2‘7—{-1):171‘3. . \ 

” Тъй като 

(.- 1γ.}25...1-2, 

то числата 29—1, 294-1 са взаимно прости. Следователно едикият OT MHONCITEAY- 
те в (1) е точен квадрат, а другият е проаизведение иа точен квадрат с числото 
, т. ε. 29--у2+1. " 

Да разгледаме случая 29-52--1. Ако 4--1,то получаваме y=1, p=3. Пря 
g>1 равенствота 29--524-1 е невъзможно, тъй като лявата му страна се цели 
па 4, а дясната е сравнима с 2 по модул 4. 
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΄ 

Нека cera 29-у?-1; Тъй ката числата у-1 и V41 имат общ Ммиожител 

само числото 2, то ΟἹ равенството 

29=(y—1)Xy+1) 
получаваме . - 

у-1-2, уч-1е09-, 
т. е. ¥y=3, 4--3, p=T. . Я 

43. Намерете всички прости числа P, за които е в сила срав- 

нението . - 

57 4-1:<0 (той-р). 

Pemenue, Ouesunno р + 5. Torasa 

ф 1 5969521 (mod ρβ), 

Като вземем пред вид това сравнение, За лявата страна на (l) имаме 

5Ρ΄..1-53-»͵ 5Ρ-1--5Ρ.1 (mod р2). 

По такъв начин Задачата се свежда A0 нампиране на всички прости числа р, за 

HOKTO ᾿ " 

Ω) 524-1-0 (той р2). 

Ho ако за иякое просто р € B сила сравнението (2), то . и 

5741=0 (той р) | ” 

или още 5+1=0 (mod p), откъдето получв.ваме ре-? или p=3. С н,епофсдстве- 

на проверка се убеждаваме, че при p=2 сравневието (2) ие е в сидла, а при p= 

- 8 това сравнение е изпълнвено. - 

44. Heka ancnoto p=4A—1 е просто и £ € цяло число, 88 кое- 

τὸ 2k—1 не се дели на p. Докажете, че 

р.+#(в--1)27-71е-1 (mod р). 

Решение, По модул р имаме 

=1 и 418- Ak=Qk—12~1, 

откъдето no:lyllanme épaBHeHHE’TO 
- 

Ay k(- 1)) =2k 1) 

Оттукн, като повлигнем двете страни на това сравнение & степен D= 

ι 2Ptk (k= Ἰγρε τά 11—, 
ще имаме 

Τ, е. 

рае Ὑ βε ας } (той p), 
което трябваше да докажем. А 

45. Нека числото p=4n+1 е просто. Докажете, че 

.. (2n12+1=0 (mod p). , " 

Упътване. Използувайте зад. 12 и теоремата на Уинлсъцн,. ., ) 
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46. Докажете, че числата йир+?2 са едновременно прост- 

(т. е. прости числа „близнаци“)) тагава и cavo тогава, когато 

N 4{(p—1)1+1]+p -0 (mod p(p+2). 

Решение. Съгласно теоремата Ha Уилсън 

' (--1)14-1<-0 (mod p). 

Karo }'.ιπιοἆκΗΜ двете страни на TOBA cpaBHEHHé с 4 и прибавим към ливггга му 

страпа р, получаваме 
и и 

() А(р- 1 1+1]-+-p=0(mod p). ῃ 

Като умножим двете части на сравнението ре —2 (mod p+2) с p+1, ще имаме - 

plpt = —2Ap+1)= —%(p+2)—1)=—2(p+2)+2=2 (той р--2), 

τ е. 
ЩДР+1)-2 (той р+2). 

От последното сравнение получаваме . 

(p=1)t pLp+1). 2=4 [(p—1))(mod p+2) 
ἩΠῊ 

(1)1, 2=4 [(p—1) (тоа p+2). 

Karo прибавим към двете части на последното сравнение 44-р, ще имаме 

( 124 2-Hp+ D=4 [(P—1) Π ΈῈΛῈΡ (mod p+2). 

т. е. 
Ὶ 

@ Ap+1)! + U+ p+2)=4l(p—1) 1 [+4-+p (mod p+2). ᾿ 

Ako p+2 € просто, то използувайки теоремата Ha Уинлсън, за лявата част на(2) 

ще имаме 

ф и 2(p-+1) Ε 1]+ (p+2)=2 (mod р4+-2). . 

Ot 42) и (3) получаваме и ι ! , 

) Allp=1)1 +114+-p=0 (mod p+2) ” 

и KatQ вземем пред вид {1). ше имаме 

(5) A{(p— 1)1 +1)+p=0 (той p (2+2). 

͵ 

Q6parno, ot (5) и (1) следва (45, откъдето, като вземем пред вид (2), «блучаваме 

(P41 1+1=0(mod p+2). » 

Съгласно теоремата на Уилсън T0Ba означава, че UHCAOTO +2 еп сто. 
P! 

47, Докажете, че ако NPOCTOTO число ре по-голямо от 5, то 

равенството ' ᾿ 

й (=D 1= 
не е възможно 38 HHKOE естествено число M. 

Решение. 34 BCAKO просто число р>5 ще имаме 

—1 27 2 «ρ--ὶ, ««е | Ν 

откъдето получаваме, че числото (р-1)2=2д;1 (p—1) дели (р--3). Да допуснет" 

' че 38 някое прасто число р>б5 е в сила равенството . 

ῳ ‘ (фе 
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Тогава числото (ρ---17} дели рт --1. Оптук следва, че числото p—1 дели рт«14 
+pu—2+ εΡ 1. Тъйзкато pk=I(mod p—1) за £=0,1,2,..., 10 

ре ра-3 4. .. +4pt1=m(mod p—1). 

Cnepoeatenus p—1 дели m, т. е. mzp—1. Torana 

чера (1> (1) 5 25 - - D)L, 
което противаречи на допускането, че е B сила равенството (1) 

48. Нека ри g са прости числа и х е такова цяло ,число, 88 
г и , 

” - 
което р дели Σ x* 88 някое естествено число ,. Докажете, че p=g 

. Гя # 

или 4 дели р--1. , 
: ¢t " 

х 
Решение, Некар--а. Тогава х-|-1 (mod p). Тъй kato р дели Σ χκι-- τ 

и «-а 
10 x”,r:—‘l (mod p). Or npyra crpana, съгласно теоремата на Ферма имаме xP =1 
{mod р). Да означии с 4 най-малкото естествено число, 32 което ха = 1{mod p). (Съ- 
сласно теоремата на Ферма такова число 4 съществува.) Лесно се вижда, че d 
„ели #” и p—L. бледавателно а--4, ¢° дели p—1, т. e.-g дели р-. 

49. Решете сравненията от първа степен: 

а) 4x=—3 (той 17) 6) 29х43:-0 (mod 12); 
в) 3x—8:=0 (той 13) “ , г) 7x=4(mod 19) 
д) 37x=25 (той 117); е) 13х--178 (mod 153); 
к) 18x==5 (mod 51); 8) 10x--25 (mod 35); 
и) 39x-:84 (mod 93) к) 117x:=42 (mod 87). 

O, а) х-12 (mod 17); ' 6)"x=9 (mod 12); 
Βὲ х {mnd 13) г) хе-6 (mod 19); , 
Д) x=7 (mod (117); е) x=249 (mod 153); 
ж) няма решение; ͵ а) x=6, 13, 20, 27, 34 (mod 35); 

к) x2=13, 52, 81 (ποά 87). . 

50. Към числото 423 припишете вдясно TPH цифри така, че 
новополучекото щестзначно число да се дели Ha 7, 8, и 9. 

и) х-226, 57, 88 (mod 31); 

Pewen με. Heka .4-23 abc e TIONYYEHOTO юшестзвачно число и да означим 

¢ х числото x=abe. Ще имаме ” / 

4231084-х+-0 (mod 7. 8.9), 
Lm още 

423 000+ x=0 (mod 504). 

Or последното еравнение получаваме 

X:=360 (той 504), 
откъдето x=360+504%. Ясно ¢, че числото X е тризначно само при k=0 и £=1* 
Следователна х =360 и x=864. - 

51. Към числото 32 припинете вляво две цифри така, че по- 
ЛУченото четиризначно число да се дели на Зи 7. ” 

Отг. 19, 40, 61, 82.° 
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΄ 

,52. Нека (а, m)=1. Покажете, че числото Бай")--1 e решение 

на сравнението 
. 

ax=b{mod m). 

53. Решете системата уравнения 

΄ 3x=1 (mod_7) 
4x=5 (mod 11). 

2x=3 (mod 5) 

Решеяние. Дапената система може да се зарише във вида 

, хе5 (mod т) “ 
а . x=4 (mod 11). 

x=4 (mod 5) 

Ot първото сравнение на(1) имаме x=5+7y. Така намереното х заместваме BhE 

второто сравненне на (1). Получаваме K 

' ” 547y=4 (mod 11), 1 

откъдето намираме y=3 (πιοά 11), т. е. у--84+112. За х ще инмаме 

=B Ty=5+T(3+112)=26+77z. 

, Последната стойност иа X замествамс в третото* сравнение на системата (1). Полу- 

! чаваме 

2647724 (mod 5), 
“ 

откъдето намираме z=4 (mod 5), . е. 2--4--56, Тогава за х ще имаме 

. x=26+lec26+77(4+5t)=334+385t. 

„ или още x¥=334 (mod 385). Очевидно най-малкото положително peme 

мата система е х--334, 1 

54. Решете системата 

. 3x=7 (mod 10) 

и 2х--5 (mod 15) - 

7x==5 (mod 12) . 

не ἨΔ даде 

Решение, Дадената система може да се запише във. вида 

9 (mod 10) 

() - { 0 (mod 15). 

x=11 (med 12) 

. ΟἹ първото сравнение Ha (1) имаме x==04-10y. Така намереното X заместваме 

във второто сравнение Ha (1). Получаваме 

@ 94-10y=10 (mod 15). 

Тъй като (10, 15)==5 и числото Т не се дели на 5, то сравневието (2) няма решение. 

Оттук следва, че дадената .система също няма решение. , 

55. Решете снстемата:



а) |5х+ 1= 0(той 24) 6) {3x+1 =0 (mod 35) 

{4x =19 (mod 21 “ х =11(mod 20)᾽ 

B) ‘4x = 1(mod 9) г) (5x =1lmod 12) . 

5% . = 8 (тоа 7) 5x =2(mod 8) 

4x -Ἢ 5(mod 12) 7x =3(mod 11) 

3 (mod. 5) 4x—9:=0 (mod 21); 
д) (3х7 = 1(mod 10) е) (2х+3-0 (той 15) 

} - 7 (mod 9) ! )Sx-—SEO (mod 12) 

& 

1
1
 

ж) [2χ = Τ(μποά 13) , а)4х =7 (mod 13) 

5x = 8 (той 17) х 2 (шой 17) 

3x = Т (той 31) 5х” =3 (mod 9); 

14x = 35 (mod 19) 8x =4 (mod 14) 

Orr. а) x=115 (mod 168), 6) x=90 {mod) 140); 

в) няма решение; г) няма решение; 

д) x=17 (mod 90) . е) х--291 (mod 420); 

ж) x=85 056 (mod 130 169); 3) x=0573 (mod 13 923 

56. HamepeTe най-малкото €CTECTBEHO число, KOETO при деле- 

пе на 7, 5, 3, 11 дава остатъци CHOTBETHO равни на 3, 2, 1, 9. 

, Отг. 262 

57. Намерете стойностите на париметъра @, при KOUTO CHCTe. 

мите сравнения са съвместими: [ 

а) (х--5 (mod 18) ᾿ 6) (хо:- 3 (шой 11) 
хе 8 (mod 21); , хе 11 (той 20). 
х--а (той 85) . ι χ 1(mod 15) 

x= a(mod 18) 

Orr: а) ;{El (mod 7); 6) a=1 (mod 6) 

58. Решете системата сравнения 

ἓχΞ 3(mod 7) 
x?= 44 (mod ??). 
2 И1 (mod 72) ” м 

, Отг. x=17 (mod 7). 

59. Hamepere цифрите х и утака, че шестзначното число 4x87y6 
да се дели на 56. Ν . 

. T Отг. x32, y=3; x=9, y=3; x=6, y="7- 

. 60. Намерете цифрите x, y ¥ г B шестзаначното чиесло хуг 138 
ака, че TO да се дели Ha 7, а числото 138 хуе при деление 

С 13 да дава остатък 6 и числото X1y328 при” деление с 11 да 
Дава остатък 5. εὐ И 
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Отг. x=3, y=1, 2=38; x=4, y=9, z=5- 

61. Hamepete цифрите X, у и 2 B седеманачното число 13xy45z 

Taka, че TO да се дели Ha 792 
Orr. x=8, y=0, 2=6. 



ГЛАВА УП 

ПРЪСТЕНИ M ПОЛЕТА 

" 

" § 1. ОСНОВНИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРИМЕРИ 

Определение“. Нека R е множество, в което са дефинирани 

две операции, наречени събиране и умножение. Ще казваме, че 

множеството R е пръстен (10 оуношение на горните. две операции), 

когато са в сила следните аксиоми: 
1. at+b=b+ta (комутативен закон за събирането); 
2. а+(64-6)--(а4+8)+с (асоциативен закон за събирането); 
8. съществува елемент ОЕ (нулев елемент), такъв, че а+0-а 

за всяко абА; . ' 

4, 88 всеки елемент а съществува елемент ~— atR (противопо- 
ложек на @), такъв, че а-+(--а)-0; 

. Б. a{bc)=(ab)c (асоциативен закон за умножението); 
6. а(6--с)--а+ас , 

(дистрибутивни закони). 
. 

(b+c)a=ba+ca , , 

Непосредствени следствия OT определението за престен: 
а) нулевият елемент 0 е единствен; 
6) противоположният елемент — а на елемента а е еднозначно 

определен чрез а; { : а 

в) a(b—c)=ab—ac, (д--с) a=ba—ca, , 
където под разлика ὃ--- се разбира елементът b-+(—c) 
г) а.0--0.а-0 за всяко atR; . 

1) (—a)b=a(—b)=—ab; . 
е) (—a}(—b)=ab. . ! : 
Приети са следните означения: ако л € праизволно естестве- 

HO число, TO . 
# 

na=a+a+ ...44a, (—n)a=n(—a)=—na. 
μ аА i 

Н пъти 

В сила са равенствата . ' 
na-+ma=(n+mia, na.ma=n 

88 произволен елемевт авЛ и произволни цели числа #? и п. 
Определение. Ако е в сила комутативният закон 32 умноже- 

нието, т. е. ab=ba за всеки два елемента a,b от R, пръстенът се 

нарича комутативен. ΄ 
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Примери. 

а) Множеството Z на целите. чиела е комутативен пръстен 

относно обичайните действия събиране и умножение. # 

6) Множеството 27 OT всички четничисла е комутативен 

пръстен относно обичайните действия събиране и умножение. 

в) Множеството на числата.от вида ач+6 2, където а, 067, е 

комутативен пръстен относно обичайните действия събиране и 

умножение. . 

Изобщо BCSIKO MHOKECTBO OT числа, 3aTBOPEHO OTHOCHO дейст- 

вията събиране, изваждане H умножениеЕ, представлява комутати- 

вен пръстен, Такива пръстени се наричат числови. 

г) Множеството на квадратните матрици от я-ти ред е не- 

комутативен пръстен относно обичайните действия събиране и yM- 

ножение на матрици. 
и д) Множеството Z, на класовете остатъци по модул л е кра- 

ен пръстен с л елемента OTHOCHO въведените в предишната глава 

операции събиране и умножение .на класове. 

Определение. Пръстенът R се нарича пръстен с делители на 

нулата, когато съществуват два ненулеви елемента а, δοτ R, 

така че ab=0. Елементите а и b с TOBa свойство се наричат де- 

лители на нулата. Ако Фт равенството ай--0 следва a=0 или 

b=0, пръстенът се нарича престен без делители на нулата. 

Например всеки Ччислов пръстен е пръстен без делители на 

нулата: . 
Напротив, ΟἹ равенството 

10)/00} (00 
ogjlo3) 100 

се вижда, че пръстенът HA квадратните матрици OT втори ред e 

пръстен с делители на вулата, 
Определение. Елементът е от пръстена R се нарича едини- 

чен елемент (единица) на R, когато 32 всеки елемевт atR имаме 

ae=ea=a. . 
Лесно се вижда, че ако R има единица, тя € еданствена. 

Например пръстенът Z на целите числа е пръстен с единица, 

докато пръстенът 22 на четните числа няма единица, 

Определение. Комутативен пръстен без делители на нулата 

се нарича област на цялостност. Ν 

, ΗΆΠΡΗΜΕΡ всеки числов пръстен е област на цялостност. 

Определение. Пръстен, в който операцията умножение е абра- 

тима, т. е. уравненията ΄ 

ax=>b, ya=b 
7 

имат едниствени решения при всяко a0 и всяко b, се нарича тяло. 
! Определение. Тяло, в което ев сила комутативният закон 82 

умножението, се нарича поле. г . / 

ὶ 
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Например пръстените (), D и С съответно на рационалнаите, 
реалните и комплексните числа са полета, Също така пръстенате 

= р където р € просто число, са полета. Примери за HEKOMYTATHE- 
ни тела се построяват по-трудно и ще бъдат изложена B HAKOH 
ΟἹ следващите задачи. : 

Веяко поле” притежава eAHOBHAMHO определен "единичен еле 

MEHT е и за всеки ненулев елемент а от полето съществува едно- 

значио определен обратен елемент @~ със свойството па”!--е. За 

акраткост единичния елемент е ще означаваме с L. ' 

Лесно се вижда, че BCSIKO поле e област на цялостност. 
Определение. "Казваме, че полетд Р е с характеристика O, 

когато p. 15:0 при всяко естествено число р. Ако съществува 

естествено число р, такова че p.1=0, ще казваме, че полето е с 

характеристика -+-0. В този случай най-малкото естествено чиело 

»» за което p.1=0, се нарича характеристика на полето. Харак- 

теристиката р е просто число. 
Характери а всяко числово пол нула. 

Венко крайно. поде им хараетеристика оуаичча от.цула. 3a вея- 

KO просто число р съществуват както крайни, така и безкрайни 

полета с характеристика р. 
Ако Ре поле с характеристика р--О0, то 88 всеки елемент atP 

е в сила равенството pa=0. . . - 
Ако P e поле с характеристика рфО и п e цяло число, 88 

което п. 1=0, то р дели п. 
Определение. Пръстените А и R’ се наричат изоморфни, когато 

между елементите им може да се установи взаимно еднозначно 

съответствие, такова че 

(а+6)/-а-+6, 

(aby=a'¥’, ' 

където X'GR’ означава 06pa3a на елемента X¢R при това съответстви:е- 

Например множеството на лииейните оператори, действу- 

ващи в п-мерно линейно пространство, е пръстен OTHOCHO обичай- 

ните действия събиране и умножение на оператари, който е изо- 
морфен с пръстена на квадратните матрици OT A-TH ред. ' 

"“Определение. Всеки изоморфизъм Ha пръстена А върху cebe 
си се нарича автоморфизъм на пръстена R. 

Например съответствието, при което на всяко комплексно чис- 

JI0 съпоставяме спрегнатото MY, € автоморфизъм на полето на 
комплексните числа. » . 

1. Проверете кои от следните числови множества са ΠΡΈΟΤΕ. 

нИ и KoM полета: 
а) множеството от всички цела числа, кратни на дадено естест 

BeHO чиесло ; , 

6) множеството на числата от вяда а+ь.[3, където а, b са 
e числа; ' 
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В в) множеството на числата от вида a+&/5, където а, # са рационални числа; : 
г) множеството на комплексните числа от вида a+bi, къде- то @, b'ca цели числа; Ν 

.. д) множеството на числата от вида а+6а, където 4 е фи- ксирано цяло чиело, а g, b са цели (съответно рационални) числа. Кога това множество съвпада с пръстена на целите числа (съответно с полето ὰ рационалните числа)? и 
е) множеството на числата от вида %+—112\/3, където ае фи- : “ Й ксирано цяло число, такова че d=1(mod 4), а ¢, b са произволни целв чнесла, удоволетворяващи сравнението а--6 (тоа 2); 

' 3 
. 

. 
ж) ΜΗΟΣΚΘΟΤΒΟΤΟ на числата от вида a+bJ2, къдета" а, 6 са произволни рационални числа, . 

ΕἸ 8 
| 2. Показкете, че числата ὍΤ вида а+-62 +c\4, където а,6,с са рационалви чнела, обравуват поле. Намерете обратния елемент на 

8 з 
числото 1-8 4+ 24 " 

. ПО еенИ) 
3. Покажете, че числата or нида а-+6/24-5/84+4/6, където а, 6,с и 4 са рационални числа, образуват поле, Покажете също, ! чевсяко число OT указания вид мое да се запише във вида х + Y0+ 

+26°+4, където х, ¥, z, ¢ ca рационални, а 0=\ 243 

«а 
дето @, ф са рапионални числа, а « е дяло число, което не е то- 
чен квадрат, образуват поле OTHOCHO обичайните действия съби- 
ране и умножение на матрици. Покажете също, че това поле е 
изоморфно с полето .от зад. 1, д). 

. 4. Покажете, че всички квадратни матрици от внда( а b), Kb~ 

. 5. Покажете, че натриците от вида ( ἷ z), където а, b ca 

реални числа, образуват поле, изоморфно на полето HA комплекс- 
ните числа. 

6. Покажете, че матриците от вида (__Z_"'_"IZ 2i‘lfi), където 

а, b, ¢, 4 ca реални числа, образуват иекомутативно тяло, 
7. Покажете, че множеството на квадратните матрици от вида: _ 
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/0 ау .-« бр ай 
) ὥι)... й 

в) 0" ааа | o [0 77е н . 
ο. ᾽Ο᾽,᾽͵.α,;͵,. . 00 ...0¢,, , 

00 ...0 0 . 

ofpasyBaT подпръстен на пръстена OT всички квадратни MATPHIM 
ΟἹ ред M. 

8. Докажете, че една матрицаА е делител на нулата в пръс- 
тена на квадратните матрици от /-ти ред тогава и само тогава, - 
когато е особена, Τ. е. когато детерманантата на А е равна ка нула. " 

9, Нека M е множеството OT всички нваредени двойки (с, b), 

кълето @, b са елементи на пръстена R. В M дефинираме опера- 
ции събиране и умножение чрез равенствата 

(@, B)+(c, 4)«+(а--с, b+d), 

(@, b, d)y=(az, bd). - 

Покажете, че OTHOCHO тези операции M е пръстен с делители Ba 
нулата. Намерете всички делители на нулата в M, в случай че R 
е пръстенът на целите числа. 

10. Покажете, че множеството на всички непрекъснатн B ин- 

тервала |a, b] функции е пръстен относно обичайните операции 
събиране и умножение на функиии. Има ли делители на нулата 

в този пръстен? . 

11 Покажете че мкожеството от тригонометрияени поливоми 

от вида а Е(Щсоз kx+ b, sinkx) с реални" коефициентя е пръс- 

=1 

тен. Обрвзуват ли пръстен полиномите от вида αο-}-Σ .а, cos #х 

п . 

или от вида Σ δ, sin kx? ! . 
k=1 # ᾿ | 

12. Проверете, че множеството {a, b, ¢, а) със събиране и ум- 
ножение, дефинирани чрез таблиците 

‘“tlaebed . _.labcd 
ajabed а aaaa " Съ„ 

| ь.ьаав Blabeb, “ 
- εἰεάαϑ Lacar # , 
ч” а| асва adad 

е пръстен. Пресметиете a?-+b24ct+d%e ‘,’XM\&: ὗ 
13. Попълнете таблицата 88 умножение на пръстена R= 

¢, а), където: ι 



+|абса „абса + 

alabcd а аайа” 
а) .b δαάε b-ab..; 

с cdab ‘cla..a 
а dcba dlabe . 

+labcd .jabed 

alabcd ἷ[“ιιααα Щ 
6 blbade blab. .. 

cledab - cla. . ¢ 
didcba diabe . 

14. Проверете, че мнажеството S={a, b, ¢, d, ¢, [, &, h} е по- 
ле по отношение на операциите събиране и умножение, зададени 
с таблиците 

+abcdefgh .'abcdefght 
alabecdefgh а | ааааааваа 
ьдьаас/епд bjlabcdefgh 

cicdabghef clachfgebd 

didcbakgfe; diadfgecbhe. 
eiefghabed elaegcdhfb 

fifehgbadc . flafebhcdg 
g'ghefcdab glegbhfdec 

klhgfedcba klahdebgcef. 
, 

: / 
15. Покажете, че всичките наредени двойки реални числа o6~ „ 

разуват поле по отношение на покомпонентното събиране 

@ δ)ε(ο, 4)<(а--с, b+d) 

и умножение, дефинирано € PaBEHCTBOTO 

- (а, 6с, ἀ)εε(αε---δώ, аа +bc—bd), 

Покажете още, че трва поле е ИЗОМ()рфНО ς ΠΟ!ΙΡ.ΤΟ на ком- 

плексните сисела. 

Упътване. Постройте изоморфизъм, при който на имагикерната единичца / 
. ι - 

съответствува елемептът Е {v—w?), където 0-(0, 1). 

16. Покажете, че пръстенът 7. от остатъци ΠῸ модул я е по- 
ле тогава и само тогава, когато л € просто число. 

17. Нека р е просто число. Покажете, че полето Z, има харак- 
‘TepHCTHKE р. . 
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18. Покажете, че всяко поле ¢ характеристика 0 сълържа едно- 

значно определено подполе, изоморфно Ha полето () на рационал- 
ните числа. 

19. Покажете, че всяко поле с характеристика p=40 съдър- 

жа елвозначно определено подполе, изоморфно с полето #. 
20, Решете системата уравнения . 

, (х+Зу-1 

y+22=2 
΄ 2x+z=1 

във BCAKO едно ΟἹ полетата 7. 7. #.. 
21, Решете системата уравнения и 

x4-3y4-5z=1 5 
3x+4y+22z=0 
4x+ y+ z=3 

| x+2y+2z=6 - . 
͵ 

във всяко 5 ΠΉΘ᾽ от полетата 7. 7. #. - 
22, Намерете стойностите на параметъра A, при ΚΟΗΤῸ системата , 

ἰλχτ »Ὲ z=1 
ΧΉΛν z=2 и 

- хе γ»λειϑ 

е съвместима в полето 7. н решете системата при тези A. 
23. Докажете, че всеки краен пръстен без делители на нула- 

та е тяло. , 
Упътвание. Използувайте обстоятелството, че ако X=0 и ху X, .. ., Xy са 

воички елементи на пръстена, елементите XXy, XXz, . - .» ХХа (ХаХ, XX, - . « 
X X} €2 различни и следователно изчерпват всички елемейти па пръстена. , 

24, Покажете, че ако Р е поде с характеристика ρξεῦ, за вея- 
ΚΟ atf? e в сила равенството pa=0. Ако 88 някое a¢P и някое 
естествено число п € изпълнено равенството ла-0, TO'p дели п. 

25, Докажете, че ако P e поле с характеристика р-(О, за все- 
ки два елемента X, V&P e в сила равенството 

() 4 Р. - . 

flo-o6mo, ако # е естествено число, TO . 

(b = g7 
26. При предположенията OT предиата задача покажете, че . 

от χρεξεν следва x=y. 
27, Покажете, че ако Р e крайно поле с характеристика ρεεῦ, 

32 всяко а(Р ypaBHEHHETO х”--а има единствено решение вР, 

Упъгпване. Нека xy, X . . ., Ха са вскчки елементи па ; тогава елемеитите xf, 

%8, ..., ХР ще бъдат различни помежду си. ’ . 
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„ 28. Нека Р е крайно поле с л елемента. Покажете, че 88 вся- 
KO хЕР е B сила равенството . 

χῆξεχ." 

‘s Вчастност, ако ре просто число и @ € произволно цяло число, ΤῸ 

af=a(mod р) (теорема на Ферма). 

Решение. Нека х--0 и Xy, Хе . « o, #п- A2 означават всички ненуле- 
ΒΗ елемевти на ; тогава елементите XXj, ХХе . « „ХХа-а ще бълат все раз- 
личии и ще изчерлват всички непулеви елементи на P. Оттук следва равенството 
XXy XXy е. « Χαρ τ ХХае o« Xp—y или X"—lm], Следователно x”-<x. Послед- 

HOTO равенство очевидко е в сила и при х-0. В частност за веяко х62р имаме 

XP=x. " 
29. Нека Р е крайно поле с п елемента и Xy, Ха - - - 4 Xp_; да 

ознвачават. „всички ненулеви елементи на Р. Докажете равенството 

гаХа .. Ха 1 -0, 

В частност, ако р € просто число, в сила е сравнението “ 
(р--1)!+1 (mod р) (теорема на Уилсън). 

Упътване. Използувайте обстоятелството, че при всяко X0 и Χ ΕἸ има- 
ме χὶ χ Ί, Следователно в произведението х)Х» „ . . Ха-а ὍΤ всички нечулеви 
елементи на полето Р множителите, различни ст +1, се съкратщават днва MO два, 

Уточкете гаркото разсъждение за случая Ha JIONE с хара«теристика 2. ς , 
30. Нека R e краен комутативен пръстен с единица и й е броят 

на обратимите елементи на R. Докажете, че за всеки обратим 
елемент ΧΕΙ € в сила paPeHCTBOTO . 

xE=1, 

B yacTHOCT, ако цялото ЧИСЛЪ а € B3aHMHO просто с дадено €CTECT=- 

вено число NI, TO ' 

а1 (mod ) (reopema на depma— Ойлер). 

Упътване. 32 доказателство на първото твърдение Шощюйп качина на раз- 
съждение към решеннето на зад, 28. За второто твърдение използувайте факта, 

че класъта е обраТим в пръстена Z, тогава и само Torasa, кагато ((, 1) . 

31. Докаете, че броят на елементите на всяко крайно поде 
е степен на характеристиката на полето. 

Pemenne, Съгласно зад. 19 можем да считаме, че Ζρ се съцържа”в да- 

деното поле P, къдета р e xapame'pncmma на Р. Ака # =P, твърдението е 

доказано. Нека %€ Ζ,. Разглеждаме множеството от вснчки елементи от вида 
«Х ap, oy ег„, Лесно се вижда, че броят на тези елемепти е 2. Ака те из- 

чериват цялото миожество P, твърлението е доказано. В противен случай нека 
Xu€P няма разглеждания вид. По-нататък да разгледаме множеството иа всички 
елементи от вида сфу --аахХа е. въ ч267 , което се състои от р паброй еле- 

мента. Ако това множество съвпаца с P, твърдението е доказано. В противен 
«лучай, следвайки същия път HA разсъждение, се убеждаваме, че винаги броят 
на елеменвтите ка kpafinoro nose P има вида ппр . .. 
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Забележка. Както читателят може да се убеди OT някои 

задачи в следващите параграфи, за всяко число ΟΥ вида р ,р-прос- 
то, съществува поле с “ на брой елемента и всеки две.такива 

полета с равен брой елементи са изоморфни. Следващите три за- 

дачи илюстрират ториото твърдение в по-прости Частни случаин. 
32, Постройте поле с 4 елемепта и покажете, че всеки две 

такива полета са изоморфни. 

Упътване. С помощта иа конструкцията or зад. 15, като разглеждате двой- 

ки OT елементи иа #5, дефинирайте събиране и умнажение в множеството OT 
всички наредеин двойки (4, B), α. #62». При доказателството иа втората част 0Τ 

твърдение*ш ИЗПОЛЗУВНЙТЕ ОбСТОЯТЕЛСТВОТО, че BCAKO поле с 4 елемекта съдържа 

поле, изоморфно с #» Пример за поле с 4,елеиеита се дава от следните таблици 

+ 01 ab ' 101 а 
oo e v 07070 0 0 

Π ΣΤ 1101 ab . 
"а| a b 01 а| 0 a b 1 

bl b a1l @ δ᾽ 001 a 

38. Постройте поле ¢ 25 елемента. " . 
Упеътване. Използувайте конструкцията за дефиниране на комплексни чис- 

ла, като си служите с наредени двойки OT елементи на 25. 
84. 3a всяко просто число р постройте поле с |2 елемента. 
Упътване. Покажете, че същестнуна елемент afZ,, за който уравиението 

х2--а, HAM3 решение B Zp . Разгледайте MHOXeCTBOTO ΟἹ BCHYKH наредени двойки 

a, 6) от елементи Ha # н B TOBA миожество въведете събкракне и умножение 

по формулите 

(α, b)+(c, d)=(a+¢, #-4), 
(а, δγίς, dy=(ac+bda, ad+be). 

35. Нека R e пръстен с единица. B R дефинираме операции 
mu O по формулите . 

apb=a+b—1, 

aOb=a+b—ab. 

Покажете, че R е пръстен и по отношение HA така дефинирани- 
те операции, изоморфек на първоначално зададения пръстен. 

36, Нека а и # са два различни елемента от дадено поле 
Р.В Р дефинираме нови операции: ' 

X@y=xtv—a, xOy=a+(x—_‘;’£“;—_")- 
“ 

Покажете, че относно тези операции множеството Р е поле Опре-”” 
делете нулевия и единичния елемент в това поле. 

87. Нека R e пръстен с единица. Докажете, че R е тяло то- 
гава и само тогава, когато 88 всяко @GR с изключение на един 
елемент от R, уравкението а-+--х--ах има .решение. е 

38. Нека R e пръстен с единица и нека х24-0 за всеки ненулев 
елемент x¢R. Докажете, че ако за всеки ненулев елемент x¢R съще-” 
ствуват елементи g, 06А, така че axb=1, то R e тяло. 
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39, Нека R е пръстен, такъв че за всяко XER e в сила ра- 

венството х2--х. Докажете, че пръстенът R е комутатнвен и че 
за всяко XCR е в сила равенството X+X=0, 

40. Нека R e тяло, в което 32 всеки два елемента X,y € B 
сила равенството х?у--ужх?, Докажете, че R е поле. 

41. Нека R е пръстен, в който за всеки два елемента X, уе B 
сила равенството (Х2--х)у-(Х2--х) Докажете, че пръстенът Д 
е комутативен. . 

42. Нека R e краен пръстен, в който съществуват елемевти ' 
а ἢ b, такива че 3a всяко XER, х4-0 e в сила 

xa==0, ὄχξεο. 

Докажете, че пръстенът R притежава единичен елемент. 
Pemeupe. Съответствията X-»xa и x-»bx изобразяват R върху целия 

пръстен -R. Оптук следва, че съществуват елементи е н /, така че 

а--еа и b=bf. 

Тогава за всеки елемент ХЕК имаме ; 

” xa=xea и Бх--ф)х, 

Откъдето X=x¢ и X=fx. Следователно e=fe, f=fe, 1. е. сж)“ 

43. Нека К е четиримерно линейно прострайство над полето 
на реалните числа и 6, 4, ) B да o3mayaBaT произволен Gasuc 
К. В K дефинираме Уумножение по такъв начин, че да са изпъл- 
нени равенствата -?-#2--е, i+ ji=0, i{j=k, а съща така и 
дистрибутивните и асоциативните закони. Покажете, че K е тяло, 
изоморфно с тялото от зад. 6. Това тяло се нарича тяло на ква- 
тернионите. 

§ 2. ИДЕАЛИ. ФАКТОР ПРЪСТЕНИ. ΧΟΜΟΜΟΡΦΗΒΜΗ 

Нека R е пръстен и Ге непразно подмножество на R. Ще 
казваме, че Ге мляв пдеал Ba R, когато са в сила следните 
свойства: , 

~ L Ако х, yel, τὸ х- у 
2. Axo χξ и а е пронзволен елемевт от R, то ахй/. 
Непразното подмкожество / наричаме десен идеал, когато е 

в сила - първото OT посочените свойства и за всеки елемент х6/ ' 
имаме xatl, където а е произволен елемент ΟἹ Д. Ако / e едно- 
временно и лян, и десен идеал в пръстена R, то / се наряча дву- 
странен идеал-на R, 

Ако пръстенът R е комутативен, очевидно горните три поня- 
THA съвпадат и тогава говорим просто 88 идеал. - 

“ 

Примери, 
а) Множеството, състоящо се от нулевия елемент на прояйз- 

волен пръстен R, e двустранен идеал на А. Очевидно пелият 
пръстен R е също двустранен идеал на R. Тези два идеала се 
наричат несобствени, 
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6) Множеството от веички цели числа, кратни ка дадено ес- 
TECTBEHO чиело, е идеал на пръстена Ζ на целите числа. 

в) Нека а е фиксиран елемент от пръстена K. Множеството 
от всички елементи на R, които имат вида ах, където X € произ- 
волен елемент от R, е десен идеал на R, Този идеал -обикновено 
се означава с aR. В случая, когато пръстенът R е комутативен, 
aR се парича главен. идеал, пораден om елемента а, и се озна- 
чава още с (а). - . 

г) Множеството OT квадратните матрици, KOHTO MOrar Πᾶ 
имат ненулеви елементи само в първия си ред, образува десен 
идеал в пръстена на квадратните матрици ΟἹ ред п. Лесно се 
вижда, че това множество не е ляв идеал. " : 

От определението 3a идеал следва, че ако / e идеал в пръс- 
тена R τὸ 06/ и ако x¢/, to—x¢l. Също Taka, ако X, yel, 
то ΧΈΨΕΙ. [ у 

Нека / е двустранен идеал в пръстена R. Два елемента X,y 
ΟἹ R наричаме сравними по модул I, когато x—y¢l. Ако х иу са 
сравними по модул /, питем x=y (πιοῦ ἢ, Тази релация притежа- 
ва следините свойства: ' 

1. x=x (mod /) 38 всяко xCR. 
2. Ако x=y (mod/), то y==x (mod ). 
3. Ако x=y (mod/) и y=z (mod/), то x==z (mod ]). 
4. Ако x=y (modl) и #21 (modl), 10 χεζεεν - ἰ(πιοά ἢ и 

xz.-yt (mod ἢ. 
Hexa R e пръстен и / e двустранен идеал Β R. С помощта 

на Г елементите на R се разбиват на класи на еквивалентност IO 
следния начин: два елемента X,y принадлежат на един и същ 
клас тогава и само тогава, когато x==y (той ἢ. Ясно e, че 
всеки елемент х от А принадлежи на точно един клас, който се 
означава с Χ. Лесно се вижда, че х се състой от всички елемен- 
ти Ha R, които могат да се представят във вида х--а, където 
atl. Множеството ва всички такива +,класове означаваме с А B 
R/l дефинираме събиране и умножение по следните формули: 

От изложените по-горе свойства на сравненията следва, че 
сумата н произведението на два класа не зависят от изборите на 
техните представители, Относно така дефинираните Операции Д// 
е пръстен, който се нарича факторопръстен на пръстена К, по 
идеала I. За нулев елемент в пръстена RYI служи класът"О--/. Ако 
R има единица 1, то Те единица на факторпръстена ἐ . 

Πρππῳ. Пръстенът, Z, е факторпръстен на пръстена 
на целите чиела по идеала (n). . # 
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Н Опр;дгленае. Нека R и R' са два пръстена. Едно изображе- 
ние ф η R я R’ се нарича холмюморфизол, KOraro са в сила ра- 
венствата: 

ее+-й-ч(ач-(8), #(2)--444)е(, 
88 произволни а, H€¢R (тук ф (х) означава образа на елемеавта х 
or R 8 R'). 

Axo ¢ e хомоморфизъм Ha R в R', MHOXECTBOTO OT елементи 
х на R, Βά ,които ῳ (x)=0', се нарича ядро на ¢ U се означава с 

„ Кегф.,Доказва се, че Ker ¢ е двустранен идеал в R. . 
Пример. Нека / e двустранен идеал на пръстена R На все-. 

ки елемент X¢R да съпоставим x ot Д//. Лесно се вижда, че та- 
ка полученото изображение ka R в А/Г е хомоморфизъм. Този 
хомоморфизъм се нарича каноничен хомоморфизам на R върху 
ΜΗ 

Теорема 88 хомоморфизмите. Нека ¢ e хомоморфизъм на 
пръстена R върху пръстена Д”, Тогава R’ е избморфен на фактор- 
пръстена О/Кег . По-точно съществува единствен изоморфизъм 9 
на RfKero върху R', така че ¢=0 от, където ἢ € каноничният 
хамоморфизъм на R върху А/Кет ф. 

Определение. Едив идеал M на комутативния пръстен Д се 
нарича максилмален, когато M=$R и не съществува идеал ГЕЙ, 
така че M/, M=l | ΄ 

Определение. Един идеал Р в комутативния пръстен R се 
нарича прост, когато от хубР, следва ХЕР или yeP. 

Теорема. Ако R е комутативен пръстен, с единица, то всеки 
собствен идеал на А се съдържа в максималенг,и всеки максима- 
лен идеал е прост- . 

Teopema., Hexa R e комутативен пръстен с единица. Идеалът 
1 на R e максимален тогава и само тогава, когато факторпръсте- 
път R/l е none. Идеалът 2 е прост тогава и само тогава, когато 
В/Г е област на цялост. ᾿ 

1. Покажете, че ако a, йл..., @, са елемевти ΟἹ пръстена R 
с единица, то множеството от всички елементи ХЕД, които могат 
да се представят във вида ᾿ . 

X=X181F Xolo .е oXnlps , 

където Xy, Хоз-.., X, са произволни елементи ΟἹ R, е идеал на R. 
Този идеал се нарича идеал, породен от елементите ар й»,..., Oy 
и се означава с (ар Go,..., й) . . 

2. Покажете, че ндеалът ΟἹ предишната задача е ΜΗΉΒΜΆΠ 

HHST идеал, съдържащ елементите р йа .. #.. 
3. Покажете, че сечението на произволен брой идеали на пръс- 

тена R е идеал в Д. . 
4, Нека X е подмножество на комутативния пръстен R. По- 

кажете, че сечението (X) на всички идеали B R, съдържащи X, 
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е идеал, който се състои OT всички елем%нти Ha' R, представими 
като крайни суми Ha елементи ΟἹ пх и Py, 167, KR и х yeX. 
(X) се нарича идеал, породен OT множеството X. 

5. Нека R e комутативен пръстен и Х е NOAMHOMXECTBO на Д. « 
Покажете, че множеството [, състоящо се от елементи на R, кои- 

п 
то могат да се представят пъв вид на крайви суми Σ FiX; КЪ- 

- , . #1 
дето γκίλ и x£X е идеал в R. В случай че R е пръстен с еди- 
ница, идеалът 4 съвпада с идеала (X), породен от множеството Х. 

6. Посочете пример на комутативен пръстен R и подмноже- 
ство Х;така че идеалът от предната задача да не съвпада с (X). - 

7. Формулирайте и докажете твърдения, подобни на тезигот 
зад. 4, 5, в случай че пръстенът е HEKOMYTATHBEH. N 

Определение. Под сума на два udeasa I, Л pasbupame мно-” 
жеството [+J={x+y:x¢tl, y¢J}. Под nponssedenne на идеала 1 с 
идеала J се разбира множеството OT всички крайни суми Σ Χ, 
x£1, y£J. Това произведение ще означаваме с {{ 

8. Докажете, че сумата и произведението на идеали ,са също 
идеали. " 

9. Покажете, че [4-J=(I[J)). ' 
10. Докажете, че за произволни идеали /, J, K имаме: 

а) У/А)-(1)К 
6) I(J+K)=l/+IK; , i 
в) Уещ 7 . 
5 INU+K)=J+(INK) при .Ὲ (модулярен закон). ᾿ 
11. Ποσομετα пример, когато вкюючването ζΖ9.:70.] е строго. 
12. Нека (а) и (6) са два главни идеала в даден комутативен 

пръстен с единица и без делители на нулата. Докажете, че (@)=(b) 
тогава Η само тогава, когато a=ub при някой обратим елемент 
и от пръстена. 

13. Нека R е комутативен пръстен с едивица. Докажете, че 
, един елемент XER е обратим тогава Η само Тогава, когато глав 
ният идеал, породен ΟἹ (х), сЪвпада с R , 

14. Hexka R ¢ пръстен с единица. Докажете, че R е тяло то- 
гава и само тогава, KOTATO ΒΟΒΚῊ ненулев идеах (изобщо едност- 
ранен ---ляв или десен) в R съвпада с R , 

15. Докажете, че всеки идеал B пръстена / на целите числа . 
e главен. Представете всеки еди: OT идеалите 

“ (), (m) () (257(1) 
KaTo главен идеал ! 

16. Докажете, че B пръстена 7 [V=1] от целите гаусови чис- 
ла а--6г, а, b¢Z всеки идеал е главен. 

17. Да се намерят всички идеали в пръстена ΟἹ 4 елемента, 32~ 
даден с таблиците 

͵ 
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\ +iabecd Jabed 

alabecd alaaaa 
blbadc ’ blabab 
cicdab cljaacc 
d]dcba dilabed - 

и да се покаже, че ΤῈ са главни илдеали. 
18. Да се докаже, че в пръстена 5 от 8 елемента, зададен 

ς таблиците 

+labecdefgh .labcde fgh 

alabecdefgh а аааааааа 
60 |оаасТейн 60 абаравра 6 
clcdabghef clacacacac . 
didcbahgfe’ dladadadad 
clefghabed elacacacac 
f‘fehgbadc f’afafafaf - 
gighefcda в ιαραραραρ 
ilhgfedcba hlghahahak 

множеството (а, b, ¢, а) e десен идеал B S, RO не € ляв идеал 
Да се покаже, че следните множества: 

{a. с), {a, в), Ча, #), ἴα, с; е, g} 

са двустранни идеали в .. 
Определение. Нека 1 и J са идеали в комутативен пръстен Д. 

С (/: /) означаваме множеството ка всички елементи X OT R, 88 които 
х/с/. Множеството (Г./) се нарича ньотерово частно на идеа- 
лите I n Л 

19. Докажете, че ,.ньотеровато частно на йидеалите 7 5 /е 
също идеал. 

20. Нека I, Л K да означават идеали в комутативен пръстен R 
Докажете, че: ' 

а) (£ R)D 1, като Β случая на пръстен с единица имаме (ER)=1; 
6) (I:J)=R при Jcl. В случай на пръстен с единица, обрат- 

но, от (5Л)-- Р следва IDJ; ) 

; в) (ПА K)=(£K) ПЕ К) . 
г) (U+K)=ENNEK) , . 
д) (ЕУ/К)-(ЕЛ . 
21. Намерете частното ((m):(r)) на идеалите (m) и(п) в пръс- 

тена Ζ на! целите числа. . 
22. Докажете, че идеалът Р B KOMyTATHBEH пръстен с едини- 

ца е прост тогава и само тогава, когато за всеки два идеала I 

и J OT дадения пръстен R, удовлетворяващи условието //сР, 
имаме 1С?Р или JCP. 
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28. Един елемент от пръстен с единица е обратим тогава и 
само тогава, когато не принадлежи на никой макеимален идеал. 

24. Опишете всичките прости и всичките максимални идеали 
в пръстена 7 на целите числа. . 

25. Нека R e комутативен пръстен. Докажете, че множество- 
TO OT нилпотентните елеменвти на R e идеал в R, Този идеал се 
нарича нилрадикал на R (Един елемент χ се нарича HULANO- 
м.ентьев, когато XF=0 при някое CCTCCTBEHO число k) 

26. Hexa R e комутативен пръстен и / е идеал в R. Покаже- 
те, че множеството OT елементите хЕД, някоя степен на всеки 
един OT които принадлежи на /е идеал, съдържащ . Този иде- 
ал се нарича радикал на идеала [ и се бележи с z(l).» 

Забележка. Очевидно нилрадикалът на пръстена А (вж. 
зад. 25) съвпада с радикала r(0) на нулевия идеал. 

27. Нека R e комутативен пръстен и /, J са идеали в R. До- 
кажете, че: . 

а) ако с/ за някое естествено число &, 10 "(с”(/) 
6) r(l)=<r(INN=riNr () . 
в) "(1+)-7("(34+/(1)); “ 
г) 1 ( ( )ρ, , 

28. Нека R e комутативен пръстен с единица. Докажете тео- 
ремата, че всеки собствен идеал па Д се съдържа в максима- 
лен. . Н 

Доказателество. Нека У е множеството на всички собствени ндеали в 
R, наредено по включване. Достатъчно е да покажем, че Я удовлетворява пред- 
положенията на лемата wa Цорн. Действително нека L e линейно наредено 
подмнажество ка У и 4) : ..1}. Лесно се вижда, че 7 e wpean. Тази идеал е 
собствен, защота в ΠρΡΟΤΉΒΕΗ случай 1€/, следователио 1 €J за инякой /е от- 
където J=R, което е иевъзможно, По такъв начин показахме, че L е ограниче- 
но в У (идеалът 1 е ropua граница на L). С това доказателството е завършено 

В . 
29. Нека R e комутативен пръстен с единица, Докажете, че 

ако Ге произволен идеал в R, 10 r(/) съвпада със сечението на 
всички прости идеали, съдържащи [ В частност нилрадикалът на R 
съвпада със сечението на всички прости идеали в Д. .. 

Решеине,. Ако Р е прост идеал, съдържащ 4, τὸ # ()P, Действителко 
” (ПС-(Р), πο, както лесно се вижда, r (P)=-P. Остава да покажем, че ако σεγ(ῇ, 
съществува npoct’ идеаля P, така че JCP и а«Р. За целта разглеждаме мно- 
жеството 5 на всички ндеали.Г B R, такива че 71 ] и а«г(7), наредено по включе 
ване. Непосредствено се проверява, че множеството УПе непразна и удовлетворя- 
ва Уусловията на лемата на Цори. Следователно в него има максимален елемент P- 
Доказателството ще бъде 32ELPINEHO, ако покажем, че ндеалът Р е прост. Да 
предположим, че хуе P, но x&P и y&P. Тогава вдеалите Ра 2« и Р4Ву ще 
цдърщп. строго н поради максималността на Р няма 13 принадлежат на 
Σ, τ' е. aer(P+Rx) в acr(P4Ry). Това означава, че съществува естествено 
ἾΒΟΠΟ п, такаче а"еР4-Вх на"е ΡῈ Ry. Втакъв скучай a?*€(P+Rx) (P+Ry)= 
=P PRyt PRy+ RxyCP, понеже RxyCP, откъдето aer(P), ковто противо- 
речи на избора на P 
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П чре 

„ 30. При предположенията от предната задача докажете по-сил- \ 
HOTO твърдение, че r(/) съвпада със сечението Ha BCHYKH MUHH- 
мални прости идеали, съдържаща [, , 

Решение. Достатъчио е да покажем, че всеки прост идеал, съдържащ /, 
«съдържа минимален прост идеал, съдържащ /. 32 пелта означаваме със Σ мно- 
жеството ΟἹ прости идеали, конто съдържат I Ще установим, че всяко линейко 

наредено подмножество L на е ограничено отполу. Нека Ре-ГИ Q: 061). Оче- 
видно 1 им остава Да се покаже, че P е прост. Да предположим, че xyEP, но 
хеР u у«Р, Тогава χεῷ, и у«О, за иякои , (,6Г. Нека (О1с:О» (множест- 
вото L е линейно наредено). B такъв случай хеО)) и увО), откъдето xy&Qy,’ 
понеже идеалът Q е npoct. Но тогава xy ¢ P, което противоречи на предположенисто 
xyeP. , , 

, 81. Нека R e комутативен пръстен с единица. Покажете, че 
един идеал съвпада с радикала си тогава и само тогава, когато 
може да се представи като сечение ΜῈ прости идеали. 

Определение. Нека R e комутативен пръстен. Идеалът Q в 
R, Q%R, се нарича примарен, когато от Χ и x§ Q следва 
Ε за някое естествено число K. . 

82. Покажете, че всеки прост идеал е примарен. Ако един 
идеал е примарен, радикалът му е прост. 

33. Покажете, че ако Л, #,..., I, са примарни идлегли с елин 
и същ радикал, сечението им е примарен идеал” със същия ра- 
дикал. и 

34. Докажете, че радикалът Ha идеала (п) в пръстена Ζ Ha 
целите числа, където п--рири,.. ре е кононичното разлагане на 

п, е идеалът, породен ΟἹ произведението рур»...р. на различ“ 
ните прости делители на r. С други думи, в сила е равенството 

. ri(pip-- pD=(O1p2--ps) . 
35. Опиштете всички примарни идеали в пръстена Z Ha целите 

числа, . 
" Отг. (р). р--просто, А--естествено. 

Определение. Нека R e комутативен пръстен с единица 1. С 
G означаваме множеството OT всички елементи ХЕД, такива че 32 
всяко YER елементът 1—xy е обратим. Множеството С се нарича 
радикал на Джекобсън на пръстена R 
п  36. Докажете, че радикалът на Джекобсън на пръстена R е 

идеал в пръстена R, който съдържа нилрадикала на Д. . 
. 37. Докажете, че радикалът Ha Джекобсън Ha пръстена R 
съвпада със сечението на всички максимални идеали Ha R. 

Решение. Нека х принадлежи на всички максимални идеали на R. Ще . 
покажем, че ΧῈ G, В npotuser случай съществува YER, така че елементът Ἱ - 
—xy е необратим, Тогава идеалът R (1 — ху)е собствен, следователко се съдържа 
в иякакъв максимален Ндеал M, Ho хе/Л, откъдето следва 1 , което е не- 
възможно. Следователно хе С. Обратно, нека хе С и M е максимален идеал. Ако 
предположим, че х«М, от максималността на M следва M--Rx=R, т. е.същест- 
вува ΕΝ n,meM, така че т-|-хуе-1 илн m=1—xy. Следователно елемеитът 
т е обратим, което е невъзможно, тъй като един COOCTEEN идеал не може да съ 
държа обратими елементи, N 
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38. Нека ᾽12 e пръстен и I, Л K εὰ идеали на R, такива че- 

IcJUK. Покажете, че 167 или IcK 

Pemenne. Да предположим, че съществуват X, Y&/, така че χ ευ yekK. 

Таогава x€K и yeJ. Ho x+yel, oxnnero x+y et или x+yeK. Ако x+yed, 

получаваме X €.J, което е невъзможно. 

39. Нека k е комутативен пръстен и /, Py, Py,..., P, ca идеали 

в R, такива че IcPUPUJ...UP, n Py, Py..., P, ca прости. По- 

кажете, че 75 P, за някое #. 

Рещшение, Даказателствато ще извършим индуктивио πὸ п. При,п--1 

твърдението е очевидно, В общия случай да допуснем, че съществува ἐ, така че 

P;nlcU {Py:j+ i} Тогава лесно се вижда, че Ге) |Ру 7Ξεἶν и съгласно ин- 
дуктивното предположение /Py за“ някое R Нека сега 88 всяка # Р.пфо 

(: 74-4). В такъв случай съществуват елементи X;, така че X; € P;n 4,но х,«<Р), 

при { Да разгледаме елемента у4у к. . . X, Очевидно yel и следователко 

yeP; за някое i. Понеже χυχς. . ΧῈ Ρ / .., π, ахЕРрто »ῈΡ; --2,.--.п. 

Остава уе Py, ο х.6Р), а х. X3 . X, & Py, понеже Р)е прост, откъдето ΨΈΡ, κοε- 
Ὦ то е противоречне. 

Забележка. От доказателството € ясно, че твърдението остава в сила 
при по-слабото предполажение, че поне п--2 от идеалнте Py, Po,... Р са 

прости. Ще отбележим обаче, че ако последното предположение се отслаби, твър- 

цението престава да бъде вярно. 
. ι 

40, Покажете, че факторпръстенът Z,=Z/(n) ва пръстена на 

целите числа Ζ по главния идеал (и) се състои от л елемента- 
Покажете също, че Z, € поле тогава и само тогава, когато ес- 
тественото чиело п € просто. г . , 

41. Съставете таблицате 33 събиране и умвожение във фак- 
торпръстена 7 , където: ᾿ 

а) R=Z, 1--(6); 
6) Κ--Ζ, 1--(7); . 
в) В-2 7 е пръстенът на всички четни числа, [=2R; 
г) R e пръстенът от зад. 18, I={a, c} 

д) R=Z{) I=2R; 
ве) R=Z =1, I=(1+i). 
42, Нека R e пръстен и Ге двустранен идеал B R, S=R[I и 

Ἢ € каноничният хомоморфизъм на R върху S. Докажете, че ако 
” e произволен подпръстен на S, τὸ Д/--тр () e подпръстен 

на R, съдържащ ндеала /, като при това R'[[=S'. Освен това, 
ако « e ляв (десен, двустранен) идеал B S, то Д” е лив (десен, 
двустранен) идеал в R. Ν . 

43. При означенията ΟἹ предната задача покажете, че посред- 
ством изображението S'—n1(S’) се установява взаимно еднознач- 
но обратимо съответствие между подпръстените (левите идеали, 
десните идеали, двустранните идеали) на 5 и подпръсгените (ле- 

вите идеали, десните идеали, двустранните идеали) на R, сълър- 

жащи 1 Покажете, че ако Г и Л са идеали в S, τὸ 

TP Ту 117 ) и ЕУ)) ) 
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44. При означенията от задача 49, ако Ry е подпръстен на R, τὸ ὰ ἜΠ също е подпръстен на R, 4(8;) е подпръстен на 5 и са в сила следните канонични изоморфизми: 

: (ВуезАА, ПА Ἐ. 
45. Нека / и J са два двустранни идеала в пръ;гена Rulch Покажете, че 1 е идеал B RII' и съществува каноничен изомор- физъм # 

- СИТ 
46. Нека А и B са пръстении ῳ e хомоморфизъм на А B B, Покажете, че ако J е идеал в B, 10 -множеството 

’ φ )ετ(χε :φ ) } 
е unean в А. B частност при J=0 получаваме Ker ф. „ . 

47. При означенията ΟἹ предишната залача покажете, че ако идеалът Р на В е прост, то и 371(P) е прост. Вярно ли е това твърдение, ако вместо прости разглеждаме максимални идеали? 
48, Нека А и B са пръстени и фе хомоморфизъм на А върху B, Покажете, че ако 7 e идвал в 4, τὸ множествато 

φ(ἢ:-ἰφολεδ:χεῖ 
е идеал в B. Вярно ли е твърдейинето, ако хомоморфизмът ¢ не е върху? 

п 
' 49. Нека В R,,..., R, са пръстени и В.-П R: е декартово- 

ἐπξὶ 
то произведение на множествата &, В R въвеждаме операции съби- 
ране и умножение по следвите формули: 

(%1 Хъе Ха) Н(уъ у„...,у,.)=(х1+у„,х2+уз,---,х„+у,.), ΄ 

(ъ .. X Vo Yoo V) =5 V0 Ха Y000y Ха) 
Да ες покаже, че R е пръстен OTHOCHO така дефинирачите 

операции- 
Определенце. Пръстенът R, построен в предната задача, се 

нарича декартово произведение на пръстените Ry 6...-, R, 
50. Heka Ry, R,..., R, ca пръстени и R e тяхното декартово 

произведение. Означаваме с R} множеството от елементи на А, има- 
щи вида (0, 0,..., d;,...,0). Покажете, че R, e двустранен идеал B 
R, който e usomopden (xaro пръстен) на пръстена R, Покажете 
също така, че Ιζ'.}ζ'.:Ο при i=+=j и че всеки елемент на Д едно- 
значно може да се представи във вида Xy+Xp+4-...+ X, където 
-’QGR}- , ' ' 
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51. Нека R е пръстен и В Ry-.., R, са двустранни илеали 

в R, удовлетворяващи условаята: , 

а В-В+В.+...+ #83 . 
6) RINR+Rat. .+ χ Ве ΕΞΌ 88 I=1,2,....,m; 

в) R, R;=0 при #Е) 
Покажете, че K е изомор.рен на де картовото произведение. 

i=1 ῃ 

че всеки елемент х(д еднозначно може да се пред- 
Упътвзане, Покажете, 

R; и съпоставете на х елемента (X, 
стави във вида X=X +-XpF- - o Хн където хе 

- 

Хае Хн) 0Т Пк-. 

i=1 

52. Нека R), 1 5».... R, са пръстени и R.e TSXHOTO JIeKapTo~ 

во произведение. Hexa {<ly<l <y, са Е индекса от 1l допи 

Л. /а €A останалите п--Е. Означаваме с S множеството 

OT елементи (X, Xp,---, .) на R, 88 KOHTO x;=0 npu #Д, ἔρν- - - ве 

Покажете. че S е двустранен идеал B R, изоморфен (като пръс- 

n—k в 

тен) Със]:[ В и че факторпръстевът В/8 e изоморфекв на ПК,-;; 

, ἴ ᾿ 

53. Покажете, че декартовото произведение на пръстени има 

единица тогава и само тогава, когато всеки множител има единица 

54 ---55. Покажете, че декартовото, произведение на пръсте- 

ни е комутативен пръстен тогава и само тогава, когато всеки 

множител е комутативен. . 
Определение. Два идеала 1 и Л на пръстена R се наричат 

взаймно прости, когато /4-./--#Н. По-общо, ако 88 идеалите Л. 

Iy..., I, имаме /,+Л,+-...+/.--В, ще казваме, че тези идеали са 

взаимио прости. (Предполагаме, че, разглежданите идеаля са нену- 

леви, а Д е комутативен пръстен с единица.) . 

56. Покажете, че главните идеали (my), (12}»...» (1) B пръсте- 

на Ζ на целете числа са взаимно прости тогава и само тогава, 

когато числата ny, My, ..., Л. €2 взаимно прости, т. е. (πιν Rgpe e 1,)--3. 

57. Покажете, че ако идеалите Г и J са взаимно прости и т, 

п са естествени числа, идвачтите /“ и J® също са взаимно прос- 

ти, Обобщете твърдението за произволен краен брой взанмно 

прости идеали. . 
58. Нека 7 и J ca взаимно прости идеали. Покажете, че 

ЩН .. ' 

a=1 
, 
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59. Нека /, I,..., /„ ca идеали в пръстена R така, че ЛПАП).. 
« 

(11,=0. Покажете, че изображението|* f: Ιξ-Π R/I;, определено 

Да 
чрез равенството 

f(a):(a(m_odl,), а (mod b),..., a(mod I,)), 

е хомоморфизъм с нулево ядро и следователво ΟἹ а;--аз следва. 
ЖЛДа)+Даг). (Тук под а (mod /) разбираме класа B #/1, съдържащ 
елемента авА.) . 

60. Нека Iy, 1,,...,1, и / cauneam в пръстена R, κατὸ ЛПАП)... 
ПА -- / Покажете, че изображението и 

f:R//-fiR/l,—, й й 
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дефенирано чрез равенството . 

f(a(mod N)=(a(mod Л), а (той /),..., а (πιοά 1,)), 

€ хомоморфизъм, който на всеки два различни елемента от В 

εἰ " 

съпоставя различни елементи на В 

#1 

61. Нека /, Л са идеали в пръстена R, за които /+J=R (т. е 

ΚΟΗ͂ΤΟ са взаимно прости). Докажете, че пръстените 6/// и RIIX RIS 

ca изоморфнви. (Тук R/IXR/[J означава декартовото произведение 
на пръстените А и ) . ' 

Упътване. Използувайте зад. 58 и зад. 60. 

“ 62. Нека I, I,..., [, ca два по два взаимно прости идеала B 
пръстена R, т. е. /,-/.--Л за всички стойности на индексите ἡ B Ὑ Ἐ κ 1 

и «е 

Докажете, че пръстенитеА/Л Iy, . 1, и ПК/!, 

г 

«а изоморфни (xumaiicka теорема 3a остатъците). 
Н 

Упътване. До;щжете и използувайте следното обобщение Ha твърдението 
ot зад. 58: Д ἴ .. Т--АПП. .П при Ij+1;=R, у--К. Изпоазувайте и зад. 60.



ι . 
63. Нека ny, #,,..., 7, ca две ΠῸ две взаимно прости естестве- 

ни числа. Докажете, че пръстените ΄Ζ,,͵ o И l |Z,,,- саизоморф- 

᾽ . =1 

HHU. 

64, Hexa а и b ca две взаимно прости естествени числа. До- 
кажете, че p(ab)=p(a)y(b), където « означава функцията на Ой- 
лер. 

' Упътване. Използувайте предпата задача. ," 

Определение, Естественото число п се нарича характеристи- 
ка на пръстена R, когато nx=0 88 всяко X6R и п e най-малко- 
то естествено число с това свойство, т. е. от mx=0 за всяко 
Ε следва n=m. Ако такова естествено число не съществува, 
казваме, че пръстенът R има характеристик« 0. 

65. Докажете, че характеристиката на всеки пръстен без де- 
лители на нулата € или нула, или NPOCTO число. 

66. Нека R e пръстен с характеристика 1:Е0 и m e естест- 
вено число. Означаваме с 1 множеството 

͵ —{x ΧῈ u mx0}. 

a) Докажете, че Гу е двустранен идеалв R и I,=1,, където 
d=(m, n). ! 
6) Нека п-#1, където (k,0)=1. Докажете че Ве Х! 
в) Ако п--ри pl...pik е каноничното разлагане на и на прости 

. 
и Ν 

множители, покажете, че RSI I [,, A 

=1 " 

Докажете също, че всеки пръстен Ipf" има „характеристика р/. 

67. Нека В е краен пръстен ¢ характеристика р -- просто 
и 

число. Докажете, че броят на елементите на R e степен на р. 
Упътване. Пръстеяът Е може да се разглежда като линейно прастранство 

над полето Zp. 

68. Нека R e краен пръстен и n=p; ра...р. е броят Ha еле- 
MeHTHTE на R (руъ фъ-..., Pp са различни прости числа). Докаже- 
те, че пръстенът Д е комутативен. 

Упътване. С помощта на зац. 66 сведете към случая, когдтп n=p е прос- 
τὸ число. Покажете, че тогава или К-о7р вли ху--О за произволни X, YER. 

69. Нека R е пръстенът на всички непрекъснати в интервала 
{0, У функции и а е точка от този интервал., Покажете, че MHO- 
жеството M ΟἹ функции, които се анулират B точката 4, € ма- 

Н - ῃ 
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ксимален идеал в А и факторпръстенът R/M е изоморфен на по- 
лето на реалните числа. К 

Определение. Пръстенът R се нарича булев, когато x2=x 
за всяко XCR, т. е. когато всеки елемент на R е идемпотентен. 

, Съгласно зад. 89, § 1 всеки булев пръстен € комутативен и 
има характеристика 2 . 

70. Покажете, че ” всеки булев пръстен без „Делители на ну- 
лата е изоморфен с полето #. 

71. Нека R е булев пръстен и хЕД. Покажете, че ΧῈ Χ и х 
е единица на пръстена RX. ' 

. 72. Нека R e булев пръстен и X;, Xy,..., X,CR. Покажете, че 
идеалът, породен OT елементите х), Χρ»...») Xy, € главен, B част- 
ност той е пръстен с единица. Оттук следва, че всеки краен бу- 
лев пръстен има единица. 

Упътване. Покшетс равенството Rxy+Rxg=Ry, където y=x34+Xp+ X1 le 

73. Покажете, че“ B булев пръстен с единица всеки прост иде- 
ал е максимален. 

74. Покажете, че B .GyneB пръстен с единица радикалът πᾶ 
Джекобсън е нула. 

Упътване. Покажете, че в R няма нилпотентви елементи и използувайте 
предната задача. 

75. Нека Е е множество и P, е множеството OT всички под” 
мвожества на Е. 3a произволни A, B¢ P, полагаме 

At B=(A~B)U(B~A) и ΑΒ-- ΑΠ Β. 
Покажете, че oTHOCHO така дефинираните операции P e булев 

пръстен с единица Е и нула #. Пресметнете A+A+AB- 
76. Нека Е е крайно множество с и елемента. Покажете, че 

пръстенът Р, е изоморфен с пръстена 2. (Тук #7 означава про- 
изведение на л пръстена, съвпадащи със #.) 

77. Нека Е е множество и Е означава множеството на всич- 
ки изображения на Е в #. Покажете, че F, e булев пръстен 
отвосно обичайните действия над функцйи, изоморфен с пръстен 
P, от зад. 75. 

Ynfimmluf. На всеки АеР, съпоставяме характеристичната функция X4 

na A, дефинирана с условията ХА()--1 при хе и x,(x)=0 при χῈ A, 

78. Докажете, че всеки краен булев пръстен е изоморфен с 
пръстен от вида Р,. “ 

Решеиие. Нека R е краен булев пръстек и My, М5,..., M, са всички 
максимални идезли в R. Очевидио те са два по два взаимио прости, а ΟἹ зад. 

n . : 

ΤΑ следва My М.. . .M,—0. Тогава "съгласно зад. 62 Ве RIM;} а всекни RIM; 

. 7=1 
е изоморфен със #» 
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79. Нека R е булев пръстен с единица и Е е множеството OT 
максимални идеали Ha R. За произволно xtR означаваме с U(X) 
множеството OT всички MEE, за които x ¢ M. Покажете, че изоб- . 
ражението x—U/(x) е изоморфизъм на пръстена R върху подпръс- 
тен на Р.. 

. Решение. Pasencrsoro U (xy)'= U(x)U(y) сс проверява непосредствено. 
Ще покажем, че (Л(х--у)-1/(3340 (у). Нека MEU (x+y), т. е. x+yaM. Тога- 
82 хе М или ув M. Нека например χ Λ. В такъв случай ще имаме yeM, 
Действителио, ако ye M, класовете х и у ще бъдат ненулеви елементи във фак- 
торпръстена RIM, Ho RJMESZ,, така че x—=y=l, откъдето Х4-У--0, което ознае 
чава x+yeM И така, ако хе М, τὸ yeM nm MeU(xy~U(y). По такъв на- 
чин е доказано включването (Л(х.--у)с-(/(х)+(0/(у). Обратиото включване се ус- 
тановява непосредствено. Остава да покажем, че от x==y следва U(x)+U{(y) 
или все едно ΟἹ X0 следва (Л(ж)--5. Но това следва непосредствено ΟἹ зад. 
74. Накрая ше отбележим, че (/(1)--Е, т. е. че изоморфизмът L преобразува 
единица в единица, и 

80. Нека Е е компактно топологично пространство и С, 03- 
начава множеството OT всички едновременно отворени и затворе- 
ΗΗ подмножества на Ε. Покажете, че Ск € подпръстен на пръ- 
стена Ре от зад. 75, съдържащ единицата F. 

81. Теорема на Стоун 88 представяне на булеви пръстени. 
Нека R e 6yaes пръстен ¢ единица. Съществува KOMNAKTHO хаус- 
дорфово напълно несвързано „топологично пространство £, така 
че R е изоморфен с пръстена , дефиниран в предната задача, 

Упътване, Съсласно зад. 79 пръстенът R е изоморфен с подаръстена 5 на 
Р , образуван от всички множества от вила U(x), хе. Теоремата ще бъще до- 
казана, ако върху Е се дефинира такава компактна хаусдорфава напълно не- 
свързана топология, че С «:5. Ο непосредствена проверка се вижда, че топо- 
логията, породена от множеството 45 (най-малката топология, 38 която елемей- 
тите на 5 са отворени множества), притежава насочените свойстваг ᾿ 

Забележка. Едно топологично пространство се нарича иапълно несвър- 
запо, ако едновременво отворените и затворените неговн подмвожества образунват 
4338 πα чопопогията му. 

82. Нека R e булев пръстен. За произволни“ елементи X, у 
от R нека ху тогава и само тогава, когато xy=x. Покажете, 
че релацията = е частична наредба B Η че R е решетка 0T- 
носно тази наредба. Покажете също, че нулата е най-малък еле- 
MenT на R, а в случай че R има единица, тя € най-голям елемент 

на R. 

Yrsmeare. За да покажете, че R е решетка, покажете, че елементите X 
+Y+XY и ху 8 съответиоточна горна и тачна долиа граница на двойката 
елементи X, Y. 

83. Hexa £ e множество и R е пръстенът ῬῈ or подмно- 
xecrsa на Ε, Покажете, че 3a 4, B¢P., A<B в смисъл Ha пред- 
ната задача TOraBa и само Torasa, korato AcB. ” 

" “ 
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ГЛАВА УШЕ ~ 

NOMMHOMM 

§ 1. ПРЪСТЕН ОТ ПОЛИНОМИ НА ЕДНА ПРОМЕНЛИВА 

Нека P e произволно поле. Да разгледаме множеството R 
OT всички редици от вида 

Cf=(ap йъ 5ν...» ἄκν...}ν, 

гдето а,ЕР, i=0, 1, 2,...)п, ... и ΟἹ известно място нататък чле- 
нонете на редицата са равни на нула. В R дефинираме две алгеб- 
рични операции себиране п умножение по следния начин: 
ако ' 

f=@y αν»-..:» ἄ,»..ἡ , , 
и ” 

g=(bo бу..., δ,»... 

та . 

FHg=(Co-C1y δων.«ἡν 

Jg=(dy Фь 4Ф, .. » 
където . . .. 

: ci=a;+b, i=0, 1, 2,... 

[ ιί,:Σ a,b,. - | ΄ 
т 

Ясно e, че от f, geR следва f-+geR и fgeR. Непосредствено се 
проверява, че OTHOCHO така дефиниравите две операцин множест- 
вото R e комутативен пръстен с нулев елемент “ 

0=(0, 0, 0,.:3 К 

и единичен елемент ᾿ 

” (L, 0,0,..) 

Множеството ' Ε R, състоящо се OT елементи ΟἹ вида 

, (с, 0,0,..., Ἐ, 

е подпръстен на R, който е изоморфен с полето P. За нраткост 

редиците от горния вид се отъждествяват със съответните еле 

менти ¢ ¢ P. Пишем . , 

c=(c, 0, 0,...). . 
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Имайки пред вид споменатия изоморфизъм, считаме, че полето Р 
се съдържа B R Имаме 

! cf==(cay, cay, Cay. 

С х ще означаваме редицата 

x=(0, 1 0, 0,..). " 

Имаме . / 

2-(0, 0, 1, 06,..),” x=(0,0,0,1,0,..),... 
' 

Съгласно възприетяте по-горе дефИННЦИи можем да пишем 

1) F=as+ax+a,x%+. .. +-a,x" ' 
. i и 

при някое цяло 1230, 
Елементите /66, принадлежащи на R, се наричат поланожи 

на X ; а й, йл -..» 8, се наричат коефициенти на полинома /. Пръс- 
тевът R, състоящ се,от всички полиноми на X с коефициенвти 

на полето P, ще означаваме с Р|х). Когато а,--0, казваме, че no- 

линомът (1) е от степен п. Единствено нулевият полином, T. е. 

полиномът, на който всички коефициенти са равни на нула, не 
притежава определена степен. Полиномите от нулева степен това 
са -отличните ΟἹ нула елементи на . Записването на, полином / 

във вида (1) е традиционно и особено удобно при извършване на 
алгебричните действия,с полиноми, Ако . 

Реачах+...-ах" . . 
" . 

g=bg+bx+ . Fbpx™ 

ca два полинома ΟἹ Plx), записани във вида (1) и nanpumep nizm, 
88 сбора f-+g имаме . ' 

'f+g=do+bo+(al+b1):x+- ««Ἔ(α Ἐ δι ) χη, 

гдета считаме b,—=0 при Е7>/. Анологично 88 произведението fg 
имаме εὐ 

ЛЕ--а,въ+ (αρδι +а46,) X+ (αρῦς - 0101+ 0300} X2+ (@ebpt aiby + 
К «+-.-.--а0,)ЖХ4+-...--а DX, 

, . 
Ясно e, we ot 2,40 и 4,30 следва @,b,+0 (тъй като B полето 
P няма делители на нулата). Следователко, ако полиномът f € OT 
степен л и ре от степен /1, произведението fg е полином OT степен 

"п4+-т. Оттук следва, че пръстенът Р|х)| на полиномите на една 
променлива с коефициенти . от полето P е без делители на ну- 
лата. Пръстенът /? (А) е област на цялостност, Следавателно пръс- 
Ттевът Р (х)| може да се допълни до поле от частни, което се 03- 
начава с Р(х) и се нарича поле от рационални функции на «. 
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Ако R' е някакъв комутативен пръстен, който съдържа πὸ- 
лето Р и #67, под f(f) (където / означава полинома ot (1)) ще 
разбираме следния елемент на Д”: 

F@)=aotat+...+a,t 

Казваме, че f{f) e стойност на полинома f за £R' B Toau сми- 
съл можем да пишем 

' 709) а -а1х4-...3аж, . 
където x¢P{x] означава дефинирания посредством 

и x=(0, 1, 0,...) 

полином OT първа степен. 
Изображението /--7(4 e хомоморфизъм на Р(х) в R’, т.е 

от #0:3-7()--2(2) и 55)-- [)8 () следва 
κ(ἢξ Έ и а(3-7(.20 

при всички стойности на #Д 
Деление на полиноми. Нека f(x) и g(x) са полиноми на х 

от степени п и m. Съществуват полиноми 4(х) и r(X), такинва, че 

F(X)=q(x)g (x)+r(x), 
като MPH TOBA полиномът r(X) или е pasen на O, wm e ΟἹ cre” 
.new<<m. Двата полинома 4(х) и r{x) ca определени едназначна 
чрез f(x) и g(x) и се наричат съответно частно и остатък при 
делението на J(x) с g(x). Ако частното 4 (x)=:0, степента на g(x) 
е paBHa на разликата п--т ΟἹ степените ка f(X) и 2(х). Когато 
r(x)=0, казваме, че полиномът / (х) се дели на полинома g(x).B 
такъв“случай пишем | 

φ Ο , ΓΟ. 
Намирането на частното и остатъка на практика се извършва ΠῸ 
познатия алгоритъм, наподобяващ начина за деление на многоциф- 
рени числа. Нека например 

и F(x)=2x54Bxt=x2+8x-5 и g(x)=x3+2x+1, 

Разглеждаме тези полиноми над полето Ha рационалните числа. - 

Делението извършваме N0 следната схема: 

2543е х248х--6 | х3+2х+ + 
' , 2χὔη А X2 3x—4 

„ 8χ'- λχ"- 3.χϑ.8χ-- 5 
T 8χ-εθχϑ- ι Зх 

. - 4χὃ- 924 Б5х-5 , 
Τ.- ἀχῇ. 8χ-- 

, 9 . 13χ--δ. 



' Получаваме 

А g(x)=2x2+3x—4 

r(x)=—09x2+13x—5. 

С други думи, B сила е D2BEHCTBOTO 

2654 Bt — - BX— 5= (X0 2+ 1) (25243 —4)—9x2+ 135 —5. 
1 

Onpedenenue. Hexa f(x), #() 6 ΡΓχ] Под най-голям общ de- 
лител на f(x) н g(x) разбираме полинома k(x)¢ Pfx], удовлет- 
воряващ следните условия: 

“ 

1, ) () и Β. ΧῈ 

2. axo #1(0 ) и ky(x)fg Οὐ, τὸ ἀιολ M) 

С точност до ненулев множител от полето Р съществува единст- 
вен най-голям общ делител. Всеки два поликома притежават най- 
голям общ делител и ако k(x) e най-големият общ делител на 
полиномите f(x) и 2(х) ще пишем 

и 

2#03-(700, #(х)). 

Най-големият общ лелител ma f(x) и 2(х) може да се представи 
във вида з 

#04-(04704-4+9(0#(х), 

гдето 1(х) и Ф(х) са поливоми на X. 
Намирането на най-големия общ делител се извършва удоб- 

но чрез познатия от елементарната аритметика алгоритъм на Ев- 
клид. τ ς 

Определение. Казваме, че два полинома f(x) и g(x) ca вза- 
имно прости, когато нямат нито едив общ делител ΟΥ положи- 
телна" степен. 

Пример, Да се намери най-големият общ делител на поли- 
номите 

7Т089-х14-2х24х42? и g(x)=x3+42x2+2x+1. 
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П чи σ . 

Разделяме най-напред f(x) на g(x): 

X422 χ 2 ᾿χϑηοχδιμοχ ῖ 
Tx - 2X3 ο χδὲχ x—2 

' „--2х34-2 
—2x3—4x?—4x—2 

. ἀχδιμάχιᾳ, εἿ 

Получаваме остатък 4 (x2+-x+1). Делим след това полинема ф2(х) 
на получения остатък X2-4-x-+1: 

2Х | x2+x41 ' 

жка х 
' „ ф . 

x24-x41 

, Получаваме остатък 0. Следователно най-големият общ дели- 
TeA-Ha дадените два полинома е х 4х4+1. . 

, | ἐ ( 
. Неразложими полиноми. . w o, 

Разлагане Ha полиноми HA неразложими множители 

Определение. Един полином р(х) eP[‘x] се нарича неразла- 
жим над полето P, xorato e от степен 21 и не може да се 
представи като произведение на два поликома от Р(х), имащи 
положителни степени. . ! 

Teopema. Всеки полином f(x) or crenen=:1 може да се пред- 
стави като "произведение на неразложими полиноми. С точност до 
ненулеви множители от полето Р това представяне е еднозначно.. 

Ако ра(х),...„ра(+х) са различните делители на f(X), ще имаме 

F(x)y=py х) ра (x). .. руе (%), - 

, където числата O, Gy..., @, са цели положителни и се наричат 
кратности съответно на неразложимите множители Py (X), ра (х),..., 
Ριί(λ). Изобщо казваме, че неразложимият полином р(х) е а-кра- 
тен множител на f(x), ,когата УЯ(х)-“ (х)А(х) и полиномът 
Л() не се дели на р(х),” и ι 7 

„Определение. Нека ῃ 

fX)=apx"+a,x" ς а ах--аа 
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е полином ет P[x]. Полиномът й . 
1 . ' 

f (X)=naex" " +(n— 1)‘alx""+. ta, 

се нарича производна на f(x). 
В сила са обичайпите правила за диференциране: 4 

ο =F 09+# (1), Ν 
ῶ Ο - Ε Τ & . 

В частност при всяко ¢ € P имаме 

lef N еР . 
Пример. Да намерим производната на полинома . 

F@=50r --1), 70962,04 ” ᾽ ; 
Имаме . 

FE)=(xY (χρ —1)+x (0P --1) =xP—1+xpx? "1=xP —1. 

Производната от и-ти ред Ka полинома f(x) се дефинира чрез 
равенството 

п еР А 
Теорема за кратвите множители. Ако р(х) е «-Кратен не- 

разложим множител на полинома f(x)€ Plx], To.p(x) е поне 
(«---1)-кратен множител на производната Г (х). В случай че харак- 
теристиката на полето - .e равна на нула, кратността на p(x) 
като множител Ha f'(x) е точно a—1. 

С други думи, при диференциране кратностите на неразложи- 
мите множители намаляват с единица. Условието характеристика- 
та на полето да е равна на нула е съществено. Например, ако 
ЛД(х)-х” (х+1)6 Z,[x], то 7' (X)=x" и следователно неразложи- 
мият множител X се явява ΟἹ една и съща кратност p в f(x) 

" . 

. Кореви на алгебрични” уравнения 

Определение. Нека ; 

1 ааа 

€ полином над дадено поле P. Ако ¢ ¢ P и f(c)=0, казваме, че ' 
се корен на алгебричното уравнение f(x)=0. Казваме още, че ¢ 
е нула на полинома f(x) (корен на f(x)). . . 

Teopema. Елементът ¢ € P e Torasa и caMo ToraBa KOpeH ка 
полинома f(x) € Р|х), когато x—c дели f(x). 

ι 
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Казваме, че ¢ ¢ P е k-xpated корен на f(x) или 'k-xpareu ко- 
f(x)=0, когато x—c e k-xpaten рен на алгебричното ypaBHeHHe 

множител на f(x), т. е. .. 

7 ξα - Л() 

и 88 полинома / (x) имаме ᾧι (€)F0. 
От теоремата 88 кратните множители непосредствено следва, 

че в случая на поле с характеристика нула, ако с е k-kparen ко- 

рен на f(x), то с е (k—1)-xpaTes корен на / (х). Следователно ¢ 

, 

е /г-крате]н корен на f(x) тогава и само тогава, когато 

FO=T @= =D ()=0, Л(а)+0. 
1. Пресметнете сбора и произведението на елементите f(x) 

и g(x) от P[x}, където: 
а) f(x)=x2—3x+4, 

£(x)=8x"—1, Р (); 
6) (х)-х3--х+7, 

g(x)=2x*+5x*—1, P=Q; 
в) f(¥)=x—y2x3+4/2 x5, 

g(X)=x'+{Zx3—3\2x+7, P=D; 
г) f(x)=2x"—@+§) x*+dix—1+i, 

g(xX)=—2x3+(3—i) x2+8ix+2—i, P=C; 

д fx)=2x34-3x24-x+4, 

2(x)=3x2+3x+2, P=Zg 

е) f(x)=x*—x2+46x+5, 

g(x)=2x3+5x2—2x+43, P=Z; 

%) f(X)=2x3+x2—3x—1, 

2(x)=3x6—x2+2x+3 

и P e подлето с четири елемента, зададено с таблиците 

+о123 .01 2 8 

o] 01 2 3 ΄ 0l 0000 
.1, 1032 : 1‘ 01 2 3 

2l 2301 2: 0 2 81 
3] 3210 з, 0312 

2. Докажете тъждеството 

μ 0, ако #-2т+1, 

Ус(3(2)- к < А а (-1)т(т), ако k=2m. 

Употване. Използувайте тъждеството 

(Туе 
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и сравнете коефицисятите. 

3. Докажете, че над всяко поле с характеристика р-О са B 
сила тъждествата: 

а) (х4а)--х?+а?Р 
34 всеки елемент а от полето; 

6) (к-- енР жеа kx4 L. 

Решевие. ι ¢ ., 
а) Тъждеството се получава непосредствено чрез развитне на бинома (х--а)” 

110 формулата на Нютон, като се вземе пред вид, че ΠΡῊ P просто бниномните 

коефициенти (р), 15k<p се делят па р. и 
κ 

6) Имаме 

(A1) xP — ( 1 (P 1 Р8 .. 1), . 

OTKBAETO чрез съкращаване на ненулевня полином X—1 получаваме 
(xmm1)P ι жР8 хъ 

' 
4. Докажете, че за всяко просто чиесло р € B сила сравнението 

—1) . - { - υ mod p). 
Упътване. Използувзйте тъждеството 6) от предиата Задача. 
5. Hamepere' сумата на коефиниентите на полинома 

(2--4х4 х) (3—5x+ 8х2---6хау21, 

Ὅτς, 0. 

6. Докажете тъждествата: - 

а () ен ()= @iy 

е (o) 62 )» () (0 
o (o) τ γτ} . ' 
οο e 

където R и 5 са цели числа, такива, че !гз-;-(п-1)(!г+1. - 

5ΞΞ <s+1 . 

Решение. 
а) От тъждеството 

ааае ( ене ен ς 
получаваме 

а+ху 8 .я ι(“ Ч КА καὶ 
τ -ἰο) . ἘῈ πρῖλπ “



Иинтересузащото ни тъждество следва ΟἹ последното равеиство, като положим x=1. 
п 

" " 

6) От тъждеството (1-+X)P= ἕ (s )x‘Y имаме т 

' 520 7 
. n 2е 2n 

- ;}(2 )x’tzo\(: )κ':ξ(ς)(“ἰ ) x’f=(l+x}2"==k=0 (2:),\4:. 

Ката сравним коефициентате пред X%, получаваме желаното тъждество, 

в) Тъждеството следва от 6) при k=n. 

г) Тъждествата се доказват по подобен начин, като се разглеждат поли« 

комите 
" 

-;-[(нху!-(ц-х)”].и --;-[(1+х9”+(1-1г7“]- ' 
. . 

7. Намерете yacTHOTO ¢(X) и остатъка r(x) oT деленето Ha 

полинома f(x) с полинома g(x), f(x), Θ Ο € Plx], където: 

а) fx)=x"+3xt+-4x24+2x—1, 

g)=x%+x+1 P=Q; 
6) f(x)=3x"+2xt—x*+x2—4x4+2, 

g(x)=x3—2x+3, P=Q; 

в) f(X)=xt—2x3+4x*—6x+8, 
gx)=¥+3x—4, P=Zy; 

г) f(o)=2x"—bxt43x*+4x—1, ! 

£(x)=3x3—-2x4+7x3—3x+5, P=Zu 

„ ф f0)=3x"+2x7+4x%—-3x 12, 
. Е(х)- 45 43ж-жх+3, P=Z3 ' 

е) f(x)=2x*—3x3+x2+3, 
L{x)=2x+3 

и P e полето ¢ четири елемента от зад. 1, ж) 

ж) 7()-есх ра а - bx* +axte, 

ες ρ(αγποχ χ ἃ 

и P=S е полето от § 1, 881. 14. " , 

Отг. а) g(x)=x24-3x—1, r(x)=0; 

6) q()=32242x45, r(x)=—Aax*—13; 
в) 40 .)--.--2, r(¥)=xP+dx; .. 

r) 4(χ)--8.---2, г (2--х14- 334 6х24.3х--2; 

1) g(x)==2x243, r(x)=—x84-2343x% 

е) g ()=x3+3x41, r(x)=0; 

R - ж) g(X)=habr gt textd, rx)=bxic. , 

8. Намерете най-големия общ лелител d(x) на полиномите 

Л(х) κ ε) от Р|х), къдета: 

, а) f(x)=x'4+x*—3x2—4x--1, 

Е()е еа нняи-1, P=GC 
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6) f(x)= хе4фмен8-е9х-1, 

g2(x)=3x+2x3+x4+2x—2, P=Q; 
в) () xP—Txt4+8x3—Tx+7, 

Е(26)<3х5--7434342-7, P=Q; 

r) f(x)= X*+7x3+19x?4-23x+10, 

g(x)= x'4-Tx3418x74-22x+-12, P=Q; 

д) f(xX)= χ χϑ- ἄχῈ ΧΟΟῚ, 
Ее) xt*—x?+x-+4, P=Zy 

е) f(x)= x*4-x3—x?4-6x4-4, 

Z(X)= x*45x24-x+3, Рейщ ' 
ж) f(x)= ®+3x%4+3x+1, 

g(x)= x¥+1 

и P e nonero с четири елемента от зад. 1, ж). 

' Οπ.᾽ а) d(x)=x+1; 

6) d{x)=x2+1; 

в) d(x)=x3+1; 

г) а(х)- 5 
л) а(х)-х243х4+1; 

е) d(x)=1; 

, ж) а(х)--х+1. 

9. Като използувате алгоритъма на Евклид, намерете полино- 
ΜῈ а(х) и Ф(х), така че . 

#( f(x)+v(x)g(x)=d(x) 
където d(X) e най-големият общ делител на полиномите f(X) H - 
Е(х) or Р|х): 

а) f(x)= x‘+2x3—x2—4x—2, 

g(x)y=x'+x"—x2—2x—2, P=Q; 

6) f(x)~x54+3xt+x34-x2+3x+1, 
g(X)=x*+2x34+-x+2, P=Q; - 

в) f{x)=4x*—2x*—16x245x+9, ι 
#(х)-93--х2--5х+4, P=Q; " " 

5 700-3х14-6х8--3л544х + 14x°—6x2—4x+-4, “ 
g(x)=3x6—3x*+7x*—6x+2, Р-0; . 

1) f{)=3x"4-x*4+3x344, ' 
T g(x0)=2x'+2x3+2x+3, P=Zg 

е) f(x)=x®+x*+x5—5x2+2x—5, 

g)=x*1+3x°—x+4, Ре 
ж) f(X)=x*+x3+3x24-26 42, 

g{xy=x*4+3x2+2 



и Ре полето от задача 1, ж), 

з) /(0) εχ τ χϑε ἀχ 4+рх+е; 
£ (X)=gx?+hx>+dx+g 

и Р e полето ¢ 8 enementa 01 5 1, зад. 14. 

Οτῦ, а) а(х)-х2--2, πρ)Ξ--ν--1, v{x)=x+2; 

; " 6) ἃ (х)<-2384-1, u{xy=—1, (Ξ ΧῈ 

. в) d{(x)=x—1, u (х):-;- (1--х), v (x):—; (2х2-2х-3) 

г) d(x)=x342, а(х)-1---х2, Ὃ (X)=x34-2x%—x—1; 

д) d(x)=x241, u{x)=3, V{xX)=3x+3; 

24+ x+1, u(x)=5, v (x)=2x+3; 
u(x)=x, ὑ (X)=x+1; 

3) а(х)--щх) f{x)+v(x) g{x), u(x)=gx+h, v(x)=cx>*+hxte. 
м | 

10. Нека d(x) e най-големият общ делител на полиномите 

f(x) ὴ и u(x), v(x) са полиноми, такива, че » 

LX) fR)+v(x) glx)=d(x). 

Намерете най-големия общ делител на и(х) и v(x). 

R . Отг. (u(x), v(x)=1 

11. Heka f(x) и g(x) ca взаимно прости полиноми OT степе- 

' ни, съответно равни на л и m. Покажете, че полиномите 2(х) и 
v(X) OT равенството - 

«037(х)+о(3 2041 “ ' 

могат да се подберат”, така, че степените им да не надминават 
съответно т--1 и л--1 и при тези условия полиномите Z(X) и 

т(х) са определени еднозначно. , 
Упътване. Ако полийомите 1а (X) и т1 (х) удовлетворяват равенството 1(х) 

7029414 (х) g(x)=d(x), заместваме тези полиноми съответно с остатъците нм 

при делението с #(х) и /(х). 
12. Нека f(x) и #(х) εὰ полиноми OT степени съответно л A 

т и Е да e степента на най-големия им общ делител d(x). Пока- 

жете, че полиномвте 1(х) M Ф(х) в равенството 

" “09709+2023#04-а(х) 
ῃ 

могат да се подберат така, че степените им да не надминават 
сьответно m—k—1 и п--Е--1. При тези условия полиномите U (X) 
и е(х) са определени еднозначно. 

Упътване. Използувайте предката задача. 

13, Намерете по метода на неопределените коефициенти по- 
линомите 1ц(х) и v(x) от зад. 11 и 12 за поливомите: 
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а) У0) 4 неие2, g(x)=x—4x?4-55—2; 

6) flx)=x5 . g(x)=(x—2)% 
в) f(x)= x‘+2x‘+4x3+10x2+16x+12 £x)= PRI I, YL X 

+2x+2; 

9 f=x—4xP+1,  gH)=x—8x2+1; 
д) ()е g(x)=(1—x)% 
а - =0 

͵ . и 
Отг. а) й (х)-% (41x2—114x465), v (x)=— ἓ“ (41.χ3..91....69); 

. " l 

6) « (κ):ᾖ (15x2~—T0x+84), v(x)=—1qg (15x4+20x34-24x24 

+24х4+16); 

в) #(x)= —317 ( v (x)=§17 (x2—6x-1% 

1) «а (x)=%(—16x=+37x+26). v (x)=—‘l3- (16x8—53+2—37x—23); 

.) u(x)=—20x3+70x2—84x+35‘ 2 {x)=<20x84- 10x244x4-1; 

е) u(x)=l+—1—(1— )+ —~(—+Q а-хй+е. 

Ν Y 
ο πἘ % +—(, Е gt f-("’;—l)z—(('fni_";)_—z) £, 

14. Под най-малко общо кратно на полиномите f(x) и g(x) 

разбираме полином 12(х), който притежава свойствата: 

() m(x) се дели на f(x) и на g(x) 
(1) всеки поляном M (x), който се дели на f(x) и на #(х), 

се дели и на т(х). Докажете, че всеки два полинома притезжават 
еднозначно определено, с точност до ненулев множител, най-мал- 
KO общо кратно Η € в сила равенството 

SEED oo 409-(704, 20 m(x)y= 

15. Hamepere ннй-малкото общо кратно на полиномите f(x) 
и g(x), където: 

а) /0) χ , 3(х)=:;4-2х3+2х”-2х+1; 
6) f)=2x'=5x3+x*—10x—6, в(х)-ж--7А2--18. 

Отг. в) т()-ех6--2А34243--3а42; 
- - 6) (=254 x4~ T5—36x—15. 
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16. Нека f(x)'e полином с| коефициенти 0T дадено поле P и 
o, 3 са елементи ΟἹ Р. Hamepere остатъка OT делението ,на по- 
линома f(x) с полинома (жх--а)(--8)." 

' πΤ «/(--8/6) N = R И 
при а-В и #(х)--/ («) x—f (а)--а («) при p=2. 

17. Определете кратността на корена « 88 полвнома /(х), 
където: 

а) «-9, f(x)=x—Bx*+7x5—2x?+4x—8; 
6) a=—2, f(x)=x°+7x*+16x3+8x*—16x—16; 
в) a=1, f(x)=x2"*1—(2n+1)x"+(2n4+1)x%-—-1; 
г) a=1, f(x)=x"—nZx"+142(n2—1) x"—nix""1+1. 

T om а) 3; 6) 4; в) 8; 94, 

18. Определете стойностите на а и b, при които «--1 е дву- 
кратен корен на полянома f(X), където: ες ! 

а) (х)-аж 4631 “ - - ' 
6) f(x)—ax™tl4bx"+1. 

Отг. а) а--3, b=4: 

" 6) a=n, b=—n—1. 
ῃ Χ 

19. Намерете уславието, при което полиномът х --ах4ф6 
има двоен корен, различен от нула. 

Отг. 3125524108 45--0; a+0" 

20. Намерете условието, при което полиномът Xx54-10ax®+4- 
+5bx-+c има Tpoen корен, различен от нула. 

Отг. ba_9a2 l72841='+¢2_0 
1 

2. Намврете остатъка от делението на Л() с g(x) над по- 
πετὸ P, където: 

а) f (X)=x54+3x4—2x2—1, g(x)=(x—12(x~-3)(x—4), Р-0; 
6) f(x)=2x—x3+7x2+3x+4, g()=(x—12(x+2),  P=Q; 
в) f(x)=3x%+2x'—3x3+x2—1, g(x)=(x+2)® 

и P e полето ¢ 4 enementa OT зад. 1, ж). 
22. Покажете, че полиномът 

xn ῃ 

70)- 1+11+2|+ πί 
мяма крвтпп ьорени. . ' 

Оппеде/ениг. Ще казваме, че полиномът f(X) е сравним с 
пошгома Е(х) ὸ модул ненулевия поливом #(х), B ще пишем 

᾿ . F)=g (x) (mod k(x)), 



кегато f{x)—g(x) се дели на k(x). (Даденато определение е съ- 

гласувано с определението за сравнимаст по даден идеал, като 
тук се има пред вид главният идеал, породеи OT полинома k(x).) 

28, Докажете, че полиномът X3"--x¥"+14x%+2 се дели на 
x2+ Χ Ὶ каквито и да бъдат целите неотрицателни числа 1L, й B р. 

Решение. "По модул х24-х41 имаме ' и . . 
τὰῷ =}, . а 

откъдето 
т XLy P X xR . 

24. При какви стойности HA показателя 7 полиномът (Χ 1)4е 

X741 се дели на Х2х-1? и 
и ΕΝ - “ Ofr. т--б6Е2. 

25. При какви условия 32 т, п и р полиномът х87--хат+14 
Ἔ ХЗР+2 се дели на х2--ях-+1? , 

Решенне. ΠῸ молул χἢ-- π-} } имаме “ “ .. ; 

χϑε:--, , 

χΘ χβπτί ῳ ааау (—1)" x+(_ l)‘ X2, . 

откълето следва, че (—1Y:=(—1)"=(—1)", 1. е. чиелата m, пир 1pabea да са 

от едкаква четност. " 

26. При канви стойнасти на показателя и полиномът 

Τξ 1) 

се дели на полинома g(x)=x24-x+4-1? 

Решение, По молул x24x--1 nmame 

. х ен2 и a3=1, " 

откъдето 
и (R =X (— 1) xR 1, 

Нека ,n=3k-+i, i=0. 1, 2. Тогава , 

(X 1Yl — 1= (— РА . . 

Πρη i=0, f(X)=(—1'—1—I-+0. 
При i=1, f(x)=i 

T. е. KOraTo числото 
При i=2, f(x)=(—1)" хе 1-τ|- - 1}} x—x2—1, откъдето / (X)=0, когато 

YHCNOTO п-ЗА4-2 е нечетно. .. P . P R 
Следователно полиномът f(X) се дели Ha полинома g(X) тогава и CAMO TO- 

гава, когато п-65+1. . 
Полученият резултат е.валяден 54 всяко поле с характеристика p+2, 3. 
Лесно се вижда, че в случая, когато полиномите f(x) н g(X) се рааглеж- 

дат над поле с характеристика 2 нли 3, 38 п имаме 250 (той 3), съответно 
пе-б5+1 или n=6s43. ᾿ , ῃ 
- 27. Намерете стойностите. на показателя п, при KOKTO по- 
линомът 

--1, 

Ο Ό Ν Ὸ ᾽ 
се дели на полинома g(X)=x*—x%+x2—x+1. 
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Pemenue, По модула x.i——x*+xk—x+l ммаме x3=—1, Нека ле-584-6, 

i=0, 1, 2, 8, 4. Тогава 
7αγεχο-- (Tl xS (е X0 

При 10 има = T (— 1) 1 —(— 14 IR0, 
6) при 1 e fii};xf_&_f;k κκἶ(;ε-)ἷἶι)ΐζφ - 

Очевидна f{x)=0 тогава и само тогава, кагато (—1)%=(—1)%=l, т. е. #-25 

щ“де)тъпв! ε2᾽Η᾽ Fr)=—xt (TP {1 x24T ») При #2 имаме fx)=—x <«(-- x4-xi={—1} x241. 

Очеъвидно f(x)=0 тогава и само rorasa, Koraro (уе енене!, те £=25+1, 

откъдето f#=10s]-7, - . : 
ἢ При #3 имаме / ( Ξ β : {-Ι Ὶ жее 3¢ 1 

Очевидно f(x)=0 тогава и само тогава, когато (--1)#-(--1)8.1, т. e k=2s, 

откъдето 1.:1054-3. . 

л) Пря i=4 ммаме / () =—x—(—1) χα. χ .-(. κ x34-1. 

Очеваидна f(x)=0 тогава и само тогава, когато (с-тря-(--1)8--1, 1/ е. косахо 

Е-954-1, откъдето получаваме 1--1054-9. " 

И така 7(Χ) се ποπὴ на g(x) тосава и само тосава, когато пе нечетно 

число, неделящо се на 5. 
Полученият резултат е валиден за BCAKO поле с характеристика P42, 3, 5. 

Разгледайте отделно случаите на поле с характеристика 2, 3 и 5. 

28. Намерете стойностите μῈ показателя п, при KOUTO поли- 

номът f(%)=(x+1)"—x"—1 се дели на полинома g (x)=(x?+x+1y° 

при предположение, че, OCHOBHOTO поле има характеристика 0. 

Pemenue 3a да се дели f(x) на g(x), е необходимо и достатъчно да 

са изпълнени сравненията } (χ)εεῦ χ Ἐχ Ἐ 1]) и Г (х)-0(х04.х41) Съгласно 

зад. 26 първото сравнение € изпълнено тогава н само тагава, когато п--654+1. 

При л-62--1 имаме . 

΄ (x)=n(x+1yl-1__,,xn = („ел x"—1 <0(х24х4+1), 

понеже хЛ-3азд6--(32--1, При n==65s—1 имаме 

ι πί Ду (65— 8] 552 15— 2oy χξ  χθ, чаН () 

й 

И така търсените стойности на л са OT вида п--б654+1. 

29, Намерете стойностите на показателя 77, при които поли- 

номът /(х) се дели ма полинома g(X) при предположение, че ос- 

HOBHOTO поле има характеристика 0: 

а) f(x)=x?"+4-x"+1, gx)=x+x+1; 

6) F=(r+1)"—x"—1, g =4 x+1; 
в) fX)=(x£1)"+x"+1, g(x)=(+x+ 1% 
5 fx)=(x+1)"—x"—1, g(X)=(x2+x+1)% 

! Orr. а) m=0(mod 3); 
6) m=65:+1; 
в) mabstd;. 

Г) при никое т. 

30. При какво условие за ἤὸθ л и р полиномът Л() 234 

4 X314 53712 се дели на поликома 2(9-х 41 

Отг. теарат+-1 (щой 2у 
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31. Нека p e цяло число. Докажете, че полиномът 

и - 7 ) Ξ Ἔ χ Ἐ εἘ χ 

се дели на полинома g(x)=1-+x+x24.-.+xP"! тогава и само 1O~ 

гава, когато 7 Ξ Π (Ὡ0ἅ р) при iz:j. , 

Pemenue. Нека r; е остатъкът ΗΔ л; по модул р. Тогава имаме 

2 ζ еал чт ен чт (той £ (4, 
понеже xP=1(mod g(x)). Тъй като степента на полинома хл еХР е 

строго по-малка OT P, сравиеннето X Ἐ , Ἐ - -xP=0 (mod g(x)) e изпълнено 70~ 

гава и сама TOr2ea, когато NOAMRONMBT OT лявата страна ча сравнението съвпада 
¢ g(x). Последното условие означава точно, че остатъпите #; са два по два раз- 

лични T, e npsEny той р) при i, 

32. Докажете, че ако полиномът / (9-Л(х3)+х/2(х). се де- 

ли на х24х41, τὸ f1(x) и f(x) се делят на x—1. 
33. Намерете най-големия общ делител на полиномите 

“ т4е и g(x)=x"—1. 

Решение. Нека 8=(n, т), d(x)=(f(x), # ()) и @(r)=x3—=1 Ще пока- 

жем, че 4(х)«-ф(х). Очевидно «(х)/7(х) и Ф(2ТЕ(х), откъдето ¢ (x)/d(x). 

Обратно, нека и н Ὁ са цели чиела, така че un--Um—3, и нека 88 определеност 

Ἀ предположим, че u>0, v<0. Имаме сравиенията х7е1 (тоа а(х)у) и х) 

{mod d (x)), откъдето x*=1 (mod 4 (х)) и x—"=1 (mod а4(х)). Ot втарото по- 

лучаваме χὸ -0”:-ха (mod d(x)). Ho 8—vm=un, следавателно ха-а Т (mod а (x)), 

T, е. 4(х)/|ф(), с което твърдениета е доказано. # 

34. Намерете най-големия общ делител на полиномите х”--а“ 

и χ ο 
Σ т т 

Orr, ха4-ай, ако 4 W g ca мечетни 

(а-4и, m); 1 = nporusen случай 

35. Докажете, че ако полиномът  f(x") се дели на x—1, той 
се дели и Ha x"—1. / ' 

36. Докажете, че ако полиномът f(x") се дели на (x—a)t, 
той се дели и на (x"—a")* при а--0, 

37. Нека f(x) и g(x) ca полиноми. Покажете, че ако f(x) се 
дели на (х--а)“ (k=1) и #4Ща)-0;“то f(g(x)) се дели и на 
(g(x)—g(a)* 

- 38. Нека P е поле.. Покажете, че съществуват безбройно мно- 
го неразположими полиноми с коефициенти в Р. В частност, ако 
полето Р е крайно, съществуват полиноми с NPOH3BOAHO високи 
степени. и 

Доказател ство (Евклид): Нека py(x), pa(x), ..., Ра (х) са нераз- 
ложими полиноми. Образуваме полинома g 

#() ε) .. Prlx)+1 - 
'zraoa_n Ἴο.πΞΙποΜ има поне /MM неразложим делител p(X) и очевиднио р(х)--2,(х) 

#--1, 2, .00, П. 
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39. Покажете, че един поляном OT трета степен ἩΛῊ е нераз- 
ложим, WIH има корен в OCHOBHOTO поле. 

40. Намерете всички неразложими над #; полиноми ὍΤ "вида 
3x74-cx+4. ! 

| Orr. 8χ3.μ4, Зл24.хч4-4, Зл24-4х3-4. 

41. Разложете на неразложими множители полиномите: 

а) 2241 над 75 

6) 3x®+4x2+3 Над 25 В и “ 

в) x*—1 над Яу , 

г) x*—1 над Л. 

Отг. ε) ( 2 χ ε; | 

" 6) (к4-2) (3x-+2); 
в) (ἘΟ (x-+1){x%+1); 
5 ἜΠ (<4-5) (х-8) («4+12). 

42. Нека р e просто число. Покажете, че броят ка иьразло- 
жимите иад Zp полиноми ΟἹ вида X3+-ax? +6х+с(а, b, ες Ζρὴ е pa- 

вен на --р(р-1)(р+1) 
43. Hexa f(X)=ao+ax+---+ a,x" € полином над полето #. 

(р--просто). Да означим с f(x) полинома » 

κ 70 RPN R 

Покажете, че за два полинома f(x) н Е() g(x) дели f(x) тога- 

ва и само тогава, когато g(x) дели f(x). 

Упътване. Покажете, че Σ ) Ρ ( 9-- Ε ΕῸ0) и Σ ο Ξ ) (х). 
44, Един полином /(х)627,4 се нарича адитивен, когато 

ЛХ(а+8)-7/(«)-+/(0) 32 произволни. e, ВЕ Z,. Покажете, че един по- 
лином /(х) е адитивен тогава и само тогава, когато има вида 

“ f 9= Σ Ξ G 
45. Покажете, че множеството R OT всички адитивни поли- 

номи над Z, е куматативен пръстен относно обичайното събира- 
ие и умножението, дефинирано чрез равенството 

FEOE(={(g()- 
Покажете също, че пръстенът R е изоморфен с пръстена Ζ, [x 
OT полиноми на променливата х с коефициенти в #.. Коя е еди- 
ницата на R? 

: 
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46, Нека P e крайно поле с ¢ елемента и /(х) е полином 

нак-Р. С f(x) да означим остатъка, получен от деленето на /(х) 
ς x¥—x. Докажете, че 

ι О ς, 
88 всяко @€ P тогава и само тогава, когато / (x)=g(x). , 

Упетиване, Докажете и използувайте твърдението, че алгебрично уравнение 
не може да има повече корени, отколкото € степента на уравнениета. Следова- 
TEXED, ако похожим и 

„ Σ Ξ τ ὐ Ο Ο н ερλποσ- ι ξ 

" Η:Μ:ὗ'σεἥ.ἁ тъждеството a?=a, ще имаме f(x)=g(x) тогава и само тогава, 
кагато f(a)=g (a). .- | . . И 

47. Нека P е поле. Докажете, че са в сила изоморфизмите: 

Plx]} (x*—1)2 Pix] [ (x*—4), 
Plx] [ (P + 1) Px] [ (x*4+2x+2). 

48. Покажете, че факторпръстенът Zy[x]/(x?+x+1) е поле 
с # елемента и съставете таблиците за събиране и умножение B 
това поле. 

49. Има ли неразложими полиноми от втора степен над пом 
лето от предната задача? ' 

50. Покажете, че факторпръстенът Zy[x]/(x241) e поле с 9 
елемента, и съставете таблиците за събиране и умножение в то- 
ΒΔ поле. 

51, Покажете, че няма полиноми OT втора степен, които да 
са НЕРШОЖ!:!МН над полето от npe}ma’i‘a задача. В частност pa3- 

ложете на множители полиномите; : 

а) x34+-1; 

6) χ ΧῈ ; 
в) 2x%4-X+1. 1 . : 

К . Отг. а) (σ-:") ( Ἐ2ΙῈ 
' εἰ 9 Ἐ D2 - 

. в) ( ἘΣΕΙ) Σ ἘΓΕΖ), където i=T€Zy [ ΡῈ 

52. Докажете, че в пръстена Ῥ[χ] от полиноми на една про- 
менлива над дадено поле Р вееки идеал е главен, 

, Ω 
Решение, Нека 7 e идеалв Р|(х). Без ограничение на общиността мо- 

жем да предполагаме, че /4(0). Нека р(х) е ненулев елемент от 7 01 възможно 
най-малка степен п. С f(x) да означим произволен елемент ΟἹ / Да разделим 
полинома f(x) на р(х) и μεκὰ 4(х) и r(x) са съответно частното и оСтатъкът. 
От разенството / ()--4 (x) p (x)4-7 (x) следва, че # (х)6/. Ако #(х)+0, степента 
на r(x) е <n, което обаче противоречи на избора на р(х). Следователно #(х)--0, 
Т. е. f{x)=p(x) 4(х).принадлежи на гланния идеал (р(х)). По такъв начин пока- 
Ззахче. че ξ ( р(х)). Обратното включване е очевидно. И така f=(p(x)). 
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. B3. Karo използувате резултата от предната задача, .докаже- 
те съществуването на най-голям общ делител d(X) на произволна 
“система OT краен брой полиноми Л (%), fa(x), -../«), т. е. такъв 
полином 4(х), който е общ делител на дадепните полиноми и се 
дели на всеки друг техен общ делител. Докажете, че полиномът 
а(х) може да се представи във вида 

® ) τ ) fr(x) 1 1) ()е) /0) 

"където #y(%), 14(2), ..., LX) са полиноми на X. 

Решеяине. Разглеждаме идеала 1-(Л1(3)-+(754())+. -.4-( У)) Съгласно 
предната задача / e главен идеал. Нека /:-(4(х)). Очевидно {76{1}} , т. е. 4) 
деян f{x) при всяко i=1, 2,..., #. Понеже d(x){ , ще бъле в сила равенства- 
710 (1). От последното равенство се.вижла, че всекн общ делител на дадепите 

полиноми е делител и на 4(х). .. 

54. Докажете, че ако полиномите f(x) и #(х) са взаимво 
прости и f(x) дели произведението g(x)k(x), τὸ - f(x) дели k(x). 

Решение. Понеже полиномите f(x) и #(х)" са взаимно прости, T. €. 
техният най-голям общ делител е равен на 1, ше бъде в сила равенство от вида 

u(x) f 043--1(х) #0х)--1, 

«ънето и(х) и v(x) са полиноми на х. Катозумножим двете страни ва послелно- 
то равенство с Я(Х), получаваме . 

ἐ ) } σ) # (х)-е (е (x) A (x)} ==k (x), : 

откъдето твърдението,иаузадачата следва непосредствено.” 

55. Нека р(х) е неразложим полином. Покажете, че полино- 
мът € взаимно прост с даден полином g(X) тогава M само тога- 
ва, когато g(x) не се дели на p(x). . 

56. Докажете, че ако неразложимият полином р(х) дели mpo- 
изведението g (х)#(х) на полиномите g(x) и #Я(2, то p(x) дели 
поне един от множителите. 

Peweunre Твърдеинето следва иепосредствено от предните две задачи. 
Ще приведем днректио доказателство на това важно твърдение. да ΒΌΠΥΓΗΕΜ, че 

твърдението не е вярно и Heka 2(х) е полином ΟἹ възможно най-малка степен 
и такъв, че 98 някой полииом k(x) да имаме: р(х) дели g (x) Kx), р(х) не дели 
#() и р(х) -не дели h(x). Като разделим p(x) на g(x), ще получим p(x)= 
"--204(х)4-(4), където g(X) и r(X) са съответно частиото и остатъкът при 
това деление. Ако # {x)=0, ще имаме р(1)--2(х)4(х) и понеже полийомът P(X) 
е неразложим, полиномите р(х) и #(х) ще съвпадат с точност RO коястайтен 
множител. Последното обаче противоречи на предположението, че р(+) не де- 
ли #(х). И така остатъкът /(х) е различен от иула. От очевидното равенство 
»()ὰ(ρὴ) ει ὺς ὴ #(234-1 (:) # (х) следва, че р(х) дели 7(x} А (х), Така достиг- 
нахме до противоречие с избора на полинома &(X), понеже степента на оста- 
тъка (х) € по-малка ΟἹ тази на 2#(х) и p(x) не дели r(x). 

” b7, Докажете, че ако полиномите g(x) и Я(х) са взаимно 
прости и полиномът /(х) се дели на g(x) и на #(х), то /(х) се 
дели" на произведението g(x)h (x). 

ῃ 
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58. Като използувате предните задачи, AOKAXIETE тейремата 

за едназначно разлагане на полиноми на неразложими множители. 

59. Нека f и g «са полиноми с коефициенти в някакво поле Ри 

F=pipst | φοαρίρξι ῖ а 

са техните разлагания на иеразложими мнажители. Покажете, че 

са в сида равенствата “ , 

Uy ε)--ρῖ ι в ре δὰς | н рае в рраиби #. / 
(Тук някон" OT показателите αρ В, могат да ca 0J] 
. 60. Покажете, че B пръстена от полиноми P[x] са B сила 

СЛЕЛННСГЕ равенства: 

н«л ем  (07(-а а 
61. Покажете, че в пръстена от полиноми Plx] един идеал е 

максимален тогава и само тогава, когато има вида (р), където р 

е веразложим полином. . . 
62.' Опишете всички NPOCTH идеали в пръстена OT MONHHO~ 

мя Р|х). 

Отт. Нулевият идезл е npocr. Освен него ΠΡΥΓῊ прости са само MAKCHMATHHTE. 

63. Нека f¢Plx] и f=pip3...ps" е разлагането ва р на не- 

разложими множители, Покажете, че радикалът (зад. 29, § 2 гл. 

VI) #((/)) ва идеала (f) съвпада ς (}ι py.-. р.). ο ca мини- А 

малните прости мдеали, които съдържат (f)? 

64. Нека У/ЕРТх)| и f=pi'...pi" е разлагането на иеразложи- 
ми мкножители, Докажете, че е в сила изоморфизъм 

А 
Ръ4/(7е21 Πφ ὴ o 

i=1 

Упатване. Вж. зад. 62, § 2, гл. VIL 

65. Hexa p ¢ Plx] е неразложим полином, Опяшете иялпотент- 

ните едлементи B Plx}/(p")- . 

Отг, Нилрацихалът (зад. /25, § 2, гл. У) на е|11/( 0) съвпада е (р) | (2”). 

В следващите няколко задачи се разглеждат полиноми с кое- 

фицяенти в произволен комутативен пръстен с единица ΄ К. Пръ- 
стенът R[x], от полиноми с коефицненти в R, се дефинира по 

същия начин, както и в случая, когато А e поле (вж. YBORWATE 

бележки към този параграф). Както и в случая на поле, елемен- 

тите на R се отъждествяват с полиномите OT ,иулева степен н 
можем да считаме, че RC-R[x] При това единицата на R се 
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оказва и единица на R[x]. По-нататък, ако 5 е поднпръстен на 
R, имаме ΊΘ . ' 

. Нека R e комутативен пръстен с единина и Ге идеал в 
R. Покажете, че /[x] е идеал B R[x] и 

Ρ %) 

67. Нека r e комутатавен пръстен с единица. Покажете, че 
Rix] е пръстен без делители на нулата тогава и само тогава, ко- 
гато R e без делители на иулата. . 

68. Усилете твърдениета от предишната задача, като пока- 
жете, че "един елемент € R{x] е делител на нулата B Rlx] τόγα- 
ΒΔ и само TOrapa, когато съществува c€R, с--0, така че #/--0, 

Решение, Нека геЛ(А, g+0 е такъв, че gf=0. Да положим  flx)= 
т n 

:'Σα, х”.и glx)= Σ b, χν- Сега, ако степента п на g е нула, твърдшието 
»=0 »=0 , 

е доказано. В случай че Π 0, ще покажем, че съществува такъв яе Ε, k0, 
че hg=0 н степента на Я не надмивава п--1. Действително пърно, ако Be=0, & 
може да се представи във вид g=xH, където Я e ot степен п--Г и очевидно 
xhf=0. Но понеже x не е делител на иулата, получаваме Л/-0. Нека сега 
ь„:го Да допуснем, че 88 BCAKO #, @;£=0 е изпълнено. B такъв случай ще има- 
ме asb; =0 за всико i, j и кой да е ненулев коефициент на # може да се нзе- 

ме за k. Нека ceta ag—i-O за някое Г и нека р е най-малкият иидекс ¢ това 

свойство. В такъв случай apby=0. Действително нека f(x)~ep(x)+x=’q(x), където 
m—p 

«(х)-- 2"' χ᾿. φ )Ξ Σπμἡι,...ι’ Имаме φρβεςθ и следователно xl’.pg—O. Ho 

=0 »=0 

понеже х” не е делител яа нулата, P=0; B часгност W евободиият член на фе 
е нула, а той е точио aph,. Cera да разгледаме noannoma ap(g—bo). Той е нену- 
лев, защото apfg—ba)—apg—apho=apg. Освен това той е без свободен член, т. е. 
има вида Xk, където степента иа Я не надминава п--1, Накрая ff==0, защото 

xhf =i g—b0)f = apgf—apbef =0. 

Ясно €, че като продължаваме така няколко пъти, ще дестигием RO равен-, 
ство ΟἹ вида fc=0, където (R, c=-0. 

„69. Hexa R e комутативен пръстен с единица. Докажете, че 
един полином А х)| е нилпотентен тогава и само тогава, когато 
коефицнентите му са нилпотентни, с други думи, нилрадикалът 
(san. 25, § 2, гл. УП) на Rx] съвиада се Мх), където NV е нилра- 
дикалът на R. В частност пръстенът R[x] няма нилпотенти (раз- 
лични от () тогава н само тогава, когато /? няма нилпотенти. , 

Решени е. Ако ЙЕК е НИ(ШОТЕНТЕН. очевидно и всекн . ΠΟΠΉΒΟΜ OT вида 

χξ е нилпотентен и „понеже CyMa Ha нилпотенти е мак MHANOTEHT, ясно €, че 
ако коефициентите на / са нилпотентни, то и f е нилпотентен. Обратво, иека / 

щ 
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е ннлпотентен. Ше разсъждаваме индуктивно по степента г τ /, ΠΡῊ и--0лвър- 

дението е ясно, Hexa п>0 и нека /”ао. Свебодинят член на полинома f” 

е точно а””, където а e свободният член на f. Следователно a¥=0,1.e a e 

нилпотентен. Да pascnepame полинома f—ae=xh. Като разлика Ha нилпотенти той 

е нилпотевтен й понеже х не делн нулата, следва, че Я е килпотент.„Но степен- 
та на й е π--1, следователно всички коефнциеяти ва Я са нилпотенти, с коета 
твърдението е доказано. 

70. Нека R e област на цялостност. Покажете;, че единстве- 

ните обратими елементи B пръстена А(х) «а обратимите елементи 
на R ( 

Упатване. В случая, когато пръстенът ΟἹ коефициенти е област, степента 
на преизведение на два поликома е сборът от степените им, " ' 

71. Нека R e obnact на цялостност. Покажете, че радикалът 
на Джекобсън (§2, гл. УП) на пръстена А|х) е нулев. 

Упатване. Използувайте предната задачя, - 

72. Нека R e комутатинен пръстен с единица и /)) # са два 
полинома с коефициенти в R. Предполагаме, че старшият коефи- 
циент на полинома £ € обратим елемент в пръстена А. Покажете, 
че съществуват едназначнио определени полиноми g, 1, така че: 

1. f=q.g+r. . 
IL r=0 яли #40 и степента на к e по-малка ΟἹ CTENEHTA на . 

"Peweune. За простота ще предположим, че старшият коефициеят на ге 
единица. Разглеждаме множеството OF всички полиноми ΟἹ вида f—g . £. Ако на- 
между тях е и нулевият поликом, съществуването на ¢ и 7 e доказано. В про- 
тивен случай избираме в това множество полином # с най-малка възможна сте- 
пен. По дефиниция имаме /--4.л-|" и остава да докажем, че стенента т на ге 
по-малка ΟἹ степента л на я. Ако това не е така, полиномът r—ax™—"g, къде- 
то а е старшият коефициент на, ще има степен, No-Manka ΟἹ m. Освен това TOH 
има вида /--4# с §)-=g—axg, което противоречи на избора на r. С това съще- 
ствуването на 4 и ке доказано. - 

Остава да покажем единствеността на 4 и г. Наистгина от равенетвата f== 
=g18+r И f=qu8+ry следва (?г-ц?щсп-гг. Но това равеиство € невъзможно 
при 41--й»--0, зашото в такъв случай отдяско стон поляном, чиято степен не 
надминава 2—1, а отляво такъв, чиято степен е пойе л (тук използуваме пред- 
положен(т)дао за старшия коефициент на g). Следователио Ф1--ф3--0, откъдето и 
пре-Гъ--0, ' 

73. Hexa р e npocro число. Покажете, че в пръстена Zix), 
където Z € пръстенът на целите числа, идеалът (X, р) не е гла- 
вен. Покажете също, че този идеал е максимален. Покажете, че 
идеалът (p) е прост, 1O ве е нито нулев, нито максимален. (Срав- 
нете със зад. 52 и зад. 61.) . : 

74, Нека Р е поле. Покажкете, че в пръстена от ” полиноми 
Р(х)| един идеал е примарен тогава Η само тогава, когате е сте- 
пец на прост идеал, т. € когато има вида (р”) или (0), където р 
е неразложим полином. Напротив, покажете, че в пръстена #х) 
ндеалът (X7 р) е примарен, но не е степен на прост идеал,. 

Решение. Ще докажем само второто твърдение. Нека I=(x2% р) и P= 
={(p, x). Съгласно предната задача идеалът р е прост. От /CP следва 1) CHP)=



=P, От пруга страна, P2cl, откъдето PCr{l). Следователно (Р. И така 
радикалът на 1 е простият идеал P, сткъдето 7 е примарен. Но ( не може да 
бъде степен ка прост идеал, защото TO3H прост идеал. непременно трябва да е 
P, а както лесно се викда, [Pk за k=1,2,...,m ... 

8 2. ПОЛЕ НА,РАЗЛАГАНЕ 

Теорема ,Нека 

, fxX)y=apx"+a,x" „.+-а 

„ е произволен полином OT степен n=1 с коефициеити от дадено 
поле P. Съществува разширение FOP на полето P, такова, че 
уравиението f(x)=0 има поне един корен в F. 

Следствие: В подходящо разширение на полето Р поли- 
- номът Дх) се разлага на линейни множители: 

) =a(x—x)(x—%3) - .- (20--2)- 

Определение. Мянвималното поле, B което цолиномът f(X) се 
разлага Ha линейни множители, е еднозначно определено с точ- 
HOCT ΒΔ изоморфизъм и се нарича поле на разлагане на Дх). 

Обелинявайки елнаквете линейни множнители, съответствува- 
ΠΙῊ на кратните корени, можем да пишем Β 

ο Ν ὑ ὰ 

където Xy, Xp,...,X, са различните коренн на уравнението f(x)=0 
съответно ΟἹ кратности Ry, ἤ,....ψἅ, и В 4-В.-...4-#,--п. Горното 
представяне на полинома f(X) е елнозначно опрелелено. 

Следствие. Уравнението ΟἹ n-Ta степен Дх)--0 има най- 
мнаго п Корена. 

Принвцип за сравняване на коефициентите. Ако два полино- 
ма от степени =/ приемат съответно равни стойности за повече 
OT п различни стойности на аргумента, TO тези полиноми съвпадат. 

Интерполационва формула на Jlarpamk. Нека хъ, Хоа,..-Ха 
са п различни елемента от полето Р и ¥y, Vay-.., Vs са произволни 
елемевти от Р. Съществува еднозначно определен полином f(x)eP{x] 
от степен =n—1 (иди нулевия полином), такъв, че 

Ъ/(х!)=у1у f(xs)=y2v--"f(xn)=yn . . 

и ἸΟΒῊ ΠΌΠΗΠΟΜ се определя or формулата 

. 
-Ν 9) v ι 
el 

k=1 

където w(x)=(x—x1)(X—~xg) ...(x—xz). 
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Формули на Виет. Ако хр Xy -.-.„Хи са всичките корени на урав- 

нението - ' 

ааае 5Ὲ ... ааа 0, 

τοόο 

ι 
- ΧΙ Ἐ Χ Έ ... а τ " 

{ 
͵ жааа ... ааа .. 

a 

XXoXa+ X1 XXyt oo ot еааа =" Y 

T L L L I R 
ка 

Е)у 

Горните формули, изразяващи връзките между корените н 

коефициентите на уравненнето, се наричат фармули на Виет. Ля 

вата страва на А-тата формула на Виет съдържа( : )наброй 

събираеми, представляващи всевъзможните произведения от коре- 

ните, взети като комбинации на п елемента ΟἹ А-ти клас. 

Пример. От формулите на BHET при Xy=Xy=... =X,=a по- 

лучаваме известната формула за нютоновия бииом 

(х+а)":-х"+( 1 )""_,1‘”' ( 2 )x"—2a2+...+( 2а )xa"'1+a". 

Korato полиномът f{x)¢Px] e неразложим над полето Р, пръ- 

стевът Pix]{(f(x)) (факторпръстенът на Pjx] по модул Дх)) e по- 

ле, в което уравнението f(x)=0 има корен. 

Едно поле се нарича алгебрически затворено, когато всяко 

алгебрично уравнение с коефициенти от това поле има корен в 

него. 
Теорема. Всяко поле може да се вложи в алгебрически 885 

творекно поле. 
У 1. Hamepe те условието, при което между корените Xy, Xz X3 

на уравнението : 
жра gx+r=0 , . 

съществува зависимостта X -+Xa=X3- 
Решение. Съгласно първата формула на Виет имаме 

жаХа Ρ : 

и като вземем пред вяд още равенството Xy-Xy=X3 получаваме .x;=——g—. 

Заместваме Xy B даденото уравнение и: като приравним към нула, получаваме 

търсеното условне: 

. ry РА Р e 
87 

S



HEW ссе едно 

P—4pg-+8r=0. ' τ 
2. Намерете условието, при. което корените на YpaBHEHHETO 

x“+px2+qx+r_0 и 

образуват аритметична прогресия. 

- Отс. 25—9pg+ 2070, 
3. Намерете условието, при KOETO корените иа YPaBHEHHETO 

X ра χ г0 ' 

образуват геометрична прогресия. ' , 
, . Τ O ф--а8ге0, 

4. Намерете условието, при което между корените Xy, Xa Ха 
на.уравиението 

, + ра ч-ах+г-0 | 

съществува зависимостта л1Хо:- Ха R и 

| Отт. (g—rP+(1—pPr=0. 
5. Намерете условието, при което сборът на два от корени” 

те на уравнението 

X+ pxPtgxttre4-s=0 

€ равен на дадена константа a. . 

Отг. (p+4-2a)s =(a3-}-a%p+aq-+-r)}ad4 2a%p+ ap?+ ag+ pg-+7) 

6. Hamepere стойкостите на параметъра A, при KOHTO между 
корените Хь Ха» X3 на уравнението 

ха4а2х4х4а3А--0 

съществува зависимостта x2+x2 =Xz 

Решение, Съгласно формулите na Виет имаме 
Kpbxgtsg=—2, 
жаХа Xaka=1, 

Xy XpXg==—~A, 
Като повдигнем първото равенстно в KBANpat, получаваме 

' . ааа gt жуу -хаха)не4. 
Оттук, като вземем пред ΒΜῈ второто равенство OT формулите на Brer и даде- 
ната зависимост между корените, получаваме 

х3+х2+2=4 τ е. χβεας -2-πη0, ' 
3a x3 вамираме две стойности 1Ὲ —2 и като заместим тези стойности B_jane- 
пото Ууравнение, за А получаваме двете стойности A=—4u A=2. По обраген път 
или директно се вижда, че при намерените стойности Ha параметъра А между 
корените на уравнението л3-1-2х24.х--34--0 нанстина съществува указаната B32, 
дачата зависимост. 
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7. Hamepére CTOMHOCTHTE на параметъра A, при KOHTO между 

корените на уравнението” 
. ж422 43х-4-0 

247 = е B сила връзката х 3 
Отг. A=1, Х-2, 

8. Намерете стойностите на параметъра A, при които между 
два корена X; и X, на уравнението 

χϑι-δχδ 8x4+A=0 K 

съществува зависимостта Xy Xp=X1X,. 

Отг. A=—6, A=—1 

9, Hamepere стойностите Ha параметъра A, при KOHTO между 
два" корена х H хъ на уравнението 

ааа S 0 

съществува зависимостта X)4-Xp=1. .. 
Ὅτι. A—5. 

. 10. Намерете стойностите на параметъра A, при които между 
корените на уравнението 

x4+3x*+6xz+zx+4=0 

съществува зависимостта x,=——+ -- ἷξ“ 
+ 

Отг. λ--8, А--10. 

11. Намерете стойиостите на параметъра A, при които меж 
ду корените на уравнението 

х4+2х3-бх”+жх+1 1=0 
ῃ 

. 
съществува зависимостта ху Ἐ ΧΞ Χ Ἔ Χ T. & "сборът на някои 

два от корените ва уравнението да e равенв" на сбора ва другите 
два. 

12. Намерете стойностите на параметъра A, при които произ- 
ведението на някои два от корените на уравнението 

: X4 4x34-9x2+12x 4 2=0 

€ равно на произведението HA другите два. 
13. Намерете стойностите на параметъра A, при които меж- 

Ay два корева Xy и Χ на уравнението - 

χ χϑι ἄχ λχ- 4:-0 . 

съществува BABHCHMOCTTA Xj-+Xo=X1Xp- . . 



.14, Намерете стойностите на параметъра A, при които между 

два корена HA уравнението 

) X2 χ LA +1=0 

” съществува зависимостта Xy-}Xp=2%;Xs. 
15. Намерете при какви стойности на А уравнението 

' χ λχβ 51--ὸ 
има двоен корен. . 

, Отг. Ае 4, Ае ε, 

16. Намерете ΠΡῊ кон стойности на А и μ уравнението 

χ᾿---ϑλχϑ- 5024е 0 

има двоен корен, който е равен на сбора на другите два KOPEHA 
17. Намерете при кои стойности на А и р YDABHEHHETO 

! Xt 10x34-2x7+ 36x - =0 и 

има един двоен корен, който е равен на сбора от реципрочните 
стойнвости на другите два корена. 

Отг. A=—35, p=—12; A=—31, u=12; λ:-ῦ, p=8, 

18. Hamepere при KOH CTOHHOCTH на А и μ уравнението 

х*+7„х3+8х”-8х+р. 0 

има днва двойни корена. N 
19, Hamepere при ΚΟῊ cTOMHOCTH на A и р. YPABHEHHETO 

ες χ 4 100X Bpx+72=0 

има TPOEH корен. 
20. Намерете при кои стойности на A и п между корените 

на уравнението . 
. АИО А 

гаха Ха 2а съществуват зависимостите { ottty Е 

21. Определете λ р у така, че ако хь Xy Ха са кореннте на 
уравнението . ' 

ае px—A—p=0, " 

70 Xy+X9, ΧΑ Xz ΧΕΧι да са корените на уравиениете 

- : жчу -Н(д---у)х-у--0. 
O, A=p=v: 0.1——-——2.“ —G, : -4. 

22. Определете a, b и с така, че те A2 ca корените на ypap~ 
нението ! 

а) x*—ax?+bx—c=0; 
Ь) x3-+ax?+4bx4-c=0. - 
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Отг. а) b=c=0, с---произволно; а--1-1, bs—i, с-1; .. 

6) a=b=e=0; a=1, b==32, c=0; a=1, b=e=—1; b=2, a=—_%., 

22 N 
Се 2 47 където 13—-2l+2=0. 

23. Съставете уравнение OT трета степен & корени хь Хь Хъ 
така че да са в сила равенствата 

1 1 
-;1-+;2‘+'x—.s‘=—2, -;-,;4‘72 Ἐπ Ξ,» Ἐ"Ἱ';ῳ-ἰ- ἶξ:Ι' 

3 1 2. 

Отг. 5л34-24л-3-32х4-16+<0. 

24. Определете g, b, с така, че между корените на уравнени- 
ето flx)=x34px+g=0 да ca в сила зависимостите 

b b 
Xg=a+ - 23 Хх-аф+ Ее ж-а+ ж” 

Решение, Ако съберем почмнно трите завнсимоспч, ще имаме 

- Ὶ Π | аЕ Ε д+ . ΗΒ )-о. 
Като използуваме THERECTBOTO 

χ. τ ! 
Д) же Ха 

получаваме 

+7 1 1 Д (——C) 
с+х1 ΘΈΧΑ с+х3 (-д) 

Ясно e тогава, че равенствато (1) може да се запише във вида 

@ 3a{e4 po—g)+b(3e2+p)=0. 
Като се освободим B дадените зависимости от знаменателите, ще имаме 

XyXpt-cxp—ax=actb, . . 
XXyt CXgm@Xg==aC-+-b, , и 
хаху-сАа--аха-ав+Р. - Бе 

Събираме горните равенства почленно и получаваме р--З(ас45) Умножаваме 
CLUIMTE равенства съответно с X3, X3, Xz и отново ChLGHpame почлевкно. Ше имаме 

. —38g+({c—a)p=0, 
Откъдето намираме 

Ρ 3а τει--- Ξ ЕЕ К . а Ῥ Η b ΕἸ с(с 7 

Равенството (2) може да се запише във вида . 

ϑίαε-: b)e?+3a{pc—ag)4-bp=0 . 

И като заместим 3(ac+b) сри а ий с намерените стойности, 32 ¢ получаваме 
квадратното уравнение 

ЕЕ А 
52—4T¢+—F “g=0. 
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И така търсеяите стойности а, b и с са . 

където с € корен на квадратното уравнение 

ЕЕ ИА | ε: ς ετ =0 

25. Решете уравнението , 

x”+a.x"—1+a2x“—2+ +a,,—0 - - 

ако € известно, че корените му образуват аритметйчна прогресия 

Отг. дрее 

ТАп--аз--Запа „ 

. w1 - 

26. Hamepere полином OT възможно Hali-HHCKA CTENCH, KOATO 
при x=1, 2,3, 4 приема съответно стойности f(x)=2, 1, 4,3. 

1 
᾽κιιιετο Су 

в 
Отг. }'(x)=——;--x3+10x‘4— —35—.\"+ 15 ° 

27. Hamepere полином OT възможно най-ниска CTeneH, който 
при x=1, {, —1, —{ приема съответно стойности f(x)=1,2,3,4. 

1, 
, Отг. fix)=—g5—(1—jx—a2—(1+i)x7]. 

28. Намерете полином f(x) от възможно най-ииска степен, 3a, 

който flwg)=Fk+1 npu mk=cos?k‘+t sz_k:_: k=:0,1,2,...,n—1. 

om. flx)a'i;’ 2 [ „щ„]„ 

29. Намереть полиндм f(x) or степен 5п-1, 3a който f(m,,): 

= КЪдето = εοςζ-ι-ιεἰπἷἓἷ” k=0,1,2,...,n—1. 

Пресметнете f{0)." 

ς | и Отг. f(x)=—'l—l- r“i.l-_—x-”),, f(o):_:rzyk- 

30. Докажете, че ако нулите Xty Xg,..0,X, на полинома х) са - 
различни, то и и , 

Ν . " 
—(——=0 при 0=<s=n—2. 

i=1 
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Pewenue Съглясно шперполшнонната формула па Jlarpamg имаме” л 

х 
x'-—-} : хе) 

чк Ν 

и като сравним коефициентите пред ж7. получаваме исканото равенство. 
31. При означенията от предишната задача пресметнете сбора , 

- п Μ 

-- х 

v(x.) ” 
. 11 , 

" 4 Отг. 1. 

82, Докажете следната интерполационна формула на Нютон: 
нека f{x) е полином от степен п--1, който за п различни стойно- 
CTH Хуъ Χρ».-τν Χρ на променливата х приема п дадени стойности 
УъЛнве - 1V тогава , 

Ж)е а () +a2(x—-x1)(x—x2)+ e {x—xa)(x—x0) Ἐ 
4 oo Рал (X—2)(X—X5) o (X —Xpg), 

гдето ' | 

2“ + 
= А (Ιι-λ’,,ᾗ (ъя) .. „() +"' . 

ει 

+ СКел) (Хщ.ъ-хк) 

(вж. напр. Н. Обрещшков,, „Висша алгебра“). 
33. В означенията на предната задача покажете, че когата х 

приема стойностите А 

χυχιεῖ, x +2А, .. x4 (1), 

интерполационният полином f(x) fipuema вида 

109< х) + ай) + ае) + .. + 

+- ?(27(13—1)1(2—‘,'*‘2) An—llf (xl)r .. : 

където X=X,+2zh и разликите A"f(x) се определят OT равенствата 

А) -Дх+Я)--(х), АЗДх)-- А(А х)), .., АН) -- A(A*"‘f(x)). 

34, Постройте полином f(x) OT възможно Hail-HHCKA степен, 
който при указаните CTOMHOCTH на X приема съответно CTOHHOCTH 
7 , съгласно таблицата: еа 

x 012, 

а) f(x)l'l 24, 
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χ 012...n 
9 T[T а «а 

) ‘_{_'1_23...n 

Ν 
3 n 

Отг, . - ' 

τ υ - - 1) (К+ 
2) !(х)=1+тхг flxm—)+...+ ῳ: - 

а /(Х)”НТ (ц;!)х-ъ-(::-!)-;!(х-ц* Ν (a-—l)"x(x—:l)...(x:——ntl_). 

"χ-- < —1r—2) . fx—ntl) " 
в) ](х)=1-4х2!-1-+>(х x;—gl ...+(——1}"(x Ке :1) ея)) 

al—(1—x}2—x).. . (A—x) e | 

35, Намерете полином f(x) от степен Зи, който при деление 
с полинома X{x—2)...(x—2n) дава остатък 1,а при деление с 
полинома (x—1)(x—3)...[x—(2r—1)] дава остатък --1. 

2% 2χ(2χ. Ὦ --- δ.(2χ.--8)... 2χ- 4π.Ὲ - О - Е В) 2O L(h)("‘i_"tl. 

36. Hamepere полином or степен =n—1, който приема в точе 
ките ХрХо...,Х, стойности, съвпадащи съответно със стойности- 

те на функцията —, а хь =12} 2. " 

ὐ -- φ 
Orr. {ᾳ):ξὦᾶἰ(-“ζ,'κιμῃο <() < (коеда)( жен) - . жеи) 

37. Докажете, че ако полиномът f(x) от степен k=; приема 
цели стойности при ΔΞ ΕἸ последователни цели значения на х,той 
приема цели стойности 88 всяко пяло X. " 

88. Докажете, че полиномът f(X), който приема цели стойно- 
сти при х--0,1, 4,9,...,12:и € OT степен £, приема цели стойно- 
сти за всяко ΠΗ͂ΠΟ X, което е точен квадрат. 

39. Hexa ху<«ха«ха« ...< х са цели числа. Покажете, че 
вееки полином ~ 

. Xty x" ае Ἔα, 

приема B точките Xg, Хр..., Ха CTOHHOCTH, NOHE една OT KOHTO € 
т o 

Решенне, Нека g(x) e разглежданнят полином. Да положим 

S =Tk - T 
94 . . 
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От г тъждеството 

«е) Λὴ 
8= ЕЛ ае 7 

»=0 

чрез сравяяване на коефициентите пред X7, получаваме 

откъдето ц 

където M=max . |g(x, ). По-нататък "имаме . 

μ, Уе =o)X, Ж) ня (К е А а1) - « (%, —Xn)l2vl(n—) 

В следващите няколко задачи се установява съществуване и 
единственост на алгебрически затворено разтирение на дадено 
поле и на поле на разлагане на даден полином. Във нвръзка с” 
това ще направим някои предварителни бележки. Нека полето Ο 
е разширение на полето P, т. е. Р е подполе на Q. В такъв слу- 
чай можем да разглеждаме ( като линейно пространство над но- 
лето Р. Размерността на това пространство наричаме степен на 
разишрението О над.Р и означаваме с (0:Р). Когато (Q:P)= 
Лл«со, полето () се нарича крайно разширение на P, Нека ey, «о,... 
«...#,60; означаваме с Play,ag,...,a,) (съответно с ЯХ(а,0з,...;6) 
най-малкия (по отношение на включването) подпръстен (съответ- 
но подполе) на (), който съдържа P и ар«о.т..«,. Очевидно 
Ῥία;, αρ,...ν»αρ) е разширение на P. Ако това разширение съвнада 
с () полето ᾧ се нарича крайно породено разширение на Р. B 
частност при Q=P(x), «О полето () се нарича просто разшире- 
Hie на Р и елементът а-- примитивен елемент на Q. - 

Нека ofQ. Елементът а се нарича алгебричен над P, кагато. 
съществува ненулев полином 268 х), така че #(«)-0. В противен 
случай o се нарича трансцендентен над Р. Нека ofQ е алгебри- 
чен елемент над Р. Ясно e, че множеството / OT всички полино- 
ми gtPfx], 88 които д(«)-0, е ненулев идеал в пръстена Plx]. . 
Съгласно зад. 52 ΟἹ 6 1 този идеал е главен, Τ. е. има.вида /-- 
(ἢ, където полиномът ΚΕΡΙΧΙ е еднозначно определен ¢ нармиров- 
ката, старшият му коефициент да е равен на 1. Полинонът / ще 
наричаме минимален полином на алгебрияния елемент o« От 

“ 
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дефиницията е AcHo, че ако gCPix], равенството д(«)--0 е равно- 

силно с f{x)/g(x). 
40. Покажете, че минималният полином Дх) на алгебричен 

елемент #0 € неразложим над полето Р. 
41. Нека PCQCR εὰ полета; покажете, че 

(R: P)=(R:QXQ: P). 
B частност, ako R е крайно разширение на Q и () е крайно "ρ88- 
ширение на P, то и R e крайно разширение на Р. 

Упътване, Покажете, че ако елементите £ образуват базис на О над Р в 
μ образуват базис Ἠ R над Q, то всевъзможните произведеция Еру, образуват 

базис на разширението R над Р. 

42, Покажете, че ако (Q:P)=p --- просто число, не"същест- 
вуват разширения на P, които се съдържат в () (междинни раз- 
ширения). Покажете още, че () e просто разщирение на #. ' 

43. Покажете, че ако (Q:P)=2, то (0--Р(в), къдетр «Р. 
44. Покажете (B означенията от предишната задача), че при 

предположение, че Р е полето на рационалните числа, NPHMHTHB- 
ният елемент « на квадратиЧното разширение Q((Q:FP)=2) може 
да се избере цяло число, което не се дели на точни квадрати. 

45. Нека Q e разширение на Р и αἰζῷ. Покажете, че пръсте- 
нът Рал «у ...з с| се състой от всички елементи на (), които мо- 
гат да се представят във вида 706ν 6 -...«.) КЪъдето ЛХу Хае 
X, е произволен полином на х,Х»....Х. С коефициенти OT Р. 
В частност пръстенът Ple] се състои от всички елементи f(x), 
където ΚΡΙΧΊ. . . 

, 46. Β означенията от "предната задача покажете, че разшире-" 
нието P2y, %,. ..5%,) съвпада с полето от SACTOM на пръстена . 
Ῥίαι» «ъ....«,| и се състои OT всички елементи на (), които могат 
да се представят във вида 

᾿ 7 %) 

и Е(е, « «а) 

хъ Хае Ха) И 2(х, X0y .0y х) €A полиноми на х), Ж.Ж С 
коефициенти от Р и ρ(ζαιν g ..., a,)F0). В частност простото раз- 

щирение («) се състон OT всички елементи от вида ‘g("-;))(f,geP[x]n 

#(«)+-0)). 
. 47. Нека () е разщширение на полето Р и afQ. Покажете, че 

ако елементът « е транецендентен над P, пръстенът Ple] е изо- 
морфен с пръстена от полиноми Plx], а полето #Ха)--с полето 
от рационални функции P(x). ἢ 

. 

ῃ 

Упътваке. На всеки елемент /ЕР|х)| съпостанете елемента fla)Q. Условие” 
то, че « € траксцендевтен над P, означава, че ядрото HA така дефипмранпя хо- 

моморфизъм е нулево, “ [ 

48. B означенията OT предната задача покажете, че. ако еле- 
ментьт « е алгебричен над P, пръстенът а| е изоморфен с фак- 

ι 
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торпръстена ΡΙΧ , където fEP{x] е минималният полином на «. 
При това ?маме # [u]_P(a) Обратно, axo Plo]=P(c), елементът « 
е алгебричен над Р. 

Решение. Както и в предната задача, разглеждаме хомоморфизма 
Ф:Р|х|->О, дефиниран с +(е2)--2(е). Съгласно зад. 45 образът «(А|х1) на пръсте- 
на ΚΙΧΈ съвпада с Plz] и вследствие теоремата за хомоморфизмите (вж. уводни- 
те бележки към гл. | 52) нмаме НЕ 

РЕВРраИ, 
където Г е ядрото на ф. По дефиниция /={g: glo)=0)= (ἠ където f е минимале 
ният прлином на α. По-нататък полиномът f e нерззпожим, Τ. е. идеалът Г е 
максимален, следователно Р| е поле. Доради микималността на Ρία) имаме 
P)CPlz). Обраткото включване е ONEBHAHO. . 

Нека, οὔρατηο, Plz)=Pfa). Ако« е трансцеядентея елемент над Р съгласно 
предната задача, пръстенът #«| ще бъде избдморфен с пръстена от ΠΟΠΡΗΟΜΗ͂ 
ῬΙχ], който обаче не е поле; следователно елементът « € алгебричея над Р. 

49. Докажете, че всяко крайно разширение е алгебрично. 
Решение. Нека () е крайно разширение на Р и (0 : P)=n. Ако «0, 

елементите 1, e, «2,...,027 са п41 на брой и следователио са линейно зависи- 
ми над P, т. е. съществуват такива аР, не всички равни на 0, че 

ааа ... а"--0, 

което точно ознпачава, че ЕЛ.ЕМСНТЪТ «е алгебрИЧЕН. Hap P, 

50, Нека () е разширение na P и «(Q. Покажете, че enemen- 
тът o е алгебричен над Р тогава и само Тогава, когато 
разширението Р(а) Ham Р е крайно. Покажете също, че сте- 
пента (P(e): Р) на разширението ЯВ(«) съвпада със степента 2 на 
минималния полином f на « и че едементите 1, ,¢3,...,a"1 06- 
разуват базис на полето #(«) над P, Τ. е. всеки елемент от Ρ(α) 
се представя еднозначно във вида “ | . 

a0+a,_u+ .. Рал e Ἐ. 

Решение. Ако (Р(«): P)<©® съгласно предната задача, Plx) е алгебрич- 
HO разширение на Р Β. Β частвост елементът « е алгебричен. Обратно, нека« е 
злгебричен елемент и п да означава степента ка минималния полином τ ‘w. Ще 
поканем, че елементите 1, «, «2,..., o1 образуват базис на P(z), откъдето ще 
следва, че (Pla): P)-—n<00 Съгласно зад. 48 имаме РВ|е|--Я(«), т. е. всеки еле- 
мент на Р(«) има вида δία), кълето gEP[x] Да разделим g на миннмалния полич 
ном f на елеменвта o Имаме ” 

. ΕΞῈ , . . 

където степеита на £, 2KO Κ не е нулевцят полияом, e < . Ot Де)--0 следва Lle)=r(x) 
с други думи, нсеки елемент Ha P(z) се изразява като лиянейна комбинация ка - 

'y &, «3 .. .. 271, Остава” да покажем, че елементите 1, α, «2, еее o1 са линей- ς 
#О независими над P. Но ако те са линейно зависими, това ше означава, че съ- 
шесгнуща невулев полином ΦΕΡΙΑΊ от степен <”, така че «ф(в)«-0." Поеследното 

че е невъзможно, тъй като иииималиият полином на «е от степен п M той . 
Трябна 24 дели φ. 

? Ръководство 34 упражнение. # R . 97 
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51. Покажете, че разширението 24(4), където ай -К«4+1-0, е 

поле с В елемента, и изразете чрез 1, αἱ αὐ следните ебементи: 

а) («2+-«4-1)(62-+-1); 6) « в) (2+1)7. 
: Отг. 2) 4245 6) «24-1; в) « 

52. Изразете чрез 1, @, o?,’a® следните елементи на Р(«), къ- 

дето.Р е полето иа рационалните числа и et a3 4o 4-at+1=0: 

2) (I +a+a?) i+t 6) («2-+-«+1)7. . 

# Отг. а) п3+щ2+05+1; 6) α5Ἐτ' 

53. Рационалйзирайте изразите, като ги представите като по- 

линоми на а: - 

а) а«--1)7, където «2--За--2-0; 

6) а(«24-1)7, където а84-3а2--За46-0; 

ев -;:-2.„, където ot—3a-+6=0; 

Г) 5 g Където 083--8а4-2--0; - 

д) - KBAETO a4 2x42=0. 
«1 1 

54, Рационализирайте знаменателите на следните изрази: 

3 3 

25 V5 - 
а) -y R i τ 

V25 +4/ 5 +1 з,2543 5 +1 

а - 

1 ΕἸ 
- B G r —;,—‘l g 

V2 —1+V2 LT YT 1 

Ξ , 
1 . 2 

Щ) гае ееее И 
/а Ἐν2 Υ{ 22 

55. Покажете, че ако елементите р 0» ...,« На някакво pas- 

лнирение на полето Р са алгебрични над P, разширението Р 

(α;, Хае - +» %) е крайво и следователно алгебрично. | 

Решение. Да положим Py=P и P;=P(ay,-...0;) Имаме 

- P=PcPcPCPc...CP, ' τ 

Η Ρ͵.Η:Ρ͵- (ιι͵͵Η). Съгласно зад. 41 . 

. (Ρ. : P)y=(Pp: Ρ ΧΡ. 1 Py з)-.-(Р: Р). 

Па-нататък ще Отбележим, че 33 всяко # елементът %, , е алгебричев ал Р, 

(тъй Karo  τοῦ е алгебричен над Ри PCP; ) Следователво (е, +1:Р:“ )<ео, οτ- 

където и (Ρ,: Р)<со, 
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56. Нека Q e разширение на ποπεῖο Р. Покажете, че сбор, 
разлика, произведение и YACTHO на алгебричви над Р елементи на 
О също са алгебрични елементи над Р. С други думи, миожест- 

вото P от елементи на Q, алгебрични хад P, e подполе на Q (кое- 
.TO очевидно съдържа P). " и 

Решенние, Съгласно предната задача, ако елементяите e, 850 са алгебрични 
над P, то и разширеннето ῥία, ) е алгебрично Но очевидно «-В, «--В, «8 

«ΒἘΡ(α, B). 

57/ Нека PcQCR са полета, при което Q е алгебричко над P. 
Покажете, че,всеки елемент ofR, който е алгебричен над Q, е 
алгебричен също и над Р. С други думи, ако един елемент на R’ 
е корен на полином, чиито коефициенти са алгебрични над P, то 

и този елемент е алгебричен над ὶ Вчастност,ако предположим, 
че разширението R е алгебрично над (), то е алгебрично и над 
Р (транзитивност на алгебричките разширения). 

‘remenue Нека « «1 ...,“ са коефициевтите на минималния полином 
на-елемеянта o над полето Q. Тогава елементите «, са алгебрични елементи над 

P, спедователно съгласно Зад, 55 полето Од-«Р(кр,..., ен) € крайно разширекие 
на P. Очевидно елементът « остава алгебричен и над Ор, откъдето Оф «) е край- 
мО разтирекие ка Qg Но и e крайно разширенне на P, следователно Q) 
е крайно разширение на P. Съгласно зад. 49 всеки елемеинт на Оф«), в частност 
н.«,е алгебричен над P 

58, Покажете, че разширението Q на полето Ре алгебрично 
тогава и само тогава, когато всеки пръстен R, за който PCRcQ, " 

е поле, В . : 

Решение. Ако () е алгебрично разширение на поето Р и R e nonnpbc-' 
тен на Q, за който PCR, за всяко ofR ще имаме PlaJCR. Но Pla]=Pa) и 
следователно a—iCP[a], така че «—IEP, откъдето следва, че А е mone, Обратно, 
за всяко «О пръстенът Р(«| трябва да е поле, каето точна означава, че « e 
алгебричен елемент” над Р. - 

- Определение. Нека (), и Ος ca две прости разширения на полето 

Ῥ. Едий изоморфизъм ¢ на Ο в Q, се нарича Р-изоморфизъм (изо- 
морфизъм над P), когато оставя неподвижни елементите 8 Р, 
т. е. ф(а)--а за всяко Δ. . 

9. Нека Ὁ. ξ β(α) и Q,=P(B) ca две прости алгебрични раз- 
ширения“ на -полето P, при което минималните полиноми на « и 
В над Р съвпаДат. Понажете, че съществува единствен Р-изомор- 
физъм ф ὰ Οἱ върху Qo за който фе)-В. 

Решение, Нека /6Р(х) e общият минимален полином на «и R 1 е не 
товата степен. Съгласно зад. 50 «елементите I, «, 42 ,...,а"-), съответно 

1, B, B3 ..., "1, образуват базиб на пространството y, съответно--(ч Съще- 
ствува единстаен ливесн изоморфизъм ф ha'Qy върху (» 38 който φίαξ) τειβί, Не- 

посредствено се проверява, че нзображението ¢ запазва и произведенняето, т. е. 
В . φίξη)αφίξ ρίη)}. . 

60. Нека Ре поле н Q, О ca две негови разширения; при 

което () е алгебрично, а Q е алгебрически затворено. Покажете, 
че съществува Р-изоморфизъм на () B L 

! - 99 



Решение. Нека S означава множествобто ет всички двойки (R, ¢), Където 
К е попразширение на Q, а ¢ е Р.изоморфизъм на R в Q. Множеството Σ на- 
реждаме така: считаме, че (Къ ф)<(В» фе), когато RyCRy и фо(«)--ф(«) при 
ΕΝ. Очевидно така дефинираната релация« е наредба в # н удовлетворява ув- 
ловията на лемата на, Цорн. Следователно в Σ съществува ” максимален елейент 
(R, φ). Остава да покажем, че R=Q. В противен случай нека ἀξῷ, κ Елс- 
меттът.«. е алгебричен над R, Нека / е "минималният му полином. Да означим 
с / полинома. чинто коефициенти са образите на коефициентите Ha Полинома / 
при изоморфизма ¢. Тогава полиномът / ще бъде неразложим над полето Н-..фкк). 
Hg 2 ¢ злгебрически затворено, следователно f4 ще инма корен B 5 2. Quespnuo 
/ ше бъде минималният полинвом на В над R. Като обобщим меюда ог пред- 
„ната задача, виждаме, че съществува единствен изоморфизъм ᾧ на #() в 8, кой- 
TO продължава ф н изЗобразяна.« в В. Но тогава (В,9)<(К (α), Ф), което hporu- 
ваоречи на максималността на (R, o) : 

- 
61. Покажете, че ако Q е алгебрически затворено разширение 

на полетб Р и 01 е полето от ЕлеМенти на Ὦ, алгебрачни Hax P, 
то Q, е също алгебрически 34Ттворено. " 

Решение, Трябва да Йокажем, че всеки полином Ζ Ε Θυ[ΑἹ, f4:const има 
κορεῇ в Ξ0. Но f има корен o в @ и очевидно «е алгебричен πᾶκ 24. СъгЛасно 
зад. 57 «е алгебричен и над P, Следонателно α ( Qo 

΄ ͵ . Ν " 
62. Нека Р е поле: Покажете, че съществува такова разши- 

рение Р) на P, в ковто всеки πόημηομ Р|) /--сонзЕйма кбрен. 
„Рещекние. Първо ще отбележим, че ако fy, Уъ . „ . ῃ са краен брой 

полиноми с коефициенти от P, То същестЕува разширение на P, в Κσετό асич- 
“ ките f;(x) имат поне по един „корен, За едиян нолийом това е Ясно (азимаме 
Р|) (¢), където ф е неразложим делител на Л) и по-нататък "процедираме по 
индукция. 

Сега да разгледаме пръстена R от иполийоми с коефиниенти н Р на без- 
брой много MPOMENAREY “Xf, иидексирани с различните бт констайти «елемейти на 

x]. Нека Ге идеалът в R, породен от всички diewentit ΧΡ. Идеайът e 
собствен, Защото в противен случай ще бъде изпълнено райенство of Бища Я Я 

VAT A AT R PR 
. - . Β Да вземем такова разширение () на P, b koeto f; да има корен &, 1-1,3,:..;й 

Ἡ в това равенство да положим ху,е-к, Получаваме (--1, което е невъзможно. 
Следователно идеалът I е собствен. Нека M е максумален идеал, който държа 
I, u P, e полето R{M. Тогава всеки различен от KOKCTAHTA полиндм FePlx) има 
корен в Pj, а именно класът ху на променливата X7. . 

Onpedejiénne, Heka P в nojie. Разширението @ на P се Нари-. 
ча алгебрична обвивка на P, ako Е Ялгебрически Ззатворенб И & 
алгебрично над P. “ . . 

63. Теорема. Всяко поле Р притежава алгебрична обвивка, 
KOATO е еднозначно бпределена с Тточност до Р-иЗзоморфизъм. 

Доказателство. Прилагайкн MHOTOKPATHO преднагта задача, мфжем да 
построим такава редица от полета - " ͵ 

P=PycPicPic...cPc..., 
че BCRKH полином с коефициенти B P, да има корен в Fijy. Hexa E=UP,. 
«Ὁ чевидно Е може да се превърне в поле по. такъв начин, че всяко “Pp дае 

. 
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подполе на Ε. При това полето Е е алгебрически затворено. Наистина, ако 

f 6Е4), f#const, всиаките коефицненти на ]Р ще принадлежат на Pp За доста- 

тъчно голямо . Следователно / ще има корен в ῃ . 
Сега да означим с 2 подполето на Ε, съставено ΟἹ всички алгебрични над 

Р слементи на Ε. По дефиниция 2 е алгебричко над P, а от зад. 61 следва, че 

Ὦ 6 алгебрически затворено, така че 2 с алгебрична обвивка ηΗ Р. 
Heka @, и 2, са алгебрични обвивки η Р. Съгласно зад. 60 съществува 

Р-изоморфизъм ф) на Q5 в Я» при което очевидно Ὧ ше бъде алгебрично раз- 

ширекние на ф(2). Но ф (0;) е алгебрически затвбрено и следователно то няма 

никакви собствени алгебрични разщирения, т. е. ф (2;)<24, с което теоремата е 
доказана. Н 

. Забележка. Ако Р е поле, Q е алгебрачко разширение ка P и 2 е алгеб- 
puana обвивка на Р (съгласно зад. 60 винаги можем да вложим Q в Q). Ще.оте | 
бележим обаче, че може да нма няколко такива влагания. м 

Определение. Нека Р е поле и ftP{x]. Разширението Q на 
Р се нарича поле на разлагане на f над P, ако полиномът / се 
pasnara над Ὁ на линейни множители и ()-А(е), «о,..., %), КЪ | 
дето o; ва всички Ккорени на f в Q. . . 

64. Teopema. Hexa A e поле. Beexu полином feP[x] uma поле 
на разлагане, което е определено еднозначно с FowHocT до Р- 
изоморфизъм. - 

Доказателство. Hexa 2 е алгебрячна обвивка η Р. Torapa полиномът / 
се разлага на линейни множители в 2. Нека o, @5, .. 42, са всичките корени на 
J B 2. Очевидно полето . (ay,...,%,) ще бъде поле на разлагане на f. Нека 
R е какво да е друго поле ΠῈ разлагане на полинома f. Тогава, ако By,...,fBn 
«а корените на полинома,/ в R, имаме R=P(By,...B,) Съгласно зад. 63 същест- 
вува Р.изоморфизъм ф на R в 2. При това очевидно @ {R)=P(p @) ..., ?(8) 

, 
ш 

Ὅτ pasnarauero /(х):]:[(х--р,-) в К получаваме 

#1 м . 

ro=] τ . 
#1 . " . 

1 

е 

ч ” х 

ῃ 2. Но съшо f(x)= [_I (X—e,), откъдето поради едкозначността HA представя 

ἐξὶ . . ετ 
нето на /(х) като проинзведение на неразложими множители следва, че с точкост 
R0 реда на записване корените o; съвпадат с ¢ (f). Следователно ¢(R)=Q, 7. ¢. 
Фе изоморфизъм иа R върху Q. 

Забележ ка. От направените разсъждения в YACTHOCT следва, че в ладе- 
на алгебрична обвивка ва Р полинемът Г има единствено поле на разлагане, 

65. Теорема за примитявния елемен?Т. Всяко крайно разши- 
френие на поле с характеристика 0 е просто. а 

- Доказателствое: !-!ека Ο--ρίαι, вз, .., 6,) е крайно разширение на 
полето P. Трябва Да докажем, че съществува елемент 96 0, така че (О--Р(6). 
Достатъчно е да разгледаме случая s=2. Нека Я(43) Ἢ g(x) са минималните πὸ- 
“ΠΗΗΌΜΗ на в) Ἡ «а И By=ay, βὸν το κ βην 176е -+, γηι ὍΒ съответно техните KO- 
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е не НА НН НЕ С 

рени (8 иякакво подходящо разширенне на полето Q). Тъй като по предполо- женне характеристиката на Р е 0, корените fy,.... 1B (съответно .. р) са два по-два различни (един неразложим полином над поле с характеристика 0 не може да има кратни корени) следователяо можем да образуваме еле- ментите ᾽ 

Bi—B: e =1L, 2,..., πθρ j=2,3..., m = 1, n, j=2, 3, . m | 

„ Това ca краен брой елементи на О н тъй като полето Р е безкрайно. същест - “ вува елемент ¢(P, различен ΟἹ всички тях. Да положим 9--0а4-ска. Ще пока- жем, че Q=P(8). Най-напред 9(0, откъдето Р(0)с-О. We отбележим, че от избора η с следва, че 984еу =1, 2,..., π, j=2'..,m Да положим # (х)--7 (8--сх). Това е полином с коефипиенти в Р(6), Имаме Л (а)-/ (θ---δαρ)-: 7Ζ(αῤ-εῦ, следователно к» е общ корен на 2() и А(х), Друс общ корея тези два полинома не могат да имат, защото това би бил някой T J=2e..,m. Ho 
h(x7)=0 означава, че / (0«:7,-):0, T. е. θ-- су у Съвпада с някой βι, което про- 
тиворечи на избора на с. И така можем да запитем и 

(€ (), κα)- - αν 
Тъй като κοθῴηπηθητητε на 3(х).и Я(х) лежат B Р(0), 10 и косфициен - Тите на техния НОД лежат в това поле, откъдето следва, че ας (P(6). Анало- 
тично се доказва, че и м,Р.(0). откъдето следва Ῥίαν каСР(9). С тава доказа- 
телството е завършено. . 

” Ще отбележим, че теоремата за примитивния елемент престава да бъде вярна в случая, когато характернстиката на Р е различна от 0 без допълнител- ΒΗ предположения за . . . 
66. Намерете примитивен елемент 0 на полето P(J2 R \/3) 

където P e полето на рационалините числа, и съставете мивимал- ния полином на 0. 
Отг. Напр. θ- 2 448 и ж1-104-3, 

67. Също 32 полето P(f2; 383) ” ' 
3 

Отг. Hanp. 0=y2 +y2", ¢ минимален полином χ--θτε 1242 —12x4 1. 

‘B следващите няколко задачи ге разглеждаме крайни поле- T4, като с Z,=Fp ще означаваме простото поле с характе ристи- 
ка р ис О ---фиксирано алгебрически затворено разщширение на #.. Ν 68. Покажете, че 88 всяко естествено число п Β Qp същ еству- ва единствено подполе Е, с 4-р" елемента. Полето Е„ може да се дефинира като множество от всички X, за които x€2, и пред- 
ставлява поле на разлагане па полинома XT— X над полето , 

Решение. Да разгледаме полинома / (x)=x9—x. Неговата производна е равна на --1, следователна уравненията / (х)-0 н/ х) нямат общи корени, И Така Ууравнението /(х)--0 има точно 4 различяи корена B Вр. Нека Fp означава мно- ἈΚΕΟΙΒΟΤῸ OT корените на това уравнение, Лесно се вижда, че Fg e поле. Hauc- THHS, ако ай--а--0 и 69-.6--0, 10 (а4-Бе-а+Б и (ар)--авф, (@ 1Y —(a9y 3= =a~ 1. Следователно Fy e подполе ὰ Qp с точно а елемента, Cera ще покажем, че Fy е единственото подполе на @ с 4 елемента. Нанбтина, ако подполето РеФр има 4 слемента, за всяко ΧῈΡ имаме x9=x и следователно Ре Еа, от- 
където P—Fg, тъй като Р и Е, имат едиакъв брой елементи. 
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69. В означенията от предната задача нека g;=p" и ¢=p" 
Покажете, че E, CF, тогава и само тогава, когате njm. 

Упътване. Използувайге“ фъкта, че Fq={x: х) при qempt. 2 

70. Нека f(x)¢F,[x] е неразложим полином от степен 7 над 
крайното поле F, с g на брой елемента. Покажете, че полиномът - π ля 
f(x) дели x? -- х тогава и само тогава, когато т дели п. 

Решенне. Най-напрей ще отбележим, че ако « е корен на полниома 
# (x), 10 разширението Fq{x) съвпада с крайното none Fgm; действихелно имаме 
(Fg (2): Fg)=m, 1. е. Ез(«)е т-мерно линейно простраиство над полето Fy и 
следователно Fg («) нма точно g7 на брой елемента, откъдето ще следва, че 

Ез(а)--Еут. Нека сега f(x) дели д97--х. Ако « е корен Ha 7(5), имаме 
@ ¢ Τ и следователно Fy(w)CFg? т. е. FgmcFyn, откъдето т дели п. Обратно 

ако т дели п, 38 всеки корен « на f(x) нмаме «( Ре т. е. а € кореин B2 поли 

пома ж9 - х, Тъй като корените πᾶ f(x) са прости, оттук следва, че f(x) дели 
4 ῃ x7—x. 
Забележ ка. Използуваният факт, че корените на f(x) са ,прости, crem- 

ва ог това, че ако /(х) има кратен корен, този корен ще бъде корен и на ;Ξρο- 
() изводната ἐ (Χ), откъдето поради неразложимостта на f(x) ще следва, "че 

дели Г (), т. & Г (х) е нулсвият полином. На тогава f(¥) ще трябва да има 

зида Л (χ)':Σ @, xP» и понеже ΒΟΗ͂ΚΟ @, може да се представи като а,--6,Р, b, ¢ Fg, 
» . 

то / (x)=2b‘:{t7"=(2 b,xv) „ KOETO противоречи на условието, че полиномът 

f(x) e неразложим. . А . 

71. Докажете, че е в сила разлагането | 

«ППл) 
където f,(x) означават всички неразложими полиноми над „Еу от 
степен 4 със старши коефициент 1. . 

5 3. СВОЙСТВА НА ПОЛИНОМИТЕ НАД OCHOBHHTE ἩΜΟΠΟΒΗ 
ПОЛЕТА - , 

1. Полиноми. с комплексния коефициенти 

„ Основна теорема на алгебрата на комплексните числа 
4теорема на Даламбер). Полето на комплексните числа е алгеб- 
рически затворено, т. е. всяко алгебрично уравнение с комплексни 
коефициенти има поне.един комплексен корен. и 

Следствие. Единствените неразложими полиноми над πὸ- 
JIETO на комплексните числа са полиномите от първа степен. 

Следователно, ако 

fx)=ax"+ax" 1+ ... +а, . ' υ 

‘€ полином ΟἹ степен n=1 с произволни комплексви КОЕфИЦИеНТН, 

ες 
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тай се разлага еднозначно над полето на комплексните числа на 
линейни мвожители: " В - 

{ 
, } ) а (еу (хо-ха)Н .. (x—x Y, 

където числата Δ» Хоа...;Х, означават различните корени на урав- 
нението f(x)=0 CHOTBETHO ΟἹ кратнасти Ky, ἄδν..-οἱῇ #а 
еЧ =0 . , i 

2. Полиноми с реални коефициенти 

Ако f(x)=apx"+ax" "1+ ... +a, е произволен полином с ре- 
ални коефициенти Gy, а1 йг,..., 4 ao=!=(,), ΠΞΞῚ и комплексното число- 

¢ e корен на уравнението f(x)=0, TO KOMIIEKCHO спрегнатото на 

с число с също е корен на това уравнение. Оттук следва, че 
всеки полином с реални каефициенти, който е от степен n>2, е 
разложим над полето на реалните числа. Единствените неразло- 
жими полиноми над полето D). на реалните числа са полиномите 
от първа степен и полиномйте OT втора степен ах24-6х+с е от- 
ричателни дискриминанти 62--4ас<0. - . 

И така #ad nasemo на рейлнцще числа полиномът f(x) ed- 
нознаяно се разлага на линейни и квадратни множцители: 

[y =ap (е) .. (хо--а,) (gl 24 рах 0) 

. Pi—4g, <G v=1, 2,...,5; 

К ,k,+k2+...~+k,+2(l,+l,+,..+.ls)=n. 

Следствие. KOMIUIEKCHO спрегнатите корени Ha алгебрични 
уравнения с реални коефициенти имат еднакви кратности. 

Следстацне. Всяко алгебрично уравнение с реални коефи- 
, LMEHTH и от нечетна степен има нечетен брой реални корени (бро- 

еви съобразно техните кратности) В частност ураваението ще 
има поне един реален корен. 

-3. Полиноми ¢, рационални коефициенвти 
. 1 

Теорема. Ако.х:%, А g— цели и взаимно прости, е рацио- 
А 

нален корен на уравнението с цеди кдефириенти ! 

(1) X" B X"Vt .., g Xk 2,=0, 

то р дели ал и ¢ дели а . : | 
В uacTHOCT при 4,-1 .всички рационални корени на уравне- 

нието (1) са цели н са измежду делителите на евободния член 4. 
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) а 

“ 

При aa:1=1 чрез субституцията а„Х--у въпросът за намиране 
на рационалните корени на уравнението (1) се свежда до въпро- 
«а 34 намиране на целите корени на уравнението 

τ αι y Λ ащ y + .. ай e, 

3a намиране на целите корени на уравнения с цели коефици- 
енти € удобно да се използува още следното твърдение: ако « 
е цял корен на уравнението 70)Ξ0, то a—1 дели f(1) и «+1 

дели f(—1). 
Определение. Един полином с цели коефициенти се нарича 

примитивен, когато коефициентите му нямат общ делител, разли- 
чен от +1. 

=0. , 

. , 
Лема на Гаус. Произведение от примитивни полиноми е при- 

митивен полином,. , 
: Следствие. Ако един полином с цели коефициенти е раз- 

ложим над полето на рационалните числа, той е разложим и над 
пръстена на целите числа. И 

Критерий на Айзенщайн. Нека 4 

' () ак  αικη τ .. а 

+е полйном с цели коефициенти и р е просто число, такова, че: 
а) р дели Gy, йз...,а, 
6) р не дели ау с 
в) p? не дели а 7 . . 
Torasa полиномът f(X) € неразложнм над NOJETO на рацио- 

налните чиела. 
Следствие. При веяко естествено Число п същеьтвуват 

неразложими полиноми над полето Q на рационалиите числа, KOH- 
то са ΟΤ степен п. Например полиномите x"+2, ni=l, 2, 3,...са 
мнеразложими над Q. Ν 

Пример. Полиномът 
xP—1 
х-1 

Нанстина, като положим х--1-у, получаваме полинома 

' φ(γ)-ψ у”-1+()у”+...,+(р . 
който е неразложим над () съгласно критерия на Айзенщайн. Сле- 
давателно даденият полином f(x) q:(x—l) също е неразл*ожим 
над Q. 

1. Разложете на неразложими над полето на комплекените 
числа множители следните полиноми: ' - 

—=xP~1p Р8 ...+ х4-1,р--просто,е неразлежим над Q. 

а) ΓρὴΞ 
6) 1 - 2x2+4x+4' . . 
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в) #(л)-224+(1+2)х-+5 . 

г) f(x)=x*+16; . , 
д 1031445 
е) f(x)=x4+2x74(1—20); 
ж) () 8х3--8х-1; . 

8) f(x)=x+x+2; | 
и) F(x)=x4--2x3 4+ 3x24-2x—3; 
к) F(X) =284 χ χϑ- x2+ X415 
л) F(x)=x1B+2x64-1. 

Отг. 2) εῶ е3 6) 2041+ (1% #) Ἐ)Ν D ж (14 
«82 ( -- ж3 142 κ χ - Ύ (1-4)); 1) полиномът се разлага 

ка линейяин мяожители OT вида 

“ 

е) полипомът се разлага на линейни мвожители OT вида 

Ц%, xislfl——i’_t‘l;:\’\/i—té - 

ж) απὸ (х4+9 - ά-- 1 («+44+17); . 

A A A 
я («--у57--) ][д% 5 +1)][x+—.|,—(!+v'fi) ][х+-3лх-ц/й)]: . 

Ρ Σ Σ ΜΌ κῈ ае) 

W) 1) . ” 

i e N (5᾽ «Де G50 [+ s+ 

φο]ῖχ-ι-ἑ “ —1]’. 

2. Разложете на линейни множители над полето на комп- 

лексните числа полиномите: ' 

а) f(x)=(x-cos 0+7sin0)"+(x+cos 0—Isin 0)5 

6) f (x)=x"’—(2'2")x"‘“ + (2{1") κ τ (2”1)_ " 

” om. а) 2fl(x+5il(f’_+2k2_i_7:i)v)'; o Й[”Т . 22(2_”_:;_)"_5" 

k=1 
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- цце ееее 

3. Разложетена неразложими над полето на реалните числа 

множители следните полиноми: 

а) f(x)=Xx2+2x+3; 

6) {{ - χδ τ Χ Σ 
в) f(x)=x%+-16; , 

r) f(x)=x*+8x3+-8x—-1; ! ' 

D))=t +2x0 432 42%—8; Г 
е) } (x) =xt—ax?+-1, |а <2 

ж) () =x*+x34+ 22 4-x+1; , 

3)7 (х; --1--2х54-2. 

Отг. в) неразложим; 6) (х4-1)(18--х4-2); в) (.5--χϑ2 ч4242244) 

ἡ чка) μ μή G+ 4T е3 (B ОТ ж+ Е + 

У σοὐἴκα 3е) (- ψά T +1) (мечежу/ат2 3) 

ж) [κ’--ἔ-(ι!ἷ —Dx+1 ][x?+‘7(\f5' +1)x+1]; 

и 4 Ὁ Ξ TR 

3) ]:[(xL’—ZJ‘Z cos—fi—n+\f'2—). 

4. Разложете Ha линейни и квадратни множители с реални 

хкоефиниенвти полиномите: 

я 

9 п S e οο 0 
к 

ες 

97 (Jf)=i@2)x’”‘”(xfl—1)k. 
| 

ка 

Упътване. Положете--С05 Е и намерете корените на тригонометричното 

уравнение ¢ (4)<-0, където φ ()<-/ (со5 #). ” 

п) n=—1 

Π Е а ). < Π ΒΎ Σ 
Отг. а) 2% (x? o а π). 6) 25 (х”д cos® == π) 

k=0 

” 5. Разложете "полинома Χ - Χ со5 За-+1 на два реални квад- 

ратни множителя. 

и Отг. (12--2х cos a+1) ΒῈ 2 Χ cos «-1). 
͵͵ , 

6. Разложете полинома (x24-x-1)24-1 на два реални квад- 

ратни множителя. 

Отг. (x2+41) (24-2х4+-2) 
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7. Намерете полином с реални коефициенти и от възможно 

най-ниска степен, за който" числото 1 е прост корен, а чиелото 

341 е двоен корен. 

Отг. а(15--1344-68х3--17624-220х--100), αρξο. 

8. Намерете полином с реални коефициенти и от възможно 

най-ниска степен, за който числата Е и 1- ἰ са Ддвойни корени 

Orr. х8--4л4-105х6- 1654 21ла-20ач4-162--8х4-4. 
N 

9. Hamepere полином ΟἹ възможно най-ниска CTENEH, за кой- 

то числото 1 е корен, 2 и 1--/ са прости корени на производна- 
Ta My, а Г е двукратен корен на същата производна. 

Отг, 12χ5--[5(8:.μἢ 4420 (34-443--301454) 52— 120 {1 —i) x+123 —35i. 

10. Hamepete необходимо и достатъчнб условие полиномът 

ха-ар2-ах+аз - 

с положителни коефициенти да има два чисто имагинерни коре- 

на bl . , А 
. „ Om ааа 

. 11. Докажете, че уравнението 24ар24+-ах--аа--(0, с реални 
коефициенти, има всичките си корени с отрицателни реални час- 
ти тогава и само тогава, когато . . 

>0, a;>0, аз>0, a3<a,a,. - 
" . 

Решение. Нека реалните части 12 всички корени на даденото ypflBl'(E- 

ние са отрицателин. Тогава поне CANH OF корените е реглен и отрицателен. Да 
го означим с ж. Сборът от другите лдва корена ха и X3 да означим с 2!. Оче- 

видно 21 е реално отрицателно число. Да положим тя-ЖХа. Очевидно μ . 

Съгласно формулите на Виет получаваме: Q== — Xy~ Xo—Xg=—X1—2 >0, ае 

=Xy Xyt хоха KaXy =202y +m >0, 3= —XyXpXp=—mx> 0. По-нататък  имаме 
а: Ω; 

ay—m=2lx,>0 или още аз-теяаз4-- 3 .0, понеже те---2 в OTKBALTO дъ»за+ 
X х , 1 - 1 

4-аз<0 или —ag{a+2D)+az<0, аз а1аз|-2/а»<аа, Obpamo, nexa ; >0, 

>0, a3>0 и az<@a,. Тогава уравнението няма положителни корени. Ако 

всички корени са отрицателни, твърденнето на задачата е очевидно.. Нека един 
от корените е отрицателен, а останалите два Хое---В, и дХъ-к--р; са комплек- 
сно спрегнати. Съгласно предната задача имаме a+0 и следователно В+-0. Как- 

то и по-горе, получаваме dp—m=20x;, като тук 1--а, Трябва да покажем, че 

«-<0. Ако допуснем, че o>0, ще имаме а»ъ-т<0 или ag—']- 25 <0, ааа >0, 

аз>аа,4-За,>ща», което противоречи на условието аз<ааз. 
Забележ к а. Резултатът е частен случай от един критерий Η Хурвиц, кой- 

то ни дава необходимн и достатъчни условия нулите WA произволен реален по- 
лином да лежат вляво от имагинериата oc (K. уводните бележки към 6 5). 

12. Да разгледаме кривата с уравнение 

ужахнох4-ех+а - 
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(α, b, ¢, d— реални числа). Намерете такава права, която да пре- 
сича кривата в четири точки M;, My, M, M,, така че MM,= 

ο9 М,М;. При какво услрвие задачата има решение. 
Упътване. Задачата се свежда 10 намирането на реалните числа A и p, така 

че KOpeHHTe на ypaBHEHHETD . 

41--ахз--6х“4-сх+авАх-р. Н 

да са реални и да образуват аритметична прогресия. 

Отг. :Гърсенат:а права има уравнение y=Ax-+p, където 7L=L8 {a3—4ab-|-8¢), 

1 --ἀ--- ς 
P800 

13. Heka f(x) € произволен полином с комплексни коефици- 
енти от степен <1--). Докажете, че . 

(366 --1) (46--а42) при Условие, че За!--86>0. 

. Еу 
k=0 

%% . . 2km 
кттдето =008~ +isin 7 k=0, 1,...,n—1, B 

Yusmeare. Използувайте равепствата, 
n—1 

м . Σ ολ--ῶ при 1Zvsn—1. 

ΓΤ 

14. Нека f(x) е полином с -KOMIVIEKCHH коефициенти и 
2(х)4сон51. Докажете, че 

Да) «тах Дх), 
ι : X—a=r. . ᾿ 

« 15. Разложете на неразложими над полето на рационалните 
числа следните полиноми: . ᾿ 

а) f(x)=5x3+3x—48; 
6) flx)=x3—11x2+38x—40; 
в) f(x)=6xt+x34-2x2—4x+1; 
1) f(x)=8x*—14x* —77x3+ 128x24-45x—18; 
л) f(x)=10x%+17x* +13x%+2x?—5x—1; 
е) 1 (x)=8x54-28x'—2x3—67x2—12x+45;, . - 

) F (%) = 24x5— 110" +-199x5— 196x2+ 110x—21. 
¢ O а) неразложим; 6) £ (¥)=(x—2)(x—4) (x—5) 

в) £ (£)=(2x—1) @x-1)(x2-bx+ 1) . 
г) f(x)=(x—2){¥—3)(x}3)(2x}-1)(4x-{-1) 

- д) 1 Ξ Ἐ } (2x—1) (5x+1) (x2-}-x-+1) 

е) 7(23--(х-- 12 (2x+3) (2x-+5)(2x—3); 
ж) 7(e)—(3r—1)(@r—3) (e —T) (2= 51} - 
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16, Нека 

1 ()πξαρχη-παιχη 4 ... а х+а, : 

« полином с цели коефициенти и p € просто число, така че: 

А 1”. pXag 

22 p/ak+17 Apigs- -2 йл 
3. p*Xa,. 

, 
Докажете, че полиномът f(X) притежава неразложим множител 
от степен =n—kh Я ' 

Рещение. Нека 7 (х)--р () ps(x)...ps(x) e pasmaranero на f{x) на не 
разложими над полето на рапионалните числа множители, които съгласно лема- 
та ва Гаус можем да предполагаме с цели коефициенти, и с g{(¥)=boxm-}- 
Fbyxmide .. -f-b,, да означим един от тях, свободният член Η който се де- 
ли на р. (Съществуването на такъв полином следва От Условиего 22,) Ще дока- 
жем, че mzn—k, За целта да означем с ( (X) частното OF делението яа 

70 с е6 ) . 
а ()е ае .. τΕως 

Нека b; означава последния от коефициентите на g (x), който не се дели на р 
„ е. р Xbi, 204ъ ра .. Вл. Очевидно реу Ho тогава Ἡ коефициектът 

арнеа Ве Ве ... 

не се дели на р, откъдето следва, че I4-ik. И така 

. ет - τ ἱ--Εξῆ- κὶ | 

При %=1 получаваме следното интересно! твърдение: нека У (4)--аА"-- 
Fayxt 14 (., 4-ате полином с цели коефиниенти (Η р е просто чисело, така че 
Р Ха plts, ..., а) и p2Xa,; логава полиномът f(X) или е неразложим, нли 
има рационален кореп, в който случай полиномът се разлага на два неразложи- 
ΜΗ множителя, съответно OT първа и (n—1)-Ba” степен, ” 

17. Нека f(x)=a,x"+a;x" 1+ ... +a, e полином с цели коефи- 
циенти, S>> 1 € eCTECTEEHO число и р € просто чиело, 32 което: 

Г. pXag . - и 
2°. р/ар й» .. 44 ἐ 
3. p°Xa, R 

, - 
Докажете, че полиномът /(х) се разлага най-много на 4--1 εᾶ 
брой неразложими (над полето на рационалните числа) множители. 

, Решение. Да допуснем, че 

J(X)=py (X} P2 (%) e0 0 2а (%), 

къдего k28 и py(x), i=1, 2,..., # ca неразложими над полето на рационални- 
те числа полиноми. Вследствие лемата на Гаус можем да предполагаме, че тези 
неразложими множители на /()са с цели коефициенти. Ще извършим редукция 

. В 
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i ЧИИАуе 

N 

по модул p, Ако φ(χ) e произволен полнном с цели коефициевти, с :p(r) ще 03~ 
начаваме съответния My полином ΟἹ Zp[x). Имаме . 

7 Ξ А(» (). -. Рае Pr(x). . 

Ho съгласно условието 2“ получаваме /(х)-в„хд къдего ap ΕΖ в в„фОе кла- 
сът ΟἹ остатъци MO модул р с представител <. Съгласно OCHOBHAT ἃ теорема за 

ЕДНОЗНЗЧНОСТ Ha разлагането на нерзложама множгагели ще имам2 

F,(X)—u, Li=1, 2,...,k o; (Zp, =0, 

Лесно се вижда, че l +0, t—-l 2 .. #. Можем да ппшем 

и οἰς ЕЯ (пой р)е 6 
т. ε. . 

. Pi(X)=eyxti + ре (%), i=1, 2,...,k, ” 
, , 

нъдето g;(X) са полиномн с цедли коефициенти. Ot - 

Х 

П | 
#1 

е14 ра (X)) 

при х--0 получаваме 
“ 

ал (0)е [ 2. 0. - ! - 
i=1 . 

откъдето следва, че р“а,. Последното обаче при #:-5 противоречи на усло 
вието 3°% . - 

18. Покажете, че ако f(x) е неразложим над полето на ра“ 
ционалните числа и o, В са произволни рационални числа, &0, " 
полиномът f(ex-+§) е също перазложим над полето на рационал- . 
ните „чиела, 

19. Като използувате критерия на Айзенщайн (вж. уводните 
бележки и зад. 16, зад. 17) и при необходимост--и резултата 
от предната задача, покажете, че всеки един OT следните поли- 
номи € неразложим над полето на рационалните числа: ΄ 

а) f(X)=3x— 1524 10x2—20x+35; , 
6) f(x)=2x54-14x%—35x2—56x-1-63; - 
в) f(X)=x'—2x+3; ι 
г) f(x)= 2x‘+9x3+20x’+15x+32- " 

д) { (X)=x"—px-+(2p—1), p— просто; Ν “ 
е) f(X)=xP-+-pxF~14+-px+(3p+1), р-- просто; | 
че. k1 . ΄ , 

н) 7 εξ ς το, р ---просто. 

20. Покажете с полходящи примери, че условията 'OT крите- 
рия на Айзенщайн са съществени. 
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21. Като използувате Мметода на неопределените коефициенти 
изследвайте за НЕРШОЖИМОСТ следните ПШИНОМИ ив СЛУЧЯИ на 
разложимост извършете разлагането: 

а) f(x)=x'—3x2+6x+6; ' 
6) f(x) x‘+12x3+38x’+44x+5' " ες 

B) χρυεα а АИ 
5) f(X)=x1+2x543x2 ¥ 4x--5; 
1) f(x)=x*—4x3+x2—8x—2. , . 

Отг. а) неразложим; 6) f(x)= (x2-8x- 1) (x24+-4x-+5); в) иеразложим. 
г) неразложим; д) f(x)=(x24+2) (x2—4x—1). 

22. Намерете необходимо и достатъчно условие за неразло- 
жимост ,над, полето на рационалните числа на ,полинома ' 

F=xt4pxi+g [ 
{p, ¢ — рационални числа). 

23 Нека f(x)= aox4+a,x3+a2x2+a3x+a; € полином с раци- 
юнални коефициевти и уравнението f(x)=0 да няма реални корени. 
Нека f(x) e разложен над полето на реалните числа na произве- 
дение от два полинома от втора степен със старши коефициенти 
1, при което не всички коефициенти на тези полиноми са раци- 
онални числа. Покажете, че полиномът /(х) е неразложим над 
полето на рационалните числа. 

24. Докажете, че полиномът / (х)-- x“+ax“’+bx’+cx+d,, 
c%+a’d с цели коефициенти е неразложим над полето на рацио- 
налните числа, когато няма pauuonamm KOPEHH и не се де!ш на 

полиноми от вида ι # .. 

ant 
ἀ-πῇ —x+m, 

каКЪВто и да бъде делителят m на свободния / член «. 

Решение. Да допуспем, че / (х) няма рационален корен Η 
ж14-ахзч. Вл οχο ἀτε(χε-λχ- πῇ (224ахл) ” ! 

{A . т, п-- цели числа). Като . гприраввим коефициеитите пред &3 н ¥, получаваме 

l+p.—a 

A mp=t. “ 
' . ες 

От c%4:a%d следва m=<=n и тогава, като решим системата спрямо А и g, ще имаме 

A== Geno е,че т е делител на d, понеже 4--тп. Получаваме окбнчавелно 
n—m « 

' em—m? . 

. " d—m? " 

„ откъдето следва, че / («х) се дели на тричлен” OT Указадия в задачата BHA. 

. 2 . Ν 



. i 

25, Покажете, че полиномът 

x5+ax4+bx3+cx2+d'x+e 

с цели КОЕфИЦИЕНШ е неразложим „над полето На рационалните 

числа, когато HfiMa paxmouaneu корен и не се дели на полиноми 

от вида - .. 

атд-ст2 dn{-be - 2y 5 
ΧῈ retae—bm ΧῈ т, . 

е 
където ” е. ПРОИЗВОЛЕН делител на е и flz—';l-" 

26. Karo използувате резултатите от предните две задачи, 

разложете на неразложими множители над полето на рационални- 

те числа полиномите:. 

а) ХДх)- хъ 3А34-2424-З3х--9; - 
6) flx)—x‘—3x3+2x‘z+2x— . 
в) f{x)=x4+4x3—6x2— 23x—1%; 
т) f(x)=x54-x'—4x*+9x2—6x+6. 

N Отг. а) (х2-.2х4-3) Ехг-х-з) 6) неразложим; 
и В) (¥2—x—4) (х245443) г) (х2-2х+2) (x8+8x+3). 

27. Докажете. че ако. полиномът / (X) OT степен # с Ццели 

коефициенти приема стойности“ 41 32 повече OT 2[— -] цели 

СТОИЦОЕТЪ-! 'ha х той е неразложим.] над полето на РЕЦНОНЕПНИТЕ 

числа, L. 

Peluéz нне. AKO полиномът f () ot степен п при n=2m или n=2m+1 е 
разложим, тоедин OT множителите му -£ (X} ше бъде от степен =m, ἀκὸ / (x) 
приема стойности 1 38 повече от 2m цели стойности на X, то £ («) също ще 
прнема стойности ΕἸ 32 тези значения на х. На тогава или уравнениета g (1)-- 
=1, ΠΗ уравнениета £ (х)--1 би трябвало да има позече ΟἹ т корена. По- 
следното BOAH RO противоречие. 

. 28 Нека 7 (x) е полином с цели коефициенти, който приема 
стойност 1 за повече от 3 цели стойности на x. Докажете, че 38 

ῃ всяка цяле х.имаме f (х)+--1. 
„29. Нека f (x) € полином ΟἹ степен # с цели коефициеити, 

м n 
KOUTO npflema СТОЙНОСТ 1 за повече от 797 цели СТОННОСТИ на 

Χ. Докажете, че при 2212 полиномът / (x) е неразложим над по- 
лето на рационалните числа. 

30. Нека ax?+bx+1 e полином с цели коефициенти, който 
е неразложим над полето на рационалните числа. Да положим, 

ф (χγξίττδι) (Ж--аз):..(х--а.), където Gy, аж..., G, са различни 
цели числа. Докажете, че при 357 полиномът . . 

e αἰφοῦβ- g+ 1 , | 
е неразлажим”Над полето" на рационалайте числа, 
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Решение. Нека 

αἴφ( ) Ἐδιφ( . 1= gl x). 
Един от множителите g(x) и А() напр. 2(х),е от crenen <n. Полиномът " 
Е (x) приема стойности 41 при X=ay, аз,..., Gy Съгласно зад. 28 мли всичките тези стойности Са равни на 1, ΗΔῊ най-много 3 or тях са равни на 1. Аналогич- но може да се покаже, че или вемчки теан стойнасти са равпи на--Т, илнв най- . 
MHOTO 8 от тях са равни. на --1. Понеже. ΠῈΣΤ, ясно €, че всичките тези стойности 
трябва да бъдат с еднакъв зпак. Следователно м 

0) 1 Fo{x~ay) (х--а;). . (к-- а) +1--еФ(3. 
Ако 2=0, то Я(+х) има "също степен n и Я(к)--+1+Вф (х). Но тогава ще имаме 

«е Ἷ 6 Δ Ὶ < (-14-оар ()) (+189 (:)) 
KOCTO е невъзможно, понеже πε; уславне Полиномът QX2+4-BXf-€ е неразложим, 

N 
31. Нека а a,..., @, са различни цели числа. Докажете, че 

полиномът υ 

F)=(x—a) (x—ay)...(x—~a,)-1 
е неразложим над полето на рационалните числа. 

Решенисе. Нека / ()--2(х)Я(4), където g(x] и #() са с цели коефи- 
циенти, Тъй като fa)==1, 10 g (ад-1, Я(а)--1” wm gla)=—1, # (a)=1. 
И в двата случая ше имаме 

e+ (a)=0. 
Ако g(%) и h(x) ca от положителни степени, стелента na £(x)+-h(x) ще бъде 
<7, откъдето следва, че #(х)-Я(х)е нулевият Полином, т. е. E(¥)=—g(x) 

/ Следоватеяно f(x)=—[g(x)}>. Послелното  равенство обаче е невъзможно, тъв 
като старши коефнциентът на f(X) е положителен. 

32. Нека a;, a,,..., 0, са различни цели числа. Изследвайте 
полинома 

SR~ (x—ay) (х--а4)... () 
по отиошение на неразложимостта му над полето на рационал- 
ните числа. “ 

Отг. Полиномът е неразложим във венчки случаи OCBEN в следяите лдва: 

e (X —. --α- 1-а(Х-а--1); ={x— (x—=a—1) (к--а-2 (A D e e e 
33. Докажете, че полиномът 

, . ееа (И e, 
където ар Oy, ..., &, са различни цели числа, е неразложим над 
полето на рационалните чиеда. ! ͵ 

- . 

. Решекие. Очевндно уравнениета f(X)=0 няма реални xopens. Следова 

. телно, ако f(x)=g(x)h{x), полиномите #(х) н Я(х) също нима да имат реални 
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«орени, поради което ще npneMaT стойнаости с еднакви знаци 32 BCAKO реално X, 

Нека-например #(х)>0, Я ;(х)>0 ( — произволно реалио число). Тъй като “ 

Flap)=1, τὸ g@=r{agy=1, k=12 ..., n. Ако степевта на 2() (или на Щх)) e 

<n, 10 glx)=1 (или #(33)-1) за всяко X. Следователно всяка от степените ня 

#02 и #() с равна на п. Тогава ще имаме „ ' 

#03-14-«(х--а)...(х--а), h(x)=1+8 (к--а. .. (x—an). 

където « и В са цели числа. В такъв случай за f(x) получаваме . 

F)=lrma р (x— R - . (F—GrP 111 Ἐθ) (=) .. - -ά Ἐ 
чнав (r—ag) - . (к--ан. В , 
Κᾶτο сравним коефициентите пред Х2 и X", за« и В ще получим „ 4C.eMar2 

уравнения af=1. a-+f=0, която очевидно няма цели решения. Следователно по- 

„линомът f(X) е неразлажим над полето Ha рационалните числа. . 

34. Докажете, че полиномът 

᾿ ееа жа) .. (Xx~a)i+ 1, 

където Gy й ..... O, са различни цели числа, е неразложим над 

тполето на рационалните числа. 

Рещшение, Да положим 

Po(X)=(¥—ay) (х--аз)...(х--а)- 

Ако полиномът pA(x)+1 е разложим, лесно се вижда, че той може да се преда 

стави във вща . 

) μβ)εῖξιι-ρυα)».-ρὴ) (1~ Po (%) ( 

където р.а(23 и py(X) са полиноми с цели коефициенти и със старши коефиа- 

циенти --1. Ot (1) следва 

@ PP =—Po(X) #() 
Наистина, тъй като 

T =1y () Р СЛе) P2 (%) 2023 (), . 

можем да положим #() (£}~ () P (%) ' . , - 

и очевидно #() ще бъле поливом ¢ пели коефициевти. ΟἹ (1) к (2) получаваме 

Θ P2 ὐ ) ῈΡ )ρ, 

Да допуснем най-иапред, че степените ἰ й 7л на полиномите ра(х) и 2() 

«а равни; тогава съгласно (1) ще имаме п а--л, Като приравним  старшнте 

коефициенти Β (2), намираме #(х)--2. По-вататък от (2) следва, че Paale)=—plm) 

и следователно съгласно (3) ще имаме py? (@)=2. Последното обаче е невъзмаж- 

Ho, понеже числата р (а,) са цели числа, И така степените на р.а (x) u py(x) са 

различни, T. е. т Нека cera п-а>т. Имаме 

1=pt(x) ot (%) [πιοὰ (1-- (x) o (%] 

и TOraBa 0Τ (1) получаваме | : 

, Е Е 
(D) A= =P () Р0 [1—p3 () £ (N 
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където ръ(4) ¢ полином с цели коефицненти. По-нагтатък с "рд(х) н 1,(x) ще 

означаваме полиноми с цели - коефидиенти. При извенслането на () от (1) не ” 
използувахме свойствата на корените на полинома ро(+х), Taka' че по анологичен 
начин можем да получим ! ! 

G) P @)+1=[1-p, (99,3 (1 --#,0Рааа } 

Θ ε- Grbpy 03----Р, (0400, 

@ PR, (47, (9P () Q0. 1, 2. ). - 
Като елиминираме р, ; (X), CHOTBETHO р,; (X) 0T (6) и (7 8 позучну 

εὐ Ρ С ς PR, . 
РЯ Ра 097 Ρ Ра 697 . : 

Степените п, na полиномите р, {x) намаляват с едно и също число, зашюто от 

(5), вследствие неравеиството п 7 My, имаме и 

пуе РИу рал =y g M <Ay 

Ero защо ще съществува нулев полином p, ε1 (). Да цоложил y=p, (x) и нека 

р,(23+0 (т, е. p(x) е последиият нулев ΠΌΛΗΜΟΜ OT разглеждания виш). OT-(7) 

при А--у получанаме 52--4(х) и следавателно съгласво 46) ще имаме 

Py (#)<--38, р, а () а () 36--р, (к)--у8-- 3 

Or равснствата (6) следва аще, че всички ру(ж) са полиноми на у, Да положим 

£, ( )5 4 () при това степенците показатели B 4, (¥) са CPABRHMH по модул 4, 

Поради TOBa, ако « е KOpEH M8 Уравненнето g, (у)<-0, 10 и # e Kopen на съ- 

щото уравнение. С изключеиние на g, () и 4,y (y) всички полиноми g, (у) имат 

разпички OT нула корени, а следователно Η неревални kopenH. Същото се отнася 
и до поливомите р, (χ), тъй като у (X) е с рационални коефипненти. Тъй като 

. Py (x) има camo реални нули, τὸ у трябва да бъде равно на 1 илн 0, Първата 

възможнаст отпада, понеже в този случай бихме имали р х)е--р8(х), косто е 

невъзможно, понеже всички нули на полинома ру (X} са различни. . 
35. Нека р--4А--1 € просто число и ф(х) да означава поли- 

HOM с цели коефициенти от степен <2п. Докажете, че полиномът 

104-0241/-+р9Ф(х) 

е неразложим над полето на-рационалните числа при р (42. 
Решение. Да допуснем, че 

.0 Fx)=g 23я () . 

кълето без ограничение на общността съгласно лемата Ha Гаус можем na считаме, 

че #03 и #() са полиноми с цели коефициентичги степените ΗΜ са <2я. За 
— ῃ 

всеки полином Ф(+) с цели коефицненти с Ф(х) да означим полинома, който се 

получава 0T ¢ (%), като редуцираме коефициентите My MO модул P. Ще pasraena- 

ме ¢ {x) като полином or пръстепа Zp[x]. От (1) получаваме 

@ - , #х)-Е029Я(). 
Очевидно F(x)=(1'-12)", където за краткост 1 означава единицата, в ποπείο Zp- 
И така съгласно (2) имаме 

Ν 
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9 (ϑεῖγ.- ι μ | . ; 
Повеже простото число р има вида 4λ--], полиномът A24] е неразлоким  nag 
Zp. Наистина в противен случай Уураввението ,А4-1-0 трябва да има корен 

»-ι 
ΔΌ(Ζρ и съгласно теоремата на Ферма от Xg?=—1 би следвало (-_t'oz)"‘— =x,,j”‘1= 

» ὶ # 
=1, което протаворечи на (--1) 2‘=(—l.)2"'_’==—1. 

Съгласно основяйта “теорема 52 едиозначност на разлагането на керазло- 
жими множители ще инмаме ! 

() a1k, п() =b(x2+1), 
където k и 4 са естествени числа (не € възможио някос OT тези числа да e рав- 
но на 0, понеже @(x) е or степен «- 2η), Е-4--п ий b=1 (т.е. а и Ф са цели 
числа, удовлетворяващи сравиението ab=1 (mod р)). Можем да пишем 

ι (х)а(а24- 1)4 реу(х), #(2)-6(2414-р # (x), 
където #1 (%) и By (х) са полиноми с цели коефициеити. От (1) получаваме 

F @)=l 0P+ 124 Ре () [ (24 1Y+l ()], 
откъдето при X=={ имаме 

Ре()- ει (ἢ (D). 
Аналогично , - 

P(—i)=p%g (=i)In(—i). 
от послелните лве равенства получаваме , и 

Ιφ(ἢ 2=p" g1 () 21y ( 2, 
откълето "би следвало, че 2)1 φ(ἢ 2. И така направеното лопускане за разложи“ 
мост на полинома f(X) ни доведе до противоречие C условието на Ззадачата- 

36. Нека р е просто число. Докажете, че полиномът 

f(xX)=x"—a , 

(@ — рационално число) е разложим над полето на рационалните 
числа тогава и само тогава, когато а е р-та степен на рационал- 
HO число (Т. е. когато уравнението л”--а-0 има рационален 
корен). и 

Решение. Ще докажем по-общо, че полиномът # (х)--хР--а, разглеждан 
над произволно поле Р, е разложим пад P тогава и само TOraBa, когато уравне- 
ннет(;) х7--а--0 има корен в Р. Да допуснем, че полиномът f(X) е разложим 
над P, т. в. и - - м 

хр--а--врди(к), g(x), нрдвера 
и нека степента # на полинама g(X) уповлетворява неравенството 0-<г- р. Да 
Означим с b своболния член 2(х). Нека o е корен na полинома ЛДх) и въ «2,..., «р 
ра са корените на уравнението #?-1,-0(и, &, 0, ...,«р са "елементи па под- 
;с(ш;!що разширение на основно:о поле Р). Тогава всичките кореви на полинома 

Х) ще са 

а M, 1008, ..., αρῶ, и 

Корените на g(x) са измежду (1). Нека например това са първите 72 
. αἰω, 2w, .., @, . . 

По последната формула на Внет za b намираме ͵ 

- а ЕА ς 
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«Оттук получаваме ' Ε 

х Бе — 1) uP =(—1)"7a". 
Числото г е по-малко OT простото число р и следователно (7, p)=1. Същескъву- 

Bar цели числа ¥, U, такива че . 
ur-+-pv=1. 

Тогава ще имаме . 

a=a™ е(у (oY (YY" (Y'=[(-1) TP, 
т. € Xp=(—1y% a? b€ P и х е корен | на fx. - 

37. Нека ре просто число Η ае цяло число, което не се 

„дели на р. Докажете, че полиномът а 

. Ν xP—Xx+a . 

е неразложим над полето на рационалните числа. . 

Рещшение. Ще noxaxeM предварително следното твърденне. Нека Р е 
поле ¢ характеристика p>0 и @€ P; тогава полиномът XP—x+a—f(x) е нераз- 

ложим над Р илни има корен в ὶ Нека w e корен на f(x) в Подходящо разши- 

рение на Р uuexa 0, 1, 2,..., р--1 са елементите иа простото поле Zp, раз- 

глеждано като подполе на P. Тогава корените ва полинома f(x) ca . 

4) . ,Ό Ὶ, L, я4+(р-1). 

Нека f(x) е разложим над P, . ¢, 

# F(x)=g (%) #(«), (), h(x)ePlx] 
и нека напримег степента / на полинома g£(x) Р?довлетворявя условието 0 <r<p. 
Корените μὰ g(x) ca измежду елементите (1). Нека те ca 

ἔγξω, л .. 0Fin 

. За коефициента # прел («--1)-вата степен на X в £(X) получаваме - 

КА А ТЕ tin 
„откъдето гъе Р/ Но тъй като 0<#<р, то к е обратнм елемент в Zp и следова- 

телно Е P 
Cera, за да установим твърдението на задачата, да допуснкем, че TONEHOMBT 

F(x)=xP-~x}@ е разложим пад полето HA PAUHOHATHHTE числа. Нека 

' # Sx)=8(x) h(x), 
жкъдето g(x) и h(X) ca полнноми с целн ΚΟΟΦΗΠΉΘΗΤΗ, ΟἹ степени 2”2>0 W p—r. 
Ще изваршим редукция по модул p. Получаваме 

Ν 704-#() я (%), . 
където f(x), £(x), Я (x)cacvoreernure na 0 . 2(), Я (х) полинмони от Zp[x} И 

така полиномът Л(х) се оказа разложим над Ζρ. Съгласно доказаното по-горе 

твърдение това е възможно само когато f (x) има kopen в Zp. Ако този корен е 

ἄρ Ε 2Zp, ше имаме хф--хо-а-0, т. е. 
͵ 

. x§—xo+a=0(mod p)- “ 

Според теоремата на Ферма xf=xp. (mod p), така че бихме имали a=0 (гооа p). 

Последнато обаче противоречи на условието, че а не се дели на р. 

38. Нека р e просто число и а € цяло число, което не се 

дели на р. Докажете, че полиномът 

fX)=x" —x+py(x)—a, . 

където φ(χ) е полином "¢ цели коефициенти от степен =p, е He- 
фразложим над полето на рационалните числа. 

Упътване. Иаползувайте решението на предиата задача. 
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. 
39. Нека /(х) е полином с цели коефициенти от степен 

п, със старши коефаяциент 1 и свободен член /(0)--0. Докажете, 
че ако f{x) има точно “-- 1 корена в кръга (Х1<1, или ако uma 
точно п--2 корена в кръга !х,<1, а останалите два корена са ком- 
плексно спрегнати, TO полинемът f(X) е неразложим над полето 
на рационалевите числа, 

Pewenue. Нека / (х)--я4(х) Я (х), където g(x) и Я(х) са полиноми с це- 
ли коефициенти, #4(х)--соп51, # {x)ssconst. От направените предположения следва, 
че всички нули на поне един OF тези полиноми, например #(х). лежаг в кръга 
x, <1. Torasa по формулите на Виет за свободния член b на g(x) получаваме 
b <1, откъдето следва, че ΠΉΠΟΤΟ чиесло & е равно на 0. Следбвателно (=0, 

с KOETO достигаме до противоречне с условието иа задачата, - ΄ 

40. Нека f(x) е ποπβῆομ с пели коефициенти и при някое 
цяло N да имаме Л(А/)-р, р--просто и /(М--1)4-0. Да предпо- 
ложим още, че всички нули на f(x) лежат в полуравнината 
Rex <N—'—é—- Докажете, че полиномът 7 (х) е неразложим над 

полето на рационалните чиела. - . 
Решевие. Да допуснем, че / (x)=g(x) k{x), където Е (x) и #() ca neno- 

числени полиноми най-малко ΟἹ първа степен. От f(N)=p следва, че или 
Е (К), ипи Я (N) е равно на +1. Нека папр. g(N)=1. Тъй κατὺ корените на «е) 
са измежду тези на / (х), ще имаме 

Е (0)е (х--а1) (е ка) ( ), “ 
където 

Rex,-<N——;—. ἐπεῖ, 9,..., . : 

Попеже g (N-~1) е цяло число, различно от10, τὸ -(ΐ}.ῳ.:-).{ 331. Обаче от 

разлагането μά g(x) на линейни мвожители следва “ 

1 N—x; ! 
Очевидно от Ве хд(М--г-икедва у L N_1—%, ‘>1. така че 

Полученото противоречие доказва твърдението HA задачата. 

41. Нека ре просто чисело, което в брдйна система с OCHO- 
Ba N>2 има представянето - 

ра ала Nta, g NP+ ... еА ” 

(Oga,gly— 1, i=1, 2,...,n). Докажете, че полиномът 
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e ЧИТ ЧИВ А 

FxX)=a,+a,_, x—l—a,,_z:x'*‘—!— еф 
е неразложим над полето на рационалните числа, 

Решение. Очевидно / (N—l)-LO и (N)=p— npocro, Да приложим кри- 
терия от предната задача. ДОПЕ"ГЪЧНО е да покажем, че всички нули на поди- 

1 , нома / (х) лежат в полуравнината Ве x < N— o9 Нека xp е кой да е корен на 

уравкението / (х)».-.о. . и 
Имаме 

ῃ 
« Получаваме . 

. i ι͵ 1 
) lflo+¢1 χ =[°‘2 х3+-.-+длх8 ᾽ , 

1y I - %a а Re [αρ-α; ΕὟ Is «еу 5110"”+"““+-1Ж”5 ; 

“ r 1 12| - τ 
' SO (Gt ot ) <Ое e =" ' 

ВБез ограничение иа общността можем да считаме, че [xo|>1. Получаваме 
. 1 ι ρ 

“**(“о“г“т Т„)[ <OV o T 
Да положим 3a краткост |хо--р. Имаме 

-1, Е 
1 

Re(a""'a’ ἧ) е ρ-ὶ 
Or друга страна, при Ве (х)>-0 е в сила ficpaner;{cmom 

еж 1 
Rc(u.o-{-cq ) Reap+ay '_pg'o_>1 

Очевидно условието Не =0 не ограничава общността на” разглежданията, И 
така имаме 

1 

1<(N—1)— 
p—1 

Полученото  квадратно  неравенство 38 р е несъвместимо с нваравенството 
ρΞΝ- ἑ- Следователно р(М--;-, откъдето Не ,ху<А-- ;- . - 

§4 БЙНОМНИ УРАВНЕНИЯ. АЛГЕБРИЧНО РЕШАВАНЕ НА УРАВНЕНИЯТА 

. 1. Биномни уравнения г 

Уравненията ΟἹ вида ” | . 
) *—a=0. ς 

наричат биномни. Корените от биномното уравнение 

Х--12:0 ' !



се наричат корени на единицата. Ако &, u)z,..., ©, са всичките 
корени na (2) и x, e произволен корен на (1), To 

@ . ' ὧἱ Χρ, Ф Х ««» Wy 

са всичките корени на (1). . Ν 

В полето С на комплексните числа корените на (2) се полу- 
чават по формулата на Моавър. 

1 
mk+,—cos— +tsm———:k 0, i;l...n—1. 

. 
, 

Очевидно произведение и частно на кбрени на единицата при да- 
дено п също €2 корени на единицата при същото M. . 

"Определение. Казваме, че един корен «а на ' уравнението (2) 
принадлежи на показател k, когато £ е най-малкото естествено 
число, за което of=1. Когато k==n, коренът а се нарича прами- 

тавен п-ти корен на единицата. 
Ако « е примитивен корен на (2), всичките корени на (3) ca. 

Ξεαῦ, а, 0..., " ! 

Също ако « принадлежи на показател А и 88 HAKOE ,цяло 5 
имаме o' -1, то £ дели 5. ! . А 

, Hexa ΔΗ b са взаимно прости естествени числа. Тогава xope- 
ните на уравнението 

. е1 Е 

се получават, като умножим -всеки корен на уравнението 

@ : ς χας 1 : 
с ВСЕКИ корен на урапнениело 

(5) . xb; 1 ι 

Примитивните корени на (3) също се получават, като се умножат 
всевъзможните примитивни корени на (4) с примитивните корени 
на (5). Следователно, ако ¢ (1) означава броя на прнмитивните 
п-ти корени на единицата, ще имаме: 

( 9(ab)=g(a) φί(δ) при (α, H)=1. ' 
Освен това имаме . , . А 

Ω , )е чра 
при всяко просто число р и произволно естествено число A- и 

Ot (6) и (7) получаваме формулата . 

[ 6 Σ 
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където P, ¢, ;... са BCHYKHTE различни прости делители на . 
: - Функцията ф(л) съвпада с известната функция на Ойлер, т. е. 
Ф(е) е равна на броя на естествените числа, KOHTO са по-малки 
от ли са взаимно прости € AL . 

Уравнението, което се удовлетворява OT BCHYKHTE примитивни 
корени" при дадено 7, има вида P, (x) 0, където 

\(x"—l)(x;; ‘)(anr‘—l)..._
 Ν Ξ 

( η ἡ ( . 
В горната формула в числителя фигурират показателите 7, :1-1, Lt 

отговарящи Ha четен брой прости мвожители, а в знаме- 

Φ, (χ)Ξξ 

я . ае 

нателя -- на. нечетен брой Такива множители. 
Определение. Казваме, че дадено уравнение f(x)=0 се реша- 

ва алгебрично (8 радикали), коагато полето на разлагане на f(x) 
«е получава от основното поле P (B което се съдържат коефици- 
ентите на f(X)) чрез последователно присъединяване на корените 
на биномни уравнения, , - ; 

Теорема на Абел--Руфини.” Общото уравнение OT :-та сте- 
пен е алгебрично нерешимо при n>-4. 

Теорема на Гаус. Бикомното уравнение 

xP=1, 

при р просто чиело, е решимо в квадратни радикили тогава и 
само тогава, когато р има вида р-22”4.1, (Простите чиела ΟἹ TO- 
3K вид се наричат числа на Ферма.) 

Следствие. Окръжността може да се раздели на л равни 
части с линийка и пергел само когато естественото число п се 
разлага на произведенвите от прости числа на Ферма и на степен 

на 2. , 

2. Алгебрично решаване на уравненията от трета степен.. 
Формула на Кардано 

Всяко уравнение от трета степен 

T Gy tayyt+az=0 .- 
може да се сведе чрез субституцията ~ 

ЖИ а . 

. x‘_y+-3flo_ " 

към уравнение OT вида | ' ͵ 

(8) X34-px+g=0, 
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Корените на уравнението (8) се дават от следната Фформула на 
Кардано: 

Когато уравнението (8) е с ' реални коефициенти, разграничаваме 
следните три случая съобразно знака на числото 

Δι- qZ [;3 

“ τ Τ: 
. 

а) При A>0 уравнението (8) има един реален корен x; и два 
комплексно спрегнати корена х» X3 Ако A и B са двете реални 
стойности на кубичните корени g 

ще имаме: 

' χ.Ὲ Β . 
A+B |, ,A—B . - 

A TR 
A+B ,A-B ,_ 

хз:-.:;„-[ 5 

6)᾽Πρπ А-0 урьвнението има корен 

3 -- - 

Ж 2\f ——g— 

1 двоен корен 
ка 3 

; ς . 
в) При А< 0 трите корена са реални”“ и могат да се „предста- 

вят в тригонометрична форма по следния начин: 

xkv2\l—~-cos -Ἔΐξ’“” k =1, 2, 3, , 

където 

123



, 
3. Алгебрично решавзане на уравненията OT четвърта степен 

. Веяко уравнение от вида 

.y ta ау ау-а,-0 
може да се сведе посредством субституцията 

към уравнението 
(9) . XA px?-gxtr=0. ' 

По metoga на Декарт уравнението (9) се представя във вида 

(22+их+ъ) (2—ux+v,)=0, и . 

където 

и 1 q 1 εὐ v=y (p+u?— 7 ) се (р+и*-*+ z) 

а й се определя ot κγᾷπηποτο уравнение 

У ) 2 , (PP 4N y—¢*=0 

и равенството u2=y. По такъв начин уравнението (9) се свежда 
към квадратните уравнения 

1 4 κ᾽-ι-πχ-|-ἷ(ρ-ι-ιι2-ἷ)-0͵ 

х2-их+%(р+“и2+ f,')=0- 
- . 1 

Забележка, По-горе отбелязахме, че общото уравнение OT 
степен n>>4 е нерешимо в радикали. Обаче „Теорията на Галуа 

. дава възможност във всеки конкретен случай да се отговори на, 
въпроса, дали дадено уравнение се решава алгебрично ἅπὴ не. 
Може да се докаже например, че уравнението 

' . X3 (x—2) (x—4)...(x-—2n+6)-2=0 

\ 
€ нерешимо алгебрически при BCSKO просто 1. 

. 4. Уравнението ot вида /(х)-0, ΚΈπετο, ᾿ 

f@)=ax" ааа .. e, xta, Ν 
Ἡ ал к-аь k=0, 1, ..., m,n=2m се свежда към уравнение OT по- 
ниска степен посредством субституцията 

И 
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ες " 
При Ρ,-:χ’-ι--;ἰ ,.имаме 

Pi=yPry—Piyy #-1, 2, 3,... . 
Следователно P; е полином на у ot степен /. Тогава ypaBHeHHETO 
Дх)--0 ще приеме вида 

tlopm+a1Pm_1+ +дт.41Р1+й,„:0 

х-1. 

След отстраняване на корена х--1 получаваме реципрочното 
уравнение“ В 

χἰιμχδι χ ха+1-0 
Himn . 

Ν 
τ. е. - 

Py Py +1=0. 

Имаме 

Въуе УВ Вуе 
Така че дадеъюто Ууравнение се свежда до уравненията 

| м y -Ι-)Η“Ἱ Ο , # 

и ! .Ъ ” 

X2—xy4+1=0. , 
Оттук получаваме OKOHYATENHO: 

. 11 = 
y=—'2_'i'2‘\l ' 

и Ν 

AP И : 
к =79 + 1 - ῃ 

A . : 
1. Решете  биномните уравнения и намерей: примитивните им 

корени: 
а) x3=1; г) # =1; 

o) χ ΞΞ Ὶὶ д) x2=1; . 
в) x8=1; e} xM=1. . 

Oir. а) 1, —-_i.i'/"f_, 6) +1, +5 5) 21, +. 2}_’*'3; _2 Ц/з„ 



я Ма“; ‘,5:!:-%; 9 “/д+“/2 

а) x2=—1; 

п а а а - Υ̓Σ а+а 9 а 40 а 

(V38 8 “8 i 

2 
ку а 

2 

чре Еу Ὁ £, :i:l.—~i1 ‘fii, α Ν 
272" 

VT Jfi —Z 62 J6+J’ V6 — Jz J6+J2 
п 4 . 4 ” 

ПРИМИТИВННТС корени Ca; 

а - Ly е+ κ ὶἐ;!ἷ; 5 \/2 (11, _‘/z(uo, 

\FJz аЕ 

i"iz_\@;ii‘lfijfi‘fi, _A‘lfi-;\lfii!@‘g‘h . 

2. Решете биномните уравнения: 

в) xt =—1; 

6) x3=—1; г) χ"---- . 

Отг. а) 5 6)‘--1, з,;ьк)/,з.в) V2 (а+), 

V6 -+ 
4 - 

,ν --Υ 
к 4’-» 

„ аз Pasn, 

3. Решете уравненията: 

а) (x+a)*—(x—ay"=0; 

а второ — във вида 2А7-(х4-а)". 
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: 

6) χ"--παχ ('2’) %" — ... —ag"=0. 

Yrnemsane. Представете първото уравнение във вида : 

“ х.а У 

(32:„-) =1, 
͵ 

' “ 
Отг. а) xp—iactg „Т . m—1; 

- 2k 
6) Xp= (0T 1), wp— oS 

k=1, 2,..., 

2kn 
7 +isin—--fi -, k=0, .1. ., π-.1-



- 

4. Покажете, че корените на уравнението 

Мх--а/ ча (x—b)'= 
ΠΡῊ произволни комплексни числа а, b, λ, μ лежат върху окръж- 
ност (в частност — права), зависеща ΟἹ тези чиела. 

5. Решете уравнението 

cong +( ) cos (φ-ι-α) х +( ) cos (¢ +2e)x>+ - +(z)cos (φ +m;),\_f": 

Решение. Да положим 

St}c}:cos qz+('1‘) cos (p+a) &t ее +(:) cos (pt-ne)x”, ” 

Т(х)=5йпф+(,;) sin ((p-;—a.) хе +(:) sin (ф--ла) X" 

Имаме S(x)+iI'(x)=p(l-F).x)" и 8(х)-[Т(х)=Ъ(1:[:?х)“. където μεεζος φ 
ФЕ 5 ф Η A=cos a-}-{ sin . Намщ:а!ле 

s(x)—» ’[p(l+7.x)"+p (14+% 2. | А 

"Следователко даденото.уравиение приема вида 

в Έ ) μ (X х)--0. . и 
Като решим последното YPABHEHHE, получаваме 

и , ὩΚΕ])π--2 φ 
Ν Ν 

ἄμεε---- (2k+1)n—2¢—2n —, k=0,1,..., nl—l. 

" а : 
6. Намерете споказателя на всеки един от следните корени на 

единицата: 

4) tg=cos ДК 44 5355 при k=27, 99, 137; 

6) w0, =c0s- :1’44 +isin 227 при k=10, 35, 60. 
144 

Отс. а) 20, 20, 180; 6) 72, /144, 12. 

7. Hamepere всички корени Ha единицата OT 28-ma степен, 
KOMTO принадлежат HA показател 7. 

2k 2k 
Orr. ш<с8 —7—75~+ ἰεἱπ-Ἰ-Ξ, k=1, 2, 3, 4,5,6. 

8. Нека ὦ е примитивен „корен на единицата от степен 2n. 
Пресметнете cGopa 

1+w+a?+ .- +(o”—1. 

Отг. 20--а)-4. 
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. A 
п 

9. Намерете сбора S,= ἕ of, където ὦ, са“ корените Ha 

L. #0 
уравнението х”-1. ᾽ 

0 при #50 (той n), 
. ” Оте. = 

. S {n при k=0(mod п) 

10. Покажете, че ; 

# м-а- . 

| ΄ Σ τ Ч Ν 

където ὠ; са корените на уравнението x"=1. : 

- П. Нека « е корен на уравнението х“-! Пресметнете: 

а) 14+ Зю Ἔ Зи24- .- ль . 
6) 14404902 -+ 412" L 

, Отг. а) πίω-- ) при ol и 11(!:-2!-1 при v=1; 

6) —[n-(l—m)+2n] (l—m)“a при o1 1‘1 _ri({{fr_l)(_%tl)__np" w=1. 

12. Нека o e корен Ha единицата, който принадлезки на по- 
казател k. Покажете, че ако щ7--3, то # дели п. * г 

Решенне. Нека a=kg+r, където osr<k тогава . 

[ e Г и и 

и ΟΥ деофиницията на показател следва r=0, т. е. # дели n. 

13. Нека & е KopeH ‘Ha единицата, принадлежащ на показател 

Е,и n e произволно естествено число. Покажете, че «” принадле- 
ι 

жи на показател “n ‘B частност при (#,п)--1; ὐ също принад- 
1 

лежи на показател Я, откъдето следва, че ако биномното уравне- 
ние x™=1 има един примитивен корен, TO има лочно. « {{Π) на 

брой примитивни корени. 

Забележка. Съществуването на примитивен корец на. бипомцото урав- 

нение X™=1, разглеждано над πόποτο на комплексните числа, шедва директпо 

or фориулата на Моавър (прнмитивсн корен е например Ее cos Д sin’ ) Съ- 

ществувапето на примитнвен кореп в случая на пропзволно пше. ще бъде дока- 
зано по-нататък, 

Решекние. Нека 4--(6,н), k=tyd петщани ἐ е показателят, на който 
принадлежи о", Имаме 4 -1 и съгл:асно предната задача Е дели πἴ, т. е. ἔχ 

Дели . На &y, т)--1 и следователно Ау дели / ΟἹ друга страна, (@ не 
=wh®i=1, Откъдето ἑ ξἁι и сладователно еайу 

14. Покажете, че ако ю; и ш» , са корени на- единццата, при- 
надлежащи на показатели съответно m и п,(т, n)=1, произведе- 
«:нието ш-чю» Ппринадлежи на показател mh. 
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Решение. Нека й е показателят, Π8 xofiTo припадлежи o, Очевидно 

. 1, откъдето #:<:тл. По-нататък имаме 1--8 1 1 --”“ и съглаено 
зад. 18 п дели Im. Ho (т, )5 } им следователно : дели #. Аналогично се доказва, 
че т дели Г. Понеже (m, n)=1, ще имаме mn дели (. И така #--ет. 

- 1 

„ 15, Покажете, че axo (m, n)=1, всеки корен ὦ Ha уравнение- 

“70 X™*=1 еднозначно се представя във вида =y, KBIETO 4 
e корен на уравнението X"=1, а шо--на уравнението X"=1. 

᾽ Решение Нека w, Ф са пели числа, 38 конто йт--0т--1.. Да положим 

мека «е-вво, КЪдетО ву 

=" ц следователно εἰ 
=1, ще ймаме £;—uwy. Аналогично получаваме боъ-«фо. 

,16. Покажето, че ако характеристиката на основното поле е 
p>0, единственият корен на единицата от степен “ e 1. По-об- 
що, ако n=p*, т (р, т)--1, корените на биномното уравнение X"=1- 
съвпадат с корените на биномното уравнение X™=1 и последното 
уравнение има ΠῈ различни корена. 

{ Упатване 1 Използувайте тъждеството (x™— l)Pasx."- 1. 

17. Нека P е none иле естествено число. Покажете, че B 
полето на разлагане на полинома X"—1 € Р(х| съществува прими- 
тивен /-TH корен на единицата. Тук предполагаме, че в случая на 
поле Р с характеристика p>0 е изпълнено условието (1, р)-1. 

Решение. Най-напред ще разгледаме случая, „когато л има вида л--4! 
g-npocro, А> О0. -Hexa ©;, (Фо,....0, са корепите на уравнението х7--1 в съот- 
ветното поле на разлагане и иА е най-големият възможен показател, за който 

μπκοῦ OT тези корени удовлетворява уравнението x7"=1. Ho тогава и всички ко- 
репи oy, #-1, 2,...п, ще удовлетворяват същото уравиение и NOHEWC те са 
различни (7l като произнодната (A7 —1)'=nx"~1 не се апулира 38 тези корени), 

то g¥2n, т. е. p=A. И така съществува корен, принадлежащ 1A показател п, 
Τ. е. примитивен кореп. - 

ι Β общия случай нека k=-q§‘q§’...q,’;k е каноничното разлагане на т. Съ- 
гласко доказаното по-горе 38 всяко # съществува корен ὦ;, Който принадлежи 

“па показател " Като вземем " пред ΒΗ ᾧ резултата ΟἹ зад.14, получаваме, че 

произведениетб” ==y, .. у ще прнйадлежи на показател πὶ >} 

18. Нека Р е крайно поле. Покажете, че съществува елемент 
0¢ P, такъв че всеки ненулев елемент на Р е степен на 0. . 

... Решение. Нека р да означава характеристиката на полето P и д-р e 
броят na елементите на Р. Зваем, че всеки иенулев елемент на Р удовдетворява 
Уравнението x9—1=1 и тъй като ненулевите” елементи ca 4--1 на брой, τὸ Р е 
поле на разлагане на полинома x9—1—1€ Zp{x], следователио в Р съществува 
корей На единицата ot степеи 4--1. 

19. Нека P e крайно поле с g на брой enemenra. Покажете, 
че 88 всяко естествено Число k, което дели 4--1, съществуват 
точно (k) enementa на-Р, принадлежащи на показател k. 

, Упътване. Използувайте това, че полиномът ХЕ-1 е делител na 9-1--1 и 
итп;лно неговете пеле” B3 pasnarafie (C'bll,l() както и в предната зшча) съв- 

падас P, . 
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. Определение. Казваме, че UATOTO число а принадлежи на по- 
казател k по модул п, когато (а, n)=1 и 'k e най-малкото ес- 
тествено число, 33 което a*=1 (mod м) “ и ᾿ 

Да отбележим, че а принадлежи на показател £ MO прост ΜῸ- 

дул р TOTaBa и само тогава, когато съответният клас а принадлеч 
жи на същия показател K. и - 

При #--ф(п) ще казваме, че а е примитивен корен по модул #. 
От резултата на зад. 19 следва, че за всяко просто число р съ- 

ществува примитивен корен по модул р. Като вземем пред вид и 
резултата ΟἹ зад. 13, достигаме до следното BaXHO твърдение: 

сравнението хР71:-1 (mod р) има mouno ¢(p—1) прилитавни 
карена по простия модул р. 

20. Намерете всички примитивни корени IO модул р, където: 

а) μΞ 5; 6) ре ἴ, в) p=1% г) ре13; εὐ 
. p=17% е) ре 19; ж) p=61 “8) p=T73. Т 

Отг. a)'z. 3%6)3,5 82678 12,6715 я) 356710, 11,12 
14; е) 2, 3, 10, 13, 14, 15; x)'2, 6, 7, 10,717, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 
44, 51, 54, 55, 59; 3) 5, 11, 13, 14, 15, 20,_26, 28, 29, 31, 83, 34, 39, 
40, 42, 44, 45, 47, 53, 58, 59, 60, 62, 68. . : 

21. Пресметнете сбора на всички примитивни корени на еди- 
ницата от степен /1, където: ” ” . 

а) n=15; 6) л-24 в) n=30; г) п--60. ' 
Отг. а) Ἵ; 6) 0; в) —E #90 

22. Докажете, че сборът на всички примитивни корени OT сте- 
пен п e равен на μίημ), където p(n) е функцията на Мьобиус, де- 
финирана по следния начин: , 

0, ако п се дели на,квадрат на просто число, 
Ι 1, ако п е произведение на четен брой различни прости 

щ11)<- ὶ ππῶτα, в частност M(1)=0, 
--1, ако л е произведение на нечетен брой различни 

прости числа. R 

Решеиие. Функцията wa Мьобиус притежана следпото свойство: ака #31 

0 Е pify=0. Да означим с A, сборз на всички при митивни KOPEHIL OT степен 

ат . 
п. Очевидно имаме Ag=1=p (1). По-нататък да допуспем, че за BCAKO \m<n има- 

ме A =p (). . щ 

Тъй като всеки корен ΟἹ 1-та степен принадлежи на показател, който дели &, &, 

обратно, то сумата Ξ Ay ¢ равна на сбора на ΒΟΉΜΗΝ корени па единичахта o« 

din м ι 
степен п. Съгласно формулите πᾶ Виет тя е 0, т. е. » А--0 изи 

ат н 

Σ , 1 
Ap= Ad= p@. ς , 

и dj а й Б 
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Но също така p { τ Ξ 1 (@) следователно и (π} 

 din . 
d<n 

23. Покажете, че 88 c6opa Ap_, OT примитивните KODEHH ΠῸ 
простия МОДУЧ, ре B сила сравнението 

Ay y=p(p—1) (той p). 
Проверете последния резултат 88 примерите ot зад. 20. 

24, Докажете равенството 

x"—l— ПФ Ο), | | 
ат 

където Ф.(х) е А-тият ,циклотомнчен полином, т. е. 
<() 

09 | [25) . . 
1 - 

nE ca примитивните корени Ha единицата OT степен k. 
25. Докажете че коефициентите на циклотомичните полиноми 

Ф,(х) са цели числа. - - 
26, Докажете, че ako р € NPOCTO число, TO 

Ф (X)=xFP 1 xP 2o x4 1. 

27. Докажете, че ако n=p'e CTENEH Ha простото число P, TO 
, 

. 2T Φ, ()=, (" 7). 
1 

P ew ¢ une, Непримнтивиите корепи па уравнението ХР =1 са точно онези 
- #41 

корени, KOHTO удовлетворяват уравпението αΡ =1, Следователно 1 . 
χρ΄.-ἰ —1 ΄, Ф ()е Т ер (1) - 

«а -1 

o, 
= е Ἄ 28. Докажете, че ако п--раре...р,г е каноничното разлагане 

Ma п на, прости множители, то 

e ' а1 | 
v o, (x)=(1’plp=-:.pk(xp‘ БАК npkuk—l) . 

Ynemsane. flouame're, че полиномите ΟἹ двете CTPAHA на равенството имат едни 

и същи корени. 

29. ПокажеТе, че” ако п € нечетно число, то 

- Dy, (х)-Ф,(--х). 
30. Покажете, че ако p е просто число и р не дели 11, то 

Е Е А Ξ Ν 
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81. Докажете равенството 

(x"—n(x’%_x)(x"':" PR = N τ ς Ἢ 
) й (x_"-—l)(x" —1)(xT—1 x"”’-l)... 

където P, g, /....са различните MPOCTH делители HA и или BCE едно 

е.)е || -1y L 
din 

! 
Решение, Heka коренът  OT -та степен принадлежи на показател 17; тога- 

ва множителят х-о ще влиза само в онези биноми x?—1, за кокто #/4, При та. 
“ ва, ако 4 пробягва веички делители ἨΔ п, коиго"се делят на M, πὶ е пробягва 

пя 
всички делители на - По такъв начин се убеждаваме, че £—wo влиза в дяспа- 

(%) I Ι #а 
та част (х2--1) на разглежданото равенство с ποκπ:ετε.’ιΣ μίά). Този 

djn . п 
еЗ 

п 
сбор е равеи на нула при " +1 и на 1 при n=m, 

32, Намерете в явен вид поливомите: 
Фу(х), Ф (x), Φ,ρ , Ф, (х), Po(x), P (x), By (%), o), Фь (%), g5 (%), 
Фю х) . : Е 
Отг. Фуе Gy==r+), Φρτεχβ χ ΕἸ, Dy=s4), Фреек?- χ , Фун-14-1, 
ΦρειθΈ Β Ἰ, Фуенай--х34фА2--к41,. Фул Φι - χϑ k7 χ КА 
Ἔχδ. ΧΞ ΕῚ, Фуе X184 χ Τ χ. χ χ Pyl χῖο χ 36 χ 314 x84 
τ ββ х χϑὶ χδὺ - χϑδι χ N R, LR LR ST WS χ κ χ8 I 
-πχῦ- χρεχθι x4, , 

33. Пресметнете Φ, (1). , , τ “ 
Решение. При а--р--просто имаме Фр(1)=,р. По-нататък нека n=pypy... 

ρ“,ζ - Съгласно зад. 28 B сила е равенството Ф,(1)--Ф,1), където т--ро... руе 
При #--1, т. е. п-ер“ , получаваме Ф,(1)--р. Нека £ 2. Ще покажем, че @ ()=l 
Наистина П . 

т 
където my=-, 

#7>2? по нидукция от Ф (1)=1 получаваме Φ, {1)-Ξ . 
И така: ¢,(1)=p при n=peu Ф,(1)--1 32 всички ", които не Ο степени на 

просто чнело. 
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34. Пресметнете Ф.,(--1). 
Рещение. При л нечетно п>1Т съгласно зад. 29 имаме ἄ (- =D fl)=1. 

Нека n=2%; тогава съгласно зад. 28 
' { 

, Ν "xz}z—l_l τ 

чткъдето ®,(—1)=0 при k=1 и Ф,(--1)--2 при k>1. Нека сега л--2т, където 
m>1 e нечетно. Тогава съгласно зад, 29 е в сила равенството ᾧ, (--1)--Ф,,(1) и 
<следователно, ако тжеер е просто, Ф,(--1)--р н ако т € съставно, Ф.(--1)<1. На- 

края нека n==2knt, k>1 и те ри е.. . р, където фуъ Ра.... Py Ca различни 

нечетни прости числа, В този случай имаме ©,(1)=Pzpp,,. - . p{1) и следователно 
Ф,(--1)--Фаруранн е pk(——l). По такъв начин случаят се свежда към предишиия. 

35. Докажете, че циклотомичните полиноми Ф,(х) са неразло- 
жими над полето на рационалвите числа. 

Решение. Hexaf{x) е неразложим делител na Φ, () със старши .коефи-: 
циент 1 и нека @ (x)=f(x)g(x). Съгласно” лемата на [ayc полиноми- 
те fix) н gx) са с цели коефициенти Ще nowamem, че ЛЙх)-Ф,(х), за 
косто ше бъде достатъчно да YCTAHOBHM, че всекн примитивен #ТН KO- 
рен на еднницата ¢ корен и на Дх) Нека E e произволен корен на урав- 
неннето Дх)-0 й p e просто число, нзаимно просто с 2. Ще покажем, че Р е 
корен на същото уравненне f(x)=0. Да допусием, че ЛЕ”)40. Тогава #(Е)--0. 
321010 #7 е примитивен корен и следователно Ф„(;Р)=8. И така Е е корен 
на полинома Я(х)--2(х). Полииомите Дх) и Я(х) имат o0l коренЕ и понеже 
полиномът / (х)по предположение е неразложим, следва, че Дх) дели #(4). Сега 
ще извършим редукция по модул р, като ще озвачаваме с ф(х)е 741 образа на 
проазволен целочислен полином «(х). Най-напред да отбележаим, че полиномите Дх) и 
£(x) са взанмно простн. Наистина произведението f(x} 2() дели "полинома х 
така че/ (x)g (%) ще дели същия този полином, разглеждан като елемент на 
Zplx). Ако Л) и #(х) не са взаимно прости, последният полином х"--1е24х) 
ще нма KPaTHH корени в някакво разширение на полето Zp. което обаче e не- 
ΒΈΒΜΟΣΚΗΟ, тъй като той € взанмио прост с пронзводната сн (хп--1у-ла7-1 при 
{p, r)=1. И така полиномите Хх) и 2(х) ca взаимно прости, По-нататък, понеже 
#() делн Щх), τὸ и Дх) ще дели "А(х). Ho F{x)=g{x")=(z ()} и следователно 
полиномът f(x) не може да бъде взаимно праст с E(x). И така от f(E)=0 следва 
JSE7)=0 за всяко просто P, което не дели п. OTTYK следва, че BCEKH примнтивей 
л-ти Корен иа единицата е корея на f(x)=0, понеже може да бъде получен от 
кой да ¢ корен на Дх)--0.чрез последователяо повдигане в степени с” прости 
показатели, неделящи п. Ще отбележим, че при л--р--просто, неразложимостта 

на полинома ᾧρ( τ ι 1 хР-34 .. .. --х-|-1 следва от критерия иа Айзеинщайн“ 

36. Разложете полинома х”- 1 Η неразложими множители над 
полето на рационалните числа и напишете явно това раздагане 
при n=24." 

i 

Решекние. Имаме x7—1= Ι Ι Ф.(х). При n=24 получаваме 

ам “ ' 

R - Ое ччч (54 1) (12T DD ра) 
v 
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47. Разложете полинома X"— | на неразложими над полето на 

реалните числа множители и напишете тези разлагания npan= 5,6,8 

O, еи цра- Y8 =1 = х+1)(хг+.![5-32"-“-х+1)» . 

ι - ) Ἔ Ἐ τ ) (2 241 " 
αϑο ο ) Ἐ ) ἐ 1) (22 χ D 3- Ζ 1) . 

Β общия случай 

11 2 ΄ 
\ х””-1=(х*-1)П (x2—2x cos < +1) ' 

k=17 

м 
т 

Н L 
;fl"+1~l=(x—-l)l I (¥2—2x cos :T+T+1) 

k=1 

38, Hexa f(x) e полином ¢ цели коефициенти и старши коефи- 

циенвт 1, всички корени на който са различви ΟἹ нула и лежат в 

единичния кръг |4|<1. Покажете, че всички корени на полинома- 

f(x) са корени на единицата, с други думи, Дх) ,има вида ο Ξ 

=0 (%) Dpfx) - .- Py, (X), където 1; са вякакви положителни числа- 

Рещеян н;е. Да рзначим кореннте на полинома Дл) С Xy, Ха .. Ха и нека 

Уу 4-ав хл . . +a®, 2-1, 2, 3, .. 

е полйномът с корени x’,‘. x§,...,xfi. T-€ ¢ ῃ 

' ω-Τ |ο-αῇ 
ἐπὶ 

. Ще отбележим, че полиномите /(х) имат пели ΚΟΕΦΗΠΉΘΗΤΗ, тъй като TEX~ 

ните коефициенти €A симетрични полнноми OT корените на полинома fix), който 
ес пели коефициенти и със старши коефициент 1. По-нататък за коефициенти- 

те 40) имаме 

AP L D L . . а |<( 2а ]a..]_l κ ΧΕ ῚΞ l_,.--,-lsts , . 

. ΄ Ν , ; 
Τρῇ като ἰχ π1. И така коефициеитите на полиномите fi{X) са цели числа, осра 
иичени 1O модул с независещото от # число 2". От това следва, че тези поли 

моми не могат да бъдат всичките различни. Следователно.за някои R Η &, #4+-е” 

me: имаме “ 

Σ 
Тогава и коревите на тези два полинома ще съвпадат с TONHOCT RO pepa ка за- 

+ - писване, с други думи, ще съществува субститупия с, така че ,xf:xf,m за i= 

=1, 2,...,n Нека ре редът па с, Τ, е. 47 =1, където | e едииичната субституция. По- 

следователно намираме 
ῃ 
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т. ε. - 

аЕ =xi , k=1, 2,...,n 

ил . ' 

x%=1, k=1,2,...,n, 

жъдето m=kP—eP Ἐ0, 
B следващите няколко задачи се разглеждат биномни уранвнения 

над крайни полета и в частност в простите полета Ζρ. В послед- 
ния случай вместо уравнения можем да "разглеждаме биномни 
сравнения ot вида х”--а(щой p). Цялото число а, (@, p)=1 нари- 
чаме п-степенен остатеък или неостатък по модул р в зависи- 
мост OT това, дали сравнението x"=a (mod p) има решение или 
не. Кагато п-:2, говорим“съответно 88 квадратичев остатвк или 
квадратичен неостатък, 

39. Нека Р е крайно поле с нечетен брой елементи, който да 
означим с ¢, и нека ав P, a=0. Покажете, че уравнението x*=a 

4--1 
има решение в P тогава и само тогава, когато а ? -1. В част- 
HOCT, ако р е нечетно просто чиело, числото а е квадратичен OC- 

1 

татък по модул р тогава и само тогава, когато а 7 =1 (mod ) 
. 1 

5 
и а e квадратичен неостатък тогава и само тогава, когато а = 

=—1 (mod p). . 
Решение. Hafl-nanpen ще отбележим, че 88 всяко af P, a+0 имаме 

φεῖ Ν 
- . м . а 2\ —lima ? =—1, което следва OT Teopemata на Ферма: 

gt R 
0--οῦτ1.... (« 2 ееа Z 4+1). - 

. 91 ' 
Ясно e, че двете равенства @ 2 --ῖ wa 2 ——1 не Morar да бъдат ияпъле 
нени едновременно, тъй като по предположение характеристиката на полето Ре 
нечетно число. Ще покажем, че измежду пенулевите елементи на P има точно 

—1 q—zw квадрата. Действително, a0 Xy Хъ .е а €1 всичкн ненулеви елемен- 

™ на P, 10 квадратите в Р са )ᾗ. xz,..., X%y . Два по два елементите на 
8T0para редица са равни, защото х2-4(--х) и X —x при х-0. НА повече от 
лва елемента на редицата ΟἹ квадратите .х2 х;,..., 2%y не могат да бъдат 

равни, защото ако Xi==Xi—Xi=a, i+ j+k+i, уравнението ж8--а ще ама три τ . 

различни корена. Следователно l\! редицата OT квадратите има TOUHO τὰς (4-1) 

различни елемента. По-нататък, ако а е произволен квадрат, т. е. а«х?, имаме 
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а е71 =1. Следователно BCEKK квадрат в Р удовлетворява уравнение- 

К1) 
2 --1. Тъй като в Р има точно _2_ (а--1) квадрата, а последното урав 

1 
HEHHE е OT степен. + (49--1), ясно €, че неговите корени са точно онези "елемен- 

ти ав?Р, 32 които а=#=0 и Ууравнението х2-за има корен B P, . 

Определение. Heka р е нечетно просто число M @ € Цяло чис- 
а 

ло, което не се дели на p. Да положим (7):_.1, когато ¢ € KBa- 

дратичен остатък по модул p, и (%)=-1, когато а е квадрати- 

чен неостатък. Така дифенираната функция (%) се нарича функ- 

ция на Лежандър или символ на Лежандвр. 

” 40. Покажете, че (-;-)=(-;-) при a=4 (mod p). 

41, Критерий на Ofinep. 3a произволно число @, KOETO не се 
дели на простото число p, € в сила сравнението 

p—1 

2 
Ω (ᾗ) (mod p). 

Упътване. Вж. зад. 39. 

Ν 
Упътване. Използувайте критерия на Ойлер. # 

42. Покажете, че 

43. Покажете, че 

—1 1 2 
( " ‘)"( ) ᾽ 

T. е. числото —1 е квадратичен остатък по модул р тогава и са- 
MO тогава, когато простото число р има вида р- 4λ-|-1. 

44. Покажете, че 

а 
т. е. числото 2 е квадратичен остатък по модул р за простите чис- . 

ла р отвида р -831-+-1 не квадратичен неостатък за простите 

чиела р от вида p=8\+3. 
Pemenne. Да разгледаме четните числа 

(1) 2,4,6, ..., 2%,..., p—1 # , 
—1 

и Π означим с I броя на онези ΟἹ тях, KOHTO са >—p7——-—. Директно се прове- 

а 
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рява, че ΠΡΗ μι--Βλ;}:Ι числото I lc четно, а при p=8 13 Е е нечетно. По-нататък 

иека 2k Ρ; и 2(#41)> р; Разслеждаме числата 

Ω͂ 2, 4, 6,... 25 A} 1)—p, 2|4:-[2).-»»-...(--1).- . 
н)е е трудко да се сьобра13и, че абсолютните стойности на числата (2) изчерпват 

всички числа or 1 до р2- , като при това τοῦμο Е от τῆχ са отрипателни. Сле- 

дователно произзедението на чиелата ὑτι редицата (2) e равяо на ) 

ц (-1У( р;1 )L / “ : ' 

Tipousseaenyero на числата or редицата (1) e равно на - 

p—1 221 p—1 2) 
Ho чиблата or редицата (1) са съответнио сравними по модул p с тези OT peaulias 
та (2). Следователно В 

21'2__1' ("%?l),z(_l)t(pgl)l(mod » 

ал , 
p—1 . ι 

22 π|οι(υοά p). 
Съгласно критерия на Oflnep получаваме окоянчателно 

()е # 
€ което твърдението е доказано. 

45. Покажете, че GHEOMHOTO сравнение и 
x*4-1=0 (mod p) 

¥Ma решение, когато простото число р има вида р-8А4-1 и няма 
фрешение, кагато р не € от този BHIL 

Решение. Нека xj=—1(mod p). Тогава х8-1 (mod p), откъдето следва, 
че хо следва, че хо принадлежи на показател 8 по модул р. Но по теоремата на 
Ферма χΚ-ΙΞΙ (mod ф) и следователно 8fp—1, т. е. реа82А4-1. Обратно, nexa p= 

-8141. Имаме | 

Ν XP—1== x4 (£, 

Ho x1=—1{mod x1-+-1), откъдета χϑλ =1(mod х1.-1). Последното сравнение 03- 
Hayaea, че полиномът XP—1—1 се дели на полинома xi4-1, Тъй като ¥P—1—1 се 
разлага на пинейни множители в Zp, то делителят ж241 също ще се разласа на 
линейни множители в Zp и следователно уравнението х1-1-0 ще има корек в 
Zp. С пруги думи, сравнението x141-=0(mod р) ще има рещшение. 

46. Нека Р е крайно поле с ¢ на брой елемента, 2¢ P, а--Ои 
л е естествено чйисло. Да положим 8= (1, 4--1). Покажете, че ypas- 

- 2! 

HEHHETO X" —@ има корен B PTorasa и само тогавайкогато а ¢ = 
=1, и B този случай броят на корените му € равен Ha 8. 
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Решение. Съгласно зад. 18 в полето Р съществува такъв елем еент 9, че 
BCCKH ” ненулев елемент на Р е степен на р. Очевидно 0 принадлежи на показа- 
тел 4--1. Да разгледаме елементите . 

g1 )" . 

. o, (..., (e : 
Леснво се вижда, че членовете на горната редица са различни елементи на P, 
По-нататък да отбележим, че всяка -та степен на елемент a—xg, ( Ρ удовне- 

” 41 g-1 
творява уравненинето х # --1,тъйкато πὸ Teopemara na Ферма ще имаме а ὅ = 

«1 КА 
м8 -хр 8 = --1. Следователно всички елементи or редицата (1) са ко- 

рени на уравнението х # -1. Понеже степента на последното уравнение е 
-1 

Ε Ἔ . елементите от редицата (1) са всичките му корени. И така уравнениета 

. 4- 
ἀπξξα има ΚΟΡΕΙ͂Ι в Р тогава и само тогава, когато а # --ῖ. 

1Π0 се отнася до броя Η решенията, ясно €, че ако X" «а и y"=a, 10 у--ЕХ, 
където £7=1, и, обратно, така че, ако уравнението х”--а има поне един KOpem 
в P, то ще има точно толкова корена, колкото е броят на корените на единицата 
ΟἹ степен п, принздлежащи на P. Елементът 0 е n-TH корен на единицата то- 

Н . п 
гава и само тогава, кагато %=1, 1. е. in=0(mod 4--1) или все едно #---- = 

8 

4--Ξ 
ΞΟ(κποά '“δ-“) - 

Като вземем предвид, че 

за « получаваме А 
В 4-1. 9 - i=0, п 2 алу 1) 5 

Следователно B P ума точно & на брой 71-TH корени на единицата. 
Забележка. Ако сме намерили примитивен Kopen θ, решаването на би- 

номни уравиения в крайни полета може A4 се сведе към решаване на линейни ¢pas- 
нения. Нека например P=Zp Η £ ¢ примитивен корен 1O модул p. Да решим уравн- 

τ ението х7--а B Zp, или все едно сравнението х”--а (mod р). Нека a=g%mod р) 
и х.=."35 (той р): Torasa g"5‘“El (mod p), което е равносилно с л Е--е(той 
р--1). Следонателко, ако &y, Ео,..., Еь са всички решения на сравнението л Е 
=a (той р--1), решенията на даденото сравнение ж”е-а (той р) ще бъдат g8, 
gS—'_ ч.. SERL а 

” 47. Изведете резултата от зад. 45 като следствие ΟἹ твърде- 
нието на предната задача. 

СПЕД,ВЗЩИТЕ няколко задачи са посветени M2 доказателството 

на забележителния закон на Гаус за реципрочност на квадра- 
тичните OCTATBUM, който гласи: 34 всеки две разлияни нечетни 
прости числа P U 4 е в сила равенството 

(0)е ς 



Ще каправим някои предварителни бележки. Ако x € (2,“, къ- 

хлето #,5, е множеството от всички ненулеви елементи на полета 
х "γ)χ 

Z,, дефинираме символа на Лежандър (ἷ)' като полагаме(,т)= 

а - 
-:(ἷ) където цялота число а е „проиЗволен представител на кла- 

«а х. Нека ри g са нечетни прости числа и () € поле с харак- 
теристика ᾧ, което съдържа примитивен корен С от степен р. 
(За Q можем да вземем например полето на разлагане на полино- 
ма х?--1, разглеждан над 2.) За прочзволен елемент x€Zp де- 
финираме С“ , като полагаме ( --(4, където а е произволен пред- 
ставител на класа х. За всяко а в Z,,Ee разглеждаме т. нар. 2ayco- 
ва сума 

т(а)-- Σ( Ξ) Се 

XEZp м 

а 

Тези суми, въведени ΟἹ Гаус, играят важна роля в теорията на 
алгебричкните числа, 

48. Покажете, че 

«а-(2)+40). , 
Решение. Имаме 

@3- Σ Σ ) () Σ ) 
ΕΖ 

У - . Но когато х пробягва Ζ,» τὸ и ax пробягва Z;, следователно 

Решение. Имаме 

Съе ЕНе 
х, уег ж уег; 

Последната сума е разпространена върху всички лвойки х, у елементи на Z 
20 когато (х,. у) пробягва множеството OT всички такива двойкн, то и (ху, ¥} прО- Ягва същото множество. Следователна а ᾿ 
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e Σ 2 ) gy Σ( Σ )γ(Η-Ἱ)γ 

Да отделим събнраемите, за ΚΟΗΤῸ x=—1:" 

Z(—1)+Z( z;(x+l)y:'(p 1)( 1) Z(%)Zc(m)y. 

2625 Н ' . 
и “ 

При фиксирано х-- --1 имаме Σ С)) --.1, тъй като (х4-1) у пробягва Z; Η 

м ὕ 
148434 . ἘζΡρΞΊ-ΞΟ, И така 

' | 12„(47-.1)(:;,!“)“; (ξ) 

х - 
Но Ξ (.—)=0. 321070 GPOAT на квадратичните остатъпи € равен Ha броя на 

и 

хег Ф 

квадратичните неостатъци. Следователно 

τ ο 
50. Закон за реципрочност на квадратичните остатъци, Не- 

ка ри 4 са две различни нечетни прости числа; тогава 

! | ФА А НЕ Е К 
( 5) 7 . 

Доказателство. Понеже () има характеристика ¢, имаме 

ST 
откъдето . 

ey ς " 
᾽(τ-.Η", понеже 12=р( ) и ρ-Ε0). От друга страна, . 

- gl et 
ене) 3 —=p 3 (Т) 2. 

Имамер-ГА=(-:-) ( ) (-|) ,откъдето , ι 
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п чт аИ е АИ ечиА ее 

1 

ИЕ )(—1)%—"“""{—‘. | 
' 

ει } 
Получаваме окончателно 

а НИ 
51. Докажете по метода от предната задача равенството 

=1 7 ! " 2 м 

(7) 1=( 
! 

Решенкие. Нека H={l, 3, 5, 7} ¢ множеството OT обратимите елешеянти на 
x—1 

пръстена Zg, 38 произволен crement x& M xla положим 8(x)=(—1) & . Лесно се проверява, че 
6(xy)=0(x) 8 (). 

По-мататък нека P е разширение на полето Zp, което да съдържа примитавен корен ζ ΟἹ осма степен. 33 всяко ае да положим ᾽ 

τ(α):Σ е() ζας, . 
хЕН 

По същия начин, както B решението на зад, 4G, палучаваме 

Н +(а)--4(а) + (1). 
: Имаме [ ! 

=)L PP+ = (1-D2 € —8) =L — 52 (1-5) =251 -1, 
THH като (8-1 и (- — L Получаваме и 

B (1 - 2P LY = B8 ! 
Понеже полето Р има характеристика р по аналогичен начин, както в предната 
задача, получаваме. + --0(р) τ, откъдето P~1=9 (p). От друга страна, имаме 

ρ-ἰ »- — Ξ 78 2\ 12 ааа) 2 —g 2 {[..-[2}.-[:2}. ееТе R ) 
12, а 

Получаваме окончателно (-р-,це »-(-ἢ # 

52. Покажете, че 

К (i .Г 1 при p=12)+1, 
R V3 - при p=122-+5. 

м У 
Решение. Ще приложим закона за репипрочност на квадратичните оста- 

тъци. Имаме а 

еча 
Ho (-ξ-):(-;-):ι при p=1 (mod 3) н (%)-;(-Т]-)=-1 n;u}::-l(mod 8). 

141 

, . —— ΄ ς ὁ ὁ ὁ ὁὃΘϑΘὃΘϑὃ6ἁἜἤ΄΄΄᾽΄᾽Ὀ526.ὁοεᾳἙἔ«οὺᾳ)ν)ν.,..



От друга страна, имаме . ΐ 
4 -1 Ἰ “ Т при p=4A+1, 

. =31 —1 при p=4r—1. 1 

Получаваме акончателно υ Ν 

/ 

53. Пресметнете следните CHMBOMH на Лежандър: » 

219 
а)(593) " Б)(звз) 

2028 365у -. 
9 (‘fzai‘)’ ι (.997 ) 

Pewesne. И четирите прймерй се решават по аналогичен мачин, като се 

използува законът на Гаус за реципрочност на квадратичните "остатъпи и двете 
негови допълнения ΟΥ зад. 43 и зад. 44. Да разгледаме рещението на при , 
мера а). Имаме . 

438=2.3.78 “ 
Ἦ следователно 

. 2 Χ{-3 λ .-:7:3} 
593 "( 503 J\ δ88.}} 598 ) ᾽ 

Да пресметнем вЪеки от множителите в дясната страна на гарното равенство: 
" I 

598 7 “ 
защото 593=1 (mod 8) (вж. зад, 44); " 

Ν 3 ε" 

щ ( 593 )...-ι Ξ Ξ Ξ 
защото 593=5 (mod 12) (вж напр. зад. 52) ' 

T [ T8\ (59) [ 9\ (&) 
А ( 593 )=("73“_)=( KD )= 73 ):1' 

„ Спедователно ! .. .. 

488 
868 

54. Има ли решение сравнението: 
а) xt=3 (той 37); " 
6) x*= 11 (mod 59) г) x2=15 (mod 53) 

г. а) да; 6) не; в) не; 1) да. 

ОтеАа) —1;6) 1:.8) 1; τὴ -1, 
А 

55. Намерете вида на всички про сти числар, за. които чиоло„ 
TO а е квадратичен OCTATBR: . | и 
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Ι᾽ а) a=—2; 6) a=-—3; в) a=5; 
ι Е) a=72 Δ) a=360; е) a=384. 

| Отг. 8) p=8l+l, 8143; 6) p—BAtl: 
в) p=50-LY; г) 2-8А4+1; д) ρ--40λ.Ε} Voo ἢ 40λ::8, 40Χ:Ὲ90, 401.:Ε13; е) p=94A+1, 24λ..5. 

56. Докажете, че съществуват безбройно много прости числа 
от вида: , и 

3) M+ I . 6) 6λ-Ε1. ) 
Решение. а) Hexa py, gy, ..., P τ8 Ε на Gpoil прости числа от вида 4А4-1 Да положим 

и 

᾿ , " Ρεριρ,. ..I';.-‘2+.1- ~ 

Нека ре някакъв праст лелител на Р. Очевидно » 2Η8 р 1--1,2, ..., k. Понеже 

, ( Ρε.-- pR+H1=0 (med p), 
HMame —:p--)=]. На тогава съгласно зад. 43 чиелото р трябва да има вида p= 

К 

==4A+1. И така, като разполагаме с k на брой прости числа от вида 4A-+1, полу” 
чияме нова (k-+1)-BO просто числе р по същия вид. 

6) Задачата се решава по аналогичен WA, както в случая а), като се раз- 
тледла числато и 

P=@2p1ps . < - pR)*+3, 

където 2 βὲν - - . 4Py са прести числа от вида 6А4-1, и се използува pesymatsr 
от предната задача, пункт 6). ᾿ ! 

δ7. Нека р e фиксирано нечетно npocto число и #() e функ- 
ция, дефинирана за всички цели числа X, взаимно прости с P, коя- 
то не е константа и приема стойности +1. Да предположим, още 
че #(х) удовлетворява следните условия: ' . 

. #(ху-#А(Хя ) с 
и #(а)--й (6) при a=b (mod р). - τ 

Докажете, че за всяко X, (X, p)=1, е в сила равенството 
h(x):(—:; ) . . 

58. Решете кубичното уравнение - 
. „ X34 3x29x+90, - 

Решение. Ще изпоязуваме формулата на Кардано, ката предварителва 
ще извършним трансформацията X=y— 1. Транеформираното уравнение e и 

. 
" . . „ . 4+б6уч2--0; , 

Имаме # 1 o . ИВ Seym—g A+ В)+ Y3 (ΔΈΒ |, , 
3 

където A= J:.g__'_‘[‘{, B= 
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и при p=6, g=2 получаваме ” 

3 - . 3_ А S X Ml «Е)е 
Корените ча лдлеиото уравнение са 1 

ал J2 J4 1, Ха Ува--3 ”(»!4 —\/2)-1:!: (J2+J4 )u. 

59. Решете кубичното уравнение 
. 3 

ж--3/8 х+у6<-0. 

- φ я 3 
Решение. Тук p=—3\/3 g==(6. 88 Δ-Τ-}-Ἔ получаваме A=— - Ξ 

. «0. Слелователно налице е т. нар. неразлажим случай, KOTaTO трите корена на 

уравненвето са различни и реални. Тези корени пресмятаме по формулата ре В . 
Жрее Р cos ф+3 5 k=0, 1, 2, 

жкъдето П ' ΄ 1 

€05 g=——=—-, Офл . 24 | 
27 - 

3 
Намираме cos q:=—_§2_, фе Сл Окончателно имаме: . 

6 1+ 3 в. Τ - 1o 
хо-28 cos 1;- x3=2y3 со5 1;. хъ--28 cos 11—2-’ . 

т. е. 

хе А Г ,„„,„„,- 3+ 8) в-»/в(Г —1). 

60. Решете кубичните уравнения: 

а) х34-9х--26-:0; г) x3+4+6x24+30x+25=0;  * 

6) x°+4-12x+63=0; i) x°—38x*—-3x4+11=0; e L 

в) X°—3x+1=0; ε) X3+3ix2—3 (14 20)x+10—51=0 
. . 1y s 
Отг. а) xp=2 Xps=14% {3 6) x1=—3, Xga— ‘2—(3:!:'\,3)3 . ' 

в) xy=2¢cos 40°=1,5320888, . . . „Ха-<2 со05 160°=—2cos 20°= 

=—1,8793852, . . . ,x3=2 cos 280°=—0,3472064...; ) xy=—1, 
. " 3 38 4 

| χε.’ε:-ξ-(-ι +А8); х) жа =1—{2—VF, rpg= 

- O, Ay I ol bl ) ! 
€) x,-:xzs—:l —2, xg——2+l. | 

61. Нека хр Ха Χ о8начават корените на уравнението ж+ 

+px-+g=0. Докажете, като използувате формулата на Кардано,че 

(=% (ъ ка) (уе не ара-274. Г 
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62. Покажете, че кубичнато уравнение х24-рх4-4-0 може да 
<е реши алгебрично, като се представи във вида 

) , а(к+«2-+6(х+6)-0. 
, 63. Решете следното уравнение OT четвърта степен 
, χ ἀχϑ χ. 8--Ὁ, ' 

, Решение, Ее приложим метода на Декарт, като предварително извър- 
лиим транефармацията хеу4-1, Трансформираното Уравнение е 

" Y 5у2-.бу-5-0. 
"МИмаме и 

5у ву ее( иуч-о уе --цу--о), 
жъдето U, ᾽ M Uy се определят от системата 

и 24-0--и 5 
(010) ==6 
vo,” " =—5 

Karo елиминараме vH vy, получаваме следното уйзвнение за и : иб;10ц4+45и9-. 
--36--0. Полагайки u®=z, получаваме резолвентнота уравнение 

#3--10224-452-.36--0. 
! 

Един o1 корените на последнота уравяение е Ζ,.:--1, откъдето намираме п--:1. Палучава ме квзадратните уравнения 

PP +1=0 и yy_5—0, т 
1 чиито корени Yyg= 5 {--ὶ - ἰν8}, уЗ,4=-;-(1 3421) удавлетваряват трансформи- 

фаното уравнеяне )1--5)2- бу--5--0. И така корените na даденото уравнение са 
1 аА 1 Μ 

Ха Ура-+- 1 Т(Н:Ц/з ) Xga= π 105 VD). 

64. Рештете уравненията: 
а) x4 2х34-2-1-0; " Β) χ ἐδχθ Ὑχ Θ χ 9-:0; 
6) хе4-8х34- 15x2—4x—2=0; r) 4x*+16x3+-32x2+8x —39=0, 

Отг. а) Ky _;__(1 + (5), еце ἑ(ι 1) 6) жра 

а 

4 Ἣ " WA Σ, - Ξ πρστϑαγδὶ ) ме 4 [8--ὐὁ ἘΝ ае 5 ) 
1 - 1 " ъще {3+ 5 iiJ34—6‘/5 1) къе (3 +AJ17), 

енне »;-(111 V7). А 

65. Решете реципрочните Ууравнения: 
а) X222+ 1=0; 
6) 1254+ 4x°—21 %+ 4+ 12=0; 
в) 8x°—11x5—xt 4 x? 4 11x—3=0; 
г) X7—3x0-4-2x4 4. 2x2—3x%4-1=0. 
66. Докажете, че реципрочното уравнение : 

χ ааа ς +a,,{c"+. wtax+1, п>?, 
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у цц 

с реални коефициенти, за което |@,)=2, има поне една двойка 
нереални комплексно-спрегнати корени. . | 

Решенне. Лявата част на уравнението маже да се представи във вида 
¢ (X)£(x), където - ͵ 

@ ==X Xx—x)) .. . (е By xm—2p . D, 

1 1. 1 5, - 1 
ве Sy e B ( - } ὶ e 
Kato приравним коефициентите npen Χ, ще имаме 

4534 ч.. + B3 1<-а в 
Последното равенство при реаяни by, v=1, '2, Π ζὶι,,'(2 OYEBHINO е невъз- 
можно. Следавателно не е възможно нсичките корени xl.',xg. .. „Ка (а worasa 
п by, by, . .. 6) да са реални числа. В случая, когата a,=+2, е неабхолимоа 
да имаме b= 1, by=by=bg= .. . =b,—1=0 и твърдението е ачевидно. , 

67. Нека f(x)=x"+@x*"1+...4a, е полином с реални Koes 
фициенти. Докажете, че в интервала (—2, 2) има пане една TOY- 
ка хь 88 която М(ж)>2. 

. 

§ 5. РАЗПРЕДЕЛЕНИЕ НА КОРЕНИТЕ НА АЛГЕБРИЧНИ 
т УРАВНЕНИЯ С КОМПЛЕКСВИ КОЕФИЦИЕНТИ г . N . 
Горни граници 3a модулите Ha корените, Нека 

. " =X ча . -, 
€ полином ¢ комплексни коефициенти. Всяко едно or следните 
Числа: " : 

ι 
ι %0 

6) p+max ἳᾧΐ, k=1,2,....m0>0; - 
Н 

в). 2 шах \’[’—Zn"-—l, *=1,2,....1 

ket И . гау 1 . 
г) l;;‘l+max -[—E’l‘—i, k=1,2,...,n, 

а) 1+max Ai!, k=1,2...,5 : К. 

е горна граница за модулите на корените на уравнението 
70 γΞ0, . \ 

Въпросът 32 намиране на долна граница 33 MOAYIHTE на KO- ' 
рените се свежда към намиране на горна граница за. модулите 
на корените на реципрочното уравнение 

и x"f( -ξ-):ο. 
Теорема на Гаус--Люка. Нека f(x) е полином с комплекс- 

ΜΗ коефициенти. Всяко изпъкнало множество в гаусовата равнина, 
което съдържа всички корени на уравнението у 

Jx)=0, 
съдържа и KopeHute на уравнението f(x)=0. R ' 

----Ἐ-- - 5ὅΌ υὄ- Θ ΡΘϑΘϑ 5 Ὁῦϑ.Ὁ ὁὃὖῦὅπ΄ἝΌΟὍὃἝὃὃὍὃὖὃὁ͵ὋῬΌ ес а



Теорема на Лагер. Нека f(x) е полином от степен n=1 и Е 
е произволна точка ΟἹ гаусовата равнина. Всяка окръжност K, 
хкоято минава през точките § и , 

: ) =7 ' 
разделя нулите на / (X), T. е. уравнението f(x) О има поне един 
корен вътре в K и поне един вън 0T К или пък всичките корени 
на това уравнение лежат върху K. 

Забележка. В частност K може да бъде и права и тогава 
или всички корени на уравнението f(x)=0 ще лежат върху K, 
или то ще има корени и от двете страни на K. Например такъв 
е случаят, когато една oT точките Е или Е съвпада с безкрайната 
TO‘]‘{E Ha гаусовата paBHHHA. 

Teopema на Грейс. Нека L e ненулев линеен функционал B ли- 
нейното пространетво на полиномите над полето на комплексните 

числа от степени #7. Да означим с Gi(f) полинома 

акуе Уу () LG, 
»=0 , 

(Този полином ще наричаме полином на Грейс относно функцио- 
нала L) Нека φ(χ) е полином, за който L (p)=0. Тогава всяка кръ- 
гова област D, която съдържа всички Корени на Уравнението. 
Gy (£)=0, ще съдържа поне един корен на Уравнението ф(х)-0. 

Забележка. Както обикновено, тук под кръгова област се 
разбира външност или вътрешност на кръг или полуравнина. Ос- 
вен това уславяме се да считаме, че ако един полином е от сте- 
пен Е<-п, безкрайната точка 2=00 му е п--А-кратна нула. 

Понякога теоремата на Грейс се формулира така: » 
Нека 

e(X)=apx"{-a,x" 1 +... +a, 
. 

е полином OT степен, пенадминаваща п, и между коефициентите 
на +(х) е в сила линейната връзка 

азуа + αχγα--α Ἐ .. o+ 7o =0, 

KBIETO 7, са HAKAKBH комплексни числа, не всички равни на ну- 
ла. Тогава всяка кръгова област D, която съдържа корените Ha 
Уравнението 

}nj(—i)v @), =0, 

съдържа поне един KOPEH ὰ уравнението ¢ (x)=0. - 
Теорема на Хурвиц. За да има уравнението 

а+ах-+ах24...4-ах7--0 
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υ Ν 

с реални коефициенти CBMD корени с отрицателни реални "части, 

е необходимо и достатъчно да бъдат изпълнени неравенствата 

ja,aOOOOO...' , " . 

ς @ 2,20 0 . . . 

s, 0y Q338,09 . «. |50, 2=1,2,3,...,n, 

ал йзанен - - «а , . 

където считаме, че @; =0 при A>n. ! ι 
1. Нека f (x)=a, Ха x* 1+4-...+a, е полйином с KOMILIeKC ' 

ни коефициенти, a,+=0. [Toxaxere, че корените на уравнението 
f(*)=0 ие надминават по абсолютна стойност всяко едно от след- 
ните числа: . 

а) 1+max|—§ok—!, k=1,2,..‘.,n; . Е 

6) р+- тах р„-1!, k=1, 2,..., п, където p € произволно поло- 

жително чиело; / : 

в) 2 max \[lAA в 3 . 

Е-1,9, . ! 

“ 

Рещенние. а) Нека max [- _|~A Тогава при 1х|>1ииаме 

{| - ΊΞ Ὰ A 
„ iz Ianz"l»( — ,,|_,) —iaox"} 

следователно при |x:> 144, 'U'(x)|>0. 
а а : а 

6) Разглеждаме полинома g (х)«-аф X"+ —l-x"—1+--2-x"'—3+. . +—‘;,',‘ 

Неговите коренн ca тачно кореняте HA f {x), разделеци ς ρ. 
Като прнлажим а) 88 g(x), получаваме желаната оценка. 

п 

в) Да положим p—maxy ’ | @& _|. Torasa 
ва . П 

B ак аь 1 к А, у <p. % =pk, γάδαι Sp, шах дрря--а 5,? 

Следователно модулите на корените не надминават 
κ 

ρ-ι-ρ:-έρε2 тах J 

k=1 - 

т) Да положим p=max ‘” Яь ἰ Тогава 

148 “ ι 



аь | «е «а 7 и 
. 1 ка ееае | 

flx|sph-' ааа 140 { 

следователно молдулит“ на корените на f(x) nell}ummanar 

и а! - 

Ν J' С 
1е | 

2. Нека f(x)=x"+a X" ς Δ, € полином с комплексни 
коефициенти и A, B да означават двете най-големи измежду чис- 

я 
лата 1а4, У аз),..., Ма,|. Покажете, че корените на уравнението 
Лх)--0 лежат в кръга х <А + . (Сравнете с т. в) от предната 

задача.) ' . ͵ 
n 

" Решенне. Hexa числата |alwlaz, . - ., ащ ca наредени в растяща pe- 
дица Сь Съ .. сл. Тогава A=cp—y и B=c,. Да положим la,—sf=B"—(0ss= 
=n—1) От равенството f(x) =0 следва : . 

10Ut S s SN PN и - 

къдета р--|х. От последното вследствие на неравенствата ар-а s A"k при 

τῈ И (апл--;--8"-> получаваме, че 

S AP 1L A2+ .. . +фАп-(Вле  дп--5). 

Последното неравенство може да се запише още във вида . 
1—(rd) " 

() lgAr—]__(_—”:—--}—(B’—Al)rl (=tsn), 

където г--р7 и l=n—s. (Bes ограничение на общността можем да с.чнпме, че 

B>0 и р>0.) За да завършим даказателството, ще бъде дастатъчно да устано- 

вим, че при p>A+4-B (г. е. при /<(4--8)-) e в сила противоположното на (1). 

керзвенство и ͵ 

1-—(rA)* . . 
ι ὦ 1>Ar _f;(TA)-_"’(BI"Al) Ξ ἘΞ Ὶ , 

Последнато неравенство е еквнвалевтно на sepaéenqfioro 

(3 1> Ar 2234 . . . + A (BI—AlrL. 

Понеже дясната страна Ka(3) е MOBOTORHO растяща функция на/ B yprepsana(0, 

++co), ластатъчно € да установим, че меравенството (3) е нзпълнено при F=rg== 

«(А--В)-1, откъдета ще последва, че та е вярно и при веяко 7 €(0, 7). При A=0 1 
и #>B-1 (3) очевидно е напълнено, така че можем да считаме, че А>0. При 

r=ro и Т=!г 1, (3) след известни преобразувания ,добнва вида 

4 “1 1 " #-1 

@ ε > @A | 
За pa докажем, че неравенството (5) е Bapnp при всяко #21 п 1:58:5п, ще от- 

бележим, че вслелдствие неравенството ' 

' ἐ γ' ἐν - 
Θ ( ТЕ ) 5( l+t) . . 

задачата се свежда до доказателството на (4) при 1--!. С други думи, (4) следва 
от (5) M or неравенството й . 

ка а τ ς 
7> gy ατεη ¢=LiED с 
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Последнето неравенство очевидно € изпълнено при t=1, а при £>1, какта есл- 

ΠῸ се вижда, е еквивалентно с очевидното неравенство 

ачзн--нз>- ς 
< това дОКНЗЕТЕМТВОТО е ЗЯВЪрШенО 

3. Нека / (х) ax"ta x" . Ἐ Ω» αοα,:}:Ο ге полином с 

комплекснви коефициенти, Покажете, че модулите на корените на 

уравнението f(x)=0 не надминават всяко едно от следните числа: 

. ς - 

8) 1+\!max1|—:%l , Еуе , , 
΄ 

. 

5) р-ц/тах _‘,i, k=r,...,n, където p>>0 € произволно; 

<еу П. 

Упътване, Вж. решението на зад. 1. 

4. Покажете, че модулите на корените на уравнението 

700д-аж- " 4. +0,=0 
не HAAMHHABAT единствения положителен корев на уравнението 

¢ (X)=box"— b x"1—...—b,=0, . 

където b; ca произволни числа, удовлетворяващи условнята 0< 

<6, g]aof b=zla), i=1,2,...,n 

Рещшеяние. Имаме 
А 1 b, 1 

е ев (T3 =+ е В |8Че . 
«откъдето се вижда, че изразът в скобите монотонно расте при x>0, като lim ф(х)< 

x40 
= 00, fim¢(x)=1. Следавателно уравнението q:(x)—o има точно едни поло- 

«Х-9со 

жителен корен Е. (Гова следва също и ΟἹ теоремата на дшрт) По-нататък при 

14 >Е имаме | 

μα ξφμῦ»ο. О . | 
5. Докажете, че "всички корени на уравнението 

A .Я An ; ι 
2а + z_a2+--.+ 7—a, 0, 

където KOMIAEKCHUTE числа A, и @, Уудовлетворяват условията 
AED, Е-1, 2,...,Щ а-ай Ξ ΣΌ, k=2, 3,..., п, лежат в кръго- 
вата област . 

o еайе (ЙА”?[ )....' , й Δ Λς 
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Решевие, За удобство да приемем, че 4:-0. Нека Е е произволен ко- 
рен на разглежданото уравнелие. Тогава ще имаме х 

π 
.41 _Ak ._,_]__._ ͵ 
E , 1—fag 1 , 

k= 

откъдето получаваме , .. 

| XY ε' 1 1Ay Н Ν Ὸ Ο 1 
ξ -Σ|α͵,|᾿ ἱἱ-περ " РА ” 

Без ограничение на общността можем да ΠΟΠΥΟΜΈΜ, че Е -<7. При това предпо- 
ложение OT горното неравеянство следва . 

- „ n - 

ЕАе Y etz (i Г “ 
. 

k=2 k=" 

с което дОКдЗдТЕЛСТВОТР е завършено, 

6. Докажете, че корените на уравнението 

- = 
, 

където комплексните числа Py, @, удовлетворяват условията | 

к 

2р,= L g1 (k=1,2,..., m), 
" - k=1 . ” 

лежат в кръговата област \ и 
΄ . т 

᾿ ξΖἱξ(Ι + Σιρ,͵|)᾽᾿’ 
=y 

Упътване. Използувайте предната задача. 

7. (Прецизиране на ,"резултата от предната задача.) Всички ко- 
рени на уравнението 

kel ῃ 

където комплексните числа Py, а, удовлетворяват условията . 

Zpfil, =1 (6=1,2,..., m), 
k=1 

, - 
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„лежат в кръговата област 

ι:ιὲ(ἑ « |“ 
ι k=1 

P ешение. Да допуснем, че не всички р са положителни, # A2 ΠΌΠΟΚΗΜ 
т 

c=Zka{. Toraa очеви дно ще имаме σ»]. Heka го е корен на даденото ypas- 

k=1 - , 

енне и да допуснем, че !г,|<а-?. Както ще вядим по-нататък, това допускане 
ще нн доведе до протяворечие. УС“ЮВНЕ“КО, че Ζὺ € корен на даденотс Ууравие- 

HHE, може да се запише във вида 

1 

. ” | 7 ' - S YT | 
! k=1 ' . 

«където Ep—=(apw—1)—1, τὸ Ξ Ζρ- . Да разгледаме трансформацията E={H~—1)"% Посе 
„педиата изобразява кръгова област ( >а в кръга [E—c|<r, където с--(02--у71 
Ἢ r=q(c®—1)-1 Cnopen допускайето |7} <c-l, т. е. || >с н вследствие на πὸ- 
равевствата (аА|21, k=1, 2,..., т, имаме |ака| >а. Следователно |5g—c| <r. По- 

т 

4 
жататък лесно се !ЮЯУЧЕ:ВЗ, като се вземе пред Βὴμ още Η Ерд=1, че число- 

и k=1 
т 5 

то Ve ΣΡΒξΙ: трябва да удавлетворява неравенството 

k=1 ' ' 
- В т 

| Wed<r ЗУпринеци--ау 
=N 

1 1 достигаме На щом кото 20 € KODEH Ha разглежданота уравкение, то V= 

до абсурдното неравенство ' , 

[—1—gj=o¥e?— 1)1 <оЩой--а)-. 
И така долускането, че даденото уравнение нма корев в кръга 

т 
/ —1 . . 

щ< (ΣΙΡμΙ) „им доведе ἈῸ прогиворечие. ᾽ . , 

#51 , 

᾽(Ξ:ψ'-ιππτ. когато BCHYKH рл са положителии, може да се разгледа аналогиче 

ἯῸ Ma предяшкния ΗΠῊ пък да се сведе към иего чрез малки H3MEHEHNS жа Да 

KATO се изнолзуват п.абраженвя 34 непрекъскатост. 1 

. 8. Нека p(x) e полином OT степен, ненадминаваща n—l1, и 
P(X) е полином OT CTENEH п, YHHTO нули ар йм...:йл са прости и 
лежат извън кръга |#|<”. Докажете, че корените на уравнението 
Ф(х)--0 лежат в кръговата област ” 
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” 

Зе) 
. k=1 ' . 

Упътване. Използувайте резултата от предната задача, като вземете пред. 
вид, че съгласно инитерполационната формула на Лагранж корените на уравнение- 
то <+(«)--0, които не анулират Р(х), удовлетворяват уравнението 

k=1 

P ) ( СС ТС Ρ . . 
Рщ \ Lo @ Plagey " φίῃ) " 

#Ж ῃ 

9. Нека f(x) e полином ΟΥ степен, ненадминаваща n—1, и 
907 1, Фр.... Фл са корените на биномното уравнение X"=1. До- 
кажете, че корените на уравнението f(X)=0 лежат в кръговата 
област , ' 

1 n—1 N 

i ΠΌ Ρ Уе |”. 
£=0 

, ι ͵ 
ῃ 

Упатванг, Използувайте предната задача при Px)=x"—1. 
10. Докажете, че всички корени на уравнението 

«а χ. e, x" =0, . 

лежат в областта " 
! 1 

izl ol o+ ) T . κ-- 
Ynamsane, Използувайте предната задача при #=nt4-1, като за Σ{{(ω,,)Ι 

᾿ #0 
приложите керавенството на Бунякавски .. и 

n-1 L - п- я-Т " 

DN ER N YL ; 
! а! = Ξ 
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и вземчге пред вид, че 

n—1 

) Zlf(wk)"’.=fl(!ao‘2+:a_1:2+ - oo Не) 
. k=0 ᾿ 

11. Нека ¢ е произволно комплексно число. Докажете, че 

всички корени на уравиението . 

ooy x+. .o x"=0 

длежат B кръговата област “ 

Упътване. Да положим n=m+41 н ф(х)-Дх)-9(1--24 . . +47), където 

#(x) азначава лявата част на ладеното уравнение. Очеводно при v=1,2,...,n~1 

нвмаме Κ(ων)--φίω, | й f(wg)=w(l)—ng. Съгласно зад. 9 Kopemure на урав- 

нениета 7 (х)--0 ше лежат в областта . 

к ,.—_1'-" ὍΝ - (1 A0 . - 

- Щ») @l ἰφ Π ΕΠΡΟΣ 

ФОстава да се вземе пред вид, че 

m ᾿ ка 
- 

=Y o it |Уе 
0 =1 А -- 

и N 
" 

m т К " 

Σ'Φ(ων)ιέ(’“-Η) / Егф(шл:2=(т+1) 2[а„-4.2. 

12. Докажете, че корени.те на уравнението 

x4 x4-1=0 ᾖ 

лежат в областта . 

ае D(md—1| +|m 42~ 

Упътване, Използувайте npeanara задача %ри g=1. 

При разглеждане на въпроси, свързани с pasnpelesenue Ha 

нулите на полиноми, е Уудобно комплексната равнина да се pas- 

глежда допълнена с една несобствена безкрайна точка, която се 

означава ¢ oo, ΠῸ дефиниция приемаме 
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а--оо тя QOO=0D, a+0, 0"0»=0, 

οο 

където а е комплексно число. Изразите 0. o5, σοττοῦ, ' не се 

дефинират. Също така често си служим с т. нар. дробно-линейни 

трансформации. В следващиате няколко задачи се разглеждат ня- . 

кои основни свойства на тези трансформации. 

Определение. Всяко изображение на комплексната равнина. в 

себе си от вида - 

НА а “ 

където ad—bc=0, се нарича дробко-линейна трансформация. 

Дробно-линейните транеформации се разглезждат като изобра- 

жения на гаусовата равнина, допълнена с безкрайната точка. Имаме 

δ(ο:ι):-Ξ-, ὃ (--ΐ-):οςἶ. . . 

13. Докажете, че дробно-линейните трансформации са обра- . « 

тими, и намерете обратната трансформация 571 πῷ трансформа- 

цията - , 

ax+b_ . 

q-f—d . δ: x— 

14. Покажете, че суперпозицията 5=233, (т.е. 8 ()-51 (Б„(х))) 

на дробно-линейните трансформации 

. ax4hy . азх+ва 
. Sl.x _'Clx-(-'dlk’ δρ: x— ех йз 

е дробно-линейната трансформация П. 

гу Р 
- cxtd* 

: , 
където ( b =(a, δ (аз 64 ι 

с а) (е ἄμ са 

15. Покажете, че всяка дробно-линейна трансформация може 

да се представи като суперпозиция на линейни изображения х---+ 

—ax (xomomemus с коефициент al, последвана OT ротация На 

ъгъл Arg а), x—sx+b (транслация на вектор 6) и дробната 

1 
трансформация л--»-- (инверзия спрямо единичната окръжност, 

ι 

придружена от симетрия относно "реалната oc). 
пътване. Използувайте тъждеството , 

ах+В8 а ad—be ~ 

ὰ ¢ εἰχ " - Ν



—_—_— e 

ι 

16. Покажете, че всяка дробно-линейна транеформация пре- 
образува окръжност в OKPBIKHOCT (при това правите се разглеж- 
дат като окръжности, които минават през безкрайната Touka) 

Решение. Като вземем пред вид резултата от прелната задача без or- 
1 

раничение HA общнастта, можем да рв;чглелвме само трапсформапията Χ-’Τ' 

Нека К е окръжиост с уравнение |х--хо =r. Последното уравнение може дасе 
1 

, 
запише във вида ix¥2—2Re хХ-|хо2-/?. Като заменим х с — И се освободим 
ΟἹ зиаменателя, получаваме. 

" 1 
1-- Р 2 Ве Boo—+-(ixg>— r2) x{2=0, 

T. € 
1—2Re xgx+(1x02—£3)} х 2=0. . 

При |хо +еъ т. е. KOraTo дадената окръжиост не минава през иачалото, послед. 
ROTO, уравнение добива вида 

' хо 1 
|x2—2Re ταρ - " ху w:fl. 

Тава е у ение” На окръжност с пейнтър ——0 и ς - τὸ Ууравш кръ: P Tro =77 радну o, = 

При !хо|--” дадената окръжност мииава през началото и се трансформира 
в правата с уравнение I—2Re хрх--0. 

Па-нататък, ako K е права, иейното уравнекие може да се запише ΒῈΒ 
вида 

. мИ 1—2Rexgx =0 

и с помощта на разсъждения, аналогични на горните, виждаме, че тя се транс- 
формира B окръжкостта с уравиение" |х--хо|--|х0. 

Накрая, ако К е права през началато, както лесио се вижда, тя се upect- 
разува в симетричната й относно реалиата ас права. 

17. Покажете, че при дробно-линейнва трансформация всяка 
кръгова област се преобразува в кръгова област (при това под 
кръгова област се разбира вътрешност или външкост на окръж- 
HOCT или полуравнина). . , 

Следващите няколко задачи съдържат доказателства И някой 
приложения на теоремите на Гаус--Люка, Лагер и Грейс. 

18. Теорема на Гаус---Люка. Нека /(х) е προμββόσθη полинам 
ΟἹ степен #::1, Всяко изпъкнало множество, което съдържа ну- 
лите на полинома f(X), съдържа и нулите на производната Κ12). 

Доказателств, Нека с е произволна иула иа Т() χ xo ... Ха 
«а пулите μ Длх). Ако полиномът f(X) има кратинк нули и с” съвпада с някоя 
ΟἹ тях, твърденнето е OYEBHAHO, поради това можем да предположим, че c:}:x;. 
#--1,2,....п. ΟἹ тъждеството 
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. 4 
получаваме и Н 

п . 
1 

Zc—xf"' й 
, k=1 Я 

Паоследнота равенство може да се вапише въп вида 

ῳ ' c=mek. . { 
където L’ 

π -1 

' 1 1 

Понеже pp>0, £=1,2,...,n к Σρ,,::Ι съгласно (1) точката с ще при- 

” k=1 . 
надлежи на всака #зпъкнало множество, което съдържа тачките Xy, Xa, - «« „К 

19. Докажете, че уравнениею, ῃ 

) cx"—x+1=0 | . 

има" поне един корен B кръга |х-1|#1. 
1 

Решение. В даденото уравнение да извършим трансформацяята у=?- 

Получаваме уравнението 
W=yt 1e=0. 7 

Да допусием, че корентте иа даденото уравнение лещат в областта |х-1 ;>11 

Лесно Се вижда, че тази област се изобразява при травсформацията у-ед” ? в 
1 

полуравнината Вехк< ра Съгласно теоремата ца Гаус — Люка всички коре- 

ни на ΠΡΟΗΒΒΟΛΗΟΤΟ уравяение 

пуп- аул 
1 ¢ 

ще лежат в тази полуравнина. Един от . корените ofave е равен на l-——n 

. 1 
W очевидно той не лежи в полуравнината Rex <. 

" . 
Методът на доказателствато позволява да се твърди иещо. повече, а имен- 

‘n = ” 

—on=1y Ι“ {τ- ́ 

20. Теорема на Jlarep. Нека f(x) e полином от степен 7, 

Всяка окръжност K, която минава през точките Е и E-—;E'—-'-},)}(?» 
. ” 

където ξ е произволна точка OT комплексната равнича, разделя 

кулите на f(x), T. е. от двете страни на K има поне една нула на 
Лх) или всичките нули Ἠδ f(x) лежат върху K. 

#0, че уравненпето има понежедии корен в KPBFag|X- 
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» Доказателство, Нека Xy, Χρ « . .,Xp да означават нулнте на Дх); 
тогава зависимостта между Е и ' Може да се запаше във вида 

, 

и . 
окръжиостта К се изобразява в окръжност K’, която MEHapa през безкрайната 
точка,т. € в права. Имаме 

. " (ξ’]--ἔΣα . 

) 1 

͵ 

1 

OcraBa да се B3eMe пред вия, че всяка права K, минаваща през центъра на 
тежестта ЩЕ) на точкате и(х1),. . ., и(х,), разлеля тези тачки, T, € от две- 
те страни на правата K' има поне ΠῸ една OT разглежданите точки или всички 

те лежат върху K. 

21. При означенията от предната задача намерете £ при E=o0. 

er. ξ-- -ἔ-(χι-ι-χῄ- .. РХ) 

- " й 

22. Покажете като следствие от теоремата на Лагер, че всяка 

права, която минава през нула на полинома f(x), разделя нулите 
на Дх), стига разглежданата нула на f(x) да не е нула на f(x). 

Упътване, Използувайте факта, че при / (5)--0 и f()4-0 имаме §'=co. 

23, Докажете теоремата на Гаус--Пюка като следствие от 

Предната задача. . 
24. Ако нулите на полинома Дх) лежат в кръговата област D, 

то нулите на f(x)—cf(x) лежат в обединението на областта D и 
получената OT нея чрез транслация на вектор пс област D--nc, 
ΚΈΡΕΤΟ п € степента на полинома f(x). 

Решение. Ще използуваме теоремата Ва Лагер. Нека Е е корей на урав- 

нението Лх)--с/(х)--0, Без ограничение на общността можем да считаме, че Е 

„ не е иула ка /(х) и следователно f'(E)+0. 3a точката {'= -—-'}J::—g съгласно pa- 

венствота f(E)— с/ (Е)«0 получаваме E'—E—ne. Axo допусием, че ξῈ Ὁ н ξῈ 
D--nc, вследствие на последното равенство ще имаме £ D. Понене двете τοῦ- 

κα Е н £ са извън кръговата област D, през тях можем да прекараме окръжност 

K, която също да е извън /). Но по теоремата на Лагер окръжиоста А трябва 

па разделя иулите ἨΔ Дх), което Ппротиворечи на условяето, че те лежат в D. 

25. Покажете, че ако Дх) е полином, всички нули на който 

са реални, уравнението f(x)—cf(x)=0 също има само реални ко- 
" ΤΝ 

рени. ς . 
Vnsmsane. . Приложете резултата от предната задача веднъж за долната и 

веднъж за гориата полуравнина, ограиичена от реалиата oc. ᾿" 
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26. Teopema на Пулен--Ермит. Нека f(x) и ¢(x) са два по- 
линома, които имат само реални нули. Покажете, ре уравнението 

φίξ) =0 
също има само реални Корени. 

. 
Упътване. Приюжете няколко пъти резултата от предната задача, като на 

< давате последователио стойности, равни на нушпе на полинома +(2). 

27. Докажете, че ако ypaBHEHHETO 

аХае . . . +аа0 

има само реални корени, тои уравнението # 
. НН дп-1 

- а„-щ-+а, et a,,——=0; 
. “ 

Мма само реалри корени. 

Pemenue. Ще приложим -теоремата на Пулен --- Ермит, където Длх)-д“ 
M +(х) е лявата страна на даденото уравиение. Имаме 

φ ( ,;;)/(х):а„лт(х)+в.;(п-->(х)+ 2. а! (ao—l',l—+a1—1’—f+ e 
п 

а ) 

Съгласно теоремата на Пуден ЕРМНТ последният поляном има само реални ну- 

, откълето н реципрочният му NOJHHOM има само реалви иули. 

” 28. Покажете, че всеки полином, който има само реални ну- 
ли, може да се представи като средно аритметично HA два непро- 
порционални полинома от същата степен със само реални нули. 

Решение. Нека « е произволно реално число. "Съгласно зад. 25 полино- 
мите Дл)-а/ (х) u.f(x)+ef" () имат camo реални нуля при условие, че пе 
има само реални нули. Имаме 

леу e+ ) koo ей)е 

Ясио e, ue полиномите Л() и fy(x) ие ca пропарцконални η fix). 
Ὅτ рещшението се вижда, че aKO полиномът f(X) € нормиран CLC старши 

коефициент 1, 1o я ποπββόμητε Л(х), /.(х) имат същата иормировка. Освен това 
при достатъчно малко « полийомите fi(x) Ἡ /(х) ще бъдат произволно близки до 
ποπηπομα fx). 

29, Нека Дх) е поливом оТ степен 7, всичките нули на кой- 
то са по модул 21 и нека въ o са произволни числа, подчине- 

ἨΜ на единственото условие -~=i:1 Покажете, че всички корени 

на уравнението щх],(х)-осг/(х) 0 лежат вобластта χ η 
-1 

(l, \l—n . . . 
. oy ῃ 

Решечние, Нека Е е корен на разглежданото уравнение, т. е. 
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„ а ЕУ )=l (Е). - - 

"Ца донуснем, че П. . 

Ll [§|<ln|§[<‘l—na2 R 

Or условието следва, че f(£)3:0 и Torasa и f(§)40. Ще n3nonsysame Teopemara 

на Jlarep. 3a точката §'=f——;=— получаваме ! - . . 
по 

. и схедователно 

1—n 
2 1#1< 

΄᾿ 
2” 

g . ΕἸ |1—n"‘ 
а 

1-1 Γ 1 . 
аз . 

| 
” Понеже двете точки Е и Е лежат в единичния кръг |« |<1, през тях мо- 

жем да прекараме окръжност K, която също лежи в този кръг. Съгласно тео- 

pemara на Лагер тази окръжност трябва да разделя WYJHTE на полниома Лх), но 

това противоречи иа условието, че всички те са извън единичевия кръг. 

“ . Μ 
30. Нека Дх) е полином от степен 7, всички нули на който 

лежат във венеца г;[х];“:?, и нека @y, «а са произволня числа, 

подчинени на условието 71 -ξ- 1. Покажете, че всички корени 

на уравнението «) х/(х)--«а.ДхХ)-0 лежат във венеца 

{ oy [--τὶ α,1-- 
г παϊη[{,}1--.5:. ) Ξ Χ Ξ шах (1, 1--1-2- ч ) shel=Rmax (11— . 

Упътване. Изнолзувайте решението μ предната зацача.” 

31. Нека полиномът f(X) има всичките си нули в единичния 

кръг |x|=1 и нека една ΟἹ нулите му Е лежи по ковтура на то- 
зи кръг. Докажете, че производната / (х) има поне една нула в 

£ 1 Щ - 
кръга Ι;χ--ἷὶξ-ἷ.ἰ „ ᾿ - 

Pemenne. Hexa fix)=(x—£) ¢(x). Нека п азвачава степевта на J(x). Имаме 

7 Θ Ξφ 7(6--24 (6). " 

Ще приложим теоремата на Лагер 38 точката Е н поликома 7Δ. 3a съответна- 

_n=1r @) . 
Τθ 

, Τ. е. 

„ e U . Ξ 
ξ Ξ ξ 275 ' 

. L} 
Ако Е пежи в разглеждания кръг |.1.-- -ξ- Ιε-ἷ » както лесноследва OT тео- 

та точка Е” имаме Е/--# 

7 ремата wa Лагер, полиномът f'(X) ще има поне една нула в TO3H кръг. Затова 

да допуснем, че [ξ΄ -- ξ >1.Cera да прилажим теоремата на Лагер 88 полино- 

ма @(x) и за същата тачка . За съответиата точка 5“ имаме 
- 
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#( ~ 

'--ξ-| >1 ще следва, че Получаваме 2E°—E"=<f и от допуснатото неравенство 

Е” |>1. Тогава през точкаите Е и £ ще можем да прекараме окръжност K, коя- 
10 съдържа изцяло единичния кръг | x[=1. Съгласно теоремата на Лагер из- 
вън тази окръжност (с изключение на травиалния случай, когато всички мули на 
ф (%) съвпадак с ξ Η когато твърдението на задачата се проверява директно) ще 
има поие една нула иа @ (х), което противорсчи на условиета, че иулите на ф 
(х) лежат в кръга |« |-1. : ς - 

В следващите няколко задачи с P, ще означаваме линейното 
пространство над полето на комплексните числа, състоящо се от 
всички полиноми (с произволни комплексни коефициенти) ΟἹ сте- 
пени, ненадминаващи #. . 

32. Heka &:x— ἵ;ἶἕ е дробно-лннейна трансформация. 3a 
- ὑχρ 

произволно /6Е Р да положим ὃ fx=(cx+d)*f ('5—7-5)' Покажете, 

че изображението 8:f—8f е линеен оператор в „пространството 
P, : . и . 

33. Нека 8, и &, ca дробно-линейни трансформации н f¢ P, 
Докажете, че (δι ο 6,)/--8,(6, /). (Ще припомним, че 5,03, означава 
суперпозицията на изображенията &, и 5y, Τ. е. 8 08,(x)=2,(35(x)).) 

34. Нека ХР и хр Xy . . . ,X, са всички (собствени и несоб- 
ствени) корени на уравнението f(x)=0. Покажете," че всичките 
"корени на уравнението 8f{x)=0 са 571 (х.), 8-1(х.,),. . -,#8-(х,). 

. Забележка. Ще прйпомиим УусЛавяйето, че ако степента Е на f e<n, 
70 безкрайната точка со е (п--Е)-кратен корен на уравнението f(x)=0. Напри- 
«„мер при f{x)=x kopennre ca x,=0, Xo=Xg= ... =Xp==c0. Като направим Tpauc 

формацията 8: x—+ 7‘1’_, имаме ὄπεχ, - и кореняте на трансформираното урав- 

нение x"—1=0 ще са хр--00, Xy'=X3'=. . . =x",=0. 

35. Нека L e линеен фуйкцирнал B пространството P, Пока- 
жете, че изображението L, =Lo3, дефинирано upes ’ 

, Ly : f—L(Ef), , 

също е линеен функционал. . 
36. Нека L е линеен функционал в пространството Р.. С () 

означаваме така наречения грейсов полином -на функционала L, 
т. е. ! 

ф ак Ца--ху)- У =1y Θ L. 
=0 . 

и 4 . 

G, ()--478-а(6, 
JHoxaxeTe paBeHCTBOTO 
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” ах+# . “ Н където 8:х- ς произволна дробно-линейна трансформация с сх+а 
детерминанта A=ad—bc. , 

Решение. Имаме ' и 

Gy =L, (Е--ж--. ((ех+а)" ( --”х”)")„ сх+а 

ЪТКЪДЕЮ 

" at4b  ах-+бу ' 2G,, (9-1. ( (et rayiextay ( 2 „»хд) ) 
т. е. ) , 

| δαι, (0л Lt — хле-А"аца. 
Karo у,мйожим ς δ᾽ 1 отляво, получаваме . . 

Οἱς (=am2—1(t—xy., 
87. Теорема η Грейс. Нека L е ненулев линеен функционал 

в пространството £, и нека /) е кръгова област, която съдържа 
всичките . нули на грейсовия полином Gy (f). Тогава всеки полином 
Ρ за който L(f)=0, има поне една нула в D. 

Доказателство. При n=1 и fix)=axyb имаме 
ῃ 

/ ШЦ--ащцх)+ ЦИ и GL(t)=L(l)t~'L(x), 

OTKRAETO следва, че при L(f)=0 уравненията fix)=0 н GL(f)=0 имат един и същ 
корен, така че в този случай твърдението е очевидно, Нека сега твърлението 
с доказано 38 п--1. Да допуснем, че твърдението не е нярно 88 /1, T. €, съще- 
<ствува полином 7ΈΡ,, 34 който L(f)=0, но всички корени Xy, Xp, . - ., хл на 
Уравнението f(x)=0 nexar извън Кръговата област D), която съдържа всички 
нули by, &y, - . . iy на Giff). Нека # е дробно-линейна трансформация, 33 коягсо” 

3{xp)=00, например a(x)s-} пе Да положим 
еа 

Li=L; а Dy=¢(D), =21/ 
Ὅτ предната задачатимаме и - й 

, Сц (е (ἢ, 
откъдето следва, че корените на Ууравнението С:(4--0 са точно 2(4,) и следова- 
телно те принадллежат на нръговата област./),. По-нататък кореннте на поляно- 
ма ЛА(х) са.8(х1), 8 (хе), . . ., 2{Xxp)==00, които вследствие на направеното пред- 
положенне не лежат в Dy=¢D). В частност Р) не съдържа безкрайната точка. 
и Следователно кръговата област Dy е изпъкнала: Имаме | 

Ό - ϑϑτεεβ)εεῖ(οδ -θ:- Ἐ - 0, 
НПонеже полиномът Л има една нула в со, неговата степен € по-малка от 7, т. е. 
можем да разглеждаме полиноема Л като елемент иа Р с нули 3(xy), 8(2), 
-y 8(x;—). Нека 1 означава линейния функционал Ly, разглеждан върху под- 
пространството P, . Да "намернм грейсовия полином ;. Имаме 

ι 1, d 1 d , GO = ey ==Lt - - Ly G (=P = С0. 
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А 
ῃ 

Съгласно теоремата на Гаус --- Люка всички иули на Ο лежат в изпъкна 

лото множество /)). Понеже {(f1)=0, съгласно индукционното предположение Л 
бва да нма поне една нула н (), което е противоречие. 

38. Друга формулировка на теоремата на Грейс. Нека за 

полиномите . 

T=a+ Qi xt ..+ ax, . 
еч ρρ)αδοε(β διχο (D by 

е изпълнено равенството Н ' 

G0, (DB byt <.е Ἐ - ааа by (1) а =0 

B такъв случай казваме, че! полиномите f(x) и g(x) ca аполар- 
ни.) Докажете, че всяка кръгова облдаст, която съдържа всички 

нули на g(x), съдържа поне една нула на f(x). 

Упътнане. Разгледайте линейния функционал L, дефиниран с равенствата 
L(xvy=(=1p by—s, v=0, 1,..., 7, и покажете, че 5 (4--С, (4 и L{/)=0. 

89. Нека 

Ἰοξεας ( ax+@a: 2+ .. +(_) a1 2" +a,x" 

€ полином ΟἹ CTeneH f, всички нули на който  лежат B кръгова 
! 

област D, и нека ! 

& =bg ( by - ( By Xk -.. μ Bt KT -, жи 
e полином с нули By, Bav..., Вь Покажете, че всяка ”нула у HA 

„композирания“ полином ᾿ 

λ(γξα,θον ()α, by X+ (a2 b2 X2+ ... Ἐῷ γα, αδ,-α х а bp X7 

има вида y——B,§ където v е някъкъв индекс, а Е е точка от 

Упътване. Използувайте, че ако Ὑ е нула на Я(х). то полиномите Дх)и 

Х”В(--;-) са аноларни. . - . 

40. При означенията OT предната задача да предположим, че 
степените на ЛДх) и #(х) са точно п и че нулите им лежат в,еди- 
ничния кръг |х|<1. Покажете, че нулите ва композирания поли- 
ном #(х) също лежат в кръга |х1<1. 

41. При означенията от зад. 39 да предположим, че степени- 
те на полиномите f(x) и g(x) са точно л и че нулите иа f(x) ле- 
жат в някаква изпъкнала област D, която съдържа началото, а 

нулите на 2(х) ca реални и лежат в интервала |--1, O] Покажете, 
че нулите на композирания полином лежат в областта D. 

42. При предположение, че степените на Дх) и g(x) εὰ точ- 
но 7, века нулите на Дх) са реални и лежат в интервала (--а, а), 
а нулите на g(x) също са реални и лежат в интервала (—b, 0) 
(или (0, 6)). Покажете, че нулите на композирания полином /(X) 
лежат в интервала (—ab, ba) (>0, 67>0). : “ 

- “ 168 
- : 



43. Нека нулите на полинома 

Л)-аах+аж+... +ax" a, 40 ' it 

„са реални, а нулите Ha полинома 

8(х)-6,+6.х+6,х24...+5,х, b0 ͵ 
са реадлни и с еднакъв знак. Покажете, че нулите на полинома : ¢ 

#(х)--або+ау by χ ας by X2k ... 485, 5, X" 
ca реални. - 

« ῃ 

Решение. Най-напред ще покажем, че полиномът g(x)= ( ) ж” има 

π. 

само реални нули. Ще използуваме резултата ΟἹ зад. 27. Полиномът Σ (_)x" 

. 0 

очевидно има само реални нули и следозателно полиномът Σ (") 1 - ” 

' м . Ν ш 
също има само реалнви нули. Тогава и реципрочният му полином 2 Ι'(π) - 

=0 

X"—¥ има само реални нули. Като приложим ome веднъж 3an. 27, нолучаваме я я 

че полиномът (”)fi—xfl—v нма CaM0 реаглки HYAH. Ho носледният е 
ἕ у) υἱέπτον 
0 

1 . , . 
TOYHD - - q(x) И така g{x) има camo реални нули. , Очевидно всички нуди ка 

α(Ὁ ca отрицателнп Като композираме 4(х) и Дх) от предната задача, получа- 
наме, че полинамът 

ap+ (;’)a,x-Q-(g)ae х24+... +(:;) а - 
. ¢ 

има само реални нули. Кампозираме последмия полином с 'g(X) н пак вследствие 
на предната задача виждаме, че полиномът 

#(х)--а, а by х4+-аз by x24 ... Han b, х 

има само реални нули. 

44. Теорема на Грейс--Хейвуд. Нека Дх) е полином от 
степен по-?, за който f(a)={(b). Тогава производният полином 

; а+61 [α -δὶ . 
f(x) има поне нула B кръга жеу |а tg—« 

τ t 
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L 

“ 

Доказателство, B npocrpancreoro Ῥ разглеждаме линейння фувк- дционал L, дефиниран чрез равенството ' 

ь 

N VL= fedx, 
a 

За грейсовия полнном на функционаяа L намираме и 
᾿ сщ щце-уан [ᾳ- - йе еауе 

м а 

. " ) . , 
откъдето 38 нулите ¢, на () получаваме с8 =£;i+n—;i ctg -νἷΐ-,ν:Ι, РИ 

u—1. Съгласно теоремата на Грейс веяка кръгова абласт, която съдържа #, ἐδν 

.. Ел--ъ ще съдържа поне една пула на f(x) (гъй като Щ) f 7 ах-ДВ)- 

“ ΄ ῃ . . а ~f(a)=0). B частност /(х) има поне една нула в разглеждания кръг. г 

45. Ако полиномът f(x) от степен n=% има две нули, които 
лежат в някакъв кръг с радиус R, производният полином ще 
има поне една ‘Hy)_la B концентричния кръг с радиус R cosec —::—' 

Упътване. Покажете, че ако «н В ca две произволнин точки от разслеждання 
« o] π кръг с радвус R, кръгът | X—o0! sL;l—Bv‘ clg τ се съдържа B концентрич- 

! π Β на дадения кръг с радиус R cosec -+ ' 

: 46. Нека fix)=aye"+ax" 4 ... +e, ¢ полином OT степен п, 
всичките нули на KOATO лежат B някаква кръгова област D. По- 
кажете, че 38 BCRKO 2 стойността на полинома Дх) при х-:2 Mo~ 
зКе да се представи във вида Л2)--аДе--Е)", където Е е подходя 
ща тобчка ot (). 

: Решенне. В .пространството P, дефинираме линвеен функиионал L, 88 κοῆτο Lit—x)'=f(f), 1. e. j{t’) съвпада” с грейсовия полином С,(8) на функпоиона- „ла #. Да разгледаме поликома 

A=A~ afz— . . 

HO=R) ().- αρξ(α- Y —flzl—ap f)=0. ” 
Следователно съгласна Teopemara ma Грейс уравнението +(13--0 ще има поне 
един корен x=E в D, 

Имаме 

47. Нека А e комплексно число и /) е областта, ограничена 
ΟἹ две успоредни прави, сключващи с реалната OC ъгъл ~"7:,—+argh 

“ 

Докажете, че ако нулите на полинома f'(x) nexar в D, нулите 
на полинома “ 
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Л) Дх4Й)-уДЯ), [γ{Ξ1, 
лежат също в D. Не 

Решение, Ше нзползуваме теоремата на Грейс. Нека Е е произволна нула на/(х), т. е. fE+h)+1fE—/)=0. Да разгледаме функционала Г.в P, дефи- 
HHPAH чрез равенството Н и 

Δ(φ)πφίξ ΕΜ) Ἐγφίε--ὐὴ, 9x)kPp Г 
Имаме L{f)=0. 834 грейсавия полином С получаваме 

Gy (=Kt 3)1 =t~ E~ НЧ ЩЕ-- ЕЯ 
Корените на уравнението G,(f)=0 очевидно Удовлетворяват условнето | ἐ--- - -δι [-- 
--|#-Е4-Я | и следователно лежат на симетралата на Отсечката с KpaHlla Е--Я н E+h Ако допуснем, че ξ , ще мужем да HaMepHM полуравнина LV, KORTO съдържа всинки Υ̓ΠΗ на ΟἹ (€) и няма обща точки с . Съгласно теоре- 
мата на Грейс в D’ трябва да има поне .елна нула на f(x), което абаче противо - речи на Уусловието, че всички пули на f(x) лежат в D. 

Задачата може да се реши директно и по следния начин. Hexa «Хъ Хее Xn €a нулите на f(x). Тогава лесно се вижда, че отношението , 

Дже-#) фя) x—(orth) απσχεὴ 
fix+h) x—(xl—h? x—(xz-—‘h) Ε Ε 

Ε по moaya >1 ἩπῊ <1, Κογᾶτο ж се намира ΒΌΗ or D. Тева e така, nomexe 
същота твърдение е в сила (при една и съща посока на неравепствата) 38 все- 
KH един ΟἹ множителите 

!!=1.-:2, PP П. 

Следователно 7) не се анудира вън от D, защото Β противен случай би съще“ 
crayBana точка“хе-хъе D, така че Дхъ+)4+(ха-#)--0, т. е. .;ΐ;ἕζἱ; ‘=L 

48. Нека Я е комплексно число и / е права в гаусовата рав- 
нина, сключваща с реалната OC ъгъл %+агв k. Тази права pas- 
деля равнината на две полуравнини Dy и D, и нека /), е онази 
OT ΤΗ͂Σ, точките на която имат аргументи > o +arg k. Докажете, 
че ако нулите на полинома Л(х) лежат в D, то и вудите на nommoma й 

ἈΟ)ΞΑ ΧῈ  ἘΥΚα--ἢ), |у |<1 , " 
nexar в Dy, 

Упътване. Използувайте решението на предната задача. 
49. Нека нулите на полинома Дх) лежат в полуравнината, 

Re x<0 и нулите на полинома : 

«(х)--а Ἔ χ ... +a,x" 
лежат в кръга |х|<1. Докажете, че нулите на полинома 
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" Ν 

аДх--")+... +а, flx—n+2)+ ... +a, fix+n) 
също лежат B полуравнината Ве x=<0. ! . 

Упътване. Приложете неколкократно резултата ΟἹ предната задача, KATO 
давате последователно стойности на Y, равни на корените на уравненнето «(х)-- 

᾿ 50. Нека Дх) е полином ΟἹ crenen 7, нулите на който лежат 
във венеца K:7<[x|<R и а--0 е произволно комплексно число. 
Докажете, че нулите Ha полинома 

f=fen+ar Д) 1у Ν 
лежат в същия венец. 

Решение, Ще използуваме теоремата на Г. petic. Нека ξ е произволна fiy- 
ὰ на filx), т. е. 

- 
Σ i) =0 

“ 32 всеки полином «(ХЖР., да положим 

Цче)=ф(=г>+т(%). 
Така получаваме линеен фуккцнонал L, за който L(f)=0. Да намерим полинома 
G, (t) na Грейс за функционала L. Имаме | . 

΄ 

Gy Lt o 1—-E). 
Корените на уравненнето Gy (=0 удовлетворяват условнето 

[#—aEi=fe| ι-ξ.ι. т. е. ай Г в#--Е . 
« 

Лесно се вижда, че последното равенство е равносилно с |# 115 1. И така коре- 
ните на уравнението Gy (=0 лежат върху окръжност С център в началото и 
грацнус |5 . Ако допуснем, че ξ не лежи във венеца K, ще можем да намерим / 
кръг, който съдържа всички нули на С,(4) Ἡ няма общи точки с K. Последно- 
то обаче съгласно теоремата на Грейс ше противоречи на условието, че всички 
нулн иа f(x) лежат във венеца K. 

Залдачата може да се реши директно по следкня начин. Нека xy, Δ, ... Xy 
<2 нузите на Дх). За всекн корей X=2 на ураввението /(х)--0 ще имаме, 

_flnuennu'm равенство може да се запише във вида - . 
ι 
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или, като положим Z=Xg tk N ще. имаме , . 

1) е it 2 . 

П с | 
. k=1 

>1, когато |« |<1, н 
<1, когато |« |>1. 

Ako | z|>R, 10 |#, |>1 и множителите B (1) са едновременно >1 или <!,т.е- 

38 такива стойности WA < равенството (1) не е удовлетворено. ДАналогично раз- 
. A . 

1 
съждаваме в случая |z|<r. Ака е|--1, 10 = =u, А()--Дах)(14-«24) и тогава 

Ἷ . 2 ) 4 
.. 

твърдението на задачата е очевидно. «-. 

51. Нека нулите на полинома-Дх) от степен n лежат ΒΈΒ 
венеца r=|x|=R и нулите на поликома 

“ Ф(х)--а а ... +a,x™ 

лежат върху единичната окръжност |x|=1. Докажете, че при 
всяко а--0 нулите на полинома , 

()= ае х) +ap @ - 3Χ)-....Ἐ G Дал) ааа 

лежат в същия венец. , м 

) 

Упътване. Приложете неколкократно резултата OT предната задача, като 
на v давате последователно стойности, равни на корените на уравнението ¢(X)= 
=0. . ! " Ἢ 

52. Нека f(x) е полином OT степен #, всичките нули на кой- 
то лежат в полуравнина () с ограничителна права, успоредна на 

“ реалната ос. Да положим ; 

φ(χ)-- 2-- 9 cosax+1?, ' 

" Ω 

където r=0 и |sin a|<-=. Докажете, че корените на уравнение- 
п 

ι 
'ι'()᾽᾽φ(Τ΄;Ξ x)=0, т. е. П 

Ν Ν 

Р(х)--?г cosaf )Ὲ Ἔ το, ' 

лежат също в D. . 

Решенне. Нека Е е произволен корен на разглеждайото уравневие, т. е. 

Ἐ -2ν cos z_xf’ (6)+-/2ДЕ)--0. 

ῃ 

Да положнм ) 

Le)=g"®)—2r соза ¢ E+r29(), PP, , 
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Имаме L(f)=0 и за съответния полином на Грейс получавнаме " . 

С = Lt~ ==ni(r—1) (f—B)"—24 27 сов # n{f—E)T—LL-r2(f—E)". 

Освен (а--2)-кратния корен £=F уравнението G, (f)=0 uma корени f1‘=x1+5 к 
ty=Xp+§, Където X3, Ха удовлетворяват квадратното уравнение 

7% x24-2¢n сова X+ n(n—1)==0. 

3a дискриминантата на последното уравнение имаме " 

A=v.r'3n2 cosZ—n(n—~1)r2 

- 1 , N и очевидяо YCIOBHETO lsml§7= е равносилно с А2-0. Следователно числата P % - 
X1 И Xy €2 реални. Аке допуснем, че Е«Р, ще можем да намерим полуравнина, 
съдържаща точките Е, 4% и Е4-Хъ, като при това тази полуравнина няма 06- 
wH точки ¢ D, Съгласно теоремата на Грейс тя трябва да съдържа поне една 
нула на ὄ(χ), което обаче противоречи на условнете, че всички нули на Л(х) 
лежат в . 

53. Нека Дх) е полином от степен 7, всичките нули на кой- 

то са реални, Докажете, че при r=0 и ]sinrz|§—1— уравнението 
“ . 

РУ(29--Зг со5а f (X)+r2f(X)=0 τ ' . 
има само реални корени. “ 

Упвтване. Приложете двукратно предната задача, xoraro D „съвнада с 
„долвата ἩΠῊ с TODHATA полуравнана, огра;нчена OT peanHata oc. 

54. Teopema Ha Обрешков. (прецизиране Ha теоремата на Пу- 
лен --- Ермит от зад. 26) Нека f{x) е полином от степен r, кой- 
то има само реални нули, и «(х) € полином с реални коефициен- 
™, нулиТе на който лежат в ъгловото пространство 

|аге(х)|<-агс sin‘li- 

Torasa ΠΟΠΗΒΟΜΈΤ φ(-:ἆ) f(x) има само реални нули. 
. 

. а 
Доказателство. Нека <(«)--4ф(х)фа(). Лесно се вижда. че ф (d_f) 

7 φ (ἓ)ἷι(ἵ) кълето ЛЯ(23)--4 (dxiJf(x). Следователно, ako теоремата е B 

сила за полиномите ф() и ф.(), тя ще бъде в сила и за полннома g(x). Поне- 
же всеки полином C реални коефициенти се разлага в произведение на реални 
поличоми OT първа н втора степен, ясно €, че обтщият случай на теоремата се 
Свежда към разгледаните в зад. 26 и 53 частни случан. ᾿ 

Or метода на доказателство , следва, че ако нулите на Л(х) лежат в полу- Рравнината Р с ограничителна права, успоредна на реалната ос, при същите 
. а предположения 32 Фф(х) нулите на полинома ψ(ἷὗἶ) Σ ще лежат пак в D. 
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. Определение. Нека D, и D, са две кръгови области; мно- 
жеството ὍΤ точки 

0214052 и пе еа 
op-fag А . където а и «, са фиксирани положителни числа и точките Ζ Ζς независимо една OT друга пробягват съответно кръгозите облас- 

ти Dy и Dy, ще наричаме средна област ва Dy и D, и ще озна- чаваме с - 
p=_uDitaD, 

- L π ε01 , 

у 55. Докажете, че средната област 

D= o Dy+ayDy , 
otap 

на кръговите области Dy и D, e кръгова. Покажете при това, 
че: 

а) когато Dy н D, са два кръга с центрове съответно в с) 
и сз и раднуси л и г. средната област D е кръг € център c— 
ааае εΝ ἘΝ ey HYyC енне - 
«а и радиу Ч ' 
6) когато Г) и D, са две полуравнини с успоредни ограни- 

ι α, , чителни прави / и / средната област Β:Ἡζἑἰ е също по- 
луравнина с ограничителна права J, успоредна на 4 Ἡ L, като ἐ 
дели разстоянието между Д и I, B отношение αγται. ς 

56. Hexa flx)=fi(x)f{{x), където /(х) е полином от степен т 
- и Х) e полином от степен л,. Нека освен това нулите на fi(x) 

да лежат в кръговата област D), а нулите на f,(X) — в кръгова- 
та област D,. Докажете, че Нулите на производната f'(x) лежат 
или в Dy, или в /,, или в средната област , 

D eDitmD, | 
. D= Ὴ Ὶ 

“ 

Решение. Ще приложим теоремата на Лагс.р. Нека Е е myna на f(x)° 
т. е. 

T16) Θ Θ F2€) =0. 
0 Да допуснем, че & D), Ее ; и Ее D= Яе ,:;::102 , За Съответната точка Eor 

TeopeMera на Jlarep, приложена на полинома fi(X), имаме 

Ясна e, че Ее Dy, защото в противен случай съгласно теоремата на Лагер (като Отделим ξῈ Dy и £’ Dy от Dy ¢ подходяща окпъжност 063 общи точки с 2) 
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полиномът /(х) би” трябвало да Mma поне една нула извън Dy Аналогично за 

+точката . " 

; ) 

имаме £°€ Dy, Получаваме п,Р+тЕ” е (п--п6Б, т. е. ! ᾿ ι 

Ν ͵ ' 
nytm ” И , 

neDyt-ryDy ц 
От ξ'εδι и 5"е .» получаваме Ее---т в противоречне с допускането, 

че ЕЕ Р. и 

57. Нека Л(х) е поливом от степен л и а е k-Kpatha нула на 

f(%). Нека нулите на f(x), KOWTO ca различни OT 4, да лежат изе 
вън кръга |Х--а|< . Да се докаже, че нулите на /(х), които ca 

различни от @, лежат ихвън кръга |х--а<- 7. ι 

Упътване. Използувайте предната задача. 

58. В допълнение на теоремата на Гаус --Люка, която трети- 
ра въпроса 88 разположението на нулите на произЗводната на да- 
ден полином в изпъкнала област, докажете следното твърдение: 

Нека Дх) е полином от степен X, чиито .нули лежат в кръ- 
говата област |х--а|>-г (а-- дадено комплексно число, r>>0); Tora 
ва нулите на /(х) ще лежат в областта 

- Ν 2 Ρ 
етт еа) 

Решенне. Нека Е е нула на f(x). Без ограничение на общкостта можем” 
да положим, че 766)4-0. Тосава Е ще бъде корен на уравнението . . 

1 
, х--ар 

k=1 . . 
, ᾽ 

където @y, йз, ««« &, са ΗΥ̓́ΠΗΉΤΕ Ha f(x). 3a y‘p,oficmo да положим r=1 н а-0 
Като запишем гориото уравнение във вида 

5 

I N P, “ ; 
х х--ар 

k=1 
KBHETO Н 

п 1 - 

1Ny . 
Рае а а) " Pr=1 

k=1 = 

получаваме възможиост да приложим резултата or зад, 7. И така корените B2 
разглежданото уравнение ще лежат в областта 
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Σ 
жее ξ-’Σα-Ι- ЕА (0) 

T € 

. . 7(0) ' , 
. |«е lflo) . 

Да разгледаме два примера. 

а) Нека Дх)--х” и-г--|а | тогава разглежданата област.доби- 
ва вида | х--а|>|а | и очевидно оценката e точна. 

6) Нека f(x)=(x—a)? (x—p)7, където « и В са произволнн KOM- 
плексни числа, и да положим a—-L (@+p) и r=— [α Bl Torapa “ 
за разглежданата област получапаме 

1) Ix—-a{a——] —4| ἰ8--αἰ, n=p-+g, и 88 корените на уравнение- 

та Р(24<-0, които са различни от нулите на f(x), имаме x—fl—"‘TpB 

3a това х в (I) се достига равенство. 
В следващите няколко задачи се съдържа доказателство на 

теоремата на Хурвиц. За краткост един полином ще наричаме 
хурвицов, когато всичките му нули имат отрицателни реални 
части. 

59. Нека . . 

' {(χ):ᾳῃἠ-σιχ-ι-αξχἳ-ι- « Бах”. 

Да положим „ ' , 

| #(х)-а"„-ах+2„х*--.-+(- 1)%a,x". 
Проверете равенствата ка ! ι 

Ρ Ο Ξ Л) ей)е (а), Ἐφ , (Туе 
" 60. При озиначенията от предната задача покажете, че ако хр 

Xgy «а Xp 8 нулите на „полинома fix), то нулите на полинома 
]*(Х) са -Хь 7е чен —x 

61. Нека полиномът j(x) е ΧΥΡΒΗ͂ΠΟΒ, Докажете, че 

0=|f()|<{f*x)] при Вех<О, 
0:Ξ|..}}»}} х) при,Кех>0, . 
0<ЛЖх)|-- УЧх) при Rex=0. “ 
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, . 

Решение. Нека ху ca нулите na полииома f(x). Имаме ! 

͵ я п , R | ! 

sor=ea] [ s =i [ ра чи 
ει 1 

Да положим x=u-+vi, х ;=u;+iv; Torasa от равенството 

'x+x;|2— —x,P=4uu; " 

следва, че при ιιξο Je—xj; <|x+x_,|, откъдето се полдчават желанте равенства 

62. Нека « и В са произволни числа, 33 които |а]>|р,. Πο- 
"кажете, че полиномът f(X) е хурвицов тогава и само тогава, KO- 
гато полиномът 

2#09-аЛ(х)--8/7"09 
е хурвицов. . . | 

Pemewne. Or предната задача и OT неравенствота |« |>|В | следва, че 
ака f(x) е хурвицов, 10 н g(x) е хурвицав. Имаме . 

φἰρλπαρζο. , ἘΟῸ, ! 
CTKBACTO 

7 Ξαιδρ)--βιθ᾽ ) ! Ν ͵ 

. « 

zl:la_.i———] РР » Br= 

Очевидно | еа |>| 8 ,, следователно f(x) е хурвицов. ! 

"63. Нека § e комплексно число с отрицателна реална част. 
Докажете, че полиномът Дх) от степен n>1 е хурвицов тогава 
и само тогава, когато 

' -τ(ξ)κ:β(ἐ)ι . . . 
и-полиномът Ε .. 

fx(x).— ἘΘΙΔΧΕ Θ ) 
[53π| - 

от естепен п--1 е хурвицов. 

Решение, Ако Л(х) е ;(yiisuuon, or ВеЕ<0 и зад. 61 следва 

' : 1 Ί580 - а 
И съгласно предната задача полииамът - . 

Ἐ Θ ΚΘΡΟ). 
Х “ хурвицав, откъдето и полиномът fx(x)_zjf(:% € XypBHUOSB. N 

. Ἷ , 
Обратното се даказва по полобеи начин.” : ' 
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64. Нека Е е комнплексно число с отрицателна реална част и 
" . 

f(x)=Zu,x' е полином OT CTenen n>1. Да положим 

r=Q ὑ τ 

_ Ῥ _ = LB 701 
=P+ P4 PR+ oot , 05, 

" { 

Докажете, че полиномът Κ(Χ) е хурвицов тогава и само тогава, 
когато : ” , . 

а “ 

a0, Вей-0 
и полиномът “ 

ἢ Fo(x)+EF(x)=H(x) 
ΟΥ̓ crenen п--1 е хурвицов. - 

Решение. Непосре;%стн,зно се праверяват следните равенства: 

зоДх)--ао/ра--ж Е) ῳ ΄ 
| — & f(¥)—af α)--- Π Θ Ἐ Ριρὴ, 

Ω ' ЕК) +EF(R) =)Ao 
където 

«(х)-- в x— XAk Ч()--арх--а ка С 
Нека сега f(x) е хурвицов полином. Torapa dg+0, защото f(x) не може да 

има нулата за корен. По-нататък, понеже всички кореин на f(x) имат отрицател- 

Ρ реални части, репипрочните им стойкости също ще имат отрипцателни резлни 
Μ а а 

части. Но сборът на тези реципрочни стойности е - следователно Βιῖ) 

>0. - 
За,да nokaweM, че Н(х) e :?ypr{nuou, ще nokameM, че ако Не «=0, 10 

#(е)+0. . " 

Действително, ако числото с е такана, че Re ас« (, 10, както следва ΟἹ пред 

ната задача, полииомът А(х)--Е(х, с) ще бъде хурвицов и следавателно Fla, а)- 

1 
0., Да полажим с«----, откъдето следва Re х<0. Получаваме " 

1 . . 
83 1 Ι'᾽(α, -τ-):Φ(ι, )= ρ(α)τηα Р (а)7-2-. . ot Fpa(@) 0. 

“ Ще разгледаме отделно случаите Ефв)--0 и Fyle)=0. Ако Ев)+0, Φία, х 
ще бъде ΠΟΛΗΒῸΜ от степен п--3, всичките корени на койта имат неотрицател 
Μ реалии части, както това слерва ΟἹ (3). Тоц,-пава и сумата тезн корени 

” която съгласно формулите мна ΒΡΕῚ e равна на -Т,-:%, ше притежава това свой- 

ство, т. е. ' 
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Ако « беше карен на H(x), т. е. ако . 

Нее)--Еде)--55()--0. 

ще получим 

А 1(05)7 __‘1_ 

R 
което € невъзможно, защота . ᾿ . 

1 # 
ΠΟἘ(Ο. й 

Нека cera Е«)--0х Тогава or H(z)=0 ще последва Fi(=)=0 и при Жя-ел 
равенствата (1) ще приемат вида . . 

2 f@ -- αὐ 75(6)--0, & fe)tafi=0 - 
откъдето . " 

2. (αραρε αρᾶῃ fz)=0. 
На Ве αξξῦ, следаователно («)+:0 и получаваме ава--140:-0, т. е. 

. ΕΝ -,ἶἔἶ,:-( izT_)’_ 

откъдето следва 

а коета противоречи на доказаното вече неравенство Ве до>0" 

Сега, обратно, нека полиномът #Длх) е хурвицов и иека ар-0, ΙἸΘΞ;-)Ο: ще 

покажем, че и полиномът Дх) е хурвинов. Равенството (2) можем да запишем 
във вида # 
а) x2H(x)=f(x) φ ) - () (х). 
Тъй като (χξ" τ ιχξ, оттук следва 

(2 кау (x) 9% ) (1) &% () 

Or последните две равенства получаваме 

( 1е )φι)γ- φ )φ (RS ) Ξ Ξ Η ) ¢* (x)+H* (x) $ . 
Нека сега « е такова, че Ве az0. Тъй като #1(х) e хурвинов, ot зад. 61 

следва, че . 

Θ i (@) > H* () или () |=| # ὦ.»0. 
Да допуснем, че « е корен ка f(x). Тъй като a0, "Като иземем пред вид 

че 4540 ot (5) получаваме 

#() « (:)4+-# () ф(«)--0. 
Tosa равенство ще пративоречи на (6), стигса да покажем, че . 

( 'φ (6}} Φ ( „ | 
При Ве b<0 полиномът щ (x)=x—b е хурвицов, откъдето според зад. 61 

Бри Rex <0 ще нмаме fu* (х) |! (х), т. е. ᾿ 

ι--- Ξ > к--8). 
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Ако положим b= ἓ а х=-%--1-. условията Ве #<0 и Ве x<0 ще 

бъдат изпълнени, т. е. 

ΙΠ 1 1 а 1 1 ' " жа 1 ἜΠ ΕΞ ι > |а VAR SN ) 
"70 « Е 4 « Е ' 

Умножавайки лявата Част с (g« ξἢ, дясната с |во«Е| Η взимайки пред ,вид, че ” 
16 |5), получаваме неравенството 

8 , . ἰαχα ξ-αρξ--α 0 | > |а «Е--4р а| 
Obaue 

Vo ф“ (х)----арк-Га, Ех-наф, Σ , 
откъдето лявата част на (8) е равна на | (α}}, а джясната--на 1Ф(е) |. С това неравенството (7) е даказано, и 

Накрая ще отбележим, че полиномът #1 (х) действително е ΟἹ степен п”-1. Наинстина очевидно e, че степента му не wanmMumasa n—l. Ако тя е строго по- 
малка, коефициентът. пред x"‘“‘ в дясиата част Η (4) трябва na бъде нула, т. e, 

в (бъ-- а Б)--(--1)" (i 6)--0 
- “ ἨΛΗ 

LT 
£ a ξ αρ 

На при Ве 5»0 полиномът o(x)=x-+tc e хурвипов, следователио при εχ <0 имаме | 

' |¥e] <]~ χ. ε| τ ς εὶ. ' 
B частност при в χ:'.ἓ- получаваме 

в 

1 С а Т““;.“- 
£ Ф ξ a 

което противоречи на по-горното равенство. 

65. Теорема на Хурвиц. Полиномът 

ДЛДх)-а а ...--ах”, 2,40, ς . 

.С реални коефициенти и а,>0 е хурвицов тогава и само тогава, 
когато детерминантите | 

а a,] ! αι а 0 . 
Dy=a,, Dy= „ Di=|a; ( a4, ' 

, ἰ 8 аз) ” ааа , 
ащ 0 0 a a 0 .. 0 
ааа а а a a ... 0 

D,= |‘,...,D,,— , ' . 
а Gy Qg Q) . X 
η а a5 5 " Qap—1 Qop—2 a,,,,_a..‘a{, ' 

τ положителни (тук при j>>n под а) разбйраме 0). 
. 
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" ͵ 

Доказателство. Нека и 

&(x)=agtaxitaxii.... „ 
, #()-а1х4-азх34-аа-|-... 

"Тогава f(x)=g (х)4-#(х) и очевидно f* (x)=g (х)--Я(х). Karo заместим тези равен- 
ства (4) от предната задача и вземем пред вид дефинициите на ¢ (x) и Ф (x), по- 
лучаваме - : 4 . 

заНх)-- (αρχ Ἐαρ БЩА)--Заг Е «Е (%) 
или . . 

K (9)=apm—E (@12—ays) x+apayx?—E (ay023—@yag) X3+ рае ..., 

където ¢ К (х) сме азначиля nommoua%- #(x). Въз основа на предиата задача 

XATO вземем пред вид, че по предлажение @y>0, можем да твърдим, че при 
Re £ <0 полиномът /(х) е хурвицов тогава и само тогава, когато ¢;>-0 и полино- ' 
мът H(x) е хурвицав. Да иземем E=—1. Тогава K(x) nobusa вида ῦ 

К (х)--ауа ( - а:) х-|-аразх24-(ацац-- ард;) #84 ... 
Ἡ ТЪЙ като неговата степен е Π--ἰ, той е хурвицов тогава и само тогава, когато 
детерминаитите " 

и ауаз--араз 701 . . 
8y =38y -οσρας, Δ- . .. 

И Е 
а1а»--ааз agay 0 Π О . 
ааа --аза», араз аа»-ааз . ««Ὁ 

Δᾳ.-«αὶδ - 1 
Π Κ ΚΚΚ.ΚΨΚ.(Ψ.Ψ..Υ А 

<a положителни, По такъв качия / (х) е хурвицнов тогава и само тогава, когато 
са положителни всички числа Dy=gy, 4, A, ..., 4, ;. Но, както се вижда не- 
посредствено, имаме разенствата . 

. а 
2 T 

g, —ap(aya)) ФОу или agmAj=(apey) Оу В 

Β зависимост OT това, лали j е четно или нечетно, слелователио, като вземем 
пред нид, че а) >0, а >0, получаваме, че Ау и Dj41 имат еднакви знаци при 
J=32...,n—1 : 

С това доказателството е завършено. 

66. Намерете необходими и достатъчни уславия реалният по- 
лином й у ‘ 

x34-ax?-bx+c 

да е хурвицов. ” -. . 
Оте. a>0, >0, ab—c>0- 

67. Намерете необходими и достатъчни условия реалният по- 
JHHOM . 

жа ох+схна” 1 
да е хурвицов. 

. Отг. а>0, ¢>0, d>0, abc—c2—a2d>0. " 

68. Намерете необходими и достатъчни условия всички нули 
на реалвия полином 
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͵ ῃ 

- . χϑα χ ῦχες : . 

да лежат Β единичния кръг 'χ[ - ]. . 

Ynameane. Upes трансформацията 
. . +у 

въпрасът се свежда до 324 66. . 
Отг. 1--а+6--с>0, 1+a+-b+c>0, 3—a—b43c>0 

69. Докажете, че коефициентите на всеки реален хурвицов 
полином , 

f(X)=x"+0,x""1+ Нал . 
€2 положителни 

Упътване. Докажете най-иапред твърдението 38 полиноми OT първа и вто- 
ра степен и изнолзувайте това, че праизведение на полиноми с положителни 

коефициеити е също полином с положителни коефициенти. “ 

70. Докажете, че ако полиномът f(X) OT степен л е хурви- 
цов и 7 е -произволно отрицателно число, полиномът 

. LX) =—yfx)+xf(x) 
€ също хурвицов, , ' N 

Pewmenne Ще използуваме reopemara на Лагер. Нека Е e произволна 
нула на Л (λ), . е. 7f(E)=ES (E). За съответната точка 

ке “е 
жа | 

имамеЕ”=(1-т,;»)Е. Да допусием, че Е не лежи в лявата полуравнина 

Ве 3:(0. т. е. Ве Е2-0, Тогава за £’ съща ще имаме Не ξ 0. През Е и можем 
да прекараме окръжност K, която лежи извън полуравнива Rex « . По reopema- ᾽ 
та на Jlarep полиномът f(X) трябва да има нула вътре 8 K ΠΗ върху К. Това 
обаче противоречи ва условието, че вснчки вули на f(x) лежат в лявата пояу- 
равкина. - . ι 

71. Докажете, че ако полиномът Е (Χ) има само реални и оте 
рицателни нули и . 

fxX)=ap+ax+ ...--ах" ; 

е хурвицов полином, полиномът , 

203-а,Е(0)+а(1)х+...+а, F(n) x 
е съще хурвицов. . 

Упътване. Приложете неколкократно резулгата 0т предната задача, като 
ἨΒ Ὑ давате последователно стойниости, равни на нулите на F (х). 

„ 

72 Обобщете резултата от предната задача, като условието 
F(x) да има само реални и отрицателни нули замените с условието 
реалните нули на реалния полином F(x), които са ΟἹ нечетна 
кратност, да са отрицателни,. а останалите --- да лежат в множест- 
BOTO, ограничено OT левия клон на xmepfiona'ra N 
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Упатване. Като се вземе пред БИ зад. 70 достатъчно е да се Ууестанови 
твърдението 32 случая, когато F(x) е полином OT втора степен. За целта използу- 
„вайте метода на решение на зад. 52. 

73. Покажете, че твърденията от предните три задачи ocra- 
ват B сила, aKO навсякъде ,XYPBHIOB полином“ се замени с ус- 
ловието съответният полином да има само реални нули. | 

Следващите задачи са посветени на един числен метод за оп- 
ределяне броя на нулите на даден полином вляво и вдясно OT 
имагинерната oc. 

74. Нека Г х) е полином от степен п със старши коефициент 
41 и (0)+-0. Ако хр Хае € нулите на f(x), да се намери 

полином ЙЯ4х).с иули-;-( Хе —3_—), i=1, 2,..., П. 
Я 

P'emelme. ; Полагаме γ:ἑ( κ-ι-ἑ), т.е. д2--2ух41, откъдето X=Y+ 

+ \’y“—L Ще щж:жш, че 

„уъ Ду- и1) П А( Π 0) 

е ΠΟΙΙΗΗΟΜ ΟἹ "-та степен, който Уудовлетворява условието на задачата и има 
«<тарши коефициент 1. Наистина, като вземем пред вид тъждеството 

(R X ) Θ Деу )=-Ех„ [у-.;..( x, +L)], 
Xy, 

Пе) т-»/й- п 

SRR '—]_—_[(y+£v2*'—x,) (= ж )= 
, 1 

ο ечВ П. ἢ 

| {\ =2ч(0)П[у-%(„+:-,]. 

откъдето лесно следва твър)хението на задачата. 

75. Като разделим полинома f(x) на x?—2yx+1, ще получим 
остатък от вида , - 

ι ,Φ()’)Χ-ΡΞΡΟ’), В 
Ὑ 
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където ф(у) и Фф(у) ca полиноми на y. Покажете, че 

=7y е0)-+хФ0д- (=) (). 
. м ῃ I’ 5 

76. В означенията на предните две задачи да предположим, 
че полиномът f(x) не се анулира Върху имагинерната oc, и да 
разгледаме редицата от полиноми 

л09-704, κοὶ Л 09; еЛе 00 
ъдето f,(X) се получава по същия . начин, както fi{x) от f(x)., 
окажете, че така построената редица от полиноми € сходяща и 

клони към полинома Ν ' 
͵ 

(.--1)}» («Ὲ Ὸ , ͵ 

където 4 € броят на нулите на f(X) в лявата полуравнина-и ре 
броят на нулите на f(x) в дясната полуравнина Rex>0. 

Твърдението на тази задача ни дава един ,.числен” метод. (ме- 
тод на Загускин) 88 намиране на р и ¢, Τ Ϊ като при достатъчно 
голямо k разликата р--4 ще бъде приблизително равна" йа сбора “ 
от нулите на f(x) (който лесно се определя от първата Фформула 
на Виет). От p—g=s и p+g=n полуЧчаваме 

1 . PR εν . p=-tts), ае . ТИТ 
' Решение. Достатъчно е да отбележим, че редицата,а,, дефинирана upes 
рекурентната връзка и 

1 . 
« , “ ааа =-";-( а„+7,:), n=0, 1, ?,.... - ! 

| : 

при Веао-+О е сходяща и клони към +1 при Reap>0 и към -1 при Веао<0. 
Наистина, като решим рекурентните уравнения спрямо '@y, песно получаваме по 
индукция, че , .. i 

Ε “ N 
и . ει ( ἘΠ)} ааа 4 

ПОщ . 
(ао+-1) = - ὶ ! 

т. е. R 
2::„ .. “ ι Π Ω 1 123) -9 1 Д) «1 

“ [(ao—l + a—1 Ey‘ ! 
. g , 

и Остава до отбележим, че при Reay<0 имаме!Щ;- < 1 и следователно ЧН а в ag— . [ В 
==1, а при Ве а >0-- аналогично lim ay=1. (Итерационната редица ал не е 

J . # нищо друго освен редицата от приближения, получени по известния  метод иа 
н 32 пресмятане на квадратен корен or 1) ” . λι 
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Да илюстрираме изложения MeTOX с един прост пример. 
Нека f(x)=x3—1. Разделяме f(x) на х2--9ух+1: . . 

| . χ μΞ Θ ΚΕΙ. 
ι Ἀ . 

ξ λνεδεα 
Зу 

Зуха-- 43 ех 2у 

и получаваме 

φ(»)-- --ν--ἰ, ф(3)-42-. 
3a трансформираното уравнение . 

В -+ PP - ὐ D (5)=0 
получаваме 

- 43*—3 y—1=0. " , 
И така . 

8 1 fi(x)=x3— T~ 

Аналогично namupame , 
8 15 25 2 41 1681 Р)е 2~ ς x— 5 )8 τ χ S x— 4665 

От приближеното равенство р-ц:зяъ»-% намираме 4-:--1, 0т: 
къдета 

1 -р=%(п+з)=+1,4=т(п-з)=2. ! 

И така даденият полином (както в разглеждания прост при-, 
мер се проверява и непосредствено) има две нули вляво от има- 
Гганерната ос н една нула вдясно OT нея, 

. 6 6. РАЗПРЕДЕЛЕНИЕ НА РЕАЛНИТЕ КОРЕНИ 
НА АЛГЕБРИЧНИТЕ УРАВНЕНИЯ 

Горни граници за положителните корени на уравненията ” 
3 . . I 

Me'rqn на Лаграни. Heka | 

7 ) πχται, X" 1., 40, 

€ полином с реални коефициенти. Да озвачим ¢ M най-голямата. 
Ot абсолютните стойности на отрипателните коефициенти на 10) 
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e ————————————————————————— e ЧИИА 

| 

и с k-—pasiukaTa между п M степента HA първия член B fix)e 

отрицателен коефициент. Числото 
к 

L=14-yM 

€ горна граница 88 положителните корени на уравнението 70 Ξ 

~ 

п ример. За уравнението 

x5—10x%4-15 1344 x3—16 x-390=0 

имаме M=16, k=1, L=1+16=17. И така положителните корени 

- μ даденота уравнение лежат в интервала (0,17). 

Метод на Нютон. Нека f(x) е ποπβηομ ΟἹ п-та степен с ре- 

ални коефициенти и с положителен старши коефициент, Ако за 

числото Д имаме ц 

! FID>0, F(L>0, 1(4)>0...., Л9(4)>0, 

1Ὲ L е горна граница за положителните корени на уравнението 

S(x)=0. . 
Пример. Да приложим метода на Нютон за намиране горна 

граница на. корените на разгледаното по-горе уравнение. За про- 

изводните на полинома /(х)-2-10жх"4153434422--16х4390 

хммаме 

10) 5403445 383-+8х-16, 

Τ. γ0κ»- 6022445 χῈ 4 

ὦ ορηρθπιοχος 40 χ 15,᾽ 

е5 х--10, 

3/ 09<1. 

Удабно е да търсим числото L, започвайки от (п--1)-вата” произ 

водна (B случая OT четвъртата производна) При х-2 имаме 

TV (2)=0; понеже /” (2)<0, увеличанаме числото, докато получим 
положителна стойност за /7(х), и Taka достигаме до Г”(4)>0; 
при x=4 имаме / (4)<0, но /(6)>О, по-нататък получаваме Г (6)<(0, - 
но f'(7)>0 и окончателно, понеже /(7)<0, но /(8)>0, и така дос- 
тигаме до горната граница L=38 »᾿ 

Този начин sa намиране на L, започвайки OT производната от 

най-висок ред, може лесно да се обоснове, като се използува фак- 

тът, че ако производната на дадена функция € положителна в ня- 
какъв интервал, функцията е растяща B същия интервал. 

ῃ 
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Забележка. Въпросът за намиране на долна граница за 
отрицателните корени на уравнението f(x)=0 се свежда към въпе 
роса за HaMHpaHe Ha горна граница Ha корените на уравнението 
f{(—x)=0. По-точно, ако L e горна граница за корените на γρ88- 
нението f(—x)=0, To— L е долна граница за корените на урав- 
нението f(x)=0. Също така ясно €, че ако /7>0 е горна граница 
32 положителните корени на уравнението х” / (—;—)=0, TO -}_i e 

долна граница 33 положителните корени Ha уравненнето f(X)=0. 
Teopema Η субституциите. Нека f(x) е полином с реални 

коефициенти и в краищата на интервала (а, b) да приема стойно- 
сти с обратни знаци, т.е. f(a) /(6)<0; Toraba уравнението f(x)=0 
има нечетен брой корени в "интервала (а, 5) Ако Да f()>0, 
уравнението f(x)=0 или няма корени в (а, b), или четен брой ко- 
рени в TO3H интервал. 

Забележка. Тук, какта и в следващите теореми, корените 
на уравнението се броят съобразно техните кратности. Например 
за полинома f(x)=x’—x? имаме f(—2) /(2)<0 И в интервала 
(--2, 2) уравнението f(x)=<0 има TPH корена X;=X,=0 (двоен ко- 
рен) и x3=1 (прост корен). # 

Теорема Η Рол. Между два последонателни Kopena на урав- 
ненинето f(x)=0, производното уравнение J'(x)=0 има нечетен брой 
корени. . 

Следствие 1. Ако m означава броят на реалните корени 
на уравнението f(x)=0, уравнението / (х)--0 ще има най-малко 
m—1 реални карена. В частцост, ако всички корени На уравнение- 
то f(x)=0 са реални, производното уравнение f'(x)=0 също ще 
има само реални корени. Ν 

Следствие 2. Между два последователни реални корена 
на уравнението f'(x)=0 уравнението / (х)-0 не може да има πο- 
вече от един корен. и 

Пример, Да намерим броя на реалните корени на уравнение 
T0 f(x)=0, където 

f(X)=x"—2x44+2x7+4 x2—11 x+3. 

Производното уравнение f'(x)=0, 1. е. 5 xt—8X8.4.6 χϑ. 8 x— 
—11=0 има корени x;=1, Xp=— l» и MOJKE да се запише във BHAA , 

(x*—1) (5x2—8x+11)=0, 

Тъй като тричленът 5x2—8x--11 не се анулира за реални стой- ности на X, ясно e, че производното уравнение Г.(24--0 има точ- HO два реални корена. Съгласно следствие 1 даленота Ууравнение 7()--0 има най-многа 3 реални корена,. Ot неравенствата 

Ζ -οὐςο, Д--1)>0, F{1)<0, f(+c0)>0 
- N . 
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и от" теоремата за CYGCTHTYUMUTE заключаваме, че даденото урав- 
HeHHEe има три реални корена, по един във всеки ΟἹ интервалите 
{—o00,—1), (—1,1), (1, +co). Можем да намерим и по-малки интер- 
вали, като вземем пред вид, че f(—2)<0, /(0)>0, f(2)>0. Така 
се убеждаваме, че във всеки от интервалите {—2,—1), (0, 1), (1,2) 
уравнението f(x)=0 има точно по един корен и няма други реал- 
ни корени. 

Нека f(x)=0 е алгебрично уравненне с реални коефнцненти, 
като , предполагаме, че полиномът /(х) e нареден по камаляващи 
(или по растящи) степени на X и членонете с коефициенти О са 

„изпуснати. Казваме, че между два последователни члена на / () 
има една вариация, когато коефициентите на тези членове са с 
обратни знаци, Изобщо, ако a,, ар....а, е редица от "реални чис- 
πᾶ, под брой на вариациите на тази редица ще разбираме броя 
на последователните смени на знаците на нейните членоне, като 
се абстрахираме от равните на нудла членове на редицата. Напри- 
мер броят” на вариациите на редицата 2,—1, 0, —2, 3,--4 е равен 
на 3. Ясно е, че броят на всички Вариации в даден полином е ра- 
вен на броя на варнациите в редицата от неговите коефициенти. 

Teopema на Декарт. Броят на положителните корени на ал- 
гебричното уравнение /(х)-0 с реални коефициенти не надми- 
нава броя на вариациите в редицата от коефициентите му. Ако 
този брой т e по-малък от броя т WA варнациите, разликата т--т 
е четно число. 

Пример. Уравнението 

J(%)=x5—28x4+7 x*—8x41=0 

има т--4 вариации K следователно GPOST HA положителните MY 
корени е равен на 4 ἩΠῊ на 2, или на Q. - 

Axo искаме да намерим горна граница 3a броя Ha отрицател- 
ните корени на уравнението f(x)=0, можем да приложим теоре- 
мата на Декарт за уравнението f(-—x) =0. B случая ypaBHEHHETO 
f(—x)=0 uma вида " 

X0—23x4 +-7x2 χ ἘΠ-:Ὸ ' 
Ν 

и броят на вариациите е равен Ha 2. Следователно последното 
Ууравнение има два, или нула на брой положветелни KOpeHa, така 
че „.броят на отрицателните корени HA даденото уравнение е ра- 
вен на 2 или на Q. Пресмятането показва, че f(—1) 7(0)<0, οτ- 
където съгласно теоремата га субституциите следва, че в интер- 

вала (--1,0) урав„ението f(x)=0 има поне- един корен. Ясно е 
тогава, че уравнението /(х)-0 ще има точно два отрицателни 
корена. Като вземем пред вид още, че f(0)>0 и /(1)<0, се убеж- 
даваме, че да/деното Ууравнение има или два, или четири положи- 

телни корена. " 
. 
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Следствие ot теоремата на Декарт. Ако уравнението f(x)= 
=0 има само реални корени, GPOAT-HA положителните корени е 
равен на броя на вариациите в редицата от коефициентите на f(x). 

Теорема на Бюдан-- Фурие. Нека /(х) е полином or “n-ta 
, степен с реални коефициенти. Ο © (е) да означим броя на-вариа- 
циите в редицата OT стойностите на полинвомите. 

Ф 9 704, ) 7 (x5 f () 
при x=c (с произволно реално число). Heka в краищата на интер- 
вала (а, b) нито един or полиномите (1) да не се анулира. Броят 
на корените на уравнението /(х)-0 в интервала (а, 6) не надми- 
нава разликата v(a) — σ(8) дт вариациите на редицата (1) при x= 
-а и х-:0., Ако този брой т € по-малък ΟἹ v(a)— е(6), разли- 
ката #а) -- v (b} — т € четно число. . 

Забележ ка. Можем да се освободим OT ограничението 
числата а и O да не анулират полиномите от редицата на Фурие 
(1), като вместо интервала (а, 6) разглеждаме интервала (а--е, 
b—e) при достатъчно малко £>>0. . 

Пример. Да определим броя на корените на YPaBHEHHETO 88 
полинома f(x)=x5—3x5—3x¢+11x3—3x2~3x+1 във вееки един 
ΟἹ интервалите (—2, —1), (—1,0), (0,1), (1,2), (2,3). 

Намираме производните HA f(X) и съответните им знаци 88 
x=—2, —1, 0, 1, 2, 3, като за прегледност подреждаме резулта- 
THTE B следната таблица: 

ΒΝ Ν l2—10[1]2]3 

[ f)=r—se-aniies 3а Зе | Ц.] + 1P Y + 
ι : Ν . ‘_ it I - 

R (1 TR LIS LN SR O S =+ ἰ } -Ὲ 

; ἑἶπ'(χ):ιδχἰ-ωςε-ιεχηεα-ε . | + —’—?— + 
᾿ - - ‘___.l_i_, -- 

! ᾗ Р”()--30х8--30х2-12х+11 -|-|+|-|+|+ 

| Τ ΤΝ 
. AT 03--15л2--15х--3 с i+ + _—!—|+_ + 

μ-: L | вл s ееа Е Ж 

аИ πτ΄- ------ ΓΤΗ 
еруе =1 ἘΠῈῚ ’ἱ'ῖ:ἱ'ἱ + 

’ u=|6/5 4‘210! 



Съгласно теоремата на Бюдан — Фурие полиномът f(x) има 
тачно по един корен в интервалите (—2, —1), (—1,0), (1,2), (2,3) 
и два или нула корена в интервала (0,1). С нвепосредствена про- 

верка се убеждаваме, че ](%)(0 м понеже f(0)>0 и /(1)>6, 

заш(хззч;)аваме, че уравнението f(x)=0 има два корена в интерва- 
ла (0,1). . 

3a да определим "тачния брой на корените B даден интервал, 
можем да си послужим с една основна теорема на Шурм. Преди 
да формулираме тази теорема, ще дефинираме понятието щурмо- 
ва редица. Нека f(x) e полином с реални коефициенти и без крат- 
ΜΗ корени. Редицата от нулеви полийоми с реални коефициенти 

@) . Ξ ο. А() ο .... „С) 
се нарича щурмова редица за поливома f(x), когато са изпълнени 
следиите условия: 

. Всеки два съседни полинома ΟἹ редицата (2) нямат общи 
корени. . 

2. Последният полином ,(х) не се анулира 3a реални стой- 
HOCTH на X. ' И 

, 3. Ако « е реален корен на полинома -fy(x), l<k=s—I, τὸ 
Лъ-а (е) Леаа(«)<0. 

4. Ако « е корен на. f(x), произведението f(x) /,(«) си сменя 
знака от--към-+, когато X преминава през корена « отляво надяс- 
ко. 

Теорема на ЩШурм. Броят на реалните корени на уравнението 
f(x)=0 в интервала (а, b), където f(a) /(6)<0, е точно равен на 
разликата +(а)--е(6) от брая на нарнациите на щурмовата реди- , 
ца (2) при х--а и x=b. : 

3a да прилагаме Teopemata na Щурм, e необходимо да pas- 
полагаме с щурмова редица. Такава редица можем да построим, Ka- 
TO CH послужим с алгоритъма на Евклид за намиране на най-голям 
„общ делител на поливомите /(х) и Г (x). Полагаме /, (x)=F'(x). Ако 
ri(X) е остатъкът при делението на /(х) с / («х), полагаме fo(x)= 
=—r;(x); ако ry(x) е остатъкът при делението Δ А(х) с А(), 
полагаме f{x)=—ry(x) и т. н., Понеже полиномът Дх) по пред- 
положение няма кратни корени, най-големият общ делител на 
7(х) и Г () е равен Η 1, то най-накрая ще достигнем до Поли- 
HOM f, (%), който е равен на отлична от О константа, 

Така построената редица # 

f(x)r fl(x)v f2 (x)i"'lfn(x) 

Уудовлетворява всички условия OT onpene'nenue‘ro за щурмова редица. 

Пример. Да намерим броя на реалните кореви на уравне- 
HUETO . 

ЛД(х)-х5--5х2--1024-2-0 
в интервала (—1,3). 
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” Слелвайки указания начин 33 построяване на щурмова реди- 

na намираме (абстрахирайки се от несъществените положителни 

числови множители): и 

/0д--х6--548--1042, Л (-ж--ай-ах, Г . 

е(е 8χ8--ι, fo()=—2x24x+1, - 
Д0е Зх--1, А(х)---1. 

Между другото виждаме, че полиномите f(x) и Г (х) са взаимно 

прости и следователно уравнението f(x)=0 няма кратни корени. 

За знаците на членовете на така построената щурмова редица при 
x=—1 и х--3 получаваме съответно —,{, =, —, +, И -+, +, Р 

—, —,—. Имаме тъ (—1)=4, 2(3)=1, o(—1)—2(3)=3. Съгласно 

Teopemata Ha Щурм получаваме, че броят на корените на урав- 
нението f(x)=0 B интервала (—1,3) e равен на 3. Да отбележим, 
че даденото уравнение има най-много два положителнй корена и 
един отрицателен (както лесно се нижда OT теоремата на Декарт). - 

Яско е тогава, че уравнението f(x)=0 няма други реалнн корени, 
освен тези 3 корена от интервала (--1,3). Разбира се, броят на 

реалните корени може да се намери и 10 теоремата Ha Щурм, 
приложена за интервала (—oo,4-00). В случая имаме Ф(--со)--4, _ 
Ф(со)--1, Ф (--со)--9(4-с0)-3, откъдето също заключаваме, че 
уравнението f(x)=0 има течно 3 реални корена. " N 

1. Намерете горна и долна граница за реалните корени Hi 

уравнението f(x)=0, където: 

а) f(x)=x*+4x°—8x2—10x+14; 
6) 7(х)-:х5--56ж143484-31х--67; 
в) 703)--9л543ж1--1х2--36х+1; | 
г) 7#()--х84-10484-251-24х2-.13642--64х-4-80. 

2. Правило на Jlarep за намиране горна граница на поло- 
жителните корени. Нека 

7 Ξ ok 40y XU ааа 4 .. ааа Xy ἀ0;»0, 
е полином с реални коефициенти и да положим 

. (0) -ав Л (х)-ах+ау /,(х)--а а X +ay..., 
»α (x)-_—ao Xy X .. Рал 2 Xt ay fn (x)=f(x). 

Axo за положитеднота число L имаме 

o3>0, л(2)>0,(1)>0,..../4)>0, . . 
ΤῸ L е горна граница за положителните корени на "уравнението 
7#04--0. 
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Ynsmeare. Използувайте тъждеството 

4 (x)-fn(LW+f ет4 .. +/„-1 (ἢ, 

кълето 9(х) е частното при пелеииетп на f (3 с x—Ln r=f,(L) е съответкият 
" остатък. 

3. Нека N да означава абсолютната стойност на най-големия 
по модул отрицателен коефициент на полинома f(X) M Ay A, 
4.,....А4р а са положителните коефициенти, коита предшествуват 
нървия отрицателен коефициент. Докажете, че числото 

и N 

. 1+- А„+.»1,+.4„+...+А„.1 

е горна граница за положителните корени на уравнението f(x)=0. 
Решение. Съгласно условието иа задачата при ΧΌ ще имаме 

F )» Ap x4 Ay £, L 4 Ap—g PN (xP—p 4 —P—p . 
AKO положим " 

«--4,4-4,4+ ...+Ар-. ᾿ 
от неравенството х>1+% получаваме последователио ' 

. Н «х>ачА, . 
υ кх>ах+Ах, 

axn—p—1>ax—P—24 N x"~-P—2, 
αχ Ρ ΧΗ Ρ N χ ὶ , 
Χ ΡΕΙ» ΧἸ ΡΕῈΝ χητρὶ 

откъдето след почленно събиране ще имаме 

млъ а ..)е " 
' Ho тогава ΄ ' 

7 Ὁ» п А .. ре 3P χ τραγα, . 

«Фткъдето 

703>(44-14+-.. . рае) ХРае те , 

4, Намерете горна граница за положителните корени на ypaB- 
нението Зл64-5л1--ЗлАа41ЗА2-- 39x+72 О по BCEKH един OT Η8- 
BECTHHTE ви методи. 

5. Като използувате теоремата на Рол и теоремата за 'cy0- 
ституциите, намерете броя на реалните корени на уравнението “ 
f(x)=0 и отделете тези корени в интервали с дължина 1, където 

а) Ух) ж9 ха-4х2-8х4+3; 
6) f(x)=x3—12x74+43x2—42x—12; 

= B) f(x)=3x'—4x3—-36x2+5; ! 
г) f(x)=x5—2x5—x*—12x%4-17x%4-82x+-50. 
O1r. а) три реални корена, по едии във всеки 0T nmepna.mne (-2, —l). 

(0,.) (1, 2); 6) два реални кореина, по един във BCEKH ΟἹ nm'epnflnfl‘ 
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те (--1,0). (6, 7); в) четири реални корена, MO един във" всеки OT 
иятервалите (—3, —2), (--1, 0), (0, 1), (4, 5). 

6. Hamepere 6post на реалните корени на уравнението f(x)= 
=0, където: и 

а) 0 τ εἘ ее В РР L В 
, ! а χ . ' 6) f ==+ - ἘΞΓΕΤΓΈΡ - 

᾿Β) У0) п х 
Отг. а) при четно " --- ияма реални корени, при нечетно #--едии реазлен 

корен; G) също както в случая a); в) при нечетно л числото Е е единст- 
веният реален кореи, при четно п--два реални корена, ΟἹ които 
едицяят € равеи па 1.а другснят € отрицателен. " 

- 
7. Като използувате теоремата на Рол и теоремата за субсти- 

туциите, намерете броя на реалните корени на уравнениета f(x)=0 
в зависимост от стойкостите на реалния нпараметър λὲ 

- κ , 
а) f(x)=x"~20x+12, | 
6) f{x)=38x*—4x3+6x2—12x+ 1 
в) f(xX)=3x*~16X3—6% +48x+ 2 . ' 
т) fE=mx"—(n4-1) x" 4 

-Otr. 2)'¥iph 44 1618 ξ елин, peanen корен, а при [λ| 16y 2 - 1pu реал- 
“ а жеарена ὀ щ а 

116) πιρα A>T -~ няма реадии корени, а при 1Ξ} --- два реални корена; 
„ ὴ A< - 99 ἤλη 88 {λ:-Ξ: 40 --- два реални корена; при — 2915 

.. =85 — четйри реални корена; при A>40— няма реални корени; 
г) при" нечетно" и А <("или 0<321- - два реални корена; при четно 

тя A0 Ao А 1 Σ - едия -реален корен; при А--0 “ всичките корени 
са резлни, при четно т и 0<3<1-- три реални корена; при нечетно 
пи А>1 - няма реални корени, 

у 
8. Намерете условието, което трябва да удовлетворяват OT- 

JHYHHTE OT нула реални числа р и ¢, :така че уравнението X5+ 
Px+qg=0 да има възможно най-много реални корени, 

Оте. 312541-- 256p5<0 (тога;за YPaBHEHHETO има три реалии корена). 

9. Като" използувате теоремата на Декарт, намерете горна 
граница 32 броя HA' положителните и отрицателните корени на 
Уравнението: 

а) X810 20— x—1=0; 
6) 2x5+4x34-2x3~x +-1=0; \ 
в) 4X5-x84-x?—Tx—5=0; ᾿ 
г) κ -κῦ 4 3x*— 10x*—35x— 10 =0, 

» 
10. С помощта „на теоремата на Бюдан--Фурие .намерете 

броя на реалните корени на Уравнението f(x)=0 в интервала (а, b), 
където: 
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а) Д) Зл1--6х3--2:245х4+1, a=—1, b=2%: . 
6) /0х)-:24--9х34-442- 6χ--5, a=—2, b=3" " * 
в) f(x)=12x5—15xt+30x*—60x+8, a=—2, b=% . 
1) F{x)=16x5—10x44-20x2—80x +-99, a=—3, b=0;. 7 
1) f(x)=2x5—10x'—20x3—10x+7, a=0, b=6. ' 

Q1. а) 4; 6)-2; в) 3;5) Ъ; n).2, 

11. С помощта на" теоремата на Hiypm намерете броя на реал” 
ните корени на уравнението /(х)--0 и ги отделете в интервали с 
.дължина 1, където: - Ν : 

Н А . 

a)f (x)= x‘—x‘—3x—l- 
AT 

9 F) =X —2X—TAELBEHT; - 

в) f(x)=x'—4x3+8x3-12x+8; . Ν Ξ 

г) f(X)=x'—2x3+2x*—6x+1; Ve 

1) f(x)=x5+5x4+10x>—5x=3. . ' " . 
Отг. а) два корека: (—1,0), (1, 2); 

6) четири корена: (—3, «-2), (--4,0), (1,2); 
B) два корена: ха--2, l<x‘z<‘2, 
г) два корена: (0, (287 " 

2). TpH корена (—6, -5) (—l 0). (0,1) 

12. Докажете, че уравнението f(x)=0, където j(x) х"+(а+ 
+ь)х““д+(а”+а!)+17”)х““"3+...+(а”“"1+а”-2д+..,-д-ад„ 24 
τ χΠ Ἐά р4+-... τ αϑ τ ὴ i 
на b са произволви реални ЧИС.УШ, има НВИ-МНОГО 

корен. 

Упътване. ПриложЕте \rec'vp‘emra на Рол"за полинома" ” . 

g(X)=(r—a) (x—Bf(x). . Tl Ξ 

- 13. Покажете, че ако всички корени на уравнението f(x)= 
=0 са реални, ураваението (Г(2)Р- () Р/(х)-- 0 ияма реални 
корени. τ 

. а А 

Упътване. Диференцирайте тъждеството Д(ЗЧ ._3_._, където хь са 
1 1 р: < 2 ИЕе 

кореиите на уравиеннето f(x)=0. и τ ν ἢ ν 

14, Покажете, че ако всички корени на уравпейияй по 
—a=0 и f(x)—b=0 са реални и А е число, заключено,между а и 

b, уравнението f(x)—A=0 също има само реални корени. 

Решение. Съгласно теоремата на Рол всички корени. жа . ypannem-mo 

Τ 05)-: εὰ реглиин. Да ги означнм с-Е,65... B, Нека още х) -а5. = 
<X, означават корените на уравнението } (x)—a=0, а yy=y,=4l. Sy, —Kope 
ните на f(x)— 5=0. Ще имаме RN 

аАуя - SV 1SSV o, τ Ν 
HSBEXS6HS .. S X1 ааа Ха 

᾽ - 
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Оттук следва, че иитервалите (хр ), (X2 У3,«.«(Ху Yp) иямат общи точки- 

Тъй като f(x)—A=a—2 u f(y)—X=b—2, то [f(#)—Al [/(¥)—A<0 и следона- 
телино във всеки OT интервалите (X;, νῥ, i=1, 2,...,п, уравнението f(x)—i=0 

има по един корен. Разбира се, в случай ΗΔ кратни корени, при броепето им 

трябва ца се съпбразяваме с техните кратности. 

16. Нека f(x) е полиномът с реални коефицинти и 20 ε. 

произволно реално чиело. Покажете, че Г (x)+1f(x)=0 има поне 

толкова реални корени, колкото и f(x)=0. " 

Hewenne Нека а и b са два последователни корена на уравнението 
f (x)=0 съответно от кратности Е к 4 Ще имаме ' . ' 

T(=(x—a)® (x—BY #() #4(а)+0, g0, 
където HOAMHOMLY £(X) не си променя знака в нитервала (a, #) 3a полинома и 

# (X)=f"(¥)+} (x) получаваме ' 

h(x)=(x—ayi=1 (x—b)—le (x), 
KBAETO , - - 

¢ (=t (r~b) κολ ει (e~ £+ -θηκ--ἢ δ' ογελότα - #( 
К орените на #(х)--0, които лежат в интервала (а, δ) съвпадат стези на урзане ; 

нието ф(3)--0 or същия интервал. Понеже " 

η 914)-#(-8 Ἑ (@) φ(δγπε φ -τὴ α () 
πὸ числата ¢ (@) и φ (0) са с противоположни знаци и следователио уравиението 
#()-0 има нечетен брой корени в нитервала (а, δ), Нека сега ху<Ха<...< 

« хр са резаните корени Ha уравнението /(х)-0 и &y, b ...k, ca техните 
кратности, #484 ... Ἐρταδ, Тук 5 означава броя на всичките реални корени 
ца уравнението /(х)--0. Същите числа X3, Xz,- .., Xp са корени на уравяението 
х) or кратиости &y—1, ky—1,...,kp—1. Съгласно доказаното по-горе във 
всеки от интервалите (X, ха), (X2 X: - »(Xp—1, Xp), уравнението fi(x)=0 ще 
HMa поие по едии корен, така че f(x)=0 e uma най-малко 

В . 

(B — D+ (Ba— 1)+ ... +(Bp—1)+p—1=5—1 

реалии корена. Като вземем пред BHA още, че разглежданите полиномн У (х) Η 
#(х) са от една и съща степеи и с реални коефицненти и следователио кереал- 
ните корени са два по два комплексно спрегиати, заключаваме, че уравиепието 
#А (х)-0 ще има поне 5 на брой реалви корени. 

16. В означенията на предната задача покажете, че ако урав- 
нението ](х):О има само реални, корени, всичките корени Ha 
Уураннението / (х)--А/(х)-0 «гсъщо :са реални.. 

17. Теорема на Пулен -- Ермит. Нека f(x) е полином с реал- 
ни коефициенти и g(X)=a, X'+ ax* ξ οο +а, 1 X+a; й0 е 
полином, ,всичките нули на който ca реални, Тогава уравнението 

- 

„ ) Ἐά Γ ΟῈ га 0 (x)=0 

има поне :Елкова реални корена, колкото уравнението f(x)=0 
Упътвакне. Приложете иеколкократно резултата ΟἹ зад. 15, като сТтойности 

на -- X вземете пулите на #(4). “ 
, 
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. § 7 СПЕЦИАЛНИ полиноми 

Ортогонални полиноми. Нека p(x) e неотрицателна функция . 
в интервала (а, b) (краен или, безкраен), за която съществуват 
интегралите 

Ἅ 

те | р0 ах, п--б. 1,2, 
й .. , Η 

и po>0. Ще казваме, че две функции 2(х).и £(X)-ca ортогонални 
в интервала (а, 6) oTROCHO теглото р(х), когато -- 

b 

; [ρ(κ)ξ(κ)!ι(κ)α:ο. 

Една редица ot полиноми Py(x), Р,(х),...,Р,(х),...,0т. сте- 
пени съответно 0, 1, 2,...,4)..., се нарича ортогонална в MHTEp- 
вала (а, b) спрямо теглото р(х), когато всеки два различни по- 
линома |от редицата са ортогонални, 'T. е: 

f PP, (%) Py () dx=0 при ) , j=0,1,2,... С 
а { . ῃ 

1. Докажете, че 88 ΒΟΗ͂ΚΟ тегло р(х) B ннтериала. {a, 6) съ- 
ществува еднозначно определена ортогонална редица от полянами 
с положителни старши коефициенти Ν 

Ρο(Χ)ι P,(x),.,. Р.(33,... 

и нормирана с ус:ювието f p(x)P2 (x)dx—l k=0, Ἱ 2,... 

Упътван: За краткост положете 
μ 

f PO 8 Ὅ) я οὐ drmii, #0) 
а 

където g и Я (2 ΠΟΠΗΠΌΜΗ с произволни реални коефициенти. Така дефияирано- 
то число (g, Я) притежава свойствата на скаларио произведевие Β΄ хинейното 
простраиство от всички палиноми с реални хоефнциенти. Като ssemere пред вид 
това, използувайте метода на Грам н Шумид 82 ортогонализиране. 7 ' 

' 2, Покажете, че за полинамите P,(x) от предната задача, кои- 
то образуват ортогонална и нормирана система в интервала (g, 6) 
спрямо теглото р(х), са в сила равенствата 

ὰ |е е ееа Т 

| Р(”)"./в„:т КЕ = Е 
ЕА ЕА 

. Че Вя TP 7 
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където . . Ν 
b Н 

p,=fx"p(x)dx, i=0,1,2,..., ' ! 

« Е-тият момент Ha функцията p(x) и 

βο 1+ ч τ Βὴ 

А | ὰ Не τ τ Йа+ а 
e e e 4 еке 

Вя Вяъ « <dza ' 
е съответната детерминанта на Грам. ες 

3. Докажете, че всеки полином f(X) от степен #л може да 
се представи еднозначно във вида 

) )= аоНъ(Х)+аьР(Х)+---+а„Р„(х) 
където Py(x), РДх)... е ортогонална в (α, 6) система от полина- 
ми и 88 коефициентите (на Фурие) 4, са в сила равенствата 

o= [P ο Ρ ()%, #-0, 1,2,...,m, 
| Ν 

A= f PP, | 

4. B означенията от предната задача покажете, че е в сила. 
следното равенство (на Парсиафал) . аИ 

f родлодак- S A ! 
v~0 

5. Heka Py(x), Р,(х), .. ,,(Jé), ..е OpTOTOHANHA редица OT по- 
JMHOMH спрямо Теглото р(х) в интервала (4, b) и А k), да са 

съответно коефициентите пред X" и х B полинома Р„(х). По- 
кажете, че . ' ' - 

P =X ABIPA 1 aPa o)y R=1, 2. 
жъдето 

Pemenne. Полиномът Р + А)-а κ P,,(x) е cTenen и Η следователно 
VDI пбдходящн Dy, Ф . oy By ще имаме 

Ра+А)--еахР(х)--2о Рх)-наРДх)-.. A2 Pn(*)~ 
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. 

Казо yuHOMEM почленно последното PABERCIEO с » . Ρ,(χ), v=0, 1,..., n—2, и MATErpupame, ще получим" и " 
- » . 

. a.fp(X)Pf(-\')d'r=0 , 

« откъдето следва, че 3,—0 за v=U, 1, 2,..., n—2. И така 
” ” Pt )=t L BP0 Р () 

Отптук, по подобен начин цолучаваме 
2 > - . 

κα |« Ръ) Р ἐρὴάκα [ ) P00, . 
b 5 - 

J P Рае) Pt = [ρρ)ρακχαν κ жя-а4-. . аке 
b 

' τ =kt » . Р0) ἀχ-- ἔππι, Α,. " . ΓᾺ гя 
а : ες 

Намираме . - " 
2 А ! Е и ие П ЗА , те "~ y η Те | 

Чрез сравняване яа коефициентите пред л” or двете страни на (1), получаваме. 
1 . . “ Ее L 6 - 

ΠΗ 

. Т . a,,=E(k,, Ok =fy « ᾿ 

Формулата (1) остава в сила и ΠΡῊ п--0, ако положим Р х)-0, П 
6. Докажете следното тъждество (Кристофел-- Дарбу 

я Ν . 
1 1 Ра) Р )--Рача 3) РДх) 2а Р0 Р уеу СН ЕИ Бе РА) . 

Решение. Съгласно предната задача имама - " 
Ῥρεχλγετίαν x+8) Py (х)--т, Ρ,--γ(), 

: Ру 3(е y+8) Ру (у)-т, Poi( 3). . 
Първото умножаваме ¢ Р.( у), а второто-- с P, (x) и изваждаме почленно 

ῬΡῈ )Ρ,(.)-- Ρ () Py (x)=20 (x—3) P, ) Р, (уе 
Р () Ра ()= Py (9) Pry(x)). Ν . 

Оттук, като нзполауваме още веднаж тъждеството от предната задача, получаваме 

Се PR P ЧРу (P ο)- , () РН 

»=0 

1 P (x) Р, —P,(y)P, - РА - ‘I > (%) Pr—1.(3)—P. (9) Pr—s ()) | 
Последното равеиство е вярно и за v=0, стига до положим Р (куР ()-0. 
Давайки на v стойиости v=0, 1, 2,..., п, чрез почленно събиране получаваме . 
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1 1 Py (0 P ) τ ( ὰ ( 
7, РР = П 

»=0 

7. B означенията OT предните задачи покажете, че за всяко 

реално Х е в сила неравенството 

Рае " , 
τκοτ 109 Ῥ ) -- РО Ра)) >0. Ὶ 

Pewenne. В тъждеството на Кристофел--Дарбу (зад. 6) полагаме y=x, 

откъдето получаваме 
n 

%, . Ν Ν 1 

Ν Зуя 
»=0 

8. Докажете, че нулите на ортогоналните B интервала (a, b) 
полиноми Р.(х) ca реални и прости и лежат в същия интервал. 

Решение. Да означим с Xy, Хо, ..., Ху нулите на Р,(+х), които €2 ΟἹ не- 
четна кратност и лежат в интервала (а, b). Очевидио Osk=rn. Да положим 

” Нн (ко-ж ка) - .. (£~ X8} , 
при #2:1 и R(x)=1 при k==0. Полиномът Κ(Χ) променя своя знак в (а, #) само 
вточките, където Р,(х) сн сменя знака. Следователно произведението () Р (х) R (x) 
не Ο мени знака в (g, ). Ако А<п, ще имаме N 

, # 

” J PR =0, 
и а 

” което води до Противоречие. И така трябва да имаме k=1 

9. Докажете, че нулите на ортогоналните полиноми Ρ κ 
P,_\(x) се взаимно разделят, T. е. между две последователни ну- 
ли на Р.(х) има точно една нула на , х) 

Решение. Ще предполагаме, че коефипиентите пред най-високате стелени 
ΜΔ х в полиномнте Р,(х) н Pp—y(x) са положнителни, T. & £,>0 н Kp—y>0. 
Съгласно зад. 7 ще имаме . 

P BP0}~ P nr()Po(x) >0 
при всяко реално х. Нека « и P'ca две последователни нули на P{x); тогава 

” P’ of@)Pre—sfa) >0, РДАР- 8) >0. га 
Тъв като Ре) и Р() са с противоположни знаци, 10 P, χα) η Ῥ „() са 
също с противоположни знаци. Следователно между « и β има поне една нула 
на Pp_y(x). Като вземем пред sun, че P,—(x) e от сзепен n—1 и че нулите на 
Р.(х) са реални и прости, се убеждаваме, че между всеки две последователни 
нули на Р,(х) има Точно една нула на Р..-(х). . 

10. Нека хъ x;,...,' X, да означават кнулите на ортогоналния 
полином Р,(х) и F(x) да e произволен полином с реални коефи- 
цЦиенти от степен =2n—1. Докажете следната квадратурна фор- 
мула на Гаус и 

4 

f ρ(κ)Ρ(κ)αἆε:“ΣΗ, Π й 
а . »Ξὶ | 
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където числата Н, (коефициенти нн Кристофел) са положителни 
и се определят от равенствата . 

Fewenue. Разделяме F(x) на P,(X) н получаваме 

F (x)=Pn(x) Ο (x)}+R (), 
където R(x) е полином or степен Sn—I. Имаме 

Е (х,)--В(х,) при v=1, 2,..., п. ' ' 

Съгласно интерполационната формула на Лагранж, можем да представим поли- 
нома R (х) във вида 

Р0 7 . Ηω-Σκ( R 
или все едно 

п . 

" P9 ве Уе) у 
»=1 

I'Io-uararbk получаваме - κ 

f »ὦ Ρ(χ)αχ... f p(x)R(x)dx———aZF(x) f %c({)}e)"l(f,),(ix) dx 

:ξ ” ἠῳ 

където числата 

b 

| Бя 1 Р.(3 а 
Hy= РС) ) Х7 ol 

- а 

не зависят от г;олинома F(x). B частност πρη Е ( [P ΠΩΝ ще имаме 
XXy 

» , 

f 215 [Щ] dx=H, Р/ fx,)]% 
1 х-- Ху 

& 
откъдето следва, че числата f1,, v=1, 2,..., {1, са положителни. 

11. Покажете, че 

[ρ (xX)dx=H,+ Hy.. .+H 

Определение Полиномите Ῥία β(χ), дефииирани чрез равен- , 
ствата 

Ре) а)ъя) еау чх) 
a>—1, В>--1, n=0, 1, 2,..., 
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„се наричат полиноми на Якоби. 
12. Докажете, че 

а) Ее) Ве #к) еВ 2) н8)) " 
Р(п #х)-- {(6 ВР+ е+ 8)12Ь + 2a—Bla+B+3)x+ 

P-4 

, 

в) Ре 8) 
Тук, както и по-горе, за всяко х имаме по дефиниция. 

( ) αἰχτοῖχα--γο. (Σ Ξ πἘ ) =2 Ν - - πεῦ, 
« 1.2.3...n [ 

1) Ρ ()=~ 1P ие) 
Упатаане 3a ва докажете 6), uanmaynaflre формулата на Лайбниц 

(o= (),,(v),,(n—v) ” ᾿ ι 

Следващите твърдения се получават лесно от @) 

13. Докажете, че полиномите на Якоби Ре«(х.) са ортогонал- 
ΒΗ B интервала (—L1) спрямо теглото р(х)- (1-х)а а +x)fi т. е. 

f (1—x)= (1 +х)3 Pl fi)(x)P(u 2(х)ах--0, n:i:m. 

Pewe ние Достатъчно е да докажем, че 88 всеки полином Лх) OT сте- 
fien Sn—l € B сияа равеиспшю , 

f (а-х (14 2 fix) P(“")(x) Пх-О. 

За краткост да положим ае( - 4 χ " Тогава горното равенство прие- 
ма внда 

f 1) 1 () die=0, . Ν 
21 и . . 

Karo нитегрираме no части, преобразуваме лявата страна на равенството във вида 
.. 

ῃ . 1 . 
И e R LS LS e R 1 f и (Л Ах). 

. - ᾿ 

Or формулата на Лайбниц се нижда, че А-тата пьроизподна на и при 0-58<1-1 
съдържа като множител 1-Х в степен >а-л-Е н 1—x —B степени 2й-Гл-. 
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\ . 
Слелователно тази производна се анулира в точките хе--13 и x =1. Тъй като и 
Ппк)--0, твърдениета е доказано. . 

14: Покажете, че 3a коефициентите k, и k, пред x" и x" в 

л-тия полином Plef(x) на Якоби и за нормиращия мкожител 

„ а [ Ry (PR d, 
- . 

са в сила равенствата , , 

2n+¢+fi B (2n+atf—1) - N L 
A 2"“’“ Π ἘΏΓ ΡΗ 

Ε Т τά il “ 7 Π ΑΈΒΈΕΙ 

Тук Г(х) означава известната ΟἹ анализа гама-фунШя на Ойлер. 

Г()-- f еуу а у; в частност Г(п) =(n—1)! при BCAKO €CTECTBEHO 

Н число п.) 
Pewenne. Karo вземем- пред вид paBeHCTBOTO 

кеу P = — (V™ 4 . еааае . )= 
еХл {2yt 1, 

и тъждествато 6) ΟἹ зад. 12, за крефициентите Ky и k;, получаваме 

n 

. n-l-a\n4-f . n+zz - ἘῈ 

,ἁ“-ἶἷΣ( ν )(π-ν)' k=7, =о( v )(n—v 2= ")' 
=0 » 

За да опростим горните изрази умиожаваме безкраднип редове 

къ З не Σ : 
откълето получаваме 

a+xy’+v~2( )ΧΣ( )х»=Й(Р;Ч)х= 
Ге 

и чрез сравняване на коефхщиещше пред Χ" достигаме до формулата 

" ‘ 

0)48) 
.0 

По-нататък, като циференцираме реда за (1+x)" и умножим с 
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а+хи- Σ( )х получаваме 

eSS S 
OTKBRETO чрез сравияване на коефициевщте пред х"-1 мамираме 

n 

Σ (()- : 
еа 

. 

С noMomTa на доказаните формули лесно получаваме равенствата 

1 |2е ς Е С Б ИИ 
7уя п 25 n—1 м 

За нормиращня множител Ay имаме . 
” 

y—y f x41—x)* (14PN (x) ах- 25"1 f e dx, 

откъдето с ннтегриране по части получаваме 

2 

& + e I ааал 

—1 

K270 извършим трансформацията x=26—1, интегралът се свежда до 2 е 8+2а-- 
B+t n, В4-1), кълето В ( р; 4) e инитегралът на Ойлер ῃ 

8 - ἰ # TprHg+ ἢ )= 1 < ЕЕ » P g 9) f ( T 19) 

. 

Ao 2180 τρρα HTEEsED) 
ааа Ра ” πΙΓΕΑΈβ Ω 

15. Докажете, че всеки три последователни полинома на Яко- 
би са свързани с рекурентната зависимост 

2(n+1)(n+o+p+1) (2n+a:+[i)P,(,";_‘,')(x)= 

=@n-+a+B+D[(2n+a-+B+2)2n+atB) x+¢°—F P ()~ 
—2(n+d) (n-+B) (2n+a+B+2) P (x). 

Упътване. Използувайте резултатнте от зад. 5 и зад. 14, - 

16. Докажете, че полиномът на Якоби P{a8)(x) удовлетворява 
диференциалното уравневие . 

(l—x’)y”+[§—z—(a+§+2)x]y’ ἜΠ ΈβΈΠΕΡνΞΟ. 

Следователно 
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. Решение. За функцнята п--(1- х)я (1 Ε х) чрез диференциране no- 
лучаваме 

(=224 [+ 20} (8- - om0 7 
Като приложим формулата на Лайбниц за (4-- 1) -ватка производна, or последното. “ 
равенвство получаваме 

(е + [(6 Ἐβ--2).». - Ἐβ--αἱρη Ἐ ) (а--84-21)0--0, 
където Фе ЩА) а(")(х). Като положим v=(1 —X)X14 2, гарното Ууравненне при- 
ема вида 

ая) УЧЕВ--а- Н2) Y A i@t B+ 1) y =0, 
С ToBa твърдението € доказано, 

17. Покажете, че ' - 

T(x)=cosnb и ἐλ(χ)-- Ἔ Θ Έ9 Ω 

където й--агссо5 Х са полиноми на х от степен п. Полиномите 
Τι() и U{x) се наричат полиножи на Чебшшев съответно OT 
ΠΈΡΒΗ и втори вид. # 

Докажете, че полиномите на Чебишев Т.(х) са ортогонални 

в (—1, 1) спрямо теглото (1--х2) 2, а полиномите на Чебишев 
υ ὴ са ортогонални в същия интервал (—1, 1) спрямо теглото 

(1--х2) 2, T. € 

' 1 1 

[{--- т9) тъдак-0, nkm, 
-1 ῃ ῃ " 

1 . 

: f (l—x’)_zl‘U,,(x)U,,,(x)dxzo, nm. , 
Σ, , , 

Улпатване. В горните два ннитеграла положете X=cos 0. 

18. Докажете, че полиномите на Чебишев се изразяват чрез 
полиномите на Якоби по следния начин: 

х 
“ 1 T2 

Uf)=A2 21 р (+3) (). 
. З0я 

Упътване. Използувайте ортогоналиостта на 7,(х) н (/.(х), определението 
32 полиномнте на Якоби и резутата от зад. 1, Слел като установите, че 7,(x)= 

Y 11 
-λ,,Ρ,,ί . )(х) и U,,(t)—p P, [ )(x) определете нормиращите числови 
множители А, и Βη, като положите например X==1. Използуваите още тъждество- 
то в) Ot зад. 12. . ' 
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19. Покажете, че: " 

4) Il ῄ(χ) a—x" Ξ dx= ΙἹ рае) ;. - 

6) Тъуе Т ὺ-- ὰ е | 

в Uy «αὐὸϑ χ - 
СС 

ἐ 

: BT L 4 

1y т ааа 

B Uk =piics o 

е (1--2) T, (x)—* Τ ετ . - 0; 

ж) (1--) Ц;Бх)-?:хи ааа 4+2у/()-06. 

20. Пшшно)ъште.на Лежандър Р.() се дефинират чрез 

Τοὴ 
" —1 

[V Gt # [(-- ΧὮ +) 

͵ 

4 - 

ο Рюе еаУ) πεῦ, 1, B 

Докажете, че: 

, 1 0, при тт . 

а) Р, ,‘(x)zpfl"-o)(x) я f P, n(x)P m(x) ах :3 
2 

-1 
=77 При те 

4 (10 Р (8= (ви-+- DX~ 1Pa i | “ 

в) (1) P —2P, () e+ Р) . 

r) P,,(—x):(—-l)"P,,(x); 
и ᾽ , 

᾽Χ 1”7,1+,(Х)“Р;,„1(Х
)==(2п+1)Р„(Х); T 

e ( -х2)Р;,(х)=пР„.1(х)
-пхР„(х); 

й , 

ς ае T ἰ ен 
\ . 

“ 

21. Полиножите на Лагер ех) се дефинират чрез формулата 

1 ал К 
ех) -де*х”“д-х-„(хгдаг*), a>—1, 2=0, L, З,... 

Докажете, че полиномите ва Лагер са артогонални в интер” . 

вала (0,00) спрямо теглото plx)=x"€" Τ, е. 

„ ееа Ге ах--0; при пеет. 
/ : 
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22. Докажете следните свойства на полиномнте на Jlarep' 

LN x): 

а) ”“)(”)*2( 1)у(2+а)х,: ι 

6) #„=Ш- ε- #1 )"_1 (π-᾽|-α). където k, и K, са коефи- 
ра С) 

циентите пред X" и х B L(fl)(x), 

в) f χαε LEY P dx= ("";")I‘(a+ 1 

9 .ἷω DLE () =(—x+ 2n+aiu DLEx)—(n4a) L (55 . 

) xd пе L(c’(x) +{zt+1—x) L‘;’(x) +л LN x)=0. 

28. Полиномитг на Ермит Н,(х) се дефинират чрез фор- 

мулата | . , 

HAx)=(—1ye (e, n=0, 1, 2,... 

Докажете, че полиномите #7,(х) са ортогонални B (--со,со) 

спрямо теглото 7, T. е. 

+е 

f e HX)H(x)dx=0, при n=m. 
Ξ 

24. Докажете следните свойства на полиномите [ (Χ} 

feal 1 π--ὃν # а 

φ нъ) Σ Ξ Ρ е 
»=0 

o 

б) Α, + f e—‘“l‘fl(x)dx 2741 f ε- dx=2"n Νπὶ 
-Ὦ . 

" В) ,-]п+1(х) Z)C (x)—Q”Hn—l(x) 

1) H(x)=2nH,_i(x); 
д) H(x)— 2xH' (X)+2(2n-+1) Н (x)=0. 

25. Покажете, че полиномите на Чебишев, Лежандър, Jlarep 

я Ермит ΜΟΓΩ͂Τ' съответно да се дефиянрат чрез следвите произ- 

водящи функции: 
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- 1 - Y οο 

1--22 " - 
Т:2п+2г=1+22Т,1х)г", 1—2xz+2* —Z(/,,(x)z", 

n=1 
n=0 

. « o _.X'Z oo 

o= SR = S : 
BT «а и (1--2p+! Ν и 

< Ξ 

26. Покажете, че 38 полиномите на Чебишев 7,(x) и (/(х) 

ca в сида неравенствата " и КА 

' T SL, Да) и+1 
при произволно х от интервала (--1, 1]. При първото веравенство 

се достига знакът 34 равенство само за нулите на U,_4(x) и 88 

x=-+1. При BTOPOTO неравенство знакът 33 равенство се достига 

само при x==+1. ᾿ 

Решение. Като положим x—cos θ, се убеждаваме, че първото неравен- 

ство се свежда до очевидното неравенство (со5 28] 1. Знакът за равенството се 

достита само korato 10 е кратно на R~ Второто неравенство следва директно от 

ще Н„(х):Ш=соз п4-сов 058 il 
sin@ sin 

11 OT неравенстката Β 

ς feosmiigt, | S50 а | ' swe | ; , 

Знакът 838 равенство ще се достига само когато (со50|--1, т. е. 0-0 или == 

27. Нека Р(х) е полином OT степен #/1-1 Ἡ Хр Хъ-.« Ха да 
означават нулите на чебишевия полином 7,(х). Докажете, че 

уу е 
= ' 

Ynsmsane. Използувайте нитерполационната формула на Лагранж 

τ τ π . . 

еауе R ИЯ 
«Ξὶ " 

& че.за нулите X; на Т,(х) имаме 
n xgmcos(Zi—1), Τ χ - а i=1,2....0 

1-- χ 



n 

“ 
v 

28. Hexa P(x) e полином OT степен 5п-1. Докажете, че 
“ - 1 

, В09--3т 2(-1)»-1(1 x?)p(x,)_i’fl, 

където X, xz,...,x,, са нулите на чебищевия полином OT втори 

вид (/,Дх). ' . 
Упатванге., Както и Β прелната залача, използувайте иятерполационната 

фармула на Лагранж и че за нулите χ на (/(х) имаме . 

ъл ΄ = 1yl п+1 Ν а 
].,и(х,) {-᾿} . νεςξ, 2, .П. 

.l' 

„ 29. Нека Р(х)е тюлином OT степен =/. Докажез:е, че 

Рн g Ui P +1) (= 1P DT+ 
. - £~ - 

) x.=cos 

" U -0 ” 43Sy τ 
¥=1 

където Хр Хау Ха-а са нулите на U, А) - ¢ . 
1 Упатване. Използувайте. интерполационната формула 8 "Лаграйж 

- P(x)f(x) _ - , #09 Σ УИу et акнка, | 
ма ееа . 

където Хуе-с05у, v=1, 2,... .n -1, lo=-+l, Xp=—1. Karo положите fx)= 
2 

=(x2—1)U,, (%), Взползувайте още ршш:твата 

те) ,(х„) =(=1¥n, v=1, 2, .. 
Рауе З (D) 2U il — D)=~ l)"fin- v 

30. Hexa Р(х)-а х 1--. ааае полином от степен л-1 
и да е B сила неравенството i еКА 

͵ е . 
за всяко х ΟἹ интервала [—1, 1) Докажете, че ](2”-1 Знакът 
за равенство се лостига само когато Р(х)-у Up.(x) fri=1. 

Решение. Съгласно тъиществото ΟἹ зад. 27 ще имяме 

ι Ν Ν Ξ 
ο.....α“-ἳΣ( ιγ:-ιι]ι-χξ Рь . [ 

=1 
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откъдето HEMOCPEACTACHO следва, че [щ]з-:? on-1, пек?"-1. Разенството е въз- 

можно само тогава, Koraro 

З Руе НИ #1 З и 

{ipu ropmi-'é\‘yc:iu‘ui{fi' подиномът Р(А) е блиозЗНначио определен, но на същите 

условия отговаря н полнномът Ὑ Па--х). Ясно е 7orasa, че ще имаме "Е(х)- 

ееа) , . 

31, Нека P(x) e полином OT й-та степен със старши коефи- 

циент единица. Jloxaxere, че максимумът на {P(x)] в интервала 

{—1,1] не е нпо-малък ΟἹ 21 ". Ако. |P(x)|=2'"" 38 веяка х от 

интервала [—1, 1], τὸ Р(х)-/28-"Т,(х) където числото Ὑ удов- 

„летворява условието у|-1. . ᾿ , 

Решение. Съгласно TEMACCTBOTO от зад, 29 ще имаме 
n ' 

1 ς 2203 Yty ι ЕН P 
=i R 

Тогава, като положим M=max |P(x), -14х:1, ще получим . 

15М[Ш.2+ 2 .'(n~x)]=M.zn—1,' , 
“ Н n Н 

юткъдето ” ᾿ . ΄ 
' . “ Mz, | “ 

Равенство ще нмаме само когато 

Рауе , Ρ( - Ξ - 2 

Ра)е 191 v=1, 2.щ πτοὶν =1 

Tlpu ΓΌΡΗΗΤΕ условия полиномът Р(х) е определен" еднозначно. Понеже на същи- 

те условия отговаря и полиномът 2T (x), τὸ ' 

| “ Ву 2Т) 

И така от всички полиноми OT степен п и със старши коефициент единица, най- 

малка се отуклонява OT нулата в ичнтервала (--1, 1] полиномът на Чебишев 21) 

н това е свойство, което напълно характеризира чебищевите полинами, 5 и . 

. 32. Нека P(x) е ROMHHOM OT степен <n—1, такъв че B HH- 

тервала —1<Sx=<1 да е изпълнено HEPABEHCTBOTO , 

TS P =1 Ν 

” 

Докажете, че за всяко х ΟἹ същия интервал [—1,1] имаме 

| Py &n. 

Tpu някое x£[—1,1] може да се достигне знак за PABEHCTBO само 

когата. « : 

н x=1 или x=—1. . 
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Ynsmsane. Използувайте резултатите ΟἹ зад. 26 и зад. 27, 

\ 33. Нека 

5(0) by snn0+b251n20+...+b sinn 6 

e произволен CHHYCOB полином ΟἹ /=T ред, 33 който, [S(O)'<1 при 
всяко реално 6. Докажете, че . 

350 
sin πθ 

/ П. Ἀ } 

Знакът за равенство се достига само когато 

5(0)--у 5ππθ, jyl=1 

и 0--0. ; : ᾽ " 
Упътване. Приложете резултата от зад. 30 38 полинома 

P(x)=P(cost)= 9. 

34. Нека тригонометричният полином - 

£(B) =29+ A, cOSB+ 1, SiNB4-2y €020+t Sin20+...+2, cosn0+p,.smrz 0 

удовлетворява неравенството g(G) 1 88 всяко реално 6. Дока- 
жете, че . o 

@)= 
(Неравгнства на Н. C. Бернщайн.) - 

ФУпътване. Прпложете резулпта от предната задача за СИНУСП.Ш!Л лолином 

е5 евочно)-- είθ--8}}, 
ц “ 

където By е произволно фиксирано реална число, като положите 0==0 

35. Нека Р(х) е полином от стенен M, такъв че 88 веяко х 
от интервала [—1, 1) да е в сила неравенството 

1Px)=1. 
Докажете, че - . 

ΙΡ, (x).=n. 

Знакът за равенство може да се достига само при 

Ρ (x)l<n2 . 

(Неравгнство на А. Марков.) 
Упатвапе. Приложете peaynraraor предната задача за полинома g{8)= Py(cos 6) 

и зад. 32, при което вместо P(X) (B означениягка на зад. 32) разгледате полипома 
1 
7Ру (cos 6). 

“ 
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. 88. Hexa P,(x) e п-тият поливом Ha Лежандър. Докажете, че 
P,(cos6) е косинусов полином с неотрицателни коефидиенти. , 

Решенне. Съгласна зад. 25 нмаме 

1 

л Зл ΣΡ „“ 
a=0 

“ 

Като положим 
a=cf;s 8425щ , - ᾽ 

ще можем да пишем “ 

1 1 Ν 
γψι-2εορθειμσὲ γΙ1. -ας ψῖ--ατι ῃ 

. o o 

= 1.8...(2κ-- ., . 1.3... 01--ὼ} ὰ 
N Τ Π 2Ὲ %% τ ξ 51 «“ | 

#.0 С 1290 . 

Коефициентът ,пред 2” дава Р,(х), x=acos θ; 
P,(cos 6)=gg η COS Πθ-Ἐ ὰ δη.--α 005 (η---2} 6+ ъвн. с05(п--4)84- ... + 8 Lo COS 6, 
където 

- 1.3...(2n—1 
εο:ιεῃ:τ,ᾗ.“-’»ο. n=1,2,3,... 

Докажете, че 8a Π ΤΗ полином на Лежандър Р.(х)е B 
сила неравенството 

Р.(х)<1 
за всяко X€[—1.1], като знакът за равенство се достига пря #>0. 
само за x=—1u x=1, 

Упътване. Използувайте резултата от предната задача и равенството Р.(1)-1, 

38. Нека P(x) е произволен полином от степен п с реални 
коефициенти, така че 

2 

f Px)dx=1. | 
- и R 

Докажете, че че веяйо x¢[—1,1] е в сила неравенството ч 

n41 
Xy o Plx)= Ἔ | , 

Изследвайте кога се достига знакът 33 равенство. 
Pemenne. Като развием полинома P (x) по полиномите Р,Дх) на Лежан- . 

RLD, ще имаме 

ρᾠ:ξι, Ve (x),_j Pflfx)dx=§ ιξΒι, . 
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Or неравенството на Кощши--Буняковеки следва: 

Зууу 
»=0  »= γοῦ ' N , 

жато равенство при дадено X=Xy се достига само когато 

ь =t\l2";1 P, () v=0. , 2,....m 
͵ 

" 

жъдета Е се определя с услновиетес £2==1. Като вземем пред вид неравенството 
2 + . 
=0 - - 

Ρ () = Цеж. зад. 37), получаваме 

Ра(х)< + У (π 1 

Е Ζ 
! =0 

N2 
Ясно ¢, че равенството се достига само при x= ἘΠ и тогава # Ἐ- , 

. ῃ ΜῈ ' 

89. Нека F(x) е реален полиъюм.о:г степен 2n—1>1 или 2n— 

—2>0, такъв че ᾿ 

1 
в 

{ | ' f F(x)p(x) dx=0, “ 

където р(х) е дадена функция на тегло в интервала (а, 6) κ Р.(х) 

€4 съответните ортогонални полиноми спрямо теглото plx). Дока- 

жете, че полиномът F(X) има поне една нечетнократна нула в ин- 

тервала между най-малката и най-голямата нула на Р.(х) като при 

това този интервал е минимален (теорема на Л. Чакалов). - 

Решение. Нека Xj<Xp< ... <X да означават нулите на полинома Р.(х). 

Съгласно квадратурната формула на Гаус (вж. зад. 10), равеиството (1) може да 

се запише във вида и 

& & 

@ | f τ ррдах-- Н Ε £ НРе .. 4+-На (0 
а 

Тук Ну H,,...,H, са положителни числа (коефициенти на Крнпафел).,независе- 

и o полинома #(х). Ясно е тогава, че поне две числа Flxpn Ахьан) (1sk=n— 

—1) са ¢ протнвоположни знаци или BCHYKHTE са равни Ha нула, С това първата 

част на теаремата е доказана. 

Ще докажем минималността на интервала (Ау, ха) най-напред 32 полиномите 

F(x) от степен 2n—1. За целта да разгледаме полинома 

РХу : / 
@ fi(x)=(x—§>[(x—_(,%z‘+*], - 
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& 
където Е € произволно число, подчинено HA условието х) <Е<«, ¢=‘g(; е нулата ῃ 

͵ . 

на ортогоналния полином Py (X)=go X—g1 Η A € константа, определена OT условието 
й 

b 

@ . f Р(дЕ, () dx=0. 

Като запишем разликата х-Е във вида X—E={x—1)+(x;—£) и вземем пред 
вид, че " 

‘s py %) ь Ρ 
[ (’"”ὐ(ῖἷ(ἷ)“’ war— | въ ") ρρηάνο, 
2 a 

се убежгпаваме, че paBeHCTBOTO (42 el%am:)ocmmc Ha 
+2B=0. 

където 

b Ρ'ῖ' (х) . я 

A= f =BG Ρ (5) 4κ, B= f (X—§)P(X)'1X=g1—EEo=Eo(=—E): 
а а 

Оттук, понеже А<0 и B>0, за А получаваме положителка стойност. Следователно” 
полиномът (8) има само един корен х--Е в интервала (Xy, х,), койте с едиокра- 
тен. Понеже Е може да се еземе произволно близко до Xy, То следва, че в интервала 
(¥1. X,) долната граница х) не може да се увеличи, Аналогично се доказва, че 
горната граннца X, не може да се намали. Случаят на полиноми #х) от степен 
2п--2 e по-сложен, Да предположим отначало, че л7>2 и € Xy, х» да означим ну- 
лите на ортогоналния полином Р.(х), а с,;. чи А-- три реални чиела, като число- 
10 Е е подчинено на условието х;<Е<). При тези означения да разгледаме по- 
линома 

# 2 

&) ol (х-п)[--р . н]. 
(x'—‘xl_)-2 (ν’:"χπΡ 

за който предлолагаме, че 
» 

[ Ἐρὰ p(x) dx=0, 

2 

Последното равенство, което налага известна връзка между въведените паргмезри 
може да се запише о:ще тТака: и 

©) : Cin)—AD(x)==0, 
където 

г | се- - P 5=t e—eytn @t 
а 

) 
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Тук коефициентът ι --Еср нА ч е положителен, понеже а--Е со--6о (α--- HE< Y <. 
Изразът С(и) е непрекъсната функция на ἢ. Съгласно квадратурната формула на 
Гаус при ех получаваме 

, 
. Ра) 

, Сеха)-- , (1а--Е) (11— xp)- =1 ἴχρλτε ι (за-6)Са ")(х1-х„)2 

и следователно C(x,)>0. Ясно е тогава, че 88 достатъчно GMH3KK до X, стойнос“ 
ΤΗ на % също ще имаме C(n)>0. По подобен начин се убеждаваме, че Dix)>0 
при ч> като 88 целта вземем пред вид, че полиномът ЛЯ(х)(х--Е) (1--х) “ 
положителен в ( х) и приложим 32 този полином квадратурната формула на 
Гаус. При такъв избор на ч от (6) получаваме за А положителна стойност. То- 
гава полиномът ЕДх) от (5) ще има само една нула д--Е, която е проста и мо- 
же да бъде избрана произволно близко до ху. С това е доказано, че долната гра- 
ница Xy не може да се увеличи: Анолгично се доказва, че горната граница X, 
не може да се намали. По такъв начин е доказана мннималността на интервала 
{x1, ха) й 38 поликомите Д х) от степен 2n—2 при n>2. Случаят n—2 се раз- 
глежда непосредствено. Тогава полиномът #л) е ΟΤ втора степен и като уловлет- 
воряващ условието (1) тле има реалнн чули, Τ. е. 

Ех)--а (к--е)(х-В. | 
където @, В са реална числа и поне едно OT тях, например «, лежн в интервала, 
апределен ΟἹ иулите Xy, х» на Р.(х). Or xeapparypnara формула на Гаус полу- 
чаваме - 

. αρ--α xy—8 “ [ а И Д а Ν Ay ху + 4y =8 0, 
" [ 

x“‘, _: <0, 1. e. числото В ле- 
Е | 

жи извън интервала [xy’, x,']. При това очевидно €, че « може да се избере пронзвол- 
но близко както κῸ Χγ', така и до χ. ' ' 

където Ay и Ay са положителни числа. Оттук следва, че 

, 
40. Теоремата за крайните нараствания може да се прецизи- 

ра за полиноми по следния начин, Нека f(x) е реален полином от 
степен 212>2 Μὰ е най-голямата нула на полинома на Лежандър 
P,(x); тогава ще съществува число Е в интервала 

[;(щ-ь)- 10-фв,Ца+#8)+ ;(ь“-а)а]д(ь, 
\ 

така че да бъде в сила равенството 

26)--Да)--(6--а) ΚΘ. 
Чиелото « не може да се замени с по-малко. Същото твърдение 
остава в сила я 88 реадните полиноми от степен 2n—1>0 (Л.Ча- 
калов). 

Упетване. Без ограничение на общността може да се предполага, че Да)--/?) 
й a=—1, b=1, Приложете резултата ΟἹ предната теорема на Л. Чакалов (вж. 
зад. 39) 38 Е(х)-/(х) и p(x)=1. ' 

. 
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Thaega Ж 

ПОЛИНОМИ НА НЯКОЛКО NPOMEHNUBHU. . 

СИМЕТРИЧНИ ПОЛИНОМИ 
. 

§ 1. ПРЪСТЕН ОТ ПОЛИНОМИ НА п ПРОМЕНЛИВИ. . 

СИМЕТРИЧНИ ПОЛИНОМИ 

Нека P e дадено none. Символ от вида 

03] X3 XY .. Xl 

където ΖΕ} и &y, tp..., «л €& цели неотрицателни числа, се на- 
рича едночлен HA променливите Χ, X, i.., Хь Елементът авР се 

нарича коефициент на едночлева (1). Два едночлена g=axpxg... . 

„е B U=bxfixf... X fn се умножават по правилото 

ио--(ав) xvl-n‘-fin xg:-ffi: .. еи Ева . 

Два едночлена ажха xg!...x,,",; и ахахи...хап, KOWTO ΜΟΓΑ͂Τ 

да се различават само по коефициентите си, се "наричат подобни 
и под сбор на тези едночлени се разбира подобният на,всеки един 
от тях едночлен: 

ахаха.. хе + хаеха. .. Ха τε(ατ ) ΧΡ XX 

При това казваме, че сме извършили приведение при събирането 
на двата едкочлена. По анологичен начин извършваме приведение 
M при събиране на повече подобни еднодлени. 

Определение. Под полином на променливите X1, Χαν..-ν Ха 
Had полето Р разбираме крайна сума на едночлени ot вида (1). 

След извършване на приведения полиномът еднозначно (с точ- 
ност до реда на събираемите) се представя като сбор от Heuo- 
добнви едночлени, В такъв случай казваме, че полиномът е пред- 
ставен в каноничен вид (канонична форма) Коефициентите на 
едначлените от каноничната форма на полинома се наричат „кое- 
фициенти на дадения полином. 

Под степен на едночлена (1) при а--0 ce разбира сборът 
«1 Ο ... +0, на показателите, с които участвуват променливите 
Хъ Ха..., Ха B дадения едночлен. Под степен на полинод се раз- 
бира най-голямата от степените на едночлените от каноничната 
форма на полинома. 
„Два полинома наричаме равни, когато имат една и съща кано- 

нична форма, Очевидно равните поливоми имат равни степени. ! 
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Различните от нула елементи на полето Р могат да се раз- 
тлеждат като полиноми от нулева степен. 

Всеки полином на : променливи може да се разглежда като 
полином на нвсяка една от променливите с коефициенти полино- 
ὍΜΗ на останалите п--1 променливи. Като вземем пред вид това обсто- 
ятелство, можем да говорим 88 степен на полинома спрямо 
всяка една от променливите. Например полиномът 

7ν ъ X) =2, Ха 4 x3—3x3 33 x3+4x3—5 
e or 10-a степен, KaTo спрямо бтделните променливи Xy, X X3 
€ CBOTBETHO OT степен 6, 4, 5. 

Определение. Под сбор ва два полинома Κ:- 70Χ1» Хъ --., Х.) и 
g=8(Xp Ха...., ха) разбираме полинома f+ g, коефициентите на кой- 
то са равни на сбора от съответните коефициенти на полиномите 
f и е. (Разбира ce, че ако даден едночлен участвува в кандбнйич- 
ната форма на един OT полиномите f и g, в другия полином ще 
считаме, че се съдържа едночлен, подобен на дадения, но с кое- 
фициент 0.) 

Определение. Под произведение на два полинома /-Йх),Хо,... 
ἐ Ха) И g=g(X, Хал X,) разбираме полинома fg, който се по- 
лучава, .като умножим BCEKH едночлен на f с всеки едночлен Ha 
&, съберем получените произведения и извършим приведение на 
подобните събираеми. 

При така дадените определения за сбор и произведение MHO- 
жеството ΟἹ всички полиноми на” променливите х), Ха,..., X, С 
коефициенти от полето Р представлява комутативен пръстен. То- 
зи пръстен ще означаваме с Plxy, Χρρ.νν, Х| 

Полиномите, на които всичките коефициенти са равни на ну- 
ла, се отъждествяват с нулевия елемент на полето P, който съще- 
временно представлява нулевият елемент на- пръстена Рх),Хо,... 
.. X,;) И се нарича нулев полином. Ако / е произволен полином, 
противоположният My—f € с коефициевти, съответно противополож- 
ни на кфефициентите на /. Имаме —f=(—1) f и #+(--/)-0. 

Нулевият полином е единственият полином, на който не се 
приписва определена степен. 

” Единицата 1€ Р на πόπετο Р играе ролята на единичен еле- 
мент и B пръстена ΟἹ полиноми над Р. 

Лексикографска наредба в пръстена на полиноми ка п 
променливи. Нека п-ахи хХи...хет И v=>bxf' xf:...x8n са два не- 

подобни едночлена OT пръстена х), Хаз...,Х,) Ще считаме, че # 
предхожда v, когато - 

ἄχξξβιν ай ἀς.--ατπβον «.>В, 
при някое 15 5:Ξη, 

Например едночленът #=38x7x3x3x; предхожда едночлена 
е44 X} X3 χ. , 
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Така в множеството на едночлените можем да дефинираме 
наредба, която се нарича лексикографсека. 

Лесно се вижда, че всеки полином може да се нареди едно- 
значно лексикографски, като се спазва принципът, от два едно- 
члена да се записва вляво онзи, който предхожда другия, Рдночле- 
нът, който при лексикографския запис на полинома е на първо 
място, ве нарича главен (най-висок, най-висш) член на дадения по- 
лином. 

Да подредим лексикографски например членовете на полинома 

=800} χ χ T X2 Ха ха З ха аХа ка X3t 

| FX2 X3 жаХа Х2 Ха 
Имаме 

Ре а %3126 g х Т Ха X3 X+ ЗА X X4~ 252 x5 X0+ X, X3 Ха Ха 

Главкният член на тази полином € χῇ X3 X, 

Главният член ка произведението от два или повече полино- 
ми е произведение от главните члекове на отделните множители. 

Еден полином f=f(x;, X,,..., Х.) на променливите X;, Ха аХа 
се карича симетричен, когато не се променя при произволна пер- 
мутация на променливите. Най-прости примери за симетрични по- 
линоми ни дават полиномите, които познаваме от формулите на 
Виет: - 

σι =X3+ Ха ... Х ᾿ 
а А Ха Ха Ха е.. ἜΧ, р 
съе Ха X3+ .. +Ха-е Xny Ха 

Сл Ху Ха Ха Ха . а 

Тези полиноми се наричат елементарни симетрични полиноми. 
Очевидно всеки полином на елементарните симетрични полиноми 
€ симетричен полином на Хуъ Хо,. ., X, Твърде важно €, че е вяр- 
но и обратното твърдение. По-точно в сила е следната » N 

Осковна теорема за симетричните полиноми, Всеки cumer- 
ричен полином f=f(X, Ха,.. .. Х.) на променливите Xy, Ху,..., X, се 
представя като полином φίσι, б»...,в,) на елементарните симетрич- 
HH NOJIHHOMH Gy, Gy, ..., Oy Като при това полиномът «Ф(6, fgyy..-,1,) 
€ определен еднозначно чрез f(Xy, Ха ... „Хх.) и коефициентите му 
се изразяват рационално чрез тези на ДХу Xo...,X,). 

За да получим представянето : 

f(xhxflv"-'xn)=q’(°l' Фъ -» 9), - 
можем да постъпим по следния начин, Най-напред nammpame глав- 
ния член 

а gk .. аха ха... Ха 
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на симетричния полином f=f(x;, 22е ж.) (лесно се доказва, че 

В 2 .. . =k,) след това съставяме разликата 

В B, 
«е [--ααρέττ а ап111 7 4 

KOATS представлява симетричен полином на Xy, Хо...,Х. С ПО-нИ- 

сък главен член от този на Д ¢ полинома /) постъпваме MO съ- 
щия начин, както с f, и след краен брой аналогични операция из- 

разяваме накрая полинома / като полином φίσι Сеу ча « 6) На σὴν бз, .. e 

Пример. Да представим симетричния полином 

Г Е Е X 2 ИЕ 

като полииом на елементарвите симетрични поликоми с) Gy са. Ще . 

използуваме указания по-горе начин, като освен това 88 удобство 

ще си послужим H с метода на неопределените коефициенти. Знаем, 

че членовете на полинома (), ба еч) с) се определят чрбз глав- 

ните членове ᾶ f, Д, /ъ.... При последователно определяне на 

главните членове на тези полиноми, както посочихме по-горе, тези - 

главни членове следват в строго HU3XOIAUl ред по отношение на 

леквикографската наредба, т. е. главният член на fl € по-нисък OT 

главния член хе ΧῈ на f, главния член на f; е по-нисък от този 
на f; и T. н, Задачата се свежда ДО намиране на всички едко- 

члени от вида AxY хе x5, удовлетворяващи следните условия: а) да 

са по-ниски от главния члея Χῇ Xg_fla дадения полином Д 6) 38 

показателите Д, l,.I; да са в сила неравенствата ц 2> в) no- 

неже даденият полином е хомогенен OT б-а степен, да бъде из- 

пълнено винаги равенството Д + -#з-6. Запиеваме само съот- 

ветните показатели на търсените едночлени и срещу. тях — отго- 

варящите им едночлени ok 07 а48: ' 

420 o o} . 
411 . σίος " 

| | 330 o 
321 с o o " 
222 «. . 

Оттук виждаме, Y€ полиномът f трябва да се представи във вида 

f=c? 024 Ασῖος + Вез4+Со 0, 65+ Do 

Коефициентът пред първия еднотлен е равен на коефициента на 

главвия член на дадения молином /, T. е. в случая e ], а остана- 

лите коефициенти A, B, С, D ше намерим чрез заместване на про- 

менливите с подходящи стойности. При ха- Хъе ͵, ха--0 получава” 
ме съответните стойности f=2, 01=2, 6;=1, са--0, откъдето на-



мираме В----2, По-нататък да положим например X =Xy=1, Ха 
==—2; вамираме съответните стойности f=42, 0,=0, 0,=—3, 
o3=—2, откъдето D=—3, След това е удобно да положим на- 
пример Ха =X,=2, Xy=-—1, защото тогава за G ще се получи 
стойносТ σ =0 и като заместим в представянето на / чрез Gy, С» ς 
«съответните стойности /--168, с -- +3, 6;=0, o;=—4, както по- 
преди, получаваме следващия коефициент A=—2. Остана да пре- 
сметнем коефициента С, Да положим например X, =X,=x;=1. 38 
тези стойности на праменливите намираме /--6, с =3, 6,=3, 4) -1, 
соткъдето 6=81427 A+9C+27 B+D, и като вземем пред вид 
пресметнатите стойности ва A, B, D, получаваме ококчателно C=4. 
И така: 

ее З - 0103 За3ав --д034 4σι ба 0а--За3. 

Тук със Ял Χξ сме означили за краткост дадения полином δὲ 172 - 
- 2 2 2 2 χά 4 52 2 
ере X+ X} X+ Xy X χξ ае 

(Аналогични KpaTKH означения 332 XOMOTEHHMTE симетрични поли- 
номи ще използуваме и в някой от следващите примери и 88- 
дачи. Например основните елементарни симетрични полиноми Gy, O, .. . 
me записваме накратко така: с-- Х, се) Хо,...) 

Пръстенът Я(х), Хо,..., X,} OT поляноми на 1 променливи над 
полето Р е област на цялостност (т. е. комутативен пръстен, без 
делители на нулата) и следователно може да се разшири до поле 
от частни. Полето от частни на Plx;, Х....„х,) ще означаваме с P{x;, 
Хъ .. Ха). Неговите елементи се представят като отношения на 
полиноми ΟἹ Р|Ху Xg..., Х,| и затова ще ги наричаме рацио- 
нални функции на променливите хуъ Xg ..., X, над полето Р. 

Една рационална функция от полето F(x;, Xg...,X,) ще на- 
ричаме симетрична, когато не се променя при проигволна перму- 
тация на ΧΙν Χῶν ..ον Xpe , . 

Jlecno се доказва, че рационалните симетрични функции се 
представят като частни на симетрични полиноми. ΟἹ основната 
теорема за симетричните полиноми следва, че всяка рационална 
симетрична функция на променливите Xy, Ххъ....Хх. може да 
се представи като рационална" функция на елементарните си- 
метрични полианоми Gy бъ,... Ope 

Като следствие от основната теорема за симетричните поли- 
номи и от формулите на Виет се получава следното важно твър- 
Дение: 7. . 

Besika пяла рацвонална симетрична функцич OT KOPEHHTE o, 
«..., G, на уравнението х”--а, X"+ ... +a, се изразява като ця- 
J1a рационална функция на коефициентите MY Qi йг,..., йп. 

Като вземем пред вид казаното по-горе за рационалнвите си- 
метрични функции, можем да изкажем още следното твърдение: 
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всяка рационална симетрична функция на корените на дадено ал 
гебрично уравпение се изразява рационално чрез коефициенти- 

те му. 
Формули на Нютон. За симетричните полиноми 

Б РИ 
които се наричат степенни сборове, са в сила равенствата 

S — °1=0, и 

а) 5ъ--е5)+20,0, 
83— 618,40, §,—803=0, 

Sp—0y Sp1 0 Spg— - - H(— 1) o1 Si+(— 1) ἔσμτεῦ. 
B ropunte формули полагаме c,=0 пря k>, , 

Ако Ху Χρ»..., Ха са корените на уравнениета : 

X0, X" Ἐ, X" 2+ .. +ал--0, 

формулите (1) на Нютон morat да се запишат във вида ᾿ 

. 48y δι.-ἰ ἜΔῳ 8..2:Ὁ е.. ааа Ка,<0, 

И тук правим аналогична уговорка, че при k>>n трябва да счита- 

ме а,--0. и - 

- Пример 1. Да пресметнем степенния ебор 

„ еааа 
където Xy, Х» Хъ Xg са корените на уравнението 

- x4+ X34+2x2—3x +4=0. 

Mo формулите (2) на Нютон получаваме " 

. Si+a,=0, 

Sgt-0, S1+2a, =0, 
Sgt+ay Sy+ay Sy +3a3=0, 

Syt a1 53+-аз 5ъ аЯ + 4а,-0, 

5,+1--0. 
5:.4+51+2.2-0, 
. Ἐ Ἐ25)-[8. (—3)=0, 
S+ . Ἐ25,--35.- 4. 4τε0, 
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откъдето иамираме последователно: 4) ----1, S;=-3, 54--14, 5) -- 
Ξε --27. И така - 

Si=x{tx+xi+xj=—27. | 
Пример 2. Да пресметнем S_g=x; Έ Χ, 3+ X3 ὄ χ , 

където хр Хь» X3 Х; са KODEHHTE на уравнението 

хм-3Заа4х+2-0,. 
1 - Очевидно степенният сбор S_p=xy *+x,"%+ ... ἜΧ, Ἔ 0T Ko- 

рените на уравнението f(x)=0 съвпада със степенния сбор S, ot 

корените на“ реципрочното уравниение х” f(i-):o. В случая реци- 

“прочното уравнение е 

2x4 4+ 4x3—3x24-1=0 

и за съответния степенен cGop S, намияраме по "формулите Ha 
Ниетон: 

51+2-0, и ' 

s,+2s,+2(— ξ):ο, R г 

5ъ4:25,--2514-3.0-0, 
) 

откъдето S3=17. И така, ако хъ x,, X X, CA корените Ha даде- 
„ HOTO уравнение ж--3х244х42-0, τὸ 

Зоаеж еж εχ θ χ 3-17. 

L. Подредете лексикографски сл(.:.дните поливоми: 

а) Е - 231 X3—3x% Xy TxE—3x5+ 4%, X3+XF—X1+X,+2 

6) Елу Σ — 2%, %0%5 + 43 x1—5x3+8x3+ 3; 
в) ἔξεχιχο x3—38x3 %, —3x2 +4x, X4+ Txy X5—12%5; 
г) F=x}—5x3 xp45xy+5%; x2+3x} x3—5x, X3+ Xy Xy — X5 

Дд) F=38xg—5x; X8 x,—3x24-2x2 χ τ %1 Ха X3+ X5 

Опг. а) Е 8А st 3ая 3 ἀχρχβ Ἐ Tyt 2 ' 
6) F= ΒΧἷ- 2а хе х3+х,-5х;+4%+ xg+xg+ 3: 

8) F= -Зх? Xyt Xy Χρας ἘἾχι ху 4е x4—3x§— 12x; 

Т) F= 2553 154 35 2452y X5+ %y 24— 545 Xyt 5Xe— X 

д) Ее ЗА xy— жа Xg— 5y 254 X34 %% — 313437, 
A 

2, Изразете upes елементарните симетрични полиноми Oy, Gy, 98 
следните симетрични поляноми: 

217 



ТН ТАИЕИ ЕЕЕ Т Н Не 

1 

а) F=x3+x3+x3—8x; Ха ху 

6) Е- х хач X} хачаха + S5+ Χ, X3+X Χ 

в) F= x‘+x4+x4 2x7x7 4x2 хъ x% 
r) F—x5 x2+x5 x2+x2x5+x5 x2+x’x5-—x7x5 

n) ΕΞ (x1+x2) (x2+x3) (x3+x,) . 
е) ΕΞ Ο Υ Ἐ a5+ Χ ΣῈ χ 
ж) F=(2x—x, х3)(2х2 Xg—X)2X3—X;—Xa); 

3) F=(x |—X2)2 (χ0ῳ- - Χ" ς-- χ " 
н) F=(x1+%x,+ 1%y X34+ 1)(ха+ а +1); 

к) F=(x;+exy) (χς Ἐ ελῚ) (хе--еХа)(Ха--Еха) (за еа) (xat+exy), 
e3=1, ἘΞΕἸ. 

Отг. а) 01-Зо, са 6) с σ»--ϑσς ' 
4 . τ 3.2 o4 3, οο в) 0 -- 4σ;σ» - Ἐ ὅσισε; т) в) 0y—20; o3—309105+ 6010295+ 

R -}-σξ σΒ-Ἱσισξἷ 

д) σισο ο 037 е σἷ σξπ-Ἱσἶ 03-2σξ-|-4σι σῳἑ-σξζ 

ж) 270,-90162+2о?; 3) 172 οξ 4u163—4u2+1801 0203—2703 H 

н) u‘cz+03+2u1+ug—33+1 K)oy 82 3al 63—332+10r:1 uw3—802 
, 

3. Изразете чрез елементарните сяметричните полиноми Oy, 
с» с» O¢ следните симетрични полиноми; 

а) F=(xy+%g) (%3 +X5) (14 а) (X +X5) (Χ 2а) (Ὲ 2а) 

6) Е (аха- хаха) (x1X3+ хъх;)(заха + хоехар 

в) Е<-(х14- Ха--Ха-- %) (за-- Ха Χο-χρ (λιττχ, Хал) И 

Отг. а) с 02 θε-σἷ σ,;-σἓ: 

6) of oy+-02—~4o 053 
B) αἷ-ιΐσι а2--8а4. 

4. Изразете чрез елементарните симетрични полиномИи Gy, Ogy .. .0л 
следните симетрични полиноми: . 

а) F—Zx" е Ε:Σχξχζς 

6) F=) ; ж) F= ) x5 
᾽ 

Β) Ρ:Σχξκἓχἓς .) ”Р=Ех?х2х3х4 7 

ЕЕ WF=D x| 

Отг. а) F=o2—205; 
5 Ῥ:σἷ-Βσι oy 3037 

" “ в) ἔξεσ) σῳ-- ἄσῃ: 
г) Ἐ--οξ---2σ; 03+ 20¢ 
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П енне 

А) Fe=0y03—30,04+ 505 

Н €) F=cls§—2af03—ugu3+5qc‘—5as: 

ж) Ρ-σξ-δσἷ σε-ι-δσισἓ-ἰ-δοἷσὃ-δσῄῃ- 

τοδσισ ἐ δσε; В 

3) F=0704—202u4-—u,u;,+655; 

К) Р=о“?п3-3вдвдсз- σἷ σῄ»ὃσξ +Йа2сд+ 

+ toos—6og ” и ' 
к Fauf—&::uz+9a% c%i—fic?u,—?ug— # 

- - ΠσΙσεε;;-δσἶσΓ}-ὃσἕ-}- θσρσιτ беа5 --- 

§. Изразете чрез елементарните симетрични полиноми 1, Gy --3C, следните симетрични полиноми: 
“ 

а) ἔππ( χ Ἔχφ « А(ЖА .. X .. + ἜΘ аХа υ Σ . 
6) F=(—x,+x,4X5+ ... ἜΧΩ) (= Χ, Xyt .. ж.) ... (X 

+Xt+Xs+ ... —x,); в) F=Z(x,-—-x,,)’; г) Р=Е(хд+2бь)з; д) ΕΞ 
=k i>k 

:Σ ( Χ е) F :Σ ( жъ--х,Р. 
Б >k 

Π 
Отг. а) P80y 6) F=— ο Ε 4oy — 81 ot .. (=) с 

в) F=(n-1)af—2nsy; г) F=(n— 16} τ-8 (π---2) 03 (п--4) g 
д) F=(n—1)} —4nclo,+2 (п4-6):3--4(п--3)с10а--4локс: 6) F— 
N а a2y 

6. Изразете чрез елементарните симетрични полиноми бр бе.. . а симетричния полином 

= 242 2 F= ἕ ΧΊΧΣ Xk . . 1 
# т Отг. Ῥ:σἓ-2σ͵,..., а1 205 _20p42—~20p_g Opdat ... 

7. Изразете чрез елементарните симетрични полиноми oy, Со,..., б, CHMETPHYHHS полином “ 
# 

Ρ:Σ (αὐχι Ἔ Χ Ἔ ... +a,x,)2, ἀρξα; ΠΡ!" ἐξλ} 
п 

О Ее) 3, ааау а Ж а| « 21 i=1 121 
щ 

8. Изразете чрез елементарните симетрични полиноми oy, oy, “е» Oy Следните симетрични дроби: 
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ι Ха 2 Хе а 
а) Е x,,+x3+x,+x,+xz+x3’ 

xR, (xe—xa)? , ἀειχς 

6) F== XiF X, " Ха Xghx, 

- 2(020_—36 a;;; 

Отг. а) Е ; 6) Бе — “ἓ); 
o - 

o34 οἷο,-- δοιουσε 903 
в) F= —F —; 

и - 3 . - 

σἷ-{- α)σ»-σισῃ--2σ,-- 303 
Ἔ ΑΤ ἐ ΄ 

149у 024 03 и д) F= 

9. Изразете чрез елемевтарните симетрични ΠΟΠΒΗΟΜΗ Oy, Og 

съ Oy следните симетрични дроби: 

6) F= "’;r‘“’f уъ р 

Отг. а) E= 

, & в- σὲ σξ-}-σἷσ,-δσ-;σ;σχ-ὶ-ὃσἓΐἳσἷσ ' 

2 2. 
9)0303— 076403’ 

10. Изразете чрез елементарните симетрични полиноми съ Op 

следните симетрични дроби: Съе» а 

4) F= % 

в) F= %’, 
27 . 

ка . 
n F=) 55 
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-2”п+4”*:5п-26п-п3: ЕЕЕ 
1 : 

Я 3 (σἷση-ι ττσρσ,-ατ- σισπ)ἕ 935 [”2%-1 - --ἢ σισῃ ] 

11. Като използувате формулите на Нютон, изразете чрез 
елементарните симетрични полиноми следните степенни! сборове: 

а) Зан χξ εχ ... χξ 6) ааа .. Ἐχϑ , 
< 4 4. ad 1 Ν в) Sy=x{+xi+...+x51) S, 2 +x§ +' ἰ 23 

Щ) ае аЕ .. Ее е) Буе АН . 2. 
Δ, Δ Ха 

Отг. а) S.azof—Qo;; - . ' 
6) Sy= o> — 8σισρ-Ἐ 3σο; 
в) 81=а?-4о?02+2а%+40103-4щ: 

. : ) 57 2—(03,_,—23,,_@,, ): 
. S 

1 
3) д) 8-4=:Г (of,_, - 4σ,,-:͵͵σξ-| σ,.Ἐ 40л ση.--1 σἕ-}-ἳσξ-ἳσξ- 4σ,-- ο }, 

2 
е) 55-- σἷ - 50‘;’02+561o§+50‘f03-—502u3-—5u,u,+50.-_,. 

12. Karo използувате формуляте na Нютон, H3paseTe елементар- 
ните симетрични, полиноми с), Oy O3, σ,ν сь Gg Ччрез степенните 
сборове S, Sy, 54 Sy, 55 56- Ке 

Отг. 253=S§—S2;. 

T 603=S8}-385,8,+S5 
240,=5§~ 653518583 +352—6S; 
1206;=S5]— 10S35;4- 2057 S5 +155152 ~ 208,53 308,Sy-+ 2455 
7205) --15515а-405155 4455153 - 1208,5,5,— 1555 — 90528, +4082+ 
+908;5;+1448,8;— 1208, 

13. Нека су o5...,0, са елементарните симетрични полиноми 
на променливите х;, Ххь,...,х, Докажете, че за степенния сбор 
Зъ k=1,2, 3,...,е B сила равенството 

а 1 0 ...0 
5 25, σι 1 ...0 

koo, 1 Зуе 61 - 
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R —— ЧИААИТ 

Решенне. KoM първия стълб Ha детерминантата B дясната страка на ра- 
венството прибавяме всички сстаналн, умножени съответно с -45,5,, --53,..., 
(—1)k—1 Sp,. Като вземем пред вид формулите на Нютон, получаваме 

. 1 0...0 01 0 ...0 
255 o 1...0 0 o 1 ...0 
........ =l пуе е =8, 

(k—l)qk_,uk-z...l‘ 0 σρ--28ς-8...»] “ 
1*0/: L e (— 1)p~1840—10k—g - 01 

14. Hexa Sy, S,,...,S5, ca степенните c60pose на променливи- 
те X1, Xgy...,X, Докажете, че 

" а1 0 0 ...0 
58 2 0 ..0 

S Зъл Sz SpageeS1 ΄ ' 

Упътване, Към първия стълб на детерииинантата прибавете всички шстана- 
лн, умножени съответно с --а, Фъ --03,-...(-1-1 са-а, н използувайте фор- 
мулите на Нютан. ᾿ 

15. Пресметнете степенните сборове S, за корените яа урав- 
нението f(x)=0, където: е 

а) f(x)=x'—x>—19x?4+49x—30, £=1,2,3 4; 
6) f(x)=xP—xt—x*—1, #---3, —2, —1, 5, 6; 
в) f(X)=x%—2x3—2x2—2x—2, k=5, 6. 

Отг. а) Si=1, 5;=39, Sy=—89, 5,~723; 
6) S1=0, S_p=0, S_g= 3, S5=16, S=24; 
в) S=10, Sg=24. " 

16. Hamepere уравнение f(x)=0 ΟἹ трета cTenen, степенните 
сборове S, S,, S; OT корените на което ca: 5) =0, S3=6, S,=—38. 

᾽ Отс. f (x)=23—3x+1=0. 

17. Hamepere уравнение f(x)=0 ΟΥ четвърта степен, 88 кое- 

τὸ 5---1, За---Б, S3=16, S;=—25. | 
᾿ Отг. Я(х)--444-134-2х2-Зл4-4--0. 

18. Нека 5 5ъ S; означават степенните сборове на промен- 
ливите Х) Хо,.Ха. Докажете, че : - 

N 

19. Пресметнете степенните cGopose Sy, Sy,...,S, OT корени- 
те на уравнението f(x)=0, където 

дп-а е х 
а) ](х):х“+Т+Т+ +Z‘n,—_1)1+ 1, ᾿ 

“ 
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6) ()е ааа .+ xt1; " . в) f(X)=x"42x"1 4+ 3x 24 . А+(п-1)х”+пх+п+1; 

D) ()е еа +Е(1;Щ 2y +“,(_”.i1_):_::" (l"j‘_":!). . 
1 

Отг. а) 5.---1. Зъ бун .. =8,=0; 6)) жч Sz 2 

20. Пресметнете степенните сборове S, 5,...,5, от корените на уравнението " 

Π Ξ χ -(ач- В) (424-аб 6ъуя @ oWt + +ab gm0, : 
Упвтване. Пресметнете степенните сборове S;. S;, .. S; от корените Ha полинома ῳ (X)=(X—a)(x—&)f (x). и 

Отг. Spo=—(ak-4-b%), k=1, 2,...,п. 

, 21. Пресметнете степенните сборове 51,55,...,5, от корените, на YPaBHEHHETO 

F=x"+(a+ b +(@P4- 695"+ .. ("5 =0. —ak— bk, при ἐ — нечетно; 
Οττ, Зе КА 

--(а? —52% ¥ πρῃ »-- четно, 
22. Намерете уравнение f(x)=0 от степен #, 38 което: 

а) 55 .. т5 ;=0 
6) S;=—1, 5153 .. =8,=0; 
в) §;=83=...=§,=0. . 

Отг. а) f(x)=x—n; 
х -2 х ᾽ . W)= су 

п а & n s уу в) #(х)-ед".-. р ΕΞΗ +...+(—)m- 

23. Hamepere уравнение ΟἹ rta степен, за което ” 

Зуе 1, ууе , .ς =8,=8,;,=0." 
Pewenne. Hexa . 

П Е ἀχπ- Е ЕК С Ч Фап-ах+анее0 
€ търсеното уравнение. Съсласво формулите на Нютон имаме 

=, ' 
ἹαΖ:ἆπΙ- 1, 
ϑίρεεκας-- ι 

καρτεασχοχττας -5, 
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От тезн равенства непосредствено следна, че #1 а е полнном на « 0Τ сте- 
nen k. Като положим klag= Р (α), Ру--1, получанаме 

Ру(а)-не Ῥρ(α)-τ-αρι χ(α) Ε{{-- ΔΡ άα)--Ὁ, --«Ре)+-пР, -χ(α)--Ὁ, 
Първите две равенства показват, че κία) e полином на Ермит, а or послед- й 
ното равенство следва, че « е корен на Р+а(х). 

И така търсеното уравнение е 

. . Py (o) P, Ρ, (α 
| Py e+ 11(x)"""’+ 2257)*'""*' nn(l o, 

където Po(x) Py(x),..., Py (%) ca nommomnre na Ермис. 
- x? Е 

~ Ρ 02 
Ρερλείτιμε е 0,1, 3,...,а, 

а «е корен на полинома Ppiq (х). 
24, Решете системата уравнения 

аХ е.. Ж < 

. пуе п жаХа . Ἔχπετα 
' ΄ 

и пресметнете Χ x4 .. жа 
Отг. Неизвестинте Xy, X2,..., X, €& корените на уравнението 

χ. l“!'n x+,.(?2! Ю) а e (= l)n“(a l)"_"l_@_ —ntl) , 

““+x"+‘+ ceibxitony o ! г а(а-1)(2--а)...(а--а) ΄ 

25. Покажете, че аке ' 

. fO)=x"4ax" i ... а 

.е полином с реални коефициенти и 88 иякое v, 1<v=r, € изпъл- 
нено неравенството 42<<а, 1 а,+1 (@p=1), то не всички корени на 

полинома f(x) са реални, 

Упътване. Използувайте раненството 

(XX .. Ху )2=а3-2а„41 в,+1. . 

26. Докажете, че за всяко нечетно просто число ре в сила 
сравнението 

᾽ Ἰραιορι 8382714 (p—1)P i —(p—1)=1 +(p—1)’(mod1fl) 
Pemenne Разглеждаме полинома . 

FO—E—1)(x=2) . . ετ D=tV aaP 2k .. . gt 
ФОчевидно 

ИЕ Е ау Е A 
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По модул р имаме / (х)зхР.1-1, откъдето получаваме 

е0 (той ), az=0{mod р).. .. а --20(той ρ). 
За степенните сборове. ще имаме 

З1-:0 {mod p), 52--0 (тойр), .. . . Sp—=0{(mod р), 

δ.--ἰτετταιδ-- , ταχδ p-g— ... ~8p—S1—~(p—1) йр-ате --(ρ--Ἰγ(ρ--Ἰλ(πιοά 2). 
"Следователно 1 

Sp—1—(p—N)=—(p—1)(p—1) —(p—1) (mod £%). 
Ho —(p~1)(p=1l—(p=1)=* — #(- 1)+ 11 (p— )+ Lem (p— 1)1+ I (mod 2) 
27. Изразете upes степенните сборове симетричните функции" 

а Σχΐχξ; | 6) fo;xgxg. 

Решеняе. а) За да пресметнем симетричната функция Σ ΧῚ χξ. YMHOM- 

заме степенните сборове δὰ и Sp. Ясно e, че B развитнето на произведението 
Nx$¥xf ще се съдържат събираеми or вида хе # и ле χξ Спедователно щ 
имаме 

З BBz o 
ὍΣ последното равенство получаваме 

а , ot X€=Sasfi—Sa+fl при α-ξβ. “ 

Ако а--В, B cyMara Щ.х; събнраемите ще бъдат две по две равни, така че ще 

имаме: . 

) жеа —,1,—(53‘_ 5 ) 

46) За да пресметнем симетричната функция УлахбА, умножаваме Σαῖχβ  със 

степенния сбор Ух7у. В развитието на полученото произведение ще се съдър 
жат събираеми от вида А 

Е З . 
” Следователно ще имаме , 

TR Уе έ Т Τξ ааа . 
Като нземем пред вид (1), последното равенство приема вида 

(5,5,.-8..0)8,) ааа а 84— Затич, +SuSpty—Satpipr 
«Фткъдето получаваме 

«3) КЕ ааа 80145, 55 hsa+25u 8ty 

при ἀτξβ, f#7, a7 AKO два OT показателнте са равни, напрнмер.ш=д=1 ¥, ще 
имаме 

. 1 с? @ B o (815,251, 5a Sy + 2524, ) 
а при e=f=7 32 симетричната функция Brixfx3 ще получим 

1 
Θ Συῖχδαβοτ τ (S3-35,5,,425, | 

ι 
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28. Като използувате предната задача, изразете чрез елемен- 
тарните симетрични полиноми 0y, Gy, Oy на променливите Xy, Χρ, Xy 
следните симетрични полиноми: ' 

- 2 2. 2 2 29030 а) Е хуе χῆχθνν ааа x4 X33 хе 
ш χξ 2 χ 242 ! ῃ 6) Е ааа x2x2 

: Отг. а) Е -- 0044010 --0308; 5)IF_u§- 2040, , 
᾿ , 

29. Като използувате зад. 27, изразете чрез елементарните , 
симетрични ΠΟΛΉΝΟΜΗ Oy, Gy, Gz, Gy на променливите X, Χρ, X3 Ха 
следните симетрични полиноми: 

a) F= ЕХ?ХЗХЗ: - 
6) F= foxgxa; . 

в) F=ngxgx2. | 
Orr. а) Е--оае4-- 801 са-- 303+ 4σ)σ,; 6) - σ;σ5-- σγσι; 

в) Е--о3-- 004 

30. Като използувате зад. 27, изразете чрез елементарните 
симетрични полиноми симетричната дроб Е на променливите X, 1>, Xy «Ху КЪдето: , , 

а) F=Z§‘-, n=4 , 
2 

x? 

6) F= 252 pey. 
3 ' 

Ν | 
Отг.а) Р=Т1( afs;-u,a,-za._,aa); ι 

1 К 
6) ἶ:ἷ(20ΐ03- 3σἷσ; -ϑσισγαυ - 405054 Βπἓ) - 

31. Пресметнете симетричния полином #Е от корените на 
Ууравнението f(x)=0, където: : 

а) #Е- foxz,’ ͵“ Ν и , 
. f(X)=x—x2—4x+1; : 

6) F= Ех?хдхз, | 

Л() χ. Ί; 

в) F= Ξ χἷχἓ, 

(:)е жА ра ча ех οο 
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9 1;'=§:;x4 ᾿ A‘ | 

() x3+px+q- | 
Отг. а) Е---35; 6) F=16; в) Е-42-9р/425; r) Ε----2ρ3--ϑ43, 

32. Пресметнете симетричната дроб Е 88 корените на урав- 
нението /(х)-:0, където: 

Л()е Зх9+2х-1. | " 
Отг. а) F=—4; 6) F=15; в) F==-1124. 

33. Пресметнете CHMETPHYHHA полином 

жх 1 I 11 
1 x+xg 1 11 

ΕΞ 1 1 ΧΙΈΧΔΕΙ 
1 1 121 
1 1 112 

за корените на уравнението f(x)=x3—x2+1=0. . 
Отг. F=3. 

34. Пресметнете симетричния полином Е за корените на урав- 
нението f(x)=0, къдета: 

а) F= х”;*(х„+х3)2, , 

J(X)=xt—x3+2x24-x—2; : 

9 ве Зя ека 
J(xX)=x—bx2—2x+1; 

в) Ре) а)) 
' f(x)=x3+x’—3x——5. , 

. " Отг. а) F=22; 6) Е--14; в) F=140. 

35. Нека хр Х, Χῃ са корените на уравнението 

7044 рх+ат-0. 

227



Йресметнете симетричната функция F, където: 

а) F=(x1+ X} (χα Ἔ X5} (χῳ Ἔχ 

F 1 + Ха Ὶ . 
R e L e Т vt 

X " X£>_V - χᾷ--; 

) F_xf~x3x3 + ха--хаза +х%-хдх2 И 

Ε “ 4 4 
6) Р ааа) ааа Т ЕИЕИ 

: ая х 
аЕя фя З 

9ъ кн V(3w А B жааа | 3 Е ия - Ἔ + : K XoX3 х Ха Xy XXz X3 
Н . x х Х и) F= 2 ра ξ 
9 χξ χρας X+ Xgxy x?,'i'xlxz 

ааая X3 ) Е ааа ST ey T 
o A 8 4 ' 

) =2 ааа + (за--х»Р” 
1 1 1 м) Ε: +- ; εκ T BT 

W) Fe 1 1 Ч 

Ὕ 3 я ю 
(i οὑ ἐ ае п) Ε х -+ % - ς " 

Решение. 
а) Като вземем пред вид, че X1-+Xg+x3=0, получаваме 

Ре ()Ml =y ееа 
6) Като вземем пред вид, че луХаха---а, получаваме 

, 3 3 Ε- x-f+_q_ 2y 4 {5+ q _x1+q'xg+'l'*’§+‘q_ 
> хА X3 X1 Хе X3 

Ὅτ друга сграна, x‘?+pxi+q=0, T е. x‘g—?-q=—px,-, i=1, 2, 8. 
Следователно 3a симетричния пелином Е ще имаме Е----р8. . в) Имаме 

Ν 
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- ччн 

;,Σ ἑ.ῖνᾷ;“᾽Σ αἵ ΐ"""Σ(-μκι-η) 3. 

г) За симетричиата дроб Е имаме 

Аналогично на случая г) получзнаме ГРъ-(, “ 
Симетрнчпата προῦ Е преобразуваме по слелния начия: 

A ж14 5453 
=2(1+:гх)(!+х.;)(1+ха) ааа iixy 

На Sy=—2p, S3=—3p, or тъждеството г 
£ ()= 534 prtg=(r—x) χ (x— ), ᾿ 

получаваме 

F(=D=—1=pig=(—1—a) (~1—x) (— 1πτχρ τ - εχ Ἐ χ (1 +- x5). 
Следователно 

в Ρ 84 " 
X +p—q¢ - . 

ж) Очевидно 

аХе 
я Σ(...:,γ ( 1+x,) 22(1+x,)(1+x» 

Пресмятаме поотделно симетричните лроби B дясната страна ва равенството. Имаме- 

А Ч _x % - χ _P=3g 
A+x)(+xy — L (ΓΕΧ Ἔχ T+x) φορ-ὶ 

3a npyrara симетрична дроб имаме 
X1 1 Ν | N T () R 

Or ρεεεπετεοτοςἓ; Σψι-- получаваме ! X—x 

I V- S . 
1+х: =) ааа 

Следователно 

,.га =3 ЗЪР 2ρ-3ρ 
1+4x, 1+р-9 1+4+p—g 

: (239 ¥, ,P—3g Y 9 И така за симегрх:[чната дроб Е ще имамб“ F (l+p~q) + 15— 

3) Симетричната дроб пресмятаме по следния начия: . 

e ΕΠΠ Σ ) ΠῸ o 
1 Е 1 



и) Имаме F= У ------- ра = 
::;д+х„к3 l—.l —;:-—-q 

X3 ῃ 

_ P +4g 1 Ν 
Σ-Ρκι-ὶσ р* в ПС 89) 

(%) ΓΟΝ A R 
px1+?'1 ка p’ —29 - P2 5 ,(__2_4_) и 

P Р 

к),Симетричната дроб Е представяме във вида 

мЧ Xy " 1 L Ρ Ξ ὴ 1 
e еаге Ξ Σ 

ὍΤ разенствато 
f'(x)__ 1 
7 Lx—x 

Г "(x)f ( x) - 2(x) Σ 
, (x—xl)‘«' 

ὍΤ което при х---1 имаме 
Σ 1 71π-πηὴ-7 ἔῖ-ὸ 

получаваме 

. аъе ” =1 
л) Симетричина дроб Е пресмятаме MO следния начин: | 

. к мя мя 
" (хг-ла)2 (%ot ка -4хаъха ч2 44 1 x/i’+4q 

Σ Ὴ | ' 

| # ( 4 
A WS у S а 49 1 ЕК " κ 

px1—3q Px1—~3q Ρ За а Py (?q 
- » » 

В останалите случаи постъпваме по подобен начин. Получаваме 

м Fem ῖρξἶιβ : и 
н) f= -ὦ; | 

o) Ее (52 —4p%; | 

щ) Ре (44307, ' 
36. Нека Xy, Х» X3 са корените па уравнението 

#00)24 ра +ах+г--0. 
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Пресметнете стойността на симетричния поливом F, където: 

а) Е ха (Xg—Xg)? X5 (X3 — %)+ ха (e1—x0)5 
6) F=x3 (xp+Xa)* + X3 (X4 жа) -+ X3 (%1 + %)% 
в) F=(X1—Xo)(Xy— X3P+ (xtg— X1 )Xo — X324 (Xg— X, (X5 — %)% 
г) F==(x}-+ x5+ x3) (32 + χοχς - %) (5 -+ xax1+x3); 

Д) F=X1Xg (X х) + X005 () + X0+ хоха Ρ X5 
е) F={xd—xdf +{x—xZP+(x3—x3% ' 

ж) ι Ύ S )" ()P (5 -3 
8) ἔΞεί χ Ἔ χῆχοτν χξχῃ (аха чх ак) 

и) х х 00 
X3 X% 00 

Е-1 1 xx; 
ἘῚ xx11, 
0 000 xx . 

10 0 00 xx, ͵ ι ᾽ ' 
Отг. а) F=9r—pq; 6) F=5qr—pq?; в) F=pi—6p>q+9g% г) Fe=p2gt—qb—pir; " 

д) F=p*q—5pr; е) F=2p\—8p°q+-2q24+-12pr; ж) Ἐτε(γ--ρφβίρ"ῆ-- 
—4p%r—A4q34+-18pqr—21r2); з) F=p¥r--qt—3pqr; и) F=pir—g. 

00 
00 
00 

37. Hexa хь x5, Ха са корените Ha уравнението 

Fx)=x34-px24-gx4-r=0. 

Пресметнете ,стойността на симетричната дроб F, където: И 
а) F= £ Xz X3 . ' 

Ἄγεχε ΑΔΈΧ, ху 

6) F= Δλ | Хъхв o XXy . 
XXy | Kyt Xy | Xabxy ' . 

в) Р-* хгхз-х% xgx,—i:g . "xlxz—xg . 

XotXg—2x1 ῳ Ί τ-ῶχο П Xybxa—2x3 ᾽ 
КЕ АИ АИЕИ 

Xot-x3 X3-+x1 ΕΝ 
2.τ-τ Χ} | (Χασ- ΧῈ (χᾳ- -χὴῇδ д) Е (1~ 2)+ 277 3)‘+ 8 5P, 
χρῃῳ Хоха XXy 

е) }.---ξιςἱ'χ:’ ΧῈ ΧΕ хаа . 
1+х1+х3+1+х2+х3 1- χφ χ 
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2 2 2 Έ Χοχς | XpbXeXy Χαὶ аке „А χες 
W F Ε 7 Σ + Ν 

сР Зра- Зе - Sprigq? ФОтг. а) -------“-- Н К 
. а) Σ Ν 0 Реу 

. @) (25 —9pg42Tr), г P=3p%g+dpr . в) Ее ра еа G- 1) Pt 

3r4-24—2p—3pg+2p3, 1~—--_ - Μ 
м (ра--67); Ὁ Еу G a—parr 

με- ὰ 4ργ- ε2 45--2ρὲῳ ааа - 4. 
M) Ре e =y 9 F pg—r ! 
W P (PP —pr—pgr) 

¢ (r—pg) , 
38. Нека ху Xy, Ха» Χὰ са корените на уравнението 

fX)=xt4-px?+gx+r=0. 

Пресметнете CTOHHOCTTA HA симетричната дроб F, .където 

а) Е- (заха Ἔ X% (χυχ Ἐ хеха) аХа хеха 

6) F= Y а 
в) F= (x‘—xz)Z(xa—)q)?+(x,—x3)’(x_é—x‘)=+(x,—x4)2(x2—x3)2; 

. г) F=(0XpLx5—5, Р (K —Xp Ἐ X=X, ) (X —Xo—Xg + а) 
1 1 

д) F= XXy T Era bRy T ааа 
2 

4) Е- хд".+ . + x§<—+ %5 
1+x Де 1+-ха Ч 

Отг. а) Е--42-4 pr; 6) F=—2pq; в) F—2p2+24r. 
ΕΝ =2p+3¢—-4r --6442; ---- o ) Е--614 I Е <) F= Τ Ρ τ 

39. Нека х X;, X3 X; са корените на уравнението 

РОе ра ак 4+тх+3-0, , 

! Пресметнете стойността на симетричния, полином 

Xy Ха ἃς Xy 
Ха X3 2а X3 

| X3 Ха Xy «ъ | 
2а Ха «а Xy Ι 

Pemenne. Като приба.вим към първия стълб останалате три и взсуем 
пред вид равенството . 

#Е) 

га Ko+ X+ Xg=—p, 
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получаваме 
а 
| —p Ха Ха а 

Ра) 7Р %1 Ха Ха 
И τ X3 а X3 | 

- Ι TP #3 Хе х 

По-нататък ΟἹ втория, третия Η четвъртия ред изваждаме първия и разач- 
ваме получената детерминанта по първия стълб: 

рае Ха-а 3744 
Р..-р Xy—Xy са-- Ха Xp—Xy 

Xg—Xp Xp—X3 Ха 

Чрез директно пресмятане на йоследиата детермннанта получаваме - 

F= *P((XA—XS) ι ка) ал X+ (Ko X)X χ - ) Ἐ 

H{Xg— εχ (Xg— а) (е) (X1~ χ (g κ9)}}. 
Ho четирите събнраеми B тази CyMa са съответно paBHY на f7(xy), / (χ / (x3) 
Τ ῷ. 
Следователно . 

F=—plf (x)+1 (£ Τ Θ Ἐ ρ]ξρίρι--άρφι 8r). - 
40. Изразете симетричния полином на # променливи . 

Ρ:ἓ ety 

чрез cTenenHuTe сборове. 
Pewenne Имаме 

n Ω 

Σ кае Σ(’:“)εα-πιλ’”; ! 
=1 т0 

- 
откъдето 7 

R n. A" к 

. Σ (еу Ее Z(fn) Зъ 
=1 ! m=0 

3a Besko /, Като сумираме, получаваме. 

ΣΣ Суя Σ( | 
i=1 75 

откъдето намираме 

% 

1 ῃ 
ууя Σ(...) 5ъ Sm—2nSy, |- 

< m=0 . 
и 

41. Изразете симетричния полином на » променливи 

F= Σ(χι'“χ})Μ . 
пе 

! 238 



чрез стейенните сборове. 

ι Om. Веу Σ (m )(-ιγ“ Su—Sat-m- 

42. Нека 

fD)=atax+a+- ... Ἔα, χ . 
e даден ΠΜΠΗΟΜ. Пресметнете стойността на симетричния по- 
JIHHOM ͵ 

| Fn(f e+ o)+ - +1(5) . 
88 корените на уравнението X"—1=0. 

Решение. Лесно се внжда, че за степенните сборове от корените на 
уразиението x7—1=0 имаме ;=0 при k=0 (шой л) и Sp=1 при k=0(mod n): 

ОСттук получаваме 

==n{ag+ aptaz,+ ... ) 

43, Heka ¢ (x) е полином. Покажете, че стойността на симет- 
ричния полином 

Рее(а)+еФ (х2)+ ... +o(x), 
32 корените на полинома / (х) от n-Ta степен, е равна на коефи- 

1 
циента пред к в развитието На!(!()Ф; ) по степените на X. 

Рещшение, Or разенството " 

HMaMe н . A . 

2097600 1 ol - Ω T - Σἷ.υ;;' 

Но | . 

() (е (R b () (= st S e 

20 2D et T sy . 
Karo представим първия член OT AACHATA страна на последното разенство във 
вида м 

е0А е() φρὴ, χ (e хе х | 
Ε Ι #; x'+ x!l+ 2а e 

x(—l—}') 

и заместим B (1), получаваме желания PEIYATAT. 
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В следващите няколко задачи се излагат други доказателст- 
ва на основните теореми OT теорията на симетричните полиноми 
и се правят някои допълнения към тях. N . . 

44.Докажете OCHOBHATA теорема OT теорията на симетрични- 
те поличоми, а именно за всеки симетричен полином 

F(xy, Ха -- 5 Ж) ' 

HA ΠΡΟΜΘΗΠΗΒΗΤΘ X, Хъ ---, X, Ссъществува TAKBB полином 
( &y ... 5 ) ца променливите А, ἔρν -.., Ly Че 

Fxy Хь .. а X)=f (o1, 09y ееа Ч„). 

ΚΈΠΕΤΟ Oy, ба, .. » O, са елементарните симетрични полиноми на 
променливите Xy, Xgy ««« » Жп 

Доказателство. Прн #=1 твърдението € очевидно, защото всеки по- 
лином на една променлива е симетричен. Нека n>1. Ако в полинома F(xy, Ху, " 
.. » Ха) положим X,=0, получаваме симетрнчен полином С (xy, Xg ... » Хп--1) 
на първите л--1 променливи. По индукция съществува такъв полином #(0, ly,. 
.. . Ед-з) че 

С (за, Ха ч.. » Хи-1)--Е (% T2 « . л) 
, 

където т ἐπεὶ, 2, ..., 1--1, са елементарните симетрични полиноми на ΠΈΡΒΗ- 
те п- 1 променливи X7, Δ, . η Да разгледаме полниома на л промеиливи 

H(xp, Xo, .«-, Ха)еЕ(4, X2 -, Хи)--Е(съ O -.. s σῃῳ-αὴν 

който очевндно € симетричен. Ако в него положим X,=U и вземем пред вид, че 

σι (X1, Ха .. а Ха-а. O)=%; (X1, X2 еее , Xp—1) #1, ..., 1-1, получаваме 

N Hxy X3 .. Ха-ъ O)=0, 

откъдето следва, че полиномвт H(Xy, Xy ..., «н) се дели на X, Порадни wero- 
BaTa CHMETPHNHOCT той ще се дели и на Χιν Xz, ««« , Xp-—y, следователно ще се 
дели и на пронзведеннето ΧἹ Хе ... Xp T. € ще има вида 

Н (га, Xy .. . X=Xy Хъ .. ХаНо ( X2, «е . Ха)л Нъ χ «- . » 0)- 
Очевидно полиномът Ho(Xy, .. , Χη е симетричен и HM2 степен, по-малка OT 
степента на /4, Сега можем да направим нндукция 1O степента на разглеждация 
полином (при фиксиран.брой k на промеяливите). По нндукционното предположе- 
ние Н, може да се представи във вида ' 

! Ho(xy Ха oo s Xp)=b(on 03 ..е 5 ση)» 

откъдето ᾽ 

Ε(χι, Хе .. а Ἀρ)-Ξ Ρ (0 T2 . .«ιν σ0) Ἐ 352 (σιν O30 ..е а ση)ν 

C което теоремата е доказана. 

45. Докажете, че всеки симетричен полином се изразява чрез. 
елементарните симетрични поливоми едвозначно. . 

Доказателство, Трябва да се докаже, че ако f(fy, Lo, ... „ L) и 
gt bty „ Е) ca полиноми на променливите &y, Iy, ... , Iy, 32 които 

‘ Ль σρν - а 9а)--Е(ар, o2 - -- . o) 
ство в смисъл HA полиномн на променливите Xp, Ха - .x,,i, 70 f (s ἐφ - - 

.. s Ед)--Е(б, #. -.-, #) (като полиноми на А, #. ... , Ly} или като разгле- 
name разликата на f и g трябва да покажем, че ако за полииома A=f-—g е из- 
пълнено 

oy съ --. « 94)--0, 
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10 0 Bl Ел .. #)--0. При n=1 твърдението е очевидно, защото имаме са- 
MO една променлива H σι ΞῈ Χ. Heka n>1 un Tty Τῷ, «.. 5 Ty—p Са елементарните 

CHMETPHYHY полиноми на първите п-1 променливи. Ако B DaBEHCTBOTO 

h(q;. ба. «.. а dp)=0 

пюложим аи--0, получаваме ᾿ 
и Bz T2 «е Ty 0)=0 

а 10 индукция получаваме PaBEHCTBOTO 

Bty by .. а ἔμταιν 0)=0. | 

Следовзтс;тно, ако представим полннома Л (4, ἐχν -.- , #.) във вида. 

ЕА а ЕЕ 
където Фу #-0, ..., £ са полиноми на &, #з, ..., Ел г TO Фо-0, т. е. й има 
вида Я--1,4, където ф е полином на #y, £, ..., {; OT степен, по-ниска от тази 
на Я, Сега имаме 

й (ог. а ..oy 9и)--а,ф (σι, Фъ --- « 9) ι 
W следователино 

Ф (σι» а .. . =0, 

понеже σμτὲ 0. Сега можемуда направим индукция по степента на разглеждания 
полином. Ако тя е 0, теърдението е очевидно. В общия случай по индукция ще 
имаме ᾧ (ἐγ, # ... .)--0 и още повече Я(6), #,.....)--0. - 

46. Декажете, че всяка симетрична дроб може да се пред” 
стави като частно на два симетрични полинома. 

Решение. Нека дробта r= п е симетрична и нека £=g), Ly, «.. » gN 

N=n! ca всички полиноми, KONTO се получават OT £ чрез разместване Ha про- 
менливите. Тогава произведението £ гъ ... #,, Ε симетричен полином н имаме 

А 

T&8y .. &y , 
re—————- 

£182 «-. By 

Ὅτ равенството Σ1) - .. gN=fg._,...gvcneAna, че и числителят € симетричен. 

47. Покажете, че симетричните дроби с коефициенти OT ед- 
110 поле Р образуват подполе на полето Р(ху, Ха ... Жа) OT 
всички рационални дроби на » променливи с коефиевтив Р и 
че това поле е изоморфкно с полето Р (хуъ Xy, ..., Xp) 

Упътване. Като използувате 3an. 45, 46, 47, покажете, че съществува 
изоморфизъм на полето Р(х), Хъ, ... , Ха) върху полето ΟἹ симетрични дроби, 
при който променливите Xy, Хо, „ « Се изразяват съответно в елементарни- 
те симетрични NOMHHOMH 0y, Oy, „.. а Op. Покажете също така, че при тозн изо- 
морфизъм на полиноми съответствуват ΠΟΠΗΗΌΜΗ и че пелето от симетрични 
дрсби е поле от частни на пръстена от симетрични полиномйи. 

“ 

48. Като използувате зад. 46 за еднозначност на изразяване- 
то чрез елементарните симетрични полиноми, докажете TeopeMa- 
та за степента и теглото, а именно,.че ако F=F(x, ..., .)е 
симетричен полином OT степен 5 и степен относно всяка промен- 
„лива 2, Е се представя във нида F=f (o}, G, -- . , σρ}, " където f 
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« 

е. полином от степен m и с тегло 5. Докажете също, че полине- 
мът Е е хомогенен тогава и само тогава, когато f € изобарен, 
(Под тегло на един едночлен Сещ ... вя pasbupame числото 
с Зе ... ἜΛα,, а под тегло на NOAUHOM — максимума на 
теглата на членовете му. Един полином се нарича изобарен, ако 
всичките му членове HMAT едно и също тегло.) 

49. Докажете, че ако основното поле има характеристика 0, 
всеки CHMETDHYCH NMOJIHHOM на  променливи може да се изрази чрез 
степенните сборове Sy, S, ..., S,. Покажете също, че това Ha- 
разяване е еднозначно (B смисъла, изяснен в решението на зад. 45), 

Доказателство. От формулите на Нютон следва, че елементарните си- метрични полиноми се изразяват чрез степенните сборове, а OITYK и всекн друг 
поликном се изразява чрез тях. ЕДИНСТВСНОСТТП на изразяването е тривиална При 
л--1. Нека n>1 и нека Ty, Ty, ..., Та-а означават степенните сборове на 
"тдрвхп-е п--1 промеиливи. Трябва да покажем, че ако / (tyy ἔρ,ρ «.-а )е по- лйном и 

, 7(δὲν Зу ... ,3а--0, 
τὸ ί, а .. #,)--0. Да допуснем, че /+4-0. Тогава 7 непременио зависи от пос- ледната проминлива £,. Наистина в противен случай от равенството 

7(δι, За .. 3„-1)=0- 
жато положим x,==0, ше последва 

. 7ъ Tore e, Та-0--0 
и съгласно индукционното предположение f=0. И Taka / има вида 

͵ 
- F=voty Ф .. ре 

кълдето ф; са полиноми на Y by, .. , ал и Ф 0. По формулите на Нютон 
Съзцествуват полиноми А (1), Я» {π|, 15), ... , Я (щ, йз, ..., Up), така че 5;-- 
#; (σγ, @5 ..., σῇ, при това Я има вида йе ФЕ Е (щ П. .. . й -1). Да 
разгледаме полинома р на променливите #1, На .. iy 

Ре () Яе (а, 14) ..., (e, й» .. и)) 
Ясно с, че той ще има вида 

Р--а(щ, Wy „.. , йя-1) u,IlV+r (щ п» ч.. A N 

където 
N, - + ф (), oo Я -а (1, gy .. , uyy)), 

~ . 2 GOMIHCNDT 7 ΠῸ отношение на п, има степен, Ko-Manka ΟἹ N. Имаме 

Р (бь «» .. «а) = (St 5» .-. , 8а)--0 
и съгласно зад, 45 p=0. Но от посочения вид на полинома р следза, че това 
€ възможко само ако 4(щ. п» ..., йа-1)--0. И така 4--0. Но 4(σι, - .. , a4 1= 
=  ἘπΝφυίϑιν .. „За--1). И така 

φοίϑιν З .. 5 За-1)--0. 
Като положим х.--0, получаваме @y (Ty, Tof -.. - Та--1)--0, откъдето съгласно 
UIAYKGHOHHOTO предположение go—0, което противоречи на условието ф.+0.С това доказателството е завършеноа. . 

50. Hexa #Е-Е(Хр X3 ..., Ха Уъ Yoy -+~ 5 У)е полином, 
който не се променя при произволно разместване както на промен- 
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„ Ливите Хур, Ха «.. 5 X, помежду MM, така и на променливите , 
Vay -.. а Yme Покажете, че полиномът Е може да се представи 
във вида .. 

. 
F(xh Koy е.. Хь Уъ Yoy чееа ym)=f(°lr ..ъ O Ἐ, euey “т„,), 

където G, Оъ .. O, CA елементарните симетрични полиноми на 
” праменливите Xy, Χῶν ...а Ху 8 Туъ Те ««« 5 Ty са елементарните 
симетрични полиноми на Iy, Vo, .. , Ул , 

Решение, При доказателството, изложено в 34π, 44, коефициентите на 
разглеждания полином могат да принадлежат на произволен пръстен. Да раз- 
гледаме полинома Я като полином B2 променлнвите Yy, Vo ..., Ул с коефици- 
енти в пръстена OT полинома ΗΔ променливите ху, Xz, - .. , ¥ (Съгласно зад. 
44 Е може да се представи във вида 

където ф ««е г Са полиноми ἨΔ X3, Xz, ..., X, ΗῸ OT условието следва, че 
тезн полиноми са симетрични и следователно се изразяват чрез с, бо, ,.. 5 Opy 
с което доказателството е завършено. 

51. Нека Р е поле с характеристика O и « Ха ч.. &y Β᾽ 
Вь Вю .. , By са такива елементи от P, че 

| S-S ι 
. =1 

88 k=1, 2, ..., n Покажете, че с TOYHOCT до реда HA записване 
елементите ¢; съвпадат с елементите В. Опровергайте ToBa твър- 
дение. в случая па поле с характеристика, различна от 0. 

- Решение, Условието на задачата изразява, че 
+ 

Зъ (е ал «.- s чи) (фуъ В» .-, B, 

88 k=1, 2, ... п, откъдето съгласно зад. 49 имаме 

σιξετιν G3=T3, .. . я Op=Tp. 

Оттук следва, че NOMMHOMET с корени Gy, Gy, . ..y «л Съвпада с полинома с KO- 
рени 8, Bo, ... п, By Η следователно а; € точиост до реда на записването съваа- 
дат с ВА - " 

52. Нека xy, X3 ... , Χῃ са корени на полинома 

fX)=x"+ax* 1+ ... +a,_x+a, ' 

Покажете, че всеки симетричен полином OT Хо, Ха, « 

да се представи като полином на Xy А ! 

Решение. Достатъчно е да се докаже твърдението 88 елеметарпите 
симетрични полипоми T; на променливите Xy, Xz ... , Хл. Нека τὴν Те «« » Tt « 
са едементарните симетрични полиноми на Xy, X3, ..-, X Очевидно та--ар- 
<-4) Ть-а, Откъдето имаме 

.y Ха MOXE 

. 
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» 

πρτεσρ- Xy Xo0p—2— « « ἀ(-- Е apf-(— )R, 

. ( те а ааа ... +ajx’f—1+’f’; - 
τ " : 

да 
53. Пресметнете ἕ —x—k където с, е А-тият елементарен cH- 

1 
. {π 1 

метричен полином на променливите ΧΊν Ха «-. 5 Χη- 
.е х 

, дар " , . Отг. Σ ἷΧι“ πίη-- - 1)е 

“ " i=1 

54. Hexa 

ЕЕ (хр Ха «е Xp)=f (ар ба <o 6) 

е представянето HA симетрачния полином Е чрез едементарните симе- 
тричнц пволивоми. Изразете чрез елементарните симетрични полиноми 

п 

NOJHHOMA д!:- олином: ἷ)χ,-' | 

#1 . ) 

of 
пдад- 

+(п-1).%2 а+... +gf_ σρταν 
'n 

55. Нека F(x), Хь ..., Х.) € симетричен полином, за който 

Е (за +a, ха+а,..., х.а)--Е (χι, Хо ... „) 

и ἘΞ (бь 05 ..., 0,) е представянето, му чрез елементарните 
симетрични полиноми. Покажете, че 

и обратно. и 
Решение. Нека . 

Ф(а)--Е(х,+а, X2ta, .., ха+а). 
Toraea 

n 

φ’(α):Σ ϑῆχεα, xrta, 
ἐξτ 

0 x; 

ἰ oF 
Тъй като ¢ (@) не зависи OT @, 10 « (@)=0, откъдето ιτ.ηεπΒειΣἷη;:Ο. Обратно 

21 
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φία)-- Σ oF (xflla, 

, i=1 ка 

г + откъдето следва; че «(а) не SaBHCH OT &4, следователно φ(α):ᾳ(ὀ). т. е. 

Fxi4a, xata, ..., Ха-а)-ЙАх, Ха ..., Ха) 

n 

Съгласна предната задача условието ?i:o € еквивалентно Ha условието 
0X; 

i=1 

0, 97 м of 
n 5?"—:—4—('1— Doy ὅσ, τ +°""‘Bu;=0' 

Ω 

56. Покажете, че всеки хомогенен симетричен” полином OT 
втора степен, който притезжава свойството от предната задача, има 
вида 

с Σ (Сее-- х) 
<k ᾿ 

където с е константа. 
Решение. Нека F{xy, Ха ... , X,) € хомогенен симетричен полином от 

BTOPB степен. Съгласно OCHOBHATA теорема от теорията на симетричните полино- 

ΜῈ Е йма вида . 

F=Ad+ Bo. 

Ho or зад. 55 слелва . 

π. 240 4(n—1) Bs; =0, 
откъдето A=(n—1)e, B=—2nc и следовзателно 

Еъ Ха <.е xp)=cl(n—1) « Зпод--с Σ ка 
‘. # - 1(!:. 

, 57. Hamepere обтщия вид HA XOMOTEHHHTE CHMETPHYHH полино- 
ми от трета степен, които притежанат свойството OT зЗад. 55. 

; 
Решение. Всеки хомогенен симетричен поликом от трета степен има 

вида 

. F="/o 4 Вава+-Саз 

Съгласно зад. 55 имаме 

ЗАпа +л Ва(п--1) Βαϊ - (π--2) Cop=0, 
“икъдето и 

Pedl(n—1n—2)—Sn(n—2)on - 2 а) 
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58. Изразете симетричния полином 

ἘΞ Σ (х(еу жа) (o —x)° . 
i<j<k 

qpéa елементарните CHMETPHYHH полиноми, като използувате зад, 55. 

Отг. F=(n—2)o%os—2 (n—1),0} σ5-- 4 (п--2) 3+ (10n—12)ay0005— 

—4{n—1) οὗ о:--9л 038л се 0 

59, Покажете, че между симетричните полиноми F, KOHTO 
"притежават свойството : . , 

- Е (Хь Ха ooy X)=F (x40, ха+а, ..., х.+а), ς 
съществуват п--1 полинома фу фе . - - , Фи-а, TAKHBA че всеки 
полином OT разглеждания вид може да се изрази посредством | 
“Фь Фе -.γ ν Фа-т . .е 

Решение. Може да вземем 

. .я 9 а 
%=°k+l(x1'—‘ “ Ха-- τ - xn—"i:)‘ , ' 

Очевидна ясеки OT полинемите @) притежава исканото свойства. По-нататък, ако 
Е притежава желаното свойства и 

Р(хр Ха -.. а Хн)--ЙДер с» .. а ал) 
е представянето Ha Е чрез елементарните снметричии полиноми, то 

T Же «е . X0)=F(0, φιν 92 ее „л) 
60. Изразете чрез полиномите фу ф» дефинирани в решенне- 

ΤῸ на зад. 59, следните симетрични полиноми: 

' а) Е--(ху--ха ( κυτοχ  β(χς οο 
6) Е (за-- ай +(Xp—Xa)* + С . 

' Отг. а) Е----491-2748; 
, 6) F=1847. 

61. Изразете чрез полиномите @, ¢y, @5, дефинирани в решее 
HHETO на зад. 59, следаите симетрични полиноми: 

2) F=(x Ἔχ χα - %) (01— ка Ха-- а) ey~ X35+ а) " 
6) Р =(х,-х2)2(х1-хз)“(х,-хд)?(х2-ха)д(х,-хд):**(хз-хд"**. ' 

Отг. а) F=8py - 

6) Е -- ааа 4- 16wy 270144 ч φῇ φς--128 o224 25643 . 
62. Нека Е (x,, ..., x,) e полином, 88 който “ | - 

„Е (С Ха чееа Х)е ἐ (хр X, .. а )] . 
при произволна пермутация Xy, Ха ..., Х на промендивите Xy, . 

Хъ ... 5 X, (B такъв случай полиномът.Р се нарича алтернати- 
вен). Покажете, че F се предеставя във вида 
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͵ 

F=AG, 

където A= I | (x;—x,), а поликомът С е симетричен. 

<7 . ц 

Решение. От условието на залачата слелва , че 

Επεί. ...Ὁ .. а Хее s Xy=—F(xy, «... Кр 

в частност при X;=X; получаваме 
РО .. s Хроее s Ἀρ voe » Хи)--0, 

ΟἸΚΈΠΟΙΟ следва,; че полиномът Е се дели Ha X,—xj. Тъй като Toa ¢ BApHO 88 

всяка двойка £, f, £+ j, Е ще се дели на произведението ξ ‘¥ ;—xj). Ho 

4 " 

това проинзведение също е алтернат ивен NOMIHOM, откъдето СЛЕДЧВ, че частноч 

το G=T' е симетричен ΠΟΠΉΠΟΜ, ι 

„ 63. Полиномът Е (х), Xg ..., Х) се нарича Одвузначен, ако 
не променя стойността си при произволна четна пермутация на 
променливите, т. е. ако 

F (ф Ха еее а Х) Е (х%, Ха че. Х.) 

при произволна четна пермутация Iy, &y, ... , i, на индексите 1, 

9, ...,n Да се докаже, че полиномът Е е двузначен TOrapa и 

само тогава, когато може да се представи във вида 

F=G+AH, к 
където ЕГи С са симетрични полиноми, а А е полиномът, дефини- 

ран в предната задача. 

„Решенние. Тъй като Ййолиномът А не се п;;оменя при чебни пермутациин 

ца променливите, ясно €, че всеки полином от внда, С-НАН, където GuHecea 

симетрични, ¢ двузначен. Обратно, нека Е е двузначен полином. Ще покажем, 
че ако iy, Ф ..., а е произволна нечетна пермутация, полиномът 

. Flxy чее а x)=Flx;, Б ,гх,-„) - 

«не зависи OT избора на тази пермутация (този факт оправдава HAHMCHOBANHETO 

„пвузначен“). Действително нека Л, ja - -- o /и е абратната пермутация на раз- 
глежданата, ky, Κὺν --- , Ел е произволна друга нечетна пермутация Η ἢ, Iy .. 

v o+ » κ ¢ произведението 18 ky, ky - -ον kp € Л а - -+ Лл. Torasa ot 

F(x;l.x,»:. е. XigdHF (g Xpp oo s Хе) 

ше последва ( \ 

| хъ Ха ее а Ха)е ΤΝ 
което е невъзможно, защото пермутацията by, I, ..., ἐπ е четна. - 

Cera да положим G=—;f (Е4-Е) и h= %— (F—F) Лесно се вижда, че 

полнномът G е симетричен, а Я-- алтернативен.. Съгласно npemmara задача k= 
=AH, H— симетрнчен. Равенството R . 

. F=G4aH 
€ очевидно- ot 
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§ 2. РЕЗУЛТАНТА. ДИСКРИМИНАНТА “ 

Нека , 

. fx)=apx"+ax" '+ ... +a, 

£ () =bX™ LB x™ 4 ... +ба 
ca два полинома с коефициенти от дадено поле . С o, o, ..., 

а съответно Вуъ Въ -.- , βων да означим корените на /(х) и 
Е (х). (Корените α; и В, принадлежат на подходящо разширение 
на полето ) Изразът 

в ε) αἴοῇ | | се ο ς 
Τ 

(=12 ..., 1 j=1 2, ..., т) се нарича резултанта на по- 
линомите f(x) и g(x). . , 

Като симетрична функция на «; и В; съгласно основната тео- 
рема за симетричните полиноми резултантата А (/, 2) се изразява . 
като цяла рационална функция OT коефициентите на /(х) и 24(х) 
и € елемент на осиовното поле P. ᾿ 

Анулирането на резултантата R (f, £) е необходимо и доста- 
тъчно, за да имат уравненията f(x)=0 и g(x)=0 общ корен. 

Резултантата може да се представи във вида ΄ 

R{f, β)τεαῦξ (αὐ #() . .. # () 
или още така: 

R ае(-1 ” ἐ ) .(8)) .- - (δὼ.- 
Ясно е, че 

R({f, а)-(-1)“В(5, ) 

Формула на Силвестър. Резултантата R(f, 2) се представя 
Β явен вид чрез коефициентите на полиномите f{x) и 2(х) вслед- 
ната детерминантна форма: ' 

щ a .. -ἀς 

& G. . .a, 
R, 8)=lp, b, ao_' 1y . , 
Ν 

Нека f(x; ) и g(x, у) са два поливома" на промеянливите X, Y и 
да разгледаме .системата 
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9)0 
® (К 3 , 
Всеки един ot полиномите f(x, у) и g(x, у) може да се предста- 
ви като полином на х с коефициенти, които са полиноми на у: 

Це у)--а„(у)к+а.(у)х"3+. . - ад3), 
20 у) 6у by (Y"1 . . , Ἐ» 

Нека В /, г) е резултантата Ha полиномите f(x, у) и gl +), 
разглеждани като полиноми на х. Очевидно φί )=R,(f, #) ще 
представлява полином на у. Ако (α, В) е решение на системата 
(1), уравненията f{x, B)=0 и g(x, В)--0 ще имат общ корен Xi=a 
и следователно φίβ)--Ο. Обратно, ако В e корен на алгебричното 
уравнение +()-0 и старшите коефициенти а,(/) и δι( у) не се 
анулират едновременно за y=B, уравненията f(x, В)--0 и g(x, β)- 
=( ще имат корен х--«, откъдето получаваме решението («, В) 
на системата (1). В случая дадената система (1) се сведе до 
решаване на алгебрични уравнения с едкно неизвестно чрез елими- 
нация на х. (Разбира се, когато това е по-целесъобразно, можем 
да елиминираме у и тогава вместо резултантата Ry(f, g) ще раз- 
глеждаме резултантата WX)=R(f, #) на полиномите f(x, у) κ 
£(x, γ), считайки ги KATO полиноми на у.) 

Дискриминанта. Нека . 

Л09-<а ааа . . . ае Рра ι 
е полином на Х И а), «о...,х, да означават корените на уравне- 
нието Дх)- О0. Изразът 

се нарича дискрилшнанта на полинома f(x). 
Като симетрична функция на корените «, дискриминантата 

D(f) се изразява във вид на поликом OT коефициентнте на f(x) 
и следователно е елемент от основното поле . 

Анулирането на дискриминантата D(f) е необходимо и дос- 
татъчно условие, 32 да има уравнението f{x)=0 кратни корени. 

Дискриминантата може да се представи още така: 

τ ς 

Б() Τ ai~2f(a)fla)...f @) 
В сила е още формулата | 

n S .. „„, | 

S 55 | 
ι 

[Snt S ὅμηι . .5„„„„] 
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където Зуенай ... +ak k=1, 2,..., са степенните сборове от 

корените на уравнението f(x)=0. . 
Връзка между дискриминанта и резултанта. Между дискри- 

минантата D(f) и резултантата R(f, /) на полинома f(x) и не- 
говата пронзводна Г(х) e B, сила следната зависимост: и 

В гЩа--1) / 

' R, == “ «0(7). 
Примери. За дискриминантата D на квадратния тричлен 

- - fl)=axP+bx+c , Ν 

la b εἰ 

2a b 0,=—a (—ab®+4a’), 

02 b 

получаваме 

D=—a"R(f, f)=—a" 
И 

т.е. D=6%—4ac. ! 
38 дискриминантата D Η кубичния полином и 

х4ах+б6х+с 
получаваме 

| 3 85 S 

D—'|Sl Sy 53 
ἷ82 53 S«t 

и като пресметнем степенните сборове Sy и 3aMECTHM B горната 
детерминанта, ще имаме 

D=a%2—4b3—4a3c-+18abc—27¢2, 
͵ . 

B частност за дискриминантата D Ha кубичния тричлен 

. x*+pxtq 
nonyxxalaame - 

D=—tp—21¢%. - 
1. Пресметнете резултантата R(f, р) на полиномите f(x) и g(x), 

„ жъдето: . 

а) flx)=38x%+x—2; 
g(x)=x—2x—2; . 

6) fl)=x3+2x24+2x—2; ! 
glx)=x?—2x+4; 

: в) flx)=x°—~3x2+42x-1-1; 
2(х)-9х3-х-1; 

г) f(x)=2x3—38x2+2x4-1; , , 
gx)=x"+x+3; o 
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-90--3243; 
м ἔ((ἶ)) --8χὃ--χϑ - 4; 
е) f(x)=x*—2x*—3x+4; 

L(x)=2%"—8x"—x—2. 

Отг. а) —26; 6) 252; ε) —T: г) 247; л) 4854; е) 0. 

¢ 2. Пресметнете резултантата R(f, 2) на nommomure ' 

Дх)-аж +ax+ag и glx)=box?+byx+b,. 
- Отг. (9922~ 23—~ (boty~ by} by @y~ bary) < 

3. [‘[pecMe‘rHETe резултантата на полиномите 

fX)=x3+px+q и gx)y=x34+mx-tn. 
Рещение. Нека a5, &, «а ca корените на полинома Jx). 'Toraaa 

#7 - &)=gaa)lea)elog) = σται -Ὲ εὴ (w3 tagrt-n) (@B υτας а)ещ 
oy Σ ,;f ¢72+m211¢w3213+m Σ αἷσ.ε-}.ηΣ u:,‘ ug+m3mloc2a3+ ¥l 

4-пеп Yoy кае У ἃ..1-η8. 

За фигуриращите Симетрични полиноми на &y, «о, ἄ имаме - 

Ν Σ-ιΐαἓ: Φ S-S0, 

ууе 

Zflx“z;_-é: 

' Σαιἓο. екае —g. “ 

Като ги заместим в израза за R, получаваме 
RU, г)---Р--арит- ера Зрати , βρϑη ἐ ρῖνε-- диа- 3еда4-авнра4 15 
4. Намерете стойностите на параметъра λ, при ΚΟΗΤΟ поли- 

номите . 
” Ди-ж-х4+? и а(х)-21243х4+2 " 

имат общи корени. 
у Рещшение. Очевадно търсените стойности на А ще анулират резултантата " 

Н( 2) на полиномите fx) и #(). Имаме 
#( в)----4ра--3а--5--3). Е . 
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“ Кореннте на уравнението R(f, £)=0 са 11 =38, Ay=23=—1. Следователно поли- 
номите Дх) и 2(х) имат общи корени само при A=-—1 н A==3. Да намерим те- 
зи общи корени. 

Нека A=—1. Тогава полиномите приемат вида 

. Fxy=x34x42 и gx)y=x2—x+2. 

Общите коренн на Дх) и 2(х) са KOPCHHTE на най-големия им общ делител, кой- 

"то B случая съвпада с g(x). Следователно общите корени са 1 -(1-|-ἡ|7) в 

х2=-2-(1 -Νῇ. 

- При A=3 намираме един общ корен x=—2. 

~ 

5. Hamepere при какви стойности Ha параметъра A полиноми- 
те Дх) и g(x) имат общи корени и пресметнете тези общи корени, 
жъдета: 

а) f(x)—x”—(?).+4)x+4l’+2m glx)= :εΐῇ(;;ι)ζι-!-6):6-}-97ι2 
+ 

- 6 f(x)r—x2—3x+7\2—l, B(x)=x24-(6A—T)x—A?—112+12; 
в) f(X)=:X3—6AXZ+ α1λχ--6λ, ρ(χ)-- χϑ--λχῆ- - -ἀλχ-4λ; 
г) flx)=x342x2—9, ρίχ)-- χϑ-Ἐλχο-ϑ; 
д) f(xg--x3—2x" 6χ-Ε8--λ, g(x)= 25— Bx? 45 -2 
е) f(x)=x* 4302+ 4x+12, g(x)=x34+Ax24-4; 
ж) f(X)=x34+3x2+2x+3, glx)=x2— 3x+2' 
3) f(x)=x*—20x4-2%, glx)=x24+232— 
и) f(x}=x3~bx"—9Ax+5, g(x)= 3x2 10x—92. 

6. Hamepere стойностите Ha параметрите“А H, jt, при KOHTO 
полиномите 

Ло-х 8454у 3, 
glx)==x34+px—8 

имат два общи Kopewa. 1 
Ре шенис. Очевидно полиномнте f{x) и g(x) ще имат два общи корена 

тогава и само тогава, когато най-големият им OGNl делител е от втора степен. 
Като п риложим алгоритъма на Евклид, получаваме остагъци 

R PO)=SXHO—H10, ri(e)={5p—10-4- -G Fhe-+ 2 —)—40. 
38 pa бъде  изпълнена условието (f(x), #(х))--тх), e неабходнмо и достатъчна 
n(x)=0, т. e ¢ 

5u—10+—;~(‘—ll)2=0 

2(λ--μ)--40--0. ” 

Като решим получената система, намнрамед 6, p=—16. 
Да намерим общнте корени на полнномите при пдолученнте сюйностн на А 

и μι За τοβᾶ е достатъчно да решим уравненнето 

' Y 5х2420х4-10-0, \ 
OTKb дето намираме хуе —2—y2, Xp=—242. 

247 



Второ решение. За да имат двата полинома два общи корена, € πεοῦ- 
ходимо н достатъчно те да могат да се представят във вида 

х 54 4+23(х24- рх-аХх+«), χϑρμχ--δει(χε ἐρχ χ Β. 

Коефициентите р, ¢, «, В, A, p намираме OT снстемата 

и pt+a=5  p+p=0, 
΄ ΦΈΡαταλ, φΈΡβεεμ, 
Е 48----ὃ, 

откъдето получаваме p=4, ¢=2, a=l, B=--4, A=6, p=-14. с 

7. Намерете етойностите на параметрите A и [, ΠΡῊ KOHTO 
полиномите f(X) и g(x) имат два общи корена, къдета: 

а) Хх)н--6х24-3х-3, gx)=x3—x2-+px+2; 
6) f(x)=x2—4x2+-50x+p, g(x) x-"—?x’—-lx— 

- в) ζ(χ ) ϑλχμ,  g(X)=px’+Ax+-1; 
г) fX)=x*—3x3—2x2—2x—p, g(x)=x*—Ix®—5x2+44x4-2p. 

Отг. а) е 10, μ:-ὲ; 6) λεεμεεῦ; ).::-;.._ p=0; A=1, p==—2; в) A== %1, 

B0 е18 gt )A=2, p=d A=, Ве 
8. Hamepere резултантата Ha полиномите ᾿ 

fxX)y=apx"+ax" 14 . .. +ц„, 
gX)=ax" 1 t+ax" 4 . . ал 

Решение, Нека αἱ, o2...,%, €2 корените на полинома Дх). Тогава 

R, ε)τ- ο ' ε(αὐεί(αὴ) -.. #(е) 
Но 

φία,)--αρ τ 4 .. +“"—1='§;V("‘1)_“"]= . 

Следователно 1 

' RCf 8g=a; a"“ 

9. HamepeTe резултантата на полиномите 

. f(X)=x"+'x"—\+ et X+, 
gx)=x"—1L . 

. . ' . O R, 9=(—1Y"(n+1- 

10. 'HamepeTe резултантата на NOJHHOMHTE' ' 

Л)е ... +x2+x+l 
gx)=xr—ax"—x+a. 

Отг. R(f, )=+ 1)(1+a+ a?4...+a%) 

, 11. Нека Дх), 249 и 2.(х) са полиноми. Докажете, че 

‘ R(f, g18)=R(f, )R], &) 
Решение. Нека f(x):-—ao(x—xl)(x-—xe) «««(ἀτεχρὺ), Br(X)=boxF+i 

ФА . .. +by, gz(x).——cnx'"-*-c,x””‘ . ете | 

Тогава имаме R( /, ,Шд ”“*Па(хдд.„,(х )= [ИПЕ,(х,)] [αο Πεε(χ )] ‘ 

| =R(/, &R/, &). 
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12.Намерете резултантата на полиномите Ф,(х) и х”--1, къ- 
дето Ф,(х) € п-тият циклотомичен полином, т. е. полиномът,. чии- 
то корени са всички примитивни корени OT пл-та степен OT еди- 
ницата. . " 

Pemenue. Интересно е да разгледаме само случая, когато #>2. Нека 
d=(m, 1), Бь E>..-.Ca примитивняте корени HA единидата OT стецен п, а vy, 

. . n 
s« + 68 примитивните корени OT единицата OF степей п--- . Тогава имаме 

й . 

R, xm_1)=H(e,”‘-1) :Π(ι -ε;").:[Π(ι'ΐ η,)ἆΞἷ"Ιξ"ιω Ὰ 

Ако п πεπηϊηιβτο Κ(ὦ,» x™—1)=0. Нека п не дели m. Тогава m=-1 и съгласно 
зад. 33, §4, гл УИ имаме Ф„1(1)=] при mept н Ф„1(1)=р при πητορῖ (p— 
просто число). И raka 

Κ(ῷ, хт7-1)--0 при ny=- 

R(@,, x™—1)=1 в останалите случан. . 
13. Hamepere резултантата Ha полиномите P, (X) и D, (x). 
Решение. При n=m, R(®,, ,)=0. Hexa n+m. Ще покажем, че R(b,, 

@) е цяло положително число, което дели както R(®y, x™—1), така и R(®,,, xn— 

-1). Че R(®,, ®m) е цяло число, е очевидно ,Имамет x™—]1= | | Dyfx), оте 

. djm 
където съгласно зад. 11, R(®,, x™—1)= R(®,, Ф.). Ortyk вече следва, че 

ι 
R(®,, Ф,:) депн К(Ф.,, x™—1). Освен ToBA, ако допуснем, че сме доказали, че 
1трезултантите, R(®,, ФА) са положителнн за всички собствени делителн 4 на 1, 
от това следва, че и R(®,, ¥m) е положителна, По същия начин се вижда, че н 
R(®m, ©p) дели! (Фи, χ --])ν . . . 

Heka d'=(n, m), Axo nfi\m, m 4, n, (числата Тг;;и% 

Ἢ разлечии ΟἹ елинипа. Съгласно предната задача R(®,, 'x"—1) и R(®m, х”-. 
—1) са взаимио прасти, откъдето R(®,, Prm)=1. , 

Остава да се разгледа случаят, когато едно ΟΥ числата ΠῊ ΜῈ делин ἈρΥγοτο., 
- - δὲ 

Нека например nfm. Ако τ Не € степен на просто число, съгласно предната 

„са взаимно прости 

задача R{®m, Х” --1)--1 и сле;ювателно R(@sm, ®p)=1. Нека накрая m—ng’,p_. 
n 

проста чиело. Съгласно 3ap. 31, §4, гл. УШ ъмаме Ф,(х)- | | =1 μ( д), те 

o 

където съгласно зад. 11 имаме 

. я . P 
- R@m, @)= I | К(Ф.„. «*—1) -'). . 

4я ' - - 

Всички множатели" отдясно освен тези, за ΚΟΗΤΟ La e степен на p, ca равни 

ча 1, . } 



Ако п пе се дели на р, остава само един различен от 1 мвожител, именно 

R@,,, х8--1); следователно 

alm) ' 

R(@,,, Φρ)-- Н(лу р ™ ра) 

Ака п се цели на р, остават два различни от единица множителя, които се по- 

и R@m, x"—1) _ 
- 

R{@m, ΧΡ -1) 

и - φσὴ Ο φίπη 
ття) φίπιρ τ _ pw('l)- ! 

- п 
лучават при d=n Η §=—p—, откъдето R@,. @n)= 

И raka: 
R(®,,, ©,)=0 при πεερῖ, ' 

R, ,)=p*™ npu m=np*, р-- просто; 

R@®,,, ®,)=1, B останалите случан. 

14, Докажете, че резултантата на два полинома 

Я)е ааа . .. а 
80) - 8” 6 1 ... b 

е равна на детерминантата, образувана от коефициентите на 0с- 

татъците при деление на полиномите g(X), хе(х),...х7 3() с 1635 

(Метод на Xepmum.) ι 

Решение. Нека Дж)--(х--ла(х-ж)...(х-ха). По-нататък .нека 

| 71е) %) 
н м 

Т ЕЕ Р РН S Е Е 

Очевидио коефициентите С„ представляват HAKZKBH полиноми ΟἹ Xy, X3, " .. „Хп- 

По-нататък имаме 
L , 

са сюе см Ο Беу ‘r,(x,) ri{xa} . . «”() 

се Се ῃ 3а Xz o « Ха γυίχ) Τοίχ - .. 2() 

PP а D I VR I 0К) 
ра) #(12)... &Xa} ' , 

С Е е с | Ν 

Ν ΥΤΝ Ω . 

1 1 ...1 

τερίχρείχθ...« а(х.)ра X2 τττλπ |, а 

{ .π|1 —1 К - T ех 

откъдето следва 
с C1zee-Cipn 

κ е:е - Conl o olx)gixg) . .. Е(ха)-- ( #). 
см CrpeeeCpy 
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15. Докажете, че резултантата на полиномите , 

fX)=ax"+a,x" 4 ... ὰ 
8(xX)=bpx" 4+ b, x" 2+ ...+ b, 

€ paBHa на детерминантата, образувана OT коефициентите на по- 
Линомите OT степен, ненадминаваща л--1: 

X =(@X* 1 @ XF 2 .. ал () (B IR 64 .. 4 
: +b-)/(%), 

k=1, 2,...,n (метод на Безу). 
Решенне. ΠΈΡΒΟ ще покажем, че степените на полиномите gak(,'\c) не над- 

минават n—1. Да въведем следните означения: 

| SR04 
=" . Ἔαρ, 
ЕК) вуе .. 4, р 

ЕА) χ ει . +е 

Дмнл () 7) 
а) Н gt В) 

Фъ ()еу () (1) — &, (G жч х) 
ОЕ X~ 3/) (ав - δρα, жт + .. 

Нека @ (x)=c, €, o X4 .. С хп--1и ху, Хее «у Xy са корените на полинома F(X) ” Ф #1%a ππὶ а P 
маме 

"Тогава 

1 1 .. 1 
а Хе ... 

Сл Слъ I ol e ае ФС) е() . - ФС) 

Γι(-}’ι) χ А ιἷχὓἕ(“”ι:) .. .fl(x,,;g ен) 
εμ (хо)в(ха) «- - folXn)E(¥n) 

)8 () ἐ εἰ τ .. : /(ка)аСн) 

) А . .. : 

Ν = 
) жаА 

. ay 0 ... 0 1 

ЕН И ς I ᾶς 
а 4η--2..». 00 х 

1 1 , 

—a жв) g ТИ 
x;{—l x;l-—l 
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" ι . 

откъдето следва 

“у Се и 
Се Cog .. ἔρῃ" 

| παβ ευ εί. .. Ex) =R #) 
3 # ' а 

16. Нека Д(х)-а,+-ах + ... +a,x"n g(x)= b0+b,x+ ver Ε B 
ca два полинома, Да положим 

0 0 0...0 а 4...a, 
0 0 0...00 @, a,...0 

- e e e e e e e .. 1 ™ реда 

ше а . - . .0 

AAO=l by by ... υ ἢ’ 
. 0 by By. .. .... 0 

s e e e - . п реда 

0 0 0...65, b,...b5n 
0 0...0 g, а) аз...а, 1 , 
0 0... s и 

И аА СК 
.. а) ἄ . еааае 
а ИИ 0 

/O 1 | 
n—1 реда 

и T н. до Δρί , 8), където p=min (m, #). Детерминантата M8 
се получава ΟἹ А( е) чрез зачеркване HA първия и последния 
ред и на .първия и последния стълб. Докажете, че за да имат no- 
линомите ΚΧῚ и g(x) точно & общи корена (0=Fk=p), е необходи- 
MO и достатъчно да са изпълнени условията: 

Δι( , 8)-: Δι( , #-- .. АЛ #)-0, δεμ( 0. 
Pemenne. Ясно e, че с точност до знак А( /, £) съвпада с резултаетата 

Ε, #) на полиномяте fix) н g(x). Ще тпюкажем, че ако Е е какъв да е общ 

корен на f(x) н 2(х) н f)=(x—Eh(x) Lx)=(Xx—ER(x), то ае 4)47 #). 88 
простота ще предположим, че ле-4, M=3, OT което доказателството HAMA да по- 

“ страда. Hexa' К. . 

φ(α)τπαρ ξ αιχτ αρχβ αρχϑ, Q=P βυν-Εβοχῦ, 
откъдето получаваме " o 

йо-- Бе йу ξα;, ае ξαρι ἄρπεα, 4-Базе 

ay=ay, bo=Efp by=Bo-i-81 ba=P1+Eh bs=B 
МИмаме й и 
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. “ 

, Ν 19 σο ж = ἂς 
Ν . . log ὰ &y o3 O . 

M. 9= B R O O . ' 
’ Ὁ f B B O 

| | Ὁ0 Δ ὰ | 
Като умножким втория стълб с ξ и го прибавим към първия, след това умножим 
третия СЕиго npufiamm към втория н направим същото с четвъртия н петия, 

получаваме N 

9 ay аз a3 oy 

- @ a 4,0 . . 
Ае $)==[b1 δὲ Ра O O ὰ } #) . - 

. o By bo by 0 
lo & by by δχ' 

И така Δγίῳφ, 1)--А47, §- По същня начин се установяват и равенствата Ад(:р, &)= 

8110/, Е). Cera твърдението се доказва лесно с индукция по броя А на общи- 
те корени ua f(x) н glx). Ако k=0, ниаме 44(7, 4)0 и всичко .е доказано. 
Πρη £>0 нека Е е един общ корев и Ф(х), 4(х) са полиномите, разгледавн ποὸ- 
‘rope. Имаме - . и и 

Δήφ, φ)--δείρ, 4)--. .. χφ N=0, 8,(4773)+0, - 

54Л, Е)--А47, #)--- ..--А,(7, #)-0, ак (Л #)-0. 
Освен това н АК( f, £)=0, понеже fix) H_g(x) имат обши кореки, с хоето дока- 
зателството € завършеко. 

откъдето 

17. Като използувате предната задача, определете колко οὔ- 
щи корена имат полиномите f(X) и g(X), където 

а) f(xX)=2x+22+x+1, 8(x)=3x3+2x3+2x—1; 
. 6) ()=2x"+ X +2x+1, g(x)=x5—2x3+2x34 X2 —2x -+ 2; 

" 5) f(x)=‘x‘+3x3+x’—3x—‘2, g(x)=x*+3x%4+3x*+3x+2. 

. Отг. а) 2 6)3; в) 2 
18. Решете системата уравнения , 

f(x, V)=y32~7xy+4x*+13x—2y—3=0 
Xy Y)=y t—14xy+ 9%2 + 28x—4y—5=0. 

- ι 

Pemenne. Нека (xp, У) е произволпо pemenne на системата, Torasa по- 
лвномяте Длр, у) н £(x, У) имат общ корен Уу следователно тяхната резултанта 
R(x) (която се получава, като разглеждаме дадените полнномн като полиномн на 
# с коефниненти полиноми на х) се anymipa ΠΡῊ #--хо. Обратно, ако за иякое 
ἦχο имаме К(хо)--0, то уравнекията f(xp, 3)--0 и д(хо ¥)=0 ще нмат общ корен. 
Yo к тогава (хр, Ур) ще бъде решенне на дадената cHcreMa. Следователно, за да 
решим снстемата, първо трябва да ретшим уравнението R(x)=0 н след това за 
BCEKH негов корен хо да намерим общете корени на полиномите f{xo, V), 2(хо)- 
Имаме # . 

i1 —Tv—2 4x2413x-3 0 ! 
Н Η - b1 ἰχ 4r13r—3 ς 

#637) ааа охе4.98-5 0 ' 
. сю —l4x—4 9айч28х-5 С 



или, като пресметкем детермннантата, получаваме 

. - R(x)= — 24x({x+2}x2—3x+2). 
Kopernte на полинома R(x) са x;=0, xp—=—2, xy=1, x;—2. 3a всекн ΟἹ тяк 
намкраме oGIuHTE KOpeHH на уравненията f(x, У--0, glx, y)=0. 

2Прнзхио общ корен е y=—1; при x¥=—2, y=1; ΠΡΗ хе , y=2: при 

x=12, y=d. 
Й така рещеннята Ma системата са (0, -1), (-2, 1) 1, 2, (2, 8). 

19. Решете системите уравнения; 
а) {11x2-+36xy-+30y?—14x—24y=0 

{10x2+28xy+19y’— 8x—10y=0; 

6) (3x2— 4xy— 2)4 6x-+24y-24=0 

'{8x2+20xy+11_;fl—12x— 6y— 8=0; 

B) { 2x2+10xy+13y2—2x—4y-- 1=0 

Ν 

ж4 2xy— у-4х-8у-1-0; 

4χ5-- Ἰχν γ» Ἐ28χ- Пу+?4-0 , 

94 —14xy+32460x—20y4+-51=0; “ Ν 

д) {y‘—3x’y+ 8xy—6y=0 ш 

г) 

42 бх-Зху+4/2-4-0; 

е) |(ж--6х32 у4 6х2--12ху24+13:2-- 6)24 14x+6=0 

X3—x32+5x2—32+Tx+3=0. 

ФОтг. 0, 0), (--2, 2), (4. --2), (--6, 4); 2, 0), (—2, 2), (--4, 4), (--8, 6) 

:)r(z?. il'). —(21'. i), )(6-(l-2l —)2(—1'), (GLg)i.(—Q)fi(): ) (02 3(). ф 2) ¢ ¥ 

(πι,6), (=3, 205 2).2.0 A440), (=i, , @1, 1, ~D{5-E+0. 

F040) ( εη ачо)(а-я. -уа-а) (e-d. Ν 

-.;_(1—})); ) (=1, 0), (=3, 0), (-:-(-3+х/5: (ἑὠιι.ι-ιὁἷ(ἷ ) 

(_-:—(-34-45),———\/; 1441005 )- (-%(ЗНБ-) ._\[‘: мею ) 

(-%(3%15'), ~%\h4+m,/§ ) " 

20. Пресметнете дискримнантата D(f) на полинома f(x) 
където: 

а) f()=x3—x*—2x+1; ' . 
6) f(xX)=x%+2x34-4x+1; - ἢ 
в) f(x)=3x%+3x2+5x+2; 
г) f(X)=xt—x3—3x%+x+1; 
д) flx)=2xt—x5—4x2+x+1. 

Отг. а) 49; 6) —107; в) —843; 1) 72_5: д) 2777, 



21. Пресметнете дискриминантата на полинома Д) 
+px+g. 
Pemenne. Имаме 

3 3 

а съуя 
. =1 ' 21 Н 

| +a;~‘z R = AR, 
OTKBACTO 

κ(Ξῇ 
пе Р RO еае 

' 
22, Пресметнете дискримицантата на полинома 

μ Ц 

704 <:х34-ах24+Вх-+нс. 
. Оп. О() =a®$*— 463 —da3c 1 18abe—27c3. 

23. Пресметнете дискриминантата HA полинома 
f(x)=x2—bax3+5a?x—b.. ! 

Отг. 0 (/)--312502--4а5). 
24. Намерете стойностите на параметъра λ, при които поли- 

HOMBT f(X)=x%—4x-+-A има кратни корени. 
Решение. Пресмятаме дискриминантата на полннома / (х). Имаме 

4 4 С 

Б() | | reazase] ]αϑ--1)..2.6 {{25:53- i 3 
„ #1 i=1 

и -4 

256 256 А Ξ I I(}.—&r,—):-—;:—-slf(—s—) =256 08--27). 
=1 " 

Търсените стойности на А ще бъдат корените на уравненкето 

Ф(/)<-256 (3—27)=0, 

откъдето получаваме А --3, Дае За, A3=3w? където ш„-.-..;...д.к”/Тз..да намерим 

кратките корени например ярн A=3w. Очевидно « е общ корен на 703 н Fx) 
следователно той е кратен на f(x). Останалате кореня на / () не €2 корени на 
Г.(33) и следователно единственнят кратен ΚΟΡΘῊ на 70 ) ем и τοῦ е двукратеин. 

25. Намерете стойностите на параметъра A, при KOHTO поли- 
HOMBT /(х) има кратни корени, където: ’ 

а) f(x)=x%—3x 4+ , 
б; f(x)=x3—8x2+§l3—l)x—(6+2l); 
в) f(x)=x"—4x3(2—A)x2+2x—2; . Η 
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9 /09-ж2+ма+аха+; “ 
д) ο ξ - χ Ἐ1)--λίῦ- χ. 

Отг. а) λτεεῶ; δὴ M=0, λρ----8, λῃ--1258; 7 в) λι----Ἰ, ае 
7.9 аП S ащ Е 7у 87 г) ме +у ЛОВ. λοι 84 γ9. νἹ08 

27 
A=, еее 

26, Намерете дискриминантата на полинома /(х)-х”-Ра. 

O D~y ° mratl, 

27. Покажете, че дискриминантите на полиномите 

“ 
#00)<-ажх4-ат14- ς ах+ал 

SX)=a, X" Q1P Vbt 
са равни 

Pewenne, Даденнте полнноми еа реципрочни. Следователно, ако a, 

‘11 
@3, -, 4 CA KOPEHHTE на полинома / (X), корените на g (x) ще бъДат чА 

_L. им а аме Ε . 

2 ( д(д,=„;л-в] |(_1_ _L) ЕИ V&P , 
а af n « 42 - 

. ἐ τ ς - 11 
И 22 А 

:ἷα-ΔΤ}ΖΙ l (—ajf? =g I l(flx““l)z"n(f) 
| 102 e Ol Sy i 

28. Намерете дискриминантата 'HA полинома qx—{-px"—’-i—l. 

π τ 

256 

О (-1 “ ey g, 
29. Hamepere zmcxpnmpnamara Ha полинома f(x)= x"+qx+q. 
Ynsmsane. Използунайте предките две задачи. ' 

30. Пресметнете дискриминантата на полинома 

70 ππι Ч нне - ) . 
Pemenne Имаме ” 

х-1 

f’(x)=n[l+—+ ΕΝ ..+(„ 1),] - ς И



<откъдето o м 

Ν . . 

»τ τ =gt @ ().) o 
К . па--5 ᾿ n{n—1) 

Ο Μ B (е 2 Gy 

31. Hpe.éme;mere дискриминантата на полиномг; 

ПОе Я 

Решение. Нека пу са корените на уравненнето "--1--0, Тогава коре- 

ннте oy на полинома /(х) се определят от Ууравненнята (x—a)= п (x—b)(k= 

=1, 2,...п), Имаме" . τ а | Ν 

F вл) еа) '+ а — ) =rlep— by g1 + 1), 

юоткъдето ει '1 
. ῃ 

:Ξ Н ᾧ ш n{n—1) n 

=gty “ ле T et | еи 
#“1 . Е 

! St а n . n{n—1) 

’ ΧΠ(“:’ΙΗ):(-Α) ? ety - 

=1 

32. Нека f(x) e произволен полином. Покажете, че 

О((х--а)(2)--( Ха Ρ ) 

33. Намерете дискриминантата на полинома .„ ' 

Ἀ (0)е ил ΈΧΕΙ, 

Упътване. Използувайте npeanara задача. " 

᾿ щя--1) 

O PU=(-1) 7 72, 

34, Hamepere дискриминантата на полинома 

ЯОоде χ αχτι ахжт324+...+а. ι 

Упътване. Умиожете полинома f(x) с х-- Ἐ и използувайте зад. 32, 

пе) + 11 {(π| 7 Ἔ πΡ(1--αὐ' 

o ι ) ПО & qrmp 7 
35. "Намерете дискриминантата на полинома 

[ 
Fx)=x"H—ax"—x+a. 
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Упътване, Използувайте равенството f(x}=(x"—1){x—a). 

| ) =Dy 
. 2: > Оп. D(f)=(—1) τρπίᾳα, Ὑ. 

' 36. Докажете, че дискриминантата Ha произведението HA два 
полинома е равна на произведениета на дискриминантите на MHO- 
жителите, умножено с квадрата на тяхната резу.птанта. 

Решение. Нека и 

Г (к)неа н) (x—x5)...(x—x), 
. 8 ()= X~ )X —y2) - . (0 Уе) 

Тогава имаме 

о(/вь(а„рд“т“"-“П ее« ( с -тПП(х:-у„)г- : 
<E ! = ESL v, 00 

[“ἓ“” (xi—xp || 527~ гП(„-„дз ”ь"ПП(х.-у„) - 
i<k [2<3 iml: 

=D(f) D(g)IR(/- . 
i 

87. Havepere ЖХискриминантата на л-тия циклотомичен поли- 
ном Ф,(х). . , : 

Pemenne Съгласно зад. 31, δ.4, гл. УШ имаме 

2| (xd—l)"( } - || .) 
din din, d4n 

откъдето, хато дниференцинраме 

Ф1)л П =1 () +{x"—1) П (x{t,—'nf‘(T) 
din, ае ат, dn 

Нека gy, eg,..., Eq(n) €3 корените Ha полинома Ф,(х). OT последното равенство 
следва . . Ν 

о„(в,)зпе, Ι I -1 “( ) 
ат, афи . 

По-нататък 

<() @ {n) o{n) 

R(®,, Ф;,;=ПФ„(е,-)=яФ(”)П s,!'—’ П П (5,4-715 _f‘_) - 



Tlpw фиксирац делител # на п имаме 

е() г 
е9 я 

П(в:!- )-е ..,(l)"(’f.). 
=1 « В . 

4 < 4 “ 
Ззащото €¢, 2. . - "БФ(П, са точно примнтившпе корени от степен а к при това все- 

. - 

кн се повтаря “ἷ)- пътн. Следователно 

..v(—d—) 

" ей) „) 
“е ” φίπ) () e . ἤρος в) {{ 1 Т| ча) . . 

251 din,d%n # 
Β Н n 

По-нататгък известно e, че @, (1) e различно ΟἹ 1 само в случай, че 

< 
п КО 

е степен на просто чнело. Освен това μ(ἷ);ο, ако Π се делн на Keanpat 
, 

на προεῖο число. Оттук следва, че в последното равенство ΡΑΞΠΉΜΗΙ от единила 
MOraT да бъдат само тези множителн, които съответствуват на тези d, 32 които 
n - - 

-а7 “ простоЗчисло. Тогава, ако Py, βξν ..., Рае €2 разяичните прости делнте ли 

нап, mxaf(c 

& #0) 

в Ф Φ;,ἑ,ξφ(π»(Π 5:_.-1) H%fl) @y \_ 

=1 

е () 

ФОстава ,ца пресметнем” произведеннето | Ι 771, Имаме 
кае 11 

. φ (n) < () 

Пв:-*“*=Пч=(-1)“")Ф„(к;> | 
=1 i=1 м 

| (R I . 
din 

Ho φί(η) e четно и 



п , 

защото Σμ(ἷ):Ο. Следователно и “. 
- ) 

ат 

R(@, )= 

Оттук 88 μκεἷφιωπιιππτετε намираме ὑ . 

20) (Ф(п)-1) μ 

D (Ф,)-4(--1) 

и . fl)=xmtm ра - 
Pemenne, Имаме / (x)=(nt-m)e" т 4 mpy™—1, Кор-еиите. на Я са 

В бант εὐ τ Б =0, Е st Ξ ἔνάθ, « « Е Τξι,.κΐ',.'.η 
т 

където £ _._7: 7 M © € примитнвен корен на единината:рт crenew н,. Да 

ΠΟΠΌΣΚΗΜ (п, т)--а, n=md, m=nd. Имаме 

( Раеъ е7) N ак „“ “”Пг(ю Нел Hf«,)— 
(m+n тфп-1 atm—1 

Sl т ра ка e, 

По-нататък да положим p=w™. Torasa у ще бъдже примитнвен карен ΟΥ степен 
пу следавателно 1 се повтарят перноднчески с период 7y, откъдето . 

mtn—1 n—1 d 

П !(Εἰ):ί]""Ι('Π(π,;; Б -Η])) 
в 120 

Or формулата" - 

и = ' 
| ι Π(α Μ )= (— )™ 

ей Г . 
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получаваме 
ще 

Hflfii):q U ol Vil ε" μ( п:-рт )") " 4 

в | ре gy T 
и (q = 

(та п 

Η - ΄ 

(п+т) i 
2 

D=~ 4 (('"+") 

39. Нека f(x) e полином. Изразете дискриминантата HA поли- 

нома f(x*), Е--естествено число, чрез дискриминантата на поли- 

нома f(x). 

ЩР i С тщопа+ т ч“1) ke Ω Ар Η n‘)d. 

а . 

Решение. Нека f(x)=z a8, жи )е) н £, Ep .., и са KOpERUTE 

»=0 
" 

наполинома f(x). Torasa корените HA Е(х) ше бъдат всички Ети степени на корените 

ва f(x) и следователно можем да номерираме корените §;; на #(х) (=1, AR 

j=1, 2,..., В) no такъв начин, че при фикснрано < Е,у да €2 всички Е-ти корени на 

Ἐ. По-нататък () = БКЕ) н 

тА тА 

D(g)=(—1)(,’)~,§~oR P ае Πε(ε“-): 
i 

4 7 

Но 

ἢ (ΓΙΕ,-;)᾽᾽-᾽ι:((ζη"ια.':.;ιμ)“’1
 ай ghk, ) В 

ι i 
i | 

Πἷἵξ'ἶ,-):(ῇἷ (ξί))ἑ:(-. 
5 k(;) ΓΟΝ | 

И # i=1 R 
), 

Следавателно 
' 

#) м л 
Dig)=(—1) " B¥ag" e (D (- 

” 40. Hexa старщшите ,коефициенти на полиномите f(X) и Ф(25 

ca ранни на единица, Докажете равенството! м 

DeN=D ] [ρῳοῦ-- , 
' i=1 
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- 

където т € степеинта Η ¢(x), а &y Eyy...sEy са корените на f(X). 
” 

Решение. Нека Fx)=f(p(x)). Имаме Ἑ(χ)-:Π(φ(κ)-ξ,-). Като πρηπο- 

а 

жим неколкократто зад. 36, получаваме , 

Β(Ρ)-Π(Β(φω ξ,»Πκ(φω-ε;. 98 

По-нататък имаме 

Riglx)—&p φι)--ξητε(ε ξ , 

OTKBRETO 

” . n 

per=] | ов09-е3. П(:;-:дт=щтПо(=р(х)-г.) 
i=al i<t i=1 

41. Пресметнете дискриминантата HA етия XEPMHTOB полином 

2 

. РДх)- (~1)"e£-——d~;~( —x‘). 

Решение. Ймаме 

( Px)=nP, () 

(2) ()е Р „ ()-а-- Р «) 

От (1) получаваме , 

Ε(Ρ,» Р)Р Р) - 

По-нататък, ако Е; са кореннте на Р р ΟΥ (2) следва. 

Р„(Е:)" -(““Ἱ) &) 
откъдето - N 

n—1 п 

И R ,,_.)—HP,,(E. —(—l)H(n—l)»-'H o 
i=l 

(=i 5 lR(Pn—l,Pn-—'z)-, 

ЖКазо вземем пред вид, че R(Py, Pp)=1, по иядукция получаваме 

nin—t) 

КО o==(—1) О п 2а 3а, .. ау 

откъдето 

) в(л=1.22:зз...(л-1)п-1пп. 

42. Пресметнете дискриминантата на л-тия лагеров полином , 

PAR=(— 1y e ™). 
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Pemenue Имаме 

() . Ρ (х)епРДх)-- Р (х), 

@ Prx)=(x—2n+1F,_(x)— (n— PP, ()- 
Hexa E; ca корените на P,. От а) получаваме 

Е E)=nP,_(E) 
и следователно 

#)- ПР„(:,)- ве Г[ = e ПР„-мд 
Имаме 

” 

ТПе ая Р . ае (ЛИРуО)ни 
i=1 ι 

откъдето 

R(P,, P)= -—fR( 
По-нататък нека пу са корените на P,_,. От (2) получаваме 

В) -(а-1Р Р 1)) 
и следователио 

RP, P,.-u:HP,, @ ,-;:(-ι)“-ἷ(π-ι )““-Ι)Πρμ.ι(η;): 

(=D 12D R(Pa(,Pyen). 
Като вземем npen вид, че R(P;, Pg)=1, по индукция иамираме 

nn—1) " 

RPu В)е) “ е.. (o, 
откъдето 

n{n—1) 

RPoP)=(—1) “ 1.23.35. .. (по-- 2173 211 
\ 

D(P)=1.B.3.., (n—1)" ал 

43. HamepeTe дискриминантата на полинома 

-Ἱ dr 1 " в) ааау ууя) ὰ 
Решение. Имаме В 

1) Pyx)=2x Р (х)-(2+1Р, o(%), “ 

2) Plx)=(n+1) P, (). 
Or (1) no mmy?mm лесно следва, че старшият коефициент Ha P, e п 

По-нататък от (2) получаваме . 

R(P, P)= ("+1)" R(Py, Pn—1). 
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Нека £, са корените на полинома P, . Ot (1) имаме 

Р)е 62 
и следователно" 

те вя еве (Те 1))(ПР„.,(;„>): 

1 
΄ I an— Б ""FzR(Pn_l. P, » . Я 

. by | . 1 
. ПП енъе ΤΠ] 6 χ-ε ἐρττῶτρ, Pzt 
За да пресметнем P, - , използуваме формулата 

Py ()=2i Р. а @ - 

Но 

ΚΟΙ # т (1) при x=I, Понеже i)=1, е Ра κ с 

e e By а аА Руе получанаме £ 
По такъв начин и 

ΚΚΡ,. Ра)) 2и-Ъще. ь Р ) 

Tlo кадукциня намираме , 

πίη--ν Ν 

ве Pp=(-1) Σ η 
OTKBRETD . и 

πίπτ ) | 

“е P)=(=1) “ фе) | 

„ DP)=(nr1y— 2D, 
' ” 1 

Задачата може да се eIl и друго яче, като се използува представянето 

, 1 . и 
РХ) =-21-((х+:“)”“|".-(х.-к“)”"*”1 ) : 

Лесно се важда, че корените ва Py са , 

kn 
E,,=ctg—n+—l. k=1, 2,....π| 

По-нататък , 

“ , o ΜΕῚ 
Py τ жчв !) 

- 

εἰι'ι--’”'"ι | | 1 ᾿ 
. +1 - Ща4+-1) 

и - Ρ,,(Εὼὲ(π-...-!ῖ,;-π:(ῥ"τῖ“- 
(ι.Ιπ;ξῇ) (sin-n +1). 
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Следователяо . 

ey κ e τ 
, . , 2 2а . 7 e o | S S [ [ .. 

ι k=1 

Ще пресметнем произведението тте За  удобство  полагаме 

. 
т 

n+l=q" Имаме 

е.е ле А 
sin kpm——gr— -- Θ 12) ς 

откъдето 
! “ 

n м . " " ЗК fedo—ee.—rip , 

I |5т*,т.д-=*2п“,тге | I(l~e’w°’)‘ ' 
1 k=1 

По-нататък при k= 1, 2,...,n чиелата ΓΤ различни от 1 корени 
на единицата от степен п+1, T. €. корените на полинома 

жр р L ἜΧΟΕΊ, 

N [ | . 
Т # . 

откъдето следва 

Освен това - 
—n(n41) ¢ na . 

А e -ῖσι el - р р -е . е(уя 

Следователно 
п 
+ 

, sin ;7§ 7я 

Karo заместим в uspasa 3a R(Pn Ῥ' ) πο}ιγιιέπεωε 
л (п--3) 

R(Py Рае) * аълщ 
ι ΄ # M 'Ι-(Π--Ἱ) 1 

Остава да отбележим, че D(Ppy=(—1) 3 —n—-i-—l_R(P"’ Р) 

44, Пресметнете дискриминантата на полинома 
.. 1 . и 

. ἴ 5 ἀπ 1 PA=1r а) i р / 
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щ 

Упътваке. Използувайте равенствата 

Ра-(2п--1)х Ру а-(п-18(224-1)Ра-. P, =n2P,—y. 

Отг. D(Py)=1. B. 35, .. лел-а. 12(п-1), 28(#-2) .-, , (ол-3). 

45. Пресметнете дискриминантата на полинома 

К. ἐπ 2 

P x)=(—1)x2+2 ”;ἁῖ" 

Ynsmeare. V[snonzynaflm равенствата 

Po=nx+1) Ра (п--12 Р» Ру/еца+ 1)я Ра - 

Отг. D(P)=2% 81 ... n™—2 (палу-. 

46. Пресметнете дискриминантата на -тия чебишов полином 

х 
P (x)=2 cos (п агс cos —2-). 

Решен не.,Имаме равенствата 

ῳ (- ὐ Ра чпе РДх)--За Ра) 
@ Pp()—5Pp—i X)+ Pr—gx)=0. 

. Heka Е, ca кореиите Ha Р,. Ot (1) следва, че 

( -ρρ, €1 =2n Р) 
откъдето 

25 
те ва- | въе |2 Pt υαίου в 
По-нататък . 1y 

П.;:“"(““ П N Ξ Ῥ 

Непосредствено ot дефиницията на Р,(х) намираме 

. Р.(2)--2, 
- . Рд-?)-(-1)2. 

Следователно “ 
Κ(Ρ,, P)y=2"—2n"R (Py, Ра-а). 

По нататък нека х са корените на Р,-. От (2) следва 

Рид«- Ра (0} 
τ което получаваме 

В Ре) ПР„(т) (-1)“-1ПР„-„(П,)==( ι)“-ιι«Ρπ-ι, 
Pr. 

Като вземен пред вид, че А(Р,, Ру)--2, получаваме 
n(n—1}) 

R(Pn Ре Г 2, 
Фткъдето 

πί-ιν , и 

Π Ν 
H 

D(P,)=2"—1n". 
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§ 3. ТРАНСФОРМАЦИИ НА АЛГЕБРИЧНИ УРАВНЕНИЯ 

1. Дробно линейна трансформация. Нека / (x) € полином OT 
п.та CTENEH и х), Xp,-.., X, да са KOPEHHTE на уравнението f(x)= 
=0. Да разгледаме дробно линейната трансформация , 

- ax-+b - o , 
) X ττ τ аа--5с-+-0 

и да положим y_:xx_':_' 4 Kato изразим х чрез y, ще получим 

e e i 
T Tey—a .« 

—dy+b Заместваме в даденото YpaBHEHHE - X с e Н Сслед Уоево- 

бождаване: OT знаменателите получаваме алгебричното YpaBHEHHE 

у dy-+-b @ @y—arf Ξ не ς 
Казваме, хе уравнението (2) е получено от f(x)=0 чрез транс- 
формацията (1). За корените на трансформираното уравнение (2) 
имаме Ν 

b КА И p=1, 2....n ΕΞ ежаа 

Като вземем пред вид тъждеството 
ax+b_ “ +bt‘—ad а 

сх.а ¢ “ асх+ау 

се убеждаваме, че трансформацията (1) е р-езултат OT последова- 

телни трансформации от вида: а) х--х4+а; 6) х--ах; в) x——»%.B 

случая а) трансформираното уравнение е f{y—a)=0 с корени y,= 

=X+a; в случая 6) трансформираното уравнение е 4 (%-):0 с 

корени V,=0Xy; в случая в) трансформираното уравнение е 

А ( ;) =0 с кореви у„-% 

Трансформациите от вида 6) и в) се извършват непосредст- 
вено, а трансформацията от вида а) е удобно да се извърши с 
помощта на схемата на Хорнер. , 

2. Трансформация на Чирнхаус. Нека хр Ха ч.. X, да ca 
KOPEHHTE на алгебричното уравнение 

Хфл b, =0 , 

и y=g (х) е даден полином на χ. Да намерим уравнение от п-та 
степен 

y"+A,y"—1+. «А0 

; | 267 



с корени Y= (х,), =1, 2,..., п. 32 целта образуваме степените 
на У:у, V5., Πο модул f(x) всеки OT полиномите у есрав- 
ним с полином гд(х) от степев <n. Ясно €, че у5--74;), #-1, 2, 

.., п. Може м да пишем 

' Ve=Po PP DT . 

y.fi:%'l‘qlxi',“%x%'l'---+‘In-1x?_1: 

3 e e e e e e e e 
D Vst С ЕЯ 

където коефициентите P, 4,..., Е се изразяват като полиноми на 
аь алм;-.,йв и на коефнциентите на g(x). 

Нека 5), .52»...» S,y да 8 степенните сборове от корените 

Хуъ Ха еееу Ха B Ty, Тъ-е., T, да са степенните сборове на ур 
Μρ».... Уе От (3) получаваме 

Ту--про++риб1+ ра а +...-Ра-аба ъ с 

Гъ лдо+д8а Ἔ 4853 +е -+Ч„-13„.п 
Ф 

T, 7nto+t,S,+t282+...+t,,_1S 1 

' flo формулите na Нютон ' . 

' 514 - 

Sg+al81+2a2_0 

намираме Sy, 55,...,5, г след това OT (4) пресмятаме Ty, Т.,..., 
T, и накрая, също πὸ формулите на Нютон 

Т.+А,--0, 
ἸΩ ΈΑΤ τ 24.-τ-0, 

' А 
(в случая на поле с характеристика 0), определяме коефициенти- 
те на трансформираното уравнение 

У А у4 Ay .+ A,=0 

3. Обща трансформанция. Тази трансформация e използувана 
or Лагранж за алгебрично решаване на уравненията и се състон 
в следното: Ot дадено уравнение f(x)=0, с корени Xy Жо,...» Χην 
да се получи ново уравнение # 

УУ Ащ ΒΑ =0, 

. 

корените на което €2 фразличните N стойности, КОНТО прнема да- 

дена рационална функция у-Ф(Хуъ Ха.«.-., X,) при произволно пер- 
мутиране на корените хъ Ха...,) X, (Разбира ce, moxe φίλιν X, 

К Ν 

" . 
----------.-- Ἐ ὠ ὠὠὠ  π ῥς-ς-.--Πς. .  ὃϑ Λξπκ.«-ἁαὉ'ῇ΄τἪτοτττΤΤΓΤΓΠ . ὀ Ὥ



«н) B2 \lE'fiaBncu от всички корени, например, ако Y=t () не 
зависи OT X5, Ху ееа Ха Η @ (%) € полином само на хр транефор- 
мацията се свежда в частност др трансформация на Чирнхаус). | 
Съгласно формулите на Виет ще имаме 

- --4е уе ΩΝ, 

εὐ йИе +у„ ,У„, 
..... . .. + й 

(—1)"A~—y1y? yzv ' 

Ясно e, че А,, A,..., Ay са симетрични функции на корените Xy, 
26ъ ..я Ха м следователно се изразяват рационално чрез коефи- 
циентите на f{x). 

, 1. Намерете полином g(y), корените на който да са с 2 по- 
големи от корените на полинома f(x)=x—3x2+7x+5. ' 

“ 

Отг. 2() ) -8.»5:.21»--81»Ὲ47. 

2. Нека g(y) е полиномът, корените на който са с « по-мал- 
ки от корените на полинома f(x)-—x3—3x2 9х4+5. . 

Определете « така, че: ' 
а) коефициентът пред 12 в g(y) да бъде равен на нула; 
6) коефициентьт пред у в g(y) да бъде равен на нула 

Отг. а) a,—3 :9 a=—(u; J5 . 
LRI 

,3. Hamepete полином g(y), корените на който да са TPH пъ- 
ти по-малки от корените на полинома 

F(x)=2x3—5x*+4x+47. 

Orr. g(y)=54:v"—-45y3+12y+7. 

4. Намерете полином g(y), KopeHuTe на който ca- стойностите 
на полинома у-?х--3, когато х приема 32 стойности всички KO- 
рени на полинома f(x)=4x>+x?>—x+1. - 

Отг. g(y)=2y3+19y2+48y-+61. 

5. Намерете полином #2 (y), корените Ha който да са стойнос- 
1 

тите на дробно линейната функция у-- +1' когато х "приема 

за стойности корените на полинома f(x)=x'4 x24+x+3. 

Отг. 20)--6/1- 14-22)2--6у+4. 

6. Намерете полином £(¥), корените на който са стойностите 
на полинома у--1--2х--3, когато х приема 88 стойности всички 
корени на полинома f(X)= x3—2x—3 ' 

. 
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ῃ 
Рещшение. Ще извършнм трансформация на Yupuxaye, Нека Xy, Χ, х 

са корените на дадения поликом Η уз, Vo, ¥3 са корените ΜῈ търсения. Имаме 

Yi=1-2x;—x%, 
VI=134+Tx444% 

5}----82--61κχ,--812, 
откъдето, ако 5), 85 са степенните сборове на дадения полином, а Ty, Tp, Ту- 
тези на търсения, имаме 

Т 3-251-55, ' 
Тъ--894.751,4-45», . 

T3=—96—618,—318,, K 

Понеже S;=0, Sy=4, 10 . [ 
Ty=—1, Tp=55, Ty=—1220, Ν 

Нека ка а 

“() 613 62у4-03. 
Тогава от формулите на Нютон , 

T34-b,=0 .. 
Τ T1by+205=0, , 

Ty Toby+ Tiby+-303=0 
намираме , 

# by==1, by=—27, b3=146, - А 
откъдето . . 

£ (N)=35+y°—2Ty+46. 
Ще изложим и друго pemenne ua задачата, Or равенствата 

уее ааа i=1, 2, 3, Р 
следва пе 

' Vit ? 
или KATO вземем пред вид, че х%=2х,-+3, 

' y,-x,-=—3-x,~—2x?. 

Mo същия. начин намираме - et 

»μαῆξ---6--τχι--αῖ, В 

И така x; и X удавлетворяват уравненията 

хаЗхр руе 10 
274 (1+y)5+3=0, K 
хзач-уд+Те-6--0, ИИ 

от които, като елиминираме X;, x?-. получ аваме - А 

. И | 1 2 
ες 2 +у 3 1-0 

14y, Τ 6 | 
яли развито 

ς + 21у 460, . ' 
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Следователно" 

50) : 2 27у4-46, 

7. Намерете полином g (y), корените на който са стойности- 

те на полинома у-:ф(х), когато х приема 88 стойности корените 

на полинома f(x), където: 

а) F()=2—x1—4x+4, () 

6) [()-:2χ5--δι χ: 2, @(x)=2x*+3x—1; 

в) }(υ)--χὐ--λϑ 2Χ: Ἐὶ, P (23)-9--22; 

1) f(x)=x*—3x+1, φ() τ χϑ-Ὲ Χ, , 

д) f(x)=x'—x—2, e (x)=x"—2 
€) f(x):x*+2x3—13x2-—l4x+48, p(x)=x2+x—1. 

O, 9) g(y)=,v"—]y2+lly—5: 6) £(3)=33—15y2+18y-1-104; 

P 2а) ) Ξ»"- Ῥ Έ 2νΕ1; 1) ε( ).:»:--9.851.31)--45».18; 

Д) в( 518y Ty—6; е) g()=y"—2 1 
T 

8. Hexa g(y) e полиномът, корените на който са стойностите 

на полинома Y= x24AX, когато х приема 88 стойности всички ко- 

рени на полянома / (x)=x?—2x+4. Намерете при какви стойнас- 

11 на параметъра А сборът на два от корените на g(v) е равен 

на. третия,. . 
9. Нека g(y) е полиномът, корените на който са стойностите 

на полинома у-х241, когато х приема за стойности всички ко- 

рени на полинома f(x)=x*+x+1. Намерете при какви стойнос- 

ти на А сборът на два от корените на Е ()) e равен на сбора на 

другите два... 
10. Намерете полином ΡΌ корените на който да са кваз- 

ратите на корените на полинома 

П " 4. 

Решение. Нека 

(Yoot . . . ч йе кл) (еъ) « « « (е) 
Тогава 

аркпарте14 .. . 4+(-- 1ул арха- 22 - . (К+) 

Умножавайки горните две равенства, получаваме 

«ауе O o ke i .. . o s s 
" +... . 

Ясно €, че в полинома отдясно фигурират само четан степеня на X. 

полином g () ще получим, като в последния положим х8-). , 

11. Намерете полином g(y), корените на който са третите 

степени на корените на полинома 

в f(x)=aox"+a1x"—1+..:+va,,. 

P e we nue. Представяме полинома f{x) във вида 

ааае μ τ ἘΗ 

τ „Търсевия 

м разглеждаме подливома 

Е (ИТИА) 3O 
᾿ an



Ще покажем, че неговите корени са точно третите степени на корешпите на Лх). 
Действнтелно, ако flx)=0 и y=x8, 10 

аХл) (3 exf (V)4 a2 ) ННе) 4-ах / у))-0, 
където αβ--}, Ξ Ἐ, Ho изразът отляво е точно g(y). 

12. Намерете поливом g(y), корените на който да са стой- 

ностите на рационалната фувкция y= „ когато х приема за 

стойности всички корени на полинома f(x)= x3+x+2 
Решение, Имаме 

1 τ T 
ЕА ак) ἀξεχησξ χ 

На ' ’ o 

() (24 1) (2 )=yt (142 (-5 (14 29— - D (~ η . 
3a да изразим (х3+х2)(;%;|-хд) чрез χι, представяме f(x} във вида f(x)= 

= (к--х1)Ф(а3, @ (а)еа24- е (€] —1). Имаме T 

5T ааае 42 еа)) (- - жр 
=x}—x‘;’—xf+x1=x¥—2xl—-x,+2. —xi4xy=2—2xy, 

o 

“ 

откъдето получаваме 2у--1--л4. Аналогично нмаме Ν 

Зуе Ἴττ, Зуе -- ве 
. . 

Следпвпелно „стойнестите на дробната функиция ;Z}i-_x 3a корените Ha поли- 

. 1 

нома / (+) съвпадат със CTOHHOCTHTE на полинома —-.(l—x) 22 вррените на f ( 

Като постъпим MO известния вече начин, намираме . 

в()-4--68+3у-1. а 
Задачата може да се решия и така. Имаме следните равенеава: „“ 

ху хуч-1--0, 

еу4 (у--1)х--Зун0, 
хе(у-1)--ху--27у--0, ка 

конто лесно следват OT условията x\‘—x+2 
χ χ 

OT тях X, получаваме A 
DL Τ 

4556742y~ 1=0. T 
13. Hamepere полином g(y), корените Ha койте" да ‘ca стой- 

HOCTHTE Ha рационалната функция ¢(x)=y, когато х приема 88 
стойности всички корени на полинома. f(x), където: 

а) Π - ϑ 92 --Зх--, o) =5z 12 
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х2-2 
в) /(х)-х34+2х2- χ- 8, ¢ (x) 2ЕТ , 

1) ) Ξ αϑ-8χ3- -4χ-Ε3, φρὴξ ἆἷἷἓ 

Отг. а) 5 Ὁ).-4»--1γν-- 6) £ Ο) Ρ Σ ΕΠΑν. 8, 
т) £(3)=243 γ..228 γϑ- 158 y+145. 

14. Нека хр Ха X3 са корените на полинома 

fx)=x*+pxt+q. 
Hawmepere полином g( у) с KOpeHH 

»ι χἷχεν » xz X3y Y3 Xy Y збха Ys= 2а Μ, χρχῇ, 

Реш е вне. Нека търсеният полнном” е 

Е СН В В В РаРуе 
Съглашо формулите на Виет за коефициептите by имаме 

-.дх= Σ.νι: Σχἷχ;:.'ἆι;; 

Ἔ Σ Σ Ν 

=yt Σ X жеа Zfix2+2x‘.’xg+3fi)r§x§=pa+fiq% 

—by= Zyl.vm= szx‘"’?’fa+2z“?§x3*§+2"3¥3 =2105°+ 14" 

£ b Zy.yzvas'4—zx5x§v3+ Zxaxm*r Z”r"z"a"‘ 

-ι-ὃΣκἷκΜ <е46414; 

-ь5=2у,у3у,у,и Ех“х”хз-зф ' и 

Ве УвУзуухуат χιλ χβεταῦ, 
И така 

ε0)»-- З:1уа+(ра+бе#)у1 20+ 9932+ (PPgP+- 6402~ 342y +4°5. 
Същата задача може да се реши и така: непосредствено се проверява, че 

Хуъ х (Vo 3а) (Зъ 19), ( Xo) (Уь, .19), (Ve жа) €2 решення на снстемата 

{Jfi+pyx4+qx3—0 
x84-px+-g=0. 

Следователно ) ще бъдат корени ‘na резултантата R{y). Тази резултанта е от 
девета степен, HO както лесно се вижда,. освен посочените решепия горвата сис- 
тема има още три (xl, 2) (хз хз), (x3 ха); следователно R(Y) ще има 32 ко- 

реви н ΧΙ, Χξ. хз. Като отделнм последните три корена, получаваме търсения 

лолином. 
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15. Нека х, са корените на полинома #(х). Намерете полином 
£()) с корени у, където: 

а) f(x)=x3+2x—1, 

ае ХоХъ Vo= ХХъ Уа- х 

6) У()--х3+рх-д, 
ееа хеха Е γοπε а жа Уате χξ ху ху 

в f(x)=x*+ax?®+bx+c, ἣ 

=Xl ™ Xg), Ya= (5~ X)X ка) Vo =(xa— χρ( ετ «е) 
) f(x)=x%+ax?4-bx+c, Ν 7 ᾿ 
еааа Vo= жа Хаъ Ул а 

Отг. а) # (3)-)8--2у2--1; 6) g 0)- } 
в) #(3)--3?4-9 (b~a2) y2—108 (b—a2)3 у--27 (2a3—3abc--be2)2. 
г) #05)-384-(36--а2)24-5(36--«2)у-|-63--а36; 

16. Нека корените на полинома f(X) са, ху Xs...,X, Намере- 
те полином с корени квадратите на разликите от корените на по- 
линома f(x). 

πίη--- Решение. Степента на търсення полином очевидно € равна на m=7(2_‘)- 

Hexa корените My €a 3y, Yo, « .е» у;„. За да намернм коефициентите на търсения 
полином, достатъчно € да пресметнем степенните сборове T3, Ty, ..., Τρι ΟἹ ко- 
рените my. Да разгледаме полинома 

ФА(х)-(ко-за P (r—xP - . .. (e χ ε, 
По формулата на Нютон 

: 2% 
(x—-x,)zk:x?k—(?f)x?k—lxi+(22k)x2’*—2x¥—. ς ( 1 )rx,?”":l—xgk, 

за i=1, 2,...,7. Като съберем тезн равенства, получаваме 
ι 

2k ЗА А гя ()е Ν (21 )sy.—,x+ З 

където 5; са степениннте сборове от корените, на Дх). Ojaunuo имаме 
В ῃ 

Y T A +vk(x,.)=2Z(x.-—xf)2k=2 . 
«У 

съгласно второто представяне на полинома gy (X) 

% % рал ( я )5,3„,1.,4. ( я )szsz,,_g— .o и 

или окончателно v 

2% 2% (С 2 TymnSap— (1 )s,su.fi.( 2)5252”- .. +—2—( k)s;. 
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17. Нека x, са корените на полинома f(x). Намерете полином 
чиито корени са квадратите на всевъзможните суми на два от | 
корените на /(х). ’ 

Упътване. Вж. предвата задача. 
18./Нека х, са корените на полинома f(x). Намерете полином 

2()) с корени у където: 

X1 
а) f(x)=x*—xt—3, у жааа О 

% . = : | 
6) f(x)=x+px-+q, | 

1 Ν Е З 

. ΕΝ аЕе 
в) f(x)=x2 +рх5+ qx+ , 

1) ()е ра 
- я — 

м XaX3z—{q ’-'V2— ς χ - , 

"+19. Нека хь Xg Ха са корените на полинома 

flx)= x*+px+q | 
Намерете полином с корени \ . 

ψιξίανταχ, в ж) yo=(x1-axi+o? χε) , 
където ad=1, «-Е1. . . 

Решение. Нека # ( »)- 4-ту--п e полнном с корени Ури Ya. Πσ фор- 
мулите на Виет те--3а--Уз й пеу Y, така че т Ἡ Π се прелставят като си- 
метрични полиноми OT Xz Изразяването нм чрез коефициентите намираме с по- 
мощта #2 теоремата за степенвта и ΤΕΓΠΌΤΟ, Полиномът 

те ( |-ахача жа χ χ  αῦχοβ | 
, 

има степен 3 и тегло 3, следователно ще има вида т--.Ад. За да пресметнем A, 
взимаме ЖХан-1, Xp=a, Ха--а2, Намирацме A=--27. Но-нататък NOAHHOMBT 

-n=(xy4-axsta2xgP (хочахачна а ῃ 

има степен 6 и тегло 6, слепователно . , 
ῃ . 1 . 

' π-- Βρβ : αΣ, Ἐ ΕΞ 

Коефициентите B, С можем да намерим, като положим последователно ху--1. 
Xy=a, Xg=0Z H X3=0, Xp= l xg=—1. Намираме B=—27 и C=0. И 1axa търсе. . 
ният поливом е у 
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g()=y*+21qy ~ 21" 

20. Нека хъ Х» X3 Xy са KODEHUTE HA полинома 

. - f(x)='x4+px’-|-:qx+r. ~ 

Hamepere полином g ( ¥) с корени Ρ където: 

а) »ι:Ξ XX+ XeXp Vo= аХа Хахр ys=xxx4+x'zxa: 

6) γιξείχιξχεττ-χο - а уе аХа ха--4), 

Vo= (аче χετχοτ o) 

Отг. а) g9)=y—py*—4ry+ipr—4% 

6) g(3)=3°- 8py*+(164°—64r) y—6 ἀγξ 

21. Karo иаползувате резултата от зад. 19, получете фор- 

мула за решенията на уравнението OF трета степен 

ха4-рх+4-0. 

Решение. Нека у 33 са корените на уравнениета 

y24-27gy—27p3=0. 

Torasa X, Хъ X3 удовлетворяват CHCTEMATR . ι 

23 4-Xgtx5=0 " - 
3 

xyHarptatg=yy 
3 

. αχρεχχμαῦχᾷ Ύ γν 
откъдето получаваме 

. ι 
ааа S 3 3 I'a_ 

T T, „ «а не 
= 3 . Xp= A et S 

Не e трудно да се съобрази, че получените формули са еквивадлентни на 

формулите на Кардано. | # 
ι Β 

“ " 
22. Нека X1 Ха хз( са корените на полинома 

7003е ра φ Ἐ. 

Покажете, че полиномът X}Xp+XZ¥g-X%x; приема camo две 

стойности, които са корени на квадратно Ууравнение със €Tap- 

ши коефициент 1, дискриминантата на което е равна на дискри- 

минантата на f(x). 
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ГЛАВА Х м 

ГРУПИ Ν 
i . 

Onpeneneuu'e 33 rpyna и OCHOBHH свойства. Hexa G e мно- 
жество, B KOETO € зададена бинарна операция, T. е. на всяка Ha- 
редена двойка елементи g, b от С е съпоставен еднозначно еле- 
мент ¢ ot G. Пишем c=ab и казваме, че с е произведение на 
елемента а с елемента b, Множеството ( се нарича грута от- 
носно дадената операция, когато тази операция Уудовлетворява 
следните две условия 

1) a(bc)-=(ab)c за произволни елементи a, b, рЕС; 
2) за произволни а, # ЕС, всяко едно ΟΥ уравненията ах-ф 

и γατεῦ има единствено решение в G. 
С други думи, операцията трябва да бъде асоцаативна й 

обратима. ~ 
Teopema. Множеството G € група OTHOCHO асоциативната би- 

HapHA операция с-.аб тогава и caMO тогава, KOTATO: 
а) съществува елемент е ЕС, за който ea=a при всяко ав С; 

) 88 всяко a€ С съществува елемент a' € G, такъв че « а-е. 
Доказва ce, че елементът е от условието @) € единствен и 

за всеки елемент oG е в сила 
᾽ 

ае-еа-а. 

Този елемент е се нарича единичен елемент на групата ( Чес- 
TO единичният елемент, ще означаваме с 1. Елементът а от ус- 
ловието 6) е еднозначно определен чрез а, като е в сила равен- 
ството 

«аа-ай!-е. 

Ще означаваме @’ с 47 и ще казваме, че o~ ! е обратен еле- 
жмжент на а. И така за вееки елемент а OT С съществува едно- 
значно определен обратен елемент &), такъв че ' 

а-а-аа 1-1, 

За обратния елемент на произведението ай имаме (ай)-671471, 
Аналогично се намира обратният елемент на произведение от по- 
вече от дна елемента. 

Едно непразно подмножество НсС на групата С се нари- 
ча подгрупа на G, когато произведението на вееки два елемента 
ΟἹ #1 принадлежи на # и обратният елемент на всеки елемент 
от Н също принадлежи на #Н. Ако под произведение на две 

. “ 
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подмножества Α B на С разбираме множеството AB, състоящо 
се от всички произведения ab, абА, δ6 , и под А разбираме 
множеството от всички елементи @), където а е произволен 
елемент на А, условията за подгрупа могат да се запишат така 

HHCH, H'cH. 

ΟἹ дефичницията 33 подгрупа директно следва, че единичният 
елемент е на група С принадлежи на всяка нейна подгрупа H и 
всяка подгрупа на G може да се .разглежда като група относно 
същата бинарна операция, дефинирана в G. 

Броят п на елементите на ( се нарича ред на групата G и 
се означава с |G,=n. Различаваме крайни групи (от краен ред) и 
безкрайни групи (срупи с безбройно много елементи). 

Ще използуваме обичайните означения за степен: 

aa...a=a", at=a, а-1, 
ὮΏΡΤ. " 

агеца у Ξξ(α Ύ . " 

38 всеки цели п и т имаме 

апагп: п+т и (ап)т=атп. 

Казваме, че групата G е абелева (комутативна), когато в G 
е в сила комутативният закон, Τ. €. 32 всеки два елемента a,b 
ΟἹ G имаме 

ab=ba, . 

Освен във вид на произведение (лултимлакативен запис) групо- 
вата операция се означава (адитивно) във вид на сбор a+b. 
Адитивният запис на груповата операция се използува главно при 
разглеждане на абелеви групи. В такъв случай единичният еле- 
мент се означава с () (нарича се нулев елемент), а обратният 
елемент на а се означава с --а и се нарича противоположен 
елемент на а. В адитивни означения а--0-4а,, а--(--а)-0 и B 
CBOTBETCTBHE с определенията и правилата 88 степенуване ще пи- 
шем: 

а+а-ф ... +a=na, # 1а-а, 0a=0, 

лепъти. 
(с-п)а- щ --а)-- --(па) 

и 33 произволни цели чиела п и т 1|δ имаме 

, na-+ma={n+ma, ппа)«(пода. ” . 
Циклични групи. Нека а е произволен елемент на дадена 

група G. „Множеството 

Та)--(....а73, а72,а7, а40--1,а,а2,а3,...) 
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и 

ΟἹ всички степени на а е група (подгрупа на (), която ее нари- 
ча циклична група, породена от елемента a. Цикличната група {a} 
е «крайна тогава и само  TOraBa, когато съществува естествено 
число 7, за което « == 1. Най-малкото естествено число 7 за което 
a’=1, се нарича ред на елемента а. Редът на елемента а съв- 
пада ¢ реда на цикличната група, породена от (а), В такъв слу- 
чай цикличната. група (а) се състои от следните ” на брой раз- 
„лични елементи: . . 

. 1,а,а2,....71. 

Ако 88 всяко €CTECTBEHO Ччисло л имаме @"=1, степените на а 
са все различни и, цикличната група Ха) е безкрайна, T. е. на еле- 
мент от безкраен ред съответствува безкрайна циклична група. 

Хомоморфизми и изоморфизъм. Нека С и Ο' са две групи 
и фе нзображение на С и (С. Казваме, че ф е хомоморфно изоб- 
ражение (хомоморфизъм) на С в , когато при произволни а 
А6С e изпълнено равенството - ᾽ 

ι φίαδ)-- φ(αλρ(δ). " , 
Ако ф е взаимно еднозначно изображение на С върху () 

казваме, че хомоморфизмът ¢ е изоморфизъм. Две групи Си Ф 
се наричат изоморфни, когато съществува изоморфизъм, изобра- 
зяващ С върху G'. В такъв случай пишем GG, 3 

Теорема. Всеки две безкрайни циклични групи са изоморфни. 
Две крайни циклични групи са тогава и само тогава изоморфни, 
когато са от един и същ ред. 

В частност: всяка безкрайна циклична група е” изоморфна на 
групата Z на целите числа относно събирането; всяка крайна цик- 

„лична група OT ред л е изоморфна на мултяпликативната група 
. 

OT корените X;=COS ?;ff-+isin7‘—ff—’ £k=0,12,...,n--1, на бином- 

ното уравнение х7-<1, - 
Teopema. Всяка подгрупа Ha циклична група € също циклична, 
Разлагане ΗῈ група по дадена нейна подгрупа. Нека Gre, 

група и # е подгрупа на G. Множеството aH, авС, състоящо се 
от всички елеменвти ай, където Я пробягва H, се нарича ляв ε- 
седен клас на подгрупата #, породен ΟἹ елемента а. Аналогично 
се дефинира десен съседен клас На. Лесно се вижда, че аН-6Н 
тогава и само тогава, когато b la¢H. Следователно 88 всяко #аН 
имаме ##1--аН, т. е. левият съседен клас aff се поражда от Bee- - 
ки свой елемент. И така два леви съседни класа или съвпадат, 
или нямат общи елементи. Ясно e, че абаН. 

Теорема. Всяка група G може да се представи по отношение 
на коя да е нейна подгрупа #Г като обединение на всевъзможните 
различни (и следователно- -непресичащи се) съседни класове а Н. 

Аналогично групата С може да се разбие и на десни съседни 
жласове. ͵ 
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. Ако броят на различните съседни класове е краен, той се 
означава с (С:Н) и се нарича индекс на групата #ЕГв . Оказва . 
се, че броят на различните десни съседни класове също е равен 
на (G:H). 

Когато групата С е крайна, всяка подгрупа #7 на G e същао. 
крайна и има краен индекс, като при това - 

Се.(С:Н) 
Теорема на Лагранис. Редът на всяка подгрупа на крайната 

група С е делител на реда на G. 
Следствие 1. Ако G е крайна група от ред п, то редът 

на всеки елемент абй е делител на п. 
Следствие 2. Всяка крайна група от прост ред е циклична- 
Следствие 3. Ако С е крайна група ΟἹ ред пмиае про- 

изволен елемент на G, то ай - 1, 
Нормален делител и факторгрупа, Една noarpyna #/ на гру- 

пата ( се нарича нормален делител на G, когато всеки ляв съ- 
” седен клас Ω͂ е рарен на съответния десен съседен клас На. 

Подгрупата H е нормален делител на G тогава и само то- 
гава, когато affa—'CH за всяко acG. Оказва се, че в такъв слу- 
чай е в сила равенството аНа”!- . 

Всеки елемент у--аха ? се нарича спрегнат на елемента, х. 
Следователно подгрупата H е нормален делител на С тогава и 
само тогава, когато наред с всеки свой елемент х тя съдържа 
всички негови спрегнати елементи axa™), afG, 

Ако H e подгрупа на С и atG, множеството аНа-1 e също 
подгрупа на G, която се нарича спрегната на Н. И -така подгру- 
пата Н е нормален делител на G, когато съвпада с BCHYKH свои 

„ спрегнати подгрупи аНа , atG. Ето защо вместо нормален дели- 
тел се употребява още терминът анвариантна nodzpyna, Нека Η͂ 
е нормален делител на G. Множеството OT всичките съседни кла- 
сове аН, a€G ще означаваме с С.Н. Имаме 

(aHYbH)=(ab)H, , 
така че ΠῸ горната формула можем да въведем бинарна алгебрич- 
на операция в G /. Относно така въведената операция множест- 
вото СН е група с единичен елемент H и обратен елемент на , 

+ Определен от равенството (а Н) --а71#, Тази група се нарича фак- 
торгрупа на G по нормалниня делител H, Изображението на G 
в GH, при което на всеки елемент ай се съпоставя съответният 
му съседен клас ай (т. е. у:а-+а#) е хомоморфизъм \Ha групата 
G върху факторгрупата СН. Нарича се естествен хомоморфизом. 

Нека С и G са групи и ф е хомоморфизъм на С в G'. Мно- 
жеството Е , : 

!(егср=[1;:аЕ0, ср(а)=е-) ΄ и 

. 
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е нормален”делител на G, който се нарича ядро на холмоморфи- 
зъм ф. . 

Множеството 1 

φίΟ)-- [φ(α) :ава) | 

е подгрупа на (7, която се нарича"образ на С при хомоморфизма фе 
Teopema 88 хомоморфизмите. Hexa G'=9(G) е хомоморфен 

образ на групата С при хомоморфизма ¢ и M =Kker ¢ да означава 
ядрото на хомоморфизма «+. Тбгава групата 9(G) е изоморфна на 
факторгрупата G . По-точно съществува изоморфизъм θ0:0}:ὸ- 
-οφί(), така че ф-боу, където ¥ е естественият хомоморфизъм на 
G върху GH. 

Teopema Ha Силов . ” 
Определение. Нека G е група и р е npocro число. Групата С 

се нарича р.ерупа, когато редът на всеки елемент на G е степен 
на простото число р. 

Теорема. Нека С е крайна група от ред, който се дели на 
npocroto число р. Тогава С съдържа елемент от ред р. 

Следствие, Нгка р е просточисло. Крайната група С от 
ред пе р-група тогава и само тогава, когато п е степен на р. 

Опоеделение. Нека С е крайна група ot ред n=p*m, p-npo- 
сто и (m, p)=1. Подгрупата A ua G се нарича силовска р-под- 
група на G, когато редът Ha H e pt. 

Teopema на Силов. Hexa G e «paiina rpyna or ред n=p*m, 
където p € просто и (т, p)=1. Тогава: ' 

| 8) Beaka р.подгрупа na G се съдържа B силовска р-подгрупа, 
6) Всеки две силовски р-подсрупи на С са спрегнати, 
в) Броят на различните силовски р-подгрупи на С дели ти е 

сравним с единица по inod р, 

Крайни абелеви п;упи , 

Определение. Групата G се нарича денартово "(директно) 
произведение на подгрупите си Gy, Go,...,G,, когато всяка С, е 
нормална в G и всеки елемент на С еднозначно се представя във 
вида хуха...Х. където X£G, #-1, 9,...,1п. 

Основна Teopema за кразЗните абелеви групи. Всяка крайна 
абелева група се разлага B декартово произведение на циклични 
групи. г ) 

_ 1. Hexa P e none. Покажете, че P е абелева група OTHOCHO 
събирането. . ' 

2. Нека Р е поле, Покажете, 4е множеството Р“ от ненуле- 
вите елементи на P е група относно умножението, Покажете, че 
всички корени на единицата в Р образуват подгрупа на P+, 

3. Покажете, че ако R € пръстен с единица, множеството ΝῈ 
от обратимите елементи на R е група относно умножението. 
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' A\ 
4, Опишете rpynata R* (вж. предната задача) където: 
а) R==Z е-пръстенът на целите числа; 

- 6) R=Z[i] e пръстенът на целите гаусови числа; 

в в) R=Z[J2] е пръстенът на числата от вида ,a+bJ2; a, 

« . : 
г) R=P[x] е пръстенът от полиноми на една променлива над 

полето P. 
"Б. Покажете, че множеството (/ от комплексни числа с мо- 

дул единица е група относно умножението,. 
6. Нека P е поле. Покажете, че множеството OT всички не- 

особени крадратни матрици OT даден ред Я с елементи от Ре 
група относно обичайкото умножение ὰ матрици. Тази група се 
означава.с ОЩи, Р) и се нарича обща линейна група от ред п 

над Р. При n>1 групата не е комутативна. 
7. Нека P е поле, Покажете, че всяко едно OT следните мно- 

жества е подгрупа на GL(n, Р) 
а) множеството от матрици А с детерминанта 1А|-1; 
6) множеството от матрици A с |А|- +1; . 
в) MHOKECTBOTO OT матрици OT вида : 

)‘11 λ12 пе )‘!n 

ῃ υ ὐ В 

0 О0. ) 

т) множеството от матрици от вида 

ж 0. . .0 
0 ч. . -0} 2,20 

0 ὍΪ : X, 
Δ) MHOMECTBOTO OT неособени матрици с” положителни еле- 

менти (P=R е полето на реалните числа) 
е) множеството OT всички ортогонални матрици (Ре #В) 

ж) множеството OT всички унитарни матрици (P=C). - 

8. Нека P e xpaiino поле с g елемента, Покажете, че редът 

ма аЦи, P) е (ψ'-- φ ἡζσ'- -φ . . . (47--1). 
Решение. Нека Е е -мерно векторно пространство над полето!Р ¢ фик- 

сиран базис 1y, b, . - - νἷη. Съществува еднозначно обратимо съответствие между 
слементите на СЩи, Р) и всевъзможните базиси на Е (на матрипата (е Ε Σ(η, Р) 

л 

CLOTBCTCTBYDA базисът 4y, Gy, .« ., Gy, където а, = Ξ ц,.,!;). По лакъв начин тряб- 

#а 

ва да преброим всичките базиск на пространството Ε. Елементът «) може да бъ- 
ле кой да с ненулев слемент на E, Τ᾿ е. той може да бъде избраи πὸ 41--1 различ- 
ни начина; по-нататък а» може да бъде кой да е елемент на Е, непринадлежащ 

на подпространството, породено от ay. Последното ΗΜ8 ¢ елемента. Следователно аа 
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може да се избере по 4--4 начина. Продължавайки така е+ може да бъде 

произволен елемент, непринадлежашщ на пространство, породено ΟἹ ἄμ 9за«..,ар, 
Послсдкото има gk слемснта и 33 dp4y остават 4"--4Е възможности. Следователно 
Е мима точно (4"--4"--(4"--4"--2) .. {g"—1) различии базиса. , 

9, Нека Ре крайно поле с g елемента, Намерете редовете на 
подгрупате на (СЩ(я, Р), въведени в зад. 7, а, 6, B, г. 

' ' Orr. а) (@"—¢"—)g"—q") ... (§"—¢%; » 
9 2q"—g"Ng"—q") .. (4"~ 48) 

Β υ B)"(L':’Z 

а “ -0-15 ἡ (9--ῦ,, 
10. Hexa M e крайно множество с п елемента. Покажете, че 

всички субституции на M образуват група относно обичайното 
умаеожение на субституции (произведението ст на две субститу- 
ΠΜῊ с и т се дефинира със or(x)=oft(x)) за х6/И). Тази rpyna се 
нарича симетрична група ΟἹ степен # и се означава с S,. Пока- 
жете, че редът на S, e πὶ. - . и 

П. Нека M е крайно множество. Една субетитуция т на M 
се нарича транспозиция, котато съществуват елементи X, yeM, 
така че X-£Y, x)=y, т1(у)-ЖХ π' to(2)=z при z+ X, у. В такъв слу- 
чай се използува означението т--(х, y). Покажете, че всяка транс- 
позиция” т e от втори ред, T. е. 12--е; в частност t=t L, Дока- 

„ жеТе равенствата 

(е γ)ζς, ἐ)τε (5, #(х, у) при {xy} N (е Ἑ ; - 
(х, 23 2)=(x, у(х, <) при ха-у, 

(6, 3( 2)=(x, 2)(v,2) при y=+z. 

12, Нека /И е крайно множество. Покажете, че всяка субсти- 
туция на M може да се представи като произведение на транс- 
лозиции, С други думи, транспозициите пораждат симетричната 
група S,. . 

Pemense Нека o e произволна Й*бсппушш на M. Ще разсъждаваме 
индуктивно по броя Я на слементите на M, които действително се разместват от 
9, T. е. k е брдят ва тези елементи ка M, за които о(х)-: #. При #--0 твърдени- 
ето е очевидно (σ е единичната субституция, която по дефиннция е пронзведение 
на нула транспозиции). Нека А>0 и нека χξ е такъв, че o(x)=y-x. Да озна- 
чим с т транспозицията, разместваща х и у. В такъв случай субситуцията та 
размества по малко ΟἹ В елемента на M, следователно 19-21) T3...T,, KBACTO %; 
68 транспозиции. Като УМНПЖйМ по ти вземем пред вид че 12=Е, получаваме 

C=T .. Зе . 

13. Нека M е крайно, множество. Покажете, че "ако произве- 
дението на няколко транспозиции съвпада с единичната субсти- 
туция, то броят на тези транспозиции е четен, ! 

Решелние. Твърдението ще докажем по индукция по броя 5 на елемен” 
тите на M, конго участвуват в някой ΟΥ разгленщаките транстозиции. При s=2 
очевидно всички трансепозиции са DaBHH помежду си, така че имаме равенство OT 

вида τῆτεξ, От 12--е следва, че k е четно. Нека сега имаме paBeHCTBO OT вида 

(%1 аХа X9 . (Fe9—p Хе) --е, 
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в което измежду слементите Xy, Xy, - - ., Koy има $>2 разлизни. Нека x e едни оТ. 

тези елементи. Използувайки равенствата OT задача 131, от разтлежданото равен- 

ство MOMCM да получим равенството от вида 

(530 .. (%, уее» #2:) . . (2ъ,--ъ, #2ъ)--е, 
B което лявата страна има сътия брой миожители и елеменцтите 24, 2, ... ,Zp, 
Са различни от х. Ако p>1, като използуваме равенството (а, #)(а, ε) Ξε(α, c)(b c)- 
или (a, b){a, b)=e, можем да преминем KbM произведение CBC същата четност 

» на брбя на множителите, но с по-малко р. Продължавайки така, ще ΠΟΙΤΉΓΗΘΝ 
" до произведение, B което или не участвуват транспозиции, съдържащи X, или 

участвува само сдна такава. Вторият случай обаче е невъзможен, защото в та- 
къв случвн произведението не може да бъде елиничната субституция. Следова- - 
телно налице е първият случай, T. е. в така преобразуваното произведение ще 
участвуват .< 5 елемента и следователно броят на множителите с YeTeH. 

14. Нека M е крайно множество с л елемента. Покажете, че 
ако една субституция с на M може да се представи като произ- 
нвнедение на четен брой транспозиции, TO всяко нейно представяне 
като произведение на транспозиции съдържа четен брой множи- 
тели. В такъв случай субституцията o се нарича wemAn. Покаже- 
те, че четните субституции на /И образуват подгрупа на S,, коя- 
то се нарича алтернативна група от степен л и се означава с A,. 
Покажете също, че A, e нормална подгрупа на S, И че редът на 

Упегтване, Иаползувайте предната задача. 
15, Нека M={1,2,...,n} nc e суоституция на M. Дпойкатгх 

числа ἐ, /И се нарича инверзия на o, ако 1</, но в(7)<9(2). Пока- 
жете, че субституцията с е четна тогава, когато има четен брой 
инверзии, 

Упътване Покажете, че акс т € транспазиция, броят на инверзиите на OT 
се различава от броя на инверзиите на в с HEYCTHO число. 

16, Една субституция с на множеството M се нарича цикъл 
с дълмеина k, когато съществуват # различни eneMenTa Xy, Xz..., Хь 
на M, така че о(х,)-- Хуе ΠΡῊ (--1,2,...,#8--1, o(x,)=x; И 4(Х)-- 
=x при ΧΞΈΧ, В такъв случай. се излползува означениета o= 

. -(х„х„...,х„) Два цикъла 6=(xy Ха %) И T=(YyYp---5 е) 
се наричат независали, ако Ху,...,х. ( Мь..-.,)--#. Покаже- 
Te, че всеки два независими цикъла комутират помежду си (T. e. 
ат«-та) и че всяка субституция на 0 еднозначно може да се 
представи като произведение на независими цикли. . ' 

17. Покажете, че редът HA цикъл с дължина А е точно K. 
По-общо редът на една произволна субституция” с € равен на 
най-малкото общо кратно на дължините на циклите,.които участ- 
вуват в представянето й като произведение на независими цикли. 

18, Един пикъл с дължина £ е четна субституция тТогава и 
само тогава, когато k е нечетна. По-общо една субституция е 
четна тогава и само” тогава, когато в представянето HHATO произ- 
ведение на независими цикли учвствуват четен брой цикли ε' чет- 
на дължина: 
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19. Разложете на независими цикли и намерете редовете на 

«<ледните. субституции 

Ке 2 
4 

123 . (l 23456 
я) (о5634 1) 6278316 

Отг. 2)(1, 9, 2, 12)(3, 8)(4, 11, 10)(5, 6, 7). 12;,6) (1, 2, 8)(4, 5, 6, 8), 1% 

.) (i, 8, 42 6, 2), 5, 8), & 1) (1, 2, 4B, 6, 5)(7, 8. G 
л (1. 2. 5,4, 3, 6), 6 e) (1, 27,5, 8 9, 4), 4. 

20. Hamepere всички подгрупи на CHMETPHYBATA група Sz 

Отг. (е) (6, (1, 2)), {e, (L, 8}), (е @ 8)}, 
- el e O B e, Gy Ἐ Ν ка 

21.”Нека a=(1, 2, 3, 4)(6, 6, 7, 8) 6-(1,5,3,7)(2, 6, 4, 8). 

Tloxaxkere, че подгрупата ЕГ на S, породена ΟἹ а и b, е oT осми 

ред и че тази подгрупа съдържа еданствен елемент ΟἹ втори ред. 

22. Hexa G;&xl, ха Ха Ха Ха Хе Хъ Ха) е множество” с 

oceM елемента. В С въвеждаме алгебрична операция с помощта 

жа следната таблица . 

X | ж Ха Ха X4 Ха Xe X7 Ха 

Xg|Xa х а X7 Xg 2а Ха Ха 
ха Ха Ха X5 Ха Ха 2а 1 Х6 

хажа ж Χὶ Xg Ха Ха Xg Ха - 

ха Ха X7 Хе ж Ха Ха Xg Xp 
- 

Покажете, че множеството С е група относно тази операция, 

която не е абелева, MO всяка нейна подгрупа е нормална. 
23. Нека С e група и H e подгрупа ηδ- , Покажете, че съ- 

седните класове Нх и Ну съвпадат тогава и само тогава, когато 

. ХУуПЕН. Покажете също, че Hx=Hz за всяко 2ЕНх. Следова- 

лелно групата G се разлага в обединение на непресичащи се ле- 

ви съседни класове Mo подгрупата #. 
. 24, Покажете, че изображението НХ — Χ ΊΗ установява едно- 

значно обратимо съответствие между левите и десните съседни 

класове по подгрупата H. Следователно броят (краен или без- 

краен) на левите съседни класове е равен.на броя на десните 

съседни класове, По дефиниция този брой е индексът. на Я Β G, 

озпначаван с (G:H). “ 
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25. Покажете, че изображението £ -> #х установява едниознач- 

но обратимо съответствие между елементите Η «NOArpynara Ни 

елементите на съседния клас χ. Следователно броят на елемен- 

тите на Нх е равен на броя на елементите на f, означаван с 14 

26. Като използувате предните задачи, докажете теоремата 

на Лагранж: 88 всяка подгрупа #Г на крайната група G e изпъл- 

нено равенството |G|=(G:H).|H|. . 

“ 27. Hexa G-e група и G=G, > G, 5 G, 3 ... > G,={e} е pe- 

дица oT подгрупи на O. Докажете, че , 

101-б,:00(а: Ο ...(αμ : G- 
Упътване. Приложете неколкократно теоремата на Лагранж. 

28. Нека G е група и Н е подгрупа на G. Покажете, че под- 

групата Π e пормална тогава и само тогава, когато всеки ляв 

съседен клас по Я е същевременно десен. 
Решение. Ако H e нормална,то х-1 Нх«-Н 38 всяко x(G вли все едно 

Ηχ - ΧΗ͂, следователно класът Ну съвпада с ХН. Обратно, нека всеки ляв съсе- 

ден клас е десен и нека X { G, Тогава съществува y € G, така че Hx= уН. B 

qac:n:,cr х Ηξ yH и следователно УН--хН. По такъв начин Hx=xH или Bce едно 

ха НуеН. . 

29. Нека С е група. Покажете, че всяка подгрупа на Ο с ин- 

декс 2 е нормална. ' 
Упътване. Използувайте предната задача. 

130. Нека С е група и Я е нормална подгрупа на G. Покаже- 

те, че всяка подгрупа на ΟΗ има вида G'/H, където G е под- 

yna на G, съдържаща . Покажете също, че KO HcG@cGu 

HcG'cG, 1o G{H=G"{H тогава и само rorama, Koraro а-й". 

По такъв начин се установява еднозначно обратимо съответствие 

между "подгрудите на G/H и подгрулите на G, съдържащи #7. 

По-нататък покажете, че (0:0)-(а/Н:а)ЕГ) подгрупата С)Н е 

нормална в С/Н тогава и само тогава, когато G e нормална 8 С _ 

и B такъв случай факторгрупите Ο и (G/H)(G'|H) ca изо- 

морфни. И . 

Решение. Очевидно, ако ¢ е подгрупа на G, съдържаща H, фе |Не 

подгрупа на GfH. Аков С” и С” са две такива подгрупи и аН --6"|, те 88 

всеки”елемент X на ( съществува У € G, така че υ Ε Ὸ (", Следователно 

х6й", т. е. G'C С“ и аналогично (”С-С”. По такъв начин G'IH=G"}H тогава ” 

и camo тогава, когато G'=G". Сега, ако K e подгрупа иа С)#, да озмачим с а 

обединението ΒΔ елемеитите иа K (каито са подмножества на G). Непосредстве- 

Ro се проверява, че G' е подгрупа на G, съдържаща Ни че G'|H=K, По- 

нататък, ако б"ха, G'Xy..-,G'X, са всички два ΠῸ два непресичащи се леви 

съседни класове по подгрупата G то, както JecEO се доказва, { Ἐ Нхр 

(ΟἸΠ) Hx, . .. .(G’]H). Нку ще изчерпват всички левн съседни кларове па «н 

по подгрупата (/Я и два по два тези класове не се пресичат, следователно 

(G; GY=(G/H: G'|H). Твърдението за нормалността се доказва CHINO така непо- 

средствено. Накрая изоморфизмът саР4ануа)|Н) се палучава, като на 

хаЕОбКИ се съвоставя (Hx)(G'IH)Y¢(GIFRC'IH). 

81. Hexa G e rpyna и A, B ca подгрупи на G. Покажете, че 

мцожеството.АВ съдържа точно {-Ξ'ᾗ'ἔτἷ елемента. 

, 
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32. Нека С е група, #/ е нормална подгрупа на С и K e про- 
изволна подгрупа на С. Покажете, че ЮК -- АН и че множеството 
НК e nonrpyna на G, съдържаща H, Покажете също, че daxrop- 
групата HK/H е изоморфна с K/H Г) К. 

Упетване. На всеки слемент # Π K)€KIH () К съпоставете елемента 
хнНнЕНКЕН. 

33. Нека С е |крайна група и Я е нормална подгрупа на G, 
икдексът на която е взаимно прост с реда й, т. е. (С:#), 1#//)-1. 
Flokawere, че всака подгрупа K на G, чийто ред дели реда на H, 
се съдържа в Н. 

H 
pen e | Hi :=’lm%;~(q-. He no теоремата na Лагранж 'HK |--ЩНК : H), сле- 

дозателно 

нк! |ауе ну К 

От включвакнята С->НК-Н следва (G : Н)-(С : HKY(HK : H), така че (НК: Н 

дели (С :К ). Следователно {{ , (ЯК : Hj)=1 (8 противен случай (С; #9) и 1 | 
ще ммат общ делител |Х |), Но Torapa от горното равенство следва, че |К | дели 
KnH} и в частнвост |Ki=!KnH} От друга страна КПНСК, откъдето 

KnH|s! К | и следователно | КПЕ|- K} т. е. K=HNK инли все едио КСН. 

34. Нека С е-група и х, у са два елемента на (С с взаимно 
прости редове п и т. Покажете, че ако елементите х и у KOMy- 

тират, T. € ако хугеух, то редът на произведението ху е равен 

на nm. . # 

Pemenne. Първо ще отбележим, че AKO елемевтите X и у комутират, 
10 (xyyi—=x® й за всяко k. Нека редът на ху е r. Имаме (ху)” <л упт--е, 
спедавателно r=snm. От друга страна, от (ху)--е следва х”:--у-”. Повдигайки 
B степен т, получаваме д/?"--е, следователно # дели rm. Но (п, m)=1, следова- 

телцво л дели #. Аналогично и т дели 7, откъдсто и произведекието тт дели r, 

тъЪй като (п, m)=1." ᾿ 

35. Нека С е група и х «Се елемент с краен ред п. Покаже- 
те, че X™=e TOrapa и само TOrapa, когато n дели m. По-общо 

X™=x" тогава и само 7TOTaBa, когато m,=m, (mod ). 
Pewenne. Очевидно, ako п|т, 10 «х”-е, Обратно, иека Х” --е и нека 

mamgntr, 05r<n. Имаме Х7е дх"--л”, следователно x'==¢, От O0sr<n и 
хГеее следва r=0, т. е. прпи., По-общото твърдение следва OT доказаното, като 

вземем пред BHA, че 47 =X™: тогава и caMO тогава, кагато x™—Ws =e. 

36. Нека С е крайна група ot ред n. Покажете, че редът на 
всеки елемент на С дели п. В частност x"=e за веяко хЕС. 

Упътване, Използувайте факта, че редът на елемента х съвлада с реда ва 

цикличната подгрупа на ρ, породена от х. ᾿ 
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37. Нека G e rpyna и х е exement с краен ред п. Покажете, 

че редът на елемента x* е равен ua (n"k) . ' 

Pemenne. Нека редът на х“ е г н нека (1, ἀγτε εί, n=-md, k=kd. Имаме 

«Ву «А —e, следователно г:51,. От друга страна, хе”--е, откъдета R дели 
ke, т. е. п;. дели А г. Тъй като (т, #1)--1, пу дели Κ и следователна #; 5/. . 

38. Hexa G e безкрайна циклична rpyna. Покажете, че G има 
‘TOYRO две образуващи--ако едната ΟἹ тях e g, Apyrara e gL 

39. Нека G e крайна циклична rpyna or pen n. Покажете, че 

-G има точно «(п) различни образуващи. 
3 пътване, Използувайте зад. 37. 
40. Покажете, че всяка група, чийто ред е MPOCTO число, е 

"циклична, 
41. Покажете, че всяка подгрупа и факторгрупа на циклична 

„група е циклична група. 

Решекие, Твърдението за факторгрупа е очевилно. Нека #Г е полгрупа 

Δ цикличната група С с образуващ елемент £ и нека Е е най-малкото цяло N0~ 

„лесжително число, за което gh € Η, Да означим с А циеличната група, породена 

o1 g% Ще покажем, че К--Н. Очевидно KCH. Нека £ е произволен елемент 

1ва H и нека 1=!г;[+г, Csr<k Тогава в1--(28) g” и следователно g ( Ε, поне. 
же gl CH н ΡΗ . Оттук следва r=0, т. е. gi=(g%7 (K. . 

42, Покажете, че пройзведението на две крайни циклични 

трупи е циклична група тогава и само тогава, когато редовете 

им са взаимно прости. " 
Упътване. Използувайте зад. 34. 

43. Нека С е безкрайна циклична група. Покажете, че 88 
веяко естествено число! т, С съдържа единствена подгрупа с 

индекс 1. 
Pemenne. Нека Н e подгрупата на G, породена от g”. Тогава {(G:H)=n. 

„Нека (G: K)—n. Тегава редът на факторгрупата СЩЖ еп и слелователно (gK)'= 
=K, 1. е. "¢ K, откъдето HCK. Съгласно теорсмата на Лагранж ( : H )= 

=(G:K) (K: H), откъдето (Κ τ H)=1, 1. е. K=I1. 

44, Hexa G e крайна циклична група ot ред п. Покажете, че 
за всеки делител m на п, ( съдържа единствена подгрупа от ред #. 

Упаътване, Вж. предишната задача. 
45. Нека С е група и а, b¢G. Покажете, че елементите а и 

57 1а6 имат един и същ ред. . “ 
46. Нека G e група и @, b¢G. Покажете, че елемевтнте ай 

и ba имат, един и същ ред. 
47. Нека С е група, #/ e подгрупа на С и S e подмножество 

ua G. Покажете, че множеството Ny ($)={x ¢ H:x5x =S5} e под- 

rpyna wa H. В частност N(S)=N,(S) e подгрупа на G, която се 

нарича нормализатор ва 5. Покажете също, че ако S e подгру- 

па на G, то 5 е нормална подгрупа на N(S). 
48. Нека G e група, #7 е подгрупа на С и S е подмножесте 

во на G. Покажете, че множеството С (8)-(хЕ65:х7: ух-у 88 

"веяко у ΟἹ 5) e подгрупа на # съдържаща се в Ny, (5). B част- 

ност С {S)=C4(S) e подгрупа на G, която се нарича цеятрали- 
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„затор ua G. Подгрупата С„ (С) се нарича центьър на С. (По де- 

финиция С (С) се състои от всички елементи на G, които кому- 
тират с всеки елемент на С.) Покажете, че центърът C(G) е 
„нормална подгрупа на С. 

Забележка. Ако S=ix}-e множество, състоящо се OT един елемент X, 
гочевидно А(х)-С(х). ΄ 

.. 49. Нека С e група и #Г e нейна подгрупа. Две подмаожест- 
BaS; и 5, на ( се наричат спрегнати относно #Г (означение 
515) ако съществува ХЕН, така че Sy=xS;x . (При H=C 

казваме просто, че Sy и S, са спрегнати.) Покажете, че релацията 
«прегнатост е релация на еквивалентност, T. € че са в сила: 

а) 55 
6) ако 55» то и 5,451; 

в) ако S;S; И SgpSy 10 SipSs 

50. Нека G e rpyna, #7 е нейна подгрупа и S е подмножест- 
80 на С. Покажете, че броят на всички спрегнати относно Η с § 
подмножества на G e равен на (Я:А,(35)). В частност броят на 

барегнатите с 5 подмножества на G e равен на (G:N(S)). 
Улътване. Ако X, Ха-.-., Ха € система представители на певите съседни 

жласове на групата H по подгрупата Ny (S), покажете, че множествата κιδαχρ , 

χοδχοτ , ..., хл Sx,/~* са две по две различни и изчерпват всичкя #Г-спрегнати 
с 6 подмножества на G. И - 

51. Нека G e крайна група и #Г е собствена noarpyra на G. 
Покажете, че С не съвпада с обединението на всички спрегнати 
с Я подгрупи. 

Решение. Нека броят на всички спрегнати с #/ подгрупи на С е т. 
Съглаено предната задача т--(б: N (Н)). Ho HcN{H), следователно mS(G:H). 

Игтака броят на всички спрегнати с #“ по) ΠῊ Μ8 С е по-малък или равен ΟΥ 
((“:11) и нсяка такава подгрупа има тщиопт| елемента, Като вземем пред вид, 
чр тези трупи имат общ елемент (едилицата) получаваме, че обединението им 
има по-малко Ὁτ |#1.(С:#)-| G| елементи. 

52. Покажете, че единствената група, която има точно два 
класа спрегнати елементи, е цикличната група от ред 2. 

. Упътване. Под клас спрегнати елементи pasOMpaMe такова подмножест- 
во на G, което се състои OT всички елементи на (J, спрегнати с даден елемент. 
фъгласно зад. 50 броят иа елементите на всеки клас дели реда на (. Също така 
HEOKELTBOTO, съставено само от единицата, е клас OT спрегнати елементи. 
+ 58. Опишете всички групи, които имат точно три класа спрег 
нати елементи, . . N 

Решение. . Нека G има три класа спрегнатин елементи Су Gy, Сз и нека 
Съ-(е). Да оЗзначим с п реда на G, a ¢ п; i=1, 2, броя на слементите на С;. 
Имаме 1-Ἐπ| --пу--п, min, Naln. Оттук имаме 1;(141е) па(14-1), откъдето след- 
Ва те-па--| или m=2, ng==3. B първия случай ( e циклична група OT трети 
ред, а във втория случай-- неабелена група от шести ред. ' . 

δ4. Да се докаже, че ако BCHYKH различни от единица еле- 
менти на групата G са от втори ред, то тя е абелева. + 
” τδθ, Докажете, че ако а е единствен елемент от втори ред 
на групата G, 1o а«в С (б). 
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- 56. Докажете, че центърът на групата от нензродените мат- 

рици QT даден ред е различен ΟἹ единичната подгрупа. # 

7, |Намерете центъра на симетричната група oSg. 

Отг. Единичната подерупа. 

„ ' 
: 53,.)Докшкете, че всяка група от четвърти.ред.е абелева. 

9. Докажете, че съществуват точно ABE неизоморфни групи 

OT четвърти ред. 
. 60. Докажете, че съществуват точно две неизоморфни групи 

, от шести ред. 
Определение. Елементът ху ху, ХЕС, y¢ G, се нарича κο- 

мутатор на елементите Х и у н се бележи е [x, »}}- 

61. Проверете равенството 

xy=yxix, 31 “ 
32 произволни елемевти X, у от rpymata G. . 

„ 62. Hamepere комутатора на елементите (1, 2ь (1, 8).(2, Ὦ в 

симетричната група S . 
, 1 om (12)(34), 

63. Пресметнете комутаторите [#, 7, (Ф, «е) и [w, «) на ene- 

ментите ῃ 

100 111y “ /001 
и-1020), γ-Ξ[011}, «-1020 

| 003 001 300 

в.групата на неособените квадратни матрици от трети ред, 

. 1 , , 
1—1 -—} --9 - ¢ __‘l_ 00 

Т 52 , В 
ο! # 003t 

3 2 1 , 

1 
Ν 

Определенце. Нека G е произволна група. Подгрупата на G, по- 

родена от всевъзможните комутатори [x ¥ x€G, γε0 (т. е. ми- 

нималната подгрупа на G, съдържаща всичките комутатори (х, » 

x€G, увОа) се нарича комутант иа G и се означава с [G, 

” "68. Докажете, че комутанта на всяка група G е нормален де- 

лител на G. ) . 

65. Докажете, че всяка подгрупа Ha rpynara G, която съдър- 

жа комутанта (G, G], e нормален делител на G. 

Pemenue. Hexa С-Н-(6, G|, АСН, е ( . Тъй като Ш*дй-д%[б,щ. 

10 сЯр-ъН-1 Е Н. Спедователно ghg—1¢ #7 за всяко he¢H и нсяко 2Е Ὁ, т. е. 

Н е нормален делител на G. щ , й 

66. Нека Η е нармален делител на С. Докажете, че фактор- 

групата GfH е абелева тогава и самб тогава, кагато /1 съдържа 

комутантата на G. .. 

! 

290 

—-——.—.___'_.—'—.—_



| 
Решение. Нека H е ΜΟΡΜΈΠΟΗ делител на G, ΟΞΗΞηΟ, Gl v v e ссе 

ственият хомоморфизъм на С върху G Тъй като въ въваЕ, &) 32 всеки 

диа елемента 2 и £ от G, то . . 

νἱεὺ WgI—v(E1£)=H L&) =W g ey ' 
Слелователво С|Н e абелева. . ' 

Обратно, нека Н е нормален делител"на С и факторгрупата G/H е абеле- 
ва. За всеки два слемента #21 и 5 ov С имаме 

ч(еъ #3) (g 1 & διδὴ)--ν ) πῆ . 
Следавателно [g, 2)6 Н, т. е. [G, ClcH. [ 

67. Hamepere комутанта на симетричната група S,, n>2. 
Ν Отг. Алтервативната ,група Л. 

68. Нека A e нормален делител, съдържащ се B центъра на 
груната G. Докажете, че ако факторгрупата С/# е циклична, то 

б е абелева група. , , ᾿ 1 
” Решение,” Нека v: С - (|Н e естественият хомоморфизъм на С върху 

GjH и нека ΟἹΗ се поражда or елемента а--м(а). Тогана всеки елемент g € G 
е от вида a* Й, къпето Я е елемент от центъра на С. Тъй като всеки два еле- 
мента от този вид комутират, то С е абелева. 

69. Намерете комутавта на групата на неособените квадратни 
матрици от втори ред.-. ' “ 

Отг. Подгрупата, състояща ес от всички 

ре ' матрици с детерминанта 1. 
, , 

( 70.} Нека G e адитивната rpyna на целите чисела. Проверете 
кои“от” следните преобразувания ¢y, фа И @3 са автоморфизми на G: 

а) q(m=ntl ς . , 
6) ч.(п)--2Щ Ν 
в) фа(1) - <-п, | 
и Отг. ф € автоморфизъм. 
м ' 
“ 71)Hexa G e мултипликативната група на всичките KOMIVIEKC- 

ни числа. Проверете ΚΟῊ ΟἹ следните преобразувания ᾧ,» фа И ф 
са автоморфизми на G: 

а) φι(α)--Ζ; . 
5)) фе σίοος φ ἐβίπι 4))-/З(со5 φι ἐ βίη ф 

в) φείγ(οοβ φ- ἐ 50 φ)):{εο:ς (φ-ι- ;)+isin (:р+ ;-)] . 

. Ore фр Η Фе «а автоморфизми 

72. Нека ᾧ е автоморфизъм на групата С. Докажете, че: 

а) ф(е)--е; , | 
6) φία N=le@]™ 
в) елемевтите а и ф(а) HMaT един и същ ред 32 BCEKH еле- 

мент a€G; 
7 г) всеки клас спрегнати елементи на G се преобразува в клас 
спрегнати елементи. . . 

73. Покажете, че множеството на всичките автоморфизми на 
дадена група С е група по отвошение на обичайното умножение 
на преобразувания. - ' ' 
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. 74. Намерете групата от автоморфизмите на безкрайната. 
циклична група- , - 

. ' Orr, Цикличната група oT втори ред. 
75. Нека G е циклична група от ред #. Докажете, че пре-. 

образуванието ¢, определено OT равенството Фф(х)-А“, хЕС, е 
автоморфизъм на С тогава и само тогава, когато В е взаимно 
просто с п. Докажете, че с описаните по-горе преобразувания се 
изчерпват всичките автоморфизми на G. Ν 

76. Нека G е подгрупа на симетричната група .(55, породена 
от елементите (1, 2)(3, 4) (5, 6), (3, 4) Покажете, че групата С е 
комутативна и се състои от елементите е, (1,2)(3, 4) (5, 6), (3, 4), 
(1, 2)(5, 6). Докажете, че групата от автоморфизмите на G е изог 
морфна със симетричната група Sp „ 

77. Докажете, че групата от автоморфизмите на BCHKA цик- . 
лична група ΟἹ ред, по-голям от 2, е комутативна група ὋΤ 'τίδ: 
тен ред. 

Упатване, Използувайте зад. 15, . 
78. Опишете групата от автоморфизмите на цикличната група 

ΟἹ ред 14. ' 
. ! Orr, Циклична tpyna or тести Тед. 

79. Нека G e rpyna и a ¢G. Докажете, че преобразуването 
ть определено с равеиството T,(x)=axa, хЕС, e автоморфизъм 
на групата C. : 

Определение. “ Автоморфизмът 7T, определен с равенството 
πα(χ)ττα χα , αξὈ, ΧΕΟ (ъж. предната задача) се нарича ветре- 
щен автоморфизем на групата G, ' 

80. Hamepere вътрешните автоморфизми T, И 1, HZ симе- 
тричната rpyna Sz където @1=(1,2,), ap=(1, 3, 2). Y . 

Отг. Ако с a3, ар а, ca озпачени съответио елементите (1, 8), (2, 3), (ь 2, 3) 

: еа аз a3 а; а _{e ay 6у аз а а; 
1ο "¢:=(t a ag αἰ аз α2}" “ |е аз a5 а 4y a, 

“ 81 Докажете, че вътрешните автоморфизми на групата С 
образуват инвариантна подгрупа на G, която e изоморфна на фак- 
торгрупата G/C(G) на С по нейкния център C(G). 

82. Докажете, че симетричната група . 1п7:3,е изоморфна 
' с групата Ha нейните вътрешни автоморфизми. и 

83. Докажете, че при всеки автоморфизъм на S, n=3, n==6, 
BCAKA транспозиция се преобразува в транспозиция. 

Ynzmsane, Пресметнете броя на елементите във BCEKH клас спрегнати еле- 
меяти OT втори ред и нзползувайте предната задача, 

84. Докажете, че всеки автоморфизъм на S,, #=3, nd-6, пре- 
образува множеството ΟἹ различни транспозиции ΟἹ вида ( Л 
(Л) ...,(6/,) в множеството от транспозиций от вида (&, Д), 
% L), ..., (& i). o 85. Докажете, че Всеки автоморфизъм Ha rpynara S, e вът- 
решен. " 
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Упътване. Heka ¢ е автоморфизъм на групата Sy, Съгласно предната зада- 
ча за образите на слементите (1,2), (1,3) и (1, 4) me инмаме ¢ ((1, 2))=(=, β), 
Ф((1, 3))-(«, ) φί((, 4))-(в«, #). Разгледайте вътрешния автомарфизъм T4 където. 

' 1234 
~ “:(τ Byl 

86. Hamepere реда на rpynata oT автоморфизмите на симе- 
тричната rpyna S, O, 24 

. ὐ = 

87. Докажете, че групата OT автоморфизмите на адитивната 
група на целите гаусови числа е изоморфна на групата от цело- 
числените квадратни матрици OT втори ред с детерминанта +1. 

88. Нека К е множество, състоящо се от осем елемента, 
които ще означаваме с 1, --1, А Д k, —i, —j, —k. В множеството. 
К въвеждаме бинарна операция умножение с помощта на след- 
ната таблица: ᾿ 

S πὶ᾿ - ня ДНН Дие E__ 
1 \ 1 -1 -ἰ i - ) “-- п 

" --" 1 -τ' - B~k 
i L —i 1 -ἰ -k в j - 

НЕ - S τἢ Е - 7 
ι 1 - κ - 1 - = i 

-).- ) —k , kB -1 .« 1 i -οὶ 
YRR - - ͵ i -- 1 -1 
ак κ 1 - =i ἐ - 1 ' , R 

Докажете, че множеството K e група ΠῸ отношение на въ- 
ведената по-горе операция. Тази група се нарича група на ква- 
тернионите, и 

89. Нека K е групата на кватернионите (вж. предишната 
задача), Докажете, че: ᾿ 

а) всяка подгрупа на K е инвариантна; 
6) комутанта [K, K] съвпада .с центъра на K и е циклична 

група от втори ред; , 
в) групата от вътрешните автоморфизми на K 6 директно 

(Декартово) произведение на две циклични групи от втори ред. 
90. Нека #/ е инварнантна р-полгрупа на крайната rpyma С. 

Даказжете, че ЯТ се съдъожа във всяка силова р-подгрупа на G. 
91. Нека G e група ΟἹ ред pg, р и 9 -- различни прости 

числа, р<д. Докажете, че ако ру.д--1, G е циклична. 
92. Докажете, че всяка група С от ред /24 има WHBAPHAHTHA 

силова подгрупа, 
Решение. Нека p>g. Броят на силовите р-подгрупи е Число от вида 

1+-kp и дели ¢, T. & с равно иа единица. Силовата р-подгрупа е единствена и 
следователно инвариантна в С. Нека сега ¢>p. Броят на силовите 4-подгрупи 
на G еот Βηπ8 1--19 и дели p% Ho 14-+-Щ7>р2 н следователно . 1--ig==p% или 
броят на силовите 4-подгрупи на С е 1. От #4--(2--1) (2-Н1)"и g>p следва, че 
qip+1, т. е. дъчр-1. Това е възможно camo при p=2, ¢=3, Ho в група or 
pen 22, 3 силовите 3-подгрупи са цикличии от ред 3, така че две такива нли 
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съвпадат, или не се пресичат. Ако броят име 4, тоте съдържат общо 4(8--- 1у 

419 различни елементи и остават още 3 encmenra, които заедно с 1 обр asy- 

ват единствена силова З-подгрупа от Гред 4, която е инвариантна, 

93, Докажете, че ако, С е група от ред ра, р>фи 4Ἐ}Ρ"---Ξ. 

то G е абелева. 
94. Докажете, че всяка група от ред 200 има инвариантна 

силова подгрупа. 
95. Колко елемента ΟἹ ред 7 има в простата група ot ред 168? 

Решение. Имаме 168=23.3.7. Броят Η силовите Т-подгрупи € число 

от вида 14-ТЕ и пели,?4. Понеже ( е проста, тя не притежава собствен а инва- 

риавтна подгрупа. Следователно С притежава точно 8 силови Т-подгрупи, KOHTO 

са циклични 0Т прост ред и нямат общи елементи освен 1. И така в С има 

точно §(7—1)=48 елемента ΟἹ pen 1 ! 

96. Докажете, че ako P е силова р-подгруйа на крайната 

група С и Н е инвариантна подгрупа на G, то РПЯ е силова p- 

Ш)дц;упа в H, а РН) e силова р-подгрупа във axroprpyna- , 

та GJH. 
97. Докажете, че ако Р е неабелева р-група от ред р“, τὸ 

редът на центъра й не надминава р“”?, 
Упътване. Използувайте зад. 68. 

98. Докажете, че всяка група от ред p® e абелева,.а цевтъ- 

рът на една неабелева група от ред p? има.ред р. . 

99, Докажете, че крайната rpyna С има TOUHO една макси” 

мална подгрупа тогава и само тогава, когато G е циклачна ре 

група. 

100. Нека G е крайна rpyna, която има точно две макеимални 

подгрупи от прости индекси р и g (pq). Докажете, че ае 

циклична група от ред р“ф“. '
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