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ПРЕДГОВОР 

не Банална истина e, че запознаването със сериозен ἓἕξω;ἓζ" ς 
става на един дъх: започва се с кръг въпроси, които сае “ega μ с 
познати неща, но в тях участвуват и характерни за епр ,У::Авояването 
HAeH, за предпочитане в най-простата им форма, а с,л адиг,хтензивност 
им те се превръщат в ядро, около косто с една или друг 
се натрупват следващите сведения. | 

Зарч%/ункшюналх-шя анализ такъв кръг могат да съставят втс)х;;)::;та 
те за пълнотата. Читателят знае колко важна е тя при чи ловата 
права. Достатъчността на условието на Коши за сходимост н;ап ¢ 
лова редица се използува там на всяка Kpauka. Математиците при- 
виха откритие, когато постепенно осъзнаха, че същият метод е пр 
JIOKHM и в много други случаи — по съшщество това бе създаването 
на функционалния анализ. 

Но пълните пространства не се срещат наготаво (лаже построя- ването на реалните числа е едно сериозно целенасочено усилие). Преди да с2 достигне до голяма част от тези просгранства, истори- чески бе нужно да се прозрат несъвършенствата на класическото интегриране, да се създаде лебеговият интеграл, впоследствие да се разбере, че той води до пълни пространства от функции, коитео OT своя страна имат интересни приложения. За да получат тези и други функционални пространства опазч широк а употреба, на която се радват днес, бяха нужни усилията на много Учени. Ще споменем само Арцела, Банах, Бер, Борел, Даниел, Йънпг, Каратеодори, Колмогоров, Лебег, Jlysun, Ф. Рис, фон Нойман, Хилберт. HpezmaraflaTa книга има за пел да даде първоначална (ΗΟ π H ПОБЪРХНОСТНЗ) представа 38 предмета, като проследи до определена степен копцепцията за пълнотата H HAKOH от приложенията й. В първата част са построени фУНКЦИОНЗЛНИТЕ ПРОСТРЗНСТВЗ, KOHTO 3a- BUCAT OT интегриранета, а втората, чието издаване е предстоящо, ще бъде посветена на техни приложения. 
ИСТОРИЧЕСКН до .Π(ΞὗΘΓΟΒΟΤΟ ΗΗΤΘΓΡΗΡΞΗΘ се стигна не само неза- BHCHMO OT фУНКЦИОНЗЛННЯ анализ, но TO, както вече отбелязахме, бе един от стимулите за създаването на последния. Тук то е построено със средствата на самия функциокнален апализ, като в основата е поставена именно идеята за пълнотата. Този естествен метод не е нов: авторът се е учил на него още през 1956 г. or Я. Тагамлицки. Ясно e, че в книги като тази стремежът към максимална общност € нежелателен. Онова, което е нужно за предполагаемия читател, е една разумна общност, при която новите за него методи (и общността



влиза тук) се чроявяват хостатъчно ясно, но същевременно работят по най-простия начин. 838 да може той да наблюдава действието им, 
TAKA да се каже, в чист вид. Ето защо редипца иначе важни понятия 
като топологично пространство, линейно топологично пространство, 
NPOCTPAHCTREO на Фреше и Τ. н. не се обсъждат в тази книга, тъй като 
на това ниво € трудно да бъдат MOTHBEPaHH. Читателят ще се убеди 
в необходамостта HM най-естествено едва след като си изясни, че 
рамките на банаховите и хилбертовите пространства, към които се 
придържаме TVK, не €3 достатъчни за редица задачи, за решаването 
на конто се налага само да се разшири сферата на приложимост на 
все същите методи чрез по-нататъшното им обобщаване. За да се 
свикне с общи постацовки обаче е нужно време, а докато то тече, не 
е зле да се убедим. че и в тези относително тесни рамки може да се 
направи немалко. 

Общността обаче не бива да се ограничава изкуствено, когато 
не създава психологически бариери. Така е при интегрирането, кое- 
то тук се npaBH в проязволни множества. По този начин не само става 

ACHO каква е същността MY, но се наблюдават и другите предимства 
на общността: като успяваме да обхванем в една обща схема много 
случан, изведнъж свършваме доста работа. 

Това налага обаче усилия от друг вид. Общите схеми изискват 
конкретни реализации, кокто HE само нм придават смисъл, но и 

влияят съществекно върху самото им развитие, а също и върху усвоя- 

ването, определяйки пасоките им. С оглед на всичко това в изложе- 

нието са дадени немалко конкретни H общи примери. Макар и да не 

са логическа част от съответната обща схема, читателят не бива да 

ΓΗ npeuefiperaa: по значение те не отстъпват на останалия текст. 

Ето накратко съдържанието на първата част. В първата глава 

са разгледани елемепти на теорията на множествата. По-точнао това 

са релацинте за еквивалентност, аксиомата за избора и свързаните 

с нея лема на Цорн и тесрема на Пермело. Без този минимум съдър- 

жателно разглеждлане на абстрактни въпроси е немислимо. дсиче- 

Втората глава допълва познанията на читателя върху ἓ.π ие 

ското риманово интегриране, като разглежда интеграла наа ;:лоят: 

Той е нужен не само, да кажем. с оглед цглите на теорията ни съ!(): - 

HOCTHTE, HO и защото дава конкретни примери, изпълващ. 

ържание общата теория на интеграла. | 

Ὧ В първо приближенние може да се каже, че функцион::::я; 86}:32- 

лиз е пренасяне па крайномерни геометрични разглежд Ὰ 

грай i По такъв начин геометричната интуиц 
крайномерни пространства. ааа онагледя- 

става негова характерна черта: читателят може и TP " а ем 

ва всичко с рисунки. Но за да се овладсе това, е нуж ο ΤῈ οο δῇ. 

по какъв HAUHU самите геометрични ΠΟΗΉΤΗΗ͂ се пренас AN A 

номерния случай и на тази Tema € посветена третата гла]:зъ;б0 и се 

обсъждат понятия като хиперравнина, норма, отворено къл =2 - 

AL : :то в реални, така и в комплекес 
ворено кълбо, лпиеен функционал KakTOB] e OpMHpAHHTE 

ΗΗ безкрайномерни пространства, или С две ду 

пространства.



Така в четвърта глава можем да се съсредоточим върху интерес- 

"ните, за приложенията банахови пространства, които €2 пълните 

нормирани пространства. На това място примери са само простран- 

ствата от непрекъснати функции с равномерна норма (сходимост), 

но се появява и общата схема за попълване на нормираните простран- 

ства до банахови, колто постепенно води в шеста и девета глава до 

много други примери. Като мотивя 32 въвеждането на банаховите 

поостранства са посочени добое известните следствия от теоремата 

на Бер — теоремата за отворените изображения, за затворената гра- 

фика, за фиксиране на особеностите, а също и сведения за компактни- 

те множества. 
Пета глава е посветена на абстрактното питегриране. За целта 

е НЗПОЛЗУВЗ.НЗ схемата на Jlamlen, като КУЛМИНЗЦНЯ е елна аксиома- 

тика за абстрактното лебегово интегриране, която, грубо казано, се 

nonyqana, като към аксиомите на ДЗНИЕЛ се ПРНбаВИ и изнскването 

за пълнота. ΟΤ Hero се извличат и основните теореми oT 'reopmrra на 

интеграла: на Бепо Леви, Лебег й Фату, като първата и третата са 

поотделно еквивалентки с това изискване. Както винаги в такива 

случаи, аксиоматизирането гозволява ΒδὉΤΡΘΚΤΗΟΤΟ лебегово инте- 

гриране да се изучава независимо OT конкретните конструкцни, кое- 

то дава повече свобода. 

Така е HanpaBeno и навсякъде по-нататък в книгата, като се 

- изключи шеста глава, в която е УСТЗНОВЕНО, це всяка схема на Да- 

пиел води до абстрактно лебегово интегриране. За целта е използуван 

методът на Тагамлицки, подложен на незначителни усъвършенству- 

вания. Той има определени ПРЕДИМСТВЗ пред ДРУГНТЗ методи, понеже 

сочи ясно целта - ПОСТРОЯВЗНС на някакво пълно ПРОСТРЗНСТВО — 

и. води директно имепно до опова, KOETO HH HHTepecysd — сумируе- 

мите функции и MHTETpasuTe им. 

В седма глава се разглеждат измеримите функции H множества, 

като в специалния случай на В е отделепо впиимание и на борела- 

вите функции и множества. Мирогледното им значение е така голямо, 

че те напразно биват често препебрегвани в учебната литература. Но 

по-тънките въпроси от теорията на функциите, като например кла- 

: сификацията на Бер, не се разглеждат тук. В тази глава се казват i 

няколко нужни думи за комплексното иптегриране, когто не е по- 

- малко важно от интегрирането на реални функцли. 

Осма глава е посветена на теорията на мярката. Мерките вече 

губят значението си при построяването на лебеговото интегриране, 

. понеже достигането до тях, като се тръгне от ончези достъпни обра- 

зувания, C които разполагаме, едва ли е по-просто от пряката кон- 

струкция на самия интеграл, а мярката се построява чрез интеграла 

непосредствено. Но те продължават да имат важно значение при 

изучаването на свойствата на сумируемите фунхции поради добрите 

свойства на стъпаловидните функцни. Правото им на самостоятелно 

съществуване се осмисля също и от теорията на вероятностите, коя- 

то не е нищо друго освен един обширен клон на теорията на мярката. 

Тъй като, от една страна, разполагаме с отдавна познатата аксиома- 
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тика на теорията на мярката, a, от друга -- с аксиоматиката па 
абСТРЗКТНОТО лебегово интегриране, появява се възможност да уста- 

новим, че тези две неща са равностойни, T, е. че теориите на интегра- 
ла и мярката са еквивалентии. 

В девета глава са разгледани пространствата L?. В реалния 
случай те имат едно важно свойство, което напомня и принципа за 
непрекъснатост от реалните чнисла, и теоремата на Бепо Леви. То бе 
поставено в основата на изучаването на непрекъснатите линейни 
функционали в тези пространства. . 

Jleceta глава е посветена на хилбертовите NPOCTPAHCTBA, KOHTO 
по същество са пространствата L2 Те пренасят в безкрайномерния 
случай значително повече позната геометрия от банаховите и имат 
още по-интересни приложения в математиката и физиката. Главното, 
което тук е представено, са теоремата за проекциите, линейните функ- 
ционали, общата теорема на Питагор, учението за базите, а така 
също Η класическата база Ha L*([ — =, π|). . 

Съдържанието HA всяка глава е обсъдено по-подробно B началото 
на самата глава. Там се дават H съвети за четенето. Книгата е построе- 

на така, че при първо четене може да се пропусне определена част 

без накърняване на логическата страна. ПОДбОрЪТ на този минимум 

е бил предмет на особени грижи: целта пък е при първо четене да се 

получи онази обща подготовка, която е нужна 32 HAJOCTHOTO овладя- 

ване на нещата при второ четене. Това по никакъв начин не означава, 

че матерналът, оставен за второ четене, е маловажен. НаПРОТИВ, там 

често се СЪДЪРЖЗТ именно онези по-специални въпроси, KOHTO изиек- 

ват по-сериозни усилия. 
B края на BCAKA глава са приведени задачи. Част от тях имат 

характер на технически упражнения, а останалите представляват 

допълнение към основянния текст, което читателят трябва да разра- 

боти сам. Той не бива да се обезкуражава, ако не е в състояние да 

реши BCHYKH такива задачи, защото някои OT тях са трудни. 

В текста е използувана трицифрена номерация на теореми, пред- 

ложения и примери. Например «теорема 5.2.7» означава теорема 

7 or § 2 на пета глава. Ако тази теорема се цитира в § 2 на пета гла- 

ва, тя се означава като «теорема 7»; ако сме в друг параграф, но все 

още в пета глава, препращаме към «теорема 2.7»; накрая2, 7ак%се 

намираме в друга глава, пишем целия номер «теорема 5.2.7». n};t_)_ 

по BpeMe Ha четенето читателят почувствува нужда да освежи 

метта си за смисъла на някой термин или означение, може да изпол- 

зува указателите на термините и означенията в края на книг:;)га. 

Ползувам се от случая да благодаря на рецензентите Чл.- К];. 

проф. Я. Тагамлицки й ст. н. с. д-р П. Русев за градивната критика, 

допринесла немалко за подобряване на изложението.



Първа глава 

ТРОРИЯ НА МНОЖЕСТВАТА 

Теорията на множествата npedocmaes на математпчи[?:к;?:*: 
идобен език и няколко общи теореми с широка пршюжимосст.ои o ot 
другите математически дисциплини, тя може да се no mpo ou aKouo: 
матично. На npakmura обаче (ocsen в случаите, Kozamo се o s 
основите на MAMEMAMUKAMA) се използува наивната теория на Jino 
жествата, в която се формулира само една аксиома — за из оя,;а.- 
Ето защо тук няма да се занимаваме с аксиоматичното постр а 
не на тази теория, което отнема много място, а ще насочим ΘΗ 
нието си към такива нейни части, които са важни при изучасането 

на функционалния анализ. 5 
Ще предполагаме, че читателят владее основните операции на 

множества: обединение, сечение, разлика, произведение, а също така 
лонятията изображение, образ и прообраз на множество чрез из- 
ображение и връзките им с операциите над множествата. 

Тук представяме само онзи минимум от теорията на множе- 
ствата, който е необходи м за онова, което следва. В ὃ 1 се разглеждат 
релацицте за наредба. Термцинологията, въведена в него, u2pae съ- 
ществена роля по-нататък. В 82 са разгледани специални наред- 
би — релациите за еквивалентност, KOWMO често поемат ролята на 
равенството, а също и операцията факторизиране. В § 3 се обсъжда 
аксиомата за избора. § 4 съдържа формулировката и доказателст- 
вото на лемата на Цорн. Последната е еквивалентна с аксиомата за избора, представлява силен инструмент за доказване на нетривиални общи резултати и ще бъде използувана многократно в следващите глави, Въпреки mosa при първо четене доказателството й може да Се изостави, а твърдението да се приеме за аксиома. В последния 85 лемата на Цорн се прилага, за да се докаже класическата теоре- ма на Цермело за добрата παροῦδα, а сЪъщо и принципът за транс- финитната индукция. Tosu параграф също мозсе да се изостави при първо четене, тъй като приложенията му озикновено се покра- ват и от лемата на Цорн. 

§ 1.1. НАРЕДЕНИ МНОЖЕСТВА 

Нека X e произволно множество, Една двучленна релация < B X се нарича преднаредба в X, когато притежава следните две свой- ства (наречени аксиоми за преднаредба): а) Besko 2 € X e B сила а<а 

свой 

че а



ῃ 

6) 88 произвол Лни еле / е изпълнено а < δ. менти а, b, с на X, за които ажб и ὃ <е, 
Така нап р а апример, ако за всеки два елемента а, 6 на Х положим 

Ω͂ s a, получ , учаваме преднаредба. Ако пък се условим да пишем а # b 
точно когато а-ф, п , получаваме друга пре Ο : дна . 
виални примери съществуват и много Д[:)ругиредба свей тези три- 

Казва се, че , едно множество 4 е зададена някаква αρο ι οο X e npedrap:9eno, когато в Hero 

Една преднаре =B A аредба < в А се 3G рява следното услоние: нарича наредба, когато удовлетво- 

В) за произволни елем a Ἐ TO И b а, 
" “ менти | 5 T Я b га Х, за Kou а < b 1 ΞΞ α, 

Гака например, ако ᾿ Де произволц Т T " “ O множ . f . X ecTBO и X e множество 
οτ фУРК ия Ац*“ където R e съвкупността на реалните числа, 
и за прон роизволни функции f, g € X положим / g, когато e изпълнено 
неравенството / (@) << а) : A /Х (а) = g (@) за всяко a ¢ A, очевидно получаваме на- 

" εἕἕἓΒΐλ се, {ιἵε множеството X e наредено, когато в X е зададена 
р а. Ако е варедено множество, 88 @, b ¢ X се пише а « , 

когато ¢ =< & u a == 2. Понякога релацията < се нарича слрого Hepa- 
ча  венство. 

| Eara наредба в X се нарича лълна, когато притежава следното 
свойство: 

г) за всеки два елемента а U b на X e B сила поне едната ΟΤ 

релациите а ΞΞ й или b < α. 
Разбира се, г) изразява, че от трите възможности а < 8, a=5b 

и b < a e налице едната и само едната. Пример за пълна наредба е 

обччайната паредба ΞΞ в съвкупността на реалпите числа. Едно мно- 

жество се парича налълно наредено WAY верига, когато B нега е за- 

дадена пълна наредба. По този начин всеки два елемента на една 

верига са сравнами помежду си. 

Нека X e преднаредено множество, M с X u a ¢ X. Ще казваме, 

че а e saxcopanma Ha M, когато 3a всяко X € M e изпълнено нера- 

венството X = а. Разбира ce, ако а е мажоранта Ha M, всяко b ¢ X 

ς a< b също e мажоранта na M. Една мажоранта а на M се нарича 

точкна, когато 88 всяка мажоранта b на Мев сила а < b. Очевидно, 

ако X e наредено, точната мажоранта € единствена. Точни мажоранти 

не винаги съществуват. Ако X e наредено и точната мажоранта на 

някакво множество M с Х съществува, тя се означава със sup М и 

се нарича супремум на M. 

Аналогично със смяна на посоката на наредбата се дефинират и 

попятията манораята, точна минораята, означението inf M и τερ- 

минът йнфимум. . 

Едно преднаредено множество Г се нарича насочено надясно, 

когато всяко крайно подмножество на Г притежава maxopauta. Това 

означава, че Г #Е ( и че всяко двуелемептно подмножество на r 

притежава мажоранта. 

Всяка непразна верига очевидно е насочено надясно множество. 

Г1я 
Wi 

=3 
= 
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нека Ге CHBKYNMOCTTA на всички 

функции /: ( b}— R, които са непрекъснати в ограничения и 3aT- 

ворен интервал (а, 5). Очевидио Г e насочено надясно. Нещо повече, 

всеки два елемента f, g на Г притежават даже точна мажоранта. 

Това е функцията зир (f, g), вефинирана с равенството 

(δὰρ ( &) (x)=max (f (x5, Е (29) 

за всяко χ € [, b]. Тя не e задължена да съвпада с никоя от функ- 

циите f или g | 

Аналогично CBC смяна HA посоката на варедбата се въвеждла и 

леножество. Множеството T от предиш- 

понятието насочено наляво 

ния абзац е насочено наляво. Инфимумът се определя с рагвенството 

(inf (f, 2)) (20)- (f (= # () 

За да посочим и друг пример, 

за всяко x € ἰα, 0) 

§ 1.2 РЕЛАЦИИ ЗА ЕКВИВАЛЕНТНОСТ 

Една преднаредба R8s се 

Нека X е произволно мьожество. 
огато притежава следното 

нарича релация 3u еквивалентност в X, к 

свойство: 
- 

Χ, 38 които а RbescunabRa 

а) 88 всеки два елемента @, b на 

Ако елиминираме термина преднаредба от тази дефиниция (като. 

го заместим с определението My), виждаме, че една двучленна peaa- 

ция R B множество Хе релация за еквивалевтност точно когато 

притежава свойствата: 

1) за всяко асХев силаа Ва (рефлексивиост): 

2) за всеки два елемента а, b на X, за които а R b, е B сила 

pbRa (cumeTpuHHOCT) 

3) 38 всеки три елемента &, b, с на X, за конто а RbubRe, 

ев сила йК С (транзитивнос-т). 

Релацията равенство в произволно 

релация за еквивалентност. 
иност M OT nenpasn# NOAMHO- 

Heka X e множество. Една CBBRY 
X, xorato X съввада ς обеди- 

жества на Х се нарича разлагане на 

иението на елемектите Ha M u РЗЗЛИЧНИТЕ елемечти на M нямат 

общи точки. 
Нека Х е множество и M е разлагане на Χ. За произволни а, b 

вуваМеМсаеМи 
beM 

or X ще пишем а R b, xorato същест 
получената двучленна pena- 

Непосредствено се съобразява, че Taka 

ция R е релация за еквивалентност B X Ще казваме, че тя е кчду- 

цирана от разлагането M. Разбира се, различни разлагания индуци- 

рат различни релации 88 еквивалентност в Х. Така лобиваме въз- 

можност да построяваме различни примери за релации за eXBUBANEHT- 

ност. OKasBa се, че MO този начин Се получават всички релации за 

еквивалентност в Х. 

1.2.1 Предложение. Нека X e множество й 

множество X e пример 32 

R e peaayus 3¢ 
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еквивалентност в Х. Тогава съвкупността M на всички подмно- xcecmea на X от вида 
(1) My={x ¢ X:x R a}, 
където а пробягва X, e pasrazane на Χ. Разлагането M индуцира зададената релация за еквивалентност R в Х. Доказателство. Тъй като 88 BCAKO @ ¢ Х имаме айа 10 @ ¢ M,. Ето защо X съвпада с Ообединението на eneMenTuTe на M. Нека а, b ¢ Хи M, + M, Трябва да докажем, че M, п M,= (. Да допуснем противното и нека с € M, п М,. Тогава с Ra,cRb uor свойства 2), 3) следва а R #. Нека х €M, τ е. x Ra. Тогава от aRbwnor3) следва xR b, те х € M,. Следователно M, с M,. Аналогично M, с M,. Eto защо M,=M, в противоречие ¢ M, + M,. С това е показапо, че Af, п,М Ξε ( винаги когато M, + M,. Следо- вателно M е разлагане на А. | 

Да отбележим, че релациите а ЕМ. κ ς Μ, са едновременно изпълнени точно когато @ R ¢ M b R c. Но тогава ев cuia u a R ὃ. Обратно, при а R 6 имаме а €M, ὃς M, Така се убедихме, че индуцираната от M прелация за еквивалентност в X съвпада с R. С това предлсжението е доказано. 
Така виждаме, че понятията релация за еквивалентноств X M разлагане на X не са съществено различни. Разлагането (1) се озна- чава още и с А7/А, а елементите му се наричат класове на еквива- лентност спрямо А. Да въведем още и каноничното изображение (2) ф Х XIR. : : 

То се получава, като на всяко а € X се съпостави елементът (1) на X/R, т. е. класът на еквивалентност, на който а приянадлежи. Онче- BHIHO фе сюрекция и o (а)-о (b) точно когато a R b. 
Поради свойствата 1), 2) и 3) релациите за еквивалентност със- 

тавляват естествено обобщение на равенството. Ето защо в много 
случаин е целесъобразно при дадена релация за еквивалентност R в 
X да считаме, че два елемента на X са несъществено различни, 
когато ca в релацията R. Тогава вместо с равенството си служим 
през цялото време с една по-сложна релация R. При желание бихме 
могли вместо R да използуваме обичайното равенство (съвпадане, 
идентичност, тъж дественост), но тогава вместо А трябва да разглеж- 
даме множеството X/R. Последното се нарича факториножество на X спрямо R, а разглеждането на XIR — факторизиране. Cera 
BMECTO с елементи Ha X през цялото време работим с елементи Ha 
X/R. Опростяванията, свързани с равенството, водят до усложняване 
на обектите, с които работим. На практика от двата възможни подхода 
се избира онзи, който създава по-малко психологически неудобства, 

5 1.3. АКСИОМА ЗА ИЗБОРА . ες 

При изучаване на нетривиалните въпроси на ТЕ*ОРР]!ЯТЗ на мно- 
жествата и приложенията й наред с другите аксиоми се налага да 
се ИЗПОЛЗУВЗ Η следното твърдение, наречено аксиома 86 избора. 
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та на всички не- 

изволно изобра- 
X, за xoemo е 

Нека А и Х εὰ множества, X е съвкупност 

празни подмножества на X u Ε: Α --«Х е про 

жение. Tozasa съществува иазображение Г : Д - 

изпълнено условието " 

() / ( Е (а) 
за всяко a ¢ 4. 

Все еднЕо, ако е зададена фамилия от непразни побдмнож;втвгд:: 

X, OT всеки елемент Ha тази фамилия можем да Μ8 ерем Η израз 

точка. В същност „можем да изберем“ е петочно, понеже ξο К чи:то 

предполага конструктивна (в някакъв смисъл) рроцедутг:;с;ст B 

помощ да се установи съществуването HA . В действите: 10 еча 

мата за избора гарантира съществуването на - (, HO6 o 

средства 38 конструирането My . Тази неефективност Ha избор А а:с)сио- 

значителнви спорове OTHOCHO правомерността на формулирааат а 

ма, свързани със смисъла на термина съществуване. овече 

-малко те вече принадлежат на историята. 

" Аксиомата 88 ϊωδορε очевидно ереквивалентна с твърденнето: 

Проийзведението на всяка фамиалия от непразни множества 

не е празно. 
Вече е ясно, че без аксиомата за избора теорията на множест- 

вата би била твърде бедна на резултати. Тя или еквивалентните и 

твърдения се намесват в доказателствата на много нетривиални 

общи теореми. 

§ 1.4. ЛЕМА НА ЦОРН 

Аксиомата за избора най-често се използува чрез едно свое следст- 
вие, което е еквивалентно с нея и често тривиализира приложенията H, 

Нека X e наредено множество. Едлин елемент Е на Х се нарича 
максимален (B смисъл на Порн), когато от x € X и Е « x следва 
§=x. Това означава, че в X не съществуват елементи, които да са 
строго по-големи ot Е. Разбира се, ако Е е най-голям елемент Ha X, 
Τ. €. изпълнено е неравенството X ξ за всяко x¢ X, то Ееи : 
максимален елемент на X. Обратното не винаги е вярно. То е налице 
обаче при напълно наредено X. В този случай Х може да притежава 
най-много един максимален елемент Е и когато Е съществува, Е е Г най-големият елемент на Х. В общия случай максималните елементи " 
могат да са много. Следващата Teopema посочва удобно достатъчно 
условие за съществуване на максимални елементи. Тя е известна в литературата под названието длема на Цорнв. 

1.4.1. Teopema. Нека X е такова непразно наредено множе- ство, че всяка непразна верига в Х да притежава мажоранта. Тогава Х притежава максимални елементи. 
Доказателство. Да допуснем, че X няма максимални елементи, и да разгледаме произволна ве рига 5 в Х. Съгласно усло- вието на теоремата 5 притежава мажора 7 нта у. По допускане у не е максимален елемент на X. Но тогава съществуват елементи « на X, 
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за които у 
пршидпежуи= Ξ E‘, Y 2. Всяко TakoBa # е мажоранта Ha S, KOATO не 

мата(з; изб на 5. Така добиваме възможност с помощта на аксио- 
а ора на всяка верига S в X да съпоставим по една нейна 

мажоранта / (45), : € остччЕ " κ-ἶ,( .,)’ за която / (8) ¢ S. Така осъщественият избор ще 
с.(.: фиксиван до края па доказателството 

ледкат TP топ аг !!астся;цот ри определения, които ше бъдат използувани само в 
й (: O доказателстсво. Нека S e произволна верига в X, Едно 

:I.H[S.\é.eémo FcsS !.Ъе наричаме мачало πὰ S, когато от $< b, 5645 
: с следва s ¢ В. Eano иначгло αδὲ р ещ когато В 6 3а θαρηπίτα 5 8 на 5 ще наричаме сещанско, 

сЪщЩинско начало Β᾽ гата § ше казваме, че е добча, когато за всяко 
ипско начало В на < множестзото SN\ 8 има пай-малък еле- 

уент и той съвпада с } {B). Tocneanoro osuauasa, че / (B) €S и 
< f (B)< s 3a произволни b € B u s ¢ S\AB. 

. Pasléfipa се, (5 e начало на всяка mepura S и при 44 P TO е 
ъщинско начало на 5. Също S впчнаги е несъщинско начало на 4. Ето 

защоЗпразната верига няма същински начала и следователно е добра. 
а ἕει посочим и други примери на добри вериги, ще се убедим, 

ΞιἹε ако S е добра pepura, τὸ «δ' - 5 U {f (5)) също е добра верига. 
реди всичко / (5) е мажоранта на S и тъй като S е верига, S 

също е верига. Нека Я e някакво същинско начало на δ΄. Да до- 
пуснем, че / (5) € Β. Тъй като за всяко 8 ¢ S имаме з</ (8), οτ 

определението 88 начало ще следва 5 ( B, поради косто ЗааВ8 и 

B=S U { (5))-4 в противоречие с определението на същинско 

начало. Ето защо f (5) € B и следователно В с S. Ако B=S, то 

4Ж В-1/ (5)) и най-малкият елемент Ha SNB e 7 (5)-/ (8) с 

което случаят B=S е разгледан. Нека cera ΒΞ-ΞΕ5. Но тогава В е 

същинско начало в S и тъй като 5 е добра верига, / (8) е най- 

малкият елемент на 5“.8. Ot друга страна, / (5) е мажоранта на 

5 и следователно / (8) < / (5). Същевременно 

S'\NB=(S\B) U {{ (O} 

Ето защо / (B) е най-малкият елемент и на 54 Β. С. това е пока- 

зана, че S’ е добра верига. 

Ще се убедим още, че ако В е същинско начало на една добра 

верига S, то B'=B U { (B)} e начало на S. Тъй като Bepurata S е 

добра, то / (B) € S и следователно B с S. Нека cera s<b, 5365 

nb¢B. Ako b¢e B 10 Е 8 С B, тъй като B е начало Ha S. Ако 

а S\ B. Ето защо 0Τ 
пък 6-/(8), то b e най-малкият елемент” Н , 

з«< 68 из64 следваз € BB С това е показано, че B’ е начало на S. 

Cera пък ще покажем, че ако S e добра верига и {BT}YEI‘ е npo- 

изволна фамилия OT пачала Ha S, то обединението 

(1 B= lEJFBT 
Y 

също e начало Ha S. Heka 38 целта 88 8 ¢S и БЕВ ев сила 8 < ὅ. 

Съгласно (1) съществува ТЕ Г с b ¢ By и тъй като By е начало на 

5 10 s ¢ By с B. Ето защо B е начало на S. 

Нека cera S и T ca произволни добри вериги. Ще покажем, че



тогава 4 e начало Ha T или T e начало на S. Да означим с 18 аг 

фамилията на всички общи начала на 5 и Т. Тогава обедипен;ето 

(1) също е общо начало на 5 и Τ, Очевидко В е най-голямото общо 

начало на S к Т в смисъл, че за всяко общо начало By на З и Т 

имаме By с В. Тъй като Bc Su Bc T, пои B=S веригата 5 би 

била начало ua Т. Аналогично при B=T веригата T би била начало 

на 5. Ето защо твърдението ще бъде дсказано, ако се убедим, че 

УСЛОВИЯТЦ 
΄ и 

Ω) | B%S BHT 

не MOFAT ла са изпълнени едновременно. Да допуснем nNPOTHREOTO. 

Тогава B би било съшщинско общо начало па 5 и на T. Ho тогава 

множеството В-8 1 {f (B)} би било o6wo начало на S и на T. 

Поради максималността на В оттук следва / (8) в В, което проти- 

воречи на избора на 1 (8). Следователно условията (2) не могат да 

са изпълнени едковременно. С това е показано, че поне едната ОТ 

двете вериги 4 или Т е начало на другата. 

Да означим със # обединението на всички добри вериги. Ще 

покажем най-напред, че Σ e верига. Нека s, t ¢ 3. Тогава съществу” 

ват добри вериги SuTcseSnteT.
 Beue- видяхме, че OT BCEKH 

две добри вериги S и T едната е начало на другата. Ако например 

ScT, то s,t¢T, и тъй като Т е верига, 5 и Е са сравними по- 

между си. Следователно и Я е верига. 

Ще покажем, че веригата Я е добра. Нека за тази цел Ве 

същинско начало на #. Тъй като Σ e обединението на всички добри 

вериги в Х, съществува добра верига S, за KOATO вА545. Ше 

покажем, че 88 всяко Takopa 5 е в сила B c S. В противен случай 

би съществувал елемент b¢ B\ 5. Тъй като В c ¥, тогава би СЪ- 

ществувала и добра верига T ¢ beT. Тъй като b не се съдържа 

B S, ясно e, че 5 е същинско начало на Т. Но тогава за всяко 

56 S бихме имали 8 « / (S) = b, тъй като b ¢ T\ 5. Ot друга стра- 

на В е начало на Я и следователно S c B в противоречие с 

Bn 54 S. Ето защо B с 5. Следователно 

B=BnS%S 

и B се оказва същинско начало на S. Torasa # (B) ¢ Sci. Нека 

накрая o €X\ Β. Тогава съществува добра верига 4 със 46 5. 

Тъй като а B, 0 BN 54 5. Следователно B е същинско начало 

на S. Ето защо f (Β) < σ. С това е показано, че f (8) е най-малкият 

елемент на S\ В и следователно Σ е добра верига. 

Както вече видяхме, оттук следва, че множеството Σ - Συ ()} 

също е добра верига. Тъй като по определение Σ е обединението 

на всички добри вериги, би трябвало да имаме f () ¢ в проти- 

воречие с избора на / (2). Полученото противоречие показва, че Х 

има максимални елементи: С това теоремата е доказана. 
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§ 1.5. ДОБРЕ НАРЕДЕНИ МНОЖЕСТВА 

Едно напълно наредено множество Х се нарича добре наредено, 
когато всяко непразно подмножество на Х има най-малък елемент. 

Пример за добре наредено множество € съвкупността N на 
естествените числа, снабдена с обичайната наредба. Оказва се, че 
добре наредените множества са често явление. 

1.5.1. Teopema Цермело). Всяко непразно множество Х 
мозже да се нареди добре. . 

Доказателство. Да означим с 2 съвкупността на всички 
двойки (¥, < ), където ¥ e подмножество на Хи << e добра наредба 
B Y. За два елемента (У, <) и (Z,<) на 2 ще пишем 

r=)= (£=) 
KOTaTO €a изпълнени следните условия: 

а) с #Я 

6) за всеки два елемента J; и у, на У неравенството ψὶ < ¥, е 
изпълнено спрямо наредбата на У точно когато е в сила у) < )ὲ 
спрямо наредбата на Z; 

в) 38 всяко 2 ¢ и 88 всяко уе У от 2: у следва #6 Y. 
HenocpencheHO се съобразява, че така определената релация = 

в Бе наредба в E. 

Нека M e непразна верига B X. Ще покажем, че /И притежава 
мажоранта в Е. За целта да положим 

Z=UY 
Y.=)eM 

и да разгледаме произволни елементи г и 2, на 7. Toraea същест- 

вуват (Y, <)eMu (Y, =) €M със 2 €Yy и 22{ Y, Тъй като м 

е верига, изпълнено е поне едно от неравенствата (Тъ) (Т <) 

или (Yo, <) = (Y. =< ). Ако например е налице първото OT ΤῊΧ, 

съгласно а) ще имаме Y;C Y, поради което уь Уз Е Y,. Ето защо 

съществува (Y, ж5)68 с уь аЕ Y. Сега полагаме W=y, B Z 

KOTATO е изпълнено неравенството у < ¥, B Y. Тъй като M е верига, 

от 6) следва, че тази дефиниция не зависи ОТ случайностите при 

избора на (V,=)€E с €Y и у Т 

Предоставяме на читателя да провери, че (Z,<)€E, т. е. че 

< e добра наредба в Z. Той също така ще се убеди сам, че (7,<) 

е мажоранта на M. 

удовлетворява условията на лемата на Uops- Ξ По този начин 5 : 

Ξ не e празно, понеже съдържа например едно 
От друга страна, 

ства на X. Тогава ΟἹ лемата. Ha Цорн следва 
елементните подмноже 

че Я притежава максимален елемент (Т <). 

X, и ¢ това теоремата очевидно ще бъде 
е се убедим, че Y= 

- 1 Torapa ще съществува x¢ X\ Y. доказана. Да допуснем ΠΡΟΤΉΒΗΟΤΟ, 
Да положим Z=Y U {x}. Β Ζ ще положим 2) = гь когато е изпъл- 
нено някое от следните две условия: - 
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N ztY,zn¢YuzsznsY; 

д) 2 6Znz=x. 

Bce едно, 88 да nedunupame = B Z, запазихме наредбатг нан:,: 

обявихме х за най-голям елемент на . Тъй като Уе дбО ар:а еЕба 

дено, така дефинираната )релация < очевидно е една no0p Р 

в Z. Следователно (Z, <) € . 

Ot друга стран(а, директно се установява, че (Yl,/§<) )ἷΐἓ,ΐ)) 

Тъй като (У, +) е максимален елеменвт на B, 10 ( ,=2-По)ч=че.- 

Ето защо Ζ-Κὶ в противоречие с дефиницията на X И L. .За . 

ното противоречие се дължи на допускането ΥΞ X и теорема 

оказана. : 

᾽ Следващото предложение е обобщение на принцина за матема- 

тическата индукция. 

1.5.2. Прв,шожение. Нека X e непразно добре наредено“ мна-: 

жество й У e подмножество на Х със следните две свойства: 

а) най-малкият елемент на Х принадлежи на Y а 

6) за всяко x ¢ X, за което от Уу < x u у х винаги следва 

yeY, ев сила хЕ У. 
Тогава Y=X. 
Доказателство. Да допуснем противното. Тогава мно- 

жеството X \ У няма да е празно и тъй като X e добре наредено, 

ХУ У ще притежава най-малък елемент X, Очевидно X, не е най- 

малкият елемент на Х поради свойството а) на Y. Нека сега 

УЕХ, ужжи У Хе 
Тогава у е по-малко от най-малкия елемент x, на X\ Y и поради 
това не принадлежи Ha X N\ Y, т. е. y ¢ Y. Така виждаме, че за хо 

е налице условието на 6). Ето защо ΟἹ 6) следва х,Е У в проти- 
” воречие с х ¢ X\ Y. С това предложението е доказано. 

Горното предложение се нарича MPUHI WD за трансфи- 
нитната индукция. Заедно с теоремата на Цермело той 
позволява обичайната индукция да се пренесе от множеството Ha 
естествените числа в произволно множество. На практика обаче този 
метод се използува рядко, понеже резултатите му обикновено могат 
да се получават и с директно използуване на лемата на llopu. В 
същност и последната трябва да се схваща като далечно обобще- 
ние на обичайните индуктивни разсъждения. 

Задачи към първа глава 

Ултрафилтри 
τ Нека X е непразно множество. Една съвкупност А от подмножества на Х се κεἓξιιΐ :guéu_nsp в X, KOTaTO притежава следните четири свойства: 

XuAgA то Β Δ; 
г) εκοΑξΔπΒξΔ,τοΕΑΠΒξξ ' . 

2 Увод във функционалния анализ : 17



Максималните в смисъл Ha Ц 
фил Зь?)д:ч; 1. Да се докаже, че всеки филтър в Х може да се разшири до ултра- 

Задача 2. Да се noxawe, 
филтри, всички елементи на които са { 

ΝΔιυΝΔευ е. ὉΝ 
Задача 6 (Рамзе й). Нека N2 е съвкупността на всички точки в равниквата които имат цели положителни координа ти. Да се докаже, че ако Ay, Ay,..., A, ο 

краен брой множества ¢ М2 - |) A, 10 съществуват безкрайно множество R ΟἹ цели 
i=1 

положителни числа и индекс i=1, 2,..., &, за които (%, у) € A; винаги когато X ¢ R, YERHM x<y. 
Упътване. 3a x¢N и i=1, 2,..., Е положете A; (X)={yEN:y>x, (¥, У) € 4;} и ¢ A osnauere произволен Уултрафилтър B N с безкрайни eneMeHTH. 

Докажете, че съществува такова i=1, 2,...", k, че за всяко Ν Е А съществува ХЕЛ 
ς A (х) €A 

«



Втора глава 

ИНТЕГРАЛ НА СТИЛТЕС 

Тук ще разширим понятието риманов интеграл, като вместо 

# 

интеграли om вида f fix)dx ще разглеждаме по-общи интег- 

а 

b 

рала f fix)dg(x), където g e произволна функция. Последните 

а 

се наричат стилтесови циитеграли. 
Те са аинтересни, когато g е функция с ограничена вариация, 

m. e. когато (грубо казано) g не променя много пъти посоката 

си на изменение WAl пък, ако това се случва, измененията са 

малки. Тези функции ca въведени в § 1, а главното им свойство — 

да се представят като разлики на монотонни функции--е до- 

казано в § 2. Β § 8 e показано как това понятие се пренася в В”. 

Както и римановият интеграл, стилтесовият интгграл се 
въвежда като граница на крайни суми, но индексното множество 

в тези случаий не е съвкупността на целите положителни числа, 

а е една по-сложна насочена надясно съвкупност. С ozned да се 
onpocmu по-нататъшното изложение, в § 4 се изучават граници 
на редици с такива по-сложни UHOCKCHIL множества. 

Самият сталтесов интеграл e въведен в § 5. Адитивността 
му e установена в § 6. За разлика от римановште интеграли 
при стилтесовите винаги може да се интегрира по части и това 
техническо твърдение е доказано в § 7. Огсобено важно e, че 
непрекъснатите функции са интегрируеми спрямо функциите с 
ограниячена вариация. Тази теорема е доказана в §8. B #9 са 
посочени случаи, при който стилтесовият интеграл може да се 
сведе към риманов. Параграф 10 съдържа оценка отгоре за мо- 
дула на един. стилтесов интеграл, аналогична на познатата оценка 
3a римановия. B § 11 е представена класцческа теорема за гра- 
ничен преход, а 8 ᾧ 12 е показано по какъв начин стилтесовият 
интеграл може да се пренесе 8 R, 

Параграфите 3, 7, 10, 11 ц 12 могат да се пропуснат при 
първо четене. 

§ 2.1. ФУНКЦИИ С ОГРАНИЧЕНА ВАРИАЦИЯ 

Нека функцията ¢:[a, 6)-- R е дефинирана в ограничения и 
затворен интервал (а, §]. За всяко подразделяне 

1 γ: =X < X% < Х «<... < Xy=b 
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на интервала (а, 6) може да се образува числото 
т " 

(2) Vy :Σ Ф (χὴ τφ (χρ)}. 
ἐξὶ 

Когато у пробягва съвкупността Г на всички подразделяния (1) на 
интервала (а, b], (2) пробягва някаква (зависеща от функцията +) съв- 
купност (У) ер OT неотрицателни реални числа. Казва се, че функ- 
цията ф € с ограничена вариация, когато съвкупността {VY}YEI‘ e 
ограничена отгоре. Korato това e Taka, числото 

& 

У p=sup Иу 
« Ὑ{ 

се нарича вариация на функцията ф в интервала (а, b}. 
Очевидно е, че ако функцията ф е монотонна, тя е с огра- 

ничена вариация 8 {a, bl а R 
# 

Y φεείφ (δ) ---φ (а)!. 

Също така, ако функцията ¢ е диференцируема в [a, Ъ) а npous- 
водната й е ограничена в този интервал, MO фе с ограничена 
вариация. Наистина нека [φ' (x)i < M за всяко х ¢[a, 6). Тогава 88 
всяко подразделяне (1) на (а, b] ще имаме 

i=1 - 
иуе # [φ () —@ Ἐ ῚΣ [φ' E)] (ὑ - 241) 

i=1 

=M Σ (α,- χρ Ξ Μ (6--а) 
Пе > 

поради теоремата за крайните нараствания. Получената верига от ра- 

венства и неравенства показва, че ф наистина е с ограничена вариация. 

От дадените определения следва, че ако функцията ф е с огра- 

ничена вариация B (а, b), то 32 всяко X € [a, b] е в сила . 

ἰφ (9--е @|=V e 
Ето защо в този случай ф e ограничена. Следователно неограниче- 

ните функции са примери за функции, които не са с ограничена ва- 

риация. Не e трулно да се посочи и пример 88 ограничена функция, 

която няма ограничена вариация: непосредствено се съобразява, че 

такава е функцията на Дирихле 

ω- 0 при х рационално, 
и 1 при х ирационално, 

разгледана например в интервала (а, b]. Тази функция е прекъсната 

навсякъде. Съществуват ” даже диференцируеми функции без огра- 

ничена вариация (вж. зад. 7) 
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. ΒΝ с огранинче- Е 
2.1.1. Предложение. Ако функцията @ ἰα, д]ше,ЗЪ :адшъ]и,ия 888 4 Ἰ 

на вариация в интервала (@, 8], mo фе с "2‘”“'51 е изпълнено ра- 
всеки подинтервал на (@ 6) ш за всяко с € | 
венството 

b с b 

@ Vo=V φῈΝ . 
а а 

ясната 

Доказателство. Съществуването на вариац::::;:ото ὮΝ 
и 

страна на (3) е очевидно. Ето защо само ще noxaxe{e;xaga T Hera 

Нека (1) e произволно подразделяне Ha MHT pTe nOA[;aS}leflflHMfi 
“ 

например с € |Хъ x,]. Да разгледаме съответни 

γ' : a=xu<x1<xg<...<x,,_,§c, 

1 

] chk<xk+,<...<xm=-b 

и да положим . 
5- 

Vf; |е) < е() |+ o) — el 
m - 

м е1е) -- #(е1+ > 190 —eba - 
" ἱξ ει 

Тъй като 88 числото Vy, определено с (2), имаме очевидно 

#-3 

муе УУ o) < el } Ἰ φίκω τ е(е) | 
i=1 

m 

+Z ἰφ(χὴ — φίχε)ν» 
i=k+t 

то Иу Vy'+Vy~. Ето защо ot дефиницията на BapuauusTa следва 

пе b 

a е 

Така се убедихме, че за всяко подразделяне (1) на (а, 6) e изпълнено 
ε b 

(4). ToBa неравенство nokassa, че числото У ¢+V ф е една ropua 
- а е 

граница на множеството (И) ер. Тъй като вариацията на ф B [a, b] ἱῖ 
е най-малката горна граница на това множество, OT (4) следва # | 

За да дхокажем и неравенство с противоположната посока, да 
разгледаме произволни подразделяния 

6 ξφξξφᾧξ o | [ ‘ 

ἴ 
и - γ: , ὥξεχῃ ς а < Х« .. K Хае ιξ



” 
T сеу < <Y< ... <Yp=b | 

на интервалите (а, c] и (с, 6). Тогава 

γ: a=Xx< .. <x,,,=c—yo'<y1< .. «Ул 

е подразделяне ὰ интервала (а, b]. При това 

ИИе у 
» 

и следователно Уу Vi <V φ, поради което 
а 

b 

(6) 
VY' =V φ-νγ". 

„ 

Да фиксираме у” и да оставим 7' да пробяга всички подразделяния 
# 

на (а, с). Неравенството (6) показва, че числото V ¢ —Vy" e горна 
a 

е 

граница за множеството { Тъй като V ф е най-малката горна 
а 

граница на това множество, то 

с b 

Vo<V o—Vy~ - 
a a 

и следователно b < 

(7) 
νγ“ ξ V cp——V Ф. 

Но подразделянето 1’ 6e фиксирано произволно. Ето защо (7) по 

числото V rp——V @ e горна граница за множеството {Vy'h 

а 

където r пробягва всев„з-южните подразделяния на [ς, 8). Следо- 

вателно V @ = V cp——V ©, или 

казва, че 

ЧФ+УФ4УФ 
. 

Ot това неравенство и ΟἹ (5) следва (3) и предложението е доказано 

6 2.2. ПРЕДСТ АВЯНЕ НА ФУНКЦИИТЕ С ОГРАНИЧЕНА | 

ВАРИАЦИЯ КАТО РАЗЛИКИ НА МОНОТОВНИ ФУНКЦИИ 

Предложение 1.1 позволява 3a всяка функция Ф: [α, 6)-- В ¢ 

ограничена вариация да се образува функцията ᾧ :[α(, 0)-- В, опре- 

делена с х 

+ (9-У φ 

за x¢[a, b Да разгледаме две точки хиус аХ < y<b. Тогава 

@ ()= φ V q=+V q>>V φ-ῷ (x), 
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понеже вариацията е винаги неотрицателна. Ето защо Ф (у >?Ф? () 

т. e, функцията Ф е растяща. 

' Следващата Teopema установява, че функциите с ограничена ва- 

риация притежават твърде проста CTPYKTYPa. 

9.2.1. Теорема. Всяка функция с огранинена вариация може 

да се представи като разлика на две растяща функцийи. 

Доказателство. 
Нека функцията Ф: [α, 0)-- 8 има огра- 

ничена вариация. Очевидно 
" 

φεεῷ -- (ᾧ - φ), 

където Фе функцията, определена по-горе. Ето защо теоремата ще 

бъде доказана, ако се убедим, че функцията Ф--е е растяща. За 

тази цел трябва да се убедим, че при a<x=y=<b ев сила не- 

paBEHCTBOTO 

B(x) —(x) Ξ ΦΟ) — 907) 

или, което е същото, 

() 
o(y) —o(x) é\z Q. 

3a да докажем (1), ще отбележим, че точките X ¥ У образуват 

подразделяне на интервала [x, У| и поради това ἰφ (У)--? ()| e 

едно от числата Vy за ф в интервала [x, y}. Ето защо изпълненоа е 
᾽ : 

даже по-силното неравенство lo(y) -- φ ξ ν ф. С това теоре- 
« 

мата е доказава. 

Следващото предложение npenm‘aBnflBa определен самостоятелен 

интерес и СЪЩЕВРЕМЕННО позволява горната теорема малко да се 

допълни. 

2.2.2. Предложение. Нека функциите g, φτία, 0)-- 8 са с о02- 

ранинена вариация. Тогава и функциаите 

Е е+ф ф--ф ф 

са с ограничена вариация. 

Доказателство. Ще се занимаем само с ТВЪРДСНИЕТО за 

tp—(.{}_,[ а останалите случаи ще ПРЕДОСТЗВИМ на читателя. 

ека ΄ 

| у: a=x0<x1<x,<...<x,,,=b 

е произволно подразделяне HA интервала [a, b]. Тогава 

m 

У ек) — ) <() 9061 
i§=1 

< Зе — |+ 3, | ) — θι < VotV ф. 
= 

i=1 
a a 

По този начин съвкупността Ha числата Vy 88 функцията ф--ф B 

интервала [a, 6) е ограничена отгоре. Ето защо ф-- ф има ограничена 

вариация в (а, 6). - 
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Вече видяхме, че монотонните функции са с ограничена вариация. 
По този начин от теорема 1 и предложение 2 получаваме следното 
твърдение: 

2.2.3. Следствие, Една функция ¢:la, 6)-- В ес ограничена 
вариация точно когато е разлика на две растящи функции. 

§ 2.3. ФУНКЦИИ С ОГРАНИЧЕНА ВАРИАЦИЯ В R” 

За да съобразим как най-удобно да пренесем B ВЛ разглежда- 
нията ΟἹ предишните два параграфа, да разгледаме OTHORO една функ- 
ция Ф: (а, ] — Ε. За произволни X, у саж ΧΞ ν» Ξὃ да положим 

() е(Се 5)) ξεξφ( ) —o(x). 
Така получаваме изображение p, което на всеки полузатворен интер- 
вал (х, у) в (а, 6) съпоставя числото (1). 

Нека Ξ x=y=2=b. Тогава 

е(С 2)=p(x ¥)+uly, 2)), 
T. €. ц притежава свойството адитивност. 

Да отбележим също, че функцията ф е растяща точно когато 
стойностите на μ са неотрицателни. 

Нека сега 
(2) а ΞΞ й) a<b,...,a,<b, 

са n двойки от реални числа. Под полузатворен паралелеттед Β 
R” определен от числата (2), ще разбираме съвкупността на всички 
точки (X, Xg,..., Х.) от К” ¢ a,< x,<b; за всяко i=1, 2,..., n. 

Нека A e произволен полузатворен паралелепипед в Ε u 5 е 
съвкупнастта на всички полузатворени паралелепипеди в В”, които 
се съдържат в Δ, Под адативна функция в 8 ще разбираме всяко 
изображение μ: 5 - R, което притежава следното свойство: винаги 

т 

когато 3¢S, 5,6 5 (i=1,2,..., m), 5=_U15,~n6,r15j=® npu #< j, из- 
i= 

m 
Ν 

пълнено е равенството р (δ):Σ μ(δὴ). 
i=1 

Ще xaspame, че една адитивна функция μ B S е с ограничена 

вариация, когато съществува такава константа M, че винаги когато 

т 

A=1U1 δι(δ, ἐ 5) и 5,п6/-( 

при ἐξξ j, да e изпълнено неравенството 
т 

(-1! 

Точната горна граница на сумите в лявата страна на (3) се нарича в 

този случай вариация на p B A, Вариацията на μ B А ще означаваме ς V(A), 
Mo аналогия с предишните два параграфа читателят ще установи, 

' 
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че ако ц uMa дгранинена вариация 8 A, mo i има ozpafleu‘&fugl{:fifl 

риация във всеки подпаралелепипед на Δ. Така получаваме @y кня 

v:S — R, която е неотрицателна и адитивна. Функцията μ е - 

раничена вариация точно когато може да се пргдзстави ram 

разлика на две неотрицателна адитивни функции в 5. 

§ 2.4. ОБОБЩЕНИЕ НА ПОНЯТИЕТО сходимост 

В анализа понякога е удобно да се използува едно общо понятие 

за сходимост. Тук ще направим първата стъпка към въвеждането MY. 

Нека Г е насочено надясно множество. ΠΟᾺ редица с реални 

членове и UHOEKCHO множество Т ще разбираме всяко изображение 

х:Г- R, където R е множеството на реалните числа, В този случай 

стойността Xx(y) на х 88 произволен елемент у на Г обикновено се 

означава с X, а X често се записва и по-сложно така: {X }yer- 

Разбира се, обичайните редици 

2а Xop ееа Хее 

са редици с индексно множество съвкупността N Ha целите пола- 

жителни числа, снабдена с обичайната си наредба. 

Нека (хууаг € редица от реални числа и а е реалко UHCAO. 

Казва се, че а е граница на редицата {X }cr. ΚΌΓΔΤΟ 88 всяко e>0 

съществува такова та Е I, че 88 всяко Y € Г, за което е изпълнено 

неравенството | 

M) Т Е Yo 
да е изпълнено и неравенството 

Ω |а -а| <. 

(6) 

„ 

Така въведените понятия създават определени удобства, понеже, 
от една страна, работят в широк кръг случаи, а съшщевременно при- 
тежават познатите от елементарния анализ свойства на сходящите 
редици. Да се заемем с обобщаването на част OT тези свойства. 

2.4.1. Предложение. Вс .4.1. . Всяка редица от реална ч 
има най-много една граница. Р ucaa може да 

Доказателс тво. Нека {xT}Tep е редица от реални числа, 
ааи ἃ α Зисс;ограници на тази редица. Тогава за произволно положи- 

Ε съществува такова Y, Е Г, че за всяко Yy €T с (1) да 
ев си : 
Същест:;вгже-)г;якз;йтк?% P‘lxeb е граница Ha разглежданата редица, [l 

|y —b| < ε. ЪЕ 88 всяко Ὑ{ с т2у да е в сила [ ‘:‘*1 

Ho cno — Сл;;:;;вдефиницията на редица множеството Г е насочено 
. ателно съществува уЕ Г с ту 2> ту и Y= . За него 

1рябва да са изпълнени Неравенсхва!а 2 μ |Х. ‘—‘b €. Elo защо 

а- - 

. e. ΤΝ като в е произволно положително число, OT 
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1 . Е 
Оследното неравенство се получава а: 6 и предложението е доказано. И так 8, ако редицата {x‘r}yél‘ има граница а, тя няма други гра- НиЧи. В този случай се пише 

ц 
Ἰ’ΕΓ 

Y~ o0 

npeul;gfi(péume’ ΚΟΗ͂ΤΟ имат граници, се наричат сходящи. Следващото НА 2HP;_(;-per;)nc(c)J:(Ba npe}_x;unaTa 32 CMATAHE със сходящи редици. .4.4. ение. He ка редиците {x],}yer #4 Ууе ва сходящи, a=lim Xy и b=1lim Yy Toeasa ca сходящи и редиците YED 13 

%+ e ὑγτοϑῆγεν (% Ууе 
ай са изпълнена равенс,пвата 

a=1lim и <е X, или a=lim {XY}Y(I" ИЛИ Х.-а. 

(3) lim (у Yyher=a-+b, 

( {|πὶ {x, —y}er=a—b, 
(5) lim {x, y}cr=ab. 
Ако ca изпълнени и условията b F0 « у, #0 за scaro γξΓ, схо- 

4 
дяща е и редицата { т } L e изпълнено равенството 

Yy Iy 

(6) lim {—’fY—} =2 
Yy Jyr b 

Доказателство. С малкипромени TO имитира ChOTBETHOTO 
доказателство от елементарния анализ. Ето защо ще докажем само 
(3). Нека в e произволно положително число. Тогава, разбира се, 
числото &/2 също € положително и от сходимостта на {*,}yer следва 
съществуването на такова ту ¢ I, че за всяко УЕГ с 

@ ες ΤΎ ΣΥΙ 
да е в сила 

(8) [5,τ-τα| «-ξ-. 

Също така от сходимостта на (Y lep Сследва съществуването на 

такова у» € Г, че за всяко УЕГ с 

(9) ТЕТ 

да е в сила . . 

(10) [y —~bi<5 - 
По този начин разполагаме с два елемента T, и у» Ha I'. Ho 

множеството Г e насочено надясно. Ето защо съществува y; ЕГ с 

а!) Ὑ3 2Ть Т2 Yo .. 
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Нека сега у е елемент на Г, за който е изпълненд 

(12) ТЕ Те 

От (11) и (12) следват неравенствата (7) и (9). По силата на избо- 

рите Ha у; ὶ γχ OT (7) и (9) следват съответно (8) и (10). Ето защо 

при (12) имаме 

᾿ t(xy"-y*{)—— (Cl-\-b) l ξ ξχτ-αΗ-ξγγ- Щ < %‘+ %‘=E, 

т. е. . ΤΟΎΈΡῸ - (а+0)|< ε. - 

С това (3) е доказано. 
Следващата теорема показва, че и в този по-общ случай усло- 

вието на Коши е необходимо и достатъчно 88 сходимост. 

2.4. 3. Теорема. За да бъде сходяща една редица (хДаг om 

реални числа, е необходимо й достатъчно за всяко в >0 да съ 

ществува такова Yo €T, че за всеки два индекса «, ВЕТ, за които 

са изпълнени неравенствата 

(13) « ἘΞ То В ἴν 

да е изпълнено U неравенството 

(14) 1 \x.—xfi{<s. 

Доказателство. Необходимостта се установява също как” 

тои в елементарния анализ. Ето защо ще се занимаем само с до” 

статъчността. 

От условието на теоремата се получава, че съществува такова 

т Е Г, че при ТЕГ су ту да e B сила ;хт--хм; 1. Аналогично 

се вижда и съществуването HA такъв индекс Tz = тъ че 838 BCAKO Ὑ 35у 

- 1 
с Y=Y A2 е изпълнено HEPABEHCTBOTO \xT—x.{_\<—§—. Cera пък 

добиваме възможност да определим индекс Yg= у» 33 KOHTO OT 
1 

ὙΞΞ Ys винаги да следва lx.{——x.{a\ <5 - Ако продължим този про- 

цес неограничено, ще получим такава безкрайна растяща редица от 

индекси 

. (15) NETETE -- - STa= -0 
че 88 всяко Y €T ¢ 

Т #: Ха 
да е изпълнено 

1 

|y — |л 
Да разгледаме cera редицата 

(16) Χ Χφ ееа Хуе 

Тъй като редицата (15) е растяща, при 7 S п ще имаме \me——xn\ 

< 1 словието на Коши. 
ππ - Ето защо редицата (16) удовлетворява у 
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Тъй като (16) е обичайна из 
сходяща, Нека a=lim xy,. 

n-=soo 

Ще се yGeanm, че ае граница и на редицата { 

броима редица, оттук следва, че тя е 

xr}‘rél“' Heka за 
тази цел в е произволно положително число. Да изберем n>-2— no 

« такъв начин, че да е изпълнено и неравенството 

“ 

|а 77 8| <. 
Cera при у = v, ще umame очевидно 

- —_ | . 1 ε ς Ν 
с което теоремата е доказана. 

Да отбележим изрично, че в редицата (15) не винаги фигурират произволно големи елементи на Г. B'bnpexu това, като използуваме условието на Коши, успяваме да докажем неравенството IxY—a|< “ за произволно големи Y. 

§ 2.5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И НАЙ-ПРОСТИ СВОЙСТВА 
НА СТИЛТЕСОВИЯ: ИНТЕГРАЛ 

В тази тачка ще обобщим римановия интеграл, който читателят познава от елементарния анализ. За тази цел на всеки ограничен и 
затворен интервал (а, 6) ще съпоставим по едно насочено надясно 
множество Г 

Елементите на Г ще бъдат всевъзможните крайни системи 

| . Хь Хр Xy - ooy Ха 

@ LA A 
OT реални числа, 88 KOHTO 

2 а-х < Ж « Х« ... < X,=b 

и 

(3) Е, Е [xi—h Х,] (i=1,2...,m. 

По този начин елементите у Ha Г ca CBBKYNHOCTH OT по две неща: 
подразделяне (2) на интервала (а, 6) и междинни точки (3). 

Сега ще въведем една проста преднаредба в Г. Нека наред с у 
разгледаме още един елемент 

{)’m Yo Voo )ὲ 

Nis Ὧον «.... ἣπ 

на Г. Ще казваме, че # следва у, и ще пишем Ὑ < δ, когато e из- 
пълнено неравенството 

max {(x;—x_)}" = тах {(J’J—y/—l)};=,. 

6 
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Това означава, че най-дългият OT интервалите 

ω Ι»μ-.Ψ“ ὅΞ!,2,.:..» Я) 
. 

не надминава по дължина вай-дългия οτ интервалите 

(5) (еъ X} =120 т). 

По този начин междинните точки не играят HUKAKBa роля при дефИНИ- 

цията на релацията % . 
Непосредствено се съобразява, че така въведената релация = е 

една преднаредба в T, Τ. е. че 5 притежава свойствата: а) у 5 у 32 

всяко y €I 6) от a =P и В-т следва « # у. Тази преднаредба 
е 

обаче не е наредба. Наистина от неравенствата у 5 и 5 =< у следва 

само, че най-дългите от интервалите (4) и (5) имат еднакви дължини. 

Преднаредбата = превръща Г в насочено надясно множество, 

т. е. за всеки два слемента « и В на Г съществува у € Гсоауи 

.B=7y. За да построим такова у, е достатъчно да разгледаме под- 

разделяне, което съдържа подразделящите точки и на o, и на В, а 

междинните точки можем да изберем произволно. 

По този начин на всеки интервал (@, #) съпоставихме по едно 

насочена надясно множество Г. Ще наричаме Г множество на под- 

разделянията на (а, δ]. Ако пък 

Нека сега f и g са две реални функции, дефинирани в интервала 

[a, δ). За произволно Y € I, зададено ς (1), можем да образуваме 

числото 
т 

Sy=2, ДЕ) (gle)— glxi))- 
i=1 

След 

По този начин получаваме една (зависеща ot функциите f и р) ре- е линеен 

. :Ица {SY}YGI‘ ;)nunexcuo }mox(ecnao Г. Korato тази редица e сходяща, в 2.5.1. 

азва се, че функцията [ е интегрируема спрямо нкцията 
2 в 

интервала (а, b}, а числото ῬΡ Р функц “ ca 
спрям 

6 в . . Щ 0 

®) [ reodg(xy=1im Sy 
a тЕГ 

(T) 

се нарича стилтесов интеграл wa f спрямо g B интервала la, b). - 

Така nanpumep, ак » ако f=¢ е някаква константа, f е ΜῊΤ егрируема 
в интервала (а, 6) спрямо всяка функция »:(а, щ”-]:н и м 

5 

͵͵[ cdg(x)= с(2(0)-- gla)). t 
Наистина B Η 

=c (g (b)__g.r(z:’)’;‘j случай 88 всяко y € T' очевидно имаме Sy = Ιἓ | 

налог ично, ако 8“цс € няка 
фУ ц 

ва к ς а ВКкция , а е | 

а Η K OH !аН!а, BCHAK [ ] ι; ι 

b 

| ff(x)d=o. | 

- Н7 - 
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При g (x)=x за всяко x ¢ {2, b] една функция f e unrerpupyema спрямо g B интервала (а, 6) точно когато е интегрируема в риманов смисъл и 
& b 

- Π ΠῸ «ροὺ = / 109 ах 
Еъдето OTAACHO CTOM римановият интеграл. Ето защо интегралът на тилтес е обобщение на римановия интеграл, а означението (6) при ἃ (х)--д се съгласува с досега използуваните означения. Да посочим и пример, когато стилтесовият интеграл не съще- ствува. Нека функцията /: (а, 6)-- В e дефинирана с f(x)=1 при ра- ционално х и f(x)=0 при ирационално X, a g:[a, 6)-- В е произ- волна функция с g (6) ΞῈ Е (а). Нека y, е произволен едемент на Г. Да изберем произволно у = Yo С рационални междинни точки. Тогава очевидно 

Sy= ͵ξ (β(χὺ — #(24-1))- 2(6) — 2(а). 
Ако пък # 2 γρ и междинните точки на # са ирационални, то 

55-0, 
Тъй като g(b) — g(a) + 0, последните две равенства показват, че 
редицата (S }cr не удовлетворява условието на Коши, поради което 
не е сходяща. Ето защо функцията / не е интегрируема спрямо g. 

Следващите две предложения показват, че стилтесовият интеграл 
е линеен както спрямо f, така и спрямо g. 

2.5. 1. Предложение. Нека функциите /, /, й g ca дефинирани 
в интервала |(а, 6) Л u /, са интегрируеми спрямо g, a A u Ay 
са канстантаи. Тогава «функцията МЛ4+?./) е интегрируема 
спрямо в й € изпълнено равенството 

& 

™ [ὦ £i(0+2; 70) dglx)= 
# # 

=2 { dg+X [ f Οὐ dg(n). 
Доказателство, Heka уе елемент на I, зададен ς (1), 

Да ποποΐκημ 

5ιγ:Σ Л) (g(x) — &l 
L=} , 

Зуе 8 /) (ρίαρ --- #()) 
4-1 

Ξ Σ (4 Λ , /)) (g(%) — &%) 
ἐπὶ 
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Така получаваме трите редици 
, 

е {Slr}rél" {S2Y}YEI" {SY}YEP' 

Ot горните равенства следва HEMOCPEACTBEHO 

(9) Н 5уе м 5 52 

за всяко y Е Г. . 

ΟἹ друга страна, от определението на стилтесовия интеграл 

получаваме, че първите две от редиците (8) са сходящи и 

е 

(10) lim {S,Y}Y@= [ Ao dgio. 

а) fim {S2Y}T€F=af fo(%) dg(0). 

Cera от (9) и правилата 3a смятане със сходящи редици (вж. пред- 

ложение 4.2) следва, че и последната от редиците (8) е сходяща и 

12 lim 8 =) {π 5 Ἐ lim S,. . 
( ) аг 4 1 у iy λ’) 1€r 27 

Ot (9) --- (12) очевидно следва (7). С това предложението е доказано. 

2.5.2. Прелложение, Нека функциите f, g, й в» са дефинирани 
в интервала |а, b, f e unmezpupyema както спрямо g, така ай 
спрямо gy а м й М ca константи. Тогава функцията f e инте- 
грируема и спрямо функцията еаЕ) U € изпълнено равен- 
ството 

b - 

[ 10 @ Ое (942, #2053) 
е 5 

=N f Дх dgi(x)+2, f f(x)dg"z(x). 

Доказателетво, Прилагат се същите съображения, както 
и при предишното доказателство. floupoGuocm‘re предоставяме на 

читателя, 

ф 2.6. АДИТИВНОСТ НА СТИЛТЕСОВИЯ ИНТЕГРАЛ 

Ето формулировката на твърдението за адитивиост. 
2.6.1. Предложение. Нека функциите f й g са дефинирани в 

urmepsara (а, 6) а f e unmezpupyema спрямо g 8 (a, δ). Тогава f e 
интегрируема спрямо g във всеки подинтервал Ha (а, 6) а 3a всяко 
сЕ (а, b) e изпълнено равенството 

& e b 

W - [ dew= | fodgat | л 4 
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Доказателство. СА, Ви Г ще означим насочените мно- 
жества на подразделянията съответно на интервалите (а, с), (с, 6) и 
Га, 6). Тъй като f е интегрируема по условие спрямо Е в интервала 
la, 6}, редицата (5,) ер е сходяща, а следователно удовлетворява и 
условието на Кощи (вж. теорема 4.3). 

Ето защо за всяко в >0 съществува то ¢ I, за което ΟἹ Y=Y 
винаги следва 

) |5γ᾿"8γ͵͵||(ε. 

Без ограничение на общността можем да предполбжим, че се деляща точка на Yo, KOATO е междинна 88 всеки от двата подинтер- 
вала на подразделянето, на което ¢ е край. Ето защо точките на Ὑ, 
които лежат B (а, ¢}, образуват подразделяне « на (а, с). Аналогично 
получаваме и нподразделяне By на [c, b]. При това, както не e трудно 
да се съобрази, 

(3) 8γ": 8αο + SBo' 

Нека cera « е подразделяне на [α, с), за което е изпълнено не- 
равенството « = «у. След разглеждане на точките ΟἹ « и на точките 
от Ву получаваме нодразделяне у на (а, 61 с Y=y, Ето защо за у 
ще бъде изпълнено неравенството (2). Същевременно 

За --τ- Sp, =8, — 8. . 

Ето защо от (2) следва ’ 

(4 | За-- 54 |< е. 
Аналогично при В > В, е в сила 

) ο ὐ |5,- κ «ε- 
По този начин е показано, че редиците 45)л И {Splyp Удовлет- 

воряват условието на Коши. Ето защо те са сходящи, или, което е 
същото, функцията / е интегрируема спрямо g във всеки от интер-. 
валите (а, с) и (е, b]. | 

Неравенствата (£}, (4) и (5) ca изпълнени за всичЧки достатъчно 
големи у, « и В. Ето защо след извършване: на граничен преход от 
тях се получават неравенствата 

& 

!ffmdgm—&%é% 
< 

й “Ἱἆωάεω-ἃἐε 

Е
 

( 

# 

Iff(x) dg(n—S,| ss 
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които заедно с (3) дават | 

Π с К ! 

ff(x)dg(X)—ff(x)
dg(x)——ff(x)dg(x

);§3s. 

т . лно положително число, последното не- 

предложението е доказано. , 
/ да е интегрируема 

b), без при това f 

„Тъй KaTO в € произво 

равенство влече (1). С това 

Да отбележим изрично, че може да се случи 

спрямо g във всеки ОТ интервалите (а, с) и fe, 

да e uHTerpupyema спрямо g Β [α, δ]. 

o ЧАСТИ ПРИ СТИЛТЕСОВ ИТЕ 

ИНТЕГРАЛИ 

ри стилтесовите интеграли винаг 

27л. Предложение. Нека функциите f и g са дефинирани в 

интервала (а, 6) и f 6 интеграруема споямо g 8 този интервал. 

Тогава и функцията g € интегрируема спрямо f 8 la, 9) ае и3- 

пълнено равенството 

b 
b 

( ff(x)dg<x)=f(b)g(b)—f(a)g(a)—f g Οὐ 41 (29. 

Доказателство. Beue видяхме, че свойствата на стилте- 

совия интеграл се получават OT свойства на крайните суми след 

граничен преход. По същия начин стоят нешата и при интегрирането 

по части. То се основава на едно тъждество, наречено прео 6- 

разуване на Абел, което играе определена роля ὶ в други 

въпроси на класическия анализ. ” # 

6 2.7. ИНТЕГРИРАНЕ 

Оказва се, че п 
и може да се 

интегрира по части. 

Нека @y, 4.-., @y @1 И бъ by, ..., b, са две системи от 

числа. Тогава е изпълнено равенството 

т т 

#1 

(2) Σ α, (ὃ,--- δι )=y Вл -- αρ by— Σ b (α,--- ἀμ , 

Ве 

което е и преобразуването на Абе л. То се доказва неп 
За произволно подразделяне вередетвено. 

В Б S At 
ξυ ξ2»- .. &m 

на {a@, b] ¢ у” ще означаваме подразделянето 

γ, :{ α:ξο: Eh ξ2᾽ ка ξῃι’ §m+1=b; 

Хр Жъе M—1r Xom 

и ще положим 

Ty=2 & € ( ()--7 ()) 

3 Увод зъв функционалния анализ 3 

.



т+1 Зуе 3 7 o) @@ —g @) О 
i=1 

Ot (2) следва . 
(3) 7у-/ (6) в (6) -- / (а) е (@) — S, 
В това равенство оставяме Y да расте неограничено. OT определе- « нието на γ' следва, че то също расте неограничено. Тъй като ᾧγηκ- цията f e интсгрируема cnpamo g B {a, 6) съгласно условието на предложехшето, ще имаме 

» 

im 5е [ Σ ἀκς . 
убР а 

. Ето защо от (3) се получава, че и редицата {Tyher е сходяща и е изпълвено равенството 

& 

щ 177 (0) « (δ) --- / (а) в (α)-- [ f(9dg (ὦ, 
Откъдето (1) се получава незабавно. С това предложението е доказано. 

§ 2.8 ИНТЕГРИРАНЕ НА НЕПРЕКЪСНАТИ ФУНКЦИИ 
СПРЯМО ФУНКЦИИ С ОГРАНИЧЕНА ВАРИАЦИЯ 

Следващата теорема посочва едно общо условие за СЪЩЕСТВУ- ване на стилтесовия интеграл. 
2.8.1. Теорема. Нека функциите f и g ca дефинирани 8 unmep- вала [a, bl, f e непрекъсната и & e с ограничена вариация. To- 2asa | e unmezpupyema спрямо Е в интервала [a, b). 
Доказателство. За произволно подразделяне 

“{{ а- Хуъ Хр Xy ooy -xmzb; 1 
() 

ξ]: ξ2’-᾽-᾽ξω 

на [a, 6) да положим 

S, =Z Σ (g () —g ()) 
По определение трябва да покажем, че Taka получената редица 
{S;}yer е сходяща. Съгласно теорема 4.3 за тази цел е достатъчно 
да се убедим, че тя удовлетворява условието на Коши. 

Нека e е произволно положително число. Функцията / по пред- 
положение е непрекъсната в интервала [a, 6). Ето защо тя е и рав- 
номерно непрекъсната в този иптервал. Следователно съществува 
такова число 6 > 0, че за всеки две точки X и X' OT [a, 6), за които 
| ж —x"i<8 да е в сила 

1 () --/ () |< е. 
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Да разгледаме сега елемент 

͵ .{a=yo, Уе Ул 8 γο: 

на T, 3a който 

(2) - Vi~V <& t=1,2...,n), 
и Heka зададеният с (1) елемент Ὑ на Г na удовлетворява условието Y = то. Тогава ще бъдат изпълнени и неравенствата 

(3) . χἶ-χἶ-ἷζδ ([:ΙΙ 2,-..0 Ιπ). 

Cera да означим с y; такъв елемент на T, който съдържа деля” щите точки и на Yo W на ὙἹ 

„|а-2р 2ъ 2y .., 22е ὃ; 
п { 

« ζ!’ Cz; .. .. ζρ- 

Нека 88 делящите точки х, на у имаме ж) i=142,..., m. 
Тогава Sn може очевидно XA се представи във вида 

Ν Ξ - л 

S, =0 ( (8 @) -- βίαι ) 
еГ j=j, + 

От друга страна, за Sy имаме очевидно 
. 

m 7 " 

Ἐ S=> 7 ( (g @) —g (). 
К м Ее е/ + ᾿ . 
Ето защо 

т ͵ i 

5563 > ( &~ ) (g @ —g (0) 
, . ἐπὶ 7Ἐ. 11 
и следователно .„ ΄ И . 
9) AS=SI=D Y Σ Q-7 а ὐ - el 

i=1 еу 

„ Да разгледаме произволни 4 и / за които I=1,2,...,m и Л.а < j £ Л. Тогава : 

Хаюл 555 Х и Χμχ 5)5 Χρ 
което заедно с (3) дава Е --Е < 8. Ето защо от избора на ὃ се 
получава |Р (6,--/ (ζ), <'e. Сега or (4) следва 

в 

|85уе 2 |я (2)--а# (g 
j=1 
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Така получихме е : 
5 

'SY-SYl,§8¥g " 
и аналогично 

в : 

I’STa——STxlé eV & 
Ето защо : “ м ча ч 

» Е 
]ST-S],°]§2ng, й 

с което е установено, че редицата {Syher Удовлетворява условието на Коши. По този начин теоремата е доказана., 

v 

8 2.9. ПРЕДСТАВЯНЕ НА СТИЛТЕСОВИЯ « 
ИНТЕГРАЛ КАТО РИМАНОВ 

цията g е диференцируема и производната й е непрекъсната в Ттози интервал. Вече знаем, че при тези предположения &£ € с ограничена 
b 

Bapuauus (вж. § 1). Eto защо интегралът ff (;ἆ) а g (х) съществува по 
а силата на теорема 8.1. Следващото предложение показва, че въпрос- HUAT интеграл може да се сведе до риманов. й 2.9. 1. Предложение. Нека функцията f:la, b]—R e интегри- руема в риманов смисъл в (а, δ], а функцията g:la, 8]--- В е диференцируема в moszu антервал ш производната й е интегри- руема в риманов смисъл в (а, b]. Тогава f # е unmezpupyema в la, 6) « е изпълнено равенството , 

я - ὄ R х 

() Jrwdew=[rwewanx 
Доказателство. Тъй като функциите f и g’ са интегри- 

руеми в риманов смисъл B [a@, b], същото е вярно и 88 произведе- 
нието / g’. Оттук, разбира ce, следва, че 88 всяко в >0 съществува 
такова подразделяне y, на (а, b], че за всяко «подразделяне 

‘Y'{ (Z=x0, х1, x21"” xmzb; 

ξι, Б е.. ба 
в 

суе То да е в сила Ν 

@ /’é 7 ) & 6) - πὺ -/ ТЕ ах <е. 
Ако положим А , 

§=21 € (¢ Οὐ-- (-1)), | 
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ΟἹ теоремата за крайните нараствания следва 

® §=2 1€ g &) (α - χ ὴ - 

където Е е точка от интервала [x.i, #. е 

Разбира се, (2) запазва валидността си, ако заместим Е, с &, 

Ето защо от (2) и (3) следва 
14 

@ !15* - 17 6 ο κ 

ΞῈῸΣ |/ @ -- Σ #21 [4΄8}} (%) 

Тъй като функцията g е интегрируема в [a, b], тя е ограничена 

в {a, b], т. е. съществува константа M, 23 която е изпълнено не- 

равенството | 2” (2)! << /И за всяко хЕ [a, b]. Сега от (4) се получава 

& 

Θ 5,- [1 ὦ ε' Ο ἀκ 
n 

=et+M 2 7 @) —f Ε)1 (π-- χ ). 
=1 

Тъй като, OT друга crpaHa, и функцията / e интегрируема в 
риманов смисъл, без ограничение на общността можем да считаме, че 
подразделянето T, е избрано така, че да € изпълнено неравенството 

Σ 17 @) --7 G} - 64) <е 

при у = та.. Ето защо от (5) се получава 
b - 

‘ST—f 109 # Οὐ ах| <е ( Δ) S ! 
при всяко Y = Yo, C което предложението е доказано. 

Те § 210. ОЦЕНКА НА СТИЛТЕСОВИЯ ИНТЕГРАЛ 

Следващото предложение съдържа важно свойство на стилте- 
совия интеграл. 

2.10.1. Предложение. Нека функцията f е дефинирана и огра- ничена в интервала (а, 6), а функцията g има огранинчена вариа- ция в този интервал. Ако при тези предположения f e интег- рируема cnpamo g в mosu интервал, mo 
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ῃ 
(n !ff(x)dg(x)l-fisup lf](x),€’g'. 

ЗС b 
Доказателство. Heka 

Y:{a=x0<x1<x2<...<xm=b; и 
ξΙ! ξ2’---νξω | 

е произволно подразделяне на (а, δ]. За съответната сума 

=2 76) (g Οὐ -- #() 
имаме очевидно 

Θ Ε 2 @) 12(к)-- ἐ ) й 

< sup f(x)! ! _ Rl xe;()a, ὦ’λἴ) ίξι Пе () -- #() . 

Ето защо 
. 4 . b ἐ ἰ . ssup if(n] Vg 

хещ @ 
OTKBAETO (1) се получава след граничен преход. С ToBa предложе- 
нието е доказано. 

- Като приложение на това предложение ще отбележим следното 
елементарно правило за граничен преход. B интеграла на Стилтес. 

2.10.2. Предложение. Hexa g e някаква функция с ограничена 
вариация 8 интервала (а, 6), а 

flv f2:'"’fm' 

e peduya om непрекъснати 8 интервала (а, 6) функции, която 
клони равномерно 8 [a, b] към функцията f. Тогава 

# b 

@ . [ 75 φ =t [ £, (xdg . 
n—yo0 ὰ 

Доказателство. Pasbupa ce, функцията f e непрекъсната, 
поради KOETO интегралът отляво Ha {2) съществува. ΟἹ paBHOMepHaTa 
CXOAHMOCT Ha редицата /) , следва, че 3a всяко в >0 съществува 
такова v, че при л >у да е в сила 

ι (9--/ ()! «е . R 
88 всяко х € [a, δ]. Cera ot (1) се получава | 

5 s р Н 
1]лшави-//иаиюъ : e 
а а



при п ν и предложението € доказано. 

§ 2.11. TEOPEMA НА ХЕЛИ 

В стилтесовия "интеграл фигурират две функции [ и g. Вече 

видяхме по какъв начин се извършва граничен преход спрямо пър- 

вата ΟἹ ΤΗ͂Χ. Τγκ ще BUAHM как се извършва граничен преход спрямо 

втората функция. 
2 11.1. Лема. Нека функцията f e непрекъсната в интервала 

[a, b], g 6 с огранинена вариация в този интервал, в е положи- 

телно число и ὃ € такова положително число, че за всеки две 

точки х ий χ'' от la, b}, за които | ж -- Х” |«< ὃ, да е излълнено 

неравенството 1} (ж)-- f () |< е. Tozasa за всяко подразделяне 

Τ'{ a=Xo; Хъ Х PN xm:b; 

ξ}νξΖ"-"ξνπ . 

на [a, b], за което ca излълнени неравенствата X;— X3 <% за 

всяко i=1,2,..., m, е U3NBAHEHO U неравенството 

m . в 

(1) Ἕξ!(ξἱ) (g (x)— <x,-_l>)—ff(x>dg<x>\|ge§g. 

Доказателство. Hexka подразделянето у удовлетворява 

изискванията на лемата. Тогава от адитивността на стилтесовия 

интеграл и от правилото за интегриране на ковстанти OT §5 следва 

т . ь | 

ιιξ ТФ (« ὐ --ε (x,-_.,))—f flodg (х)! 

i=1 
l 

=\1§f € (g οὐ —g )—2 / ‘fwdg (x‘,\\ 
= =1 “l‘—-‘l 

le fi(f(ii)“f(x))dg(x)\} 
“ 

=3 / 
Y . ἐξὶ ἰχ 

ф 

(f € —f(x))dg(x)\\ . 
i—1 

B i-totro събираемо B последната CyMa X се изменя B интервала 

[χμαν X, който съгласно изискването 33 Y има дължина, по-малка 

от 5. Ot друга страна, & € ἰχραν x]. Ето защо от избора Η 5 

следва, че при X, < X< x; e B сила |У (6)--/ (x)!<e. Сега от 

предложение 10.1 и от адитивността на вариацията (вж. предл. 2.1) 

следва 

39



т b 

’ Σ 7 (9 ου ---α (%)Y — f 20) 4е (х)|! 151 
т 

2 “ 

.е 1 

х! » 

v = “ g=c¢eV g 
1 a 

А 

С това лемата е доказана. , 
2. 11.2. Теорема (Хели). Нека функцията Е е неп ; ! рекъсната 8 интервала la, b), {ga}ae,,_ e редица om функции ¢ ограничена sapua- 

yus 8 интервала (а, 6) u g e функция с ограничена sapuayus 8 този unmepsar. Нека ocsen mosa ca изпълнени условията: 
а) съществува гъсто подмножество D на интервала [a, 8], 

3a xoemo ак D, beDu 

lim X) = Ш g, (=g (ὴ 
3a всяко x ¢ Ὦ, 

6) съществува тако:а число M, че за всяко « € A дае из- 

пълнено неравенството Ν g, == M, M . 
При тези поедположения e 8 сила равенството 

6 b 

@ пя 709 «а (9- [ 709 ае οὐ.. . 
Доказателство. Да напомним най-напред, че едно MHO- 

жество Dcla, b] се нарича гъсто в (а, b], когато всяка OKOJHOCT 
на всяка точка от [a, #) съдържа точки от D. Така например, ако 
интервалът (а, D] Ἠδ. е изроден, множеството на рационалните точки 
в [a, 4) е гъсто B [a, b]. 

Пристъпвайки към доказателствотс на теоремата, да изберем 
. произволно положително число в. Функцията f e по условие непре- 
късната в [a, 6), а следователно е и равномерно непрекъсната в този 
интервал. Ето защо съществува такова 5 > 0, че за всеки две точки 
X, «х” от [a, b], за които-е изпълнено неравенството | Χ' --х”|< ὃ, 
да е изпълнено и неравенството 'f (Χ) —f (¥} « ε. : 

Да означим с | 
| а- х Жр Χῶν ετ τν ха--д; 

ιξυ ξ2ν---’ξ”ι 

подразделяне на (а, b], 81 което , - χρα <& и х,Е D 88 всяко 

i=1,2,..., m. Тъй като D е гъсто B (а, 8], a¢D и b¢D, такова 

у очевидно съществува. То позволява прилагането на лема 1 88 fu 

32 произволна функция с ограничена вариация в [a, δ]. 

Да положим 

&) S, ( &)= ξ 7 ( (8 (%) — в (4-1)) ; 

у: 
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и 
" 

(4) S, (. 9=2, 1 ( (g () --# (24-1))- 
i=1 

Or nema Г и or ycaosuero 6) Ha доказваното предложение следват 

неравенствата 

и 

. 8 

5, . в- [1 0 dg ὴ 

. 
ь 

, 

(6) ᾽͵ Ils.{(fyg)
—aff(x)dg (X)\éa Va g 

От apyra страна, B (3) и (4) фигурират само KpaeH брой точки 

жот D, които не зависят ΟἹ индекса «. Ето защо от условието 

а) следва съществуването на такова oo € A, че за всяко « СА с αξ « 

да е в сила неравенството 

‘S-r (fv ga)—SY (f’ g}‘<€ 

От (5), (6) и OT последното HEPABEHCTBO следва 

ь 
<e M+et+e У g 

a 

& b 

ГлОод4 4ε. οὐ-- | 709 4е (29 
а а 

за всяко o = ἄρ. С това теоремата е доказана. 

§ 2.12. СТИЛТЕСОВ ИНТЕГРАЛ В R” 

В този параграф ще опишем накратко по какъв начин се въ- 
вежда стилтесов интеграл B В”. 

Нека 

() а, < θι, а < й65, ...,a,=b, 

can JlBOFl!fIH от реални числа. Наред с полузатворения паралелеци- 
пед A B В“, определен ΟἹ числата (1), ще разглеждаме и затворения 
паралелепипед А, определен от тези числа. Той се състои от всички 
точки (X, X3, ..., Х.) OT R?, за които са изпълневи неравенствата 

ау = x 5 0, 
за всички v=1, 2,..., П. 

Под подразделяне 

(2) :{AI: ΔἸ""! Am: 

ξΙι ξ2:-᾽-ιξῃι 1 

на А ще разбираме всяка крайна съвкупност от полузатворени па- 
ралелепипеди А, в В“ и точки Е, ¢ A, за които 
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„ 

Δ: U Δι' 

ἐπὶ 
Η 

АПпА/-(3 
при #+ ὶ 

Съвкупността Г на всевъзможните подразделяния на А ще на- 
сочим надясно. За целта ще се условим да пишем Y1 =Y, за два 
елемента у) и у» на Г, когато най-големият от диаметрите на парале- 
лепипедите Ha T1 не надминава най-големия от диаметрите на парале- 
лепипедите на у,. Ще наричаме Г множество на подразделя- 
нията на А. 

Нека 5 e съвкупността на всички полузатворени паралелепипеди, 
които ἓε съдържат Β A, и д:5-->К е. произволна адитивна функ- 
ция в S, 

Да разгледаме произволна функция 1:Δ-- В. 38 произволно 
v €T, зададено с (2), можем да образуваме числото 

8γ:ξ|ωμ (@, 
По този начин получаваме една редица {SY}TGI‘ с индексно множество 
Г. Когато тази редица е сходяща, се казва, че функцията f e ан- 
тегрируема спрямо адитивната функция p в паралелепинеда A, а 
числото 

S Fwdp to=tim s, 
А ὙΓΓ 

се нарича ин/пеграл на f спрямо μ B паралелепипеда Δ. 
. При различни g се получават различни примери 32 интеграли. 

Например, ако п е определено с равенството 

μ (4)-Ξ () -- а) (д,--а,) ... b,—a,), 
когато паралелепипедът А е определен от числата (1), горната кон- 
струкция води до римановия интеграл в В”. По такъв начин въве- 
деното тук интегриране в смисъл на Стилтес е обобщение на класи- 
ческото риманово интегриране, , 

ИНТСРССНИТЕ свойства на стилтесовия интеграл върху правата се 

пренасят естествено и в този по-общ случай. Да отбележим напри- 
мер линейността спрямо f и спрямо μ. Адитивността сега придобива 
следния видс # 

Нека функцията / e интегрируема спрямо p в паралелепипеда A и 
(2) e подразделяне на Δ. Тогава f e интегрируема спрямо ц и във 
всеки от паралелепипедите Δ, и е изпълнено равенството 

[rwapw=3 [fmdpx. 
3 ey 
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Особено важно €, че непрекъснатите функции f: A Rica 

интегрируеми спрямо адитивните функции р : S— R с ограничена 

вариация. Тъй като неотрицателните адитивни функции μ : S~ R 

очевидно притежават ограничена вариация, непрекъснатите фуинкции 
Iz А R са интегрируеми спрямо всички неотрицателни адитивни 
функции. 

: Препоръчваь,те на читателя да докаже тези твърдения, като из- 
ползува за модел приведените вече доказателства от едномерния 
случай. Той би могъл също да се опита да пренесе в R" и теоре- 

мата ὰ Хели. .. 

„Задачи към втора глава 

Подредици 

Нека Г и Δ са насочени надясно множества. За едно изображение ф : А -- Г се 
казва, че расте неограничено, когато за всяко y € Г съществува такова 3y € A 
че за всяко 3 € A с 6 : 3 да е в сила φ (δ) = у. Нека X:T'— Х е някаква редица 
от елементи на множеството Х. Под подредица на \”r}vel‘ се разбира всяка компо- 

Зиция Хоф!А--> X, където A € произволно насочено надясно множество и @ : A — 1" 
e изображение, което pacTe неограничено. Подредицата хоф OOHKHOBEHO се означава с 

ΐφδ}δς А. - Ν 

” Задача 1. Ако една редица X: T — R е сходяща, всяка нейна подредица е 
сходяща и има съшата граница. 

Задача 2. Да се докаже, че за всяко насочено надясно множество Г съществуват 
такова насочено надясно MHOMECTBO А и такова неограничено растящо изображение 
фТ Ал Τ, че. за всяка ограничена редица {x\’}TEr OT реални числа подредицата 

{x да е сходяща (универсална подредица). 
Ῥ |56А 

У пътване. Разгледайте ултрафилтър А в T, който 32 всяко ¢ € Г съдържа 
мкожеството {y € Τ у = с). Насочете А надясно, като 38 произволни елементи 8y и Oy 
на А положите &y < &, точно когато 8) 28» Подчинете изображекнието.ф : А -- Г на 
единственото условие ¢ (8) € & за всяко & ¢ Δ. След това покажете, че подредицата 
{x%}séAynoanemOpflBa Уусловието Ha Кошуи, 3a тази цел 3a произволно € > 0 nokpuiite 

съвкупността ὰ всички членове Χ-'γ HZ дадената редица. с краен брой интервали 

My My ... M л Е ABMKHHE, по-малки OT £, и като използувате зад. 4, гл. I, покажете, 
че поне едно OT множествата 

'6i={vEP:x.{EM.-} . (i=1,2,...,n) 
Н 

принадлежи на A, . 

Функции с ограничена вариация 

Задача 3. Да се докаже, че 38 всяка функция δ : [α, ] — R с ограничена 
вариация MHOXECTBOTO Ha TOUK! ите на прекъсване Ha £ € изброимо или крайно. 
ф Упътване. Забележете най-напред, че твърдението е вярно за растящите 
ункции, 

Задача 4. Нека #: (а, δ] — R е функция с ограничена вариация. Да се докаже,че: 
а) за всяко Е € (а, 6) съществува границата g (Е --0) = Ш # (х); . х 

- χ(ξ



6) за всяко ξ € (а, #) съществува границата g ( + 0) = lim g (x). 
.Ι-ιξ 

-» 

/ , b]. Да се докаже, че ‘Torama 
частното - също е с ограниченя вариация. й 

Залача 6. Нека х, у, z: [a, bl — R са не 
че кривата с параметрични уравнения 

а 
7= | 5 = пя κερ, ц 

О при х = 0, 
е диференцируема, но няма ограничена вариация. . 

Задача 8. Нека а < buA > 0. Да се докаже, че 38 всяка редица {g } 0Τ функции Гтбе 
gr:[a, 5) — R с ограничена вариация, за които | g_r @|=AnV g s A 38 всяко 

Y T €T, съществуват подредица {g?‘}SEA й функция g: [a, b]iR с ограничена 
o 

вариация, за KOHTO Ιδίἔἶ ξφδ (%) = g(%) за всяко х ( [a, b]. 

Упътване. Образувайте произволна универсална подредица на {& } ЕГ. 
iyl 

Стилтесов интеграл , - 

Задача 9. Една функция f:[a, b] — R e интегрируема спрямо всяка фуинкция 
£:la, 6)-> R с ограничена вариация точно когато е непрекъсната. 

: 5 

Задача 10. Ако за някаква функция # :.(а, #|--> R umefba.vn,r f КЕ а,!(х) 

а 

съществува 38 всяка непрекъсната функция f:[a, )] —R, 10 # е с ограничен 
вариация. 

Задача 11. Нека функцията / : [4, 5] — R е непрекъсната а функкията 
g:a, 6)-- R е растяща. Да се докаже, че тогава съществува точка Е € (а, #| с 

а . 

ЛГте)4е()-76 («й)-# () 

(първа теорема за средните стойности). 
Задача 12, Нека функцията /: (а, #) — В e растяща, а функцията #: (а, 6) -- R 

e непрекъсната. Да се докаже, че тогава съществува точка Е € [a, b] с 

5 . - - ξ .. г 

Глее0а «-/() | в()а х+70) | gwax 
а а ξ . 

(втора теорема за средните стойности).



ж 

Упътване. Положетеб(х)я] ς(ηἀἁιγωπΜΜΜ 

а 

5 » 

[rmegmax=[rmdc= 
а 

а 

След това ивтегрирайте по части и приложете първата теорема за средните стойности . 
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Трета глава 
НОРМИРАНИ ПРОСТРАНСТВА 

ῃ 
Η 

ледващата глава. 

ните лианейна простра 
Прекъснатите лианейдт & рото на настоящата глава 
паречено сирегнато. Основн. 
на Хан -- Банах, която 
порвите нетривиални общ 

Параграфите 1 — 4 са 
на важени 32 анализа пространства от функция. # 2 е посветен на максималниате nodnpocs 
Hume функцпионала са възедени в 8 8. Връзката им с хиперравни- ните, която е даледно o 
тияна геометрия, е представена в § 4. Анализ се паявява едва в 8 5, xedemo са въведени понятията норма и полунорма. 

плексната й форма е изучена в § 10. С нейна помощ 8 § 12 всяко HOPMUPAHO простракство е отеждествено с част от второто си спрегнато. В #ф 13 са разгледана лингйаните функционали в С {la, b]}. 
llponycranemo на wacmu ол тази глава при първо четене не се препоръаза. -



§ 8.1. ЛИНЕЙНИ ПРОСТРАНСТВА 

оизволно множество. Тогава съвкуп- : X — R ереално линейно пространство спрямо операциите събиране на функции и умножение на ᾧγηκ- UHH CbC скалари. Аналогично съвкупността е на Функциите f:X—-¢ където С е nonero на комплексните числа, е комплексно линейно пространство. 
3.1.2. Пример. Нека XcRu C (X, В) е съвкупността на всички непрекъснати функции f: Χ. R. Тъй нати функции отново e непре 

и реал 

ейно пространство. 3.1.3. Пример. Съвкупността R (la, & I} на всички функции f:la, 61) = R, които са интегрируеми B риманов смисъл, е реално 
ако А e паралелепипед в R”, съв- 

и f: A R, които ca интегрируеми 
А, е реално линейно пространство. 3. 1. 4. Пример. Ако 8 : [α, 6) — R e произволна функция, съвкуп- ността 5 (g) на всички функции /: [a, b] — R, които ca интегрируеми спрямо g, е реално линейно пространство. 3. 1.5. Пример. Съвкупността V (Га, 0)) на функциите φιία, #1 -- В ленейно пространство. По-общо, ако 

B R, а S— съвкупността на всички 
ралелепипеди на А, съвкупността У (А) на всички адитивни функции p:S — R с ограничена вариация е реално линейно пространство. "



Други примери на реални M на комплексни линейни пространства 
ще срещнем по-нататък в тази книга. Сега да разгледаме някои 
прости общи понятия, свързани с линейните пространства. 

Нека L e линейно пространство, Едно подмножество L, на L се на- 
рича подпространство на L, когато притежава следните три свойства: 

а) сборът на всеки два елемента на L, e елемент на L 
6) произведението на произволен елемент на L, и произволен 

скалар OTHOBO е елемент на /); 
в) L, &= . 
Tesu свойства, разбира ce, показват, че самото L; e линейно 

пространство. 
Например едноелементното множество {0} е подпространство на 

L. Цялото L също е подпространство на L. Пространствата ΟἹ при- 
мерите 2--5 са подпространства на онези от пример 1. 

Директно се проверява, че сечението на произволна фамилия от 

подпространства на едно линейно пространство Де отново подпро- 
странство на L. Ето samo, ако А е произволно подмножество Ha L, 
сечението L (А) на всички линейни подпространства на L, които 

съдържат 4, е подпространство на L. Така построеното подпро- 
странство на L се нарича линейна обвивка на А. 

3.1.6. Предложение. Нека L е линейно пространство й А е 

подмножество на L. Тогава линейната обвивка L (A) на.4А е 

съвкупността на всички елементи на L от вида 
n 

Χ:Σ λ,' ар 

i=] 

където п е пройзволно цяло неотрицателно число, > са скалари, 

а a,— елемента на А. - 

Доказателството предоставяме на читателя -като упражнение 

върху дефиницията. - 

Нека L oTHOBO e линейно пространство. Под афинно подпрост- 

ранство M на L се разбира BCAKO множество със следните две 

свойства: 
г) за всеки два елемента X, у на Ми 88 всеки два скалара А и 

в с λΈμΞΙ ев сила А χ Ρ yeMm 

1) ΜῈ Q. 
3. 1.7. Предложение. ека L е линейно npocmparcmso й McL. 

Ακο съществува т Е M, 3a което множеството 

1) M—m={x—m: κ Ε ΜῈ | 

да е подпространство на L, mo M e афинно подпространство на L. 

Обратно, ако M e афинно подпространство на L, то за всяко 

на L. 
тЕМ жмжножеството (1) е подпространство 

Доказателство. Нека най-напред (1) е подпространство 

на L. Да разгледаме ПРОИЗВОЛНН елементи X, У μ Ми HPOHBBZJIHH\ 

скалари A W p с A+p=1. Тъй като M — т е подпространство на L, TO 

Μ ---πι3λ (x—m)+p (у--т)-А ΧῈΡ y—m. , 

N 
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-Ξ- —m. orasa 

Eto samo съществува ΖῈ Μ със z—m =X+ py—m T 

А xtpy=2eM 
; 

и М се оказа афинно подпространство на L. Проверката ка О рат- 

HOTO ТВЪРДЕНИС е аналогична. 

Taka виждаме, че афинните подпространства на L ca точно онези 

подмножества на L, които се получават oT no,mpompauc-mm
a‘fla L 

след трансл(щия. 

5 3.2. ХИПЕРРАВНИНИ
 

Нека [ e линейно пространство. Да разгледаме съвкупносттагх 

на всички подпространства На L, които са различии ОТ самото L. 

Ако снабдим A с релацията C, очевидно получаваме наредено MHO- 

жество. Максималните B смисъл на Цори елементи на А се наричат 

хиперравнини в L. По този начин едно подпространство Н ва Ге 

хиперравнина в L точно когато На L и за всяко подпространство 

L HaLcL,DHHL,:
}:HechIa Ly=L. ) 

Taxa например хиперравнините B равнината #2 са правите линии 

през началото, а хиперравнините в В23-- всевъзможните равнини през 

началото. Читателят ще съобрази също така, че хиперравнинвите B 

τ са всевъзможните (12— 1)-мерни подпространства на Ἐ. Следва- . 

щата теорема гарантира съществуването на хиперравнини в Ннай- 

общия случай. 
3.2. Т. Теорема. Нека L e линейно пространство и L, e под- 

пространство на L с Тл # L. Тогава съществува хиперравнина H 

8 L ¢c HoL,. 
Доказателство. Първото, KOETO ни идва наум, е да при- 

ложим лемата на LIopH към множеството A, тъй като трябва да 

построим негов максимален елемент. Но тази програма е неизпълнима, 

понеже не всяко насочено надясно подмножество Ha А притежава 

мажоранта (посочете подходящ пример). Ето защо ще приложим 

. лемата на Цорн към друго множество. 

Нека a¢ L\ L, Да означим с X съвкупността на всички под- 

пространства M на L с a¢ M. Очевидио L, € Χ. Нека Е e непразна 

верига в Χ. Очевидно обединението 

МеуМ 

е подпространство на L и a¢N. Тогава N¢X и N е мажоранта 

за . Ето защо X удовлетворява условието Ha лемата на Цорн. 

Поради това съществуват максимални елементи ΠῚ на хе Ho L 

Teopemata ще бъде доказана, ако се убедим, че всеки такъв 

максимален елемент Η е хиперравнина. Очевидно НУа и следователно 

- Н4 L. Нека cera K е подпространство на ре КоНи КФАЯН. 

Поради максималността Ha H ще имаме 

() at K. 

4 Ув“од BBB ‘q;ynxuuouamms анализ 
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афишш хаперравнинаи, койтпо манават през качалото. 

ῃ 
i 

Нека cera x ¢ L\ Н. Да разгледаме множеството Η на всички 
вектори от вида 

@ . f4-Ax, 
където £ пробягва H,a A e съвкупността ΠῈ всички скалари. Очевидно 
Τ| е линейно подпространство Ha L, НоНи H 4 H, тъй като 
ХЕН и хЕН). Отново от максималиостта на #/ следва a¢H,. Ето 
защо съществуват 4 ¢ А и скалар A, за които ἄτελχτεα, Тъй като 
a¢H, то А . 0. Следователно 

1 1 
Х -га --- Т/Ъ 

От (1), от последното равенство и от К D Н следва x ¢ К. Тъй 
като х бе произволен елемент Ha L\ H, оттук следва KD δ ὶ ἢ. 
Ot друга страна, имаме Х o Η ῃ поради това K=L. С това e уста- 
новено, че H действително е хиперравнина и теоремата е доказана. 

Да ОТбЕЛЕЖИМ изрично, че привзеденото доказателство в същност 
дава повече от формулираното. Именно за произволно а €LNL, 
построихме хиперравнина Я 7 L, с аЕ H. Eto защо nodnpocmpar- 
ството L, съвлада със сеченцето на всичка хиперравнини, който 20 
съдържат. Поради това хияперравнините B L са в определен смисъл 
достатъчно много. 

Максималните афинни подпространства ἨΔ едно линейно про- 
странство L, които не съвпадат с L, се наричат афинниа хиперравнани 
в L. От предложение 1.7 непосредствено се получава, че едно афинно 
подпространство M на L е афинна хиперравнина точно когато . 88 
някое (а следователно и за всяко) m ¢ M множеството 

M—m={x—m: x¢M} 

e хиперравнина в L. Това ноказва, че хаперравнините са точно онези 

. 

8 3. 3. ЛИВЕЙНИ ФУНКЦИОНАЛИ 

Ako xenaem да пренесем обичайната аналитична геометрия на 

R3 B общия случай на линейни пространства, имаме нужда от под- 
ходящи прости функции, които да участвуват в уравненията на 
хиперравнините, също както линейните форми ax-+by-+cz бяха из- 
ползувани, за да се напишат уравненията на разнините в В2. Това 
са линейните функционали. 

Е 
Нека L e линейно пространство и Н e полето на скаларите му. 

дно изображение [:L - Н се нарича лианеен функционал в L, 
когато притежава следните две свойства: 

за 
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« 
а) изпълнено € paseucmoro и . | 

{5- )) πἰρ ) Ἐ0) 
всеки два елемента X и у на L; 

6) изпълнено е равенството



10. х) (x) 

за всяко A€ H и за всяко xeL. 

3.3.1. Пример. Нека X e произеолно множество, а L — линейното 

пространство на всички функции f: Х —» R. Да фиксираме произволно 

Xo € X и да положим L (fy=f (хо) 88 произволво f ¢ L. Така получаваме 

линеен функционал : [ — R в реалното линейно простравство L. 

Аналогично се построяват линейни функционали и в комплексното 

пространство на всички функции ἔ: Х — C. . 

3.3.2. Пример: Нека R (а, 5)) e линейното пространство HA функ- 

циите /: (а, 6)-- , които са интегрируеми в риманов смисъл в 

интервала (а, δ]. Ако 88 произволно fER (la, 5)) положим 

& 

ι9 Ξ [ fx) dx, 

получаваме очевидно линеен функционал в R ((а, 6)). 

3.3.3. Пример. Да разгледаме линейното пространство С ({a, bY) 

на функциите / : (а, b] -> R, които са непрекъснати в интервала la, 9). 

Нека g e някаква функция с ограничена вариация в {a, δ). Съгласно 

теорема 2.8.1 за всяко f€ С (la, 651) може да се образува интегралът 

" b 

L(h= [ 0 468 09. 

Така получаваме един зависещ от g линеен фувнкционал (: С (а, b)) =R 

3.3.4. Пример. Нека У ((а, b]) е линейното пространство на 

функциите g:[a, b} —R с ограничена вариация, а f:la, bj—R е 

произволна непрекъсната функция. AKO 32 произволно gtV (la, 5) 

положим 

b 

L= [ 7(094#0, 

получаваме пример 3a линеен функционал във У (la, 51). 

От дефиниционните свойства а) и 6) на линеен функционал 

следва и по-общото равенство 

еже . 
Нека cera L е комплексно линейно пространство., Тогава L може 

да се разглежда и като реално линейно пространство. Съществува 

интересна връзка между реалните и комплексните линейни функцио- 

нали в L. Да отбележим най-напред, че ако [:L — С e комплексен 

линеен функционал, като комплексна функция той има представянето 

(1) . хуе (x)+1 ς (%), 

където 1 e имагинерната единица. При това 4; и I, ca реални линейни 

функционали B L. Сдедващото предложение описва връзката между 
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комплексните линейни функционали в L и техните реални части 3.3.5. Предложение. Нека Ге KOMRACKCHO линейно простран; ство. Ако на проийзволен комплексен линеен функционал i g [ съпоставим реалната му uacm I, получаваме "биекция между съвкупността на колмиплексните ланейни функционали в L и съв- купността на реалните лапейни функционал: g L. Обратната биекция на произволек реален лиакееи функционал 4) в L conocmass комплексния линеен функционал |, определен от равенството 
2 ἐ (х)-4 (x)—1i 1 (ix) (xel) Доказателство. Heka най-напред ! e комплексен линеен функцнионал B L. Ако в (1) заместим хе ix, поради хомогенността на # спрямо всякакви комплекспи скалари ще имаме 

< (9)<4, (ix)—i А (ix), 
което ззедно с (1) дава 4, (x) = --й (ix} поради реалността на Д иг Сега or (1) следва, че ἐ се изразява чрез реалната си част Д, както в (2). По този начин реалната част Д на # напълно възстановява (. Остава да покажем, че за произволен реален линеен функционал Д в L изображението : } - - С, определено с (2), е комплексен линеен функционал в L. Разбира се, свойството а) OT определението на линеен функционал не буди съмнение и същото важи за 6) при реални скалари. Ето защо нужное 6) na се провери само при A=i. Нека x¢ L. Тогава от {2} се получава ᾿ 

2 айх-А (Χ) ΕἸ L (g=i ( (х)-Е Д ах))--#4 (% 
и предложението е доказано. 

Нека L е липейно пространство. Очевидно сборът на два линейни 
функционала в L е линеен функционал в L. Също така произведе- 
нието на лиевеен функционал в L и на скалар е линеен функционал 
B L. Ето защо съвкупността на всички линейни функционали в L е 
линейно пространство. ΤῸ се нарича алгебриячно спрегнато на L. 
Разбира се, алгебрично спрегнатото пространство на L е реално, 
когато L e реално, и € комплексно при комплексно L. 

5 3.4. ЛИНЕЙНИ ФУНКЦИОНАЛИ И ХИПЕРРАВНИНИ 

Следващата теорема показва, че съществува тясна връзка между 
линейните функционали в линейно пространство L и хиперравни- 
ните B L. - 

3.4.1. Teopema. Axo L e линейко npocmpancmso й г e ненулев 
SUHEEH фукнкционал в L, muoxcecmsomo 

{1) H={x¢L :1{x=0} 

е хиперравнина 8 L. Sa всяка хиперравкина Н в L съществуват 
линейни функционали L в L с (1). При това за два ненулеви ли- 
нейни функционала | u Uy coomsemuume им хиперравнани (1) u 

е Hy={x¢L: А ο Ξ 0) ᾿ 
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съвлпадат точно когато ( ай | ca колинеарни. L 

Доказателство. Нека ἐ e neiyres линеен фувкционал B L. 

Непосредствено се проверява, че множеството (1} e подпространство 

на L. Тъй като функционалът ἐ е ненулев, то ΗΞΈ . 

Ето защо, за да се убедим, че F е хиперравнина, остава само 

да покажем, че Η е максимално измежду истинските подпространства 

на L. Нека L; е подпространство на LecLioHulL#H Да избе- 

рем точка σέ Ν Η͂. Тъй като a¢ Н, то Ца) 4:0 

Нека cera х e произволен елемеят на L. foraea 

U Uxy _ 
е “τρ---τῷ- ¥ i σ' « 

За първото от събираемите в дясната страна на (3) имаме 

и х) #2) - 
ш Ш —lUx) — - - Ца)--0 4 (x ( а)--4(ж) Ща) (а) ᾽ 

поради което то принадлежи ка Н, а следовзателно и ка Ly Тъй 

като @€ , същото e вярно и за второто събираемо. Ето защо от 

(3) се получава х Е L;. Тъй като X € произволен елемент на L, оттук 

следва L= и максималността на Ε] е установена. С това е пока- 

зано, че (1) е хиперравнина. 
Hexa сега Η е произволна хиперразнина в L. Да изберем по 

произволен начин елемента аб(.“. Η. Ще се убедим, че за всяко 

ХЕД съществуват единствено k€ Н и единствен скалар 2, за които 

4 хе-й+Аа. 

За да се убедим в съществуването на Л и i, да отбележим най- 

напред, че множеството L, на всички enementd на L ot вида (4), 

където й пробягва /7, а A— съвкупаостта HA всички скалари, очевидно 
е подпространство на L. Това подпространство съдържа Я. При 

това включването е строго, понеже g ¢ L, но a ¢ H. Тъй като Н е 
по условие хиперравнина, то Ly=L. С това съществувачето на ЯЕН 
и на скалар A с (4) е доказано. Пристъпваме към единствеността. 
Нека за някакви елементи Й,, Я„ на Η и 88 някакви скалари A, и )y 
имаме ) 

| (5) В а-яЯ,4+3, α. 
Тогава, ако допуснем, че Δ; Ξῇ Ay, бихме получили 

᾿ 1 
o= ς (#3-- Я) Е Η, 

което е невъзможно, понеже Ω Ε H. Ето защо А - λ,. Сега oT (5) се 
получава Я) --Л, и единствеността е доказакна. КО 
дефин:е:нкато вече разполагаме с (4), можем да пристъпим към 

рането на един линеен функционал: за произволно x¢ L pas- 
глеждаме представянето на х във B4Aa (4) и nonarame [(x)=A. 
Така получаваме изображение (: L — Н, където H e полето ва скг;ш- 
рите. От дадената дефинвиция непосредствено следва, че [ e линеен 
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функционал и че 4#(х)-:0 точно когато хЕ#. По този начин е доде 
казано и второто твърдение от теоремата. 

Да разгледаме сега два линейни функционала ἐ η Д в L, 88 
KOHTO хиперравнините (1) и (2) съвпадат, и да изберем произволно 
авА“АЖДЖ H Тъй като H е хиперравнина, BCAKO X ¢ L ще има предста- 
вяне от вида (4). Тогава 

(х)- а) и Ц(43)-М(а). 
Тъй като аб# и аб #) 10 4 (а) #0 и Д (a) % 0. Ето защо ΟἹ гор- 
ните равенства следва 

- Да) 1) =7 609) 
за BCAKO X ¢ L и теоремата e nokasaHa. 

Като първо приложение на тази Teopema ще отбележим въз- 
можността за отделяне с линейни функционали на линейните MOA- 
пространства и точките, които не им принадлежат. Нека Да е под- 
пространство на L и a € L\ Д. По силата на бележките след тео- 
рема 2.1 съществува хиперравнина H с ΠΌ L, и абЯ. Ако Ге 
линеен функционал в #/ с (1), / ще се анулира тъждествено върху 
Ди ще бъде в сила Да) + 0. 

СЛЕДВЗЩОТО предложение показва по какъв начин афИННИТЕ 

ХИПСРРЗВНИНИ могат да се описват с помощта па линейни φγπκπποπεπκ. 

3.4.2. Предложение. Нека L е линейно пространство й Ге 
ненулев линеен функционал в L, а с-- произволен скалар. Тогава 
множеството 

(6) H={x¢L: l(x)=c} 
Ге agunna xuneppasuune в L. 3a всяка афинна хилерравнина H 8 

L съществуват линейни функционали Е 8 L и скалараи ¢, sa който 
е изпълнено (6). При това за два ненулеви линейни функционала 
lul, 8L u3adea скалара с ий ι съответните им афинни хи- 
перравнини (6) а 

Hi={x¢Ll: Li(x)=¢} 

съвпадат MOUHO когато съществува ненулев скалар А с 

ἐιξξλ ἐ й 6 --А с. 

Доказателство. Нека /е ненулев линеен функционал в 
L и се скалар. Тъй като ( + (), съществува ав L с Да) + Ο. Тогава 

Ζ е Σ Σ 
поради което от (6) следва 

Ω 
га а ( Н. 

Ето защо Я + (2. Нека сега #6 H. Непосредствено се съобразява, че 
(7 H—h={x¢L :1(x)=0}. 
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Ето защо or теорема 1 следва, че H—# е хиперравнина. Ho Torasa 

Н e афинна хиперравнина. 

О%]ратно, ако Н e афинна хиперравнина и heH, то H—h e xu- 

перравнина и съгласно теорема 1 съществува линеен функционал ἐ в 

L, за който е в сила (7). Непосредствено се съобразява, че тогава 

H={x¢L:1{x)=L(")} 

и първата част от предложението е доказана. ОСТЗНЗЛОТР се доказва 

аналогично. Подробностите npenouaafime на читателя. 

᾽ 
§ 3.5. ΠΟΠΥΒΟΡΜῊ ¥ НОРМИ 

Читателят знае ролята, която дължините на векторите играят 

при математическия анализ в 248 Оказва ce, че и B много 0Τ важните 

за анализа ПРОСТРЗНСТВЗ [OHATUETO дължина HA вектор 3anassa сми- 

съла и значението CH. Тук ще уточним това понятие и ще разгледаме 

няколко примера. 
Нека L е линейно пространство. Едно изображение 

:Е ---- (0, ) 
се нарича полунорма в L, когато притежава свойствата: 

а) изпълнено е неравенството 

еууе ж τ 
за всеки два елемевта хи у на L (неравенство на три- 

ъгълника); 
6) изпълнено е равенството 

РЧ + 
Цъ еА ЦИ 

за всяко ХЕД и за всеки скалар А (положителна ΧΟΜῸΟ- 

генност). 

От XOMOTEHHOCTTa, разбира се, следва γοῦτο. 

Една полунорма | Д в L се нарича норма, когато притежава 

следното допълнително свойство: 
в) за всяко X €L, за което | х10(, е изпълнено x=0 (ани- 

зотропност). 
3.5.1. Пример. Нека L е линейно пространство и ἐ е линеен 

функционал в L. Ако за произволно X Е L положим 

ο ἐ ξ ) 
получаваме една полунорма B L. В общия случай тя не е норма, 

тъй като съществуват ненулеви елементи X на L ¢ Кх)-0. 

. 3.5.2. Пример. Нека g:[a, b} -- ὶ e произволна растяща функ- 

ция и S(g) е линейното пространство на функциите f:la, bl —R, 
ROWTO Ca интегрируеми спрямо g. Ako 88 произволно ς 5 {g) положим 

. - . 

) o M= [ 1601 «е С0 
- 
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:::З:тч:в?к(е[:о;т]);норма в 5 (g). Специално, ако разгледаме простран“ 
на нинтегрируемите в риманов CMMCD " е л Гв, А) и 88 произволно f¢ R ([a, 6)) положим функции в 

& 

@ = 79 ах, 
получаваме полунорма в А ((а, #)). Тези п 

3.5.3. Пример. В простр[анст!з)ото С ( % 
функции Κ: [@, 8] — R можем да разглеждаи; 
При това (2) сега е норма (докажете това 
антегрална норма в С ([a, 6)). 

3.5.4. Пример. Нека е множество и L е линейното npo- 

унорми не са норми 
b]) на непрекъснатите 

е полунормите (1) и (2). 
). Понякога тя се нарича 

;Ер;нгззз):::сични ограничени функцин / : Х — Β. Ако за произволно 

(3) } .. <-8ир |/ (х)! : Ν 

получаваме една норма B L. Тя се нарича равномерна норма в L 
Равномерната норма е особено интересна, когато X е (например) 
част ΟἹ R” и C(X)-e съвкупността на ограничените непрекъснати 
функциин. в Х. Ако X e компактно, С (А) съвпада съгласно теоремата 
на Вайерщрас със съзкупността на всички непрекъснати функции в Х. 
Ето защо равномерната норма може да се разглежда например в 
С ([a, 6]). По този начин в С ((а, #1) посочихме две ΒΌΡΜΗ ---- равно- 
мерната и интегралната. За всяка от тях съществуват интересен кръг 
задачи, при решаването на които тя се използува. 

Понятията полунорма и норма са естествени обобщения Ha 
дължината на вектор οἹ В2?. Те подпомагат внасянето на геометрична 
интуиция в анализа. : По-късно ще СРЕЩЙСМ други интересни примери 

на полунорми и норми. и 

Едно линейно пространство L се нарича лполунормирано, когато 

B L e зададена някаква полунорма. Ако в L e зададена норма; се 

нарича нормирано пространство. ᾿ 

Ако L е полунормирано пространство, под разстояние между 

два елемента х и у Ha L ще разбираме числото 

4 (х, y)y="x—yi. 

Ако Д е нормирано пространство, разстоянието между всеки два 

различни елемента на L е строго положително. В полунормираните 

пространства обаче може да се случи разстоянието между различни 

елемепти да е нула.- ' 

” Два елемента X и у на едно полунормирано пространство L ще 

наричаме несъществено разлцияни (еквивалентни), когато pascros- 

- нието между тях е нула. . 

Ако пространството L е нормирано, несъщественото различие 

означава съвпадане. В общия случай то е само една релация 88 
“ 
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еквивалентност. Да докажем например транзитивността. Нека x, yu # 
са елементи Ha L ¢ 

[ x—yli=0 и ||y τ ! . 
Torasa 

| x—zll=l (x—+(y—2lslx—yli+iy
—2=0 

и тъй KaTo no дефиниция ||x—z. : 0, то ;x—2z|{=0. С това тран- 

зитивността на релацията несъществено различие е доказана. 

Читателят ще съобрази, че ако х е несъществено различно OT 

X, M уе несъществено различно OT Уъ то х+у е несъществено 

различно от Χ ἘΜ Също при тези условия A X е несъществено 

различно от А X; 88 всеки скалар χ Ц ж< ж. Ето защо всичко, 

което е дадено в L, е инвариантно спрямо несъщественото различие. 

Това позволява да определим равенството в L като несъщест- 

вено различие. При това, както вече видяхме, няма да се появят 

никакви неудобства при извършване на линейните операции или при 

пресмятане на нормите в L. Hewo повече, всеки елемент X на Бе 

|| Χ | Ξ Ὸ e несъществено различен от нулата и при новата релация 

равенство L става нормирано пространство. 

Ако не желаем да усложняваме релацията равенство в L, съ- 

щото нормирано пространство можем да получим и с факторизиране. 

3.5.5. Предложение. Нека L е полунормирано пространство, 

R e релацията несъществено разлиние 8 Lu 

¢: L —LIR 

е свответното канонияно usobpascenue. Tozasa в LIR uma един- 

ствена структура на полунормирано пространство, за която 

са изпълнени равенствата 

*((4) : И ф (<+у-ф (σἡ Ἐφ (I, 
5) Ф (Мх)-А Ф (x), 

(6) Πφ ()=l х 
;а; ,;З;оизволни x, yom L и 3a всеки скалар . При mosa eduncmse- 
к полунорма в LIR, 81 която е изпълнено (6), е норма. 
провЕ :в: азателство,. По същество то се свежда тъкмо до 

ряване инвариантността на онова, което е дадено B L, спрямо 
несъхщгзт:::;те;тразличие. Предоставяме подробностите на читателя. 
се wamnpinn q}a“lfge“;a L HNXIT абстрактна npupona, най-добре e na 
e e дар остр:не. ко обаче те имат конкретен характер, 
ае еи елу нем в L, като през цялото време вместо с 
DT се малака е бим с несъщественото различие. Само по един 

ага да бъдем внимателни: понятията, които по-нататък 
ще въвеждаме B L, трябв e „ трябва да са инвариантни при несъщественото 
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5 3.6. ΟΧΟΠΉΜΟΟΤ Η НЕПРЕКЪСПАТОСТ 

В НОРМИРАНИ ПРОСТРАНСТВА Н 

Нека L е полунормирапо пространство, ἰχ ευ е реднца от еле 

менти на L н @ e елемент на L. Казнва се, че @ € граница на реди- 

цата {"‘7}761" и се пише 

a=lm x, или а-Ши {X}er, ИЛИ Ху =4, 

увг уее 

когато за всяко « > 0 съществува такъв индекс Yo Г, че за всички 

УуУЕГ су Y, да е в сила 

| —ali<e й 
Ако полунормата на Д не е норма, грапицата не е единствена. 

Ако а е грапица на редицата {χ ) ег» нейни ΓΡΆΠΗΠΗ са всички TOUKM 

b ot L, KOHTO са несъществено различни OT а, и това са всичките й 

граници. 
Правилата за намирапне на граници от 6 2.4 ге пренасят почти 

без промяна и в тази по-обща ситуация. Вместо (5) от 5 2.4 обаче 

се появяна очевидно правила 32 намирапе на грапица на произведе- 

ние на редица OT скалари M редица от вектори. Услопието на Коши 

от теорема 2.4.3 и тук е необходимо, за да бъде една редица схо- 

дяща. То обаче не е достатъчно. Нормираните пространства, в които 

условието на Коши е достатъчно, за да е налице сходимост, се 

разглеждат в следващата глава. 
Нека сега L и M ca полунормирани пространства и Χα L. 

Едно изображение f: А — /И се парича непрекъснато в някоя 

точка ¢ Χ, когато за всяко в >0 съществува такова 6 7>0, че sa 

всяко X € X, 88 което е изпълнено неравенството |[x—E[| <3, да е 

изпълнено и неравенството (| f (х)--/(8))|« ε. , 

Както трябиа да се очаква, и тук е налице теорема на 

Хайне. Axo изображението [ е непрекъскато 8 точката Еот 

дефиниционната си област X, за всяка редица (Ху)уср. членовете 

на която εὰ om Х и която има Е за граница, съответната редица“” 

( (% εν от функционалните стойности има за граница } (Е). 

Обратно, ако за всляка обичайна редица 

Хр Xaveser Хне 

от елементи на Х с граница Е съответната редица 

f(xl)'f(x’.‘)i'“:f (Х„),.„ 

om функционалните стойности има 34 граница , функцията 

Ле непрекъсната в точката ξ, 
Това твърдение се доказва също както и в елементарния анализ 

и поради това не ще привеждаме доказателството му. 

Изображението / се нарича непрекъснато, когато е непрекъснато 

във всяка точка Е на дефиниционната си област X. 
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За да посочим пример, ще покажем, че нормата в L e непре- 

късната. 
Наистина, ако X и у са елементи Ha L, те 

ж| (x—N+yls| α)» εὶ 
и следователно | , , 

! у а жУ 

Аналогично цу х τ χ τ , 
Ето защо 

() Ш й У ж =y 

и непрекъснатостта на нормата е вече очевидна, 

Нещо повече, (1) показва, че нормата е равномерно непрекъс 

ната в L. 

§ 3.7. ОТВОРЕНИ И 3ATBOPEHW МНОЖЕСТВА 

B НОРМИРАНИ ПРОСТРАНСТВА 

Нека L е полунормирано пространство. Едно подмножество Е 

на L се нарича затворено, когато заедно с всяка обичайна редица от 

свои елементи съдържа и границите й. 

От тази дефиниция директно се получават следните свойства на 

затворените множества: 

а) празното множество й цялото L са samsopenu; 
6) сеченцето на произволна фамилия от затворени множества 

е затворено множество; 
в) обединението на краен брой затворениа множества е за- 

творено множество. 
ΟἹ 6) следва, че ако А е произволно подмножество на L, из- 

между затворените подмножества на L, съдържащи A, има едно, 
което се съдържа във всички останали. То се нарича затворена об- 

вивка на А и се означава с A. 
"8. 7.1. Предложение. Нека L е полупормирано пространество 

u A e подмножество на L. Тогава затворената обвивка на А се 
състоий от границите на всевъзможните сходяши (обичайни) pe- 
дици от елементи на А. 

Доказателство Да означим с А съвкупността на Tpanu- 
ците на всевъзможните сходящи редици от елементи на А. Тъй като 

A е затворено множество и ACA, от определението на затворено 

множество следва ACA. Ето защо твърдението ще бъде доказано, 
ако се убедим, че А е затворено. Нека 

Уъ Yaeeis δ,᾽ηνν.. 

е редица OT елементи Ha A и 7 e нейна граница. Тъй като Y, €A 

то ул € граница на някаква редица ot елементи на A, Следователно 
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, 1 съществува X, €4 с || ха-- | < Сега не е трудно да се ὁβοῦ- 
рази, че 1 е граница и на редицата 

х]: х2,..., Xn,..., 

чиито членове ca ΟἹ A. Ето защо 
това предложението е доказано. 

От него и от правилата за смятане със 
средствено следва, че затворената ОбВИВКа 
на L е подпространство на L. Читателят щ 
следствие, че 

за всеки две подмножества Д и В на L. Ако А 
А се нарича zscmo B B, когато ВС AL Съгласно горното предложение това очевидно означава, че за всяко b ¢ В , и за всяко >0 съще- ствува @€ A, за което ];!)-а!](е. > - Едно подмножество (/ на Ζ се нарича отв нението му L\ U е затворено. От а), 6) и 
следните свойства на отворените множества: 

а) (Зи L εὰ отворени множества; 
6') обединението на всяка фамилия от отворени множества е отворено множество; 
B') сечението на краен брой отворени множества е отворено множество. 
3.7.2. Предложение. Едно множество U в едно полунормирано 

пространство ( е отворено mouno когато за весяко EelU съществува maxosa в > 0, че за всяко хЕ ( ¢ |х--Е!| <е Oa e 8 
сила x¢eU. 

Доказателс-тво. Нека най-напред #/ e отворено. Да до- 
пуснем, че съществува такава точка E€ U/, че за всяко в >0 да 
съществува X €L с Цх--Е| «е и x€U. Ако дадем на в последо- 

1 1 вателно стойностите I, ' γ5 515 сул Ще получим редица 

( Хр Хаеу Хне , 
членовете на която удовлетворяват неравенствата |«л--“| «- κ 

условнето x, €L\ U. Ho тогава Е би трябвало да e граница на 
тази редица н от затвореността на Д“.(/ би следвало ξ ¢ L\ U, 
което е противоречие, С това е доказана необходимостта, 

За да докажем достатъчността, ще се убедим, че множеството 
Г (Ле затворено. Нека sa тази цел (1) е редица от елементи на 
LNU u нека ξ е нейна граница, Ако допуснем, че ЕЕ L\ U, ще 
съществува в > 0, за което от |« --ξ } < « винаги следва x Е U. Но 
OT известно място нататък членовете на (1) удовлетворяват перавен- 
ството | х,--Е| « а и поради това би трябвало да е изпълпено 
условието χ Ε U в противоречие с х.ЕД ХХ U. С това предложе 
нието е доказано, 

Орено, когато допъл- 
в) веднага се получават 
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3.7.3. Теорема. Нека L и M са полунормирана npocmpaétnc‘;n%a_ 

XclLu f: X— M e някакво изображение. При тези преопол 

2жения следващите mpu условия €4 €KGUSAAEHALHIL 

а) изображението [ е непрекъснато; й 

6) за всяко затворено множество Е в M съществува затво 

ι (Е)-АпХ; рено множество Fy в L, за което / Ἷ 

в) за всяко отворено множество (/ в М съществува отворено 

- =U;nX. множество U, в L, 3a xoemo Κ 1 ( 1 
Доказате летво. Еквивалентността на 6) Η в) се получава 

чрез очевидно преминаване към допълнения и е предоставена Ha 

читателя. 
Ще покажем най-напред, че от а) следва 6). Дадено e, че fe 

непрекъснато. Твърдението ще бъде доказано, ако установим Da- 
венството ΕΝ 

#3 ) =XnFT@. 
Нека ЕЕ Xnf— (F). Тогава съществува редица (1) от елеменвти на 

753 (Е), за която E=lim ж.. Тъй като членовете на (1) ca от / (F), 
п-ъсе 

10 / (жх.)6#Е за всяко n=1,2,... От друга страна, / ()=lim f (x,) 
n—oo 

съгласно теоремата на Xaitwe. Cera oT затвореността Ha Я следва 
FEYEF, т. е. ξε ! (δ). С това е доказано включването X N[ (F)C 
с/ (F). Но противоположното включване е очевидно и всичко е 
доказано. 

Остава да се убедим, че ΟἹ 6) следва а). Нека за целта (1) ι: 
редица от елементи на X, E€¢ X иЕ e граница на (1). Трябва ла 
покажем, че / (5)- Ш f (x,). Да допуснем противното. Тогава ще 

=0 

съществува TakoBa ¢ >0, че за безбройно много п да е B сила 
(2) : " (k) —f ©) Ἐ ε. 
Като преминем към подредици, без ограничение на общността можем дарпредполагаме, че (2) е изпълнено за всички м. Да означим сега с Г затворената обвивка Ha съвкупността { ()) на образите на Ъ!;ех;?;ете на (1). Съгласно (2) f (5) не може да бъде граница на редица и съвкупност и ΟἹ предложение 1 следва Σ (Ὁ ¢ F. Ето защо 
(g) ξε ι (P). T APyra страна, MO условие съществува затворено множество Е в L, за което / (F)=FnX. Or това равенство следва X, € А) и тъй κξ " като ξ е граница на (1), τὸ А. : 
ΑΤ протино(ре)чне сЕЕЗ).Х Ето защо E¢ А) Ο Χ и следователно 

С това теорем 
1 

В предищния пар 
юрмата & nenpen: 

arpad видяхме, че но Сега от Topuara теорема следи ; Г Е и 0 βέκκο А ι *"‘1 

bk 

noay 
свой 

() 
3a 

MHOXECTBOTO A Че за всяко £ L и за всяко в > 

“) B e)={x¢L: ἰχ --Е| 5 e} l:‘ 

е прообраз upes нормат κ 1 

εετπορεῇοτο множество [0, Е) от числовата права, К!Жножрествотз а на r‘ 
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) Ο(ξ, ε)τείχ ἐ : | х --# <е) 
пък е отворено. И действително това множество очевидно е прооб- 
разът чрез нормата на отвореното множество (—00, в) ΟἹ В. 

Множествата (4) и (5) се наричат съответно затворено кълбо 
Ἡ отворено кълбо с център Е и радиус ε. Те играят определена 
техническа роля по-нататък. Тук ще отбележим само, че съгласно 
предложение 2 едно подмножество U на L е отворено точно 
когато заедно с всяка своя точка съдържа и цяло отворено кълбо 
C център в тази точка. 

§ 3.8. НЕПРЕКЪСНАТИ ЛИНЕЙНИ ФУНКЦИОНАЛИ 

Тук ще разгледаме непрекъснатите линейни функционали в едно 
nonynopmupaflo пространство L. Следващата теорема посочва няколко 

своинства на един линеен фуНКЦИОННЛ, еквивалентни с непрекъснатостта. 

3.8.1. Теопема. Нека L e полунормарано пространство а Е е 
ланеен функционал в L. Тогава следващите шест условия са 
еквиваленткни: 

а) функционалът ἰ е непрекъснат 8 нулата; 
) функционалът Е е равномерно непрекъснат; 

в) функционалът Е е непрекъснат; 
х г) съществува число М>(, за което е изпълнено неравен- 

ството 

а) ιὦ ( ᾽ х 
за всяко x¢L; 

д) функционалът Е е огракицичен върху единичвното кълбо 

В8-1хЕД: || 1Ὲ 

е) множеството 

H={x¢L:1{x}=0} 
е затворено. . 

Доказателство. 
ността на условията а) --г). 

Нека Г e непрекъснат в точката 0 и ¢ е произволно положително 

число. Тогава съшествува такова 5 >0, че при хЕД и Цх| < 5 да 

e в сила ! (х)|< в. Нека χ' и ж” са произволни точки на Бе 

жХ” < &. Тъй като Ге линеен функционал, от начина, по който 
бе избрано 3, следва | : 

|2y —1 ( {Ξ (ж - χ | <e 

и равномерната непрекъснатост на ἐ е доказана. С това е устано- 

вено, че от а) следва 6). 

Преходът от 6) към в) е тривиален. 
Нека e налице в). Да допуснем, че г) не е изпълнено. Тогава 

за всяко =1, 2,... ще съществува такова X, Е L, че да e изпълнено 

неравенството 

Най-напред ще установим еквивалент- 
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(2) ι (х.а| >я Χ. 

От (2) следва | x,i : 0. Наистина в противен случай бихме имали 

| ха-- 0 |=|x,li=0, поради което ' x,—0.! би било по-малко от 

всяко положително число. Но тогава ΟἹ непрекъснатостта на Е би 

следвало, че 14 (X, | е по-малко от всяко положително число. В такъв 

случай бихме имали ἰ (x,)=0, което противоречи на (2), тъй като 

" , || #: 0. И така | χ # 0. Сега от Ω) следва 
1 - 

Θ |t 255 
Ot друга страна, | 

Ха ξξ- 1 Н w_ 1 

Η п [Ехл:-[--ом- л | xp'l Ἱ.χ“ξ.- п” 

X, 

ETo защо редицата с общ член —HT';‘ τ има 0 384 граница. От 
и и “1 

непрекъснатостта, на Г тогава следва, че редицата с общ член 

ί(ῖιχ; ,,-) клони към нула в противоречие с (3). С това е устано- 

а 

вено, че от в; следва г). - 

Тъй като преходът от г) към а) € тривиален, еквивалентността 

на условията а) — гу е установена. 

Поради хомогенността на [ и на нормата условията Ty и д) са 

очевидно еквивалентни. 

Сега ще покажем, че условието е) следва от в). Нека функцио- 

налът Г е непрекъснат. Разбира се, Η е прообразът чрез Г Ha едно- 

точковото множество (0) в полето на скаларите, а това едноточково 

множество е затворено. Ето защо от теорема 7.3 следва, че H e 

затворено. 
Накрая ще установим, че а) следва от е). Нека множеството 

Н е затворено и 
Хр Хе чека Хуе (хпе[”) 

е редица, която има нулата за граница. Трябва да покажем, че редицата 

Lix), Uixgy, ooy Lixy, ... 

клони към нула. Да nomycHem противното. Тогава чрез преминаване 

към подредици без ограничение на общността можем да предполо- 

жим съществуването на такова в > 0, че за всяко n=1,2,... да е 
изпълнено неравенството |/ (х.)| е. Ho тогава редицата 

(4) щА 2 Ха 
с) " Б() РО Е жа) Τ 

също би клоняла, към нула. Същевременно 

" ( (ι-ζᾖ-):ι 

Нека сега а e enement на L с ἰ (а)-1. Тогава 
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и следователно всички членове на редицата 

а ЧН ... . X 
(5) =Ty а7-7рр те G g e 

” " са от P{ Тъй като {4) клони към 0, (5) има 88 граница а. OT зат- 
вореността на #Г сега следва a ¢ #Т в противоречие с ἰ (@)=1 и on- 
ределеннето на #7. С това теоремата е доказана. 

5 3.9. СПРЕГНАТО ПРОСТРАНСТВО НА НОРМИРАНО 
NPOCTPAKCTBO 

Heka L e полунормирано пространство. С / ще означаваме 
съвкупността на всевъзможните непрекъснати линейни функционали 
в L. Очевидно сборът на два непрекъснати линейни функционала B 
L е непрекъснат линеен функционал B L, а също така произведението 
на непрекъснат линеен функционал и скалар е непрекъснат линеен 
функционал. Ето защо L* е линейно пространство. 

Ще превърнем /“ в нормирано пространство. За целта е нужно 
да въвелем норма в Д“. Вече видяхме, че произволен непрекъснат 
линеен функционал ἐ в L е ограничен върху единичното кълбо 

8-1ХЕЕ: |х| ж 1}. 

Ето защо за всяко ἐξ { може да се образува числото 

Ο 1 (). 
жв 

По този начин се получава изображение И il: L* — {0, oo). Непосред- 
ствено се съобразява, че това е една норма в L*. 

Така полученото нормирано нпространство L* се нарича спрегнато 

пространство на L. . 

Непосредствено се съобразява, че 88 константа M e изпълнено 

неравенството 
() С ΈΞΖΟΩΙ 

@ =M х 
за всяко x € L. Тъй като по определение |! e най-малката конставта 

M, за която e в сила (1), то | 44 e и най-малката константа М, за 

която е изпълнено (2). По този начин 32 всяко x €L и за всяко 

16 46 имаме 

& sl {{π|ν 
KOHCTaHTa, 88 която е B сила (3) за BCAKO x¢L. 

егнатото ПРОСТРЗНСТВО на дадено нормирано 

ните въпроси на функционалния ана- 

итателят ще намери такива примери, 

” като [V e най-малката 
Описанието на спр 

пространство е един от интерес 

лиз. В задачите към тази глава ч 
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§ 3.10. TEOPEMA НА XAH — BAHAX 

B § 4 видяхме, че B едно линейно пространство винаги има 

достатъчно много линейни функционали. Тук ще уточним този ре- 

зултат, като се убедим, чев нормиранитс npocrpaucma винаги има 

достатъчно много непрекъснати линейни функционали. 

3.10.1, Teopema (Хан--Банах). Нека L e peaano noay- 

Hopmuparo npocmpancmso, Ly e nodnpocmpancmso Ha Lul,:Li—R 

е непрекъснат линеен функционал 8 Ly. Тогава съществува непре- 

къснат линеен функционал :1.- В със следните две свойствал 

а) изпълнено е равенството Ux)y=l;(x) за всяко x¢ Ly 

6) [iLfi=|4 " 
Доказателство. 88 да се убедим B съществуването на 

1, ще си послужим с лемата на Цорн. За целта ще означим с X 

съвкупността на всички наредени двойки (А, 2), където A е под- 

пространство на L с ADL; и АТА ->- R е линеен функционал със 

следните две свойства: 

а”) изпълнено е равенството А(х)-((х) за всяко X Е Ly 

6 изпълнено е HEPABEHCTBOTO Ἰλίῦ = ὐ 1 x: 32 BCAKO XEA. 

Cera B X ще внесем HapexGa. 3a два eaementa (А, А) и (A, Q) 

на X ще пишем 

(А, Х) < (А7 Х) . 

когато ACA’ и е изпълнено равенството λ'. (χ)τελ {x) 3a всяко χξ Δ- 

Читателят ще се убеди, че релацията < действително € наредба в Х 

Нека сега # е произволна непразна верига B X. Ще се убедим, 
е че # притежава мажоранта в Х. За целта най-напред ще положим 

) Ap=U{A: (А, А) ЕЕ) 

и ще покажем, че A, e подпространство на L. Нека a¢ Ay и b €A, 
Тогава съществуват (А,, А) ЕЕ и (Ay, А) (Ξ с 

@ agh, beh, 
По условие обаче множеството Е e Bepura. Eto защо ще бъде из- 
пълнено някое от неравенствата 

(3) фу м) = Qg λ2)}ν (Аз, M) < (ὰν М). 
(Нека е налице например първото от тях. Съгласно дефиницията 

на = OT него следва А,СА,. Ето защо от (2) следва 

4 | авАз» beA,. 
Тъй като A 9 е подпространство на L, за произволни ска 
ще имаме ’ P скалари α и В 

(5) «а+В δελιαλρ, 
C което е проверено, че A, действително е подпространство на L. 

Сега ще дефинираме линеен функционал λο: Ау -- В. Нека ае 
произволен елемент на Ay, а (λὶν 3) и (А,, 2) са елементи на B с 
акАр и аЕАг. Тъй като E е верига, ще бъде в сила поне едното 

5 Увод във функционалния анализ 65
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OT неравенствата (3). Нека отново е налице първото от тях. Тогава 
OT определението на < следва A/a)=A{a). Това показва, че при 
фиксирано ав Ay числото А (а) не зависи OT случайността при избора 
на (А, А) €3 с acA. Сега полагаме N 

(9 λοία) --λί(α), 
където (A, А) e произволно избран елемент на # ς авблА. 

Ще покажем, че така определеното изображение Ay:A,— R е 
линеен функционал. Нека абД и 6 Л. Тогава съществуват (A, А) 6 
и (Ay, Х) εΞ с (2). Разбира се, поне едното OT неравенствата (3) е 
OTHOBO изЗпълнено и пак ще предположим, че такова е първото OT 
тези неравенства. Поради това ще бъде налице (4), Разбира се, ако 
« и В са произволни скалари, ще бъде изпълнено и (5). Ето защо 
от определението (6) следва 

λυίαα - β6) <-(ва-4- 86) 
=a λρία) -ἘΒ 100) =a λρία) +B λρί(δ), 

тъй като )y е линеен функционал. Това показва, че A, е линеен функ- 
ционал в A,. 

Ще се убедим, че двойката (A, 2)) е елемент на X. Ot (1) оче- . 
видно следва Д2 L. Нека x¢ L;. Тъй като за всяко (А, А) ¢ E имаме 
AD L, иА х) - (х) съгласно а”), от (6) се получава 

) А() ()}, 

с което е проверено условието а”) за (δρ, 24). 
За да проверим и 6) за (A, Ay}, нека a ¢ A, Тогава за някое 7 Х ) 0 

(A, А ЕЕ ще бъде B сила @ ¢ A и тъй KaTo условието 67) € изпълнено 
за (A, А), ot 6) следва 

а) Ма 14) αἹ, 
) за Ау λυρ)- Така се убедихме, че (Ав 3) € X. с което e проверено 67) м X 

Cera ще покажем, че Ду λὴ е мгжоранта 3a &. Нека (А, А) ¢ E. 

Тогава ot 11) следва Ас Ау Същевременно от (6) намираме λρ (а) 

=2 /а) за всяко абА. Следователно неравенството A, 4 < (ἀφ М) 

е изпълнено за всяко {A, А) Е . " 

Така показахме, че всяка непразна верига & B X притежава ма- 

жоранта в X. Същевременно X не е празно, тъй като (L, ) e 

елемент Ha Χ. Ето защо X има максимални елементи. Да означим 

с (А, 2.) произволен максимален елемент Ha X. 

Ще покажем, че A=L. Да допуснем противното. Тогава би 

съществувал елемент ξ на L с E¢A Сега за произволни елементи 

а и & на А намираме 

[λ(α)---λ(δ) ! а--6)! < #6 la—b] 
=4 (а+5)--(0+5)" =LY Πά ἘΞ + А Ἐξ}} 

тъй като, бидейки елемент на X, двойката (X, А) притежава свой- 

ството 6°). От тази верига от равенства и неравенства следва 
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M Ма)-- } Ва+Е! # е)+ Lt δ τ ε, 
за произволни елементи а и b на А. 

Да разгледаме фамилията 

M) -- 1 а [ἢ ἔσεε ! Χ ἘΠῚ 1245 жА 

oT затворени интервали в R. Неравенството (7) показва, че всеки два 

интервала от тази фамилия имат обща Touka. Ето защо от теоремата 

на Кантор следва, че съществува реално f, за- което €2 изпълнени 

неравенствата ΄ 

χ(ῶ -τ А е45)56 Θ ἘΠὺῚ 1 etk 

за всяко СЕАЛ. От тях очевидно следва 

(9 |а) --#! Ξ Lt е+ 
33 всяко σέλ. 

Сега κ означим с A’ съвкупността на всички елементи на Е 

от вида 

9) - с+а Е, 
където с пробягва A, а «-- съвкупността на всички реални числа. 

Тогава A’ е линейно подпространство на L, 

(10) КоОАЛ и А Ἐ Δ, 
тъй като ЕСА” и ECA. 

Нека ¢ +o Е-с”4-а” Е 32 някакви ¢ и с” 0T A и за някакви 

o u o от В. Ако допуснем, че o' + «”, от това равенство би следвало 

1 
E=”"—‘&u“ (c"—cYeah α' — 

в противоречие ¢ £E€A. ETo защо o' =a”. Cera непосредствено се 
съобразява, че и ¢'=c”. Ετο защо всеки елемент Ha А” има един 

ствено представяне във вида (9). 
Следователно, ако за произволни ¢ ¢ A и «Е R положии 

1684 М(с4+-« Е)--А(с)-- « i, 

получаваме коректно определено изображение λ' : Δ' —— В. Тъй 
като А е линеен Ффункционал B A, от (11) следва, че и Х” е линеен 
функционал в А”. 

Ще покажем, че (λ', 7)6 Χ. Тъй като A'DA съгласно (10) и 
Λ͵3 L, то A’DL;. Също Taka просто се проверява и наличието на 
а”) за (A', Х). 

Сега ще проверим, че (A’, 2”) притежава и свойството 67), T. е. 
че е изпълнено неравенството 

(12) ιλ(ο)---α ἐϊ 5 а |е 
за произволни c€A и «ЕВ. При «--0 (12) е изпълнено, понеже 
(A, 2)¢ X и следователно (A, А) притежава свойството 6”). Поради 
хомогенността (12) при а # 0 очевидно € еквивалентно с 

Ἀ{ ) - < ἐξ τε], 
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което й = я ето следва от (8), тъй като ——¢A. С това свойството 67) 88 (A%, A') 
е проверено и следователно (Λ', 1) Е X. 

Освен това A’ удовлетворява (10), а от (11 = 
A'(c)=2x(c) 3a всяко сКА. Следователг)ю (1) 22 2=0 получаваме 

(Δ’, M) = (A, А). 
Cera ΟἹ максималността на (A, А) следва (A, A)=(A’, А). Ето защо 

A=A’, което противоречи на второто условие (10). Пол - 
тиворечие показва, че A=L. (19) ученото про 

Така се оказа, че функционалът А е 5 дефиниран в цялото Д 
Сега ot а!) и 6”) следва A(x)=[,(x) за всяко x¢L, и A Ξ [ Е 
за BCAKO X € ΄[͵ С това се убедихме, че функционалът A εῃκὲπὀεκτ:ς- 
нат и че ПА < А ||. Ot друга страна, при x¢ L, имаме 

1502 |-- | А() < Al [{51}} 
поради което ПА Н < ПА |. С това теоремата е доказана. 

Горното доказателство е едно типично приложение на лемата на 
Цорн. Да отбележим изрично, че то може да се раздели на две 
части: съществуване на максимална двойка (A, А) и използуване на 
максималността на (А, А), за да се убедим, че А притежава желаните 
свойства. 

Лемата на Цорн бе използувана само в първата част и раз- 
глежданията там бяха тривиални--- нещо, което е типично за този 
метод. Максималността на (A, А) използувахме чрез една увеличаваща 
конструкция. В същност всяко построение, което по даден елемент 

на X дава негова мажоранта, осигурява и по едно свойство на макси- 

малните елементи на Χ. Нетривиални моменти при използуването на 

лемата на Порн се наблюдават главно при изобретяването на такива 

увеличаваши ксонструкина. Те напомнят ПРЕМННЗВЗНСТО OT Χ към п+1 

при обичайната инлукция. 
Функционалите 4 със свойството а) от формулировката на теоре- 

мата на Χαη- Банах се наричат проделжения на Д. Ilo този начин 

тази теорема твърди, че всеки кнепрекъснат линеен функционал, 

дефиниран върху подпространство, приатежава непрекъснато про- 

дължение със същата коржа. 

Следващата теорема показва, че непрекъснати продължения СЪ- 

ществуват и в комплексния случай. + 

3.10.2. Теорема. Нека L е комплексно полунормирано про- 

странство, Г., e nodapocmparcmso на Lul,: Д - С е непрекъснат 

ланеен функционал в Ly. Тогава съществува непрекъснат ланеен 

функциокал Г: L — С със следните две свойства: 

а) изпаълнено е равенството (х)-((х) за всяко x€Lg 

6; ξ {{|Ξ {ἃ 4. - - 

Доказателство. Тази комплексна форма на теоремата на 

Xan — Банах ще установим с помошта на доказаната вече теорема 1. 

фУНХЦНОНЗЛЪТ ll MOXe да се ПРСДСТЯВИ във вида 

аз) L ей x)—ik (i %) 
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| 
екторно про- 

където Й: (л — В е линеен функционал в ρἁξ;:οἷἓ = рани?шм npo- 

CTPaHCTBO, което се получава от L;, след като > 
, Тъй като L 

с умножаване с реални скалари (вж. предложение an. T 

е реалната част Ha Д, й е непрекъснато и 

(14 fnil=lad. 
¢ ължение 

ΟἹ теорема 1 следва, че () притежава непрекъсна;оост;в(;:ство e 

I:[ — R, което е линеен функционал B реалното р 

за което е изпълнено равенството 

а5 ΤΝ 
: 6Η0 

Съгласно предложение 3.1 изображението :1. — С, определ 

с равенството 

- {16} Uxy=l{x)—1 #О x}, 

е комплексен линеен функционал в L. Ot (16) и ΟΤ Ηἵπρεκἓεἓξτἓετἶξ 

на Г следва, че и функционалът Г е непрекъснат. Тъй като, ру 

Ἷ ) κ 40 е про- 
страна, Г e продължение Ha 4, ot (13) и (16} следва, че u ἐ р 

дължение Ha Д. 
Ето защо ЦА| < и теоремата ще бъде доказана, ако се 

убедим в противоположното неравенство. За тази цел за про[тз?о;ш(;) 

x ¢ L избираме комплексно число z, за което |2#1-1 и Ζ ἰ(χ) ξξΞ.ι-. 

Тогава от комплекената хомогенност на Е следва 

26 < « х) ее Цех) ех) 
etz Ц 1Ἰ π 

тъй като съгласно (16) имаме ἰ (ех)-/("2х) поради lzx; ΞΞΟ. Сле- 
Н : Н Ny RN Ν τ „ дователно НЕ < {{{||}, а това заедно с {14} дава ᾿ἐ " ий . Ето 

защо ЦЕ|- ЕА и теоремата е доказана. 

§ 3.11. ЛИНЕЙНИ ОПЕРАТОРИ 

Понятието линеен функционал притежава важно естествено οὔ- 
общение. Нека L и M са две линейни пространства с едно и също 
поле на скаларите H. Едно изображение п : L — M се нарича линейно 
или линеен оператор, когато притежава следните две «свойства: 

а) изпълнено е равенството 

wlx+yy=u{xy+uly) 
32 всеки два елемента X ν на ; 

6) изпълнено е равенството 

й0. х)--А ulx) 
за всяко A€ H'u за mesko x¢ L. 

Korato пространствата L и M ca полунормирани, добиваме въз- 
можност да разглеждаме неп 
към M. Те образуват 

рекъснатите линейни оператори ot L 
линейно пространство, което понякога се 03- 
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начава [L, M]. Също както и при линейните функционали, се доказва, 

че едно линейно изображение #: L — M е непрекъснато точно когато 

съществува константа С, за която е изпълнено неравенството 

п() и Срх) за всяко x¢ L. Най-малката такава константа С се 

означава с |й | Читателят ще провери, че така полученото изобра- 

жение | ὺ ττΈ, M]— [0, со) е норма в [L, M]. По този начин . M} 

придобива естествена структура на нормирано пространство. 

Примери за непрекъснати линейни изображения са идентитетът 

е: . — L на произволно полунормирано пространство, а така също 

изображението @ от предложение 5.5. Ако : La-Muov:M—K 

са непрекъснати линейни изображения, непрекъсната е U композицията 

oo u. Линейните биекции шй: Д — M, които запазват нормата-- 

( || ж| за Besxo x ¢ L, — се наричат изоморфизми. При нали-. 

чие на изоморфизъм пространствата L и M се наричат изоморфни. 

Математиката и физиката доставят интересни и разнообразни 

примери 33 непрекъснати линейни изображения. 

8 3.12. ПОТОПЯВАНЕ НА НОРМИРАНО ПРОСТРАНСТВО 

BDbB BTOPOTO MY СПРЕГНАТО - - 

на едно полунормирано простран- 

рано. Ето защо можем да образу“ 

. Последното се нарича 

Спрегнатото пространство L* 

ство L e, както знаем, също норми 

ваме и неговото спрегнато пространство L** 

второ спрегнато на L. 
На произволен елемент х на [ ще съпоставим елемент ἐ(χ) на 

1#“. Съгласно дефиницията на #“ обектът i(x} би трябвало да е 

„ линеен функционал ἐ(χ) : “ τ Н, където Н е полето на скаларите. 

Определяме i{x) с равенството 

( (09) 4409 
за произволно ἐξ L*. Разбира се, дясната страна на (1) има смисъл, 

понеже [ е линеен функционал B L. По този начин при фиксирано 

х ἨΔ всеки елемент ἐ на [# съпоставихме по един скалар (1). Сле- 

дователно така получихме изображение #Х) : L* — Н. Непосредствено 

? то i{x) е линеен функционал Β 1 

се проверява, че изображение 
Ще покажем, че този линеен функционал е 

(извършете проверката. 

непрекъснат. От (1) порадя непрекъснатостта на ἰ следва 

(2) [ (i) g Ξ = { Πχ | Ξ Ж ПЕ 

884 всяко 16 L*. С τοβᾶ непрекъснатостта на {(x) e установена. Нещо 

повече, от (2) следва и неравенството 

&) Π (ol : χἹ 

всяко x € L. 
| 

ва ξ всеки елемент X на 1 съпоставихме елемент 

По този начин на 

Дх) на L**. Все едно определихме изображение 

у 
4) 
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3.12.1, Теорема. За велко полунормирано пространство | μ3. ображението i е линейно а залазва нормата. Доказателство. Ликнейността на [ следва непосредствено от определението. Проверката й предоставяме на читателя като упражнение върху определението на #. 
По този начин остана да проверим само запазв При | x[i=0 то следва от (3). При Цх!40 me u 

mara на Хан — Банах. й 
Да разгледаме. подпространството L, на L, породено οἹ х, т. е. съвкуцността на всички произведения от вида A X, където А пробягва съвкунността на скаларите. За произволен скалар А да положим 

ἐ х) fixi. 
Така получаваме линеен функционал Li:Ly—~H. Освен това 

|а .А) | χ еА x|, 
т. е. [ἀ{νὺ |-- УЦ за всяко y e L,. От това равенство следва Д ||=1. Според теоремата на Хан-.- Банах Д притежава непрекъснато продължение ἀς } —H ς jlij=1. За така построекия линеен функ- ционал [ и 88 така избрания елемент х х очевидно имаме 

ЕЕ |)е Ц 1е х ее χ ЕЕ 
Ето защо (#х)| = χ . Cera от (3) следва ἢ i(x) i=ixil. С чова теоремата е доказана. 

зползуваме теоре- 

съществено различни. По-специално, ако Д e пормирано пространство, i e инекция. Тъй като в полунормирания случай равенството най-често Се схваща като несъществено различие, и B единия, и в другия слу- чай говорим за влагане на L във второто му спрегнато. 

§ 3.13. ЛИНЕЙНИ ФУНКЦИОНАЛИ В С (а, 5у 
Да се върнем отново към пространството С ([a, 5)) "на всички . функции /:(а, 6)-.В, които (4 непрекъснати в интервала [a, 6). Да снабдим С (g, 0)) с равномерната норма 

() | Ξεβαρ {If ()1 τ x¢la, δ}}. 
В пример 3.3 видяхме, че за произволна функция g:la, 81 - В с Ограничена вариация равенството | 

. b 

@) Kfy=-f #03 49а(х) (f€C (a, #0) 
a 

Оопределя линеен функционал [ в С Це, 5)). Тъй като съгласно пред- ложение 2.10.1 e в сида 

. 01 У g 
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функци;)налът ! е непрекъснат и за него е в сила неравенството 
И1 = У g Следващата теорема показва, 

а че 410 този пачин могат да 
бъдат получени всички непрекъснати ли: 1 нейни функционали в С(а, 67) 3.13.1. Teopema (Ф. Py с). 3a всеки непрекъснат .Еъ[инеьзгъ функционал : С(а, b)) — R съществув ограничена вариация, 30 която е изпълн 

[ 
й ocser mosa | 1=V g 

a 

Доказателство. Heka L e MPOCTPAHCTBOTO Ha всички ог- раничени функции f: [a, #) — R, снабдено с равномерната норма (де- финирана с (1) за всяко f¢ L). Очевидно С (la, 5)) e подпространство на L и съгласно теоремата на Хан --- Банах функционалът I, зададен непрекъснато продължение до 
ще бъде означавано също с L. 
родължение 4. По този начин {(f) придобива смисъл и за произволни ограниче ни Преквс функции в [a, b]. рекъснати За да се възползуваме от това, за произволни (фиксирани) X, ¥ €la, b],3a които х < y, ще разгледаме функцията у, : (а, 8] — R, определена с 

χ,,(Ζ):{Ο при e z<<xny<z=<Hh, 
Г при хе z <y, 

когато y < b, и с 

О при a< z< x, 

1 при хе 233 ὅ. 

Непосредствено се проверява, че за тези функции са изпълнени 
равенствата ‘ 

Е Хау 77 Хак Ξ χεν 
ΠΡῊ ΠΞ Χ « уя ὃ. 

Функцията #: [α, δ] - R ще определим с gix)=I(y,,) πρῃ 
α =x=0b. Ще покажем най-напред, че g e функция с ограничена 
вариация. За тази цел да разгледаме произволно подразделяне 

( а-хо < жр < Ха « .. « χ,τῦ 
на интервала (а, b] на подинтервали, Очевидно 

Ха (2) :{ 

я 

ἓ |е) - 2() [Ξ Σ ε, (θ(χὴ — glxi)) 
ἐξὶ 

където 88 всяко (-1,2,..., п числото ¢ е 1 или--1. От друга 
страна, от (3) се получава 

(5) 20) --- είχρ )5 ἶ(Χω;, - Xax;,_,) =/ (X"l-—l Xi) 

и следователно 
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я n n 

З ае — κ = н ееа н) = (2, 0 e ) 
=1 «1 - 

ΟἹ друга страна, читателят лесно ще съобрази, че функцията BAACHO 

на последното OT тези равенства за BCAKO X € [a, 6) приема стойност 

1 или --1. Ето защо 

ῃ 
п 

Σ е; Х*":-ц + l=1 
i=1 ' 

и следователно 
. π ‘ 

AR x,“=zat‘;1 
i=1 

Σ |е(х) — glo | | 
i=1 

88 всяко подразделяне (4) на (а, b] на подинтервали. Поради това 

функцията ре с ограничена вариация и е изпълнено неравенството 
& 

(6) vV е. 

Нека cera f:[a, ] —R e произволна непрекъсната функция, а 
€ — произволно положително число. Тъй KaTo f е paBHOMEPHO непре- 
късната, съществува положително число δ, 33 което € изпълнено 
И (x)—Ff (¥)| < ε за всеки две точки χ', х” (Та, 6) е 14 --х”|< δ. 

а разгледаме произволно подразделяне (4) на [a, δ) с х,-- Ха < 5 
88 всяко i=1, 2,..., n. Читателят лесно ще съобрази, че при про- 
изволен избор на междинните точки ξ, € [x, 3, х4А (i=1,2,...,n) e 
в сила 

υω-ξπξ,-) χ а 0 <e | 1 

за всяко X (а, b]. Ето защо 

7 Σ 1@ Ха а| <е 
l 11 . —1 р 

( — 5 Е) 4 - ς . I (ῃ ἓ!(ς.) l(x,,_‘ ‘i)l_‘l(f-?;‘, Π %, x,-)\ 

=W f— ; ἰ 14 =2 7€) х а| ε- 
Поради (5) оттук следва 

U — 3 76) (е(<)-- #04-4))|< е | 
#1 

за всяко подразделяне (4) на (а, 61 с х) -- Ха «Б и при всеки из 
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бор на междинните точки § ἰχ «Д. От това неравенство я от определението ΜῈ стилтесовия интеграл (тж. 6 2.5) следва (2), От 
b (2), както Beue видяхме, се получава |4|| < У /, а това заедно с (6) а : b 

дава ||« У f. С това Teopemara e доказана. 
а 

Така виждаме, че стилтесовият интеграл играе основна роля при изучаването на ограничените линейни функционали в С(а, 6)). Това ἈῸ голяма степен мотивира въвеждането на самия стилтесов интеграл, 

Задачи към трета глава 

Неравенства на Хьолдер и Минковски 
Задача 1. Да се докаже неравенството на Хъдлдер 

” 

1 1 за произволни комплексени &;, #; и положителни P, 4 с —— + —— ка 1, 
2 9 Упътване. Като използувате хомогенността, сведете към положителни а л 

и b; 33 които Σ а = 1. След това намерете (например с метода на Лагранж) най- 
ἐ-.} ῃ 

" n 

TOARMATA CTOMHOCT на (YHKUHATA Σ «) b; при условията #; 2 0 и Σ XP =1, 
i=1 i=1 

Задача 2 Да се докаже HepaseHCTHOTO на MHHKOBCKH 
„ I n 1 n 1 

(Σ τὰ - . 9}» < (3 а) + (3 100)7 
i=1 {π| i=1 

88 MOOH3BOMHH комплексни a;, #; нир = 1. 
Упътване. При неотрицателни а; и b; използувайте paBeHCTBOTO 

κ я щ 
Σ (α; + 6)6 = Σ аца; + 842-1 + Σ byla; + δὴΡ-- 
i=1 i=1 i=1 ) 

R HepaBeHCTEOTO Ha Хьолдер. 
Задача 3. Нека р > 1, С e положителна константа, а 4y, @y, ..., ад са реални 

YHCA3, за конто € изпълнено неравенството 

π π _l_ 

Σ а; x,!gc (Σ 11 )р 
i=1 ὶ ἐξὶ 

33 пронзволни реални числа X, Хй, .. Xpe I[a се докаже, че при тези предположе- 

ния е изпълнено неравенството Σ |а; 9 < C9, където числото 4 е определено от 

i=1 
1 1 

___+—-—=: . 

Р 
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Упътване. Спедете към случая а; > 0 и забележете, че е изпълнено ке- 
κ " 

ρεκἁπσἆ'ιοτο Σ Δ, #| 5 С при допълнителните условия х) = 0 и Σ ХР = 1. В това 

"1 1-1 

меравенство поставете онези X;, 38 които лявата му страна приема най-голяма стой- . 

ност (при дадените допълнителни условия). 

Класически норми в R* и C* 

Задача 4. Нека р = 1. Ако за произволен вектор х (%, Xp..., Хл) or Ἐπ 

положим 
n 1 

пе = (3, υνγ, 
ἐπὶ 

получаваме норма B R, Сходимостта спрямо всяка ΟἹ така получените HODME е по- 
коордииатната. 

Задача 5. Ако 32 произволен вектор X = (Х), Ха,..., Хл) в R" положим 

Π| χ Це = max {ζ κ,ξ 2 р 

получаваме норма в В”. Сходимостта спрямо тази норма € покоординатната. 

Задача 6. Всеки линеен функционал в R" € непрекъснат спрямо нормите ! [p 

(ре и | le , 
Задача 7. Нека а = (a;, йз,..., йл) © наредепа п-орка от реални числа и Ге 

n 

линейният функционал в Ε, определен с ДХ) = Σ a; X; 38 всяка точка X 

i=1 
- (Xy, X,..., Хк) от В”. Да се nokaxe, че 

а) ако R” се снабди с нормата || |}y, 10 || - | а е; 
6) ако ἨΠ се снабди с нормата || ||p 88 някое р > 1, 10 114 = |l allg, където 4 

1 
е определено OT PABEHCTBOTO —— Ἔ ---- = 1; 

в) ako В” се снабди с нормата || |le, то || . а . 

У пзъ тване. За да докажете 6), използувайте неравенството на Хьолдер и 
задача 3. 

Задача 8. За пространството ΟἿ формулирайте и докажете твърдения, аналогични 
на онези ΟἹ зад. 4 — . 

Пространствата 2 и 

Heka »ῬΞ 1.С 12 (l’c’) се означава съвкупността на всички безкрайни редици 

o 

X - {xi};:l OT реални (комплексни) числа, за KOHTO редът Σ κ Ρ е сходящ. СГ” 

i=1 
(lE") се означава съвкупността HA всички ограничени редици X == {xi}f;l OT реални 
(комплексни) числа. ΟἹ неравенството на Минковски (еж. зад. 2) непосредствено 

следва, че заедно с всеки два свои елемента X = ἰχή ; и y = [» ἠγπι всяко от тези 
множества съдържа и сумата им 

x+y={xi+yi?=1- 

Оттук директно се получава, че въпросните MHOKECTBA са реални (комплексни) 

линейви пространства. 

Задача 9, Нека р = 1. Ако 38 произволен елемент X = () на 17 положим 
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получаваме норма в 2. 
Зцдичцу 10. AxO 33 пронзволен EAEMERT X == {.\-‘-}:‘l Ha ( 

= sup { х, 2, подучаваме норма в i, 
Задача 11. Нека пространстьото ἐ ς снабдено с нормата 

положим 1 X || 

И жа 2455 e 
произволещ елемент на (”. Тогава за всяко х х от # редът Σ ax; e 

. ΜΗ i=l 

cxoxsut. Axo положим ((х) -Σ @;X; 32 всекн елемент X « {xi};?"l μ 0, 
#1 

чаваме непрекъснат аннсен фуккцнонал ( в # с норма Ц = На .. За всеки не- 
1 дпрекъснат хннеен ΦΥΝΚΟΒΌΗΔΑ ἐ в / съществува едннствен едемент @ = {ai}':‘; ι Ha 

noay- 

#*, 32 κοῆτο е B сила l(x)-z @; X; 33 всяхо x,:{x,.};;l or & 
i=1 

Задача 12, Henp)l.qemmonpueaenoor 
paaenm_l_+_l_=1, 

. - Ρ q 
# e сизблено с нормата Н Гро и а=[а;]д=1 е елеменвт на 19, Тогава за всяко 

"‘{‘x};x от # рехът Σ а; X; е сходящ. Ако положни Цх) =2 a;X; 88 всеки 
i=1 i=1 

еземент х.а {xi ,i";, на I, получаваме непрекъснат линеен фувкцнонал ἐ в 12 с норма 
144 τ Ча 4 „. 32 всекн непрекъснат яннеен фуншп:)нал {812 съществува единствен 

еземент а = {α}} . щН.закойтоевсш!(Х)=Еа,-х,-завсяко хе Т т от1». 
i=1 

„ Упътване. За на докажете първата част, използувайте неравенството HA 
Хьохзер и зад. 3. За Xa докажете втората част, за n=1, 2,... с e, означете елемента 
на 17, за който Χ, = () при < --п и X, --1. Положете a, = l(e,). След това дока- 

oo 

жете равенството Ι(.ι):Σ a; X; в съвкупността Е на онези елементи x={x,-,?‘_'__l 

i=1 
B2 /P, 32 конто само краен брой X; ca различни от нула. По-нататък използувайте 

л 

зад. 7,6;), за да докажете неравенствата Σ 1а, Ξ 1 4 (n=1, 2,...), и заключете, 
i=1 

οο 

we a = {a;]7>, ¢ #. 3a да докажете равенството Дх) = Σ a; %; 88 всяко χ = {χῇ 

#1 
ΟἹ [, забележете, че множеството F е гъсто B 1”. . 

Задача 13. -Hexa пространството [ e снабдено с нормата | |е Η 4= {“ἱ}ἷζι 
οο 

е произволен елемент на Й. Тогава 38 всяко # = {Χ;}ἷζ, or ” редът Σ a;x; е 
i=1 

οο . 

cxozemL Ако положим х) =2 ак за всеки елемент х « [t} na I°, полу- 
i=1 , 
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с норма || | = |} @ .. Съществуват He- 

итежават описаното представяне. 

¢ L означете съвкупниостта на 

lim X; съществува. 3a всяко 

Чаваме непрекъснат линеен функционал (в ” 

прекъснати линейни функционали I B #”, които не пр 

Упътване. 38 да докажете втората uacT, 

онези елементи X «« {x,-};’;l на ἐ , 38 KOHTO границата 
ἰ οο 

такова X положете [(X) = Hm X; и проверете, че Ге непрекъснат линесн функционал 

. o0 
" 

в L. Продължете този функинонал до непрекъснат линеен функционая Г в цялото Е 

с помощта на теоремата Η Хан — Банах и се убедете, че така полученото ἐ няма 

представяне ΟἹ вида #() = Σ a; хе 

i=1 

Задача 14. 3a пространствата ἱξ ᾷ , Ξ со) формулирайте и докажете твърде- 

вия, аналогични на онези от зад. 9 - 13. 

Линейни функционали в С ([α, Б)) 

Задача 15. Нека g Й:(а, δ)] - R са функции с ограничена вариация. Да се 

докаже, че ако е изпълнено равенството 

9 #(х) — #(а) = Я(х) — k(@) 

88 всички X OT едно гъсто B [, b} множество О с 86 D, то за всяка непрекъсната 

функция / : (а, #) - R е в сила 

» » 

@ [ o dgts = [ 109 antn. 

Задача 16. Hexa g:f{a. ] -- R e функция с ограничена BapHanud ξ : [α, , Ἐ Π ἢ са 

Числа саж ξ < ἡξϑπ !ξτι : [α, 6) > R е непрекъснатата функция, KOATO приема 

стойност 1 в [, Е), стойност O в (д, δ] не линейна в [ξ, η]- Да се докаже равенството 

К . 
7 

" 1 е S e = — -ξ-ξ] £ (9dx— g@). 

Унпътване. И . W3 
по части. ползувайте адитивността на интеграла вляво и интегрирайте 

Задача Т . 

всяка aenpmz;m}rgegyfi;m';;, [}z'. 12 _;,R са функции с ограничена BADHANMA и нека 38 

каже, че тогава: :fa, δὴ - R e изпълнено равенството (2). Да се до- 

а) равенството (1) е изпълн ено 38 всички точки X 
ции £, Я са непрекъснати отляво (отдясно); € la. ], в κοῆτο м двете функ- 

6) равенството (1) е из 
“ жество D с b ¢ В?) пълнено 88 BCHUKH точки X от едно гъсто B ἴα, 9) мно- 

Упътване 
и Нютон. За да до;(ан?::тда бдокажете 8), използувайте зад. 16 и теоремата на Лайбниц 

Heka εὐ Су ([ае ь), CH послужете с а) и със зад. 3, гл. П. 
пии gt а δ] = R c orp;l“]x){eme означаваме линейното TIPOCTPAHCTBO на всички функ- 

на вариация, които са непрекъснати отляво навсякъде 
B (а, 6) и удовлетво 

4 _) ᾗ’ у ряват условието g (@) = 0. Ако 88 всяко g € Ve, #) положим 
hgl=V &, пространството У (а,5)) crasa нормирано. 

Задача 18. Ако на произ 
функционал ἐ в С ((а, д]).р::прзщ:нфг Ἔ(:ιπ:ζεἕποτοἓ o 17 BD «е съцостави лицевният 

ь 

е - г ( 7o dgn 
а 

Е 

ἴ 
( 

[



B ¢ 

3a всяко f ¢ C(la, b)), noayussa се изоморфизъм между Wa, пространство на С ((а, 6)). Този изоморфизъм запазвз нормите. Упътване, При зададено 4, за да докажете единствеността μῈ 56Ὲ (Га, 2) с (3), използувайте зад, 17,.а). За да докажете съществуването на g, използувайте най-напред теорема 13.1, съгласно която съществува нкция ὶ ξ (а, #) - R с orpa- ничена вариация с 
7 фу .[ ' ] Р 

6)) и спрегиатото 

b 

L= [ f g 
b 

32 всяко /Е С ([a, #)) и ||1| =V . След това разгледайте функцията £:[a 5) - В, а 
определена с ga)=0, gE)=h (E—0)—4 (@) (границата cwmectsysa съгласно зад. 4.а), гл П) за £¢(a, 5) и # (6) ===2 (6)--- # (а) Покажете, че gy ς Μία, 6) и 
че |2 5 \a’ k. Използувайте зад. 15, за да докажете (3). От (3) извлечете неравенст- 
вото НЕ 5 fjg" т5 » Като си послужите с предложение 2.10.1, и накрая заключете, че 

" Задача 19, 38 всяка функция / ( C((a, 5)) равенството / | ͵ 
@ «а = [ 7 ае ЕЕ ( 2) 

ι За Besaka 
определя непрекъснат линеен функпионал във У (е, е)) е ПЕ =] f] 

(в, 6)), определен с / (8) = 2(с), е непрекъс- 
Touka ¢ € (@, 5) функционалът / във V 
HaT, HO няма представяне ΟἹ вида (4). 

Упътване. За да докажете първото твърдение, използувайте зад. 18 и теорема 12.1. 

Еквивалентни норми 

Две норми " и || 1) Β едно линейно пространство L се наричат еквивалентни, ᾿ когато пораждат една и съща сходимост. При това условие затворените множества, отворените множества и непрекъснатите линейни функционали в L са едни и същи спрямо двете норми. 
Задача 20. [se норми ! Г и Ц |) в едно линейно пространство / са еквива- лентни TOYHO когато съществуват положителни константи с и С, за KOHTO са изпъл- 

нени неравенствата 
СГ еПЕ #С | 

за всяко X € L. 
Задача 21. Да се докаже, че всеки две HOPMH B крайномерно линейно просте 

ранство са еквивалентни. 
Задача 22, Нека р = 1. Ако за всяко 7 ( С(а, b]) положим 

1 

ле = (fbtfmrp ax)?, 
a 

получаваме норма в С ([, ὅ). Да се докаже, че HHKOM две OT тези HOPMH не ca 
еквивалентни. Никоя ΟἹ тях не  еквивалентна също така и с равномерната норма.



Четвърта глава 

БАНАХОВИ ПРОСТРАНСТВА 

Нормираните пространства са обобщение на R™ и С”, а wuma- 

телят знае колко съдържателен е математическият анализ в 

последните. Интересно €, че съществена част от него може да 

се пренесе ай 8 онези нормирани пространства, в които условието 

на Коши е достатъчно за сходимост — банаховите пространства. 

Различни съвкупности от функции, който възнакват. съвсем ecmecm- 

вено, са именно такива пространства. Тук ще се ограничим с 

еглементиа на общата UM теория, а главните примери ще се nos- 

вят в следващите глави. Всяко нормирано пространство може 

да се потопи 8 банахово — неговото попълнение. Така получагваме 

конструкция с важно приложение в абстрактната теория на 

интеграла. В банаховите пространства е валиден един общ прин- 

цип за съществуване, наречен теорема на Бер. От нея следва 
например, че обратното изображение на непрекъсната линейна 

биекция между банахови пространства е непрекъснато--един 
частен случай на M. нар. теорема за отвореното изображение. 
От последната се получава, че 30 непрекъснатост на линейно 
изображенцие е достатъчна затвореност на графиката му. Същият 
принцип показва, че ако една редица от непрекъснати линейни 
оператори притежава глобална особенаст, тя се наблюдава не- 
премекно и в отделна точка. Компактността и свойствата й се 
пренасят почти непосредствено от R™ в Ganaxosume пространства. 
Всичко тоза мотивира npednpuemomo в шеста и девета глава 
построяване на банахови пространства. 

Дефиницията на банахово пространство се съдържа в § 1. 

Параграфи 2 и 8 са посветени на съществуването ий единствен- 
Hocmma ка попълнението. B § 4 e предстазена теоремата на 
Bep, a 8 § 5 се разеглеждат изпъкнали множества. B §6,7 u 8 
ca доказана mpume основни meopemi: за отвореното изображение, 
за затворената графака и за фиксиране на особеностите. Пара- 
граф 9 съдържа основните свойства на компактните множества, 
а # 10-- теоремата на Вайерщрас — Стоун. 

При първо четене са задължителни само # 1—3. От оста- 

налите параграфи са необходими формулировките на представе- 
Hume там теореми.



5 4. 1. ДЕФИНИЦИЯ НА BAHAXOBO ПРОСТРАНСТВО 

Нека L е нормирано пространство. Една редица {x.{}.{g- ΟἹ еле- 
менти на L се нарича фундалментална, когато Уудовлетв вието на Коши, T. е. когато 88 всяко ¢ > 0 съ 
Теъ че 88 всеки два индекса а, ВЕГ с « 2> 1y и В 2 Ο да e в сила 

ка τ ! }} < е. 
Разбира се, сходящите редици са 

не винаги е вярно. Нормираните пространства L, всяка фундаментаялна редица ” 

Ето няколко примера за банахови 
4.1.1. Пример. Най-п 

са Ἦ и С”, снабдени нап 

пространства. - 
POCTHTE примери 3a банахови MPOCTPAHCTBA 
ример с нормата 

| (ъ xg..., xn)!'iz\/ ἑ ἰχῖξ. 
i=1 

4. 1. 2. Пример. Нека X e произволно множество. Пространството L на всички ограничени функции f: Χ — R, снабдено с равномерната норма 

I ifll=sup 7 (%)), XX 
e 6aHaxoBo. CbLIOTO се отнася и 3a пространството на всички огра нячени комплексни функции /: X — С, снабдено с нормата (1). 

4.1.3. Пример. Нека L e нормирано пространство и X e произ- 
волно подмножество на L. Тогава пространството С(Х) на всички 
ограничени непрекъснати функции /: X — R, снабдено с равномер- 
ната норма (1), е банахово. Това твърдение следва от добре извест- 
ната теорема, че границата на всяка равномерно сходяща редица от 
непрекъснати функции е непрекъсната (обмислете подробностите!). 
Специално пространството С ([a, 6)), снабдено с равномерната норма, 
е банахово. 

Следващата теорема, която е модификация на пример 3, посочва 
други примери за банахови пространства. 

4.1.4. Teopema. За проийзволно нормирано пространство L 
спрегнатото пространство L* e банахово. . 

Доказателство, Да напомним (вж. 5 3.9), че L* се съ- 
стои OT всички непрекъснати линейни функционали « в Д с обичай- 
ните операции събиране и умножение със скалари и норма най-малката 
константа M, 838 която е изпълнено неравенството | (x) |< M | x|| за 
BCAKO x € L. 

Heka cera 
ll’ 12""’lfl"" ” 
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3 ο е фундаментална редица от елементи на L*. Тогава за всяко e > 
съществува такова v, че при т, л >у да е в сила 

(2) еае 1 < ε. 
От (2) се получава Ν 

88 всяко x ¢ L. Поради това 3a всяко x € L редицата 

L (х), b (х),..., Ly (χ)»..- 
{ 

е фундаментална. Тъй като пространството на скаларите {R или С) 

е пълно, тази редица е сходяща. Ето защо 32 BCAKO X € L може да 

се образува границата 
- lixy=tm . {x) 

п-есо 

и по този начин на всяко x € L се съпоставя скалар # (x). Ot свойст 

вата на границите на редиците от реални и комплексни числа м от 

дефиницията на линеен функционал непосредствено следва, че lLe 

линеен функционал B L. Ot друга страна, ΟἹ (2) и (3) следва 

. а Οὐτοῖ, ). Же ἀπ: 
при т, п > у. Ако B това неравенство извършим граничния преход 
(n— oo, ще получим : 

4y . L, () --τὶ (ж))|же " χὶ 

88 всяко т >у и 88 всяко x € L. Ot (4) най-напред следва, че функ- 
ционалът [, — ἰ е непрекъснат и тъй като [, е непрекъснат по ус- 
ловие, функционалът [ също е непрекъснат, т. е. L¢ L*. Ot друга 
страна, отново от (4) следва .[,—1 #<е при т >у и теоремата е 
"доказана. 

 Следващото предложение позволява по дадено GaHAXOBO прост- 
ранство да се построяват нови. 

4. 1.5. Предложение. Нека L е банахово пространство й Тл e 
затворено подпоостранство на L. Тогава L, също е банахово 
пространство. 

Доказателство. Нека 

X1, x?"",x’u-" 

е фундаментална редица OT елементи Ha L,. Тогава, разбира ce, тя е фундаментална ив L u поради пълнотата на L притежава граница 
Xy B L. Твърдението ще бъде доказано, ако се убедим, че х5Е/А, а това следва от определението на затворено множество. 

Други примери на банахови пространства се съдържат в след- ващите две глави, а така също в девета и десета глава. 
4 

“ 

ῃ 

6 Увод във функционалния анализ ; 81



§ 4.2. ПОПЪЛВАНЕ НА НОРМИРАНИ ПРОСТРАНСТВА 
ДО БАНАХОВИ 

Следващата теорем а показва, че в поражда банахово прос сяко нормирано пространство 
транство, в което се п 

ра Τοὺς 0 , отопява. .2.1. ема. За асяко нормарано прос / транство L същест- вува банахово прос Ζ те 0е .. 
N транство L със caednume dee свойства: а) L e nodnpocmparncineo на Е; 
У ἷίοικεωπαθα със затворената обвивка на L. 

нейна изоба ξ ател сТво. Съгласно теорема 3.12.1 съществува ли- 
ражение (: L — ΔῊ което зап2азва nopmara, Да отъждест- BH покпеййтентите на L ς образите им в L**. Тогава Д се превръща в 

те ространство на L**, Ot друга страна, L** e пълно съгласно 
рема 1.4. Ето защо и затворената обвивка L на L в { е пълна 

съгласно предложение 1.5. Вече виждаме, че пространството L=1 
Уудовлетворява двете изисквания а) и 6) на теоремата. С това всичко 
е доказано. й 
.. Нека L е нормирано пространство. Всяко банахово пространство 
L със свойствата a; и 6) от теорема 1 се нарича полелнение на L. 
Така виждаме, че всяко нормирано пространство притежава попъл- 
нение. Тъй като след отъждествяване на несъществено различните 
елементи на едно полукормирано пространство се получава нормирано 
пространство, същото е вярно и за полунормираните пространства. 

ΠΡΗ ΠΟΕΤΡΟΠΒΞΗΞΤΟ на попълнението L съществено ИЗПОЛЗУВЗХМЕ 

теоремата на Хан-- Банах, тъй като именно тя гарантира наличието 

на влагане #: L — ΔΈΡ. С оглед на онова, което следва, е желателно 

да разполагаме и с едно по-просто описание на попълнението. Д 

За целта да отбележим най-напред, че поради пълнотата на Д 
всяка фундаментална редица 

(1) Xy Koy ееа Хае 

от елементи на L има граница 

(2) g=lm x, | 

B L. При това OT непрекъснатостта на нормата следва 

ПЕ ее т { Χ, . 
. LR 

Две фундаментални редици (1) и 

yhyli"”yfl"" 

от елементи на L се наричат конфинални, когато lim (x,,-_—.y,,)=0, 
пезоо 

Забележете, че копфипалността се изразява чрез L, а не чрез L. 

Директно се съобразява, че дпе фундаменталии редици OT елементи 

па L имат една и съща граница Β Т точно когато са конфинални. 

Ето защо конфиналността е релация на еквивалентност. Същевременно



поради условието 6) и предложение 3.7.1 всеки елемент на Д е гра 
ница на редица от елементи Ha L, която очевидно е фундаментална. 

„Така виждаме, че ако на всеки елемент Е на Г съпоставим. 
множеството на всияки фундаментални редици (1) от елемента 
на L, за Koumo е в сила (2), получаваме биекция между елемен- 

‘mume на L и класовете от конфинални фундаментални редици 
om елементи Ha L, 

Tesu бележки очевидно MOTAT да се използуват за директно 
построяване па попълнението, но макар и естествена, така получената 
конструкция е по-тромава от приведената по-горе, 

§ 4.3. ЕДИНСТВЕНОСТ НА ПОПЪЛНЕНИЕТО 

От казаното в края на предишния параграф може да се получи 

очевидно единствеността на попълнението. Преди да обсъдим този 

въпрос, ще се занимаем с една задача за продължаване на непре- 

къснати линейни изображения. 

4.3.1. Теорема. Нека L e нормирано пространство, M е бана- 

хово пространство и L e някакво попълнение на L. Тогава всяко 

непрекъснато лианейно изображение u: L — Μ притежава единст- 

вено непрекъснато линейно продължение u:L — M. 

Доказателство. Най-напред ще се занимаем с единстве- 
- 

ността на й. Нека Е е произволен елемент на L. Тъй като L съвпада 

със затворената обвивка на L, съществува редица 

(1) Хъ Же Жуе 

от елементи на L, 33 KOATO € изпълнено paBeHCTBOTO 

@ . g=lim Ха 
n—oo 

OT непрекъснатостта HA п се получава й (9- т α (x,) и тъй като 
п-зоо 

Х.ЕД и йе продължение на U, TO 

® . Ἂ Θ Ξῖτπι ш (x,). 

Тези РЗЗГЛЕЖДЯНИЯ важат за всяко непрекъснато продължение 

: - ἘΜ на и. Поради (3) всички такива продължения съвпадат. 

Освен че дават единствеността на й, тези разсъждения ни под- 

сещат как κ определим 7. Нека Е e елемент на L и (1) e редица 

oT елементи на L, 88 която е в сила (2). Torasa (1) е фундаментаяна 

редица. 
O_T HGHPEK'bCHaTOCTTa на й следва, че м penuua’ra 

(4) и (χὺ, й ()е» й (ен ее 

е фундаментална. Нанстина нека е е ПрОИЗВОЛНО ΠΟΠΟ)!ἑ:'ξξ.ἸΗΟ YACAO 

Torasa съществува” TakoBa v, че при m, n>v да ев CW 
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Тогава 

Чха-- Ха el 
за всички т, n>v. С това нда / ЗА пе фундаменталността на редицата (4) е 

Тъй като членовете на (4) припадлежат на банаховото прост- 
ранство M, тази редица е сходяща. Ето защо границата (3) същест- 
вува. Въпреки това все още не сме в състояние да определим й ©) 
с (3). Наистина npu фиксирано Е редиците (1) с (2) в общия случай 
са много и не е изключено, когато те се променят, да се променя и 
границата вдясно на (3). Ако случаят би бил такъв, дефиницията (3) 
не би била коректна, преди да сме посочили по какъв точно начий 
избираме (1) с (2). 

Тук не се налага обаче да изби раме по специален начин - 
цата (1) с (2). Нека наред с (1) и . реди 

(5) Зъ ) λλν Уе 
е редица от елементи на L с 

(6) Е-- Ш y,. 

Тогава lim (x,—¥,)=0 и от непрекъснатостта на а следва lim (ιι (x,) - 
п-со 

п-зоо 

--а (¥,))=0. Ето защо за всеки две редици (1) и (5) съответно с 

(2) и (6) границите lim а (x,) и lim а (у,) съвпадат. 
п-оо n—oo 

Beue сме готови да определим 4. 3a произволно E ¢ L избираме 
произволна peauua (1) от елементи Ha L, 88 която е изпъл- 

нено (2), и определяме ὶ (§) с (3). Така получаваме изображение 

u:L—-M 
Axo E¢ L, от (2) и непрекъснатостта на 4 следва а (ξ) Ξε π| # (x,), 

n—oo 

което заедно с (3) дава й (E)=u (Е). Ето защо # e продължение на . 

Същевременно от линейността на # и от (3) непосредствено следва, 

че и изображението # е линейно. 

Ето защо остана да се докаже само непрекъснатостта на . 

Тъй като п е непрекъснато, за произволно n=1,2,... е в сила не- 

равенството | | 

ц („ < а ж. 
От него и ΟἹ (2), (3) след граничния преход f— OO се получава 

7 а @) |=lubE] 
за произволно £ ¢ L. С това теоремата е доказана. 

От (7) очевидно следва | #1-|я|. Ще отбележим също TaKa, 
че без осабени промени горното доказателство осигурява съществу



- A~ й 

ването на единствено непрекъснато продължение 12 - L — M на про- 

изволно (He непременно линейно) равномерно непрекъснато изображе- 

ние й: L — M, като при това й се оказва равномерно непрекъснато. 

Преминаваме към единствеността на попълнението. Ν 

4.3.2. Предложение. Нека L е нормирано пространство, а L 

и L ca две попълнения на. L. Тогава Яъществува гдинствено не-. 

прекъснато " линейно изображение : L— Те Цх)-х за всяко 

x ¢ L. Изображението Ге биекция и запазва HOpMUME. 

Доказателство. Влагането й: Г.--« I, определено ς й (X)=X% 

за всяко X € L, притежава единствено непрекъснато линейно про- 

дължение - ~ 

у УЯ 

съгласно теорема 1. С това СЪЦКЗСТВУВЗНЕТО и единствеността на 

са УСТЗНОВЕНИ. 

Нека сега E€ L u (1) е редица от елементи на L е (2). Тогава 

i (x,)=Xx, и следователно 
εἐ s Η . : 

. С) ‘—__“‘-"‘n\‘l 

на всяко nm=1, 2,... След граничен преход B TOBA неравенство се 
уе ; 

получава |“ (Е) || ξ , поради което i запазва нормата. Оттук, раз- 

бира се, следва, че Г € инективно. 

За да установим и сюрективността, нека х € произволен елемент 
. 

на L. Тогава съществува редица (5) от елемепти на L ¢ еа y, 
n-->oo 

Същевременно 838 всяко n=1, 2,... € изпълнено равенството 

(8) - Ya=i (¥n)- 

Бидейки сходяща в L, редицата (5) e фупндаментална в L. Тъй 

като пространството Д е пълно, (D) притежава граница Β Т 

E=lim y, 
п-ъсо 

След граничен п 1 pexon в (8) cera се получава щ- и предложе- 
нието е доказано. ; п() peanone 

§ 4.4. TEOPEMA HA BEP 

Да напомним, че ako Е е елемент на HAKAKBO нормирано прост 
Еанство L и 5е положително число, ¢ B (%, &) означаваме Затворе 

ото кълбо с център Е и радиус & 

в(ьа)-(х6:|х-) 38) 
4.4.1. Теорема (Р. Бер). Нека L e банахово пространство, а 

м F], F2,...-,Fn,-.- 

e peduya om 3amsoperu подмножества Ha L с



. U Fy=L. 
n=1 

Tozasa съществуват чиасло n=1,2,..., число $>0 и точка Ев 1, 
за който 

B (ξ, δ)ζ Ε, 

Д оказателство, ,[Ionym(ame противното. Тогава никое къл- 
бо с положителен радиус не се съдържа в никое от множествата .. 
Да разгледаме произволно кълбо B (ъл) сл > 0. Съгласно допус- 
кането съществува точка : 

L. €8 (ξι, -'Ξ-) Ν 

Тъй като Е, не принадлежи на затвореното множество А, тя при- 
надлежи на отвореното множество L\ Ε. Ето защо съществува 
кълбо с положителен радиус и център &, което не пресича Й). 

r Следователно съществува число ῃ ¢ 0< 1y < <-4 B (ξᾧ» n)nFi=4. 
3a всички точки X € B (5, 5) ca B сила неравенствата ΄ 

Н 1 ' Π Τ . 

ἴ χ --ξι ! τε |х--6 + --Е | τ пе < ἢ, 

перади което x € B (3, r;). Следователно B (&, n)C B (&, л). 
Съгласно допускането MHONECTBOTO Е, също не съдържа кълба 

с положителни радиуси. Ето защо съществува точка 
- .. φ εδ{ε - Ν Ε. 

Cera Е; пе принадлежи Π затвореното мпожество Е, и поради това 

съществува 73 с O<r3<-2 и B (& 3) ПР,-#. Също какта и 

пе-горе, се доказва включването B (ζ3, 7)C B (&, 7). 
И така нататък. Ако продължим този процес неограничено, ще 

получим безкрайна . редица 

3 

(2) # ξιι ξ2’ ξ3᾽"" ξπ"" 

от тачки на L и безкрайна редица 

(3) Fis Ха Fageves Ге 

от положителни числа, за които са изпълнени УСЛОВИЯТЗ 

7, 

Ф 0< пе < 
(5) B (ξ,"εν ἷπ-Η)ΠΡπ:ῤ’ 

(6) 8 (ξ,,-Η, rn—H)CB (ξπ! Г„) 

88 всяко n=1, 2, 3,... 
Or (4) следва, че редицата (3) клони към нула. Тъй като от (6) 

се получава E,4,€B (ξ,» ”) при k=1,2,..., 10 {{ εὶ τ ξ. |{ ' Й 
следователно редицата (2) е фундаментална. От друга страна, прост-



ранството L e пълно по условие. Ето защо редицата (2) е сходяща 

Нека 
Е-- пу &, 

п-зсо 

Да разгледаме произволко n=1,2,... и да го фиксираме. Вече ви- 

дяхме, че при k=1, 9,... имаме £,4,€8 (€, r,). Тъй като 3arBOpe- 

ните кълба ca затворени MHOKECTBA съгласно 5 3.7, 10 

E€B (ξ,» г.). - 

Сега (5) показва, че е изпълнено и условието ЕЕ Ε Тъй като п бе 

избрано произволно, това противоречи на (1). С това теоремата е 

доказана. 
Теоремата на Бер е забележително общо твърдение за същест- 

вуване. Тя притежава редица важни приложения, част от които ще 

бъдат обсъдени B § 6,7 и 8. 

§ 4.5. ИЗПЪКНАЛИ MHOY(ECTBA 

Нека L e линейно пространство. EAHO множество Ав ( се на- 

рича изпъкнало, когато заедно с всеки две CBOH точки съдържа и 

съединяващата ги отсечка. Това означава, че за произволни «, увА 

илЕВ с0О <А <Т e B сила А хХ4+(1--А) yeA 

4.5.1. Пример. Празпото множество, цялото L, едноточковите 

множества и по-общо афинните подпоостранства €A изпъкпали. 

4.5.2. Пример. Ако Д е нормирано, отворените кълба, а също и 

затворените кълба са изпъкнали множества. Да установим това за 

затворените кълба. Нека ЕЕД и 3>0. Да изберем произволно 

х, УЕВ (g, 5). Тогава при О«А«< Т ев сила 

χ ττει! τ , |у --5| . 
Нека A€ R и 0 <A< 1. От горните неравенства се получава 

e+ (1--3) »-τξῖ τ (х--64+(->) =l 

A |х--5+(--2) | у--Е| А 8+(1--А) 8-5. 

Следователно χ (1--А) УЕВ (Е, 5) и изпъкиалостта на В (6,5)е 

установена. 
4.5.3. Предложение. Нека L е нормирано пространство i А 

е изпъкнало множество в Г.. Тогава затворената обвивка А също 

е изпъкнало множество. 

Доказателство. Съгласно предложение 3.7.1 А се състои 

от границите на всевъзможните сходящи редици от елементи на А 

Нека х, y € A. Тогава съществуват редици 

Жр Χῳνννν Хне 
и 

Ур Умеена Уе 

от точки на 4 с 
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а) x=lim x, n y=lim y, 
n—co N0 

Тъй като A e изпъкнало, при Ο(λ(-Ι ще имаме 
(2) А ХА(1--А) y, Е А. 

От друга страна, 

ЧА КА (1-- А) », -τ χ ( - ) ) Г 

ЗА Ха Д (1--А) Ly, —yi 
Последният израз клони към нула при неограниченото нарастване 
на п съгласно (1). Ето защо 

ax+(1—2) y=lim (A x,+(1—2) У) 
n—oo 

и следователно Ах4+(1--А) уЕ A съгласно (2). С това изпъкналостта 
на 4е установена и предложението е доказано. 

4.5.4. Предложение. Нека L и L, са лианейни пространства и 
u:lL - L e линейно изодбражение. Тогава образът чрез ц на всяко 
изпъкнало множество 8 L е изпъкнало множество в L. 

Доказателство. Непосредствена проверка. 

§ 4.6. ТЕОРЕМА ЗА ОТВОРЕНОТО ИЗОБРАЖЕНИЕ 

Вече знаем (вж. теорема 3.7.3), че ако L u L, ca нормирани 
пространства и п: L -« L; е непрекъснато изображение, то прообра- 
зът чрез и на всяко отворено множество (Л в L; е отворен B L. В 
общия случай обаче не е вярно, че образът чрез а на отворено 
множество в L е отворен в L; (посочете подходящ пример!). В този 

параграф ще се запознаем с една удобна система от достатъчни 
условия, при наличието на които това винаги e така. Този вид усло- 

вия са интересни, защото водят до пепрекъснатостта на обратното 

изображение g : Ly — L, когато пе биекция. 

4,6. 1. Теесрема. Hexa L а Ly са банахови пространства и 

Σ 4 - L, e непрекъсната линейна сюрекция. Тогава одбразът чрез 

R на всяко отворено множество в L е отворекн в L. 

Както и трябва да се очаква, доказателството на тази теорема 

е дълго. Ето защо в началото ще отделим. някои негови технически 

части в три леми. 
4.6. 1. 1. Лема. Пра предположенията ка теоремата същест- 

вуват т6 Ly u числа n=1,2,...,A>0¢ , 

() - B (η, У се (B0, т)). 

“ 

Нанстина множествата | 

« (8 0, «)) | (n=1,2,..)) 

са затворени, а OT ClOpEKTHBHOCTTa на п следва 
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, n))=’\:)=1u B O, ”у 

на Бер. Ще отбележим, че 

ието следва OT теоремата 
᾽ 

Сега твърдение 
ателството на теорема 1, където 

това е единственот 

се използува тео емата на Бер. 

4.6 1.}2, JleMaFi При предположенияпш на теоремата същест- ' 

»-Ο, за които 
| 

уват числа n=1,2,... Е gt 

2) 
B (0, юс# (B 0 7)) 

г ἸἸ . 

изпъкнал
о множеств

о. ETO w 

едва, че и образът й (B O, n)) e 

изпъкнал съгласно пре 

дишния параграф получаваме, 

пъкнало. 

Нека точката ς L, и числата n=1,2,..., x>0 удовлетворяват | 

Ще покажем, че 
ἴ 

—neun (B ©, n))- 
С 
Тъй като НЕ й (B (0, n)) съгласно (1), съществува редица 

условието (1) 

. Жеъ λπν"νν 

от точки на В (0, п) с m=1im # (x,). Тогава 

еце т (—# (x,,)):lim й (— жа) ‘ 

neroo 
00 

също ca ot B (0, n), (3) e изпълнено. 
й понеже TOUKHTE — Хл 

е в сила ἰντη--ηΐτξλ, T. е 
Or друга страна, при |У | = —;— 

@ oy+n¢B ( Уса (B 0 m) 

съгласно (1). OT изпъкналостта на т) сега следва 

суе @ity (--ὸ εἰ (B 0 m) 

съгласно (3) и (4), 1. ε. B (0, -?;—--)Cu (B Ὁ, ) и (2) e доказано 

4.6.1.3. Jlema. При предположенията на теоремата същест- 
ь;у:;а такова число o>0, че 86 всяко E¢L u 3a всяко r>0 да 

сала 

) В @ ), oncu (B & #). 4 

Да положим 0=%, където αὶ ¥ л ca числата ot aema 1. Torasa “ | 

Θ Β (6, о)-и ( & = +B (0, σὴ. Ὶ 
ἘΝ А )+B (0, on) Ϊ 

( . Β (фя Β᾽ (0 μ), 
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“ 

ИТ #еЩ § EAMIINANTE ς ὐ μ #т ете 

#. уу “γε ууе се ’;’ Ν Σ ο 
Б &’Wi - е ντὸ τ 

Y 70 ὃ, σ).. 5 “( ( ) 
Cers o1 (%, (6 я () «« получава 

” 8 (s ᾧ, o)cu 1[0 1) 
.я &+ ῖἷἷ ?17,/3) 

VARG ояреявлението ня 8, Ἠδ, накто не « трулнд AR L& ἐνοθρηθη: 
“ ## (510, rjy=u G44 (870, Я) 

Ете 97е oF #) следая (5) й ленатя « soxuvans, 
Докязаталетво ня теоренйя |, Нена U « отворено 

множество в L Трябта да локажем, че множевстното й ((/) « отворено, 
Bee eano нужно € яя се убелни, че 38 весяко ξ ( (/ съществува кълбо 
€ положителен радиус # и с пентър ц (3}, което изцяло се съдържа 
# 21/). Но muomectnoro U e otsopeno, Ето защо съществува / >0 
¢ B G, те (/, Слеланателно целта ще бъде постигната, ако покажем 
че за всяко ξ δ й за peako r> 0 comecteysa 23>0 ¢ 

Ф) Я (« @ 8)са (8 Gr) 

Това вклюячкане напомия доказаното вече включвнане (5) с едияст“ 
вената разлика, че BANCHO ΗΔ4. (5) е затнорената обвивка ΜᾺ едно 
иножесТво, а в (9) няма затворена обвивка. При доказателството 
#a (5) използунахме пълнотата Ha Ly чрез теоремата на Бер, Сега 
ет (5) ще извлечен по-силното условие (9), като 8Ὲ целта ще и8- 
ползуваме пълнотата на L. Ето как може да стане това, 

При зададено r>> 0 полагаме г=.;- of, където ве числото ΟΥ 

предишната лема. Тогава поради (5) за всяко хЕД и 88 всяко 

n=0,1,2,... ще имаме 

(0) B (2 (), gr)ce (B (« ψ ) 

Hexa y¢ B (« (), 8). Or (10) при n=0 следва Ν 

2ВЕТ | 
Тъй като точките от затворената обвивка на едно множество са 

граници на редици OT точки на самото множество, в й (B (ξ, ";‘)) 

съществуват точки, произволно блязки до Ψ, Да изберем X €L с 

ay - чев (е -), Пу-е wl<g. | 



,„„„д„(,„„,.„дтщжтм 

ε( (ν G- 

flopany тека # #(Б (χ,, w» 

20 3. Дя изберен 43¢ L ¢ 

а 5968 (% -fi-) ηγ--ὸ ή <5 - 

И така нзтатък. Ако продължии този процес иевограничено, ще 

яолучим безкрайиа редипа 

(14) Ар Хъ Хее Xppoos 

ΟἹ елементи на ‘L, за която наред ¢ (11) — (13) «а изпълнени 

условията 

(15) %1€ B (хо i) ἵνττὸ o) | < аг 
δὰ всяко n=1,2,... 

Първото от условията (15) показва, че жак а | 2а Ἔ;ἷΐ . 

Ero защо 

(16) “ Xp+p— Ха Η s “ Хае ”” Хае “+“ Ха 7 ХМ-НУ;- 

+ + Хан ека| S чи ааал не + = - 

Следователно редицата (14) е фундаментална. Поради пълнотата HA 
Е тази редица е сходяща. 

Нека 

(17) | x=lm Ха 
fi=yo00 

Тогава ΟἹ непрекъснатостта на 4 се noayuasa й (x)=lim # (x,) и or 
00 

„ BTOpHTE OT неравенствата (15) следва 

g . y=u (x). - 
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Същевременно OT първите условия в (11), (12), (13) и (15) аналогично 
на (16) следва | X,~—E = 7, което заедно със (17) и непрекъснатостта 

на нормата дава , х--6: # Γ или, което е същото, ХЕВ &, ἡ. Сега 

от (18) се получава уб« (B, 7)) и тъй като у бе произволно W3- 

брано в Β (u (g}, 5), (9) е установено. По този начин е доказана и 

теоремата. - 
. 

4.6.2. Следствие. Hexa L и Ly ca банахови npocmparncmsa и 

u:L— L, e nezpexschama линейна Ouexyus. Tozasa обратната 

биекция й7“: .) -- L e непрекъсната. . 

Наистина .съгласно Teopema 3.7.3 твърдението ще бъде доказано, 

ако се убедим, че за всяко отворено множество UJ в Д прообразът 

Η U чрез u—! e отворен в L,. Но 

еауя (Uy=u (U) 
и твърдението се получава OT Teopema l. 

Теорема 1 изразява важно свойства на банаховите пространства 

и притежава редица интересни приложения. Едно от тях е разгле- 

дано в следващия параграф. 

§ 4.7. TEOPEMA ЗА ЗАТВОРЕНАТА ГРАФИКА 

В следствие 2 от предишния параграф видяхме, че за всяка не- 

прекъсната линейна биекция между банахови пространства обратната 

биекция се оказва непрекъсната от само себе си. Оказва се, че 

теоремата за отвореното изображение може да бъде полезна не само 

при установяване на непрекъснатостта на μἾ, но и на самото“ й. 

Преди да пристънпим към този въпрос, се налага да обсъдим HAKOH 

дефиниции. 
Нека Δ и / са множества и u: L — L, е произволно изображе- 

ние. Под графика на # се разбира съвкупността С на всевъзможните 

наредени двойки от вида (% α (x}), където X пробягва L. Очевидно 

GclxL, където LXL; e декартовото npousgedenue на L и Ly, 

7. е. съвкупността Ha всички наредени двойки (X, » където X H у 

пробягват CbOTBETHO L и L, Читателят ще съобрази, че изображе- 

нието й може да бъде възстановено, ако е дадена графиката му. 

С декартовото произведение на Lu L, се свързват двете проекции 

ΊΧΗ εὶ u priLXLi— Ly 

дефинирани CHOTBETHO с 

p (% x)=x 8 βι (χ, 1) . 

В специалния случай, когато Д и L, са линейни простракства, 

декартовото произведение също притеж ава естествена линейна CTPYK- 

тура: при нея събирането и умно жението със скалари се извършват 

покоординатно. Ако ДХ се снабди с тази линейна структура (както 

ще правим винаги по-нат атък), проекциите р и р стават линейни 

изображения. Непосредствено се проверява също така, че ако в този 

случай й: L — Д e линейно изображение, графиката на ш е линейно 

подпространство на ДХ . 
' 
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Ако L к L; ca не само линейни, но и банпахови пространства, 
декартовото произведение L X Д) притежава различни естествени 

структури на банахово пространство. Те са еквизалентни в опреде- 

лен смисъл, който не ще обсъждаме тук. При една от тях нормата 

се задава с равенството 

M ἰ , χρ Це шах (Qx} | жа 3 
Читателят ше провери, че спрямо тази норма сходимостта е 

покоординатна, т. е. условието 

lim (X, ») Ξ (σ, ¥) 
д-зоа 

е язпълнено спрямо тази норма точно когато са изпълнени и двете 
условия 

lim x,=x и lim y,=y. 
R—>cc есю 

Поради това при тази норма проекциите р и Py са непрекъснати. 
Една редица 

(х11 .У1): (хЪ y2)""7 (Χ", yn)l"- 

OT елементи на Д) e фундаментална споямо нормата (1) точно 
когато са фундаменвтални двете редици 

Ху Xoyaoey Сруен. 
и 

Ур 2.κχ».» . τν δὴην ευ 

Оттук непосредствено се получава, че пространството LXL; при 
нормата (1) е банахово. 

Ако едно изображение a:L— L, между банахови npocm- 
ранства e HENPEKBCHAMO, гпа пката м е за с тварено й ранство на LXL,. » граф му рено подптрост 

Наистина нека 

(ъ # (%)), (хъ ἃ 162)) .. (л # ) W 
е редица OT точки ΟἹ графиката на 4 с 

Ве (хо # (x))=(x, y). 

im x,=x u lim а (х.)--у. 
П-ъса N~y oo 

Or доказателствот Ὁ се вижда, че г 
точно εἰ ᾽ рафиката на © е затворенва om0 4T0 OT условията (2) следва y=u(x). 3a na 3 ре тези две условия 

᾽ €70 & © e 
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93 @), # (K., # (.),... 
е сходяша и границата й е μ (х). Затаореността xa графиката лък означава, че винаги когато е изпвлнено първото от условията (2) « редицата (3) е сходяща, границата na (3) е а (x). Разбнира се, в общия случай от затвореността на графиката не следва, че изображението й е непрекъснато, но, както показва следващата теорема, в някон интересни случай TOBA е така. 

4.7.1. Теорема. Нека L й Ly ca банахови пространства и 8:L— L, е линейно изображение със затворена графика. Тогава изображението u e кнепрекъснато. 
Доказателство. Вече споменахме, че графиката G на а € ливейно полпространство на линейното пространство LXL;. Ho L w L, ca банахови пространства и поради това L)X/, също e бана- хово. Тъй като по условне графиката С е затворена, С е банахово подпространство на Дж Ζ) (вж. предложение 1.5). Да разгледаме изображението а, : L — G, хдефиннрано с 

а (xj=(x, й () 
за всяко хЕ/. Очевидно то e линейна биекция между L н G. При това обратната биекция G- 1 съвпада с първата проекция р. Вече видяхме, че ре непрекъснато линейно изображение. От друга страна, G и L са банахови пространства и поради това е приложимо 

непрекъснато. 
От друга страна, 

т (“Ι (X)):pl (λτ, а (χ)):[ι (Χ), 
T. €. & се оказа композиция Ha непрекъснатите изображения & up.- Следователно & е непрекъснато Η теоремата е доказана. 

5 4.8 ФИКСАЦИЯ НА ОСОБЕНОСТИТЕ 

В предишните два параграфа разглеждахме приложения на теоре- мата на Бер към отделни линейни изображения. Тук ще приложим същия метод към редици от такива изображения. 
.8. 1. Теорема. ека L е банахово, а L, e нормирано прост- ранство и 

0) й йъ -.., Ш. 

@ Тщ 1 RO PR 
om Hopuume на изображенията (1) e неограничена, съществува точка £¢ L, за която редицата 

(3 Ея Ве (2,..., g, Of... 
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от нормите на стойностите на изображенията (1) а точката 

Е не е ограничена. ~ 

Доказателствоа. Да допуснем, че редицата (3} e orpa- 

ничена за всяко ЕЕ L. За пронизволно #-1,2,... да означим с F, 

съвкупността на всички точки X € L, за които са изпълнени неравенст- 

вата '@, {x) Ξ k 88 всяко n=1, 2,... Тъй xato операторите {1} и 

нормата са непрекъснати, BCAKO OT мкножествата F, e затваорено. От 

друга страна, OT направеното допускане за ограниченост на всяка 

oT редиците {3} следва " 

L=y F,. 
Rl . 

Тъй като L е по предположение. банахово NPOCTPAHCTBO, към мно- 

жествата F, е приложима теоремата на Бер. Ето защо същест- 
вуват £E¢L, k=1,2,... " δος B & 8 CF,. Съгласно определе- 
книето на F, това означава, че за всяко X € L, 88 което е изпълнено 
неравенството 

е изпълнено и неравенството 

5) ия ΕΞ Κ 
3a всяко n=1,2,. .. 

Cera ще се убедим, че изображенията i, Ca PaBHOMEDHO огра- 
ничени върху кълбото B0, 5). Наистина нека ХЕВЦ(0, 3), τ. ε. 

® ΄. х . 
Тогава 

TxHE—E ) χ ἘΞ ὃν ЕЕ | χ 5 
и тъй като от (4) следва (5}, то 

( , X+8 "<k Зиа {(—x+DV <. 
Следователно 

ἵπ, () (-2- («+5--- (—x+£})"i 
1. - 

S а GGy Ди (-ο χ Ἐ Θ Sk 
88 всяко X €L с (6) и 38 всяко n=1,2,... Or тези равенства и He- 
равенства и от хомогенността непосредствено се получава, че при Π . : # н k Хул ев сила g, xi< =+ С други ayuy, иА < τε за всяко 
пе) ? .. Β π 

3 
ротиворечие с YCAOBHETO за неограниченост на реди- 

цата (2). С това теоремата е доказача. 
1‘)18 също притежава интересни приложения. Ето eano or тях. 
-8.2. Teopema (Банах-ШЩ аянха уз). Нека L е Ganaxoso, 
е uopmzpauo пространство и 

- ul,%.-..am... 

al, 

1



ing изоб) : която редицата ражения й.: L — Ly, за 

(7) αἹ (Х), “α (X),. -9 ид α)ιι-- 

е сходяща за всяко χεῖ. При sy ае ра тези предлоложения изображе- 
дефанирано с и x;=1im &, (х) за всяко x¢L, е 

Пе Aunedno u непрекъснато. Освен това е изпълнено и неравенството 
(8} Га Sliminf { g, . 

n—yoe 

Доказателство. Тъй като редицата () е схоляща 38 всяко x € L, редицата ΟἹ норимяте на (7) е ограничена за всяко x ¢ L. Ето защо от теорема 1 следва, че я редицата от нормите ΗΔ опе- раторите (1) е ограничена. Нека ἢ %, < Ἡ 38 всяко л--1,2,.. Тогава за произволно x ¢ L от определението на й . {x; следва Ги (Χ}} =Hlm : &, ж) . Но м Ге () 
#-7яо 

а Сюе ц ж” Ξ M { χ3. 
Ето защо -z (я) M ж“ за всяко x¢L. C това непрекъснатостта 
Ha 4 e доказана. 

Нешо nosede, no същество установихме, че axo неравенството 
5 M e изпълнено за безбройно много 1, то На 5 M Оттук 

не е трудно да се извлече и неравенството (8), С това теоремата е 
доказана. ΄ 

£y 

Да отбележим изрично, че 8 общия случай непрекъснатостта HA 
граняцата се установява с изискването за равномерна сходимост. 
Горната теорема noxazsa, че в случая на линейни изображения с де- 
финициониа област банахово пространство това изискване не се налага, 

# 4.9. КОМПАКТНИ MHOWECTBA В BAHAXOBUTE 
ПРОСТРАНСТВА 

Елно множество С в нормирано пространство Д се нарича 
колпактио, когато всяка редица 

() 2. Xgpe ееу XKoo o s 

or елементи Ha С притежава сходяща подредица, чиято гранвица 
принадлежи на С. 

Компактниите множества в L притежават добре известните свойст- 
ва на компактните множества в В”. Така например, ако изображе- 
наето /:С-« Ly e непрекъснато в компактното множество C, 
то e равномерно непрекъснато в С. Също, ако С e компактно 
мнажество, Ly e нормирано пространство й f:C— Ly е непре- 
къснато изображение, образът / (С) e компактен.," 

Да докажем второто от тези твърдения, Нека 

(2) ylflyzw"iymf"' 

e редица от елементи на / (C). Torasa, pasbupa ce, съществува pe- 
дица (1j or елементи Ha C, 88 която Y,=f(x,). Нека 
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Жар, Хму . Же 

е сходяща noapeanua на (1) с граница 56 С. Тогава 

я у еНе Джеделе €1 
5 (С е доказана 

поради непрекъснатостта на / в 5 и компактиостта η ( 
е ком- 

Също както и в крайномерния случай. се установава, ч 

пактнате мяожества са затгорена. Оттук се пшкз;:;ззг и елно 

друго полезно следствие. Имекно ако f-C— L, e непр киъснешкш!шя 

инекция с компактиа дефиниционна osaacm, обратната. 

/-73:ЛС) — С също е непрекъсната. 
Нанстина нека F e произволио затворено множество в Г.. От 

о 
определението на компактно множество ведизга следва, че сечениет 

FNC също е компактно. От друга страва, 

) MF=fFNC; 
и което 

и следователно иножеството { “Р) е коипактио.з \;oga;s.d κ 

е я затворено. Сега твърдението следва от тесъема 2. .9. 

Така виждаме, че KOMNaKTHHUTE множества имграят голезна POAR 

при изучаване на неппекъснатите изображения. Ело защо тук ще 

посочим няколко условия, еквивалентни с компактиостта. 

4.9.1. Теорема. Едно множество С в банахово пространство 

L е компактно тояно когато е залворено и за всяно n=1, 2,... 

съществуват краен брой отворени кълба Oy Оъ..., Οὔκ € paduycu 
1 

—- Е ¢ центрове в C, 3a xoumo 

(з) CCO;UOQU ... υΟ,,. 

Доказателство. Heka най-напред множеството С e ком” 
пактно. Вече видяхме, че тогава С е затворено. Да допуснем сега, 
че за някое n=1, 2, ... не съществуват краен брой отевореня кълба 

ς радиуси --- ис (3). Тогава 3a всеки краея брой кълба Oy, О»...., Οὃς 

1 
€ радиуси — и с центрове в С ще имаме 

4 CNOU0u ... U0 % . 

Да изберем произволно х; ¢ C. Torasa кълбото O (x,, —:—l—\ няма да 

покрие С и следователно ще съществува точка “ 

ΓΟΝ O (x Ἴ. 1 Ty 

Сега поради (3) отново ще имаме точка 

xaeC\(O (x,, L)UO (x,, »1”» . 

И така нататък. Продължаваме този процес неограничено Така ще 

? Увод зъв функционалния анализ



стигнем до една редица (1) от елементи на С, за която е изпълнено 
условието 

Ха Ν (.-gx 0 (x,, —,11)) 

за всяко m=1, 2,... ΟἹ Hero HCHOCPEACTBEHO следва, че за всеки 
Ν , 1 два различни индекса { и 7 e в сила ||Х;--Х);| = -, Тъй като л 

е фиксирано, последното неравенство mokaspa, че (1) не притежава 
фундаментална подредица. Толкова повече, (1) не притежава сходяща 
подредица в противоречие с компактността на С. С това необходи- 
мостта е доказана. 

За да докажем достатъчността, нека (1) е произволна редица 
от елементи на С. По условие съществуват краен брой кълба 

1 
Oy, Орз,..., Ощ с радиуси -y~ 38 които 

9 Cc0,U0,U ... ООщ. 
Същевременно 32 BCAKO цяло положително т имаме χ. Тъй 
като целите положителни числа са безбройно много, а кълбата 
вдясно на (5) са само краен брой, то ще съществува такова без-. 
крайно множество Л) от цели положителни числа, че членовете на (1) 
с номера ΟἹ Λῆ да принадлежат на едно и също от кълбата вдясно 

на (5). Тъй като тези кълба са с радиуси -21-, за всеки два индекса 

еи Хот NV ще бъде в сила 

(6) o — |«< L 
Също no условие има краен брой кълба Oy, Ogp,..., Оза € 

радиуси —;—, 88 KOHTO 

7) CcOyUORU ... υ 

Ot друга страна, 838 всяко m ¢ λὴ имаме x,¢C. Тъй като вдясно 
на (7) отново имаме само краен брой кълба, а Л) е безкрайно мно- 

жество, ще съществува такава безкрайна част N, на М,, че всички 

членове на (1) с индекси от N, да принадлежат само на едно OT 

тези кълба. Тъй като сега радиусите са -ἑ-, 88 всеки два индекса 

i u /от М, ще имаме | 

(8) Пе < --. : 

На третата стъпка ще разгледаме краен брой отворени кълба с 

радиуси -ἐ- , ΚΟΗ͂ΤΟ покриват C. Тъй като N, е безкрайно множество 

OT индекси и за всяко m €N, e в сила χ ¢ C, това ще ни позволи 

да намерим такова безкрайно мпожество N;CM,, че при I, 7Ὲ Ν 
да бъде в сида | 

() . Ге < g 
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Като продължим този процес неограничено, ще получим намаля- 
ваща редица 

МоМо ... оМо... 

ΟΥ безкрайни множества OT цели положителии числа, 98 която по 
аналогия с (6), (8) и (9) са изпълнени неравенствата 

΄ и “ 1 
(10) ι:χί-χ]ιζ“”“ . 

винаги когато i, 7Ὲ Ν. 
Сега да изберем безкрайна редица 

т « т ς .. « т. « ... 

OT цели положителни числа, за която my ¢ N, за всяко k=1,2,.. . 
Ще покажем, че подредицата : 

аз Χ Ха ееа Хме 
на (1) е фундаментална. Нека Х и ( са цели положителни числа с 
#<. Тогава m,¢N, и тЕМ с М,. Ето защо от (10) следва 
ιχ'"κ“χ’"ι Н < 71? и фундаменталността na (11) e noxasaua. 

Тъй като L e банахово пространство, редицата (11) е сходяща. 
Ot друга страна, С e затворено множество м 33 всяко цяло поло- 
жително А имаме x,,,kec. Ето защо границата на (11) e елемент 
на С. С това компактността на С e установена и теоремата е доказана. 

Тази теорема притежава удобни следствия, Така например, ако 
L е банахово пространство а Cc L. затворената обвивка С е 
компактна точно когато за всяко n=1, 2,... съществуват краен . 1 брой кълба с paduycu ππ Е с центрове в С, за които e в сила (3) 
Необходимостта, разбира се, следва непосредствено OT теорема 1. За да се ybenum в достатъчността, за произволно n=1, 2,... да 
изберем краен брой кълба о, 0, . . . , О„ С радиуси ...21.;!. , 88 коита . 
е в сила (3). Тогава 

Ccouo,u ... U0,CO,U0U ... UO,, 
къдета O; е кълбо със същия ценвтър, както и 0;, и с радиус 3„- . 

Сега комнпактността на С следва от теорема 1. 
Като ADYro следствие можем да посочим следния вариавт Η тази теорема. Ако L е нормирано npocniparcmso, едно подмно- 2ество С на L е компактно точно когато е пълно (т. е. Βεηκᾶ фундаментална редица от елементи на С e сходяща н границата й 

еот С) и удовлетзорява условието (3). За да избегнем еднва банална дедукция, ще отбележим, че горното доказателство функционира без промени и сега. 
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Като по-иптересно следствие трябва да се схваща следната 
теорема, която описва компактността чрез отворените множества B L. 

4.9.2. Теорема. ξόηο множество С в банахово пространство 
< е компактно точно когато за всяка фамилая {Uahea om om- 
ворени множества 8 L ¢ 

(12) Ccu Πλ 
МА 

съществуват краен брой елементи Ay, Aoy ooy A На А с 

(13) „ Οοὔχυσχ И СЛ. 

Доказателство. Нека най-напред С е компактно и {Uahea 
е фамилия ΟἹ отворени подмножества Ha L с (12). Ще покажем, че 
съществува такова число п-1,2,..., че всяко отворено кълбо с 
радиус —;‘T и център в С да се съдържа в някое (/,. Да допуснем 
противиото. Тогава 88 всяко n=1, 2,... ще съществува точка X, €C, 
3a която кълбото O (x,,, ᾿͵᾽1ἶ) не се съдържа B никое Л. Taka по- 

лучаваме една безкрайна редица 

X1, ЖХа, «еу Жуе 

от елементи на С. Тъй като С е компактно, тя притежава сходяща 
подредица 

(14) Хар Ky v ен Хауе 

чиято граница Е-- т Х.„ принадлежи на С. Сега от (12) следва 
Я-зсоо 

съществуването на A€A ς ЕвЕ(Л. Тъй като U, е отворено MHO- 
жество, съществува 3> 0, за което O (Е, δ) - ὧλ (вж. 5 3.7). Но 

редицата (14) клони към Е. Ето защо за всички достатъчно големи 

k ще имаме x,,kGO (ξ, -ξ-) Нека %k е така голямо, че наред с по- 

1 8 
следното условие да € налице и условието --- < . Да разгледаме 

1 
произволно x € O (x,,k, —”k—) . Тогава 

e8] = e e =8 <t < 
и следователно x € O (€ 8). Тъй като, OT друга страна, Ο (ξ, δ)ε , 

1 - 
TO χξ { . Така показахме, че Ο Жлъ — ζ..ζ]λ, което противоречи 

А пу р 

Ha избора на X,,k. Honyqeuoro противоречие ни убеждава в същест- 

вуването на п с желаното свойство. . 

Съгласно теорема 1 съществуват краен брой отворени кълба 

O, Oy ...y О, с радиуси ,11 и с центрове в С, за които € изпъл- 

ъ 
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ol=1,2,...> k съществува 

нено (3). Съгласно избора на л за всяк 
3). Mo този начин е доказана 

м ς О,с Лу Сега (13) се получава ΟΤ ( 

необходимостта. 

Достатъчността се доказва така: 

положително число. Да фиксираме л и да разглед 

1 1 

всички отворени кълба O(x. ——-) с радиуси —— M 4е 

Нека n е произволно цяло 

аме фамилията на 

= нтрове в C. 

лагаме, че за всяка фамилия ОТ отворени множе 2 

вува крайна подфамилия С (13), вече е ясно, че ОТ разглеж даните 

кълба ще могат да се изберат краен брой, 88 които е в сила (3). 

Ето защо, 88 A2 можем с помощта на теорема 

е компактно, трябва само да покажем, че С е затворечо. 

За тази цел ще се убедим, че множеството L\ C е отворено. 

Нека E¢ L\ С. За всяко ХЕС да разгледаме отвореното кълбо 

(15) O(x, ο κ —»a,\) . 

Очевидно кълбата (15) покриват С и следователно краен брой от 

тях също ще покриват С. Нека последните имат центрове Ху, Ха Х 

Тогава ще имаме 
κ 

(16) се О х Lix—t). 
i=1 

и . 

Да положим 

К 1 . 

17) s=minf 4l а —E oy {230 e — B 

(Зчеви,;но 3>0. Да допуснем, че някой елемент X На кълбото 

Ο , ξ) принадлежи на C. Тогава съгласно (16) ще съществува X; с 

Ку , 
Це - 17 БИ 

От друга страна, ot (17) следва Цх--54 < »}2— "x;,—E}. Ето защо 

. жЕ ху +И : 1 4 - 

Il S ) < =g el 
T. е. [[χ, —El < i - OL(E‘ B)QC\EL<\!\C{C,-——-&\\_, което е поотиворечие. С това е показано, 

, . Ето защо множеството L—C е отворено и 
следователно С е за творено. Сега компактн остта на 
теорема ). С това теоремата е доказана. а С спедва 0Т 

Да ΟΤ беЛеЖНМ че (b A и амилиите l) T отворени CIAMHCXCCTBA 

на L ς ( e s épz)macecemgmqm отворени noxpumus на C. Поради това rop- 

банахово пр οεπραἓἓἕζἓ"ἓἂ накратко и така: Едно множество С 8 
i компактно точн , 

по 
й 0 когато B8CAK ! 

xpumue на С npumedcasa крайно nodnoxpumiue. #0 отворено 
Нека сега L е произволно нормирано пространство Гъй като L 

е подпространст ак T " T I. ᾽ ранство Ha банаховото пространство L, о ворените мно- 
᾽ 

и 
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- жества в L са ceuenms на отворени мпожества в ᾧ ς L. Оттук 
директно следва, че едно множество CCL е компактно точно 
когато om всяко отворено покритие на С може да се избере 
крайно подпокритие. Оттук след преминавапе към допълнения се получава още една характеристика на компактността в нормираните 
пространства, Едко лмножество С в нормирано пространство L е компактно точно когато за всяка фамилия {Fhea om затворени 
подиножества на L със 

i=1 

& 
(18) п (РЖ,ПС)#Ф 

3 всеки краен брой индекси А Ам ooy Ар О0т А е изпълнено й по-салното условие 

*?х (АпсС)+ @. 
Al . 

Оттук директно следва, че сечението на всяка насочена наляво фамилия от непразниа затворени подмножества на компактно Жжножество не е празно. Наистина (18) в случая е налице, понеже по предположенне СЪП[ЕСТВ)“ВП елемент F Ha дадената фЯМИЛИЯ-С Fx‘.:F 88 всяко i=1,2,.. ., A 
Компактността. безспорно e едпа or OCHOBHHTE концепции на анализа. Тя има значителио по-тирока сфера на действие от бана- ховите пространства, с KOUTO тук се ограничихме поради съображе- ния за простота. 

§ 4.10. ТЕОРЕМА НА ВАЙЕРЩРАС — СТОУН 

Нека X e компактно множество в някое нормирано пространство. Да означим с С (Х) множеството на всички непрекъснати функции J:X — Β. Разбира ce, С (X) e реално линейно пространство, При това, ако положим . 
oAl z’ffélfi} 170 | 

за всяко /ЕС (Х), получаваме една норма в С (X). Скодимостта спрямо тази норма съвпада с равномерната сходимост на редици от функции, а след снабдяване с тази норма С (X) става банахово пространство. Тук ще обърнем внимание върху още едно обстоя- телство, свързано с С (X). Именно произведението Хе на всеки две функции /Х и g ot С (А) e отпово елемент на С (X). Така наред с линейните операции в C(X) е налице още една операция — YMHO- жението. Директно се проверява неравенството 

17е =/l Пе 
за всеки два елемента Х и g на C(X). Ot това неравенство следва, че умножението е непрекъсната функция на двата си аргумента. За да се убедим в това, нека 
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(1) " 
’ flvf2:---,fn,

..x 

a 

(2) | 
вь gar еа g,,,... 

ca две сходящи редици OT елементи Ha С (Х) с граници 

| =1 =1i . 
(3) . } }͵Ξτξ κ g=lim g, 

Тъй като 
# 

f'n gn"'_fg:‘\'fn'—f)gn-\'f
(gn—g)r 

TO 
L /а 2а--/6 < ПУя Л ПУ Ц еи 2. 

От друга страна, ἢ 2,| # | 2а --- #| +П 2| и следователно 

/а ga—sel < Ве еае Ε Ὁ}}}.- ΠῺ ЦеЙНИУ . 6ι- εὴ 

ΟἹ това неравенство и OT (3) следва lim f, g,=fg и твърдецието е 
п-зоо 

доказано. 
. | 

Едно линейно подпространство А на C(X) се нарича подалгебра 

на C(X), когато от f, ЕЕ A винаги следва fge A. Ot горното пред- 

ложение следва, че затворената абвивка А на произволна подалгебрз 

А на С(Х) е подалгебра на С(Х). Паистина нека ТЕА и geA. 

Torasa® (вж. предложение 3.7.1) съществуват редици (1) и (2) от 

елементи на A ς (3). Тъй като А е подалгебра на С(Х), то РА БАК A 

Ot друга страна, от (3) се получава fg=Lm fn Ел поради което 
n—yoo 

fgeA. Тъй като Beue 3HaeM, че A е подпространство на С(Х), с 

това е показано, че А е подалгебра на С(Х). 
Съвкупността C(X) притежава едно забележително минимално 

свойство € разнообразин приложепия. За да го установим, се нвуждаем 

OT едно свойство на затворените подалгебри на С(Х). To пък се 

базира на следното твърдение: 
4.10.1. Лема. За всяко a>0 и za всяко в >0 съществува no- 

линолм Р с нулев свободен член, за който е изпълнено неравенството 

ф | Π1Χ] τ P | <е 

за всяко x¢R с |x| < a. 
Доказателство. Да фиксираме а и еи да изберем число 

6 >а no произволен начин. Добре известно €, че радиусът на схо- 
димост на биномния ред 

1 

© ( --  τῷὋ (—1)" (-“ἓ“ “ 
| . п-0 | я 

4е 1. Ето защо (5) e равномерно сходящ във всеки затворен под- 
« 

интервал на [0,1). По-специално това е така в интервала ἱΟ, а 

- 
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Ето защо, ако ¢ R означим 
голям номер, ще бъде изпъ 

(6) 
а? 

за всяко 16[0. ο:] Забележете, че R в (6) е полином на #. 
Нека сега х e число с |х.| « а. Тогава числото 

с) t= 23 

парциална сума на (5) с достатъчно 
лнено неравенството 

1а < 4)е Κ(0 | < < 

3 
az принадзежи на интервала [O, δὲ ] Ето защо 3a него ще бъде в 

сила (6). Ако заместим #Е от ( 7) в (6) и умножим двете страни на „ T2Ka полученото неравецство с b, ще намерим 

е N δ-- ὄ εχ — 00) |<-, 
където 

Ο )=bR (Щ) . 
По този начин за всеки три положителни числа 67>а и e същест- вува полином Q (x), за който е в сила (8) за всяко x¢R с || Ξ α. ΟἹ друга страна, изпълнено е и неравенството 

Ξξεγψο:--αἰ͵ 

Сега е ясно, че ако се погрижим да е в сила \/ ὃ:. α2 < —:__, ΟἹ 

(8) ще следва 

Θ ο τ οο [«- " 
винаги когато [χ | ΞΞ α. 

С това (4) все ошще не е доказано,. Τ Ν като не сме сигурни, че 
сзободният член на Ο е нула. Да положим Р (x)=Q(x) — Q(0). 

Ot (9) намираме | Q(0)| (--;- и отново от (9) добиваме 

.15] τ- Р0) . τ 15|-- Q) [π| 90) | <е 
което влече (4). С това лемата 6 доказана. 

Да отбележим изрично, че трикът с числото b >a бе изпол- 
зуван само за да избегнем проверката на равномерната сходимост 

на (5) B интервала [0, 1]. ᾿ 
4. 10. 2. Предложение. Ако X e ком;мпактно множество в ня- 

какво нормирано пространство L ий А e затворена подалгебра на 
С (X), заедно с всеки свой евлемент ) алгебрата А съдържа а [[]. 

Доказателство. Твърдението се получава почти непо- 
средствено от лема 1. Наистина нека а-|/|| и л е произволно цяло 

104



лев свобо- 
положително число. Тогава съществува полином P, с ну 

ден член, за който е изпълнено неравенството 

(10) (1«1-- #09 . < 1 

aa всяко x € R ¢ [x| = Ц/. Or (10) FuenBa 

) Пл--ехя ἢ < - 
няма 

От друга страна, 4 е подалгебра на C(X), a порлиномт:; }Y)I"o aa 

свободен член. Cera не е TPYAHO да се види, че «“е o A 

начин (11) nokassa, че |f| e граница na редица ot enem . 

Тъй като A e затворено подмножество на Ο(Χ), τὸ 17|« А κ пред- 

ложението е доказано. 
Оттук непосредствено следва, че ако А е затворена подал- 

гебра на С(Х) а f, g¢ A, функциите 

sup (f, @ ш inf (f, 9, 

определени съответно с 

(sup(f, #)) (¥)=max (f(x), gx)) ) ( εᾺ 

(inf(f, #)) (x)=min (f(x), #()) ( € X), 

също принадлежат на A. Наистина читателят ще съобрази, че са 

изпълнени равенствата 

sup(f, ρ)τετὸ (F+g+|f—gh и ini(f, g)=—;-— F+eg—1f—zbh, 

и твърдението очевидно следва OT предложение 1. Разбира ce, OTTYK 

с индукция следва, че ако Л, for ..., Г са елементи на A, то и 

функциите зчр(А, Ръ -..., ζω й i06(Fy, for ..., fm), определени със 

- (Sup(flrf2) ...а fm)) (x)=max (fl(x)l f2(x)’ LIRS ] fm(x)) 

и 

iy, fo .., fm) () <щ (fi(x), folx), ..., fulx) 
3a 8cako x ¢ X, също ca om A. 

3a да произнесем главната Teopema 3a C(X), имаме нужда още 
ΟἹ един термин. Ако А е подмножество на C(X), ааи b са точки 
Ha X, казва ce, че А разделя точките а и b, когато съществува 
функция f¢ A, за която f(a) Ξῇ f(b). Разбира се, тук не се изключва възможността А да се състои и само от един елемент. 

4.10.3. Теорема (Вайерщрас -- Стоун). Нека X е ком- 
пактно множество в някакво но рмирано пространство L u A e 
3amsopera подалгебра на С {X), която съдържа всички константа. 
Ако ЕЕ С(Х) u всеки две точки на X, който се разделят от g, 
се разделят u om A, mo g¢A. 

| Доказателство. Некааи b ca произволни точки от Х. 
Ще покажем, че съществува функция /„Е A, 32 която са изпълнени 
равенствата



(12) Хъ(а)- #(а) и 7л (6)- 2(6). , 
Ако g (a)y=g (b), полагаме f,, да бъде константата g (@) и (12) 
очевидно е изпълнено. При g(a) ΞῈ 2(0) съществува по условието 
на теоремата функция f€ A, за която Да) #=j(b). Да потърсим два 
скалара A и μ, 88 които функцията Sap=A+p Л удовлетворява (12) 

Atpflay=g(a) и А+/4(0)- # (6). 
Тъй като Да) == f(b), тази система има решение 88 А и μ. С това 
съществуването на f,, с (12) e доказано. 

Да изберем сега цялото положително число £ по произволен 
начин и да го фиксираме. Тъй като f,, и g са непрекъснати функ- 
UHH, съществуват отворени множества U, B L, за които 

(13) [r e X:tule) — 46) < πιτῦωοχ 
(вж. теорема 3.7.3). 

Сега да фиксираме & по произволен начин в X ¥ да разгледаме 
фамилията {Uas}aex 0T отворени подмножества на L. OT първото OT 
равенствата (12) и ot (13) следва a¢ U, 88 всяко a¢X. Eto защо 
тази фамилиля е отворено покритие на X. По теорема 9.2 същест- . 
вуват краен брой точки &), ал..., 4, на Х с 

Χα ευ κ ... Uls, 5 

Съгласно (13) това означава, че 3a всяко X €.X € изпълнено поне 
едното от неравенствата Н 

. i 

(14) κ (9<# (9+-- (=1,2,..., 5) 
” Cera да разгледаме функцията 

(15) Л.е (л o0 а ве /;а„ 5)- 

Тъй като всяка от функциите f,, е от А и A e затворена подалгебра 
na С (X}, 10 /, също e елемент на А. Ot друга страна, ot (14) и 
(15) следва, че е изпълнено неравенството 

ΓΟΝ 709 < glx)+- - 
32 всяко x € X, докато BTOpoTO OT равенствата (12) и раве нство (15 
HOKa383T, че е изпълнено и PABEHCTBOTO 

а? Λιδ)-- 6(6). 
По този начин 38 всяко b€ X построихме функция f, €A, 88 

която са изпълнени условията (16) и (17). Тъй като функциите /, и g 
са не прекъснати, съществуват отворени множества И, B L, за които 

(18) {XEX:/b(x)—g(X) > _L}=v,,nx. 
n 

Да разгледаме фамилията (Имвех. От (17) следва, че 38 всяко b¢ X 
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ев сила beV,. Ето защо тази фамилия е отво Следователно съществуват краен брой точки by, by, 

Съгласно (18) това означава, че за всяко ХЕХ e изпълнено поне едното от неравенствата 

(19) 6) > а) е ОО аеъ . 
Сега да разгледаме функцията 

(20) j = sup(j;,,, fb,, .. .. fbl). 

Тъй kato всяка or функциите Д e or A 10 ХвА. O ot (19) и (20) следва, че e изпълнено неравейството 
@n 70 ) -- а >—L 
32 всяке хе Х. Същевременно οτ (16) и (20) се полу 

Т друга страна, 

чава 
1 70) — gy < - 

88 BCIKO X € X, което заедно 
BCAKO x € X. Все едно 

(22) 

с (21) влече {ἷ(χ)--ἓςχ){ς.ξ- 88 

По този начин 88 BCAKO по-1, 2 . 

а произволна подалгебра В на С (Х), която 
съдържа константите. Нека g С(Х) е такава фуккция, ” че всеки 

да се разделят н or Β.



гебрата B разделя всеки две различни точки на X. Тогава изисква- 
нето за g € изпълнено автоматически и следователно всяка непре- 
късната функция : X - В може да сс апроксимира с елементи на B. 

4.10.5. Пример. Нека X e компактно множество върху пра- 
вата В. Тогава функцията х разделя очевидно всеки две различни 
точки на Х. Ето защо всяка непрекъсната функция в:Х- R 
може да се апроксилмира равномерно с полиноми на X. 

4. 10. 6. Пример. Нека Х e компактно множество в R*. Тогава 
координатните функции Xy, Xy, ..., X, очевидно разделят различните 
точки на Х. Следователно всяка непрекъсната функция g: X—R 
може PASHOMEPHO да се апроксимиара с полиноми Р(хр Ха ..., Xp) 
на х, Ха .. Xy 

Съществуват интересни приложения на следствие 4, при които 
8 не разделя всеки две различни точки на X. 

4.10.7. Пример. Да разгледаме компактния интервал [-- π, π]. 
Читателят ще провери, че функциите от вида (тригонометрияните 
полиножи) 

» 
а, Η - - 2t D (а, cos х -+д, sin ix), 

=1 
където @; и b; ca реални числа, образуват подалгебра на С ([—m, х). 
Непосредствено се вижда, че те разделят всеки две различни точки 
а н b на |--х, =], поне едната от които не съвпада с някоя от 
точките - π или 7. Всеки тригонометричен полином обаче приема 
равни стойности в точките --т и ™, поради което те не могат да 

бъдат разделени. Но следствие 4 отново е приложимо и показва, че 
всяка непрекъсната функция g:[—w, m] — R, за която g (--πὴτι 
=g (π), може рагномерно да се алроксимиара с тригонометрияни 
ROAUHOMU . 

Η͂ 

Задачи към четвърта глава 

Примери за банахови пространства 

Задача 1. Да се докаже, че за всяко p = 1 пространствата # и l’é са банахови. 

Задача 2. L е линейното пространство на всички сходящи редици {xl-}lf’f__l oT 

реални числа, снабдено с равномерната HopMa. Да се докаже, че L e бана;ово 

пространство. . 
Задача 3. Нека X e вормирано пространство, а У --- Сбанахово пространство. Да се 

докаже, че нормираното пространство |Х, У) (вж. 6 3.11) е 6анах,ово. 

Задача 4. Нека X е единичният затворен кръг в комплексвата равнина и A e 

линейното пространство на всички непрекъснати функции / : Χ --# С, които са анали- 
тични във вътрешността на X. Да се докаже, че А е банахово пространство спрямо 
равномерната норма. 

Общи свойства на банаховите пространства 

г 
Задача 5. Нека L e нормирано пространство и L е попълнението на L. Да -ce 

докаже, че ако на произволен непрекъснат линеен функционал ! в L се съпостави 
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прострайства 

рестрикцията му UL до L, се получава изоморфизъм междУу спрегнатите простр 

Έ и L*. Този изоморфизъм запазва нормите. 
галяваща 

( )Задача 6. Да се докаже, че във всяко банахово пространство всяка нам 

редица 

(1) Β, Ὦ B:D ... 282 .- 

OT затворени кълба има непразно сечение. 

Упътване. Установете, че редиц 

ментална. 
) . 

Задача 7. Да се посочи mpumep Η намаляватща редица ( 

ничени непразни изпъкнали множества в някакво банахово пространство, 

на елементите на която да е празно. 
) 

Упътване. B C (0, 1]) разгледайте множествата Β, (n=1, 2,...) на функ 

циите /, 88 които 0 =< Л) = X" 38 всяко x€[0, 1 (=1 1 πὸ 

Задача 8. Да се докаже съществуването на функция /Е С (0, )), за ко 

τ Κ o 
А 1 

ата от центровете на тези кълба е dynna- 

) от затворени огра- 

сечението 

τ lim sup! 
1-0 Ϊ 

Σ Е ν 3 i, 2 [ ете ¢ F, CBBKYNHOCTTA на 
Упътване. 3a произволно n=1, 2,... означете п 

ц Де <А еи 
всички функции /Е С (0, 1)), 32 които съществува X € [0, Че | п 

за # 4- , и приложете теоремата на Бер. 

Задача 9. Нека L и L; ca банахови пространства, й : L — Гл e линейно изоб- 

ражение и L, e подпространство на L} което разделя точките Ra Ly. Да се докаже, 
. 

че ако всяка OT композициите /е u, където I пробягва L;, e непрекъсната, непрекъс- 

нато е и изображението ε. 
Упътване. Приложете теоремата за затворената графика. 
Задача 10. Нека L e линейно пространство, а! ἰ ὶ | |» са две норми B L, 

спрямо всяка OT KOHTO L е банахово пространство. Да се докаже, че: 
а) ако всяка редица от елементи на Δ, каято клони към нула спрямо Х Въ 

клони към нула и спрямо || П. нормите | Uy и || П» са еквивалентни; 
6) ако линейните функционали B L, които са непрекъснати както спрямо 4 1, 

така и спрямо || ||» разделят точките Ha L, нормите | iy M Ч Ц» са еквивалентни. 

τ Компактни множества 

Задача 11. Затвореното . единичко кълбо в едно нормирано пр 
компактно точно когато L е крайномерно. prEP пространство L 
пока)з(/е:еъ x;ra;-a Η e 3a κ установите необходимостта, с TIOMCUITA Ha зад. 21 οἹ Щ гл 
пе а :anpen, че BCAKO крайномерно подпространство на едно HOPMUPAHO 

затворено. След това с индукция се убедете в съществуването на 
безкрайна а р редица (хД2 ) от елементи на L, за която Г ж|| = 1 88 всяко ἐ < 1, 2,... 
: 4 и « Х/ ἘΞ τ - при 14 . 

Задача 12, Нека p= 1 и {a,»}l. I =1 © елемент Ha ἐβ с положителни координати 
а се докаже, че MHOWECTBOTO X Ha всички елементи 

изпълнени неравенствата | X;| < а; за всяко Е -- 1, 9 е компактно. Задача 13. Нека L е нормирано пространство и X C L. Да се докаже, че: 
a) Xe KOMMAKTHO точ P - (Г я 

HO когато всяка едица {.x От ементи н р { } en HTH Ha X притежава 
- 1 

E€ X, че 3a всяко n=1 
BCAKO с(ГсъщестпувнтЕГстасн i\lx - < 1 Н Ξ ~ ] 

n 
а редица (х P { T}YEI‘ OT елементи Ha X притежава 

{χῆ ι на 1P, за които ca 

точка на сгъстяваке, Τ. е. съществува такова 2 ,2,... И 88 

6) Х е компактно точно когато всяк 
сходяща подредица, с граница от X, 
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ност OT (YHKUNH Нека / e nopuwpano пространство, X С L н A е съвкуп 

F: X — В. Съвкупността А се HAPHUY рагвностеленко непрекъската, когато за всяко 

К 5 > 0, чеза всяко X ¢ Χς |х- Е) « ὃ н 
E € X н за всяко & > 0 съшествува такова 

за всяко ᾷ A да е в сияла / (2)--/ (6| < ε. Множеството А се нарича равномерн, 

фразхностепеннио непрекоснато. когато чнислото & от предишната дефиниция може д 

се нубере таха. че да не зазвиси от . 
Задача 14. Нека Х е компактно множество н А е равностепенно непрекъсната 

съвкупчост от функинн /! X — R. Да се локаже,. че: 
а) съвкупността A е равксмерно ранностепенко непрекъсната; 
6) ака {17} Ἐ © Редипа OT CXCMCHTH на AR [: X — R е функцня, за KOATO 

4 

2 = Ша f (%) за всико х X, функинята / е кепрекъската н е изпълнено равенство- 
т 

то Г « lim Х спрямо равномерната норма. 
γε T 

Задача 15 (Арцела-. Аскалн) Hexa X e KOMOAKTRO MHOXECTBO 
С() с AKNEAROTO NDOCTPAFCTIO на BCHUKH непрекъснати функцни f : X — R, снаб 
REKD с равномерната норма. Да се nokawe, че едно множество А С C(X) e κομ- 
пактиС точно когато А е ограничеко, затворено н равностепенно нпепрекъснато. 

Упътване. Необходнимост,. Ограннчеността на A следва OT непре- 
къснатостта на нормата. а затворсността се съдържа в теорема 9.1, от която може 

също AR се нчзвлече н равностепенната непрекъснатост. 
Достатъчност. Нека IVT}TEF е peanua от елементи Ha A. С помошта 

на зал. 2, П гя, изберете уннверсална подреднца и положете / (X) = ιξ... }’φὃ () 88 
᾽ δέὰ 1 

всяко X € Х. Приложете зад. 13, 6) н 14, 6). 

Теорема на Вайерщрас --Стоун 

Sanava 16. Да се докаже, че зко а н b са положителни чиеласа< buwe > 0 
същесткува полином P (X) с вулев свободен член, за който € изпълнено неравенството 

-l-—P(.r)! < & 32 всяко X € [a, D] 
х 
1 Упътване, Приложете теорсмата на Вайершрас — Стоун към функцията 

πῶ B ннтервала (а, δ]. 

Задача 17. Heka X e ΚΟΜΠΆΚΤΗΟ миожество и B е sateopena noganrebpa на C(X). 
Да се poxaxe, че: 

а) ако B съдържа функиия, която не се анулпра B X, то B съдържа константите; 
6) axo за всяко 5 € Х съществува /Е 8 с / () ΞΕ0, 10 8 съдържа константите., 
Упътване. Сведете а) към зад. 16 и докажете 6) с помошта на а). 
Задача 18. Нека X е компактно Muoxecrso, B е подалгебра” на С (X), а 

£:X — Н — такава непрекъската функция, че всеки две точки на X, KOMTO се 
разделят от g се разделят н от B. Да се докаже, че ако # се анулира във всяка 
точка Е € X, п която се анулират всички функции от B, то за всяко в > 0 същест- 
pysa функция f€ B, за която е изпълнено #Е (2)-</ (Ἱ < « за βεῆκο ХЕ Χ. 

пътване. Съгласно следствие 10.4 и зад. 17, 6) интересен е само случая т 

когато всички функиции f € B се анулират в някоя точка Е на Χ. При това Условие , 
разгледайте по-широката алгебра, съставена от функциите A + f, където А е кон-. 
станта и f€ B. 

Задача 19 (комплексна форма на теоремата ᾶ Вайера 
mpac—Croyn). Нека X e компактно Muowecto, ς (X) е алгебрата ὰ 
всички непрекъснати функцни /: X — C, а B е подалгебра на Cg (X) (устойчив, 
спрямо умножение с комплексни скалари) която заедно с всеки свой елемент 

съдържа и комллгкено-споегялтата функцяя Δ Нек1 #; Х — С e такава непрек ъс- 
ната функция, че BIexd де? точ«м ΗἹ X, които се раязделят ΟἹ &, се разделят и от Β. 
Да се докаже, че ако # се анулира въз всякт точка ¢ на X, в която се анулират 
всички функции от B, 10 за всяко £ > ( съществува такова / € B, че да е изпълнено 
неравенството |# (¥)—f (х)| < ε за всяко X Е Χ. 

Упътване, Сведете KoM зад. 18. 
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АБСТРАКТНО ИНТЕГРИРАНЕ 

Интегрирането € осковен инструмент на анализа, но въпреки 

дългата жу история пълноценната теория на интеграла бе съз- 

дадена късно. Една от особеностите й е широтата на действието. 

Тя повлия върху много области. Ще отбележим само редовете 

и трансформацията на Фурие, диференциалните ц интегралните 

уравнения, теорията на вероятностите и значителното стимули- 

pawo въздействие върху появата и развитието на функционалния 

анализ. Има множество примери за съвкупности от функции Ф 

в дадено множество X, Koumo могат да се интегрират, m. е. 

във Ф e зададен подходящ линеен функционал. f . Той npespoiuc Ф 

8 нормарано пространство, което обикновено ке € NBAHO. Тези 

предварителни дакна са характерни за пространствата на Да 

ниел. Особено интересни са пълните пространства на Данчел, 

наречени лебегови. Последнате играят двояка роля: осигуряват 

важна за анализа и физиката пространства и интегрирането в 

тях e згъвкаво поради удобните теореми за граничен преход в 
интеграла --- онези на Бепо Леви, Лебег и Фату. Гъвкагостта се 
дължи U на саистелмното използуванг на онези подмножества на 
X, Koumo не са съществени при интегрирането — пренебрежсимите 
множества. В следващата глага ще се убедим, че всяко прост- 
ранство на Даниел се потопява естествено в лебегого. 

В § I e приведека дефиницията на npocmparcmeo на Данипел, 
а # 2 съдържа примери за такива пространства. В # 3, 4 и 5 се 
изучават пренебрежимите множества. В #6 е разгледан едан 
въпрос за граничен преход под интеграла. В § 7 се запознаваме 
¢ два вида cxodusocm. Централното за тази глазга ROMAMILE — 
npocmpancmeo Ka Лебег--е въведено в § 8, където e доказана и 
теоремата ка beno Леви. Параграфи 9 и 10 са посветени на 
теоремите ка Лебег ц Фату. Параграф 11 борави с едно обобщенае. 

дПри. първо четене може да се пропуснат частта от # 7 
след доказателството на предложение 7.1 u в 11. 

§ 5.1. ПРОСТРАНСТЗА НА ДАНИЕЛ 

B 96u1aTa теория на WHTErpana се разглеждат произволно MHO- 
жество X 4 ( и линейно пространство Ф от реални функции φὶ X — R 
и се предполага валидността на следните четири аксиоми: 

а) 88 всяко фЕФ е в сила |4|6Ф; 
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6) за всяко ¢ (P е в cuaa ini(l, ч)<Ф: 

в) зададен е позитивен винеея функияоная f: ¢—R, 1. ε. 

лннеен функционзл, 32 който οὐ ФфЕФ и ¢ (x) = 38 всяко xeX 

следва f 220 
г) 3a всяка релица 

φι(χ) 2: Фо(х) ... =)= ... 

ΟἹ елементи на Ф, която намалява за всяко X ¢ X и за която 

tim @,(x)=0 
3480 

за всяко x€X, e B cHaa 

lim f 9,=0. 
B-scn 

Eana тройка (X, @, f Σ OT иножество X, AHHEAAHO пространство 

Ф or реаяни функция B X и линеен функционая [:Φ.Λι за които са 

изпълясня аксиомите а) — г), ще наричаме пространство на Даниел. 

Аксиомите а) и 6) изразяват свойства на самото пространство 

or функции Ф. Трябеа да си мислии Ф като съвкупност OT функции, 

коитО вече умесм да иитегрираме. Тогава аксиомата а) изразява, че 

заелно с всяка ивтегрируема функция нейният MOAYA също е интег- 

рируема функция. От нея следва, че ако @, φεφ, 10 функциите 

inf (¢, Ф) и вир/о, Φ), дефинирани съответно с 

(inflg, ф)) (x)=min(g (x), Ф ()), 

(suplg, $)) (x)=max(z (x), Ф (x)) 

23 всяко x €.X, също принадлежат на Ф. Наистина читателят ще | 

съобрази веднага, че €3 изпълнечя разенствата 

: 1 
",f(?, {7!’)='2 (ч;+ф-|?-фр1 ᾽ 

sup(e, =5+ + g — 4D, 

Ἢ твърлението следва OT аксиома а) и от линейността на Ф. По- 

специално за всяко фЕФ функциите 

g*+=sup (0, t;’):—;* е+|9), 

g = —inf (0,9) = —-3 871е 

са or Ф. Съшевременно #” >0, g~ 2 0 и p=9*—¢~, поради което 

всяка функция от Ф е разлика на две неотрицателни функции от Ф. | 

Аксиомата 6) се нарича аксиома на Стоун. Tae едно техни- 

ческо изискване за Ф и има за цел да отстрани от разглеждане 

иякои изродени ситуации. Тя се намесва съществено при изучаването 

на измеримите фуйкции, функционалните пространства, а също и 
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ярка, интеграя и м 
ῬΗ разглеждането на ΒΞΔΗΜΟΟΤΗΟΙΠΕΉΜΕΤΟ иеждутазк rgana e 

пза gu'ro ще стане дума в слелвашите глави. B м 

᾽ луги охн. прибягваме 30 услугите wa аксиомата на Стоз 
Я грал. Позитив- 

Линейняят функционал f въз Ф се napuua интегра.г 

неотрицателна стта на интеграла означаза, че иятегоалът на ac:axz; Ке е:.ве Фуак- 

;o нкция OT P е неотрицателен. O}'T;.‘lg c.1c128,:;xo ХЕХ), ев сила 
ц;и φ, ФЕФ, за коинто g5 ᾧ (ς () 5 ¢ (x) 38 

- . НО] . — ф 

f q)sf ф. Наистина тогава ¢ —g¢ " 0 и следовател Ф 

Ξ ( (4,--Ф) 2-0. 

]С:що толкова просто се доказва и перавенството 

ω᾿ 2 = [Ὁὶ 
32 всяко ¢ € . Наистина or неравенствата 

ф) н τφ 5)91 

fosfist s -Ле ЛеЬ : 
откълето (1) се получава незабавно. 

Аксиома г) е хипотеза 32 грапикен преход под интеграла. Тя е 
твърде съществена 38 следвашото хзложение, 

Да отбележим още, че 2ко 32 произволно F ¢ P положим 

τ =flg) 
получаваме една полунорма въз P, C изьестна неточност тя се Hapuua 

първа норма във ᾧ, Иктегралът j Ф - R e непрекъснат линеен 
функционал спрямо пъргата норма. Нанстича 

е« Ла!- е 
33 всяко @ € P. Когато f Не e тъждествено nyaa, неговата норма Очевидно e 1. 

CACABA очевидно 

8 5.2 ПРИМЕРИ ЗА ПРОСТРАЧСТВА НА ДАНИЕЛ 
Ще започнем с два съзвършено прости примера. 5.2.1. Пример. Нека X e непразно пространство на всички ф 

дествено нула вън от някакво (зависг Аксномите а) и 6) от np 
За произволио φεῦ ще положим 

, и



. 

Тук сумата вдясно трябва да се разбира като сбор от всички стой- 
HOCTH Ha ф B някакво крайно подмножество на X, вън от което ф 
се анулира тъждествено. Разбира се, въпросната сума не зависи от 
специалния избор на това крайно множество. Аксиомите в) и г) за 
TaKa въведения интеграл във Ф се проверяват непосредствено. 

5.2.2. Пример. Нека X е безкрайно множество и Ф е съвкуп- - 
ността на всички функции ф: X — R, всяка OT които е тъждествено 
нула вън от някакво (зависещо от ф) изброимо множество B X H 
безкрайният ред 

2 16 | и 
“ хЕХ 

е сходящ. Ако за произволно @ € ᾧ положим 

отново получаваме пространство на Даниел. Разбира се, ако X e 
изброимо, смисълът на дясната страна е ясен поради предположе- 
ната абсолютна сходимост. Ако Х не е изброимо, избираме произ- 
волно изброимо подмножество на X, ΒΌΗ OT което ф се анулира 
тъждествено, и сумираме само в Hero. Независимостта на определе- ” 
нието OT това изброимо множество е очевидна. Препоръчваме Ha 
читателя да провери аксиома T). 

Най-интересните примери за пространства на Даниел се базират на 
следващата теорема, която гарантира аксиома г) в широк кръг случаи. 

5.2.3. Теорема (Дини). Нека Х е компактно множество в 
„якакво нормирано пространствой “ 

(1) Φφι ΞΞ ΦΩ ΞΞ --- =P .. 

камаляваща редица от непрекъснапти функций в Х с 

е2) „ lim @,(x)=0 
( и ST 

3а всяко x € Χ. Tozasa cxodumocmma на (1) e равномерна. 

Доказателство. Heka ге произволно положително число. 
Трябва да се убедим в съществуването на такова , че при m=n 
да е в сила Ф,(х) < в за Bcgko x €¢.X. Да допуснем противното. 
Тогава за всяко n=1, 2, ... ще съществуват M, >л и точка X, ¢ X, 

за които ф,„п(х„) 2-а. Тъй като peaunara (1) e намаляваща, TO 

φρίκ,) Z Ф () Z е. 
По този начин получихме редица (х.) ΟΤ елементи на X, 88 която 

3 - τ еа(К) Ξ 
88 всяко n=1, 2,... 

Ot компактността на X следва, че редицата {x,}= я притежава 
- сходяща подредица (х„„);;! с граница Е от X. Нека ( e произволно 
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цяло положително число. Тогава за всички достатъчно големи Я ше 
бъде в сила n, 2: ( и понеже редицата (1) е намаляваща, то 

q’l(xnk) < фп„(хп„) Ξι ε 

съгласно (3). Следователно g, (x,,h) ἘΣ & 88 всички достатъчно :;теии k. 

: o g, a е непрекъсната /нКция, Но редицата (х.,6-а Клони към ς "φ;οεε φἷ;) 2:е Пос;едното =lim Χ, ) ¥ порад "Ф5) = ε. | Ето защо @@=lm (%) ͵ 
неравенство е доказано 33 всяко 1-:1, 2,..., а това противоречи 

. TOBA теоремата е доказана. 

" (2С)ЛЕСДВЗЩЗТ8 те[:)рема осигурява наличието на аксиомата за гра- 

к кръг от случаи, н преход под интеграла в щширо 
ничеб 2p4. Teopema. Нека X е компактно множество, C(X) е cas- 

купността на всички непрекъснати функции 9: X — Ru f С0) - R 
е пройзволен позитивен функционал. Tozasa тройката (X, C(X), f у 
е пространство на Даниел. 

Доказателство. Единственото, което трябва да устано- 
вим, е аксиомата г) от определението на пространство на Даниел. Нека (1) е намаляваща редица от функции от С(Х) с (2) за всяко хЕХ. 

Нека ¢ ¢ произволно положително число, Съгласно лемата на 
Дини съществува такова v, че при п >у да е в сила 

0 < φ,ι(χ) < (x € X). Ot позитивността на интеграла cera следва 

0=<=fcpn,<=fe=afl, 
с KOETO BCHYKO e доказано, тъй като YHCAOTO вдясно е произволно малко заедно с g, 

5.2.5. Пример. Ако в C(la, b)) разгледаме римановия интеграл 
. b 

Г , 
получаваме съгласно теорема 4 пространство Ha Даниел. По-общо кека « Ча, ) - В е произволна растяща функция, Ако фиксираме «, стилтесовият интеграл 

b 

{1Ξ { 7094 «Οἡ 
Очевидно е позитивен линеен функционал в С (, 6)). Следователно Ξἷ"’ἵε растяща функция « дава πὸ един пример 38 пространство Ha аниел. . . 

- 5.2.6. Пример. Нека А е затворен паралеленипед в R*, Ако в С(А) разгледаме римановия интеграл 

1



ff=ff Ν ||(χ1, Хае Χρ)άχι аха . . . dx,, 
А . 

получаваме пространство Ha Даниел. 
По-общо нека А е CHOTEETHHNT полузатворен паралелепипед, 5 е 

съвкупността на всички полузатворески подпарглелепипеди Ha А и 
μ:5-5- Ε е произволна неотрицателна адитивга фувкция. 
Ако фиксираме р, интегралът 

[- [reane 
А 

€ позитивен линеен функционал в С(А) (гж. 6 2.12). Следсеслелно 
отново получаваме пространство на Данкел. К ; 

Теорема 4 не изчерпва възможностите Ka теоремата на Дини, 
Нека L e нармиргно пространство и X e множестго B /. Една не- 
прекъсната функция /: X — В да наречем финитна, когато съществу- 
ва компактно мнпожество КсА, 32 което / се анулира тъждествено 
в мкожеството X \ Y. Така капример при X=  финитните функции 
ф: В — R ca онези непрекъснати фувкции, ECAKA OT които се анулира 
тъждествено вън ΟἹ подходят интеревагл. Аналогично при Д ΕΞ 
финитните фувкции ф: К — В са непрекъснатите. функции, KOMTO 
се анулират тъждестеено вън OT псаходящи парглелепипеди. Ако 
ф:Х- R e фенитна функция, BCAKC компактно MHOXKecTBO Y B X, 
BbH OT KOETO @ се анулира, се нарича ксси/тел на @. 

Следващата теопема ofobuizra теорема 4. . 
5.2.7. Teopema. ека X е MHONCECI00 в HAKAKEO нормирако 

простракство ий Ф (X} е сескунпността на всияки «винитни функции 
фХ- К. Тогава за пролзволен позитивен липеен функционал 

f :Ф(А) — В тройката (X, ᾧ (X}, f Y e пространстео на Даниел. 

Доказателство. ГПтгедостсвяме на читателя да обмисли 
несъществените модгфикации на доксзателсткото на теорема 4, след 
които се получава теорема 7. 

5.2.8. Пример. Нека Ф е съвкупността на финитните функции 

ф: R— R. Ако за произволко фЕФ положим 

f o= f bqo(x) dx, 

където (а, 6) e носител на ¢, получаваме очевидно коректно опреде” 
AY 

лен (независещ OT спепиалпия избор Ha носителя (а, 6)) позитивен 

линеен фупкционал във Ф. Следователно (R, @, |) е пространство 

на Даниел, Разгледаният функционал f се нарича UHBAPUAHMEH UH~ 

теграл B R, Така посоченият npumep е във всяко OTHOWEHHE основен 
͵ 
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в теорията на интеграла. Ето защо читателят постоянно трябва κά 

го има пред вид. 
По-общо, ако «:#-«В е npoussoana растяша функция и за 

произволно Ф € Ф положим 

с 

[e= [ otydat), 
& 

aBame flpOCTpaHCTBO 

където {a, b] oTHOBO е носител HA @, пак получа 

на Даниел. 

5.2.9. Пример. Ако Ф е съзвкупиостта на фицнитните функцийи 

φΗ - ΡΗ и за произволно @ ¢ @ pasraciame римановия интеграл 

f(,’?-“:ff „„]ф():„х2,...,х„) dxldx'l"'dxfl’ 

А 
отново про- 

където А е произволен носител на o, nonyqaname 

странство на Даниел. Функциокалът се нарича инвариантен 

интеграл в В”. И тук във Ф могат да се разглеждат много други 

интеграли, HO инвариантният интеграл бегспорно е най-интересният. 

Ето и други интеграли въз Ф. Нека 5 е съвкупността на всички 

полузатворени паралелепипеди Β Бли щш:5-- R e произволна неотри- 

: -цателна адитивна функцикя (Bx. 6 2.3). Тогава функционалът 

Ге [«οῦ ак 
ο κ 

където А е нсосител на ῳ ‘Bik. § 2.12j, прегвръща Ф в прострачство 
на Даниел. 7 

Така виждаме, че пространствата μ Даниел се срещат често 
в анализа. (:ЪХЦ-[ЗСТВ"ВЗТ ид yrH Σ μ ев У чтересини прим 5 р HAT ¥ р ep х на такива ΠΡΟ' 

§ 5.8. ПРЕНЕБРЕЖИМИ МНОЖЕСТВА 

Нека (X, Ф, f) e пространство на Дгниел. Една ot характер- 

ните чертт и 1 ik TaKEEaflM‘;a теорията на интеграла е систематичното използуване 
иА тъ;(десгвжествгз A B X, че всяка фулкция ФЕФ, която се ану- 
e ;:Hoe ξ .;н от A, има нулев иптеголл. Тези множества 

гзат в теория i л o да e pers теорията на интеграла. Следва TOYHOTO 

Едно множество A в Х се нарича пленОбрезя 
ствуват растяща редица ар ”гбнаирежцмо,. когато съще- 

(1) φιἕᾧπξξ..ξφ“ξ 

. Е 17



i 
Ξ 

OT неотрицателни елементи на Ф и число C, 838 които са изпълнени 
условията: 

а) Нт Ф.„(х) = οο за всяко X Α͂; 
fi—doo 

6) f%éc 3a всяко =], 2,... 

От тази дефиниция следва директно, че празното множество € 
пренебрежимо. Също така всички подмножества на едно пренебре- 
жимо множество са пренебрежими, Читателят ще съобрази, че един- 
ственото пренебрежимо множество в примерите 2.1 и 2.2 е празното. 

5.3.1. Пример. Едноточковите множества B [z, b] ca пренебре- 
жими спрямо СДфа, 6)) и римановия интеграл. Нека c¢fa, 6). Да 
изберем 88 всяко n=1, 2,... по една неотрицателна непрекъсната 

& 

функция ᾧ, τ[α, ] —+ R с Yo (O)=1 и f ψ, = 2’,, и да положим 

а 

Фа-- фу Ἐ Φ2 Ἐ ...+, П 
Очевидно така получената редица (1) е растяща и са изпълнени а) и 
5) при A={c}. 

Аналогично се проверява, че едноточковите множества са пре- 
небрежими и B R, когато Ф e съвкупността на финитните функции, 
снабдена с римановия интеграл, и същото е вярно за В“. В тези 
случан съществуват пренебрежими множества с мощността на KQH- 
тинуума. 

Следващите две прости предложения показват, че пренебрежи- 
мите множества са удобио свързани с интегрирането. 

5.3.2. Предложение. Aexao¢®, 0 =0 1 f o=0. Toz2asa мно- 
жеството 

A={xe¢X τφ ( # 0) 
е пренебрежимо. 

Доказателство. Читателят ще провери,- че редицата 

Ф, 29, 39,..., пФф,... 
притежава свойствата а) и 6). 

5.3. 3. Предложение. Hexa фЕФ а ф се анулира тъждествено 
вън От някакво пренебрежимо множество. Тогава 

Гъ-в. 
Доказателство. Тъй като 

еЛе 
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” довтатъчно € да докажем, че f\cp\:O. Bee едно без ограничение 

на общността можем да предположим, че ф = 0. | 

Да изберем редица (1) със свойствата а) и 6). За произволно 

в > 0 да положим 

(2) ͵ φπ: ΒΠΡ(φ - &Py, 0) . 

Torasa ф,.ЕФ и понеже редицата (1) расте“, редицата с общ член 

(2) очевидно е намаляваща. 

От друга страна, за всяко хЕХ ев сила 

(3) (?()C) - ЕФП(Х) = 0 

38 всички достатъчно големи 7. Нанстина, ako x ¢ X\ A, в cuna e 

o(x)=0 κ (3) следва от HEOTPHUATEAHOCTTA HA @,. Ако пък X €A, 

HepaBeHCTBOTO (3) следва от условието 3). , 

От (3) заключаваме, че за всяко x €X e изпълнено ¢,f(x)=0 за 

всички достатъчно Толеми Μ. Ето защо ЧтфаА(х) 0 3a всяко 
n—oo 

x€X. Cera OT аксиомата за граничния преход под интеграла следва 

]ф„.-щ, поради което съществува л с fdg,,<s. Тъй като 

n—co 

според (2) ф--е @, = фл o7 6) следват неравенствата 

[ф;е[ф„+[фд(ес+е, 

поради което f(p е по-малък OT BCAKO положително чиесло. Съще- 

временно от ф = 0 следва fcpg 0. Ето защо f e=0 и предложе- 

нието е доказано. 
5.3.4. Следствие. Ако две функциЕ ф ий & om Ф съвпадат тъж- 

дествено вън от някакво пренебрежимо множество, то 

fo | 
5.3.5. Следствие. Axo edna функция ф npuiema camo Heompu- 

цателни стойности 85H от някакво пренебрежимо множество, mo 

[ 
Hauctuna нека A e пренебрежимо множество и 

всяко X € X\ А. Да положим ¢=suplp, 0). Тогава ф 
циите @, ф съвпадат тъждествено вън от A, Ето защо 

[-- Гено. 
5.3.6. Следствие. Дко ф z ф са функции от Ф ц е изпълнено 

неравенството (%) < ((х) за всички хЕЖХ вън от някакво пре- 
небрежимо множество, то 

v-
e 
o



[ФЗ]Ф. . 
5.3.7. Следствие. Цялото пространство Х e пренебрежимо 

точно когато f =0 3a всяко @ ¢ D, 
Това следствие посочва примери на множества, които не са 

пренебрежими: такова е пялото Х, когато интегралът не € тъждестве- 
HO нула. Разбира се, пространствата на Даниел, в които цялото Х 
е пренебрежимо, не са интересни. ' 

.. ᾽ 

5 5.4. ОСНОВНО СВОЙСТВО НА ПРЕНЕБРЕЖИМИТЕ 
МНОЖЕСТВА 

жества. С (X, ®, |) ще означаваме произволно пространство на Даниел. 
5.4.1. Теорема. За всяка фредица 

Ay 4,,..., A, 
om пренебрежими множества 8 X обеданението () л € прене- 

n=1 брежижмо множество в Х. 
Доказателство. Множеството 4, е по- предположение пренебрежимо. Ето защо по дефиниция съществуват редица 

- (D О < Фу ΞΞ φ 55 ./ 5 ФА ... 
от елементи на Ф и число C;, за които:. 

а)) Нт φι , (Χ) = со.за всяко хЕА;; oo Ν 

61) /ср„;с, 88 всяко k=1, 2, ... 
Ho аналогични причини съществуват и редица 

с) Ὁ < Фя ΞΞ фе 1 ... Sop=x ... 
ΟἹ елементи на Ф и uncao C,, за които: 

а) lim ф.,(Х) = οὐ 88 всяко x ¢ Ay 
οο 

6,) qukng 3a Beaxo k=1, 2,... 

СИ така нататък. Kato използуваме прекебрежимостта на A,, ще получим редица | 
(3/\ 05?„12%23-„5%/:5 

OT елементи Ha Ф и число ζ᾽͵͵, за която; 

a,) klim Фл (х) = οὐ 88 всяко x € A, 
оа 
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К. 

“ ните фУНКЦНИ и римановия интеграл, 

Gn)f Фл = Cy за Βέπκο k=1,2,... | 

Така получихме една редица от редици OT веотрицателни функ- 

ции от Ф и редица 
Ο,, Съ .... Са ее 

У 

от неотрицателни числа, за които са изпълнени УСЛОВИЯТЗ a, Ἂ бд) 

38 всяко л-1, 2,... 

Сега да изберем такава редица 

€1y Ео, чеа Eps τ - - 

OT положителни числа, че редът 

- o 

φ C=2, &Ca 
n=1 

да бъде сходящ, и да положим 

(5) Фуе Prp+e2 Pt --- Ра Фл 

за всяко k=1, 2,... Така получаваме нова редица 

(6) Фуъ Фо, - - -ν» Фруне е 

от елементи на Ф. Тъй като членовете на редиците (3) са неотри 

цателни, то @, 2- О0. От друга страна, 
κ 

Prt1 —CPk=z е Фе — φ Бе Феъ = 0, 
21 

тъй като редиците {1}, (2} и (3) са растящи и Фену,еча = 0. Ето 
защо редицата (6) е растяща. 

Нека хепчх Ap. Тогава съществува п-1,2,. .. ς x¢A, От 
друга страна, от (5) при kK= n следва φρίχὺ =, ФА(х). Оттук 
поради а,) получаваме lim @,(x} = co. 

k= 
Ot apyra crpana, от (5), а също or 6,), 69y, ..., 6,) пъ .. следва 

ῃ κ 
- f‘Pk =Zs.~f o= ), .С, < С 21 i=1 

съгласно (4). С ToBa теоремата e доказана. 
Вече в π идяхме, че ако в В” разгледаме съвкупността Ha фипит- 

едноточковите множества са п ренебрежими. Ot теорема 1 следза, че Β този случай са пренебре- ЖИМИ и всички изброими мн ожества. По-специално " съвкупността на точките ΟἹ R i е -C рационални координати. Така виж- даме, че даже гъсти множества могат да бъдат пренебрежими. 
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6 5.5. ТЕРМИНЪТ „ПОЧТИ НАВСЯКЪДЕ“ 

Пренебрежимите множества участвуват на всяка стъпка ἓ тео- 
рията на интеграла и приложенията й. Поради това е целесъобразно 
да свържем с тях още един термин. 

Нека отново(А,Ф, f) e пространство Ha Даниел. 38 едно 

множество ECX се казва, че съдържа поячти всички тоячки Ha X, 
когато допълнението My X \ I e пренебрежимо. 

ΟἹ Teopema 4.1 следва, че ако 
- . мя Х к ( 3)у W2y ча жа Mgy жее 

е редица от подмножества на X, всеки OT членовете на която съ- 
държа почти всички елементи на Х, TO и сечението 

- 
ὥτ ῃ E, 

n=1 

съдържа почти всички елементи Ha X. Наистина след преминаване 
към допълнения намираме 

XNE=U [X\E,) 
n=1 

и пренебрежимостта Ha X\ E следва OT пренебрежимостта на BCAKO 
от множествата X\ E,. 

Също така Х съдържа почти всички TOUKM на X M ако BCE, X 
и Ξ съдържа почти всички точки на X, то и #. съдържа почти 
всички точки на X. 

Удобно е тази терминология малко да се разшири. Нека Р е 
някакво свойство, което елементите на X могат да притежават или 
да не притежават. Казва се, че P e изпълнено почти навсякъде B 
X, когато множеството на всички точки х на X, 88 които P e из- 
пълнено, съдържа почти всички точки на X. Разбира се, това озна- 
чава, че множеството на всички точки х ΟἹ X, за които Р не e 
налице, е пренебрежимо. - 

Or казаното следва, че ако 

(1 Py Р,,..., P, ... 
€ редица OT свойства, BCAKO OT KOMTO € изпълнено почти навсякъде 
B X, свойствата (1) ca изпълнени едновременно почти навсякъде B X, 

При тази терминология предложение 3.2 изразява, че ако Фе 

неотрицателна функция от Ф и f =0, mo ¢ се анулира noumu 
навсякъде. Предложение 3.3 пък гласи, че всяка функция ф от Ф, която е нула почти навсякьде, има нулев интеграл. Аналогично 
следствие 3.4 показва, че ако две функции от Ф съвладат noumu навсякъде, интегралите им ca равни. Следствие 3.6 пък ни учи, че ако за две функции ¢ и ф от Ф е изпелнено неравенството 
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᾿φ( ξ $lx) nowmi навсякъде 8 X, mo f ф f ф. 

” Да се върнем към първата норма 

191- Ле) #ее) 
Да напомним, че две функции @ и фот Ф наричаме несъще- 

ствено различни (вж. 5 3.5), когато Це-- ф--0, т. е. когато 

f[¢—¢l=0- 

В съответствие с Ka3aHOTO TOBA изразява, че @ W ᾧ съвпадат поЧчти 

навсикъде. Също както в полунормираните пространства отъждествя" 

вахме несъществено различните елементи, в пространствата на Даниел 

ще отъждествяваме функциите, KOUTO съвпадат почти навсякъде. 

8 5.6. УСИЛВАНЕ НА АКСИОМАТА ЗА ГРАНИЧЕН ПРЕХОД 

ПОД, ИНТЕГРАЛА 

Пренебрежимите множества дават възможност да се усили акси- 

омата за граничния преход под интеграла. 

5. 6. 1. Лема (за граничен преход под интегра- 

ла). За всяка намаляваща редица - 

() φΙΞΦΖΞ-'-ΞφπΞ---' 

от елемента на Ф, за която е изпълнено равенството 

е а 9,00 =0 
n—oo 

почти навсякъде 8 X, e 8 сила и paseHcmsomo 

3 lim | ¢,=0. 

Доказателство. Да означим с A съвкупността HA TOUKATE 

χΧΕΧ, 88 които границата (3) не съществува или пък ако  Chlile- 

ствува, не е нула. Съгласно условието на лемата множеството Ае 

пренебрежимо. Ето защо по дефиниция съществуват редица 

(4) 0 < ф Ξ фе ... ф .. 

ΟἹ елементи на Ф и число С, за които са изпълвени условията . 

а) lim ¢,{x) = οο за всяко x € A; | 
2y 

6)fu];,,._<__C 88 всяко п-1, 2,... 

Да изберем положи телното число ¢ по произволен начин 
положим Р и л 

6) 
88 BCAKO n=1, 2, 

- ©,=Sup(@,—e ᾧ,. 0) 

... По този начин получаваме редица 
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6) B ἘΣ ὡἢ R ... Се e 

от елеменвти на P, която е намаляваща (тъй като (I} е намаляваща, 
(4) е растяша и ве > (). 

Ще се убедим, че . PR 

Ω) lim о е( Ξ 0 "’ 
n-yc 

88 всяко x € X. Heka най-напред x ¢ X\ A. Съгласно дефиницията 
на A e B сила (2), което 3acano ς {5} директно дава {7). Heka cera 
ΧΕΑ͂, Torasa e B cuna a). Тъй като, OT друга страна, φ, Χ) = φι Δ) 
съгласно (1), ясно €, че 32 всички достатъчно големи л ще имаме 
φ,ίχ) —e .6 <0 и съгласво (5) , (х)-0. С това (7) e устано- 
вено и в този случай. : 

Сега от аксиомата 38 граничния преход под интеграла” следва 

lim | ©,=0, 
ΓΤ 

порадя което 32 вскчки достетъчно големи л ше бъде в сила 

[“.---ἰ 9 # Гл <е. 
Ето защо съгласно G; 

& f 9, < e+<C. 

От apyra страна, 2) e B сила 88 почти всички x € X, a редицата 
() e намаляваща. Следователно неравенството ¢,/X; =0 e изпъл- 

нено 32 почти всички x ¢ X. Ето защо [φ,,ὲ 0 38 всяко л--1, 2,... 

Тъй като (8) е изпълнено 33 всички достатъчно големи 7, лемата е 
доказана. 

§ 5.7. СХОДИМОСТ СПРЯМО НОРМАТА И СХОДИМОСТ 
ПОЧТИ НАВСЯКЪДЕ 

Нека (X, @, f Σ e пространство Ha Даниел. Във Ф ще разглеж- 

даме два вида сходимост. 
Нека 

(Ι} Фъю Pos ееа Фе - - 

е редица от елементи на Ф и фЕФ. Както e естествено да се очаква, . 
ше казваме, че редицата (1) клони към Ф почти навсякьъде, когато 
88 почти всички точки x € X е в сила равенството - 

@ lim φ,(Χ) =¢(x;. 
R—00 

Ще казваме, че {1} клони към ф по HOPHMA, KOTATO е изпълвено 
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(3 1πὶ 9,=¢ 
n—oo 

в пормираното простраиство . Тъй KaTo по дефиниция П1 :f\'p\, 

2 Y 1 за - О съществуя ка v 

Ἷ 4 значава, че 28 BCAKO € > ра TAKO , че 

Р BOHCTROTO ;3/ [+ , 

88 всички л > у дае в сила 

f |фа--Ф) τ ε. 
2 ези два 

В този параграф ще сравним, доколкото е възможно, Те 

ходимост. 
видаб.съ ΐ Предложение. Ако Д) e редица om egeurignlul{ :;и п?;. 

която клони по порма към HAKAKEQ функция фея:;ъое ἈὮ ( 

жава подредица, която клони към Ф пояти навес. . 

Доказателство, Нека 

΄ -- С “) се с, 
: 3 лиествуването 

е схоляш ред с положителни членсте, От (3} следва същестеу 

на редица 
n1<}12< PR <nk< .o 

OT цели полежителни числа с 

) Лф„„-ц(сь 

а всяко k=1,2,... 

т 

Да положим ¢...=Z хф„.-ф% 38 scako m=1, 2, ... Taka noay- 
и k=1 
чаваме растяшата редица 

(6) 0 < ф) 5 Фе 55 ... Ξ ФА ... 

Пря това 

„съгласко (4) и (5). Оттук следва, че мвожеството на всички X € X, 
за които lim ᾧ, ,(Χ) = co, е пренебрежимо. Следователно редицата 

т-зоо 

(6) е сходяща почти вавсякъде. Съгласно дефиницията на ¢, TOBA 
οο 

означава, че безкрайният ред Σ 
#1 

::ззкъде. Но тогава общият му член трябва да клони към нула 
навсякъде, т. е. lim Фа (Χ) - φίχ) почти навсякъде. C това 

o0 

|2, () - φ } е сходящ почта 

предложението е доказано. 
Съществува вариант на TOPHOTO предложение с аналогично хо- 
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казателство. Той се отнася до фундаментални редици от елементи 
на Ф и ще бъде използуван еднократно по-нататък. Преди да при- 
стъпим към обсъждането My, да напомним, че една редица (1) от 
ел ементи на Ф се нарича фундаментална, когато 88 всяко e >0 съ- 
ще ствува такова n=1, 2,..., че за всяко m= 2 да € в сила 
“Ч*т*-%“(е, т. е. 

f |φ͵͵ι-φ“|(ε- 

5.7.2, Jlema (за сходимост). Веяка фундаментална редица 

(1) фд,фт...,ф„,... 

om елементи на Ф притежава подредица, която е сходяща почти 
навсякъде. 

Доказателство. Да разгледаме отново произволен схо- 
дящ ред (4) с положителни членове. Тъй като редицата (1) е по 
условие фундаментална, 88 всяко k=1, 9,... съществува такова v, че при т, n>v, да е в сила . 

™) /!Фт-%!( С 
Да изберем сега редицата 

<<l . ..<n< ... 

с n,> v, 88 всяко k=1, 2, ... Torasa от (7) следва 

е Лещ =20 <. 
3a всяко k=1, 2,... 

т 

Да положим сега ψ,,,:Σ ! ФА е εἰλκει 
зателството на предишното твърдение, се установява, че бЕЗКРЗЙНИЯТ 

———q:,,kl. Също както и в дока- 

е -- е сходя почти навсякъде. Но тогава и редът ред ,Z,I"’"w Фе | дящ д ред 
οο 

Σ (φ“ῥ -φ,,ῇ) е сходящ почти навсякъде. Тъй като (-тата му 
- +1 

парциална сума е φ,  —@,, редицата 

е е. 09, е. ) .. а () 
е сходяща почти навсякъде. С това лемата е доказана. 

Разбира се, границата на (9) не е задължена да бъде елемент Ha D, 
В предишните две твърдения ΟἹ сходимост по норма или ᾧγη- 

даменталност се правеше някакво заключение за сходимост почти 
навсякъде. Съществуват интересни теореми, при които OT сходимост 
почти навсякъде и други предположения се прави заключение за 
сходимост 1O HopMa. Тук ще се запознаем само с една ΟἹ TAX, а 
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останалите ще отложим за следващите параграфи. В доказателството 

на тази теорема се използува следното техническо твърдение. 

5.7.3. Лема, Нека @i, Фъ ... Фи са елементи на Ф и 

(10) e=Inf (1, Фе нне ФА) 

Тогава 

а) [{φ--φ, < еее ἘΠῚ ὰ τ φ 4 - - + Фя Ф 
Доказателство, Ще използуваме индукция спрямо . 

При n=1 (11) е тривиално. 
Нека cera (11) e изпълнено за някое n=1,2,... и нека 

ψ:ἰῃἵ (φι’ Doy -« o3 Ф q’n+‘l)’ 

където ф Py - - -» Φην ὅπει Са елементи на Ф. Axo определим ¢ ¢ 

(10), ще имаме 1 

фе и (фФача) =5 @+Ppt1— |Ф--Фан 
откъдето 

φ -φ Ι:᾽᾿12΄᾽ [@e—omt) ἘΓΦ —Funll 519 --Фа+ . 

Следователно 

ф --τ Фач+ П=]|Ф-Фл+х| éfl‘?—?n-u [Ξ}} φ -- Фе ῃ 
и поради това 

П ф--Фани < Π{φ τοφ, Ε еа Ф . 
От това неравенство и oT (11) се получава 

“ ψ’"φπ-Η “ = Π q’l"“?2“+ ... +“CPn—-l"_q’n“"'“q’n"‘?n-!'l“’ 

с което (11) е доказано за следващото . По този начин доказа- 
телството на лемата е завършено. 

5.7.4. Теорема. Нека 

(1) Ф P2y ееа Фуе 

е фундаментална редица om елементи на Ф, Pe® u 
(2) “ Ше @u(x) =(x) 

п-асо 

почта навсякъде в Χ. Тогава 

3 lim ¢, =¢ 
no норма. .. 

Доказателство. Трябва да установим, че 

(12у lim ‘cp,,——cp‘=0. 
R~00 

Поради неравенствата 
ἷ| | 

φ’" φι φπ ‘§ - — - ρ- == -- Ф 

редицата ! 7 L= еа -- 9) -- Фа-- φ Ξ } φιι τ ФА | 
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а ..\ а ЕА 
също © фунааментаана. Сълщеврененио чаеневете й са неотрицателни, 

mierparit й (121 е точно NUTOTRAART ат общна член на (13) н 

Ще е. 0 τ ς () {=0 почен цаасахъде събасцо (3). Да полощим 
Ае 
*alh{ пе ?l\ 

ка виждаме, че теоремата ще бъде доказаца, awo се убедим, 
че за древаволна фундаментална редица 

Ὁ᾿ 

(Ιὓ ΦἨ “u\s\‘ *';\\\ 1 

ет едлементц ча Ф с . ) 

() Wl =0 . 
за исяко ХЕХ ц за всако ме |), δι .. κ 

e o e ф) = 0 

NONTH навсакъде © B CHAR 

an Ша | $, =0, 
Бе 

Нека за целта & е RPORIBOARG положнително чиелое. ΟἹ фупда. 
менталността на (14) слелна съществуването на такова v, че при 

т, пу да еа смла Лф„.шм(с. Не тогава . 

,.[Ф“ш!ф“ 5,[[%0“*%!(! 

88 всички мт, я > v, Ето защо чиелошата редница 

| .[фн/фт--ч[фм”- - ' 

Гъй като 8 R условнието Ha Коши е достатъчно 
на (17) съществува. От друга страна, 

е фундаментална. 
32 сходимост, границата вляво 

от (16) следва |ф, .0 н въпросната граница е неотрицателна, 

Ето защо твърдението ще бъде доказано, ико се убедим, че грание 
цата Bauno Ν (17) не може да е положителна, 

а допуснем протинното. Тогава ще съществуват такова nono- Д 
MNTEANO число & M MHAEKC My, Че при A 32 Mg да € Β' сила 

У 

| Yn & 80 ' 

Също както и Β доказателството на лема 2, избираме редица 

а«<т< .. KM ... . 

(18) 

[ 
Cmen н 

o [l s ὉῸΟὃἧκμ 
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3k всяко Л |, 9, .. W caen Ттова полагаме ες ἐ 

Ч.Ч"“ (Φῃν Φἤ’ vy '»Q*)t | 

'Ἱ 2 T VR ννν K N чул 

е. Сета от лемата 88 ἡπὶ wa{x) =0 NOUTR навсякъде. ! a or (8) следва ξ.. „С) 
. лучава . 'FPANHUNHA преход под нитеграла (лема 8.1) ce полу й 

@ . . .: h‘l‘}:fm“o- - 

От apyra страна, OT AtME 3, ΟἹ определенкето HA &) K OF (19) cheasa 

ο L AT I LI TN 9 
Σ "'ἴἳ.ψ”...ι“'”“ὰ 

ЕЕЕ Е ЗКА 

Очевидно 

1 

Bro заще 

T Ге - 
което заедне ¢ (80) показва, че 88 всички достатъчно големи Ak 6 в 

сила | ¢, < е; в противоречне ς (18), C това теорамата е доказана, 

G e 

8 8.8 NPOCTPAHCTBA НА ЛЕБЕГ 

Нека (X, @, f ) е пространство на Даниел, Ако се yenosum да 
отъждествяваме функциите от Ф, които съвпадат почти кавсякъде, Ф ¢ нормирано пространство спрямо пързата норма 

' #« [1φ}. 
Β предишната глава се убедихме. че особено интересни 88 анализа . €2 онези нормирани пространства, които са пълцни, Ето защо про- странствата на аниел, които са пълни спрямо първата норма, заслув жават специално внимание, 

μ # Едно пространство на Данмедл (X, i, f ) се нарича mpocmpan- cmeo на Лебег, когато (напред 
# 

с аксиомите а) — TBOPABA следиите две аксиоми: "= 076 1) yaomae Д) пространството L e пъ но е) ако εΔ и #2 Х-- в ра пада с f, τὸ дЕД” . 
Първата от тези аксиоми е твъ е техническо изискване, "имащо за 1 рде съществена, а втората е camo 

ел да гаравтира инзариантността, .. 
# Vaon мъв Фуннционалния анална 
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ата за 

едва Г 

Тя няма да бъде използувана в тази глава и се среща само епизо- 
дично в следващите., 

B следващшата raasa ще покажем, че попълнението спрямо пър- 
вата норма на произволно пространство на Даниел може да се реали- 
зира като пространство на Лебег. Тъй като вече се убедихме, че 
npochchTBara на flaxme.'z са често явление, същото е вярно и за 
пространствата на Лебег. Всичко казано в предишните параграфи за пространствата на Даниел важи, разбира се, и за пространствата на Лебег. Но последните притежават още редица забележителни свойства, OCHOBHHTE OT които ще бъдат обсъдени тук и в следващите два параграфа. 

Да отбележим още, че измежду примерите за пространства на 
Даниел от § 2 camo пространствата от npumep 2.2 ca лебегови. Следващата teopema mocousa едно ot основните свойства Ha пространствата на Лебег. 

5.8.1. Теорема (Béno Леви). Нека (X, L, f) e npocmpan- 
ство на Лебег, а ' 
() hshs . .. =f,< ... 
€ peduya om елементи на L, която e растяща nowmu навсякъде # за която съществува константа С ¢ 

@ ff,.gc =1, 2,..) 
Tozasa съществува функцая F €L, ком която редицата (1) клона по норма и noumu навсякьде в Х. Пра това e изпълнено u равенството 

е tim / = 7. 
n—co ᾽ 

Доказателство. От (1) следва, че редицата от интегра- 
лите на функциите f, e растяша, а съгласно (2) тя е ограничена. 
Ето защо тази редица е сходяща. 

Сега ще покажем, че редицата {1) e фундаментална. Нека жв e 
произволно положително число. Тогава съществува такова у, че при 
mz=n>v да e в сила - 

ffm"—ffn<€" 

ал Vu—til=[ Gumtd<e, - 
TbA като peamnara (1) e растяща почти навсякъде. Taka фундамен- талността на (1) е установена. . , - 

Тъй като L e пълно съгласно аксиома д), съществува функция 
7ε2, към която редицата (1) клони по норма. Ке 

От сходимостта по норма следва (3). Наистина, ако e e поло- 
жително число, 88 всички достатъчно големи м € B сила . ., 

Тогава 
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п Т а 
Ετο защо \ffn__ ΙΙ ξξ f‘fn__fl " 

остатъчно големи мл и (9) е доказано. 

.. всои:;(:н: да покажем, че (1) клони към f почти навсякъде. Съ- 

гласно предложение 7.1 редицата () npm‘emasa подредица, KORTO 

почти навсякъде клони към f. Тъй като (1) е растяща почт]з нався- 

къде, оттук непосредствено следва, че и самата редица (1) KAOHH 

емата е доказана. 
почти навсякъде към /. С това теор | 

5. 8. 2. Следствие. За всяка намаляваща почти навсякъде редица 

ЛЕЛЖ ...=faz - 

om елемента на L, 3a която съществува константа Се | 

Ге а1 39,..3, 

съществува и функция fE€L, към която тази редица клони по 

норма и почти навсякъде в L. При mosa е изпълнено ий равенството 

м Гл Г | 
Доказателството се свежда до прилагане Ha теоремата на Бепо 

Леви към редицата 

A Е S Ν Ε 

§ 5.9. TEOPEMA НА ЛЕБЕГ 

Нека (X, L, f) е пространство Ha JleGer. Следващата teopema, 

KOATO дава възможност OT CXOAHMOCT почти навсякъде B X да се 
заключи, че е налице и сходимост по норма, посочва едно от основ- 

. ните свойства на пространствата на Лебег. | 
5.9.1. Теорема (Лебег). Нека 

0 fo ε. 0 τν Ле 
e редица от функции от L, която e сходяща почти навсякъде 8 Χ' 
Ако освен това съществува функция g¢ L, за която почтиа нався“ 
къде в Х е изпълнено неравенството . 

е ς Π μ }} Ξ gl 
за всяко n=1, 2,..., mo съществува функция f¢ L, към която 
редицата (1) клони no норма й почптц навсякъде в Χ. При това 
е изпълнена и равенството “ ) 

@ : Кю Гл | 
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Доказателство. От (2) следва, че неравенствата 

(9 -- 0 ὴ) Ξ:7,0Χ)} < ε. ) 
са изпълнени NOYTH навсякъде B X. . 

Да изберем по процзволен" начин числото : --1, 2,. 
фиксираме. След това за произволно #-1, 2,... да положим . 

(5) Μ,κΞεβυρίζα, ὕκειν ч жа ая) “ га “ 

Така получаваме безкрайна растяща редица 3 “ Σ 

(8᾽ " Ο МазМав... SMus ... 7 
от елементи Ha L. 3a нея съгласно /4‘ е B сила М„„(х = glx) почти 

навсякъде B X. ETO защо изпълнено € и неравенството | My Ξ f g 

88 Bcako k=1, 2, Taka виждаме, че към редицата (6) e прило- 
жима TeopeMara- на Бепо Леви. Ето защо съществува”  функция 
M, €L, към която (6) клони почти навсякъде B Δ. От (5) следва, 
че е изпълнено и равенството - 

(7.) . Мд(Х;-ЗЦр (fn(xl’ fn+l\xlv .... fn+k\x)v - ') . - 

почти- навсякъде B X. : 
Аналогично чрез разглеждане на функциите 

mnh"mf (fm fu+1- ...3 fn+lzl 

намираме . и функция m,€ L, 3a KOATO € изпълнено - PABEHCTBOTO 

8 т () < Е {(f,0}, Йаж1(203, . . o) аА ..)у 
почти навсякъде в X. - - 

Числото м бе фиксирано произволно. ETo защо можем да му 
дадем всичките стойности 1, 2,... Така получаваме две редици: 

(9) М,ам„в...ам„а...а 
и 

аф 3< татоа... Зта... 

от елементи на L. Първата от тях намалява почти навсякъде съгласно 
(7), докато втората расте почти навсякъде по силата на (8).. 

От (7} и (8) следват неравенствата . 
, 

(Π) . . ρπ“(χ) 3/„():)5/14 (х/ ες 

... И NOYTH 88 всички ХЕА, а 0Τ (9,-(11 1 
. - . 

.. и да ΤῸ 

.е 

« 

88 всички n=], 2, 
получава, че и неравенствата , 

milx) S ΔΜ,(χ), m, x)éMnx) (=1, 2....,) 
са изпълнени почти навсякъде B X Следователно изпълнени са и 
неравенствата еа 

/т,;/м„, [т„Е[М, (n=1,2,..). 

Ето samo към редиците (9) и (10) е приложима Teopemara На 
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Бепо Леви. Следователно съществува функиия M Е L, към която u(f)e)_ 

клони 110 норма и почти навсякъдле. Поради същите причини ъще 

ствува и функция meL, към която {10} клони ПО норма 

навсякъде. 
Ще покажем, че почти навсякъде в X e изпълнено равенството 

п-+оо 
. 

Нека x e точка от X, 88 която са изпълнени условията: 

а) изпълнени са равенствата (Ту и (8 за всяко n=1,2,...3 

" 6) редицата (1) e сходяща B точката X3 

" в) изпълнени са равенствата 

; lim m,{x)=m(x}, lim M (xy=Mix;. 
n—rco 

n—sco 

Нека в е произволно положително число, а Их) --границата на 

редицата (1) в точката х. Тогава за всички достатъчно големи индекси 

рев сила (/х)--е < ἔρ( ) < l{x)+e, което заедно със {7) дава 

lx) —e=M, (х) И х) +е 

за нсички деостатъчно големи Μ. Оттук и ΟἹ в) следват неравенствата 

τ ἐ(χ) —e=Mix)=Ux)te 
: ες 

и тъй като в е произволно положително число, .второто от равенст- 

вата (12) e доказано. Аналогично при а)--в) се установява и пър- 

BOTO OT тези равенства. Всяко ΟἹ условията а) — в) обаче е изпълнено 

почти навсякъде. Ето защо и (12) е налице почти навсякъде. 
... Да положим например f=M. Тогава У6 Г и от (12) следва, че 
редицата (1) клони почти навсякъде към f. Същевременно от (11) 
добиваме ) 

ΒΝ 

(13) Ν Ε [ω,.ξ];“ξ[Μ, (=1, 2,..5. 
От друга страна, ΟἹ теоремата на Бепо Леви се получава 

(19 εἶπι mn=fm, tim | M= fM, 
οο . o0 

а същевременно поради (12) umame 

gy . ffn=fM= ff' - 

Ot (13)--(15) следва (3). 
εο μ τ 

0 този нашн:отеоремата ще бъде редицата (1) кЛонй к 
редицата ) ЪМ f и πὸ норм 

хоказана, ако се убедим, че 
а. За тази цел да разгледаме 

VW= =l Д ..



¥ 

“ | ааа 
Ето защо от доказаното вече следва 

П сл 
което е и желаната сходимост по норма. С това теоремата е доказана. 

” Елементите / на L се наричат често сумируеми функциа в X. 
Функцията g OT условието на Teopema Г пък се Hapuua сумируема 

мажоранта на редицата (1). Изискването 38 съществуване на суми- 

руема мажоранта е съществено за валидността на теоремата на Лебег. 

С оглед на логическия анализ на понятието лебегово пространство 
е интересно да се отбележи, че в приведеното доказателство не се 

използуваше, че (X, L, j) e пространство Ha JleGer, Hanoasysano Ge 

H 

само, че тройката (X, L, |) e npocrpancreo Ha Даниел, B което € 

валидна теоремата Ha Бепо Леви (лебеговите NPOCTPAHCTBA са TAKHBA 
съгласно предишния naparpad). - и 

8 5.10. ТЕОРЕМА НА ФАТУ 
, 

Тук ще се запознаем с друго OCHOBHO „свойство на простран- 

ствата на Лебег. За целта ще имаме нужда от следната лема, която 

е полезна и в други случаи. 
5.10. 1. Лема. Нека 

Ὧ Ν Ξ N НЯ 
e peduya от сумируеми функции. Tozasa съществува сумируема 
функция с 2 (), която е положителна почти във всички тончки X, 

в който поне една от функциите (1) не е нула. 
Доказателство. За да построим g, ще изберем такъв ред 

- 

с положителни членове Σ o, че редът Σ a, I fz]l да е сходянщ, 
n=1 n=1 

След това ще положим 

@ | жа 
ἱπὶ 

884 всяко n=1, 9,... Функциите g, са от Д и образуват растяща 
редица. Освен това 

я л 

Ге - Σ [171=Z 5051 < «л 
i=] =1 i=1 

Ето защо KbM редицата с общ член (2) e приложима теоремата Ha 

Бепо Леви. Поради това съществува функция # ΟἹ L, към която 
функциите (2) клонят почти навсякъде. Читателят ще съобрази, че 
функцията 9Ξ-- ἀΐ удовлетворява всички изисквания на заключениетео 
на лемата. j’ ИЯ ι 
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ο 8.10.2. Теорема (Фат 5)- Нека 

Ш. 
fio frveves Ле 

e peduya om елементи на L, xoamo € сходяща поч«ти навеякъде 

и за която съществува такава константа С, че да са изпълнени 

неравенствата 

@ ᾿ | μΞ 6 . 

за seaxo n=1, 9, ... Tozasa съществува функция f€ L, 3a xoamo 

@ ες lim .С) =f ) 

поати навсякъде 8 Χ. За функцията f e изпълнено и неравенството 

G 1 < С. 

Доказателст в ο. Най-напред ще разгледаме специалния , 

случай, когато функциите (1) са неотрицателни. За редицата (1) не 

е дадено, че притежава сумируема мажоравта, поради което KbM 

нея не е приложима теоремата на Лебег. 

За да приложим все пак тази теорема, ще изберем по произ- 

волен начин ЧИСсЛО N=1,2,... и функция g¢ L, както в лема 1, 

ще ги фиксираме и ще положим 

. (6) | | мя . NE) 

за всяко n=1, 2,... 

Така получаваме една безкрайна ,«редица 

( Ууя ἵναν ---ν м - τ 

от сумируеми функции, 32 KOATO функцията Ng очевидно е сумируема 

мажоранта. Тъй като редицата (1) е сходяща почти навсякъде по 

условие, същото е вярно и 88 редицата (7). Ето защо по теоремата 

на Лебег съществува функция Рл Е Г., за която 

®) . [ Fy=tim | ἔνα 
м “ τ “ ., B 

и 
Β 

ш ) - РС) 
почти навсякъде Β X. От това равенство и ὉΤ (6) следва 

9) . Fylx)=min (im f,(x), Ng(x)) 
n—ece 

почти 3a всички x € X. т - : 

Тъй като цялото положително число Л бе фиксирано произволно, 

така построихме една редица . 

a . . „ ; Буе Еуе 

от елементи на L. Ho lim f, («х),в (9) не зависи от N, а Ng нараства 

п-ъсо 
Ἷ 

ς p:icTeHero на N поради g= 0. Ето защо редицата (10) е растяща 

nputu навсякъде. Ot- друга страна, ot (6) следва fan=fn а това 
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Заедно ς (8) и (2) дава fFN;\; C. Следователно към péfinua’ra (10 

e приложима Teopemara Ha Beno Леви. ETo защо съществува функ- 
ция f€L, 88 KOATO - 

а Π а Еъ) 

почти навсякъде и ”f”:ff——-limfFNg C. 
' N-s00: 

OcraBa да докажем (4), 3a да приключим случая Ha неотрица- 
телни f,. Ако за x € X е в сила lim f, (x)=0, от (9) следва Fy(x)=0, 

n—yoco 

коетог”заедно ¢ (11) показва, че 3a MOYTH всички такива х e B cuaa (4). 
Axo пък 38 някое x¢.X имаме lim f,(x) > 0, тогава и функциите 

n—sbo " 

(1) ще приемат положителни CTORHOCTH 32 всички достатъчно големи я. 
Ето защо тогава 2(х)>0. Cera (9) показва, че за всички доста- 
тъчно големи N e B сила : 

РА(с)-- т f,(x), 
n—oec 

което Ззаедно с (11) oTHOBO доказва (4) 3a почти всички такива X. 
С това теоремата е доказана при f,= 0, , . 

Преминаваме към общия случай. Да разгледаме безкрайните 
редици с общи членове 

(12) SN Ол ” 

азь. . - R LARSAY 
Това ca редици OT неотрицателни сумируеми функции, KOUTO съгласно 
условието на теоремата притежават граници почти навсякъде B Х. 
От друга страна, нормите на (12) и (13) са ограничени. За (12) на- 
пример TOBa се вижда TaKa: 

~ AN 

" 

Е ча S μ е μ ε. 
Следователно към (12) и (13) е приложим доказаният вече частен 

случай от теоремата. Поради това съществуват сумируеми функции, 
към които (12) и (13) клонят почти навсякъде при неограниченото 

нарастване на . OT друга страна, 

e Ае } 41 τ — 0А) 
и следователно съществува и функция f€L ¢ (4). 

За да докажем, че за тази функция е налице и (5), прилагаме 
доказаното вече към редицата . 

ς VAL 1 o Ml 
членовете на кояте са неотрицателни. Поради (3) HOpMHTe Ha lfn’ 

136



та 

не надминават С, а следователно CHUWOTO е вярно и ἓε ἓἓἓ:εΐιε 

Ha |/|. Все едно изпълнено е (6). С това теоремата демата Ὰ 

Ще отбележим изрично, че И тук, както и при теор 

у е пространство на Лебег. 

Послужихме си само с формално по-слабото изискване, че (X, L, f) 

анство на Даниел, B което е изпълнена теоремата на Бепо Леви. 

Лебег, не бе използувано, че (X, L, 

е простр 

§ 5.11. Φδ’ΗΚΠΜὸΗΑ.ΠΗ С ОГРАНИЧЕНА ВАРИАЦИЯ 

Нека g:la, 8]— К е функция с Оограничена вариация. Вече 

видяхме, че чрез равенството 

L= [ 70 εο 

Тази функция поражда линеен функционал ! 8 С(а, 6)). Да изберем 

произволна неотрицателна функция f ΟΤ СЦа, b]). Тогава 88 вспка 

функция £ ε6 ([α, 6) с |#|<7 ще бъде в сила 1(1 Δ Д < 

2)7 .. По повод на това наблюдение ще разгледаме една обща 

дефиниция. 
Нека X e непразно множество и Ф е линейно пространство от 

функции ф: X — R, за което OT ФфЕФ следва 141 < Ф (изпълнено е 

условието а) от определението на пространство на Даниел). За един 

: линеен функционал (: Ф — R ще казваме, че е с огранинчена вариа- 

ция, когато за всяка неотрицателна функция фЕФ съществува такова 

число ¢, че за всяко фЕФ с |ф|< ф да е в сила |l (ф)|<с. 
5.11.1. Пример. Нека във Ф е зададена норма, KOATO е MOHO- 

тонна, т. е. от ф, ФЕФ и |+|<1|Ф) следва Це . Монотонни 

са например равномерните норми, а така също и първата норма ΟΥ 

§ 1. Също както по-горе, се установява, че тогава всеки непрекъс- 
нат линеен функционал във Ф e с ограничена вариация. 

Следващата теорема показва, че функционалите с ограничена 
вариация са тясно свързани с позитивните линейни функционали. 

5.11.2. Teopema. Нека X e непразно множество й Ф е линейно 

пространство от функции ф: X — R, за което om ФЕФ следва 
19|<Ф. При тези предположения един линеен функционал ( във 
Ф e ¢ ограничена вариация точно когато може да се представи 
като разлика на два позитивни линейни функционала. 
φ Доказателство. Нека най-напред Д е позитивен линеен 

-(“У[на!:ригщ(ах; във Ф. Тогава при ¢, ψεῷ и ἰψίξεῳ ще имаме |/ ()] 
=h(d))=hLle) и следователно Д e с ограничена вариация. От 
друга страна, от определението веднага следва, че разликата на два 
;bguxunonana с ограничена вариация e фУНКЦИОНаЛ с ограничена 

риация. Ето защо разликата на всеки два позитивни линейни функ- 
ционала е функционал с ограничен ичена вариация. С това е доказан 
достатъчността. Р ᾽ : 

137



Нека cera 4 е произволен функционал ¢ ограничена Вариация. 
Трябва да посочим два позитивни линейни функционала в 

(1) +: 2~ Ruil—:%—R, 
32 KOHTO 

Ω аЕ 
Ще започнем с /+. В началото ще определим ἐξ за неотрица- 

телни функции ф от Ф с помощта на равенството 

& (o) =S$P ἐ(ψ), 

където ф пробягва съвкупността на всички функции от Ф с 0=¢=0. 
Разбира ce, супремумът в (3) съществува при всяко фиксирано ф, 
понеже функционалът ( е с ограничена вариация. 

От тази дефиниция непосредствено се извлича положителната 
хомогенност, т. е. равенството - 

(9 Ge)=MU*(9) 
88 BCAKO o€ d с ¢ = ὃ и 3a всеки ckanap А = 0. 

Малко по-трудно се установява адитивността Ha I+, T. е. 
равенството ΕΝ кае 

() ἐτίφ, Ἐφ)) = (ф) + 2() 
32 BCEKH две неотрицателни функциин @, H ф» OT Φ. 

Heka най-напред ¢, и ¢, ca произволни функции от Ф с 

ΟΞΞ φ, Ξξφ, и 0=¢,=q,. 

Тогава 0 < ¢ + фъ =@, +Ф, откъдето. непосредствено добиваме 

ἀ(ψὺ -Ὁ ἐ(ψο) =L + ф) < + +-92), 
т. е. I{d)+1 (ᾧ9) = d+(p+3)- O'nyyx следва 

(6) @)+ (@) = 1(0е) 
Да разгледаме cera произволна функция фоФ с 0< Ф < φι Ἐφ 

и да положим Ф) --- ЩЕ(Ф, @), Чъ -Фф--Фа. Тогава неравенствата 
O0=¢; =@ и чЧу = 0 са очевидни, а неравенството - 

@) =g 

се нуждае OT доказателство само 38 TakHBa x € X, за KOMTO фу(х): 
< ¢(x). Ho тогава ¢(x)=¢;(x) и 

Ф(х) = φι( ) +22(%) =41 (%) +22(x), 
което ззедно с определеннето Ha ф» давз (7). По този начин 0 < 4 <, - 
Cera от дефиницията на [t се получава ве 

ἐ(φ) =Uh) +) () + o) 
за всяко ФЕ6Ф с 0= =¢,+@,. Ето защо 

ее) (0) Ἐ (9, 
което заедно с (6) доказва (5). 
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Нека сега ᾧ да е произволна ot 

η начини да се представи във ида 

(8) ф--ф-- P2, 

където ф ¥ φῃ са неотрицателни функции от Ф. Едно такова пред- 

ставяне е например 

Ф#%“Ф!“*“?)"*%“Ч?["Ф)»- | 

Ако φ-.:φ,--φ2 е друго такова представяне на ¢, TO φι Ἔ Фо-- а + Фе 

и поради установената вече адитивност на [+ 38 неотряцателни функ- 

ции ще имаме 

е(е) + (0) (ф) + %) 

йследователно l+(cp,)——l+(<p-2)=l+(¢,)—lj*('{a
,). Ето защо, axo при 

(8) определим I+ с равенството 

(9) 1+ (@)= (@) --ῦ @) 

ще получим коректна дефиниция. "Читателят ще провери с помощта 

на доказаното вече за неотрицателни функции, че така определеното 

изображение I+ :Ф-> R e линеен функционал. Позитивността на # 

следва непосредствено οτ определението. 

Да положим |—=1+ —1. Тогава, разбира ce, е в сила (2) и тео- 

ремата ще бъде доказана, ако се убедим, че [~ също е позитивен 

линеен функционал- Това следва отново ΟἹ определението (3): наистина 

при ф = () неравенството 0= ¢ =9 е изпълнено при Фф--ф и поради 

това ἐ(ῳ) 1 (9)- Ето защо 1-(9) =0 и теоремата е доказана. 

Функционалите (1), определени в доказателството на горната 

теорема, се наричат съответно положителна и отрицателна час 

на 4. Сборът |(|--1+ Ἐ пък се нарича модул на L . 

Нека cera във Ф е зададена MOHOTOHHA HOpMa. В пример 1 видяхме, 

че тогава непрекъснатите линейни функционали във Ф са с ограничена 

вариация. Ето защо всеки такъв функционал притежава положителна 

и отрицателна част. К - 

5.11.8. Предложение. Ако 808 Фе зададена монотонна норжа, 

всеки непрекъснат линеен функционал във Ф е разлика на два 

непрекъснати позитивни линейни функционала. 

Доказателство. Достатъчно е да се убедим, че за всеки 

непрекъснат линеен функционал (: Ф — R положителната част It на 

ἐ ἐ непрекъсната. Нека ФЕФ. Тогава от позитивността на 1+ следва 

(0 ие ер 

Ot друга страна, при ¢ €@ и 0 < ф < || от монотонността HA HOP~ 

мата следва 
ка Це ( 

Ετο защо от дефиницията на [t се получава ЕЕ ! 1 

което заедно с (10) дава |/ +(9<Щ! iz}l С това предложението 

е хоказано. . 
- 
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Съгласно Теоремата на Χ — BauaX HenpekbeHaTHTE лЛинейни 
функцноналн във Ф разделят точките на ᾧ, Ето защо ot предложе- 
нне 3 се получава, че прн направените предположення позитивните 
аннейни функцноналн във Ф също разделят точките, T. е. в определен 
смнсъл са достатъчно много. По-специално, ако X е компактно MHO- 
жество, в С(А) нма достатъчно много позитивни линейни функционали, 
Сега теорема 2.4 показва, че C(X) може πὸ разнообразни начини да 
се превърне в пространство на Даниел. За да посочим и друг общ 
метод за построяване на пространства на Даниел, имаме нужда. от 
следната дефниниция: . : а 

Една тройка (X, ¥, f) OT непразно MHOXeCTBO X, линейно NPOCT- 
ранство Ф от реални функцин, определени B X, и линеен функционал 

f във Ф ще Hapuuame обобщено npocmpancmso на Даниел, xorato 
са налице слелните четири условия: 

а) 88 всяко @€ P е в сила |+|6Ф; 
6) 32 всяко фЕФ е в сила ini(l, φ) ¢ Ф; D 

- 

в) [ -e auneen функционал с ограничена Bapuamus; 
г) за всяка редица : . 

11) . Φὶ Ξ φ ξ .=, ... . . 
OT eneMeHTH Ha Ф, KOATO намалява 33 BCAKO' X€X и 38 -KOATO 

lim ¢,(x)=0 384 всяко x€ X, e B сила lim f(,o,,=0. | 
n—r00 " п-ъсо " 

5.11.4. Предложение. Ако (X, ᾧ, f ) e обобщено Яроатранство 

на Даниел, всяка om тройките Пе 

( @, Γ“), X, @ f—>, п Ф,ЛХ1 ο 
е пространство на Даниел. . 

Доказателство. Единственото, което се нуждае от до- 
казателство, е аксиомата за граничния преход под интеграла. Тъй като 

f € положителната част Ha функционала —f, който очевидно e с 
ограничена вариация, можем да се ограничим с проверката на тази 

+ 

аксиома само за / . | , 

Нека за тази цел (11) (é намаляваща редица OT елементи Ha @, 
KOATO клони към нула навсякъде B Χ, Да изберем положително 
число в и да го фиксираме, След това 88 произволно n=1, 2,... да 
изберем функция ¢, € ! S¢,=q, . ' : 

Ὧ . Гъе - 
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За да използуваме г), имаме нужда ΟἹ още една намаляваща редица 

от елементи на Ф. Определяме я с 

(ΙΒ) 
w,,=lnf(q;,. Фуе фд)- 

Тъй като редицата (11) е намаляваща и за всяко x € X стойността 

wy(x) е някое OT числата φγ(χ), ай)е „(х), OT неравенствата 

О се фу 5 ф, следва „ 

| 05 Ф ф е τφ τ Шя Ф ФА е Фе 
- 

+ 

От тези HepaBeHCTBa, OT определението HA f u ot (12) се noayuasa 

i=1 i=1 i=1 ἐπὶ 

и следователно 

: # И ” f¢n<fmu+z 251' ᾽ 

Ν . еА 

което заедно с (12) дава 

Е | ff q:,.<f:§,.+"z 5 (Ι ее 
. - и i=1 

Ot apyra страна, редицата (13) намалява и клони към нула навсякъде 

в Χ. Ето защо ot г) следва lim | w,=0, което заедно ς (14) дава 
п-зсоо 

+ 

f ф < Зе за всички достатъчно големи 7. С TOBA предложението 

е доказано, 

Задача към пета глава 
1 

Μ Пренебрежими множества 

Задача 1. Да се докаж . €, че единственото пренебрежимо MHOWECTBO B прост- 
ранствата на Даниел ot примери 2.1 u 2.2 е празното. ее 

„Задача 2. Нека « : (а, 5) — R e растяща функция и (Х, С (а, b)), f Ууе прост- 

ранствота. на Дзниел от пример 2.5. Тогава: “ 
а) едноточковото множестви 0 непрекъеиата o Ρ Σ а) е пренебрежимо точно когато функцията & е 

6) n -α(ε)--Ρὄ; --Ο(Ε) :(a. b) MHOXECTBOTO {¢} е пренебрежимо точно когато а(с ἰ 0)— 

в) един отворен интерв oo т р рвал в [@, 5) е пренебрежим точно когато « е константа в 

аЩ e e Лебегови пространства 

фун:;!дача 3. Нека (X, L, f Σ е пространство на JleGer и f: X — R е mamam 
fl, Че 88 всяко ¢ > Ὁ съществуват dymKuMu @, $€ L, 88 KOHTO са изпъхвени 

Ἷ 

“ 
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. 
i 

еравенствата +(х) = f{x) < ψί) почти навсякъдев X u {{ --τ φ ! < ε. Torasa F€L. 
Упътване. Приложете Teopemata Ha Beno Леви. ᾿ 
Задача 4. Нека (X, ᾧ, f ) e пространство Ha Даниел. Да се докаже, че след- 

ващите три условия са еквивалентни: 
а) Ф е пълно спрямо първата норма; 
6) във Ф e изпълнена теоремата на Бепо Леви; 
в) във Ф е изпълнена теоремата на Фату. 
Задача 5. Heka Х--Ми Фе линейното пространство на всички ограничени 

o 

редици ф = (ф) or реални числа, 3a ФЕФ нека f Q= P Да се докаже, 
” i=1 

че тройката (X, Ф, f ) е пространство Ha Данниел със следните свойства: 
а) във Ф е изпълнена теоремата на Лебег; 

К 66) g;ba Ф е изпълнена аксномата е) OT определението на пространство на Лебег вж. 6 8) 
в) Ф не е пълно спрямо първата норма. 
Задача 6 (суми на пространства на Лебег). Нека (Ху, Ι“γ’ fY)YGI' e 

непразна фамилия OT пространства Ha Лебег и множествата Хт не се пресичат две 

по две. Нека X = U XY' Да означим с L съвкупността на функциите φ : Х — R, 
Yer 

32 KOHTO всяка OT рестрикциите <ijT е елемент на съответното ιγ, най-много 
ПЗбрОИМО много такива рестрикции са различни от нула и е изпълнено условието 

lol X ' - Σ f ἰφὶ Τ.(οο. Ако за произволно @€ L положим fqz = Σ ΙΤ(φ}Χγ)’ 

γ(Γ yer . 
така получената тройка (X, L, f ) e npoctpancteo Ha JleGer. Да се опишат прене- 
брежнинте множества B това пространство. 

Η 
ФуНКЦИОНЗЛН с ограничена вариация 

- Нека X е непразно множество и Ф е такова линейно пространство ΟἹ реални 
функпиин, дефинирани в X, че от ФЕ Ф следва [φί Ф. В съвкупността на линейните 
функционали във Ф ще въведем наредба, като за два такива функционала Д и Iy ще 
положим Л = ἱξ точно когато ἐγ(φ) < (ф) 32 всяко ФЕФ с ф = 0. 

Задача 7. Нека 1 е функционал с ограничена вариация във Ф. Да се докаже, че: 
а) Γ е най-малката позитивна мажоранта Ha Д 

6) Г e най-малката позитивна мажоранта на - Д 
в) |4; е най-малката позитивна мажоранта Η [ и -- [; 

г) за всяко @€ @ е в сила ;44) Ξξ , ἰ ({ φ . | 
Упътване. в) Ако т e позитивна мажоранта на Г и — I, то -ἷ-(ῃι-{-ι) 

€ позитивна мажоранта на I, а -ἐ- (т ---- ἢ на -- L 

1 
г) Представете ф във вида ф=-21- (е) +9)---57 (Ф|--9). 

Задача 8 Ако (Х, Ф, f ) e обобщено пространство на Даниел и 3a ¢ € ᾧ поло- 

жим [{φ | = ’ f | (φΦ|)», получаваме полунорма във ᾧ. Да се докаже, че πηποῆ- 

ният функционал f е непрекъснат спрямо Ta3H ΠΟΠΥΗΟΡΜΆ.



Шеста глава 

ЛЕБЕГОВИ РАЗШИРЕНИЯ 

в - 

Лебеговите пространства €a естествено място за действие 

на теорията на интеграла, но тяхната праложимост се дъложи 

не само на добрите им свойства, а още на едно щастливо 06- 

стоятелство; също както нормираните пространства могат да 

се потопяват в банахови, така и npocmpancmeama на Даниел 

(Χ, Φ, |) могат да се попълват до лебегови. Сред me3u лебегови 

разширения на Ф има едно Г. със същите пренебрежими множества, 

както Ф, и то е минимално в смисъл, че се съдържа във всички 

останали лебегови разширения на Ф. То се построява, като бана- 

ховото попълнение Ф на Ф се представи като съвкупност Om 

функций. Почти цялата глава е посветена на тази конструкция. 

” В § I e въведено понятието лебегово разшаиарение на прост- 

ранство на Даниел и е формулирана основната теорема. Ней- 

ното доказателство е представено в § 1--9. B § 2 е дефинирано 

Г. и за него са проверени първите две аксиоми за пространство 

на Даниел. § 3 e основен за цялото доказателство: в него Ге 

отъждествено с Ф. B § 4 в L e въведен интеграл ий е показана 

позитивността му. В #5 L е снабдено с норма u e установена 

пълнотата на L. Параграф 6 съдържа едно важно за доказа- 

телството техническо свойство на растящите редици от еле- 

менти на L. В #7 за L е проверена аксиомата за граничния 

npexod под uwmezpara.- В § 8 е показано, че пренебрежимите 

спрямо L множества са пренебрежижми и спрямо ®, а § 9 съдържа 

края на доказателството на основната теорема. В § 10 e при- 

ведено едно описание на всички лебегови разширения на ®, a § 11 

е посветен на теоремата на Фубини. 
Аксиоматичниаят подход към интегрирането, pa3sum в пре- 

дишната глава, позволява изучаването на лебеговите разширения 

да става независимо от конкретната им конструкция: запозна- 
ването със съществуването им може да се отложи. Ето защо 

Ιξρξ ;apee;lltemeue може да се пропусне всичко с изключенцие на 

„е ц L1,



5 6.1. ЛЕБЕГОВИ РАЗШИРЕНИЯ НА ПРОСТРАНСТВО 

НА ДАНИЕЛ ” 

Вече видяхме, че ако в пространство на Даниел (X, @, f) отъж- 

дествим функциите, които съвпадат почти навсякъде, Ф става нор- 

мирано пространство спрямо първата норма 

е1Ле 
Ето защо Ф притежава попълнение Ф. В тази глава ще покажем,.че 

Ф може да се реализира като пространство на Лебег, Следващото 

определение уточнява подробностите. 

Едно пространство на Лебег (X, L, f) се Hapuua лебегово pas- 

ширение на (X, @,f}, когато притежава следните три свойства: 

а) Ф e линейно подпространство Ha Д” . 

6) интегралът в Д е продължение на интеграла във Ф; 

в) всеки елемент на Д е граница спрямо първата норма на редица 

от елементи на Ф. : 

Да отбележим изрично, че елементите на L от горната де 

ция са функции в същото множество X, в което са дефинирани и 

функциите от Ф. Задаването на лебегово разширение на Ф означава 

фини- 

разширяване на класа на интегрируемите функции до по-широка съв- 

кунност, в която са изпълнени теоремите на Бепо Леви, Лебег и 

Фату. Следва основната теорема на тази глава. . 

f > npu- 6. 1. 1. Teopema. Всяко npocmparcmso на Даниел (X, P, 

тежава единствено лебегово разширение (X, L, f » за което npe- 

небрежимите спрямо L множества ca пренебрежимци и спрямо ᾧ. 

Разшарението L е минимално, т. е. съдържа се във всички оста- 

налаи лебегови разширения на Ф. 

Доказателството на тази теорема е дълго и заема първите девет 

параграфа. Тук ще разгледаме само въпросите за единственост и 

минималност. . _ 

Трябва да покажем, че axo L и Гл ca лебегови разширения на 

ᾧ и пренебрежимите спрямо L множества са пренебрежими и спрямо 

Ф, TO LCLI. , , 

Нека f¢ L. Съгласно в) от дефиницията на лебегово разширение 

съществува редица 

() Фр Фанено Φπν""" 

от елементи Ha Ф, за която 

© lim ¢,=f 
n-—o0 
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не нерма. Но тогава редицата (1) « фунхаментална. Ot друга страна, 

£y e лебегово пространство и следователно е пълно. Ето защо съ 

ществува А € Гь за което 

43) Um @,=fi 
R=yoo 

“ 

по норма. 
Орт (2), (3) и предложение 571 следва, че (1) притежава подредица 

Σ Σ P 

за коята е B сила ' 

( Jim е„() <() 

ночти навсякъде спрямо ἐν 

{π| @, (x)=/1(x) 
koo 

печти навсякъде спрямо Ly 

По условие пренебрежимите спрямо L множества ca пренебре- 

жими и спрямо Ф. ο @c Ly и пренебрежимите множества спрямо Ф 

са пренебрежими и cupamo Ly Ето защо (4) е изпълнено и почти | 

навсякъде спрямо Ly По този начин f съвпада почти навсякъде 

спрямо Гл ¢ Л α Ε Ly Тъй като L, е пространства на Лебег, то - 

fe€L, и следователно L Ly 
С това e показано, че BCAKO лебегово разширение L на Ф, пре- 

небрежимите множества спрямо което са пренебрежими и спрямо Ф, 

се съдържа в другите лебегови разширения на Ф. По този начин е 

установена и единствеността на L. 

§ 6.2. ДЕФИНИЦИЯ НА L И ПРОВЕРКА НА АКСИОМИТЕ а) И 6) 

ОТ ОПРЕДЕЛЕНИЕТО НА ПРОСТРАНСТВО НА ДАНИЕЛ 

От доказателството на единсТвеността на L от предишния па 

раграф се вижда, че ако Д действително съществува, то трябва да 
с . е състои от функциите #: Х — R, за които съществуват такива 
фундаментални редици # 

1 (т) : D1 Фоуен, Фуе 

ὶ елементи на Ф, че да е изпълнено равенството 

@ f(x)=lim ¢,(x) 
ROYTH навсякъде B X, “ 

Тук 
защо S;aaggir;;):arame само с едно пространство на Даниел--Ф. Eto 

ере Ч И ЕН ¢ e понатие MO мапсикъден —otons 
: : до включително: “ 

oanatégea „почти навсякъде спрямо Ф“ ΟἹ „почти навсякъде“ ще 

ункциите f: X -- R, за и , които 
дици (1) с (2), ще съществуват фундаментални ре- 

Наричаме сумируеми и Η - ς ще ч ᾿ 
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ῃ 

Тъй като сборът на две фундаментални редици, както и произ- 
ведението на фундаментална редица и скалар също са фундаментални 
PeaHuH, от тази дефиниция непосредствено следва, че L е линейно 
пространство. ' | 

От друга страна, всяка функция ¢ € @ е граница (навсякъде) на 
фундаменталната редица 

Py ᾧ,.... cp,_“,.:-,‘, 

Η свойството а) от дсфиницията на лебегово разширение е проверено. 
Засега нямаме възможност да проверяваме свойствата 6) и в) от тази 
дефиниция, понеже в L все още не сме въвели интеграл. ) 

Да пристъпим cera към проверката Ha аксиомата а) OT опреде- 
лението на пространство на Даниел (вж. 8 5.1) Нека ἐξ L. Тогава 
съществува фундаментална редица (1) от елементи на Ф с (2); От 
очевидното неравенство : 

(З) ”‘Pml"l%”él‘?m—%l 

следва, че и редицата | 

| τ ее еаБе Ιφπι"" Пе - 

e фундаментална. Освен това ΟἹ (2) следва | flx)=1lm [φ,(Χ}} почти 
n—yco 

навсякъде. Ето защо и {f] € L. : . и“ 
Да проверим и аксиомата на Стоун. За целта е достатъчно да 

се убедим, че ако редицата (1) е фундаментална, фундаментална в 

и редицата с общ член ᾿ 

@ inf(l, φ,). 
Тъй като 

inf(1, φ) ε- - Π Ἐφ - 1 -τφ}, 
4е 

то 
4 

: Y 1 
inf(1, ¢,)— inf(l, ‘?n)=“2“(<Pm—‘°Pn+l 1 ""Pnl—l 1-- Фи l)v . 

което заедно с (3) дава . | . " 

linf(ls φω) - iflf(], φπ)' ΞΞ ΙφΜ '—an‘[' 2 : | : 

и фундаменталността на (4) е проверена. С това е проверена и аксио- 

мата 6) от определението на пространство на Даниел. 

8 6. . ОТЪЖДЕСТ ВЯВАНЕ НА L сФ 

Проверката на аксиомите в) и г) за пространство на Даниел За 

L изисква наличието на интеграл в L. Същото се отнася и до провер- 

ката на аксиомите 6) и в) от определението на лебегово разширение. 

За да улгсним и проверката на пълнотата на L, и въвеждането на 

интеграла в L, предварителио ще установим наличието на естествена 

връзка между L и попълнението Ф на Ф, 

Ако felL и РЕЕФ, ще пишем - ,



W . feF. 
и ще казваме, че функцията f € noduuHeHa на елемента Е, когато 

съществува фундаментална редица . 

(2) . Py Poyeves Pprvee 

ΟἹ елементи на Ф със следните две свойства: 

( Ν Ξ | 
п-ъса 

Ν 

по HOpMa във Ф и . 

(4) lim φ,(χ) = f(x) 
n—>oo 

почти навсякъде B X. 

KakTo € определена, подчинеността € релация между елементи 

на L и елементи на Ф. Ще се убедим, че ако се условим да OTHNX- 

дествяваме съвпадащите почти навсякъде елементи на L, подчине- 

ността става биекция между L и Ф. 
За целта най-напред ще се убедим, че лодчинеността е едно 

изображение om L към Ф, т. е. че за всяко f€ L съществува един- 

ствено FE® ¢ fe F. Нека f¢ L. Съгласно дефиницията Ha L същест- 

ByBa фундаментална pexuua (2) OT елементи Ha ᾧ ς (4). Pasbupa ce, 

OT пълнотата HA Ф следва, че редицата (2) e сходяща ΠῸ норма във 

Ф, т. е. съществува РЕФ с (3). За това Е очевидно е в сила feF. 

Cera да установим единствеността. Нека / в L РеФ, Ge ἷὗ,{ -Рийй. 

Тогава съществува фундаментална редица (2) с (3) и (4), а също Β 

фундаментална редица | T 

Wy, Woy - «... Θ ην» 515 

от елементи на P с 

(5) | . lim ©,=G 
—~ n—yoo 

по норма във Ф и и 

) . lim , () / (x) 
. п-зоо 

почти навсякъде в Х. От (4) и (6) следва 

1 (φ,(α) — w,(x))=0 
fi~yo0 

почти навсякъде и тъй KATO редицата @, — W, очевидно е фундамен- 
тална, ΟἹ теорема 5.7.4 следва равенствота 

lim(p, — wy)=0 
B-300 

no nopma. Cera ot (3) и (5) се вижда, че F=G. С това € показано, 

че Пподчинеността е изображение ot L към Φ. 

Предстои да покажем, че подчинеността е сюрективно u306~



ражение. Нека за целта F¢ &. Тъй като Ф ς попълнение на Ф, съ- 

щшествува редица (2) or елементи на Ф ς (3). От (3) следва, че ре- 

дницата (2) е фувдаментална, и по силата на лема 5.7.2 съществува 

подредица 

( 
7) ?-,в ?.1:--*» 9.‘---- | 

на (2), която е схоляща почти навсякъде Β X. Нека f: X —R e 
фуинкция, за която € изпълнено равенството / (x)=lim :;„.(х) за всяко 

koo - - 

x€X, за което редницата (7) e сходляща. Очевидно f¢€L и fe F. 
С това сюрективността на подчинеността е доказана. 

Сега ще се убедим, че подчинеността е инвариантна спрямо 

совпадането почти навсякъде. Нека f¢ L, g¢ L, Ρξὖ; Ge®, ξε н 
Ее С, като при това € изпълнено равенството 7 

( fix)=glx) . 
почти навсякъдле в X. Тогава съшществуват фундаментална редице 
(2) с (3) u (4) н фундаментална редица 

- Φι, ᾧχ,..νν Фе 
ет едементи на Ф с 

(9) lim ¢,=G ) 
- - “-:οὦ " " й - 

по норма BB P H . 

(10) lim Ф(х)-- 2() 
A - 

почти навсякъде Β X. Ot (4), (8) и (10) следва lim (9,(x) — ¢ (x))=0 

почти навсякъде в X. Тъй karo рединцата {9,—¢,} e и фундамен- 
тална, от теорема 5.7.4 следва и равенството  lim(p,— $)=0 по 

n—co 

норма. Cera ot (3) и (9) следва F=G и инвариантността е доказана. 

Предстои да докажем, че подчинеността е йнективна, когато 

8 L вместо равенство се разглежда съвпадане почти навсякъде:. 

Нека f¢l, g¢L, F¢®, feF и geF. Тогава съществуват фунда- 
ментална редица (2) ¢ (3) и (4) и фундаментална редица 

Gy Оба, е..» Opyeee 

от елементи на Ф с 

() | fim o,=F 
.е 00 

no норма във Фи | 

(12) Ю g,(x) =g(x) 
и п-аво 

« почти навсякъде в X, Ot (3) и (11) се получава lim (Фа-- 9)20 по” 
и . Пеоо . . . .. " 

. .. норма и по предложение 5.7.1 съществува редица 
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л,(п,(...(п.(... 
| : 

ΟἹ цели положителни числа С lim@,.(x)——c,k (x))=0 почти вався- 

ΓΟΝ 

къде в Χ. От (4), (12) и последнсто равен 

съвпадат почти навсякъде. С това е установена и инект 

подчинеността. 
- 

Така се убедихме, 

Тъй като сборът на лве фундамен 

нието на фундаментална редица съ 

редици във P, οτ дефиницията на 

запазва и линейните операции, Τ. & 

feF и geG следват 

᾿ # (7+я) « (Е+а) и е А 

олен скалар A€ . По този начин подчинеността е линеек 

ство caensa, че f R # 
ивността на 

че подчинеността е биекция межлу {πϑὸ. 

тални редици във Ф и произвеле- 

с скалар отново са фундаментални 

подчинеността следва, че т9 

or [ε1. gel, Fe®, Ge@, 

38 произв 
изоморфизъм между L и Ф. 

§ 6.4. ВЪВЕЖДАНЕ НА ИНТЕГРАЛ B L И ПРОВЕРКА НА АКСИОМАТА 

в) ОТ ОПРЕДЕЛЕНИЕТО НА ПРОСТРАНСТВО НА ДАНИЕЛ 

Вече знаем (вж.5 5.1), че интегралът f τῷ — R e nenpegncuar 

линеен функционал спрямо първата норма 

| 1е4- Ле φεῷ). 
Ето 3amo по теорема 4.3.1 той притежава единствено непрекъснато 
продължение. 

o [8-π 
и то е линеен функционал във Ф. 

- Вече сме готови да въведем и интеграл в L. В предишния napa- 
граф видяхме, че за произволно f¢ L съществува единствено РЕФ с 

e F. По опре ( 7 ределение полагаме | f= | F и noayuasame изображение 

: л f — В. Тъй като подчинеността запазва линейните операции й 
(1) е линеен ф ункционал, така лйнеен функционал.. , въведеният интеграл в Д също е 

... Желателно Ке е да разполагаме и с описание на този интеграл без 
ване през Ф. Ще покажем, че ако f¢L и 

2 ( ) Фу Фо, е.еу Фуе 

е фундаментална редица om елементи на Ф с 

3) fix)=limg,(x) 
R 
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houmu навсякьде в X, πιὸ и 

@ еле 
Наистина поради пълнотата редицата F=1lim ¢, Тогава 75 Е и следователна “-3со 

(2) е сходяща във ᾧ, Hexa 

съгласно непрекъснатостта на f във B, 
Разбира ce, or (4) следва, Че интегралът 8 L e продължение на интеграла във Ф, с което e проверено и условието 6) от дефини- цията на лебегово разширение от § I. 

,CPIII |Ῥ2|͵---, Ιφπ]""’ 
е фундаментална и от (3) следва 

т |94(х)- Л Δ) 
почти навсякъде в X, Ето защо 

f =lim {|φ, | = 0, 
n-so0 

T като интегралът във Ф е позитивен линеен функционал. С това e проверена и аксиомата в) от определението на пространство на Jlanueds. 
Ще отбележим изрично, че тук показахме малко повече от тази 

аксиома: именно убедияме се, че за да бъде в слла неравенстаото 
/ f=0, e достатънно да имаме flx) =0 почти навсякьде. 

§ 6.5. НОРМА И ПЪЛНОТА НА L 

Както е естествено да се очаква, 88 произволно f¢ L ще положим 

Ω - й Н/Н=/!./Ъ 
Да разгледаме единствения елемент Е на Ф ¢ /е F. Вече знаем, 

че съществува фундаментална редица : 

Pty Poreery Фъе 

OT елементи Ha P с lim ¢,=F по HopMa във Ф и 

Jx)=lim φ,( ) 
n=you 
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ц А 

почти Навсякъде. Тогава оТ непрекъснатостта на нормата във Ф н of 

определението на интеграла в L следва 

1е Леае Ля 
И така нормата на произволен елемент f на L съвпада с нор” 

мата на единствения елемент Е на Ф, на който f e подчинен. Така 

виждаме, че подчинеността не само е линеен. изоморфизъм между 

L и Ф, но запазва и нормите. Тъй като пространството Ф e пълно, 

пълна еи пространството L спрямо нормата (). . 

Θ (1) следва непосредствено, че интегралът в L е непрекъс- 

нат линеен функционал спрямо нормата (1). Също, ако fe€L и 

HFl=0, то |F{|=0 и F=0. Ето защо от (Ц/|-0 следва, че f e 

нула почти навсякъде в X . - 

§ 6. 6. РАСТЯЩИ И НАМАЛЯВАЩИ РЕДИЦИ 

OT ЕЛЕМЕНТИ НА L 

Тук me разгледаме едпо техническо свойство на растящчуте й. 

намаляващите редици ot елемеийти на L. и 

6.6.1. Лема. Ако, | 

() ishs - - 

e растяща почти навсякъде 8 X редлца om елементи на L, #ЕЕ 

и е изпълнена 

Ω) lim fy=f 

no норма 8 L, mo 3a всяко n=1, 2.... е & сила 

(3) Г0 7049 
почти навсякъде в Х. 

Доказателство. Най-напред ще установим, че 

КА 

по uopma.}{aucruua OT равенството 

вмр( f) - ς Έ Π } 6 - 
" непосредствено следва 

|8ю Я-Л5А-Л 

и |sup(f,, ἢ) -- 7 --, което доказва (4). 
ΟἹ (4 ) поради Непрекъснатостта на интеграла спрямо нормата 

следва" ' : 

(5). W . tm | sup(fa )")=ff- 
п-зса 
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От друга страна, at (1) следва, че редицата ¢ общ член supl(fo. # 
е също растяща. Ето заща от позинтивността на интеграла се Nogy- 
чава, че н редицата вляво на (5) е pacTAwa, а-това заедно с (5) вава 

(6) f sup(f, ἢ = f 7 

88 всяко п--|, 2,... От (6) следва 

| sup(fy, Й-- | f (suptf,, Я --7) =0, 
поради което sup {f,, fi=f почти навсякъде. Bce едно нпочти за всички ХЕД” e в сила тах(/(1), (X))=f(x) и (3) е доказане. 

6.6.2. Следствие. Ако й 
hizhz . .2fiz= . 

109 = 703) 
почти навсякъде в Х. 

5 6.7. ПРОВЕРКА НА АКСИОМАТА г) ОТ ОПРЕДЕЛЕНИЕТО 
НА ПРОСТРАНСТВО НА ДАНИЕЛ 

Нека 

й) ЛЕЛЕ .. ЕЛАе... 
е намаляваща редица от елемепти на L с 

Θ lim f,x)=0 п-зео 

за всяко хЕХ. ТрябЕа да се убедим, че тогава 

(3) lim | f,=0. 

От (1) и (2) caeasa f,(x) = Q 3a всяко n=1, 2,... м за всяке 
хЕХ. Ето защо [f,=0 за всяко я-1, 9,... 

От друга страна, от (1) следва, че редицата 

[» Лъе [»-... 
е намаляваща-и тъй като членовете й са неотрицателни, тя € сха. 
дяща, а следователио и фундаментална. Сега, също както и в до» казателството на теоремата на Бепо Леви (вж. § 5.8), се убеж даваме, че и редицата (1) е фундаментална. От установената вече пълнота на L следва, че редицата (1) е сходяща в L, Нека S e функция or £ ς 
@ S=lim . 

) oe 
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Дт следствие 6.2 се получава #() = () почти навсякъде. 

Ете защо от (2) намираме f(x)=0 почти навсякъде. От доказаната 

вече позитивност на интеграла в Д следва ff§0. което заедно < 

(4) и непрекъснатостта на интеграла спрямо нормата показва, че 

5 ц f £.50. 
=0 

Същевременно вече BUAAXME, че ff,,g О 88 всяко n=1, 2,... 

(3) се получава директно OT (5) и проверката на аксиомата г) от 

енределението на пространство на Даниел е завършена. 

Тъй ватс в § 2 проверихме аксиомите Δ) u 6), a B 5 4--аксио- 

MaTa в) OT определението Ha тези пространства, с това е показано, 

че L в пространство на Даниел. 

Сега 

§ 6.8. NPEHEBPEYXMMOCT СПРЯМО L 

Tyk ще покажем, че множество Ac X e пренебрежимо спрямо 

L mouno xozamo e npenebpeicumo cnpamo Ф. 

Beue знаем, че ®CL и че интегралът B L е продължение ua 

интеграта във Ф (вж. § 4). Оттук непосредствено се получава, че 

всако множество A B X, което е пренебрежимо спрямо P, е прене- 

брежимо и спрямо L. 
"V Ще покажем, че е вярно и обратното. Нека множеството Ас Х 

е пренебрежимо спрямо L. Torasa по определение съществуват 

растяща редица 

() h=h=s. 2= ... 
T eT CJI(_:M.C.HTH на L и число С със следните две свойства: 

а) lim f, (x) -- оо 3a всяко X €A 
пъе 

6) ff,,éc 3a всяко n=1, 2,... 

От неравенствата (1) и 6) следва, че редицата (1) e фундамен- 
TajHa, и понеже Д e пълно, т N A еи сходяща спрямо първа 

Нека f e елемент на L с Р рвата нориа. 
lim f,=f. 
п-зсо 

От aema 6.1 сле ! 
равенството : два, че 38 BCAKO n=1, 2,... е изпълнено не- 

..2 
" ζ Θζ μ ) Ξ7 ) 

Τ навсякъде в X спрямо Ф. Нека B . € такова пре 
Спряме Ф множество, че 38 всяко n=1, 2,... и за всяъ?онгсбг З)(к:м[оз жа е в сила (2). Ot а) . следва очевидно Ac Β. Ето защо 
жренебрежимо спрямо Ф и твърдението е доказано. монАс 

Η 
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§ 6.9. КРАЙ НА ДОКАЗАТЕЛСТВОТО НА ТЕОРЕМА 1.1" 

В § 7 видяхме, че L е прострапство на Даниел, а освен това Е 

655 отбелязахме, че L е пълно спрямо първата ΠΟΡΜΆ, Нека сега 

felL и g: X — R e функция, която почти навсякъде спрямо L 

съвпада с f. OT доказаното B предишния naparpad 3a пренебрежи- 

мите спрямо L множества следва, че g съвпада почти навсякъде 

спрямо Ф с f. Ето защо от определението на L ot 8 2 следва, че L 

e npocmpancmso на Лебег (3a определението Ha последните вж. 8 5.8). 

В 5 2 видяхме, че Ф e подпространство на L. B § 4 се убедихме, 

че интегралът B L е продължение на интеграла във Ф. Нека ~cera 

#6 Е. По определение съществува фундаментална редицща - - - 

(1) Фъ Фе ..е ᾧμν - - - . 

от елементи Ha @, 38 която lim @,{x)=f{x) почти навсякъде. От 
п-+оа 

теорема 5.7.4 следва, че (1) клони към f u по норма. С това са 

проверени и изискванията а), 6) и в) OT определението Ha лебегово 

разширение от 5 1. Следователно L е лебегово разширение на Ф. 

Тъй като в предишния параграф вече видяхме, че пренебрежи- 

мите множества спрямо L са пренебрежими и спрямо Ф, съществу- 

ването на лебегово разширение с описаните в Teopema 1.1 свойства 

е ycranoaeflo. Тъй KaTo eAUHCTBEHOCTTA и мянималността бяка про- 

верени в 5 1, теорема 1.1 е доказана. ες 

В общия случай съществуват много лебегови ΡΑΒΙΠΗΡΕΗΜΗ͂ на 

едно пространство на Даниел и построеното в предишните параграфи 

е минималното. Тъй като след отъждествяване на съвпадзщите„почув 

навсякъде функции всяко от тези разширения дава попълнението Ф 

. на Ф, на пръв поглед разликата между многобройните лебегови раз- 

ширепия на едио пространство на Даниел е несъществена. Така ὁ 

Hanpumep в R”, където минималното лебегово разширение е доста- 

тъчно за целите на анализа, Минималното лебегово разширение на 

пространството на Даниел, получено ΟΤ инвариантното интегриране 

(вж. пример 5.2.9), се означава C 1.(В2), а елементите му се наричат 

cymupyemu функции в R : . | 

В други случаи, като например иптегрирането в локално ком- 

пактните пространства, мипималното разширение е неудобно и затова 

там се работи с по-широка съвкупност от сумируеми функции. Не- 

щата биха били оптимални, ако съществуваше максимално лебегово 

разширепие, но тава не е така в интересните случаи. С оглед на 

всичко това в следващия параграф ще се запознаем с едно описание 

на всички възможни лебегови разширения на едно прострапство на 

Даниел. 
Ξ Ξ 

Да кажем няколко думи и 88 аксиомата на Стоуп. Единственото 

място, където тя бе използувана в тази й в предиштната глава, бе 

6 2: там използувахме, че тя е изпълнена във P, за да си осигурим 

валидността й за L. Следователно всичко B тези глави функционира 
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и без ποή, HO ako не e Валидна във D, няма гаранции, че Тя ще 
бъде изпълнена в L. Въпреки това ролята й е съществена и това 
ще стане ясно OT следващите две глави (вж. зад. 16, га. 8). 

§ 6.10. ОПИСАНИЕ НА ВСИЧКИ ЛЕБЕГОВИ РАЗШИРЕРВИЯ 

Нека (X, Ф; f) е пространство на Даниел. Една съвкуп- 
ност N от подмножества на X ще наричаме система за пренебрег- 
ване, когато притежава следните четири свойства: а) пренебрежимите 
спрямо Ф множества принадлежат и на М; 6) ako A¢N и Bc A, то 
ВЕМ; в) обединението на всяка изброима фамилия от елементи на 
М е елемент на М; г) за всяка намаляваща редица 

Фу ΞΞ фе ΞΞ --- БФ Ж е. 
от елементи на Ф и за всяко АЕМ, за които lim Ф(х)--0 за всяк 

iy 

X€XNA, да ев cina lim | ,=0. 
n—o0 

Hafi-npoct npumep 3a cucrema 3a пренебрегване e CBBKYNHOCTTA 
#a пренебрежимите спрямо Ф подмножества на X. Това e най-мал- 
ката система за пренебрегване. За да посочим друг пример, ще казваме, че едно множество Ас А е неглективно, когато за BCAKO ФЕФ множеството {X€X: Ф(х) + О) ПА е пренебрежимо. Съвкуп- ността N, на неглективните множества е система за пренебрегване. По-общ пример се получава, като се разгледа произволно лебе- roBo разширение L на Ф. C N, да означим съвкупността на всички пренебрежими спрямо L нподмножества на X, Свойствата а)--г) за N, се проверяват непосредствено. Ето защо N, е система 38 прене- брегване. Ще я наричаме съответна на L. 

6.10. 1. Предложение. Hexa L и M ca лебегоги разширения na ®, aN а Ny — съответниате цм системи 3a npenedpezeane. При тези предположения включванемто ЕсМ е изпълнено точно когато 

За всяка система N за пренебрегване същЩествува лебегово разширение L на Ф ¢ М--М). Доказателство . Нека L, е минималното лебегово раз- щирение на Ф. Ще определим L като съвкупността на функциите g 
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X—R, за всяка of KOMTO Съществуват такава функция /6 L, 
такова A¢N, че да е в сила равенството g(X)=f(x) за всяко 
x€ XN . Интеграла пък определяме с равенството 

Ге 
Останалото е въпрос на проверки, които предоставяме на читателя. 

Ето защо лебеговите разширения на Ф са в биективно съот- 
ветствие със съвкупността на системите за пренебрегване ий това 
съответствие залазва наредбата. На cucmemama N, на неглек- 
тивните множества съответствува по този начин едно лебегово 
разширение Ly, To е най-малкото лебегово разширение на Ф, в 
което неглективните множества са пренебрежими. 

5 6.11. ТЕОРЕМА НА ФУБИНИ 

Тук ще се занимаваме с интегриране върху произведение на две 
множества и ще получим теорема, която удобно свежда пресмята- 
нето на интеграли върху произведение до интегриране върху от- 
делните множители. Ще предполагаме, че са зададени две лебегови 
пространства 

M . Ly β κ , . . 
v 

3a произведението X X Г ще предполагаме, че TaM е зададено 
пространство на Даниел 

Ω) (XXY, 2, ff), 
Ф #4 

за което са налице свойствата а), 6) и в), формулирани по-долу. 
Функциите ф от Ф са определени в произведението X X У,т. е. 

това са функции на две променливи. Разбира се, ако фиксираме коя 
да e от TAX, @ става функция на другата променлива. Ето първото 

предположение: 
а) ако ФЕФ и фиксираме произволно първата променлива х в 

X, функцията φ (x, у) на у принадлежи на Ly, 
Това предположение дава възможност за всяко фиксирано х да 

се образува интегралът f ¢(x, y). Той e число, което Moxe и да 

се изменя, когато х се мени Ако на произволно хЕХ съпоставим 

YHCAOTO fcp(x,.y), получаваме функция, определена в X. Ще озна- 

ῃ 

чаваме тази функция накратко с [φ(χ, у). Ето второто mnpeano- 

ложение: 
6) За всяко @€ P функцията 
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@) f φίχ, ¥) 
У 

на х принадлежи на Ly. 
След като функцията (3) e от Ly, Тя може да бъде интегрирана 

в Χ. Ето и третото предположение: 
в) За всяко ¢ ¢ P е изпълнено равенството 

@ [Jo= Д еее ) 
XX 

Главното OT тези предположения е B), а а) и 6) ca само технически 

изисквания, целещи да придадат смисъл на дясната страна на (4). 
6.11. 1. Пример. Нека m и л са цели положителни числа. В прост- 

ранствата R™, R” κ R™*+" да разгледаме съответните съвкупности 

от финитни функции Ф., ¢, и ®,,,, Сснабдени със съответните 
риманови интеграли, както в пример 5.2.9. Нека минималните лебе- 
гови разширения на ®, и &, са съответно L, и L, Тогава 88 L, 
L, n ®,., ca изпълнени условията а), 6) и в). Наистина, ако Ф(х, у) 
е финитна функция в R™" и фиксираме произволно x ¢ R™, функ- 
цията. @ (X, у) на у e даже финитна в В”. Аналогично интегралът 

fq:(x,y) dy е финитна функция Ha x. Равенството (4) пък е добре 
R* ᾿ 
известно свойство на римановите интеграли. Други примери ще 
посочим в 6 8.6. 7 Р РУ рм ер 

6.11.2. Лема. Нека (1) са две пространства на Лебег, (2) е 
пространство на Даниел ц са изпълненци условията а), é) (u B), 
формулирани по-горе. Тогава . 3a всяко пренебрежимо 8 Χ ΧΥ͂ множество Ас X ж У множествата 
(5) Ax)={yeY:(x, у)в A} (x € X) 
са пренебрежими в Y почти 3a ecuuxi xeX. 

.flOKasale.flClB 1 TO e Y A пренебрежимо в ΧΧ N 

(6)_. О-:ф 545 ... Ξ 

{πὶ @,(x, у) -- с0 
88 всяко (х, увА и 

® | f U P (X, y)]éc 
X Y 

88 подходящо число С ш и за- = предположението (4)), ПО =l 2oty използувахие .. Да положим



(9) # /п(х)=-/ф:1(х1 У) 
У 

ч Така за всяко n=1, 2,... получаваме по една функция /, от Ly. рез интегриране на (6) се вижда, че Taka получената редица 
(10) hSHR=E ... sf,= .. 
е pacrawa. Ot друга страна, (8) показва, че е изпълнено HepaBeHCTBOTO 

й /!„(х)зс. 
X 

Така се убедихме, че редицата (10) от елементи на L, има ограни- чени интеграли. Следователно множеството 
(11 E={x ¢ X : Ш f,(x) = οοἹ 

пл-зоо 

е препебрежимо съгласно теоремата на Бепо Леви. 
Нека сега x,¢e X\Z. От (10) и (11) следва, че редицата 

Λ Sfx)= ... 2/4(х)5... 
е ограпичена. Сега (9) показва, че при така фиксираното X, е ограни- 
чена редицата от интегралите на редицата от функции на у: 

(12) φιίχον »Ὲ)ΞΞ φοίχο, У) 5 ... ΞΞ φ,ίχο, 0= ... 
Да разгледаме произволно y ¢ A(x,). Torasa (x,, ¥)€ A и съгласно 
(7) peauuara (12) pacte неограничено B ToukaTa (X,, }). Taka moco- 
чихме редица (12) or елементи Ha L, KOATO има ограничени интег- 
рали и расте неограничено за всеяко Y € А(х,). Следователно мно- 
жеството А(х,) е пренебрежимо. С това лемата е доказана. 

Следващата теорема показва, че направените предположения 
а), 6) и в) за Ф запазват валидността си и за минималното лебегово 
разширение на Ф. 

6. 11.3. Teopema (Фубяини). Hexa (1) са две пространства 
на Лебег а (2) e пространство на Даниел, за което са изпълнени 
условията а), 6) и в), формуларани по-горе. Ако L e минималното 

лебегово разширение ка (2) а РЕЕ, то за nowmu всички хЕХ 

функцията Е (х, у) на у пранадлежки на Ly. Ако 81 всяко такова 
х положим ᾿ 

(13) fix)= f Fx, }), 
У 

получаваме функцая f, дефинирана nowmu навсякъде 8 Х. Аке . 
додефинираме” / пройзволно за останалите хЕХ, то fe¢Lly ” 

(14) ff(x):ffF(x, ). 
Χ ΧχΥ 

Доказателство. Тъй като функцията F принадлежи на 



минималното лебегово разширение L на Ф, съгласно определението 

на L от 8 2 съществува фундаментална редица 

(15) { Pis P25 400 Puy e+ - 

or функции от &, 3a която е изпълнено условието 

(16) . а φιι(χ: }’):Ρ(Χ’ Ν) 

=00 

почти навсякъде B X X Y. 

ὶ Да означим с A съвкупността на всички точки (x, у) οτ XX Y, 

за които (16) не е налице. Тогава множеството А е пренебрежимо 

в XX Y. По лема 2 съществува такова пренебрежимо множество # 

в X, че за всяко хЕХУМ Е множеството 
. 

(5) Ax)={yeY:(x, yeA} 

е пренебрежимо B Y. 

| Редицата (15) е фундаментална. Поради това чрез преминаване 

към. подредици без ограничение на общността можем да предпо- 

лагаме, че тя удовлетворява и по-силното условие 

а? екне еае 1= 7е 

за всяко n=1, 2, ... 

Да разгледаме безкрайния ред 

(18) Σ-ι !!?пм(х, y)—Qn(xv y)\' 

Herosute членове ca функции на X и принадлежат на Гх. Ot друга 

страна, 

е [{| o =9 | енне 7 

съгласно (4) и (17). Тъй като редът Σ-;ἷ- е сходящ, редът OT 

n=1 

интегралите Ha (18) e сходящ съгласно (19). Ho членовете на (18) 

са неотрицателни и KbM TO3M ред € приложима Teopemara Ha Beno 

Jjgag. Според нея (18) e сходящ почти навсякъде в X. 

Да означим с =, съвкупността на всички X € X, за които редът 

(18) е разходящ. Тогава E; е пренебрежимо множество B Х. Тъй 

като и построеното по-горе множество E е пренебрежимо, множе- 

ството XN\ (EUE,) съдържа почти всички точки на Χ. Да разгле- 

даме сега произволно X с 

ХЕ XX (Ξ υΞΙ). 

Torapa ” А(х) e пренебрежимо в Y u следавателно равенството (16) 

е изпълнено почти за всички y €Y. От друга страва, безкрайният 

ред (18) е сходящ при така фиксираното X, поради което редината



φἰ(χν J’). фЯ(х: .V)» ooy φ"(χ»͵}’). ... . 

от функции на у e фундаментална B Ly. Тъй като (16) & изпълнено 
почти навсякъде в Y и Ду е лебегово пространство, функцията 
F(x, у) на у също e от Дри e изпълнено равенството 

(20) fF(x, y)=1iqua,,(x, ). 
Υ̓ пеу 

Така проверихме, че за почти всички x € X ᾧγηκαμπτα Flx, у) на у 
е сумируема B Уи e в сила (20). 

Ако определим функцията / с (13), от (20) следва, че редицата 

e fawn [φ:.0)},...,.ὄ[φια,.),... 
¥ ¥ 14 

OT функции на х NOYTH навсякъде B X клони KbM f(x). Тъй кате 
¢, € P, членовете на (21) са от Ly. Ето защо, за да покажем, че 
{ειιχ,ᾖ достатъчно да се убедим, че (21) e фундаментална редица 
в Ly. Ho 

3[’,,/.%“_!%1égf [!?Ф„Н-Ф„Е]:[[!ср„„-ер„[зтг%,- 
XXV 

съгласно (4) и (17) и редицата (21) наистина e фундаментална B Ly, 
Torasa fe¢ Ly и 

ет [!Ῥΐ]:,ἶἷ,ΐ Ι-[φ“:!!ξ χ τ χ XXy 

съгласно (4), (16) и фундаменталността на (15) в L. С това reope- 
мата е доказана. й 

Равенството (14) от тази теорема се записва още така: 

Ля»- / [[Р(х.у) | 
„е 4 х Υ͂ 

или ΠΈΚ 

//Р(Х*У) dxdy:f [fF(x,y)dy]dx. 
ΧΧΥ͂ Χ Ῥ 

Съществуването на дясната страна се гарантира OT съществуванете 
на лявата, Τ. е. от F¢L. 

Задачи към шеста глава 

Риманов и лебегов интеграл в В 

Задача 1. Ако функцията / : (а, 5] — R е интегрируема B риманов смисъл, тя 
е сумируема в [a, b] (принадлежи на минималното лебегово разширение L (а, 5)) на 
С (в, b)), снабдено с римановия интеграл) и римановият интеграл на / съвпада е 
лебеговия, , . ‘ 
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Унпнътване. Сведете към зад. 3, гл. 5. 

Задача 2. Ако А с интервал и римановият 
f Ге abcomoTHO сходящ 

А 

f / съвпада с лебеговия интеграл на 7. 

интеграл 

то f € сумируема B A И 

A 

Послужете CH с теоремите μ Бепо Леви и Лебег. 

апионалии Ччисла ОТ Упътване. 
гя) © редица, съдържаща всички Р 

г Задача 3. Нека 

μητέρβαπα [0, 1}, и 

и (0, 1 g ra— 1 га + КА 
= (0, А nLil n 2n+z' " ᾽᾽2“-ι-ἳ-᾽ 

Хи () « 1 при x ¢ й 

0 не съществува функция 

почти навсякъде AA 

1— R, определена ς 

ебегов смисъл, н 

риманов смисъл м 
Да се докаже, че функцията хи: {0, 1 

Ха (¥) = 0 при х € U, е интегрируема B A 

100, 11— R, която да е интегрируема B 

съвпада ¢ Хи., 
Упътване. Ако такава функция 7 съществува, 

би било гъсто B [0, 1). Ето защо бихме имали 
множеството {X 17 (¥) =1} 

1 
1 1 1 

[ro-w Гуе [ 1=[1=1. 
ο ο ο ο 

От друга страна, разгледайте функциите Ха : [0,1] — R, определени ¢ Ха () =1 при 

Хе-гГар < сояуа” B Χ, (X) = 0 при lx—rpl Е -2„1;*-2- „ Cera с помощта на Teope- ι 

co 

мата на Beno Леви установете, че функцията Σ Ул е сумируема. Като си послужите 

n=1 
o 

с HepaBeHCTROTO XU = Σ Ул κ ¢ теоремата на Лебег, убедете се, че я Yy & сумируема 

n=1 

. Η r_;e € B сила HEpPaBeHCTBOTO 

3 1 οο 

[wsS [ =S ς - ἰ 
0 n=10. n= 2. 2 

Лебегови разширения 

За дача 4. Нека (X, L, f) е пространство Ha Лебег. Да се докаже, че една CHBKYN- 

ност N e 1(_): ar;ongfl)flo:)(egtaa 1{% X e система 38 пренебрегване точно когато уловлетворява 
, 6), т6 и 88 всяка функция / L, за κοατο (х6Х:7 (х)5-0)6М, 

e в сила f f=0. 

| Задач B {xexn} (a) 5. ;-Хека Е e такова подмножество Ha X, че за всяко f€ L, за което 

:} ( Ξ | +0}CE, е в сила f Т «е . Да се докаже, че съвкупността N на ofe- 

диненията от вида AU 8 , където 
за пренебрегване. A е пренебрежимо множество и ВС-Е, е система 

И Увод във фуниционалния анализ 1 161



Теорема на Фубини ' 

малката неизброима мощност) a—[ всяко X € [0, 1) множеството e, 1.y 6) множеството А Ha точките (X, у) € спрямо L ([0, 1))2, 
пътване,. а) Приложете Teopemara на Цермело. 6) Разгледайте функцията ΦΙ[Ο, 1]2— R, за която P +) - 1 при хчуиф (x ) = 0 B npotusen cayuait. Kato допуснете, че A е пренебрежимо, покажете, че ф е сумируема, и извлечете фавенствата 

и 

1 1 1 
'“f ФС +) d"“'y=f[f φία, у)йХ]йу=/0ау= , Юл ο ο 

, 32 KOHTO A(x) » € система 3a пренебрегване в R2. 

BTN



Седма глава 

ИЗМЕРИМИ ФУНКЦИИ И MHOXECTBA 

Нека (X, L, f у e лебегово простракнство. Функциите в Х, 

който след изрязване отгоре ий отдолу със сумируеми функции 

винаги дават сумируеми функцийа-- измеримите функции.,-- uzpa- 

ят определена роля пра интегрцрането и зацлужават слпециално 

внимание: от една страна, те лесно водят 00 сумируеми функ- 

ε, от друга-- сввкупността им е устойнива спрямо срещаните 

на практика операции над крайни съвкупноста от функции и 

спрямо изброими гранияни преходи, @, от mpema — тази съвкуп- 

ност е wapoxa. При интегриране в R™ те се оказват добре свър- 

занаи с по-тясната съвкупност на бореловите функции 8 В”. Чрез 

измеримите фуякции се въвеждат измерими множества в Х, а 

бореловите функции водят 00 борелогите множества в В”. Боре- 

ловите функции и множества са тъкмо нещата, € койито по 

принцил борави класическият анализ: този малко мъгляв терман 
ознанава онова, което математиците правят 8 R™, без особено 
да използуват аксаомата за избора, а студентите добиват пред- 
става за въпросния предмет в пързите няколко семестъра. 

B §1 u 2 са въведени сеотсветно измеримите функции и мно- 
scecmea. Те ca тясно свързаниа и това дава възможност в § 3 да 
покажем, че непрекъсната функция от измерими функции е от- 
ново измерима. В § 4 и 5 свойствата на измеримите функциа 
са използувани при UHMEZPUPAHEMO на комплексни функции, водещо 
в крайна сметка 00 интересни комплексни пространства. В 86 
е показано, че може да се цнтегрира не само в цялото X, айв 
Zzzgsaonno usmepumo подмножество Ha X, като отново се полу- 
аналолебегово пространство. Параграфи 7 и 8 са посветени на 
в 9гичната теорая на бореловите gynryun и множества в В”. 
в R™ иез ;S;;;Z’;fe, tte’npu всички възможна начини. за интегриране 

съща: аменно те g})uxugu ий множества са, грубо казано, едни U 
С други думи е определен смисъл се покриват с бореловате. 
s . йнтегрирането обхваща онова om R™, xoemo no 
фринцип срещаме 8 класическия аналаз. 

Задължителни при първо четене са 6 1--6.



§ 7. 1. ИЗМЕРИМИ ФУНКЦИИ 

Heka (X, L, f) е пространство Ha Лебег. Една функция /: X — R 
се нарича измерижма, KOTATO за BCAKA неотрицателна функция 26 L функцията 

() sup (—g, inf (g, /1) 
е CyMHpyeMma, Τ. е. принадлежи Ha L. 

Тъй като при f, g¢ L функцията (1) очевидно принадлежи на L, елементате на L ca измерими функциа. Hapen с тях обаче в об- щия случай съществуват и много други измерими функции. Така например константата 1 e вчнаги wamepusa. По същество това е аксиомата на Стоун. Наистина при /--! функцията (1) съвпада с функцията inf (g, 1), която принадлежи HA L съгласно аксиомата Ha Стоун. Следващото предложение дава възможност да се строят и други примери. 
7. 1. 1. Предложение. Ако 

(2) ji’fZ»---ifn>~~- 
е редица om измерижми функции, която е сходяща почти нався- кьде- и f: X— R e функция, за която е -изпълнено равенството 
(3) | fix)=lim κ 

o0 

пояти навсякъде, функцията / също e измеражма.” Ν 
Доказателство. Нека g¢ L н с 2 0. Тогава по дефиниция 

“ sup (—g, inf (σ. ) €L 
за всяко n=1, 2,... Поради {3) редицата ot функции (4) клони 
почти навсякъде към функцията (1). Същевременно g е сумируема 
мажоранта 33 peaxuara (4). Cera теоремата на Лебег (вж. 5 5.9) 
показва, че функцията (1) е сумируема и предложението е доказано. 

Тривиално следствне ΟΤ това предложение e, че всяка функция, 
KOATO почти навсякъде съвпада с измерима функция, също е изме- 
рима. То показва още обаче, че и всяка функция, която почти 
навсякъде е граница на редица от сумируежи функции, е излерина. 

На практика класът на измеримите функций е толкова широк, 
че обхваща всички функции, с ΚΟΗΤῸ анализът работи. Съществува- 
нето на неизмеримия функцни в В“ се установява с помощта на аксио- 
мата 32 избора. Не бива да се mucan, че в общия случай всяка 
измерима фучнкцея е граница на релица от сумкруеми функции. 

Слелватото предложение посочва улобно необходимо и доста- 
тъчно Условке 32 измерямост на функция. | 

7.1.2. Презложенне. ξῦκα функхция /: Х — R е измерима точно 
когато за зсяка cysupyesa функция g съществува редица 

6 &> Еъ --τ-ν Еа - - - 
0т ΚΣΡΡΕΜα Фуякцли, за която е изпълкено



(6) fix)=limg,(x) 
л-зсо 

за всички ХЕХ с ρί( ) О0. 
Доказателство. Нека най-напред f e измерима. Torasa 

по силата на дефиницията всяка OT фувкциите 

£,=Ssup (—n lg;v inf (n lg‘n .f)) 

(n=12,...) e cymupyema, а npoBepkaTa Ha (6) e директна. С това 

¢ доказана необходимостта. 
Нека cera за всяко g€ L съществува редица (9) с (6). Да избе- 

рем g¢L с g=0 и да положим 

h,=sup (—g&, inf (2, &) 

за Bcako n=1, 2, ... Taka получаваме редица 

С) Byy Boy s ἥρνν ο 

от сумируеми. функции, 88 KOHTO функцията # € сумируема мажоранта. 

От друга страна, поради (6) функцията (1) e граница на peaunata (7). 

Ето защо теоремата на JleGer mokasea, че функцията (1) е сумируема. 

С това предложението е доказано. 
Съвкунността на измеримите функции спрямо едно лебегово 

пространство (X, L, f) ще означаваме ¢ M. От предложение 2 почти 

непосредствено се получава, че М е линейно пространство спрямо 

обичайното събиране и умножение със скалари. Поради това M 
съдържа константите. В 53 ще се убедим, че M e и алгебра, 
Τ. е. заедно с всеки два свои елеменцта съдържа Η ПРОИЗВЕДСНИСТО им. 

Също както и нространствата на Давиел, M npumexncasa и 
свойството заедно с всеки свой елемент Х да съдържа и модула 
му |/|. Наистина, ако g¢L и # 2-0, функцията 

sup (— g, inf (g, 7)) 
съвпада, KAaKTO това се проверява незабавно, с модула на функцията 
(1) и поради това e сумируема. Следователно ' ε. 

От това свойство, разбира се, пезабавно следва, че ако feM 
И ΒΕΜ, то и зър (f, 2)ЕМ, int (f, g)e M. 

й | § 7.2. ИЗМЕРИМИ МНОЖЕСТВА 
и 

Нека (X, L, f ) e npocrpancteo Ha Jle6er. Ако AcC X, xapax- 
теристичната функция ул: X — R на A се дефинира с равенствата“ 
Yal¥)=1 при x€¢A и Х.(х)--0 npa x¢ X\ A. Характеристичната 
функция на А определя напълно А и по този начин разглеждането на подмножества на Х се свежда до работа с функции. | 

Едно подмножество А на Х се нарича измерамо, когато харак- теристичната му функция е измерима. 
Разбира се, Xg е константата 0, а Ὑ --- константата 1 и поради 

това # u X εὰ измерими. Също така |



Ху ! -- Х | 

и поради това A е uswepumo точно когато X \A е измеримд. 
Нека А и B са измерими множества в X. Очевидно 

Xaus=8Up (X4, Ха) И Xana=inf (X4 Χρ)- 
Cera от свойствата Ha измеримите функции следва, че χαὺδ И Xans 
са измерими. Следователно измерими са и множествата AUB и АЛ8.” 
Оттук с индукция незабавно следва, че обединението и сечението 
на краен брой измерими множества също са измерими. 

Тъй като съвкупността на измеримите функции е затворена 
спрямо изброими гранични преходи, това твърдение може да се 
усили. Именно ако 

A, Ay, A ... 
o е редица от измерама множес тва, сеченаето N A, u обединението 

n=1 
οο Ν 

U A, също ca измерилш. Наистина нека 
=) 

A=n A, u B=U A,. 
n=1 пе 

Тогава 

ΧΑ:"ΓΠ Хапап... Ὦ Αμ’ 
n-yo0 

Ха И Yavavu...ua, 
n—rco 

и следователно X,  Χβ €2 измерими. С това твърдението е доказано. 
Така виждаме, че с измеримите множества може СВОбОДНО да 

се работи без опасност да се напусне техният клас. Но ΟἹ казаното 
дотук не е ясно дали те са достатъчно много. Следващата теорема 

показва, че измеримите множества са достатъчни поне 32 да се 

опишат измеримите фУНКЦИИ, и това, както ще видим в следващия 

параграф, е от основна важност за теорията на самите измерими 

фУНКЦНИ. B доказателството Ha тази Teopema се използува аксиомата 

на Стоун (къле?). 
7.2. 1. Теорема. За произволна функция /: Х — В следващите 

пет условия са еквивалентяни: 

а) функцията / e usmepuma; 
) за всяко абВ множеството (хЕЖХ:/Л/(х)>а) 

е измериамо; 
: В) за всяко at R множеството (хЕХ:Жх)>а) 

е измерамо; 
г) за всяко a€ В иножеството {x¢€X:flx)<a} 

е usmepumo; 
д) за всяко аб R множеството {x¢X:flx)=a} 

е измеримо. 
Доказателство, Еквивалентността на 6)--д) е почти 

дчевидна. Наистина 6) и г) са еквивалентни, понеже фигуриращите. 
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мно допълнителни. Същото се 

и СЛОВИЯ ИНОЖеСТВЗ са взаи 

в а Д . A). Еквивалентиостта HA 6) и в) caensa 0Τ равенствата 

.. n=1 и 

{xeX:f (x);a}-’::r‘il xeX:f (x)2a~-f;-}, 

тъй KaTO обединението и сечението на изброимо много измерими 

множества са измерими. 

Сега ще установим импликацията 2) =) в). Тъй като 

(ХЕХ / (х) > ay={xeX:f (0) --а > 0) 

и Г--а εὰ едновременно измерими, въпросната им- 

:ЗХ:Ш“Ш ]бъдс]: установена, ако при а) докажем в) в специалния 

случай а--0. Да определим функцията Х -- К/с равенствата: 

fHx)=f(x) при fix)>0 и +(x)=0 при f(x) =0. Очевидно 

f+=sup( , 0), nopaan което ft e измерима. Ot npyra страна, Xapax- 

теристичната функция HA множеството {X € X:f()f) > 0} очевидно 

съвпада ¢ границата {{π| inf (л f+, 1), която е измерима като граница 

n—> 

на редица OT измерими функции. 3 

Накрая ще покажем, че OT 6) и г) следва а). Да изберем по 

произволен начин числото n=—1,2,... и 3a произволно цяло Я да 

положим и Η P 

o Akz——{xeX:—n—;:f W< Ἐξ } 

Като сечение на измеримите множества 
κ 

{xeX:f(x) = —i—} H {xeX:f(x) < —i‘;-—] Ъ 

множеството A, очевидно е измеримо. Ето защо измерима е м харак- 

теристичната MY функция Y4 - Да разгледаме безкрайния ред 

0 еж 
ξ --оо 

Тъй като множествата (1) покриват X и нямат общи точки две по 

две, за всяко x € X най-много едив от членовете на реда (2) e pas- 

личен от нула. ETo защо тази ред e сходящ за всяко χξ Χ. Като 
граница на редица от сумируеми функции сумата му f, е измерима. 
Същевременно 88 всяко X € X е изпълнено неравенството 

@ . - Ἰκοὺ - х < & 
κ 

Наистина 88 Besko x € X съществува единствено цяло В € —- 

2 КА kA1 
Ξ ὐ <——. Тъй като тогава сумата на реда @ е -’ξ-, ) 

очевидно € изпълнено 88 ToBa χ. Ot (3) следва 
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fix)=lm f,(x) . xeX), 
n—yoo - 

поради което f € граница Ha редица OT измерими фупкцни. Ето защо 
функцията f e измерима и теоремата е доказана. 

Ще отбележим, че построението от последния абзац на това 
доказателство се използува и в други случаи. 

8 7.8. ЕДНО ПРИЛОЖЕНИЕ НА ИЗМЕРИМИТЕ МНОЖЕСТВА 

TyK ще посочим някои свойства Ha измеримите функции, KOUTO 

caeasar от Teopema 2.1. Следващото предложение установява, че 
измеримите функции образуват алгебра. 

7.3. 1. Предложение. За всеки Ose измерими функции f и g 
произведенцието fg също е цизмерима функция. 

Доказателство. „Първо ще покажем, че квадратът /? на 
всяка измерима функция също е измерима функция. Съгласно теорема 
2.1 за целта е достатъчно да покажем, че за всяко & € В множеството 

а) м {xeX:f (х) «а) 
е измеримо. При @ <0 то е празното множество и това твърдение 
е очевидно. При а > 0 пък имаме 

{xeX:f? (x) <а) 
=lreX:f W) <ValnireX:f () >-уа). 

Тъй като функцията / по условие € измерима, измерими са и MHO- 
жествата вдясно на това равенство. Ето защо множеството (1) е 
измеримо като сечение на две измерими множества. С това е πο- 
казано, че / е измерима функция. 

Измеримостта на fg вече следва от очевидното равенство 
1 1 

Ле (F+8*——5 (F—o> 
С това предложението е доказано. 

От таова предложение и от теоремата на Baitepmpac — Croyn 
следва, че над измеримите функции свободно могат да се извършват 
разнообразни операции и в резултат се получават все измерими 
функции. За да формулираме този резултат, имаме нужда от едно 
понятие. 

Едно множество в #” се нарича Ру-множество, когато e 
Обединение на изброимо много затворени подмножества Ha R, - 
множествата са разпространено явление в В”. Така например затворе- 
ните подмножества на В” са очевидно и Fo-MHOXeCTBAa. Читателят 
ще съобрази, че отворените множества в ΕἸ също” са РАз. Обедине- 
нието на изброимо много и сечението на KpaeH брой Ез-множества 
са Ез. Ясно е също, че всяко Fg-MHOMECTBO е обединение на из- 
броимо много компактни подмножества на R”. 

7.3.2, Теорема. Нека С е Ез-.множество в R* u Ε: C—+R. 
е произволна Henpexscrama функция. Tozasa 3a  scaxa n-opxa 
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om измерими функции Л. Тъ . . f. 8 X, за която е изпълнено 

условието 

ῶ LA e 70) «С 
за всяко ХЕХ, функцията f: X—R, определена с рагенството 

Θ #04<Е Τἱοὺ. folx)s - -+ [al) 

за всяко x€X, също е измерима. 

Доказателство. Съгласно условието С може да се пред 

стави във вида - 

(ф C=u Сь 
и # 

k=1 

където C, ca KOMMaKTHU подмножества на R По теоремата на Вайер- 

щрас — Стоун 32 всяко в--1, 2,... съществува полином P, R"— R, 

за който е изпълнено HepaBeHcTBOTO 

®) . 1Py @ —F @<y 
за всяко ЕЕС Ю С0 ... UC,. Да положим 

6) =Py (1®), 4033) «е» 7422) 
за всяко хЕХ. Така за всяко цяло положително Е получаваме функ- 

ция g,: X — Ε. 
Ho измеримите функции образуват линейно пространство, KOETO 

ъдържа константите съгласно § 1. Същевременио произведснието 

на всеки две измерими функции е измерима функция съгласно пред- 

ложение 1. Ето защо и всеки полином OT краен брой измсрими 

функции е измерима функция. Следователно функцията (6) е измерима. 

” Or друга страна, от определението (3) на f, ot (5) и от (6) следва 

( : L&) — 01 < р 
33 всяко x € X, за което 

(R, Δο)....». Fb) €Y Се 
CEIa OT ( ) y получава е 32 всяко X E X 4 се I 2 9 HYUCAOTO Ι (x) e paH\ ца 

βι(χ), LX), ..., ¥, ..., 
и те(Жемата следва от предложение 1.1 
ε Ηεν“ιἓοοτ’δῃε)κ“ едно очевидно следствие от тази теорема, 

усилване. Условието (2) може да е изпълнено само 
нав : сякъдев Х и f: Х - R да е такава функция, че (3) да е налиц 
OTHOBO почти навсякъде. П . При това заключение имос 
Х OTHOBO остава в сила. TO за wenepiect 
ΜΗΟΓἓτΦτεεπ теорема може да се съди за измеримостта на 
мното ункции. Така например читателят ще провери, че 

две измерими функции е измерима функция, стига 

В



A& е различен OT нула почти навсякъде. Също така за всяка изме- 

рима функция f и за всяко число p >0 функцията |/|” е измерима. 
Тези две следствия се получават почти директно и OT теорема 2.1. 

8 7. 4. КОМПЛЕКСНИ ИЗМЕРИМИ ФУНКЦИИ 

Всяка функция /: А — C, където С е равнината на комплекс- 
ните числа, може да се представи във вида 

(N J=h+1 fa 
където | е имагинерната единица, а А н /, ca реални функции. Пред- 
ставянето (1) очевидно е единствено. f, и /, се наричат съответно 
peasna н чпмагинерна част на /. Функцията / се нарича u3Mepuma, 
когато са M3MepHMH реалната H имагинерната част Ha /. 

Ако функцията / e измерима, измерим е и нейният модул |/|. 
Нанстина | 

и-/Я + 
и твърденнето следва от теорема 3.2. 

Още по-проста в този случай се пренасят и всички свойства на - 
реалните измернми функцни от 6 1 н 3. 

8 7.5. ННТЕГРИРАНЕ НА КОМПЛЕКСНИ ФУНКЦИИ 

Нека отново (X, L, f ) е пространство на JleGer. Да означим с 

Lc съвкупността на всички функции от вида 

() РАъ 
където Л и . пробягват L. Така получените комплексни функции 
се наричат сумируеми. Поради единствеността на представянето (1) 
равенството 

2 ff=ffi+i ffa 

коректно определя интегрниране B Lc. 
Разбира се, с е комплексно линейно пространство. Ще пока- 

жем, че интегралът е комплексен линеен функционал 8 Lo, Ади- 
тивността е очевидна. Очевидна е и хомогенността при умножение 
с реални скаларн. Ot нея и от определението (2) почти непосредст- 
вено следва и хомогенността при умножение с комплексни скалари. 
Нанстина нека a=a;+1 a, e комплексен скалар. Тогава 

[ a=[[@ fi—a 41 @ л+а 1) 
=t11ffx"“?ff2+l alffz-l-i aszn 
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, =(ay+1 а:) (f fi+t ff’)=a ff и Ттвърдението е доказано. 
Следващото предложение звучи съвсем обичайно. 7.5.1. Предложение, За всяка сумируема фуниция Х:Х-.(с функцията 1 } също е сумируема ц е изпълнено неравенството 

@ ЗКА 
Доказателства. Нека f има представянето (1). Тогава Ф еЛ 

и, както вече видяхме в предишния парагра 
ция. От (4) се получава още 

6) “ Я НА 
където функцията | Я |+|7,| принадлежи μ L. Тъй като 1f] e изме- рима, функцията 

sup (--ὶΊ Δ} -- [4}, inf 4 Ἀ Έ |2] 17 трябва да е сумируема съгласно определението на измерима ᾧγηκ- ция от § 1. Ho съгласно (5) тази Ффунки 

b, 171 е измерима функ- 

ия съвпада ¢ |/) и по Този чачин е показано, че |f|¢ L. 
Сега ще докажем неравенството (3). Нека за целта се ком- плексно число, за което 19|<-1 н 

ТЕ , Toraga | 

(6) Ηη:] cf=f Reaféfi Re o f} 

Avaal, на два елемента на (е се съществено различни, когато съвпадлат почти нався- къде. С pasencragro 

ка



простотата си често е полезно, Предложение 1 показва, че 88 всяка 
функция f€LC съществува сумируема мажораита, Τ. е. неотрицателна 

функция g€ L, за KOATO е изпълнено неравенството |Л(х)|5# (X) 
88 всяко x € X, Любопитно e, че и OT наличнието на сумируема мажо- 

ранта в определен смисъл следва сумируемост. 
7.5.2. Предложение. Нека f: Х — С е измерима функция и 

g¢L е неотрицателна функция, за която € изпълнено неравенст- 
вото | f(x) 'S g(x) почти навсякъде а Χ. Тогава функцията f e 

сумиругма. - . . 
Доказателство, Ако / има представянето (1), or усло- 

внето на предложеннето следват неравенствата 

А !|е н |А|-а2. 

fi=sup(—g inf(g Л)) 
и тъй като Л е измерима, 0T определението B 5 1 следва, че Л e 
сумируема. Аналогично н f, e сумируема. Ето защо f¢Lc и пред- 
ложеннето € доказано. 

Но тогава 1 

§ 7.6. HHTEFPHPAHE ВЪРХУ-НЗМЕРИМИ МНОЖЕСТВА 

Нека (X, L, f) e пространство η JleGer. Ше покажем по какъв 

начин 33 всяко измеримо множество У в Х може да се въведе 

ннтегриране B Y, така че У да стане пространство на Лебег. 
На произволна функция /: Г — В ще съпоставим функцията 

f:X -> В, определена сравенствга?(х):](х) при хЕУ и f{x)=0 

при x € X\  Υ. Ще наричаме / стандартно продължение на f. 

Съответствнето, което на / съпоставя / (стандартното съответст- 

гие), счевкдно е линейно. 
С L, ще означаваме съвкупността на всички функции f: У — R, 

за които /6 L. Очевидно L, e линейно пространство. При това ot 

fe€L, очевидно следва / €L, w inf (/, 1)€L,. Така се убедихме, 

че L, удовлетворява първите две аксиоми OT определението на 

пространство на Даниел. 
С помощта на равенството 

у[!=х[/“ 
определяме интеграл -за всяко f¢ Ly Така дефинираният интеграл 

f :L,~— R очевидно e позитивен линеен фучкционал.: Той. удовлет- 

ворява и аксиомата за граничен преход под интеграла от определе- 
нието на пространство на Даниел. Наистина нека 

ЛЕЛЕ ..=2f,= ... 
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е намаляваща редица от елементи на Ду ς lim Й,(х)--0 за всяко 
π’ οο 

x¢Y. Тогава редицата 

Я N P 
OYEBMAHO също € намаляваща и клони KbM нула навсякъде B X. 
Тъй като L e пространство на Даниел, то : 

[ fu=[ 7m0 " 
Y X “ 

и твърдението за L, e доказано. и 

По този начиян получихме едно пространство на Даниел (У, Ly, Ι). 
Следващото предложение показва, че L, съдържа интерссни функции, 
За произволна функция /: Х — В с f|Y ще означаваме функцията 
ЛУТИК — R, определена с (#|)(х)--/(х) за всяко x¢Y. Тя се 
нарича рестрикция на f до У 

7.6.1. Предложение. За δοπκα cymupyesa функция # в Х рес- 
трикцията f.Y е сумируема в Y. 

Доказателство. Да положим за краткост g=fY.Or 
определението на стандартното продължение непосредствено следва - 

() g=fx,. 
Тъй като e npoussenenue на измерими функции, функцията f уу е измерима. Същевременно |/ ¥y =\f, поради което уу притежава 
Cymupyema мажоранта. Ето 5310 и функцията f уу е сумируема. Cerz ot (1} следва, че п функцията g e сумируема. Следователно ЕЕРу и предложението е локазано. -- От това предложение непосредствено следва, че едно подмноже- ство Ана Уе пренебрежим Ὁ 8 У (пренебрежимо споямо . когато е пренебрежамо в Χ. ὧρ " Р { точно ἓπἓπἓπιᾖοτο предложение TIOCOYBA важно свойство на Ly. .. Прелложение. 3a всяко измеримо множесто У в X 

2 ξ)ᾧκ 
flvfflv-")fur"' 

(3) y даментална редица от елементи на Ly. Toraaa редицата 

Ἂ “



4) . g=lim 7;, 
п-ъсо 

Тогава g e функция от L и съгласно предложение 1 функциятгз 
еа e от Ly. Cera следните равенства и неравенства са очевидни: 

./:/“-/:=/ [5-τ- XY|=f Ξ --#1 Χγξί [Κ -τ εἱ. 
Υ̓ Χ Х 

От тяк и ΟἹ (4) следва, че редицата (2) е сходяща в Ly към функ- 
цията /. С това предложението е доказано. 

Ще покажем, че и минималното лебегово разширение на про- 

странство на Даниел се съгласува с интегрирането върху подмножества. 

Нека (Х, Ф, [) е пространство на Даниел, L e минималното лебе- 

гово разширение на Ф и У e измеримо (спрямо L) подмножество на X. 
С @, ще означаваме съвкупността на всички рестрикции @)Y, където 
Ф пробягва Ф. Във Фу определяме интеграл с помощта на равенството 

Θ Г ву | . 
к X 

88 произволно 'Y γ. Непосредствено се проверява, че така се 

получава пространство на Даниел (V, @y, f). 

7.6.3. Предложение, /lpu въведените в предишния абзац озна- 
чения Гу e манималкото лебегово разширенце на Фу. 

Доказателство. Тъй като всяка функция / от L е граница 
по нормата na редица ot функции от @, след преминаване към рес- 
трикцип директно се вижда, че и всяка функция g€ L, е. граница 
на редица от функции от Фу. С това е показано, че Ду е лебегово 
разширение на Фу. : 

Нека cera множеството Ас У e пренебрежнимо спрямо L,. Тогава 
4 e пренебрежимо и спрямо L и понеже Д-е минималното лебегово 
разширение на Ф, А е пренебрежимо и спрямо Ф. Оттук веднага 
следва, че 4 е пренебрежимо и спрямо Фу. С това е показано, че 
Ly e минималното лебегово разширение Ha Фу (вж. теорема 6.1.1). 

7.6.4. Пример. Нека Ф е съвкупността на финитните функции 
върху правата. За всеки интервал (а, 6) читателят щеЕ построи финитна 
функция ф:К-» R с ф(х)- 1 при хЕ(а, b] κ ox)<1 при 
x € R \[a, b]. Тогава , 

[a, δ]τπείχ τφ (х) > 1 

Ν и следователно интервалът (а, 6) е измерим. Ако снабдим Ф с рима” 

новия интеграл, (R, @, |) е пространство на Даниел, При това 

очевидно Dy, 5y=C ([a, b]). Читателят лесно ще се убеди, че рес- 

трикцията (5) на интеграла | : ᾧ -- В 1o [a, ] съвпада с римановия 
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интеграл в С ([α, 5)). Ето защо минималното лебегово разширенвие 

на пьостранството (, b}, С (a,b}), f) съвпада ¢ Ly, e С други 

думи, в [a, 6) можем да интегрираме, разглеждайки [a, 0) като 

изме;;имо подмножество на R, а също така и изхождайки от про- 

”странствотб([а,.Щ:С (а, 8), [) на Даниел. Тези два метода 32 

интегриране съвпадат. Аналогична бележка важи и 88 затворените 
n 

паралелепипеди в R". 

P 3a произволна сумируема функция f в X и 32 произволно из- 

меримо множество У в Х се полага 

[1-f 
Y Y 

Ot тази дефиниция HENOCPEACTBEHO се получава 

. !1=!гх„ 

Така виждаме, че сумируемите в Х функции свободно могат да се 

интегрират върху измеримите множества в Y. Следващата теорема 

посочва важно свойство на това инвтегриране. 

7.6.5. Теорема (ToTanHa адитивност на интегра- 
ла). Нека f e сумируема функция 8 X, а 

- Yl’ }’2,...., }',,.... 

e peduya om измерими множества 8 X, сечението HA всеки 08e 

om който e пренебрежимо. Ако Y=y Y,, mo 
n=1 

(9 [+=3 [+ 
. Υ͂ n=1 n 

като pedem в дясната с трана е абсолютно сходящ. 
Доказателств о. Очевидно Уу съвпада почти навсякъде 

oo 

съ Ν с сумата Ηξ реда Σ ιγ“. Ἐτο защо почти навсякъде е изпълнено 
“ п 

и равенството 

(7) | . и f χγ:Σι] 'Xyn. 

Съ 
от Ἔἓξἕξζἶἕἓο функцията | /| е сумируема мажоранта на редицата 

те суми на реда вдясно на (7). Равенството (6) сега се получав вля!но : аогб)т:;)р;::атата на Лебег. Абсолютната сходимост на реда 
ановява, като доказаното вече се прилож и към функцията | /|. С това теоремата е P доказана. 

редоставяме на ” читателя сам да съобрази как върху измери- мите множества се интегрират комплексни функции, P ὶ 
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5 7.7. БОРЕЛОВИ ФУНКЦИИ B R™ 

Mo зададени функции в класическия анализ често се построяват 
нови функцин. Въпреки че ὰ пръв поглед нещата изглеждат необоз- 
римн, OKa3Ba се, че всички възможни конструкции от този вид се 
свеждат до две: образуване на граници на редици от построени 
вече функцни н композиране на построени вече функции. При това се” 
предполага, че е зададена някаква изходна съвкупност ΟἹ функции. 
В практиката на класическия анализ тя винагй се състои от непре- 
къснатн функцин. Ето защо класическият анализ не напуска мини- 
малната съвкупност от функции, която съдържа непрекъснатите 
функции н е затворена относно гранични преходи и образуване на 
композиции. TYK ще се занимаваме с въпросната съвкупност. 

Нека т и п са цели положителни числа. Множество B от из- 
” ображения /: R™— R" ще наричаме устойчиаво, когато притежава 

следните две свойства: 
а) всяко непрекъснато изображение /: R™ — В" е елемент на В; 
6) за всяка редипа 

() а ае ε. ο | 
от елементи Ha B, която е сходяща за всяко хЕ R™, границата 

@ f)=lim κ ) 
#-+0о 

е елемент на B. 
Съвкупността на всички възможни изображения f: R” — R" е 

очевидно УСТОЙЧИВЗ. НеПОСРбдСТВ(ЕНО се проверява, че сечението В 

на всички устойчиви множества 8 с устойчиво множество. В е най- . 

малкото възможно устойчиво множество ΟἹ изображения f: R™ — В”. 

Елементите му се наричат борелови изображения от R™ към R". 

В специзалния случай n=1 те се наричат борелови функции. 

Тъй като B е устойчиво множество, то притежава свойствата 

а) и 6). С други думи, всички непрекъснати изображения f:R*— В 

са борелови. Също така, ako една редица (1) ot борелови изобра- 

жения е сходяща навсякъде в В”, границата й (2) отново е боре- 

лово изображенне. Следващата теорема показва, че B e 3aTBOPEHO 

не само спряко гранични преходи, HO и спрямо композиции. 

7.7.1. Теорема. Axo f: ' - " R* μ g:R*"— В” са борелови 

изображения, композицията gof: В" -> ἘΡ също е борелово изоб- 

аженае. 

й Доказателство. Нека най-напред g: R” — В2 e непрекъс- 

нато изображение. Да фиксираме gu да образуваме множеството В на 

всички изображения /: R”— R", за които композицията gof:R*— R? 

e борелово изображение. AKo f € непрекъснато, композицията gof 

е непрекъсната и следователно е борелова. Ето защо B притежава 

свойството а). Нека cera (1) е редица от елементи на В, която е 

сходяща навсякъде в Β, и (2) e границата й. Тогава всяко от 

изображенията gof, е борелово. От друга страна, от (2) и от не- 

прекъснатостта на g следва п 
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gefly=lim gefulx). 

Тъй като B е затворено спрямо гранични преходи. то gofeB. Сле- 

дозателио f€B. По този начин се оказа, че B притсжава и СВой- 

ството 6). Следователно B е устойчиво множество. Но бореловите 

изображения са елементи на всяко устойчиво мпожество. Следоватсано 

32 всяко борелово изображение f: В -« Н“ имаме ͵}ς8Β. Съгласво 

определението на B това означава, че композицията gof е борелова. 

Така показахме, че ако изображението f e борелово, а Ξ. e не- 

прекъснато, композицията gof e борелова. Нека cera а 

е произволно борелово изображение, Да фиксираме f v na образуваме 

съвкупността С Ha всички изображения g: В — RP, за които KOM- 

позицията gof е борелова. Предишният абзац показва, че С мрите- 

жава свойството а). Директно се проверява, че С притежава и свой- 

ството 6) (извършете проверката!). Ето защо С е устойчиво мно- 

жество. Но тогава за произволно борелово изображение g: ' -- R? 
имаме 26 С. Съгласно определението на С това означава, че ком- 
позицията gof е борелова. С това теоремата € доказана. 

Beako изображение f: В” — Π е едиозначно определено от 
своите координатни функции /,: R™ -- В (i=1, 2,..., п) с помощта 
на равенството ᾿ 
З) 1 (9)-(А &), А (),..., 7. (X)) (x € R™). 

7.7.2. Teopema. Едно изображение #: R™ — В e борелово точно 
когато координатните му функции ca баорелови. 

Доказателство. Необходимостта следва директно от тео- 
рема 1. Наистина координатната функция /, очевидно съвпада с ком- 
позицията п,о/), където πρῖ Ἀ — R е i-rara проекция, KOATO € He- 
прекъсната и поради това e борелова. 

Достатъчността се доказва с индукция спрямо . При n=1 твър- 
дението е тривиално. Преминаването от п към n+1 става на две 
стЪпки, както в доказателството на теорема 1. 

Нека достатъчността е налице за вякое n=1, 2,... Трябва да 
покажем, че ако f: R™— R” и g: R™— В са борелови, изображението 
@ FX g R®" — R, 
определено ¢ 

6) X8 ξ (х), g (24) 6138 
също е борелово. 

Да изберем произволна непрекъсната функция g, да я фиксираме и да образуваме съвкупността B на всички изображения {-8-. Вл за които (4) е борелово. Непосредствено се проверява, че B npme: жава свойствата а) и 6). Ето защо за произволно борел;)во изображе- ние : R™ -. R* изображението (4) е борелово. Tlo този начин е показано, че (4) е борелово винаги к ь огато f e 6 непрекъснато. ͵ Ν Сега избираме произволно борелово изображение В - R®, 
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„кснраме го и образуваме съвкупността С на всички изображения 

ἓἷ n-"f: R, 9 muff, (4) e борелово. CBORCTBATO а) за С e проверено 

в прехншияня абзац, а проверката μᾶ 6) е непосредствена. Ето заши: 

С e устайчиво множество. Но тогава всяка борелова функи ς 

: К“ — R прчнадлежи H2 C. което съгласко определеннето на 

означава, че (4) e борелово. С това теоремата е доказана. 

Тя показва, че изучаването на бореловите изображения се свежда 

към разглеждане на борелови функи 

съсредхдоточим върху последнинте. 
Да покажем най-напред, че ако /, 5: В” — R ca борелови функ- 

ини. сборът им /+# също е борелова функиня. Нанстина изображе- 

нието #: R™ -. R?, чинто коораннатни функини са / и £ е борелово 

съглдгсно теорема 2. Събирането на коордчнатите + : R2— К пък 

€ πεπρεκτζηξτο н следователно също € борелово. Но f+g съвпада 

очевилно с композицията + /& и порадм това е борелово по теорема 1. 

ARZICTENRC се поквазва, че пронизведението на две борезови функцни 

е борсзова функиня. Читателят 816 проверн, че функцията 7 Η --- Ε, 

oupexexena с г (x, у)=-;- при y+0 я r(x, y)=0 при y=0, е 

борелова, като я представи във формата Ha граница на редица от 

непрекъснагти функцни. Ако частното —’;- има смисъл навсякъде B 

R™, oY очеведното равенство 

f - 
£ 77 (f- g) 

и теореми 1 и 2 caexpz, че то е бсрелова функиня, стига Ти Е 18 

са такава. 

Ажо £ K™ — Я ¢=1,2. ..., πὸ cz борехови ΦΥΡΈΠΡΗ, OT теореми 

1 = 2 crerma, че за всака борелава @yerurys Ὶ ἘΠ--. К функиията 

вб»ь Рт.ь.---:!.):нд-гк
 

τ « борелова. Нанстина 46) съвнада с композицията Faof, където 

П R=-— Ρ' ¢ изобракението с коорлинатни функции f;. Сега твърде- 

нието слелва ΟΥ теоремн 1 κ 2. 
Тъй като всички мкслими в класнческия анализ операция над 

крзен брой функцин f; (i=1, 2,..., п) са от вида (6) за подходяща 

борелова функция F, според козаното с «ласически операции над 6ope-- 

лози GYEKOHE не може Xa се построя фъункция, която не е борелова. 

Класът на борелсвите функции е ззтворен не само спрямо класи- 

ческите ORCDETRH, но и спрямо кзброими граничен преходн. Hanpex 

с това WEEHWAIROCTIA му изразква, че всички HETOBH функиян са по 

PO востлонмн ChC ерелствата на класинческия анализ. Ето защо 

бореловите фтнкцин ΟἹ тъкмо OHE3H, C KOHTO класическият анализ 

по приншип работн. ) # 

Сега ще изясним до определена степен връзката между боре- 

ловите и измеримнте функцин. Да означим С Ф съвкупността на 

фивитните функуин в R™. С помощта на ремановия интеграл тя се 
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нство на Даниел. Съществуват и много други 

начини 88 npespbiliane на Ф в пространство на Даниел. Нанстина, 

ако снабдим Ф с равномерната норма, във Ф има достатъчно MHOTO 

непрекъснати линейни функционали съгласно теоремата на Хан-- 

Банах. От друга страна, всеки такъв функционал е разлика на пози- 

тивни функционали (вж. предложение 5.11.3). Следователно във Ф 

нма и достатъчно много позитивни линейни функционали, а всеки такъв 

функционал превръща Ф в пространство на Даниел по теорема 5.2.7. 

По Teopema 6.1.1 Taka можем да получим и разнообразни лебе- 

гови пространства (R™, L, f), където Lo ®. Ot тях особено важно 

e онова, което се получава от римановия интеграл, но другите също 

представляват значителен интерес. Толкова по-важно €, че Gopeao- 

вите функции притежават и следното свойства: 

7.7.3. Теорема. Нека f : ® — R e произволен позативен линеен 

функциокал във Ф и (R™, L, f ) € произволно лгбегово PAIUUPEHTIE 

Ha пространството на Даниел (R™, Ф, J. }. Тогава всяка борелова 

функция f: В”" -- В е измерима спрямо ΜἘΝ и 

Доказателство. Да означим с В съвкупността на измери- 

мите спрямо L функции. Ще се убедим, че Ве устойчиво множество. 

За произволно k=1, 2,... да разглеламе финитната фупкция 

@, определена с 

1 при χ ΞΞ Ε, 

@ φι(χ)τε ξ k+1—="x при k= x'sk+1, 

lo при . x. =&+ 1. 

3a произволна непрекъсната функция f: В“ — R произведението 2. / 
е финитна, а следователно и измерима спрямо L функция, Съще- 
временно от (7) следва 

Π γϑεῖαι АЛ() 

::;) ε;;ζζξ’ε-;ξ еЕ IR;",nnopanu което У се оказва измерима спрямо L πὸ 
Се б). Ἢ 0 този начин f¢ B, т. е. В притежава свойствота а). 
N, Gopesoore X Ε нчалице MO силата на предложение 1.1. Тъй 
иножеств;) e ф)бнкшш образуват инзй-малкото възможно устойчиво 
изие , ка борезова функция в R™ прикадлежи на B, т. е.е 

рима спрямо L. С това теоремата е доказана . 
на Ηξξεἳἷ)ζἷ)ῖιΐΐἐ τζε ἁἷἷπιι)ε:ιἓεκτε функции са измерими при всеки начин 
(cpemana ка К други думиа, 33 да бъде сумируема едча 
Mg ра а в класическия анализ) функция при някакъв 

нтегриране, е достатъчно тя да притежава сумируема 
мажоранта. Това е едн . а OT UPHYMHHTE 88 значителните ул 
лебеговото интегриране. Р ” Е улобетва “ 
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5 7.8 БОРЕЛОВИ МНОЖЕСТВА B R™ 

В предишния параграф се занимавахме-с онези функции от 
класическия анализа, които са дефинирани в цялото В”, Той обаче 
борави и с функцин, конто са дефинирани в части па В”, no послед- 
BHTC също имат специфика. Тук ще разгледаме тезн специфични 
подмножества. на R™. Те се въвеждат н изучават с помощта на 
бореловите функцни приблизително както измеримите множества се 
определят чрез измерихите Функхцни. ᾽ 

Едно множество A в R™ се нарича борелово, когато характе- 
ристинчната му функция уд е борелова. Казаното в 6 2 за измеримите 
множества се пренася почти дословно за бореловите. 

Така например А е борелово точно когато R™N\ A e борелово. 
Обединенцето ц сечението на произволна редича 

( A, А,,..., A ... 
от борелова множества също ca борелови. Почти дословно се 
пренася н теорема 2.1. Да приведем съответната формулировка. 

7.8. 1. Теорема. За произволна функция f: R™ — В следващите 
пет условая εὰ еквивалентниа: 

а) функцията f е борелова; 
) за всяко a ¢ В множеството {x¢ R™:f (x) = a} 

« борелово; 
в) за всяко a ¢ R множеството {x¢ R™:f (x)>a} 

е борелово; 
г) за всяко a€ В множеството (хЕ R™:f (x) <a} 

е борелово; 
д) за всяко a € R множеството (хЕ R™:f (х) =a} 

е борелово. 
Предоставяме доказателството на читателя. 
Тази теорема позволява да се посочат някои примери за боре- 

лови множества. Нека ξῸ К” и > 0. Отвореното кълбо с център 

Е и радиус e съвпада с множеството (хЕ R™: |х--6|< ε). Тъй 
като функцията |! х --Е | е непрекъсната, а следователно и борелова, 

отворените кълба са борелови множества по теорема |. " 

Нека сега (/ е произволно отворено множество в В”. (Л оче- 
видно съвпада с обединението на всички отворени кълба O, които 

имат рационален радиус, центровете им са с рационални координабти и 

удовлетворяват условието OcU. Тъй като така оплисаните кълба са 

изброимо много и са борелови, (/ също излиза борелово. 

И така отворените множества в R™ са борелови. След(,)пвателно: 
затворените множества, които са техните допълнения до R™, също 

са борелови. Оттук следва, че обединението на изброимо много 

затворени множества е борелово, T. е. че Fo-MHOXecTBaTa са боре- 
лови, H т. н. 

За да дадем директно описапие на бореловите мпожества, имаме 

нужда ΟἹ още едно понятие. Една съвкупност ф от подмножества на . 

К“ се нарича борелова алгебра, когато притежава следните свойства: 
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а) отворените множества от ВЯ са eaementn на b 
6) ako A¢b, 10 R"NAch 
в) обедицението Ha всяка редица (1) OT елементи HA b e ελὲ- 

MeHT на b. 
Pas6upa ce, бореловите множества в Ἦ образуват борелова 

алгебра. Друга Ттакава алгебра образуват всички подмножества на R™. 

HCI'IOCPCD.CTBCHO се проверява, че сечението на пронизволна система 

от борелови алгебри в В” е борелова алгебра в R™. ETo защо сече- 

нието b на всички борелови алгебри в R™ също е борелова алгебра 

в В”, Това e най-малката възможна борелова алгебра в R™. 

7.8.2. Teopema. Бореловите мложества 8 R™ образуват най- 

малката възможна борелова алгебра 8 R™. 

Доказателство. Нека ὅ e произволна борелова алгебра 

в В”. Чрез преминаване към допълнения се съобразява, че b съ- 

държа затворените множества в В”, а също, че сечението на про- 

изволна редица (1) от елементи на b OTHOBO е елемент на b. 

Cera, също KaKTO и B Teopema 1, се доказва, че 88 всяка функ- 

ция "/: R™ — К условията 6Ύ, в”), г”) и д”), които се получават ΟἹ 

условията 6), в), г) и д) от теорема 1 след заместване на думите 

„е борелово" с думите „принадлежи на й#”, са еквивалентни. Съв- 
купността на всички такива функции f: - В ще означим ς Β. 
Непрекъснатите функции /: ἘΞ — Β удовлетворяват, да речем, 6”), 
понеже състветното множество 

- {xeR™:f (x) а) 
€ затворено и поради TOBA принадлежи Ha b. 

3a да покажем, че функциите от B образуват устойчиво MHO- 
жество, трябва още да се убедим, че за всяка редица 

@ fl’f2v---9fk"" 

OT елементи Ha B с 

ϑ 1 G9=lim f, () 
88 всяко x € R™ функцията / също е от Β. Да изберем произволно 
a€¢R и да го фиксираме. Тъй като функциите f, са от B, за про- 
изволни целя положителни R и / множеството 

|ке :л (0) жа + - 
принадлежи на b. Следователно за произволни цели положителни 
пи ф множеството 

͵ n {xeR”‘tfn (x)zu%} 
k=n 

принадлежи Ha b. Читателят ще nposepu, че or (3) следва PaBeHCTBOTO 

(5)_ {XGR”‘f(x)>a}=°G ὖ Ξ {xeRm._fk (Х);а+-;--. 

ἐπὶ n=} k=n 
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Множеството в дясната му страна e обединение па изброимо много 
съвкупности OT вида (4), които принадлежат на b, и следователно 
принадлежи на b. Ето защо (5) показва, че / удовлетворява усло- 
вието 6°), и поради това f¢ B. 
”  Taka се убедихме, ue функциите от B образуват устойчиво мно- 
жество. Следователно всяка борелова функция в R™ е елемент на B. 
Нека сега А е борелово множество в В”. Тогава по определение функ- 
цията ¥, е борелова и следователно Y, € B. Но тогава множеството 

А-хЕВ :у (х)>-;]. 

принадлежи на b. Така установихме включването b и теоремата 
е доказана. 7 

Бореловите множества в R™ са всички подмножества на В”, 
KOHTO на практика се срещат в класическия анализ. ПО-СПСЦИЦЛНО 

така изглеждат и дефИНИЦНОНПНТЕ области "на всички срещакни B 

анализа функцни. Нека Ас #” е произволно борелово множество. 
Една функция f: A— R се нарича борелова, когато е рестрикция 
на борелова функция 2: В” -. R, дефинирана в цялото R™. Тъй 
като функцията уд също е борелова, за стандартното продължение 
ра 

/ на f имаме f==y, g, поради което 10 също е борелово. Ето защо 
функцията / е борелова точно когато стандартното й продължение 

Ζ e борелово. , 

Оттук непосредствено се получава, че ако (2) е безкрайна 

редтща от борелови функции /:А-» R в бореловото множество 

4 а границата (3) съществува за всяко x € A, функцията / също е 

борелова за А. Наистина при (3) за стандартните продължения имаме 

7 =lim κ 0) 
32 зсяко x € R™ и твърлдението вече е очевидно. 

Не всяка непрекъската функция /: А -> К в едпо борелово мно- 

жество има непрекъсиати продължения до цялото R™. Ето защо 

отнапред пе е ясно дали една такава функция има и борелови про- 

дължения, т. е. дали самата тя е борелова. Следващото предложе- 

ние дава утвърдителен стговор на този въпрос. - 

7.8.3. Предложение. Всяка Henpexscrama функция f:A-— R 

8 борелаво множество A е борелова. 
Доказателство. Нека ае произволпо реално число, Ще 

покажем, че за затворената обвивка B на мпожеството 

B={x¢A:f (х) 2а) 
е в сила 

(6) BnA=B. | 

Наистина нека ЕЕ BnA. Torasa съществува редица 

Χι, Же ooy Хее



от елементи На В с g=lim x,. Тъй като x,¢B, то ξ (х.) Ξ α % 
koo 

sesiko k=1, 2,... Ot apyra страна, £¢ A и следователно функцията 

f e непрекъсната в точката Ἐ. Ето защо / (6) 2-а, т. е. ЕЕ Β. С това 

е показано включването Bn Ac Β. Тъй като противоположното включ- 

ване е очевидно, (6) е доказано. 

Тъй като B ‘e затворено, то е борелсво множество. Понеже съ- 

щото е дадено и за А, от (6) следва, че множеството В е борелово. 

Да разгледаме сега множеството 

C={x¢ ῃπ Я (%) = a}. 

При a>0 множеството С очевидно съвпада е В и поради това е 

борелово. При a=0 пък имаме 
. 

ς-- Βυ(μαν..4), 

което показва, че С отново е борелово. Ето защо функцията f удовле- 

творява условието 6) от теорема 1 и следователно е борелова. С това 

предложението е доказано. 

Следващото npennomem!e дава директно описание Βὰ бореловпте 

функции в борелово множество А. - 

7.8.4. Предложение. Нека А е борелово множество 8 R™. 

Tozasa съвкупността B на бореловите функции 8 A e най-малката 

зазмюжна съвкупност, KOAMO съдържа пнепрекъснатите функции 

f:A— В и заедно с всяка сходяша навсякъде в А peduua om свой 

глементи съдържа ий границата й. 

Доказателство. Нека B e съвкучност ΟΥ функции /: A— R, 

която съдържа непрекъснатите в A функции и заедно с всяка ско- 

дяща навсякъде в А редица OT свои елементи съдържа и границата й. 

Да означим с B’ съвкупността на всички функции #: R™ — R, pec- 

трикциите на KOWTO до A принадлежат на Β. ЦНепосредствено се 

проверява, че B' е устойчиво множество. Ето защо бореловите функ- 

ции в В” принадлежат на Β΄. Но тогава Texsute рестрикции до А 

принадлежат на Β. Тъй като това €2 всички борелови фунвкции B А, 

предложението е доказано. 

§ 7. 9. ИЗМЕРИМИ ФУНЕЦИИ ἢ MHOWECTBA В R™ 

Нека Ф e съвкупността на финитните функции в В и [:Ф - 

е произволен позитивен линеен функционал. По теорема 5.2.7 трой- 

ката (В”, Ф, f) e пространство Ha Даниел. Beue видяхме, че боре- 

ловите функции в В” са измерими спрямо минималното лебегово 

разширение L на Ф. Тъй като множество Ас R™ по определение е 

борелово точно когато характеристичната му функция Y4 е борелова, 

OT аналогичното определение на измеримите множества следва, че 

бореловите множества в R™ са измерими спрямо L. Тук ще покажем, 

че в определен смисъл е вярно и обратното.



След като във Ф е зададен интеграл, той определя и пренебре- 
жимите множества в В”. Разбира се, в общия случай те се про- 
менят, когато изменяме иптеграла. По-нататък интегралът ще остава 
фиксиран и по този начин ще се фиксира и класът на пренебрежи- 
мите в R” множества. Следвашото предложение показва, че съще- 
ствуват достатъчно много специални пренебрежими множества. 

7. 9.1. Предложение. За всяко пренебрежимо множество # в R™ съществува борелово множество A, което съдържа & и също 
е пренедбрежиамо. 

Доказателство. Тъй като E e пренебрежимо, съществу- ват растяща редица 

О 5 ф ф 5... Бе 5... 
от финитни функции и константа С, за които 
() lim ¢, (x) = со 

Je=300 

за BCAKO X€Z и 

@ [«-ς 
88 всяко k=1, 2, ... 

Да wusGepeM нпо произволен HAYMH цялото положително число [ 
и да положим 

ὥμεείχ &R : е. (x) > . 
Множествата U,, са отворени и поради това са и борелови, Ето 
защо множеството : 

ο οο οο 

A=n U n U, 
. i=]1 ΠΞῚ k=n . 

също е борелово. От (1) неносредствено се вижда, че #с Α͂. Съще- 
временно от определението на А следва, че (1) е налице не само 
при ΧΕΞ, но и при x ¢ A. Тъй като освен това е изпълнено и (2), 
множеството А е пренебрежимо. С това предложението е доказано. 

7.9.2. Теорема, За всяка измерцмиа функция f: В” — R съще- 
ствува борелова функция- g: В” — R, която noumu навсякьде 
съвпада ¢ f. . 

Доказателство. Съществуват изброимо много такива фи- 
нитни функции в R™, че във всяка точка ΟἹ #” поне една ΟΤ᾽ тези 
функции не е нула. Такива са например функциите, определени с 
равенството (7) от 8 7. Ето защо от лема 5.10.1 „следва, че съще- 
ствува сумируема функция, която е положителна навсякъде B В”, 
Cera предложение 1.2 показва, че съществува редица 

f!r fz""’fkr-.- 

OT функции ΟἹ L, за която е изпълнено равенството 

(3 Л) т fy(x) ' 
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с 2 . 38 
почти навсякъде в В”. Тъй като L e лебегово разширение на Ф 

всяко /, съществува финитна функция фь С 

1 
Ω [ лле # а 

От (4) следва, че редът Σ f . --- ф | € сходяш, а това заедно с 

=1 o0 
ι 

едът V=P teopemara на Beno Леви показва, че € сходящ и ред Zl Fo— φαὶ 

почти павсякъде в В”. Ho тогава общият My член почти навсякъде 

клони към нула, т. е. 

tim ( () -- Фе (x))=0. 
k—r00 

ΟἹ това pasencTBO и OT (3) следва, че е изпълнено равенството 

) 7 @=lim 9 () 
почти навсякъде B R™. 

Съгласно предложение 1 съществува борелово множество 4, . 
което е пренебрежимо, и равенството (5) е изпълнено навсякъде в 
бореловото множество R™” N A. Тъй като функциите @, са финитни, 
те са непрекъснати, а следователно и борелови в RN A. Но тогава 
и границата им f e борелова функция в R™ N A. Следователно тя 
има борелово продължение g: R™ — R. Очевидно функциите Я и g 
съвпадат вън от пренебрежимото множество А и теоремата е доказана. 

7.9.3. Следствие, За всяко измеримо множество X в R™ съще- 
ствуват “ борелови множества A, и A,, за KOUMO са изпълнени 
включванаята 

4,.сХсаА, 
п разликата А,“А.А, е npeneGpescuma. 

С други думи, твърди се, че с точност до пренебрежими мно- жества измеримите множества също са борелови. Тъй като в тези въпроси се работи с точност до пренебрежимо множество, по-широ- ките понятия измерима функция и измеримо множество могат да се избягнат при интегрирането в R™; ; съгласно теорема 2 за всяка функ- 1:ия f€L съществува борелова функция g в R™, която почти нався- ЪСЪде съвпада с f. Ето защо, ако се задоволим само с бореловите умируеми функции, по принцип няма да загубим нищо. С други думи, средствата на класическия анализ осигуряват възможността за пълноценно интегриране в R™,



Задачи към седма глава 

Борелови функцни и множества 

Залача 1. Да се докаже, че всяка функция f:[a, b] — R с ограничена вариация 

е Gopeaosa. 

Задача 2 Ако (/,| ) е редица от борелови функини fp:R™—»R, всяко от 

множествата (ХЕ В” : Дш Ль () съществува) н (ХЕВ” ::i-)m Ть (%) = oo} e борелово. 

Задача 3. Ако /: Н — R е борелова функния, множеството D ma точките X, B 

конто функцията / € дниференанруема, е борелово и функцията f:D—R също 

е борелова. 

Задача 4. Да се докаже, че ako /: R™ — Π е борелово изображение Η вав 

е борелово множество, то множеството f—! (8) също е борелово. 

Композиции Ha измерими функции 

Задача 5 Ако (X, L, f) е пространство Ba Лебег, 34 всяка m-opxa fi: Χ —R 

OT H3MepHMH фучкцини Η за BCaxa борелова функиия F: R™ . Д композияцията 

Е (Л. Гъ---, Л) е измерима. 
Залача 6. Да се докаже, че ако f:R — R е измерима спрямо L(R) функция, 

ᾧγηκπεστα / (τ --- у) e измерима спрямо L (R?). 

Задача 7. Hésa U и К ca отворени множества в В и F:U— У e регулярна 

биекпия межлу U н V. Да се докаже, че ако множество A C U е пренебрежимо 

спрямо L (R™), неговият образ Е (A) също e пренебрежим спрямо L (R™). 

Задача 8. Hexa т = n, U e отворено MHOKECTBO B R™ u F:U-—R" e едно- 

кратно гланко изображение, KOCTO HMa ранг л (поне една детерминаята от л-ти ред в 

матрицата на Ἡκοῦει на F е различна ΟἹ нула) във всяка точка на U. Да се докаже, че: 

а) за всяко пренебрежимо спрямо L (В”) множество А C R" прообразът F—1 (4) 

е небрежим спрямо L (R™); 

npg) за всяка измерима функция /: В — R композичията f o Е е измерима. 

Упътване. а) Сведете към зад. 7. 6) Използувайте а), зад. 4 и следствие 9.3



Осма Глава 

ИНТЕГРАЛ И МЯРКА 

Понятията дължина, лице и обем допускат общо разглеж- 

дане, което обхваща и много други неща. Това е предметът на 

теорията на мярката. Измерването на множества е на пръв 

поглед по-просто от меренето на функций, т. е. от интегрира- 

нето, ий исторически първо се развива учението за меркате, а с 

негова помощ е въведено иянтегрирането. Впоследствие обане се 

забелязва, че работата с функции в някои аспекти е по-проста 

от разглеждането на множества. Така възниква възможност 

интегралът да се въведе чрез нищожен минимум мерки и те после 

да бъдат въведени в пълния им обем с помощта на интегрирането. 

Кой от двата пътя ще бъде избран зависи от целта, но при 

щателно изучаване на интсгрирането мярката не може да се 

изпусне. Ако (X, L, f у e npocmpancmso на JleGez, едно подмно- 

жество А на Х се нарича сумируемо, когато улЕ L, а интег- 

ралът на удл-- негова мярка. Приемайки някой свойства на мер- 

ките 30 аксиоми, стигаме 00 измеримите пространства, които 

ca основни в теорията на мярката.:Тъй като в пета глава опре- 

делихме аксиоматично и интеграла, сега имаме възможност да 

формулираме и докажем еквивалентността на двете теории. 

В § 1 ca въведени сумируемите множества U мерките им. 

Параграф 2 е посветен на измеримите пространства. B Зе 

показано, че те пораждат интегриране, а 8 § 5 този резултат. 

е пренесен при едни по-общи и по-достъпни образувания — адитив- 

ните пространства, чието изучаване продължава и в § 6. Екви- 

галентността на интеграла и мярката e установена в § 4. B 

§ 7 ca onucanu nspsume понятия на теорията HA вероятностите . 

Параграфи 8 — 10 отново ca посветени на cneyuguxama на R™ 
8 8 —Ha cymupyemume множества, § 9 — на инвариантния интег- 

pas, a 8 § 10 е показано -съществуването на HeU3MepUMUL MHO- 

жества спрямо последния. 
При първо четене mozam да се проучат само §1—3,5 и 6. 

8 8.1. МЯРКА НА CYMUWPYEMO MHOYECTBO 

Нека (X, L, f) е NPOCTPAHCTBO на Лебег. Едно подмножество 

А на Х се нарича cyMupyemo, когато характеристичната MY функция 

уд е сумируема. :



Празното MUOKECTBO и по-общо пренебрежимите множества са 
сумпруеми. Тъй като сумируемните функции са измерими, сумируе- 
мите множества са специален вид измерими множества. He винаги 
измеримите множества са сумируеми. Но ако измеримото множество 
А се съдържа в сумируемо множество, А също е сумируемо, тъй 
като тогава характеристичната функция Y, очевидно притежава су- 
мируема мажоранта и следователно е сумируема. По този начин в 
случая, когато цялото X e сумируемо, T. е. когато 1ЕД, измеримите 
и сумируемите множества съвпадат. 

Ако А и B са сумируеми множества, множествата AUB, АПВ 
и 4“.8 също ca сумируеми. Наистина за характеристичните, фупк- 
ции на тези множества са изпълнени неравенствата 

Хаив--зир (X4, Хв), Xavs=inf (χα, УХв), XA\ в“-Ул --- χαὺ Β. 

Ето защо те са сумируеми, тъй като Y, И ул са сумируеми. 
Ако А е сумируемо множество, мярката на А се дефинира с 

равенството 

M μ (A)=f Xa- 
Очевидно мярката е неотрицателно число. При това μ (4)=0 

точно когато ¥, се анулира почти навсякъде, T. е. когато множе- 
ството A е пренебрежнимо. Ето защо, ако А е сумируемо и μ (4)--0, 
всяко множество BC A е сумируемо. 

Нека А и B са две сумируеми множества. Тъй като 

χΑυ ΒΞΞΧΑ ΧΒ - χαὺ 8. 

от (1) следва , 

@ в (AUB)=p (A)+p (B)—p (ANB). 
Ето заща, ако сечението AN B e пренебрежимо, mo 

и (AUB=p (A)+p (8. 
Сега ще покажем, че ако 

(3) Ас4с ... εΑ,6ε ... 

е растяща редица от сумируеми множества и редщщата 

(4) . μ (ΑΙ)’ Β (A2)v .. Β (Απ)’--- 

oo 
е ограничена, обединението A=\ A, също € сумируемо и 

. πεΞὶ . 

() τ Β (A=lmp (4,). 

Наистина поради включванията в (3) редицата от характери- 

стичните функции 

(6) 
XA,gx é...éxAn,-:,,, 

e pacrama. ΟἹ Apyra cTpaHa, съгласно определението (1) редицата 



(5) е точно редицата от интегралите на (6) и тя е ограничена по 
условие. Същевременио за всяко X € X очевидно е в сила 

Хл (26)<-Щт χ,, (x). 
п-+оо 

Ето защо от теоремата на Бепо Леви следва удвЕ Д и 

fXA‘:“meAn’ 
n-s00 

което показва, че A e сумируемо и e изпълнено (5). 
Аналогично се доказва, че ако 

Α,139 4229 ... 242 ... 

е намаляваща редица от сумируеми множества, 

A=n A, сощо е сумаруемо и 
n=1 

μ (A=lim p (4,). 
п-зсо 

сеченийето 

8.1.1. Пример. Ше се убедим, че ако интегралът в L не е 
тъждествено нула, в Х непременно съществуват сумируеми мно- 
жжества с ненулева мярка. При направеното предположение за не- 
нулевост на интеграла съществува функция f€L с f=0 и 

() Г . 
За произволно n=1, 2,... да пбложим 

®) A,,:{x εΧΌ (х) —‘n—} . 
ΞἙῇΓἃκειτο J € измерима функция, множествата (8) са измерими. От руга страна, непосредствено се установява неравенството уд, # nf, ко €TO показва, че измеримата функция Yan, притежава сумируема мажоранта. Ξ Ρ а. Ето защо тази фУНКЦИЯ, а следователно и множествата (8) са сумируем м u. От га включванията друга страна, от (8) следва, че са изпълнени 

А А1СА2С . СА„С 
κῸ допуснем, че μ (4,)--0 за всяко n=1,2,..., от (5) ще следва 

е οο + 

че обединението A= U A, също е сумируемо и p (A)=0. Ot друга п 

страна, от (8) следва 
" | A={x¢X:f (<) >0}, ради което функцията f e различна οἹ н MOTO множество А. Ho тогава



;)еорема посочва едно важно свойство на тази тотално адитивна 

ункция. 

8 1.2. Теорема (абсолютна непрекъснатост Η 8 

интеграла). За всяко /6 и 84 всяко в > 0 съществува та- 

кова 57>0, че за всяко сумируемо множество А с p (А)< 8 да 

esctmalff ξ ε. 
3 ι 

м До казателство. Нека най-напред съществува константа 

>О с / (х)|5 М 88 всяко χ Χ. За произволно e > 0 полагаме 

& 

8=, -. Axo A e сумируемо множество с μ (A)<s, 10 

J!f]g!lfls!M=Mp(A><e 

н случаят е разгледан. 

Общият случай се свежда към случая на ограничено f. За про- 

изволно m=1, 2, ... да изрежем отгоре и отдолу f, като положим 

fa=sup (—n, inf (n, Я) 

Тъй като lim f, (х)-/ (x) и if—f,| =2 |/), or теоремата на Лебег 
n-r00 

следва, че 3a всяко Е>О съществува п с 

| ε 
[ξἷ"ἶπὶ <_2_ и 

Cera да положнм 8---.--. При μ (А) < 8 поради / () |< я ще имаме 

[!/,?з!г(-/„:»г! ;f,,;sh[ if—fn%+Afn 

и Teopemara е доказана. 

§ 8.2. ИЗМЕРИМИ ПРОСТРАНСТВА 

В предишния параграф посочихме HAKOH свойства на сумируе- 

мите множества в някакво пространство на Лебег и на техните мерки. 

Оказва се, че тези и въобще всички свойства на сумируемите мно- 

жества и на Mepxme им следват 0Τ няколко само от THX, KOHUTO 

morat да се формулират, без да се предполага наличието на струк- 

тура на лебегово пространство. Ако те се приемат за аксиоми, стига 

се до понятието измеримо пространство. 

Нека X == & е произволно множество, а 45--съвкупност OT 

подмножества на X, за която са изпълнени следните условия: 

а) ¢S 
ΕΝ 

6) ako 4{85 и 865, 10 AU 8ςε95, в 
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в) ako A¢S и 865, то ANBeS. 

Ще предполагаме още, че е зададено изображение p:S— [0, со), 

оето: 
> кг)тпри всеки избор na A¢Su 8645 с AnB=¢g е в сила 

: | и (AuB)=p (A +p (8) 

д) axo A¢S, й (4)--0 и Bc A, то ВЕ5; 

е) ако . 

Acdc ... СА с ... 

e растяща редица OT елементи Ha S и редицата 

(4D, р (4),...-, и (4, ... 

e ограничена, TO " 

U 4,6ε5; 
n=1 

ж) ako 
ADAD ... 242 ... 

oo 

е намаляваща редица от елементи Ha 5 със м Α":ῤ, τοὸο 
n=1 

tim (4,)-0. 
п-ъсо 

„ Винаги когато в X ca зададени съвкупност S от подмножества 
на X и изображение p:S— [0, 00), 32 които са изпълнени свой- 
ствата а) --- ж), ще казваме, че X € измеримо пространство, елемен- 

тите на 5 ще наричаме сумпируеми множества в X, а изображе- 
нието [L— мярка. 

Тривиален пример получаваме, като в произволно непразно мно- 
жество Х с S означим съвкупността, съставена само от празното 
множество, и положим п (F)=0. По-интересен пример получаваме, 
като B произволно непразно множество X с S означим съвкупността 
на всички крайни множества в X и 88 произволно A¢ S определим 
μ (А) като брой ὰ елементите на А. 

За да посочим широк клас от примери, нека (X, L, f) е про- 
изволно пространство на Лебег. С 4 да означим съвкупността на 
сумируемите в Х множества, а за произволно A €S да положим 

p @@= | х 
Съгласно казаното в предишния параграф така получаваме измеримо 
пространство. Ще казваме, че To е лородено от лебеговото прост- 
ранство L. 

B 54 ще се убедим, че ако на произволно лебегово простран- 
ство съпоставим породеното му измеримо пространство, получаваме 
биекция между едните и другите обекти. Тук ще се ограничим само 
C HAKOW следствия от аксиомите а) -- ж). По този начин ще стигнем 
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и RO някон CBOACTBA на сумируемите множества и мерките B едно 

лебегово пространство, които не бяха отбелязани в предишния па- 

раграф. Разбира се, те могат да се докажат и директно въз основа 

на дефинициите. 

Измериимните пространства ще означаваме като тройки (X, S, 1), 

HO понякога 38 краткост ще пишем camo S. По-нататък ще предпола- 

гаме, че е зададено измеримо пространство (X, S, μ). От равенството 

AnB=AN(ANB) 
и ΟἹ аксиома в) очевидно следва, че при A¢S, 865 e в сила 

Ап#865. Оттук се получава, че сеченцето на краен брой елементи 

на S e елемент на S. Аналогично от аксиома 6) се получава, че 

обеданението на краен брой елементи на S е елемент на 8. По- 

нататък ще видим по какъв начин тези свойства се усилват. 

От адитивността на мярката. изразена чрез аксиома г), следва 

и @) =2 (B)+p (#), поради което g (#)-0. Също при A¢S, 865 
B Ας Β μμᾶμε ΄ 

B=AU(B\A) и Ап(85А)-#. 

Следоквателно 

κ (B)=p ()+н (BN A). 
Тъй като ш приема само инеотрицателни CTORHOCTH, OTTYK следва 
с (4) 5у (8). И така мярката ц e монотонна. 

Сега ще усилим адитивното свойство от аксиома τ), Нека A и 

#8 са произволни елементи на S. Тогава 

A=(ANBU(ANDB), 

като сечението иа двете множества BAACHO е празно. Следователно 

() к (A=p (Α͂Ν Β)Λ Ἐμ (AnB). 
Аналогично . 

AUB=(ANB)UB u (AN B)n B=4. 

Ero защо 

(2) я (AuB)=p (ANB)+p (8), 
След елиминиране на μ (AN B) от (1) и (2) се получава 

9 g (AUB)=p (A+p (8)---ρι (4п8), 
което усилва леко адитивността, 

От (9) πρη μ (ANB)=g следва 

Ге (AUD)=p (A)+p (B). 
ς индукция от това равелство може да се ИЗВЛСЧСЗ, че ако 

() Анлгмно»д„ ' 

са краен брой елементи на # с μ (A,NA)=0 при 1 }, τὸ 
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Θ " (5 Α)-Σ κ ὧν, 
=1 i=1 

което e крайната adumusHocm ὰ мярката. Читателят ще съобрази- 

също, че за всяка система (4) от елементи на 5 е изпълнено не. 
равенството 

Оттук и от аксиома е) веднага се получава, че ако 

(6) A, 4,,..., Al 

€ произволна редица OT CYMHPYEMH множества и редът Σ "(Α,.»}. e 
n=1 

L 

сходящ, обединението A=U A, също e cymupyemo. Аналогично A 
n=1 

е сумируемо, ако всички членове на (6) се съдържат B HAKAKBO 
сумируемо множество. 

Свойството от аксиома ж) се нарича понякога н епрекъс- 
натост на мярката. Тя допуска обобщение. 

8.2.1. Предложение. За всяка намаляваща редица 
(7) 4245 ... 247 ... 

o om eremenmu на S сечението A=n A, принадлежи на S 1 e 
пя) изпълнено равенството 

(ξ) (4)-- т μ(Ά,). 

Доказателство Най-нап . -напред ще се убедим, че A е суми руемо, Да разгледаме равенството ; ᾿ ; 
) ANA=U (AN4,). 

пе) Тъй като всяко от множествата 4, \ Д BKJ при:::::;(т: A ΝΑ͂, ς A, където A ¢ S, множеството BAACHO Ha (9) Ha §. Ето защо AN A¢S. Or Apyra страна, 
A=A\ (A4 \ 4) W сумируемостта на A4 е установена, 

Сега ще докажем (8). Очевидно Ξ (A, Ὴ А): =@. Но съгласно (7) редицата с общ член А Д същ o 
ж) следва Шу ς у 10 е нмамаляваща. Ето защо от / а Ма4,>.4)-0. Ho AcA, и следователно 

„ е сумируемо и е изпълнено 
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СЛЕДВПП!ОТО предложение е аналогично. 

8.2.2. Предложение. За всяка растяща peouya 

(10) Acd,c ... сас ... . " 
от елементи на S, pedunama от мгрките на KOTMO е ограни” 

o . 
чена, обеданенцието A=UA, принадлежи на S ий € изпълнено 

n=1 
pasercmeomo 

( и(4)-- т p(4,). 
n—eo 

Доказателство. Твърдението 838 cymupyemoct на A вече 
е доказано даже в малко по-обща форма. Ето защо имаме да до- 
кажем само (11). От очевидното равенство К : 

п ANA)=@ 
и от аксиома ж) следва lim p(ANA4,)=0. Тъй като, от друга 

п-ъоа 

страна, A,c A, 10 

pANA)=p(4) — щ(4,). 
Оттук (11) се получава веднага и предложението € доказано. | 

Доказаното предложение е допълнение към аксиомата е). То 

позволява да се установи следното важпо свойство на мярката: 

8.2.3. Теорема (готална адитивност на мярката). 

За всяка редица 

(6) ПА Ay 4е 

от елемента на S, за която редът Σ μί4.) e сходящ u 
n=1 . 

μ (AnA)=0 πρὰ i ΞῈ j, обединението A= g 1A" е cymupyemo u e 
n= 

UBNBARERO равенството 

(12) pA)=2 (A 
пе 

Доказателство. Да положим 

B,=AUAU ... U4, 

за всяко n=1, 2,... Torasa | 

BcBc...cB,c...u Lf,B":A' 

Ето защо от крайната адитивност (5) на мярката и от предложение 

2 слелва | 
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(А) =tim p(B,)=1im Σ pA)=2, WA, 
1 n-y00 п-ъсо 151 15 

с което (12) е доказано. По този начин е доказава и теоремата. 

Това са основните свойства на измеримите пространства. Тук 

си поставихме за задача да ги получим от аксиомите а)--ж). В слу- 

чая на лебегово пространство предложение 2 бе доказано директво 

с теоремата на Лебег. Тоталната адитивност на мярката в този Cay- 

чай пък следва например от тоталната алитивиност на интеграла 

(вж. теорема 7.6.5). Може да се каже, че аксиома ж), предложения 

Ги 9 u теорема 3 изразяват едно и също свойство на мярката W TO 

е нейното централно свойство. 

§8.3. ПРОСТРАНСТВО НА ДАНИЕЛ НА ИЗМЕРИМО 

ПРОСТРАНСТВО 

Нека (X, S, ру е измеримо пространство. С Ф ще означаваме 

съвкупността на всички фувкции от вида 

M fZZ‘ a; Yap 

където @y, 5»...ν T, са реални числа, а A, As..., А -- множества 

от 5. Функциите от този вид ще наричаме стъпаловидни . Разбира ce, 

стъпаловидните функции образуват линейно пространство. 11o- 

нататък ще се убедим, че те играят важна роля в теорията на 

интеграла. 
За онова, което следва, € важно да знаем, че всяка стъпало- 

видна функция / притежава представяне (1), в което имаме А,пАу-- 

при # &= /. Това твърдение се получава непосредствено от следващото. 

8.3.1. Лема. Нека 

@ Ay, Ay, ..., A, 
са произволни елементи на S. Тогава съществуват. елементи 

Θ9 By, Bs,.... B, 

на S, 3a xoumo B,NB;=@ npu i j, й всяко от множествата 

(2) e обединение на HAKOW от множествата 3). 

оказателство. Ще си послужим с ивдукция спрямо 7. 

При n=1 няма какво да се доказва. Нека сега твърдението е вярно 

88 някое л и | 

( A, Ay ..y Ay Ал 

са произволни елементи Ha S. Съгласно индукционното ΠΡΕΆΠΟΛΟΣ 

жение съществуват множества By, В5,..., В, от S, които нямат 

общи точки две MO две, и всяко OT първите м ΟἹ множествата (4) е 

обединение на краен брой от (3). Да разгледаме множествата 
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» 
ΒιΝ 4лъ 8, ц а - Β, = 

8П аъе 8,П а 
Те очевидно принадлежат на 5 и не се пресичат две по две. Читате- 
лят ще се убеди, че всяко от множествата (4) .е обединение на краен 
брой от тях. С това индукцията е завършена и лемата е доказана. 

Читателят ще BHIM сам как ΟἹ тази лема следва, че весяка CHIG- 
лаловидна функция / притежава представяне (1), при което е в 
cura AnA;=@ πρὰ 5 /. Такива представяния на } ще наричаме 
стандартни. 

От съществуването на стандартни представяния директно се 
получават някои свойства на линейното пространство Ф. Така напри- 
мер, ако представянето (1) на f e стандартно, TO 

(е Σ |а χα 
i=1 

inf(1, fy=2, min (1, @) χαν 
i=] 

поради xoero |f €@ и inf (1, /) ¢ ®. По този начин 3¢ Ф ca npose” 
рени първиате 08¢ аксиоми от определението на пространство 
на Даниел. 

Cera във Ф ще ss8edem интеграл. B случая, когато 5 е поро- 
дено от лебегово пространство, стъпаловидните функции са очевидно 
сумируеми. От дефиницията на мярката от 5 Г следва, че тогава за 
всяка стъпаловидна.функция (1) е в сила 

62 Х/ f=2 a ща). 
i=1 

. 

3a произволно измеримо пространство 4 (32 което не знаем дали е 
породено от лебегово, или не) е естествено да приемем (5) за дефини- 
ция на интеграла. Но тъй като / може да има много представяния 
от вида (1), за да използуваме дефиницията (5), € нужно да уста- 
новим нейната коректност. Това става най-лесно, като се разглеждат 
стандартни представяния. В този случай коректността на (5) се по- 
лучава от следното твърдение: 

8.3.2. Лема, Нека A, A,.., A, са елементи на 5 с A,NA=Q 
при iFj « нека By, B, ..., B, са мниожества om 8 с Β. Ὶ В)--(3 
при #+ /. Да предположижм освен това, че е изпълнено равенството 

( ) 
i=] i=] 

3a всяко x ¢ X. Тогава ¢ изполнено и равенството , 
м 
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# fi ) 

Ω) > a4 :z διμ(Βὺ. 
i=1 =1 | й 

Доказателство. Като изключим тривиа;;ннтъ ng&l:xlu:g; 

жем да си мислим, че Ak @, а,+0, B @, 6;,+0. Фу 

е л агка е9 ЗА bits, ) 

й й а 
приема очевидно само краен брой ненулеви стойности. Нека това с 

δι, Со,..., Cp Очевидно 

” # 

©) Σ ащад)- Σ ο к (ад, 
i=1 11 ai=‘j 

n κ 

(10) Σ δ, μ(Β)-- Σ 2 wB). 
i=1 = i=cl. 

Ot (8) следва, че ca изпълнени и равенствата 

ав. U A =)= U B g=12,..., k). 
ῃ ауе bi=cj 

ΟἹ друга страна, πὸ условие A;NA/=@ при iz ju B,nB;=( при 

#4 7. Ето защо от (11) и от крайната адитивност на мярката следва 

᾿ Σ Ρ(Αι'):Σ By - =1L2,...,k), 
al=cj biscj 

което 3aexno ¢ (9) и (10) дава (7). Taka nemara e доказана. 
Тя позволява, като използуваме само СТЗНДЗРТНИ ПредСТЗВЯНИЯ 

(1), да определим интгграла на произзолна функция fe® с (5). 

Така получаваме изображение [:Ф-ь Ἐ. Ще се убедим, че mo е 

Зинеен функционал въз Ф. Нека наред с f да разгледаме и друга 
ункция 

g=2 b, Хв; 
га . 

ΟἹ Ф. По лема | съществуват такива непреси«ащи се две по две 
множества 

: C, Cy ..., C, 
ΟἹ §, че всяко A; и всяко Β, да е обедпиение на няколко от тях. 
В такъв случай f и g притежават стандартни представяния от вида 

к κ 

13 o κ Σ b, 
J=1 i=1 ͵ 
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л 

Тогава за пронзволни реални a n & имаме 
» 

af+bg =Z (aes+ 6131))(0, 
. =1 

и поради това ͵ 

. 

Χ[ (а/+6я)-- Σ (ав)+ 93) n(Cp 
а 

» 
А 

=аЕщ p.(Cj)+bz By В(С)- ! ἶ'ἷ"ὐ[ ; 11 ᾽ 

3VBAHO по-нататък, ще от- бележим, че от доказаната яннейност следва (5) за произволно (це непременно стандартно) представяне (1) на /. Позитивнастта на интеграла е поклш непоспедствена. Наис- ™HA при / 20 и стандартно представяне (1) имаме а, = 0, когато #A) 45 О0. Ето защо от (5) н цеотрицателността на мярката следва 
!/а 0. 

За да приключим с проверката на аксиомите за пространство на 
,Ilmmm за P, остана да гсе заннмаем с аксиомата за граничния 
преход под интеграла. Нека за целта 

ΥΌ Ν 

е намаляваща редица от φνηκια от Ф с 

а2? а ) Ξ Ὸ 
И. 

сяко ХЕЛ”. 
- вла uacéepcu пеложителнато Чнело « по произволен начин и да 
ΠΟΛΟΣΚῊΜ 

(а3 A= {x e X ὐ =8} . 

Така noayuaname намаляваща P(‘.’l"lm 

(14) Аодо ... 242 ... 

. T 2 ч ечеиннето на 14 е ПР!!ЗНО. 
а S Ο ( l -) следва, е сече е ( ) 

от елемеити н 

Ето защо за ч татъч 
4 «е Ch 

гласно (:IIKCHOMJI Ж) oT onpe,’lenelmero HA H3IMEPHMO npoupu CTBO ‘B)K 

: naparpad). 
всяко X €X η 

предд::;и::егармре 4г)ю.»и»кнте:шо число ЕЛ () 5 М за 

В-(хЕХ: Л() > 0). 

Очевилно B¢ S. Сега ще докажем неравенството 

(15) falx) 5 My, ( +5%s 
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За néako x¢ Χ, Дпете функции ВЛясно «а неот рицателни. Освен това 
при X €A, имаме Yg(x)=1 и ἐ ) 5 fi(x) & M, поради което 

. ) S My (%), Ако пък x€BN A, от (13) се noayuasa 
() < ἐξεεχρίχ). Накрая при хе 8 имаме f (x) # fi(x)=0 и (15) 
е доказано. Тъй като освен това разглежданата редица е намаляваща, 
от (12) следва /(х)20. Ето защо след интегриране получаваме 

04 ХГ а ММА)+ацВ), 

което заедно с p(A,) <& 88 всички достатъчно големи м дава 

05 |л (Мааун. 
Χ 

. 

По този начии Шщ [;„зо и аксиомата за гравичния преход е 

Χ чеФ 

проверена. 
По тази NAuMil на всяко HAMCPHMO пространетво (X, S, в) съпо 

ставихме по едно пространстно на Даниел (X, @, 1) Ще казваме, 

че последиото е породено от S. В шеста глапа на BCHRO пространство 

на Даниел съпостанихме 10 ARG пространство на Лебет <-пеговото 

минцимално лебегово разшшрешие (X, L, [ ). По τόϑ начиц лобиваме 

пъзможност ца веснко измеримо пространетне 5 да съпостаним (0 

едцо лебегово прострацство L. Ще казааме, че последнато ¢ нородено 

от 5. B § 2 нък видяхме, че лебфегоните цростране пщ OT своя страна 

пораждат намерими. С въпросите, KOUTO естествецо аъзцикцат B слу 

WUl Като тозн, ще се занимаем в следеващиие паракраф. Тук ще 

разгледаме само прецебрежимите мпожества сарямо #. 

8.3.3. Jlema, Нека (Х, S\ .) в измеримо прастранетво и (X, ( r ) 

е пароденото от него лебегово проетранетао. При тези. apedno= 

ложения множестао Ас Х е пренебрежимо спримо L точно ко- 

гато AeS й МА)-0, 
Доказателство,. Нека A¢S м WA)=0. Toram ί. 

уе би f La=pMA)=0, Ero защо A e пренебрежимо спрамо ® ἃ 

следователно м спрямо L. . 

Нека, обратно, A е пренебрежимо спрямо L. Тъл като Д е муе 

„ малното лебегово разюирещие Ha Ф, мцожеството A е пренебрежимо 

и спрямо Ф (тж. теорема 6.1.1). Ето защо съществува редица 

OSfisfys .. 5)3 . 

от стъпаловидни функции с 
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(16) lim f(x) = oo 
88 .нсяко X €A н e 

an X[ . 
за някакво число С и за всяко n==1,2 ... 

Да нзберем произволио числото N=1 2 да ro 
Ке .. r К 

м 
., ᾽ ф ‘IKCHPBMC 

AnN:{xEX : fu(x) ξ lv} 

.. Taka noayyasame растяща редица 
Алс Фл ... саме ... 

от елементи на S, за която съгласно (16) е изпълнено 

За всяко л--1, 2,. 

([8) | ἄς ) . 

Ot друга страна, от определението на A 
което заедно със (17) дава 

Μ щя) ме я Гл.с, 
< 

| н следователно Ал) 5 -5~ - Тъй като тази оценка не зависи от 7, 

or предложение 2.2 следват || A, €S и 
п | 

м с (19) μ (0 4.) s, 
пе 

тъй като редицата {A;,N};;, е растяща. 
По този начин за всяко N=1, 2,... NOCTPOHXME MHOMKECTBO 

ῦ .4,„„ ΟἹ 8¢ (18) и (19). Сечението 
A=l 

οο oo 

B= Π U AnN 
N=] n=1 

също принадлежи очевидно на . Ot друга страна, ot (19) се получава 

к (8) Ξ μ (ῤ!ΑπΝ) 57% 

38 всяко N=1, 2,... Ето защо p(B)=0. ΄ 
От друга страна, ὋΤ (18) намираме A Β. Сега от аксиомата 

A) OT определението на измеримо пространство (вж. 6 2) следва 
A€S, което заедно с монотонността на мярката дава p(A)=0. -Πο 
TO3H начин лемата е доказана. 
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А 8.4, ЕКВИВАЛЕНТНОСТ НА ТЕОРИЯТА НА ИНТЕГРАЛА 
И НА ТЕОРИЯТА НА МЯРКАТА Ч длелението 

Учението за лебеговите престранпства се нарича поиякога те о- 

рия на интег рала, а учението за измеримите пространства — 

теория на мярката. TyK ще покажем, че те са еквивалент- 

ни. Точна формулировка съдържат следващите две теореми. 

8.4.1. Теорема. Нека (X, L, |) е лебегово пространство, . np 

(X, S, μ) е nopodenomo om Hezo измеримо пространство, а (X, Ly f l) 

e nopodenomo om uamepumomo пространство (X, S, р) лебегово 

пространство. Тогава 

& L, [r=cx Г 
Доказателство. Tyk e дадено едно пространство na JleGer 

L, 8 e съвкупността Ha сумируемите cnpsMo L подмножества на X, 

а p e мярката в S, определена 88 BCAKO A ¢S с P4BEHCTBOTO 

а) ща)- Гл 
Да означим с Ф съвкупността на всички стъпаловидни спрямо 

5 функции в X с въведения в предишния параграф интеграл във Ф. 
Тъй като за всяко A €S имаме y4€¢L, то ®C L. Ot (1) пък следва, 
че интегралът в L е продължение Ha интеграла във Ф. 

Ще покажем, че L е лебегово размширение на Ф. За тази цел 
трябва само да установим, че Ф е гъсто в Д спрямо първата норма. 
Нека f¢L. За произволно n=1, 2,... да разгледаме множествата 

“ κ . Α.,,:{χεχ: Е < Д) < ——,-l—}, 

A,,:{xeX: „Е ς κ %} 

88 k=1, 2,..., п2. Характеристичните функции HA тези множества 
са измерими съгласно теорема 7.2.1. Освен това χα, например има 

n 
за мажоранта функцията —- |f|, която e cymupyema. Ето защо тези 

множества са сумируеми. Поради това функцията 
nt “„ 

k Е Луе “е Ya, — 2 . 74 “Σ:ι п к k2=1 п Xa_, 

принадлежи на Ф. OT apyra страна, npu |f(x)| 5л e B cuna 

) - | <. ζ 3 ι. 

! 
Ето защо lim f(x)=f(x) за всяко x¢X. Същевременно от опре- 

B0 
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, ῃ 

л . ; " ц - :ξ)κῖ:υἶιετο ΙΞ:ἼΙ . следва [f,] S ify и тогава ὁ налице и сумируема 
ранта. Но тогава от теоремата на Лебег се получава 

lim f,=f 
P 

no ιὅ)ρΜπ. С това е показано, че L е лебегово разширение на Ф. 
А бт друга страна, от § 1 знаем, че едно множество А в Хе 
ренебрежимо спрямо L точно когато A¢S и p(A)=0. Ето защо 

лема 3.3 показва, че пренебрежимите спрямо L множества са пре;хеб- 

режими и спрямо Ф. Сега от теорема 6.1.1 се получава, че (X, L f) » 

е минималното лебегово разширение на Ф. Тъй като по определение 

същото € вярно и 3a (А, L, fl), теоремата e доказана. 

8.4.2. Теорема. Нека (X, S, μ) е измеримо пространство, 

(X .{ f ) 6 nopodernomo om него лебегово npocmpancmso, а (X, Sy, щ) 

е nopodeHomo om лебеговото npocmpancmso (X, S, L) usMépumo 

npocmpancmso. Tozasa 

(X, S, P-):(X, Sl, μι). 

Доказателство. Тук е дадено измеримо пространство 5, 

с Фе означено пространството на Даниел на стъпаловидните функ- 

ции, построено в предишния параграф, и L e минималното лебегово 

разширение на Ф. . 

С S, e означена съвкупността Ha сумируемите спрямо. L под- 

множества A на X, T. е. онези, 3a.KOHTO Ya€L. Тъй като при 

A€S nmame @ С L, то Ав5) и следователно S δ᾽. Съще- 

временно 
: 

μι(Α):[χΑ:μ(Α) . 

съгласно дефиницията на ра и на интеграла във Ф. Ето защо μῃίδεξεμ. 

i » Некгйсега Α Ε δ᾽. Тогава 88 характеристичната функция X, имаме 
ре 
v, €L. Съгласно определението на L от 6 6.2 това означава, че 

съществува фундаментална редица 

(2) . 
fl, f2,...’ fn,--- 

от елементи Ha Ф с 

(3) lim ζ,( ) А() | 
n—eo 

ички x € X. „Почти 88 всички“ TYK e cnpamo Ф и съгласно 

стта В на точките x€X, за които: 

S и p(B)=0. Съгласно аксиома 
пояти 34 BC 
лема 3.3 означава, че съвкупно 

3) не е изпълнено, принадлежи на 

& 1 ространство (вж. 6 2) множест- 

д) or on еделението нпна измеримо п 

Bgra 3\51 и ΒΩΑ ca от S. Сега е яс]г:о, )че[ако проемйних j:;"é 

0 за x€BNA и fix)=1 38 ХЕПО 

като положим /,(х)--0 € А Е с 

правим други промени, усло 
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) ще продължи Да е съставеца ΟἹ стъпаловидни 
къде, а редицата (2 

общността можем да считаме, 
функции. Ето защо без ограничение на 

че (3) е изпълнено навсякъде в X. 

Сега за произволно n=1, 2,... да положим 

A={reX: 1469 >} 

Поради (3) е изпълнено равенството 

@) ' A=U N Ал 

¥ 
k=1 n=k 

Наистина при X ¢ A поради (3) имаме lim ff{x)=1. Eto защо съ 

᾿ 
n~—ca 1 

ществува p=1, 2,..., 38 което npu n=k e B сила А() > - 

жи и на дясната страна на 4). oo 
т. е. x¢ [} A, Ето защо Х принадле 

(3) следва 

т f.(x)=0 
„п-зсо 1 

а отнякъде нататък #2) < 757 

(4) е доказано. 

ата A, принадлежи на S. 

n=k - 

Обратно, ако ХЕА, от 

и поради тов 
„"Следователно х не е 

елемевт на дясната страна на (4). С това 

Тъй като f,€®, всяко от MHOMKECTE oo 

Ero 3amo за BCAKO p=1, 2,... MHOKECTBOTO П A, също принад- 
n=*k 

лежи на S. OT apyra страна, 

ПАСА 

и тъй като SC S и 'S=p, τὸ 

„() = (A 

Taga редицата OT мерките Ha множествата 

6) . БАсПАС еА 
S. По аксиома е) OT 

е ограничена и BCARO OT тях принадлежи на 
инадлежи на S. Сега 

8 2 обединението Ha множествата (9) също NP 

от (4) следва A¢ S, поради което 5:( 5. 

Тъй като вече доказахме включването SC Sy, Τὸ 5,--5. Cera от 

теоремата е доказана. 

доказаното вече μή 5--р. следва м С това ство L 

L множества и MEPKHTE uMm, Teopema 1 изразява, че ако 33 HAKAKBO лебегово простран 

ca зададени само сумируемите спрямо 

ние можем еднозначно да възстановим 
L. Tlo TO34 начин цялата 

информация 88 L се съдържа в по-простото образувание на сумируе- 

мите спрямо L множества и мерките им. 
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Аналогично може да се погледне и на теорема 2: ако 34 някакво измеримо пространство 4 образуваме пор оденото OT него 
пространство L, сумируемите спрямо L muomécrsa са точнол:?ъз:гво 
тите на S и мерките им сирямо L съвпадат с първоначално ладе""ен- 

Нека А е произволно непразпо множество, Да означим ετἳ 
съвкулността на всички възможни лебегови пространства (X, L ) 

, ᾽ Π 

а с S— съвкупността на всички измерими 
Ако на произволно L ¢ L съпоставим ποξο;ιεπ:ξἓϊτρἰζξζπἷἳζρξ 5) 
чаваме изображение а: L — S. По същия начин, ако на прои: o 
456 5 съпоставим породеното ΟἹ Hero L¢L, стигЪме до изорб аз):олно 
A: 5 Ρ L.Bseru заедно, теореми | и 2 изразяват, че си А B e 
обратни биекции. , са взаимно 

§ 8.5. АДИТИВНИ ПРОСТРАНСТВА 

В § 3 на всяко измеримо пространство (X, S, в) съпоставихме 

по едно пространство на Даниел (X, @, f). Tyk Ф e съвкупността 

Ha стъпаловидните функцни 

а) f—-—gj B χαρ | 

където а,ЕВ и A/£S, а интегралът бе определен с равенството 

2 | f =Y a pld). 

B същност направените в 5 3 разсъждения имат по-широка cdepa 

на действие: ако се анализира съдържанието на този параграф, може 

да се види, че не всички аксиоми от определението на измеримо 

пространство бяха съществени при построяването на Ф; при тази 

конструкция бяха използувани само аксиомите а)-- г) и ж) or § 2. 

Да повторим тези аксиоми. . 

- Hexka X e произволно MHOKECTBO, S e съвкупност OT подмно- 
бражение. Понякога e целесъоб- 

жества на X ap: S — [0, со) е изо 

разно да се разглеждат тройки (X, S, p), 33 които са изпълнени 

следните условия: . 

а) ОЕ . . ; 

6) ako АсзЗи B¢S, 0o AU B¢e S 
N в)акоАЕЗиВЕЗ,тоА BES; : 

г) при всеки избор Ha AE S и BeS с АЛПЯ8-() ев сила 

AU B)=p(A)+p(B) 

A;DAg:) ... :)Auj .. 

1) ако 

οο 

е намаляваща редица от елементи на 5 със Πι A=0, 1o . 
n= 
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tim p(A,)=0. 
пе 

Тройките (X, S, μ), 38 KOWTO са изпълнени горните условия 

а)-- 1), ще наричаме адитавни npocmpancmea. 

. Разбира ce, измеримите пространства са специален вид злитивии 

пространства, Вече видяхме, че те са еквивалентни ς лебеговите 

пространства и поради това притежават интересни и важии свойства, 

но построяването им изисква определени грижи. За разлика от TAX 

адитивните пространства се наблюлдават непосредствено, а, както ще 

видим, същевременно са суров материал за построяване на измерими 

пространства. 
΄ 

Р 8?5.1. Пример. Нека а и b ca реални числаса s b. Ако ¢ A 

означим кой да е OT интервалите 

(3) (а, b), (а, δ), (α, b}, (а, b}, 

под дължина wa A се pasbupa числото Χ(Δ): Б--а. С 5 na озна- 

чим C'bBKyIIHOCTTa Ha HOB.MHO)KQCTBaTa 
μ R, KOWTO могат да се 

представят като обединения на краен брой интервали OF вида (3). 

Изискванията а) -- в) за S се проверяват директно. Очевидно е също, 

че "всяко A€ 5 може да се представи и като обединение на краен 

брой интервали от вида (3), никои два от които не се пресичат. Ако 

ПЕ . 

4 Ν A=\ Δ, 
ἐπὶ κ 

« такова представяне на A, полага се μ.(Α᾿:Σ μί(Δὺ. Hesasucu- 

. 
ка 

мостта на това определение от конкретния избор на представянето 

(4) е очевидна. Също така непосредствена е и проверката на адитив- 

ността r). Ясно е също така, че ако € в сила включванве OT вида 

κ 

6) Acy А 

където A€ S и Δ, са ограничени интервали, в сила е 

Ν Е 

(6) ща)« 2, щАд. 
й i=1 

От (5) caensa (6) даже и при k=00, HO това не € TAKA очевидно. 

Наистина всичко казано по-горе важи и ако В се замести с рацио- 

налната права Q. Но там от (5) не следва (6) при k=oco (защо?). 

Ние няма да се нуждаем OT това твърдение при R=00 и поради 

това няма да се занимаваме с него, но предлагаме на читателя да 

се опита да го докаже, като използува метода, с който си служим 

по-нататък. 
И така а)--г) са добре познати свойства на дължините на 

отсечки, HO проверката на д) изисква повече грижи. Да разгледаме 

редица 

L 
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() 4747 ...242... 
- 

OT едементи на 5 със () 4.--(). Да изберем произволно положи- 
n=1 

Ттелно число e. Всяко ot множествата (7) е обединение Ha Kpaew 
брой интервали. Общо в цялата редица имаме изброимо много краища 
на такива интервали: 

(8) δι» Се ееа Суе 

Покриваме €; с отворен интервал 5, с дължина -;-, с, Е отворен 

€ интервал 6, с дължина 55 - И raxa нататък. Taka ще получим редица 

(9) δι, 8а,..., 8 
OT отворени интервали, за която 

o o 
-8 (10) Σ () # o =€, 

. п n=1 

и OCBEH това всяка OT точките (8) принадлежи на поне един OT 
интервалите (9). 

Cera да разгледаме компактното множество А). Ако x € A, ше 

съществува n,=1, 2,..., за което x€ A4, , тъй като сечението на 
4 

множествата (7) е празно. Ако сега х не е никоя от точките (8), 
ясно €, че съществува и цял отворен интервал A,, за κοῆτο X ¢4, 
нА,ПА, --(5). Така получените интервали A, и интервалите (9) 

« 

очевидно образуват отворено покритие на А;. Тъй като A; е ком- 
пактно множество, само краен брой от тези интервали ще продължат 

да покриват А,. Нека -такива ca 

Ax,- Δχῃ---: Axm и alr 52-'-'! δ[' 

Тогава ΟἹ (7) следва 

" т « 

ай А”С(,-[:„ A,i) υ (]ζ;Ι| δ,) 

33 Βῦπκο n=1, 2,... Тъй като точките Χι, Χρν ..., X, C2 краен 

брой, от избора на интервалите А, и от (11) следва, че за всички 

достатъчно големи Μ ще имаме 
͵ 

Α,,(:υ δ]ι " 
Р 

и тъй като от (5) следва (6), то 
Η 

п ща,)5 2 μ(δὴ <е 
м # J=1 

Е | съгласно (10). С това проверката на д) е приключена. 
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Този пример дава възможност за едно независимо построяване 

на интегрирането в В. В следващия параграф той ще бъде прене- 

сенив В”. 
Адитивните пространства притежават някои от свойствата на из- 

меримите пространства. Така например обедипението и сечецието Ha 

краен брой елементи πᾶ 5 са елементи на 5. Също мярката μ е MOHO- 

тонна и е крайно адитивна. Доказателствата са същите, както и в §2. 

3a произволно адитивно пространство да разгледаме съвкупността 

на стъпаловидните функции (1). Тъй като лема 3.1 се пренася без 

изменения в този по-общ случай, всяка стъпаловидна функция прите- 

жава стандартии представяния. Като се използува важешата и сега 

лема 3.2, с помощта на равенството (2) във Ф може да се въведе 

интеграл. Без каквито и да е промени в сравнение с 5 3 за тройката 

(X, @, f) се установява, че € пространство на Даниел. Tlo този 

начин на всяко адитивно пространство съответствува по едно прост- 

ранство на Даниел. Ще казваме, че последното е породено ot S. 

Различие в сравнение с § 3 има само в описанието ва пренеб- 

режимите множества. Ето как изглежда то в разглеждания случай. 

8.5.2. Предложение. Едно множество . в Х е пренебрежимо 

спрямо Ф точно когато за всяко в > ( съществува редица 

| Ay Аз, ooy Ае 

от елементи на S със следните две свойства: 

(12) EC ὖ Ay 
пе 

o 

(13) Σ ЩА) <e. 
n=1 

Доказателство. Heka най-напред множеството & е пре- 

небрежимо. Тогава съществува редица 

| Osfisfys ...ада... 

от стъпаловидни функции с 

(14) lim #() = οο 

88 всяко X €E и e 

059 [πκες 
88 някакво число С >0 и 388 всяко n=1, 2,... 

Да изберем сега произволно положително Число ε, да TO фи- 

ксираме и да положим 

B={rex: 097) 
88 n=1, 2,... Така йолучаваме растяща редица 

ил нн e ае T T Ὑ T 



(16) 2<0 s, 
яе 

Същевременно οτ определението на B, следва -22 Уа 5 ζ.. което заедно ς (15) дава 
¢ и 

22 2е 2 :ь(в„)з[Т w,s Глас, 
и следователно 

an MB,) s o . 
Cera да положим 

АГ:В!» A2=32\B|, ey Au=Bn\Bn—1- e 
Ot това определение и or (16) следва (12). Неравенството (13) пък се получава от равенствата 

A 

ξ͵ μ(Αἱ):μ(Βοψμξ (μ(Βὺ --- p(B,_1)=p(B,), 
валидни 88 n=1, 2,.. Ἢ or (17). Така е доказана необходимостта. За да установим достатъчността, 58 произволно N=1, 2, .. . да o6pasyBame редица 

Anvi, Az, ..., Ал ... (ἄνε " 5) 
с - = 

& U ΑΝπ 
πεὶ и οο Г 

Σ μ(ΑΝι) ξ2ῄ}ν 
n=1 

π n 

Ако положим ];,:Σ Xa,, 33 всяко Μ - ], 2,..., получаваме k=1 ΜΞι 
растяща редица от стъпаловидни функции със свойствата (14) и (15) 
с С--1. Така предложението е доказано. 

Ако образуваме минималното лебегово разширение Ha @, ще 

получим лебегово пространство (X, L, f ). ToBa води до caegHOTO 
твърдение: ” 7 мИ 

8.5.3. Teopema. Всяко adumusno пространство може да се 
разшириа 00 измеримо пространство по такъв начин, че мярката 
8 него да e продълженцие на мярката на първото. 

Доказателство. За произволно адитивно пространство 
разглеждаме породеното от него пространство на Даниел, образуваме 
минималното лебегово разширение на последното и за така получе- 
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ното лебегово пространство разглеждаме породеното OT него Сизие. 

римо пространство. То очевидно притежава желаните свойства. С това 

теоремата е доказана. 

pB същност TOPHOTO доказателство дава минималното измеримо 

разширение ΜῈ зададеното адитивно пространство. Доказателството 
на теорема 4.2 показва, че то се състон от множествата от вида 

ἀπίιυ (G, б, .))е 
където A;, 4;...., A,, ... е редица от елементи на 5 с ограничени 
мерки, а &5 и 5, ca пренебрежими множества. 

§ 8.6. ПРОИЗВЕДЕНИЕ НА АДИТИВНИ NPOCTPAHCTBA 

В предишния параграф видяхме, че на всяко адитивно прост 
ранство (X, S, р) естествено съответствува пространство Ha Даниел, 
което с използуване на общата конструкция от шеста глава води до 
лебегово пространство. Ilo този начин пример 5.1 дава възможност 
за директно построяване на лебегово интегриране в R. Ако желаем 
със същата леснина да стигнем и до лебеговото интегриране в R™, 
имаме нужда от една обща конструкция, която се прилага и в 
други случаи. 

Нека (X, Sy, nx) U (Y, Sy, пу) са две адитивни пространства. 
С Φχχν ще означим съвкупността на всички функции : X X Y — R, KOMTO могат да се представят във вида 

M fix, ω:ξ € Xaf%) Ха) (e X, yen, 
където ¢, ¢ R, A;€ Sy и B, ¢ S,. Kato си послужим с лема 3.1, мо- жем да намерим елементи 

Ω) 
А.,” χΑ',..., XA' . 

. а а АНЗЛОГНЧНО СЪЩЕСТВУВ%!Т И елементи 

на Зу, които не се пресичат два по 
е сбор на няко 

(3) уе , в Хае Хе 
Ако за 

, 
MECTHM Y, и Хв, С така описаните им представяния чрез (2) 

два и са такива, че всяко Ὑ͵ да 
ἔ КО OT характеристичните функции 
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Н 
Н 

и ; (3) и извършим приведение, ще получим ново представяне (1) на » Което ще Уудовлетворява и условията 

(9 (4,х 8) Π (Α; Χ Βὴ-Ξ #й 
при lflj:j. Такива представяния на / ще наричаме стандартни. ради (4) при стандартно представяне (1) π / за всяко (%, У)ЕХ X У най-много - едно OT събираемите B (1) може да e pas- Лично ΟἹ нула. Eto aamo Ῥ () А Р 

А И =2 [δἱ ХА(Х) жа) 
i=1 

(inf(f, х )=, minge,, 1) Ya %) χ (). 
=1 

Taka виждаме, че Фуху удовлетворява и първите две аксиоми от определението на пространство на Даниел. Сега във Фуху ще въведем интеграл. ΠΡῊ всяко фиксирано хЕХ функцията (1) на у e стъпаловидна в Y. В съвкупността Фу на стъпаловидните функции 
в У вече въведохме интеграл, който ще означаваме с f Ho тогава 

Y 
fix, у) може да се интегрира спрямо у и (1) дава 

(5) [ Дж, ) =2 & Ха μ(δὴ 
i=1 

3a всяко x € X. Taka получихме една функция (5) na Χ. Тя очевидно 
e стъпаловидна B X. Тъй като и B съвкупността @y на стъпаловид- 

ните в Х функции имаме интеграл f, OTHOBO можем да MHTerpupame 
Χ 

и получаваме 

© ] ле 9]=3 а 40 μιβ). 
X Y i=1 - 

Cera no определение полагаме 

() [[ren=[][[] 1= »] 
XXV X У 

Разбира се, в (7) се използува само f, т. е. определението (7) не 
зависи от някакво конкретно представяне на / във вида (1). Равенст- 
вото (6) пък показва, че за всяко представяне на / във вида (1) е 
в сила 

(8) f f Ἄχ, 3) = ξ ¢ ЩА,) щ8). 
ΧΧΥ͂ 
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От (7) директно следва, че ff е позитивен линеен функционал. 

: κὶν 

Тъй като аксиомата 88 граничния преход € изпълнена Μ във Флу и 

във Фу, също от (7) непосредствено се получава, че тя се удовлет- 

ворява и o‘rf . Taka получихме едно пространство HA Даниел 

XxVY . 
- 

(ΧΧΥ͂, Фххюь ff) 
ΧΧΥ͂ 

Да отбележим, че (8) не бе използувано в това построение. 

То обаче е необходимо при снабдяването на ХжУ със структура 

на адитивно пространство, което предстои. B XX Y да разгледаме 

съвкупността на Зхху на всевъзможните крайни обединения 

n 

U‘ Ai Χ Bi» 

където A; € Sy и B; ¢ Sy. 
Pas6upa ce, празното множество принадлежи на Syxy, а също 

обединение на два елемента на Sxxy е отново елемент на Syxy. От 

равенството 

(ахву(сх0)-цаЖС)хо(4х BN\D) 

се получава, че и разликата на елементи на Буху OTHOBO € елемент 

на Зуху. По този начин са проверени аксиомите а) --- в) OT определе- 

нието на адитивно пространство (вж. 6 5). 
Cera в Syxy ще въведем мярка. Както и по-горе, се проверява, 

че 88 всяко А ¢ Зуху има представяне 

(g) 
Α:ῦ Αἱ Χ Bi: | “1 

където Α € 5χ, B;¢ 5у и 
(4) (А. Χ Βὴ Π (Α; Χ 8) - # 
при # + /. При (9) определяме 

(10) ма)-- 25 4) #(B)- 
Нужно е, разбира се, да установим коректността на (10), т. е. не 
зависимостта на така въведеното p{A) от конкретното представяне 
(9) на А с (4). Но от (9) и (4) следва 

X 3< 25 Ае) хе) 

за всички (х, у)ЕХ X Y. Ето защо y, Е Фуху и поради това може 
да се интегрира. Cera ot (8) се получава 
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Л ак й- Σ μ μίϑὴ 
Χ ΧΥ͂ ἐπὶ 

и от (10) следва 

an ка | [ х 9, 
XXy 

с което коректността на определението на р е проверена. От нея 
веднага следва и адетнивността на . 

Hakpas да проверим и аксиомата 1) от определението Ha ади- тивно пространство. Нека ΄ 
ADAD...DAD ... 

€ намаляващша редица OT елементи Ha Syxy със П A,=#. Ho тогава 
=1 п 

редицата от характеристичните функцнн 

} χα, ἘΞ Ха ἘΞ ς 2у = . 
€ намаляваща и KJCHH към нула навсякъде B X X Y. Тъй като Фуху 
е пространство на Даниел, редицата ot интегралите на (12) трябва да 
клона към нула. Поради (11) това означава, че редицата от мерките 

а ща)),..., μί4,},...- 
Също клони към нула H построението на адитивното пространство 
Sxxy е завършено. 

Така построеното алитивно пространство Зуху се нарича npous- 
ведение на 5у н 5). На него, разбира се, съответствува пространство 
на Даниел. Читателят ще провери, че то е точно построеното по- 

горе пространство (X X V, ‘Dxx;"f ). To 6e построено предвари- 
ΧχΥ 

ΤΕΙ͂ΗΟ, понеже така се опростява проверката на коректността на 
определението (10) н на аксиомата д) за Syxp. Да отбележим из- 
рично, че при A¢ Sy н В6 Зу имаме А X B¢ Syxy и съгласно (10) 

μΑ X B)=p(A4) p(B). 
Hexa Ly и L, ca минималните лебегови разширения съответно. 

на Sy к Зу. Непосредствено се проверява, че са изпълнени условията 
на теоремата на Фубини (вж. 6 6.11). Ето защо, ако Гуху e munu- 
малното лебегово разширение на Зуху й Е(х, у) € Lyxy. mo по«таи 
за всичкаи χ ¢ X функцията Е(х, у) ὰ у e сумируема 8 У. Така 
се получава функция 

ля- Гя 3, 
¥ 

дефинирана почта Hascaxsde в X. Axo додефинираже / произволно, 
то f¢ Lx 4 , 
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Σ 
пространство Lyxy 3aBHcH само 6 еното лебегово Т[,ака НХЗО:;“Р: от специалния характер на адитивн?те пространства 

Iéx и 27 използувани при построяването на Syxy и Lyxy. Функциите х ” 
от вида 

Еж, 9)=2, M%) #: ( 
21 

ξ ат Ha Гуху И (съгласно χ Ε Β, ХЕК И РА принадлеж х 

”*:еъ:;;:ата Еаа Фубини) се интегрират така: 

Χ[ί]“"(χ,γ):ἐ м !/д !Ях- 
i=1 

TO подпространство на ἔχχν. 
Te 0332"11‘"({13:32?:8%1 п];::смер 5.1 εξι γδζ;υιχιιε, че крайните обедине- 
ния на ьгьаничени интервали върху правата с мярка обичайната дъл- 
жина образуват адитивно пространство (R, S, p), което може да се 
постави в основата на hHTerpupareto в В. Неговият квадрат 

(13) (R?%, 82, р) 
може да послужи 32 NOCTPOsiBaHE на теорията на интеграла в В2: 
Разбира се, за същата цел може да се използува и съвкупността 
на финитните функции в равнината, снабдена с обичайния риманов 
интеграл, но погледнато по същество, той се построява именно с 
помощта на (13). 

Читателят ще съобрази по какъв начин трябва да се въведе 
произведение на произволен краен брой адитивни пространства. Това 
ще му помогне вапример да си изясни построяването на интеграла в R™. В основата ще бъдат параледепипедите в R™, т. е. множест- вата от вида 

i=1 
- където 3; ca ограничени ивтервали. AKO краищата на 3; ca a; и by, мярката Ha A се определя ¢ 

pAY=(by—a)iby—ay) ... (bn—ap). Както и npu финитните функции (вж. пример 6.11.1), и тук теоре- мата на Фубини позволява интегрирането в R™" да се сведе до интегриране в R® ив R™, 
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§ 8.7. ЗА ТЕОРИЯТА НА ВЕРОЯТНОСТИТЕ 

бСлед като бе внесена яснота в основите на тази теория, се 
разбра, че тя е една (обширна) част на еквивалентните теории на мярката и на интеграла. Тук имаме възможност да въведем само OCHOBHHTE й понятия. 

ОД вероятностно пространство се разбира всяко измеримо 
пространство (X, S, μ), за което X€S и p(X)=!. По този начин 
всякоО измеримо множество в Х се съдържа в сумируемото мно- 
жество X и следователно e сумируемо (вж. 8 1). Елементите на 4 се наричат събития. За всяко събитие А числото w(A) се нарича дероятност на A. Очевидно # ᾿ 

0 Ξ ЩА) s щ(Х)-1, 
така че вероятността на всяко събитие е число от интервала [0, П. Цялото X се нарича достоверно събитие, а # — невъзможно съба- mue. Ако е дадена една редица 

(1) A #4,,..., 4,... 
OT събития, множествата 

ἣ An U 4. 
също са събития. 3a първото OT TAX HHTYHTHBHO KaspaMe, че се 
наблюдава точно когато се наблюдават всичките събития (1), а за 
второто — точно когато се наблюдава поне едно от събитията (1). 
Ако А е събитие, X\ А също е събитие и TO се нарича протива-. 
положно на A. Тази терминология се съгласува с интуитивнвата пред- 
става за „вероятностен“ избор на точка X ¢ Х (произволно „хвърляне“ 
на точка х B X}, при което се счита, че събитието А се наблюдава 
точно когато х се окаже B A 

Почти всички въведени дотук понятия от теорията на мярката 
и интеграла имат и вероятностни пазвания. Така например измери- 

мите функции f: X — К се наричат случайни величини. Мярката на 
множеството 

{ εχ: asf(x)s b} 

TOraBa се интерпретира като вероятността при случаен избор Ha х 
от Х числото f(x) да попадне в интервала (а, b]. Ако случайната 
величина f e сумируема, интегралът | 

͵ т=х[], 

ЕЪ | се нарича математицическо очакване на /, Ако / има и сумируем 
квадрат, чЧчислото 

1 П {-.}} 
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тук. 

32 продължение на ВЕРОЯТНОСТИТЕ Тази наука се развива на свой език, първите няколко думи от койта вече въведохме. Той апелира към своеобразна интуиция, която 

1витните функ- 
крайните линейни KOM- 

бинации na характеристичните функции на nap 

ме usMepumuTe множества и функции в Ἐπὶ в този Я във Ф те съвпадат с TOYHOCT ΤῈ множества и фувкции в R™, , Че всяко ограничено борелово мно- 
жество в R™ е суми емо пори У Наистина характеристичната му фу мажоранта и следователно е ните множества в В 
лелепипедите в Вя 

Ι-ἱεκε cera U e произволно отворено множество и за всяко 
n=1,2 ς л € означено отвореното кълбо с център в началото 
и радиус л. Тогава множествата 
( ЦПО,СПП02С...С:(]ПО„С...



щ/)е т 1П O,). 
ΓῸΣ Σ - 

Читателят те съобразн, че всяко отнорено множество U може 
ан то обединение на избронмо мпого паралелепипеди да се представи като ᾽ e I 

Ар Ал Ay ΟἹ пида A~ ΓΙ |ал 0,) (полузатворепи napanene- 
ἐκὶ | 

пнипедн), конто нямат общи точки два по два. От тоталната адитиа 
HOCT на мярката следна, че е изпълнено равенетвото 

μ (ω:...;ΣΙ μ (Δ,,). 

като L/ е ΟΥ̓ΜΗΡΥΕΜΟ TOMHO когато редът вдясно е сходящ. Така 
не сме в състояние да отцием отаворените сумируеми множества 
B мерките им сприямо някакьв интеерал във D, спиеа да познаваме 
„мверките KA полузатаоренаите паралелепипеди спрямо този интег- 
дал. Тона позволява да „мернм отвън“ венчки подмножества на В”, 
Ако АС В” н A не се съдържа в сумнруемо отворено множество, 
ще положим 

(2) μ A) ποο. 
Ако пък А се съдържа Β сумируемо OTROPEHO множество, p*(A) ще определим с равенството 
(3) ;\*{A)::igf;t(U). 

където U пробягва съвкупността на венчки CYMHDYEMH отворени мно- жества, ΚΟΗΤΟ съдържат 4. Ще наричаме ЧА) външгна мярка на A. Тя е определена за всяко подмножество А на R™ н стойностите й ΔῊ съвпадат със символа OO, нли пък са неотрицателни реални числа, Външната мяркха не 6 адитивна, но удовлетворява неравенството 
) 4 U 8) S p(A)+p%(B), 
което може да e crporo даже Η при А() B= # (докажете това неравенство, ΚΆΤΟ' си послужнте с дефиницията!). Ето как пренебре- жимостта се изразява чрез външната мярка. 8.8. . Предложенне. Едно жножестзо Аст R™ е пренебрежимо точно когато иЧ А)--0. 

за всяко ХЕА4 u 
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(8) i 
ko n=1, 2,. 

за иякакпва KOHCTANTA с Иогхаагтмяе 

положително число в U Π 

Ие e R7: #09 > . 
ица 

за ле 1, 2 Така получаваме растяша рел 

ПО u,c ... 
(7) UICUgC-uC п . o се 

ш U, e, разби , 
зетпа, чието обединение U= LJI . Θ Р 

от отворепи мпожестнпа, ; 

: т (5) следва отворено. Същевременно от (5) 

Избираме произволно 

(8) AcU. 

Or apyra crpana, οἹ (6) добиваме 

¢ : 2 
(9) I-L(Un)_—"/ Хи„ = -567 ф « 2 

1 ие на растя- съгласно дефиницията на U, Тъй като U е обединен а р 

щата редица (7) от сумпируеми множества, TO 

p()=lim wlU,) « ς 
F el ] 

съгласно (9). Тъй като & е произволно положително чиело, ΟἹ (8) 
следва и“(4)--0. . 

Обратно, нека p*(A)=:0. Тогава 88 всяко n=1, 2,... същест 
1 ByBa cymupyemo отворено множество U, ¢ U, DDA и MU, < аге 

Ако положим 

Уп=и1П02П .. Пи„ 

88 n=1, 2,..., мпожествата V, отново ще са сумируеми, отворени, ще 
1 удовлетворяват неравенствата p(V,) < --и включванията V, D A, n KaTo освен ToBa редицата 

ι ετ ... -οὖῦν, 2 ... 
ще бъде намаляваща. 

o Следователно сечението V= Πι V, ще бъде сумируемо и ще имаме 

MV)=lim pnV,)=0. 
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Е (10) 
" | K (A) А () Я) 8 а нъ»:ъогл ,С,;“З:": за RCAKO препебрежимо A, ' 

АТ кение, За веяко сумируемо мнажеситцо A а RM 
11 ( )Л ; μ(4) ε: μ "(4), 

казателетво 
По on 

μππν 
"o, ределение характеристичната функ Хал на Ае сумируема, Ето аащо съществува фупдаментална ρι!}ἵιπω 

Pre Фи чау ., ΟΤ СТЪППЛОВИДНН фУНКЦНП, 3а коята е изпълнено условието (12) Zalx)=lim ф,(х) 
n~—r00 NOUTH навсякъде B R™, Да разгледаме отворените множества (13) U,,:{xeX: cpn(x)>§} 

и да положим 

(19 8ι-- Π v, 838 k=1,2,.. . κ " 
([5) 8-- B, 

k= 
Да означим ¢ С съвкупността на всички точки x € R™, 33 които (12) не е изпълнено. Тогава OT определенията (13)--(15) следва (16) . ACBUCH BCAYC. 

Тъй kato А e сумируемо и С e пренебрежимо, OT тези включвания следва, че B също е сумируемо и и 8)--ЩА). Сега от първото OT включванията (16) и от предложение 1 следва, че твърдението ще бъде доказано, ако за всяко в > Ὸ успеем да посочим отворено мно- жество V', което е сумируемо и удовлетворява условията. 
(17) BCV up(VNB)se. 

3a тази цел всяко OT множествата B, ще разширим до отворено 
сумируемо миожество V, ς μίεΝ B,) < -;„ (#--1, 2,...). От (13) 
следва ху S 2)ф,), поради което всяко OT множествата U, е суми- 
руемо. Cera ΟἹ (14) не е трудно да се заключи, че 88 всяко k=1, 2,.. 
съществува [ >k с 

᾿ Η 

Р([,З„ и,[,хв„) . 
Полагаме / 

1//,=П Un 
fimk 

& 

и получаваме множество с желаните свойства, При V:/‘U; Vi γελο- 
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΄ 

яията (17) ca изпълиени, Hanpumep второто ΟΥ тях следва от очевид. 
ното. включнане 

VNBCU (Vi By, 
Μπ 

С топва предложението е доказано, 
От (11) следва например, че при (2) не същестяува сумируема 

множество U А, а при (3) инфимумът може A4 се пресмята RO 
псички сумируеми мнпожества (729 Δ, 

Нека отново A е произволно muomectso в й”, Под sumpewna 
мярка (А) на А ще разбираме числото 

където С пробягва съвкупиостта на всички компактни множества, 
които се съдържат B A, От свойствата на мярката следива, че ако B 
горното равенство оставим С да пробяга всевъзможните затворени 
сумируеми подмножества на A, ще стигнем до същото определение. 

8.8.3. Предложение, За всяко сумируемо множество A в R™ 
ев сила 

(18) , w(A)=n.(A). 
Доказателство. Произволно cymupyemo множество в R™ 

очевидно е обединение на растяща редица от ограничени сумируеми 
множества, Ето защо от определението на p, се вижда, че (18) 
следва от своя специален случай на ограничено А. Поради това 
можем да предположим, че A е ограничено. Но тогава съществува 
затворено ограничено множество Ε, което съдържа A във вътреш- 
ността си. 

Да изберем произволно положително число в и да разгледаме 
сумируемото множество FN\ А. Съгласно предложение 2 съществува 
отворено сумируемо множество UDFNA с 

e+ PN 4) > щ) 
или, което € същото, 

(19) “+ЩЕ)--ЩА) > (V). 
Тъй като UDFN\ A, 10 ADFNU. Освен това множеството ΕΝ ὕ 
е затворено, Ot друга страна, ot (19) следва 

| μίδ]ο ΟἹ 2 ЩЕ)-- ЩИ) > ЩА) --е 
U предложението е доказано. 

8.8.4. Предложение, Едно множество А в R™ е сумируемо 
точно когато е изпълнено равенството 

(20) ka(A)=*(4) < οο. 
Доказателство. Ако Ае cymupyemo,(20) следва o1 npeanil- 

ните две предложения. Обратно, нека за иякое АС В” e в сила (20ἐ. 

Torasa 38 всяко πεὶ, 2,... съществуват сумируеми множества D, 

и С с 
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А,сас . 
(21 

" 

1 

Р(СЪ- ВЪ)(:-Я.- 
. 

” 

едпо 

! Ясно е, че без ограничение на общността могат да Се пред 

нията 
ложат включва 

BCBC...CBC ...» 

oGO ..- oD .. 

е« & от (21) следва, че множествата 
Or + 

- 

(23) B="L=)‘ B, и Cz’g' C, 

са сумируеми и Bc AC С. Тъй като, от друга страна, 88 разли- 

ката C\ B инмаме . 

μ Β᾽ Sp(CNB) <~ 

съгласно (22) и (23), тя е пренебрежима. Ето защо 4 съвпада със 

сумируемото множество B с точност A0 пренебрежимо множество, 

поради което A е сумируемо. С това предложението е доказано. 

Тези разглеждания показват, че за 04 се отище измеримото 

пространство, породено от минималното лебегово разширение 

слрямо някакъьв интеграл 858 Ф, е достатъяно да познаваме само 

мерките на полузатворените паралелепипеди спрямо този ин- 

теграл. Нанстина това еднозначно определя отворените сумируеми 

иножества H мерките им, поради което и външната мярка (която се 
дефинира само с отворени сумируеми множества и мерките им) е 
напълно определена. Ако вземем компактно множество С, то се 
съдържа в аграничено отворено множество (/, като при това мно- 
жеството UNC също е отворено и ограничено. OT адитивността на 
имярката не е трудно да се заключи, че е изпълнено равенството 
Щ(С)-щО)--ЩИ>А С) и следователно мерките на «компактните: 
множества също са напълно определени. По този начин е опреде- 
лена и вътрешната мярка. Сега предложение 2 описва сумируемите 
множества, а кое да е от предложенията 2 или 3-- мерките им. 
От всичко това не е трудно да се извлече, че в Н“ се получават 
едни а същи лебегови пространства независимо дали ще тръгваме 
%/гп:о;ш;итш линейни функционали в съвкупността Ф на финат- P И S “ἔἷ ῦξἷιξξκ I:Z-,t πἕΐρ αΐι“”}ξα“ἕἕζἕἆ ”lcec;ulno превръщат съвкупността 
лепипеда в ад ия на полузатворени парале- 

ek 9 QORMUBHO прострояство. , 
за Превръщ:н:м::н%тт;д:% се основава исторически първата схема 

еримо пространство, 

(n=1,2,..)) 
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ξ 8.9. ИНВАРИАНТНОТО ИНТЕГРИРАНЕ В R™ 

т 

- и ае вектор Β това . R™ e функция B R прост. | 

Ν R ¢ nauapame функцията, определена A 
: R - R we 03 м ' с 

=f(x-—a) за всяко ХЕН”. За f, ще казваме, vy 
Нека / 

ранство. C /. 

PaseHCTL?:J: (f)‘}(x}), като последната € подложена на транслация с 
᾽ е полуа или накратко, че /а е една транслация па f Pafifiupa e, . 

вектор &, нейна транслация @, е също ф“"“Тна, ἳ 
а функция, всяка 

| 
ако фе финитн Руа Ф на финитните функции да разгледаме рима. 

съвкулностт 

ΜΞ mner);,azw (вж. пример 5.2.9). Непосредствено се съобразява, 

це o a¢ R™ e в сила равенството ‘ 
че 88 произволно фЕФ и 88 всяк 

|φα:|φ- 

” 

ч 

o oo ἴ Оттук, като се проследят постепенно определенията, непосредст- Ε 

вено се получава, че и всички въведени в тази книга понятия, Kouto Ὶ 
могат да се свържат с така полученото пространство на Даниел, са 
инвариантни при транслации. Така например, ако пренебрежимо мно- 
жество се подложи на транслация, отново се получава пренебрежимо 
множество, Ето защо, ако / припадлежи на минималиното лебегово 
разширение L на @, то и всяка транслация на / принадлежи на Д и 

Ге Гл | @ # 
R™ ΓΑ͂ 

ἕᾧιἓο транслация на измерима функция е измерима и транслация на римо множество е измерима, транслация на CyMprCMO множество 

P



..» Ry пробягват независим числа. При фиксирано п всички те се получават един от друг с под- ходящи транслации. Ето защо от всеки два такива куба A, и A, 
(2) 

μιΔ,) εΞ μ,(Δ,), 
3 

μ(Δπ):μ(Δ!,ι)- Да положим c=u,(4;). За всяко n=1,2 ... кой да е от кубо- вете А, очевидно е обединение на gmn на брой непресичащи се.куба OT вида A,. От адитивността и ot (2), (3) следва 

с-ИА, ) 2тя μιίδΔ,), 

I=pd)=27" μ(Δ,), поради което 

(4) ri(A)=c p(A,). 
лва μ (A)=0 за всеки куб A,. От друга 
Pasi, че всяко отворено множество йе ве 

Ето защо всяко такова muomecrso ще се окаже сумируемо спрямо Ли ще имаме A)=0. Оттук съгласно предишния параграф p, е тъждествено нула върху сумируемите множества, поради коего / също е тъждествено нула. Ето защо (1) ¢ c=0 очевидно е изпълнено. Ако пък с + 0, от (4) аналогично следва, че отворените суми- 
руеми спрямо 7 и спрямо f подмножества Ha R™ ca едни и същи 
Ἡ 88 всяко такова множество U имаме p (U)=c μ (U). Orryx] с помощта на предишния параграф следва, че сумируемите множества 
спрямо 7 и спрямо [ са едни и същи, и имаме p(A)=c ЩА) 38 
всяко такова множество A. От теорема 4.1 cera не е трудно да се 
извлече, че и сумируемите функции спрямо / и спрямо f са едни и 
същи и е изпълнено равенството 

l(f)::cff 

за всяка rakasa функция. Оттук (1) се получава директно. С ToBa- 
теоремата е доказана. 
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§ 8. 10. СЪЩЕСТВУВАНЕ НА НЕИЗМЕРИМИ МНОЖЕСТВА 

B § 7.7—7.9 видяхме, че всички функции, с които класическият 

анализ по принцип работи, са измерими. Тук ще се убедим, че за 

инвариантния интеграл върху правата все пак съществуват неизмерими 

множества. Чигагелят сам ще съобрази как да пренесе разглежда- 

нията 38 инвариангния интеграл B R™. 

Да означим с Q. съвкупността на рационалните числа. За две 

реални числаа и b ше се условим да пишем 4~ b, когато а -- b € Q. 

Непосредствено се съобразява, че така определената двучленна рела- 

ция ~ е релация за еквивалентност B R. Ето защо тя разлага R в 

класове. При това всеки такъв клас пресича ингервала {0, 1). Ο πο- 

мощта на аксиомата 88 избора от сечението на всеки такъв Κπᾶς с 

интервала [0, 1] избираме по един елемент. Така получаваме мно- 

жество ΜῈ [0, 1]. 
Ще покажем, че M не е измеримо. Ако допуснем противното, 

от ограничеността на M би следвало, че М е сумируемо. Тогава 

съществуват само две възможности щ(М)--0 и μ > 0. 

Да започнем със случая p(M)=0. Тъй като интегралът е ин- 

вариантен, пренебрежимостта се запазва при транслации. ἔτο защо 

за всяко реално а множеството a+M е пренебрежимо. Но от опре- 

делението на /М непосредствено следва 

ве) (x+M). 
хо . 

Излиза, че R е обединение на изброимо MHOTO пренебрежими мно” 

жества. Следователно самото В би трябвало да е пренебрежимо” 

което не е вярно, понеже интегралът не е тъждествено нула. Така 

се убедихме, че случаят p{M)=0 e невъзможен. 
Нека сега p(M) > 0. Поради инвариантността всяка транслация 

a+M на M е сумируема и е в сила равенството 

(1) | pla+ My=p(M). 
Да изберем сега цялото положително п така, че да удовлетворява 

2 неравенствот щ р on> O и нека 

X1s Xgy ееа :xn 

са п на брой рационални числа ot интервала [0, 1]. Ot определението 
на M следва 

(Ὲ Μὴ N (xj+M)=2 
при # + /. Ето защо or (1) и от адитивността се получава 

κ(ὑ Се) pan > 2. 
=1 

Ot apyra crpana, ot x;¢[0, Ц и M0, 1] следва ὖ (x:+ MO, 2) 

поради което й =t 

223



μ(;ρι (x,-+M)) <2.. 
Така отново получихме противоречие, С това е показано, че мно- 
жеството M не e измеримо. 

Задачи към осма глава 

По-нататък (X, L, f ) означава произволно пространство на JleGer. 

Елементарни свойства на мярката 

Задача 1 (принцип за чекмеджетата), Нека (АД | и А са 

i=1 

o ве 
сумируеми множества, () A, C A н Σ w(A;) > μ(4). Тогава съществуват £, / 

i=1 # =1 2. ..ciskjupd,n4)s>o. 
Задача 2. Нека A -- Ay Ay Ay Ay А, e изпъкнал петоъгълник B равнината. Да се докаже, че съществуват различни {, j=0, I, 2, 3, 4, за които транслациите — - - 

Ap A;+ A w4, Aj Ἔ A имат сечение с положително лице. Задача 3 (принцип за включването и изключването) Нека Ay Ay, ... s A, ca сумируеми множества. Да се докаже, че 

μ(ιἑ 1Α͵-) = Σ () — Σ μίλῃ П #а) 
lsi=n 154«< 6л 

+z 45 П A Π #4) + ... 
lsh<be<iasn 

ФСе 11 μ(ά, NA:n.... Π 49). - - 
Задача 4. 3a всяко / € L множеството {x € X :Да)- 0} moxe да се представи като обединение на изброимо много сумируеми множества. 
Задача 5. Едно подмножество на X e измеримо точно когато сечението му с всяко сумируемо множество е сумируемо. 
Задача 6, Нека 7:Ὲ -> R e произволна функция и D е съвкупността на τοῦ- ките ХЕН, в които f е диференцируема и /(х) = 0. Да се докаже, че f(D) е пренебрежимо спрямо L(R). 

Лебегови разширения 

Задача 7. Едно подмножество на X е неглективно точно когато сечението му с BCAKO сумируемо множество е пренебрежимо. 
Задача 8. Нека N е съвкупност от подмножества на Х. Да се докаже, че / притежава лебегово разширение, спрямо което елементите Ha М са пренебрежими, ΤΟΜΗ͂Ο когато всяко сумируемо множество, което се съдържа в изброимо обединение на елементи Ha N, е пренебрежимо спрямо L. # Задача 9, Нека L’ е лебегово разширение на L. Тогава сумируемите спрямо / множества са множествата от вида (AU B)\C, където 4 e сумируемо спрямо L, а 8н сС са пренебрежими спрямо L', 
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Теорема на Фубини 

При означенията на § 8.6 да се докаже, че: 
Задача 10. В са измерими множества съответно BXuY то Ахжхва — 
а) ako A и 

6) axo f}z*) и g(y) ca измерими функиии съответно B X WM Y, ФУпкци„п 

;“(х)в(д)/) e из:ез(иь:: Υ̓ ι:ξιι)ΐεζι:πγεετ сумируеми функции, които са положителни нас . в) HEKa 
H:X X Y— R e измерима функция, 38 KOATO функцията H(x, N на у 

къде, а . 

лежи на Ly 38 почти всички Х € X и функицията f CHx, у) dy на х пра- 

e 
ема. 

надлежи на Г.х. Да се докаже, че тогава Η е cymupy 

тване. 6) Разгледайте най-напред случая 4 а 1, като приложите 9, ξ 
ъ . 

B) Пъ;ит;южете теоремите на Фубини и Фату. 

Неизмерими множества 

Задача 11. Да се докаже, че (при наличието на континуумхипотезата) мно- Χ 

у 
MO. 

жеството A от зад. 6, б),к;)::(.еб :; е измеримо. 
πο : 

| 

Ban::aAlé. l%ae c:enpenefip;exmmo и измеримо спрямо L (R) множество, за всяко , 

З)с-:шествува неизроден и ограничен интервал A, за който р. (АПаА) > (1 — З iy \ 
e > 6) ako A C R е измеримо множество и съществуват произволно малки, различни 

от нулата числа г с А + « А, 10 A или R\ A е npeueSpexumo, 

MAN ) | 
Упътване. а) Heka λ =sup--'- ал) ’ KeRemo А прабягва съвкуп. 

ени интервали. Тогава 0 < 5 ἴ, 3 Н ността на всевъзможните неизродени огранич 
произволно е > 0 използувайте предложение 8.2, за да покриете AN А с редица от 

отворени интервали {u,,};“___l, за които 

Σ plon) < в (4 Ω Δ) Ἐ ε. 
n=1 

- Ot неравенствата 

мапа S D AN o) S ὰ Σ щ0) <X #АПА + 
n=1 " n=1 

извлечете след граничния преход e —» 0, че 1 < A, 
6) Сведете към a). 
Задача 13. Нека Фе Ултрафилтър в съвкупността N на целите положителни числа, съставен само ΟἹ безкрайни множества. Да означим с А съвкупността на всички 

o 

ирационални числа X = n Ἔ Σ 

i=1 GHCAOTO S; е 0 или 1, 38 KOMTO е изпълнено докаже, че MHOWECTBOTO A не e измеримо спрямо L(R). Упътване. Убедете се най-напред, че за всяко двоично рационално число ΤῈ Β сила г + A=A, и като си послужите със зад. 4, гл. 1, установете, че 1-- А е допълнението на А до съвкупността / на ирационалните числа. Като забележите, чее Α μ]1 ---αὉ' са едновременно пренебрежими, послужете си със зад. 12, 6). Задача 14. Ако множеството А С X се съдържа в сумируемо множество, TO сред мерките на сумируемите подмножества на А има една най-голяма. Задача 15. Нека пеглективи Г ите множества в Х ca пренебрежими. Да се докаже, че L притежава същински лебегови разширения точно когато в Х има ненизмерими множества. 
Упътване, Използувайте зад. 7, 8 v 14. 

s; . —57—+ Където N € цяло и 33 BCSIKO f = 1, 2 2 

yenosuero . { Ε Ν : 5; = 1) ( ᾧ, Да се 

18 Узод в%ьв функционалния анализ 
®
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Аксиома на Стоун 

"Задача 16. Нека за тройката (X, L, |) са изпълнени аксиомите а), в) и г) or 
<пределението Ha п ространство на Даниел (вж. 6 5.1), а също и аксиомите д) и е) 
OT определението на пространство на Лебег (вж. § 5.8). Също както и при лебеговите пространства, въвеждаме понятията измерима функция, измеримо множество, суми- руемо множество и стъпаловидна функ ция. Да се докаже, че следващите твърдения 
са еквивалентни: 

а) B L е изпълнена аксиомата на Стоун; 
6) за всяко /6 4 cf=0e в сила inf (f. 1) € ε; 
в) за BCAKO 76 L и 38 всяко реално а множеството {X€ X : f(¥) 2 а) е измеримо; 
г) за всяко /Е L функцията /“ е измерима; .. Δ) съвкупността на стъпаловидните функции е гъста в L; 
е) множеството X e измеримо.



Девета глава 

ФУНКЦИИ СЪС СУМИРУЕМИ СТЕПЕНИ 

Вече се запознахме с банаховите пространства С (Х), където X e компактно множество в нормирано пространство. Видяхме също, че задачата за попълване на npocmpancmaama на Даниел до банахови с помощта на първата норма води 80 лебеговите 
пространства й че това е сераозно придвижване в теораята на 
интеграла. Тук ще посочим други примери, koumo могат да се 
получат с аналогична процедура. Нека (X, L, f ) e npocmpancinso 
на Лебег ий Ф e crexynnocmma на стъпаловиднате функции. Наред с първата норма във Ф за всяко р > 1 може да се въведе и нор- ПА Не . Mama ( f \f ,’) . Попълвайки Ф cnpamo нея, cmuzame do-npocmpan-~ 
ствата LP. Аналогично, QKO си послужим с комплексна стъ 
паловидни функции, ще стагнем Ao пространствата L% . Оказва се, че тези попълнения могат да се реализират и като простран- 
ствата от измеримите функциа f, за Koumo функцията ι € сумируема, u, както OGUKHOIEHO, тук mosa е прието за дефи- 
ниция. Така получените функционални пространства участвуват 
в разлияни въпроси на анализа. Особено антересни са пространства-. 2 та Г и Гси me ca обект на специално изучаване в десета глава. 

881 се въвеждат 17 и1 ие установено, че при -},—4- 1.1 
4 „тезци пространства са свързани чрез неравенството на Хьолдер.- 

B § 2 е доказана пълнотата на 1 и L2 . § 3 е посветен на естествената каредба на 1 и е посочен важен аналог на npun- ципа 3a непрекъснатост om реалните числа. B 8 4 започва изуча- 
ването на линейните функционали в LP а L5 . Избранцят тук 
път за намиране на тези функционали, използува съществуването на тояни мажоранти от § 8. В 6 5 е показано, че спрегнатото пространство на LP съвпада с [9, u e установен аналогичният резултат за комплексния случай. 

Задължителни при първо четене са camo §1lu?2 

5 9.1, IPOCTPAHCTBATA 12 И ξ 

Нека (X, L, f ) е пространство ὰ JleGer. По-нататък ще pabo- 
THM € едно реално Число р = 1, което ще остава фиксирано. 
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С 1 ще означаваме съвкупността на всички измерими функции 

f: X — R, за които |/|” е сумируема функция. Разбира се, при 

=1 имаме Ll=L. й 
” Множеството L? е реално линейно пространство спрямо опе- 

рациите събиране на функции и умножение на функции с реални 

числа. Да покажем например, че при f€LP, Ε ΔΡ e в сила 

( ἥεεεω. 

Функциите / и # са измерими съгласно определениего на Д7. Поради 
това измерими са и функциите f+g и |f+g|P. По определение (1) 
ще бъде доказано, ако се убедим, че последната функция е суми- 
руема. За тази пък цел е достатъчно да посочим нейна сумируема 
мажоранта. Но 

|/+-2 2(71+|# Ξ (2 Ξυρ([7], { ) τεῶρ зир(/, |#1) 
и въпросната сумируема мажоранта е построена. 

Интересно е, че стъпаловидните функции 
n 

(2) 7 :.Σ1 % ХА, 
Е 

принадлежат на LP. Наистина за представянето (2) на / можем да 
предположим, че e стандартно (вж. 6 8.3). Но тогава 

п 

1е З a1 хдр 
i=1 

поради което [f 7 e cymupyema и следователно f¢LP. Стъпаловид 
Rume функции очевидно obpasysam nodnpocmpancmso Ф на 1 за 
всяко p= 1. : 

Както винаги в теорията на интеграла, функциите в LP, които 
съвпадат почти навсякъде, се схващат като несъществено различни. 
При това уславяне 1 продължава, разбира се, да бъде линейно 
пространство. Именно то се има пред вид, когато се пише L?. След- 
ващото предложение посочва една норма в /”, наричана р-та норма. 

9.1.1. Предложение. Axo за пройзволно f€ LP положид 

@ Ν 
получаваме норма 8 . ᾽ 

Доказателство. От определението на L? следва, че (3) 
има смисъл за всяко / Е /?. Също така |/|, = 0 и от ||fil,=0 следва 
очевидно /--0 (почти навсякъде). Хомогенността също се получава 
директно. Ето защо остава да докажем само неравенството 
на триъгълника 

(4) ПУ+е Ξ 170 ἜΠ &), Ὁ, 5 ε»). 
Да разгледаме най-напред специалния случай на стъпаловидни Хи g Съгласно лема 8.3.1 функциите / и g имат стандартни пред- 

ставяния от вида 
“ 
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. “ я 

(5) f=2 а хс, и g=zl b, Хер 
i=1 i= 

поради Koero (4) B TO3H случай добива вида 

(Σ 1а,+6;,# P(Cz)j—; 
i=1 

Κοῆτο Bae 

1 

Ξ (͵Σ1 |а #(С) д(; 15,7 (са)”. 

Това следва от елементарното неравенство на Минковски 

още 

(ξι | %+ i ι”)ἑ Ξ (; 1 !")% +(;§1 1 a”)_l”— .Ξ (6 

1 1 

npu ж--ад(Сд) и ¥;=b; (и (C))? . По този начин (4) e доказано | 

за стъпаловидни функции. 
ὶ 

Нека сега f и g са произволни елементи на LP. 3a произволно 
n=1, 2,... да разгледаме множествата 

а еел ЕЕ s g <2, п 

А ееТ = fig > 11 7 п 
вече 

в+1 
B__k:{x €X:— : =gx)< "_“_l;_} ῃ . : 

By={reX: НЕ ε ρρὴ» £ и 
за #-1, 2,..., 12 (срв. 6 8.4) Характеристичните нК , , .4). ции на тези множества са измерими и освен това Xa, например κἷζ 88 мажоранта uau, 

nP 
функцията 5 |/ Г, която е сумируема. Ето защо тези множества τοκ 
са сумируеми. Поради това функциите κξ 

n? п 

=y # k 

nt в п 
ζ; 

ἓ":Σ — XB - _k_ 
N k= ” “ к2=1 я К. { 

са стъпаловидни. Същевременно |f, (χ) --- Κ (х)| - при Π )}5π 
Ἡ следователно | " | 

ἅπὶ £,(x)=f(x) («20. | 
А 
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; 
Аналогично 322 & (x)=g(x). Or определенията па f, и g, «ледват още нерапенстнатп 

еж и |0е g, KOHTO влекат 

ot &P И &P <7 +1 е. Сега от теоремата на Лебег се полу чават равенствата 

т Г лнаиее / ет 
(6) lim f b= | \fie, 

с помощта Ha (6), ще а предложението е доказано. 

im0 - fie) 1=0 (x€X) 
и :f,,(x)—f(x) #а 26 f(x)®, което заедно с теоремата Ha Ле- 

1ππ f f.—flP=0, 
n—o0 

или, което e същото, lim ὑ , ~fl, 
=00 

доказва CBC същите средства. 
- 9. 1.2, Предложение (HepaBeHcTBO Ha Хьолдер). He- Kap>1 ug>1 εὰ часла ¢ 

=0. Следващото предложение се 

1 1 

а 
Tozasa за всяко f¢ 1 u за веяко £ € L7 произведението fg e cymu- фуема функция и e изпвлнено неравенството 

С) И !//в]бг!/;:р П“е 
- Доказателство. Отново най-напред ще се занимаем със случая /ЕФ и ρεῷ, Ако тези функции имат стандартни представя- ния (5), неравенството (7) очевидно добива вида 
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я 1 я 1 

Σ ab μίορ |« (?„; 1е щса)” (3 1607 wE) 
ἱπὶ а 

а това неравенство следва OT елементариото неравенство из Xbolxep 

л ω L,z i 
ΙΣ χ  Ξ(Σ 1) (3 1) 

(: | . а ἐπὶ й 

к A 
-а СД)” ny=b . (CNT 

ка élera ζέμπ(ροἰπεκοπκπ IfeLIP и g€L7 ще определим f, u g, какте 
в доказателството на предишното предложение. Torasa f, g, ¢L и 

tim () g.x)=f(x) g(x) 
n=eo 

ῃ ͵ 

38 Βοῆκὸ x € X. Тъй като, от друга страна, #. и g, са стъпаловидии, 
ще имаме 

. 1 : 

[t = (f . Г)е 
4 ΒΝ ΄ 

88 всяко n=1, 2,... По този начин са изпълнени YCAOBUATA на TEO- 
ремата на Фату. Ето защо /0Е Д и 

f ifgl У η8.4, 
откъдето (7) следва веднага. С това предложението € доказано. 

По същия начин се въвежда и mpocTpancTaoto L% на комплекс- 
ните измерими функции /: Х — Ο, за които |/ ¢ L. То e комплексно 
линейно пространство, равенството (3) дефинира норма в L% и пред- 
ложение 2 е изпълнено 32 произволни комплексни функции #а 

8 9.2. ПЪЛНОТА НА ПРОСТРАНСТВАТА 17 И τ 
i 

Оказва ce, че пространствата Lf и L% ca не camo вормираки, HO ¥ пълни. 
9.2.1. Teopema. 3a scaxo p> 1 пространствата 1 и L% ca 

банахови. 
Доказателство.. Ще извършим подробно разсъжденията 

само 88 L, а читателят ще съобрази сам подробностите в доказа- 
телството 88 L%, . 

Нека 

(1 | “ А Раееу ее 
е фундаментална редица от елементи на LP. Функциите ὑφ 

231



(r=1,2,...) ca сумируеми н са изброимо много. Eto защо по лема 
5.10.1 съществува функция k¢ L, която е неотрицателна и приема 
строго положителни стойности във всички точки X ¢ X, в които поне 
една or функцниите (1) не. е. Hyaa, 

Нека @, е сходящ ред с положителни членове, За BCAKO 
A= 

k=1, 2, ... избираме v, по такъв начин, че при т, п = v, да е Β сида 

(2) !':fm*fn ”p<ak' 

Да pasraename произволна редица 

т« < .. <л <., 
ΟἹ цели положителни числа, за KOATO 7, ἘΞ v, 3a всяко k=1, 2,... 
Taxa получаваме подредица 

(з) fn‘, fnzy--~'fnky--- 

Ha (1). Поради (2) sa нея ще бъдат изпълнени неравенствата 
(4) л;[п*щ]сл,н.] “p<ak 

88 всяко k=1, 2, ... 
1 Тъй като p> 1, съществува ¢ > 1, 834 което 7-{--;-:1. Тогава 

функцията 2 принадлежи μ / и от неравенството на Хьолдер следва 

f ι =y, 1 = ”f”/c—-f”k-l-] Ц 11219 | < oy || Ае ], 
съгласно (4). По този начин безкрайният ред 

οο 

се мажорира от сходящия ред Zak!*lz‘/flnq и следователно е cXo- 
#1 

дящ. Сега теоремата на Бепо Леви показва, че редът 

Σ е< NGO 
€ сходящ за почти всички X € X. Ето защо редът 

& . .-ς- ,,ξ, ( () Ty, ) 
€ СХОДЯЩ B MOMTH всички точки x € X, за които #(х) # 0. Тъй като за останалите хе X Bcaka ΟἹ функциите (1) се анулира съгласно избора на £, редът (5) се оказва ΟΧΟΛΗ͂ΠΙ почти навсякъде. Сходи- мостта на (5) означава, че и редицата (3) е сходяща почти нався- къде, T. е. почти за всички X € X съществува границата , 
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(6) К)е т f, (x). ξἳ 

Къдета границата (6) не съществува, определяме f произволно у 
получаваме функция f: X — R, която е измерима като г раница y, i 
редицата (3) от измерими функции (BX. предложение 7.1.1). ξ 

Да изберем цялото положително Е произволно и да го ф“ксирам 

Ако изберем произволно M, # 2: vy, по (2) ще имаме у ὶ 

2 
(7) f \fm“fnl\psak- [ 

B това HepaBeHCTBO фиксираме m и оставяме [ да расте неограничено, 
Съгласно (6) ще имаме f\ ι 

а 1 £ (6)— РаР () — ) P 
ΠΟΉΤΗ навсякъде B X. Cera or (7) и от Teopemara на Фату следва, ὶ 
че функцията | ξ,-π-τ Ξ е сумируема. Следователно Г -- #6 17 и по 

неже f, €L?, то f¢ LP. Cera отново OT теоремата на Фату намираме , 

[1..-ὶρ Ξὰ, е 
или, което е същото, || f,—fll, = «, за всички m : ч.. Тъй като ( 
ΠΉΠΟΤΟ положително Е бе избрано произволно, с това е показано, че \ . 
редицата (1) е сходяща Β /Г”. С това e доказана и теоремата. 

Тя установява пълнотата на L? и LL при p > 1. Вече знаем, че 
Г1 e пълно, и това e така по определение (вж. 8 5.8). Пълнотата « 
на ( = Ге бе установена в 6 7.5. | ἰ 

Β 

+ 

5 9.3. L” КАТО НАРЕДЕНИ ПРОСТРАНСТВА 

Hexa (X, L, f) е някакво пространство Ha Лебег и р e произ- \ 

BOJHO число ¢ p=1. 38 две функции f и g or [P ще се условим : 
Aa пишем f = g, KOrato HepaBeHCTBOTO Χ 

Кх) Ξ g(x) 
е изпълнено почти навсякъде в X. Очевидно = е една наредба в L? 

Нека отново f и g ca елементи на L?, Да разгледаме функциите 
( . sup(f, 2)1:Х-- R uini(f, g: X — R, ! 
опредедени съответно със | 
(2) (sup ( 2)) (x)=max (f(x), а(х))  (inf (], #2)) (x)=min (] (x), 2() ὶ 
за всяко X ¢ Χ. Очевидно | 

δὰρ (f, 8) <у (+g+\f—g) nint(f, &= (+e—i+e) 
и понеже npu h¢L? e B cuna |hl¢LP, функциите (1) ca от 7. Or 
(2) следва очевидно, че 32 всяка функция r: X — R, 32 която ξ 
Hg=r, е в сила 
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sup(f, 2) = #. 
Също от (2) нами 5 g ot ξ x)mi‘:: раме f=sup (f, 2) и ὶ =sup(f, #2). Ето sawo 

(/. & паи-малката мажоранта на Р н g Аналогично inf (f, 2) е наи-голрямага миноранта на f и g. По този начин всеки две функ- 
UMH OT L” имат най-малка мажоранта и най-голяма миноранта. По индукция оттук следва, че същото е вярно и 88 произволно непразно крайно множество от функции от L2, 

Τειἵιμ въведената наредба в Ρ се съгласува с линейните опера- UHH в . По точно, ако f, g, fi, & са елементи на 1 с 2зДЛи 
£ g, τὸ 

f+gsfi+a. 
Също при неотрицателни скалари A имаме А #< 
в сила Δ ЕА Л. Р ме Af=Xf;, а при А<Ое 

Тази наредба е приятно свързана и със сходимостта. Jlokasa- 
телството се основава на едно друго твърдение. 

9.3. 1. Предложение. Ако fel?, а 

(3) ἢ. Раее ее 
е редица от елементи на 1 с 

(4) . Е РееНт Й. 
п-ъсо 

по норма, съществува подредица f":’ f,,q, ey f,,k, ... на (3), 3a 

KOSIMO € изпълнено условието " Ν 

6) ey Ξεῖῖπι f, (%) 
ko0 

почти навсякъде в X. 
Д оказателство. Β доказателството на пълнотата на LP 

се убедихме, че всяка фундамептална редица (3) от елементи на Д? 
клони по норма към елемент на , който e граница почти нався- 
къде на подредица на (3). Сега предложението следва от единстве- 
ността на границата. . 

Нека сега f¢L? и (3) e редща от елементи на L7 с (4). 

Hera освен това 261” и | 

(6) | 2ъ 2з,..., Ве 

e редица от елементи на LP с 

(?) ' g=lim g,. 
n—o00 

Ако npu mosa f,= g, sa всяко n=1,2,..., mo [£8. 
Наистина or предложение 1 следва C'bUJ.ECTByBaHeTO на редица 

т«<пт«<... «1.<... 

ΟἹ цели положителни числа, за която са в сила (5) и g (х)=]322 е. () 

почти навсякъде в Χ. Сега неравенството f= g се получава от 

неравенството f,(x) # g,(X) след граничен преход. Ν 
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От пълнотата на 1 в съчетание със свойствата на 
}» се получава важно свойство на Д”, което силно напомия пр 
за непрекъснатост при реалните числа. 

9.3.2. Теорема. Нека Г е насочено надясно непразно множество 
om елемента на L? ц нека съвкупността от нормите на елемен- 
mume на Г е ограничена omeope. Тогава T притежава точна 
мажоранта в 1Г?. : 

Доказателство. Най-напред ще се запознаем със спе- 
циалния случай, когато всички функции от Г са неотрицателни. Да 
положим 

Y=sup Н Пр. 

От това определение следва съществуването на редица 

(8) fl» f2;---: fru П. 

ΟἹ елементи на Г с . 

(9) | уее т ЦИ . 
" n—yo0 

Тъй xaro функциите от Г ca неотрицателни, ако в (8) заместим 
всяка от функциите f, с по-голяма от нея функция, която също е 
от Г, равенството (9) ще запази валидността си. Наистина за всяко 
forT es сила lifil, =y, а същевременно поради неотрицателността 
лпри увеличаване на елементите на Г нормите им се увеличават. Ot 
друга страна, Г е насочено надясно множество. Ето защо без ограниче- 
ние }’}a общността MOXEM да CH мислим, че редицата (8) е растяща, 

огава . 

(10) НаНйа ... ей... 
£ растяща редица ΟἹ сумируеми функции и съгласно (9) за интег ралите им имаме - 

ав | lim | Р 

Ето защо от теоремата на Бено Леви следва съществуването на сумируема функция A с 

(12) | εὐ " lim ποὺ)τ-ελ( ὶ 
п-ъсо 

почти навсякъдев X U 

аз [κωτν. 
Да положим F=h\P Тогава Ε ς . Ще покажем, че тази функ- ция е точна мажоранта на Г. От (10) и (12) следва 

(14) | lim ) Ξ Ε ) 
п-ъса 

почти навсякъде в X. ΟἹ (13) пък се получава 
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ая [r=r . 
Сега ще покажем, че Е е мажоранта за Г. Нека за тази цел # 

е пронзволен едемент на F. Тогава редницата 

(16) sup (h, @ Ssup(fo, @5 ... Ssup(f, 4)5 ... 
е растяща N съгласно (14) нмаме 

Jim (suptfe, &)x)=(sup(F, &) (x). 

Ho Г e насочена надясно cucrema. ETo samo sa всяко n=1, 2,.. 

съществува g, €T, за което 

suplfy, #) 5 .. . 
Тъй като елементите на Г са неотрницателни, оттук 

f sup(fy, #) 5 f gisr. 
Cera or теоремата на Beno Леви (приложена към редицата от p-THTE 
степени на (16)) следва 

f (sup(F, @) 5 γῦ, 
което заедно ς (15) дава 

[ ечре ве — #) <0. 
Тъй като освен това Ν 

sup(F, g) = Ε, 
оттук следва sup(F, ρὴ =F, τ е. g(x) < F(x) почти навсякъде. 
С това е показано, че Е HaucTHHa e мажоранта за Г. 
Η Не e трудно да се установи, че F e точна мажоранта 88 I 
анстина нека ( е някаква мажоранта за Г. Тъй като [, €T, почти 

навсякъде трябва да са изпълнени неравенствата 

) = G(x). 
Ето защо ΟἹ (14) следва F{x) = G(x) почти навсякъде, T.e. Ез (. 
С това Случая Ἱ, кога сички еле TO в лементи на I ca HeO’lpHualeJTHH, e 

Нека cera Ге произволна насочена надясно система от елементи на L7 b éaozflgopmu}e Ha елементите на Г ca ограничени. Да изберем ΘΟΕΡ и да разгледаме насоченото надясно множество 
,-— - 

Непо еве )) сре , τ еие e s, че 1o T i rous мажорана Я 8 Η “ надясно система Р %2 Г. Да разгледаме сега насочената 
I\/'={g_g0:g61'v}. , 
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ателни функции, а от ограничеността 
на 

Тя се състон ОТ неотрищ 
, 

нормите на Г следва, че и нормите на елементите на Т” са огра 

Г притежава съгласно доказаното точна мажоранта () ! 

чени. Ето защо 

Цитателят ще 

а следователно 

За така постро 

g(x) = F(x) почти” 

B което това HepaBeH 

съобрази, Че тогава G-+ 8ο е точна мажоранта за р 
, 

и за Г. С това теоремата е доказана. 
А 

ената мажоранта Е на Ги за всяко РЕГ ев А 

навсякъде В Х. Пренебрежимото
 „НоЖе:т“вла 

o 

ство не € изпълнено, зависи обаче от g. Не 
. Herq. 

вата независимост 0T # може да се осигури в HAKOW Cayuau, нац 

мер когато Ге изброимо (защо?). Ще отбележим още, че СъГдаЕ:. 
o 

доказателството мажорантата Е почта навсякъде 8 X e гра 

на редица от елементи на 

4 
а 

1 
! 

§9.4 НЕПРЕКЪСНАТ
И ЛИНЕЙНИ ФУНКЦИОНАЛИ В LP И L} 

Нека (X, L, f) e лебегово просфаиство и p>1. B простра 
- 

ствата LP и ( има достатъчно много непрекъснати линейни ф 

нали съгласно теоремата на УХан -- Банах. Туки B 55 ще %нкцио. Ϊ 

всички непрекъснати линейни функционали в тези прост :ишщ | 

Да разгледаме числото ¢, определено от равенството pancrea, | 

1 1 
ΓῚ +T——l. 

T като р , 0 д > 1. Да изберем произволна функция gel 

и да я фиксираме. Съгласно неравенството на ХЪОЛДЕР за ΒΕ ! ζῆκο 
P feL? moxe да се o0pasyBa интегралът 

(1 | ἶ(ἷ):]ΐἓ 

и TOM очевидно е линеен 

Хьолдер следва още функционал в LP. От неравенството на 

{{ } Ξ gllg ЕЦ 

предложение опреде (!ly 
p деля нормат р ата на този . линеен нкционал 

чеп 
е гъ ᾽ ростран сто в L% Ето защо за :ся:;впото Ф на стъпаловидните функции 

видна функция 

с | ἓπ:ἰξι а; ΧΑ{



m . 

ἶπ:Σ Га, % sgn ἃ, уд. 
i=] « 

За нея имаме Р61/2 и 

щ ка 3 " ΣΙΡΣ(Σ la, Ке-13е Р(Ад) Р (е 1 ” 

» Ἐτ I следва р ( -- 1)--04. Същевременно 

@ Л аУ 100w =gy 
i=] 

а 
И 0 ае TPy Р П. съгласно (3). От друга страна, от (1) следва 

Θ W= [ } 4-- t gt {π6-- . Но . 

съгласно (2) и HepaBeHCTBOTO Ha Хьолдер. Cera от (4) и (5) се получава 

е UED = П 1 allg— = ПЕ Щ. 
Тъй като ot (2) следва и неравенството Пе . 2 Пе --- 71—, (6) влече 

, 2 () 4 )Ὲ (н.ен„--„-) ПА 
за всяко n=], 2,... 

От друга страна, 1i&1lgF 0. Ето защо за всички достатъчно големи пе в сила | g, i, % 0. Поради това οἹ (3) следва |if,|l, %0, което води до f, :Е 0. Сега (7) показва, че e изпълнено неравенството 

&ly..



Тъй като вече видяхме с помощта на неравенството на Хьолдер, че 

ПЕ < Ἐ gilg 10 ПЕ < g'l; и предложението е доказано . 

§ 9.5. ОБЩ ВИД НА ЛИНЕЙНИТЕ ФУНКЦИОНАЛИ В ХР И щ 

аграф видяхме, че всеки елемент на 1 поражда 

ук ще се убедим, че в L7 

йни функционали. Следва- 

В предишния пар 

непрекъснат линеен функционал в L7. Т 

няма други освен тези непрекъснати лине 

щото твърдение има помощен характер. 

9.5, 1, Лема. Некар > 1а 1 L? — R е позитивен линеен функ- 

ционал. Тогава измежду неотрицателнате функции gelLi, за 

който е изпълнено неравенството 

M . | [ππειῷ 
за всички неотрицателни f€LP, има максимални 8 смисъл на Цорн. 

Доказателство. Да означим с М съвкупността на всички 

неотрицателни 2Е L7, за които е в сила (1) 38 всяко 16 " с f=0. 

Трябва да се убедим, че М притежава максимални елементи. 

За целта най-напред ще покажем, че нормите на елементите на 

M ca ограничени отгоре. Нека 2Е M. Тогава за всяко feL? ев сила 

[].Шхз].ЧЪЗ5ЩТ05“Ш1ТШ. 

Тъй като нормата на линейния функционал [()= | fg e | gl съгласно 

предложение 4.1, от тези неравенства следва | gi o=yl Ето защо 
нормйте на елементите на M са наистина ограничени. 
теж Гека сега Г e верига в M. Ot теорема 3.2 следва, че Г при- 

ава точна мажоранта (. При това съществува редица 

GSGS...sg,s .. 
от ел i 

ементи на Г ¢ lim g, (x)=G (x) почти навсякъде. За произволно 

ἐ ¢ ре 
1е ΞῸ и за всяко n=1, 2,... са изпълнени неравенствата 

Ξ ffgn [(N. Ако извършим граничния преход R — 00 с помощта 
Ha Teopemata Ha Бепо Леви, ΟἹ тези неравенства ще получим 

[Гбят. 
Ето защо Пори CnezgrSaITW' С което 88 M са проверени условията Ha лемата Ha 

. . елно M има максимални елементи и лемата е доказана. 
Следващата т еорем нали в L2 рема посочва общия вид на линейните функцио- 

9,5.2. Teopema, Нека P>V uqg>1\ cauucaa с 

1 1 
;*f'-q—:l. 
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Тогава за асеки непрекъснат линеен функционал [ в 1 съще- ствува функция g€ L9, за която e изпълнене равенството 

е (ἢ.-- [ к 
за всяко ἔξς . 

оказателство. Or предложение 5.11.3 следва, че мо- жем да се ограничим само със случая на позитивен линеен функцио- нал 4. По лема | съществува максимална функция ge L9, за която 
е изпълнено (1) за всяка неотрицателна функция / L7, Линейният функционал 

аф-ф- | ге (е) 
аксималността на g следва, че за всяка функция 
ято е в сила 

[ ваф 
за всяко #6 Δ} с | (), имаме A=0. 

еоремата ще бъде доказана, ако се убедим, че Д--О. Да до- пуснем противното и да разгледаме произволно сумируемо множество 
1 AB X ς p(A)>0 и произволно п-1,2,... Тогава - ХАЕЕ“, 

1 φ 5 Χαξθπ % Хл не e еквивалентна с нулевата функция B L7, 
Ето защо трябва да съществува функция fz 0 от [ с 

Θ i . 
» Тъй като съвкупността на стъпаловидните функции е гъста в 15, а 

лявата и дясната страна на (3) са непрекъснати, можем да предпо- 
лагаме, че / има вида 

е позитивен и от м 
#20 or L9 за ko 

m 

ἶ:Σ % Хар 
i=1 

където a; > 0. Torasa (3) добива вида 

% ιξ] a; p (Ἀ;ΠΑ))ίξ1 а, й (Xa)- 

От последното неравенство следва, че поне за едно i=1,2,..., т 
е в сила ) 

Θ π- κ (4Па > () | 
Тъй като функционалът Д € NO3UTHBEH, изпълнено € неравенството 

b 044) Ξ А (apa)- 
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Ilo този начин (4) показва, че за всяко CyMUPyemq wyg, 
А εμ (Α) >0 и 38 BCAKO n=1, 2, ... сЪществува суМирУеи*:еПц 

множество B на A ¢ ὼ 

5 а μ (8) >а ) 
7 

Cera ще покажем, че за всяко сумируемо множество у 4 (ἢ 

μ (У) > О ев сила Ц (ху)<-0. Да изберем 38 тази uea цялото : 

жително л по произволен начин и да TO фиксираме. Да озна.ш:** 

„ M съвкупността на характеристичните функции Β. на онези . К 

руеми подмножества на Y, за които е в сила (5). Ще ποκακοὶ 

M има максимални елементи. Нека за тази цел Г е някаква часоче 

надясно част на М. Тъй като за всяко увЕМ имаме χ τ g м: 

ifygli=1yyh и следователно нормите на елементите на Г ¢y ;“\)0 

ничени. Ето защо по теорема 3.2 Г има точна мажоранта. Тър κ; 

въпросната функция е граница на функции от вида Y, тя “Очт*; 

навсякъде приема стойности () или | и следователно е еквивадец 

с функция ΟἹ вида ус, като при това С очевидно е сумируемо “é‘: | 

множество Ha Y. 
Heka yc=1m Ха , КЪдето χΒΜΕ М. Тогава 

т-со 

където 

1 1 . 1 

- В O=— XC“—‘,},‘_{‘; ПЕ f ‘s, 

К 1 : От те =lim - meth ἐ (7„3„)211 «о 
т-зоо m-sco 

и следователно Yo € M. Ἐτο 3amo множеството M уховлетворива 
изискванията на JAeMaTa Ha ЦОРН и поради това WMA максимална къде 

елементи. 

Да означим с Ἂς максимален елемент па M. Ще покажем, ч. 
множеството У“.С е пренебрежимо. В противен случай бихме noay 
чили сумируемо множество BC YN\ C ς (5). Cera 

1 B BUO= - p B)+ τ в (С) > L +И ) 
и следователно Y g, ¢ M. Ето защо би трябвало да umame Ὑρυς Sy, 
NOYTH навсякъде и следователно B би се оказало пренебрежимо в 
противоречие с (5). Поради това множеството У“.(С наистина « 
пренебрежимо. Ho тогава от Yc € M следва 

е г D=1 в (0) > hid=hix. 
Тъй като цялото положително п бе избрано произволно, от {§ 
следва Li(yy)=0. - 

ЪЙй като последното равенство е доказано 32 всяко сумируемо 
множество У B X ец (У) >0, функционалът Д се анулира и върх 
всички стъпаловидни функции в Χ, Но последните образуват гъсте 
подмножество на (?. Ето защо от непрекъснатостта на Д с3езв. 

16 Увод BBE функционалния аналнз ж*



@ състои от функциите f, които ca ΟἹ вида 

където Л и f, са 
функционал. Cura 

(8) ἐ (ῇ ὰ (h—1 ἰι.(ἰ ἢ, -2 

ban={1g, 
& са функции от L?. Cera or (8) следва 

μ (fx)=ffx & —i ffl въ 

гав- Глачн Гва. 
От тези равенства и от (7) се получава 

to=f τῈ а-1в- / - ε. 
където gy —ig, € . С това е показано, че за всеки непрекъснат 
линеен функционал {:{ξ — C съществува функция 2616 ¢ 

го-| 1е 
за всяко ξ ἐξ. Така виждаме, че теорема 2 се пренася и Β ком- 
плексния случай. 

където &; и 

Задачи към девета глава 

Навсякъде по-нататък (X, L, f ) означава MPOCTPaHCTEO Ha JleGer, B което MHo- 
жеството X не е пренебрежимо, 

Пространствата L™ 

С L% се означава съвкупността на всички ограничени измерими Функции 
ι Χ — В. Както и във всички полобни случаин, на два елемента Ha L™ се гледа като на несъществено различни, когато съвпадат почти павсякъде. В съответствие с 
това B L™ се въвежда следната модификация на равномерната норма 
) ПУ П = inf sup Τ (#)), А жХ 
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А“дето A пробягва съвкупността на всички пренебрежими похмножества на Χ, Чита- ” 
телят ше провери, че (1) действятелно определя полунорма в / ἢ че два елемевта 
на L™ са еквивалентни спрямо тази полукорма точно когато CHBMANAT почти навсякъде. 
Той ще се убеди също, че така полученоте пространство L™ е банахово. Анвалогично 
се въвежда и комплексното банахово пространство Le. 

Задача 1. Да се докаже, че: . 
а) ako X е сумируемо, BCAKA ограничена по BOPMA HaCOMEHZ калясно вепразна 

част Г нва L™ притежава точна мажораята в L™, 
6) същото е вярно н когато X е обединение на такава фамилця {Xz\t «КА ох με- 

пресичащи се лве по две сумируеми подмножества на Χ, че едно позмножество A 
на Х да е пренебрежимо точно когато всяко от сеченията Х 2 1A € превебрежимо. 

Задача 2. Ako X e сумируемо и | 9 5 Ξ ὶ Ξ o0, 10 25 7) L 1P е гъсто в 12 
Ρ--: 

м 88 всяко / Е Ζ е в сила | 7 ς s ПУПр в () 7 . 

Непрекъснати линейни функционали в L 

Задача 3. Да се nokawe, че за всяко g € L™ равенството 

@ ч | 1е | ven 
Определя непрекъснат линеен функционал в L. Ако неглективните множества B X ca пренебрежими, изпълнено е и условието Ц) = '@ . 

Задача 4. Нека X е обединение на такава фамилия {Xz} Έ OF непресичащи 
Се две по две сумируеми подмножества HA X, че подмножество A на Х да е прене- брежимо точно KOTATO всяко OT сеченията Хщ ПА е пренебрежимо. Да се докаже, че 
тогава всеки непрекъснат линеен функционал [ в L е от muna (2) за подхолящо #61”, 

Упътване. Приложете зад. 1, 6), като имитирате доказателството Ε теорема 5.2. 
Задача 5. Нека L е съвкупността ma функаните Ε : ἘΞ - R, за които 32 всяко 2ЕВ функциите Е (2, () u Е (¢, #) на Ζ са от L (R), най-мвого изброимо много от интегралите f ΙΕ , 81 dz m f | F (6, г)) аг ca различни or нула B безкрайните 

редове Σ f 1Е (2, 81 ах, Σ f Ε (¢, «) | 4 ca сходящн. 3a произволно РЕЕ KR «В 
да положим | . 

fF=2 fF(x, дах+ У fF(t,y)dy. 

Да се nokawe, че така получената тройка (В2, L, f } е пространство ma Jleber, B което неглективните множества са пренебрежиме. Линейицят функционал ἐ в L, опре- 
делен с ἰ (F) = Σ f Е (%, 4) dx, е непрекъснат. но няма представяне от вида ). 

«В 

: Теорема на Радон--- Никодим 

Задача 6. 3a βοηκὸ / € L равенството 

@) це | 7 Ч3



определя непрекъснат линеен функционал ἐ в L% с Е « / - Всеки от Тези 

линейни функционали е тотално адатаивен, т. е. ако (2:)51 е редица от HeoTpH- 
Ν 

нателни елементи на L*°, 38 която при ἔτξ / са в сила £ £/ = 05 Σ 8ι6 , τὸ 

οο 

peart Σ ἐ (βὴ е сходящ и ἐ (Σ g,-) ка Σ 4 (g). Представяне от вида (3) имат 

i=1 . « 
i=1 i=1 

BC H"S(,Hnr:mno адитнени непрекъснати линейни функционали B L=, . 

T B aH e.. Имитирайте 0THOBO доказателството на Teopema 5.2. 3a целта 

епрекъснат функционал е 
Уустановете, че положителната част на тотално адитивен Η 

тотално адитивна. 
. 

мерндзлзд::; 7 (Panon — Никодим). Нека M е съвкупността на всички ИЗ- 

жества в X. Да се докаже, че функция p: M — R e тотално адитивна, 

т. е. за oo всяка редица {Αι}ί:ι от елементи Ha M, 3a която всяко OT сеченията A; П Ay 

οο 

Σ е (Αδ точно когато същест- 

i=1 

е пренебрежнимо при =k 7, е B сила р ( ὖ Ад) = 
21 

вува f€ L, за което е изпълнено равенството § (A) = f / 3a всяко AEM, 

A 
Упътване. Сведете KoM зад. 6,



ДесеТта глава 

ХИЛБЕРТОВИ ПРОСТРАНСТВА 

за 

P и L% особено интересни са [2 , 11 остранствата L с «1 

п οεἵιΐα:ξωεαζια на функциите със CYMUPYEM квадрат. Ay, ПА Π 
cZ такива функции, произведението | Е е сумируемо й интегра, и 

Ле 

f i g има смисъл. Той се разглежда като функция, чийто aps, 

пробягват съответното пространство, и npyy, 

Zeo}:i?/l:w]zufiaguap добре познатото om краиноме;::гя случай c;cafi;‘:‘o 

npoussedenue. Taxa cmuzame до модели Ha по-общи образувании 

xunbepmosume пространства. Те се появяват естествено y nog, 

магат изучаването на важни математически и приложни 80 
"Ρθειι-. на 

Коимплексните хилбертови пространства са в определен ¢y, 

по-важни от реалншпе. 

В 81 ca разгледани пространствата 12 и LY. Те nacouy, 
към въведените в § 2 линейни пространства със скаларно проц. 
ведение. Всяко от тях има естествена норма й така полученц, ' 
нормирани пространства са изучени 8 § 3. CKaflapZiOmO произведе. е 
ние дава възможност й в безкрайномерния случай да се борав . : 
ортогоналността и това е започнато 8 § 4. В § 5 e поставен 
началото на изучаването на пълните пространства със скаларн - 
произведение, KOUMO UMEHHO са хилбертовите пространства. Оба. й 
чайното ортогонално проектиране в равнина е пренесено в бе 
крайномерния случай в § 6. Така получената теорема e u3noasy- . 
вана в § 7 за намиране на линейните функционали в хилберто- 
sume пространства. Параграф 8 е посветен на едно важно 
обобщение на класическата теорема на Питагор. В § 9 се ра 
глеждат ортогоналнци системи от единични вектори, а в § 10— 
максимални системи с това свойство, който поемат ролята н 
базите от крайномерния случай. В § 11 са посочени xaacuseckume 
бази на пространствата 12 (—=, #) й 1 ([--π, πὴ. 

Пропускането на части om тази глава nou първо четене we 
се препоръчва. 

§ 10.1. ПРОСТРАНСТВАТА 12 И L2 

Нека (X, L, f) е пространство Ha JleGer. В предишната rass 
„видяхме, че съвкупността на всички измерими функции [: X —R 

. 8 
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¢ реално линейно простраинство, 
за KOMTO функцията f2 е сумируема, 
което е пълно спрямо втората норма 

и следователно е банахово. 
Ва)КННО ἐ“γκ са налице вякои СПЕЦПфНЧНН MOMEHTH, които са твърде 

Η. девета глава виндяхме, че при изучаването на пространство L? (0 > 1) съществена р оля играе пространство /.9, където Ге числото, определено от равенството Р ! > 
) 1 ΕΝ ( жа 

ἶξ«υἕἰ c};'z;:p‘:);;;eenfasc;)'icxce;:fl ul'a‘e"%}ynm‘um f€L? и g¢ L7 произведениета 15 S нируя функция, : "прекъснатите линейни функционали в ὴ Ρ . При p==2 от (1) получаваме 4--2, Ето защо сега и съвпадат. Оттук например следва, че произведението на всеки две функции ot /? е сумируема фупкция. 
Да докажем това твърдение директно, Нека f¢l? и 26/12. Тагава f+gel? и f—g¢l? Следователна функцията в дясната 

страна на равенството : 

fg= ἶ, ({Ὲ 4)5--- ξ- ([- ) 
е сумируема. Ето защо и произведението fg е сумируемо. 

“ Така 88 всеки две функции /, 26 L? можем да образуваме числете 

Ν ο - [1 
и следователно получаваме изображение (,):# χ 15-- В. To при 
тежава добре известните на читателя свойства на скаларното произ 
ведение от крайномерния случай и позволява в тази по-сложна обста 
новка да се прилагат познати методи. . . 

Аналогични неща могат да се кажат и 88 комплексното прост- 
ранство 28. Там e целесъобразно за произволни f, g€ LE скаларното 
произведение да се определи с равенството 

(, 9=/ Е 
където g € комплексно спрегнатата функция на #. 

В следващите пзраграфи ще въведем общите понятия реално и 
комплексно хилбертово пространство, Разгледаните тук пространства 
ще се окажат техни частни случай. 

6 10.2. ПРЕДХИЛБЕРТОВИ ПРОСТРАНСТВА 

Нека L e реално липейно пространство. Под скаларно произ- 
ведение B L се разбира всяко изображение 
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(1)L><L—’R 

(функция на две ПРОМСНЛИВИ), за което €2 изпълнени следните условия: 

Г a) за всеки три елемента #. & й wa L и за произволни скалари 

A ир е налице равенството 

. Of+pg, A=)\ (f, #) + (g #) 
(линейност ,спрям о първия аргумент): 

6) за всеки два елемепта , g ὰ L е изпълнено равенството 

F, =@ Р (koMyTaTHBHOCT) 

в) за всяко f €L е изпълнено HEPABEHCTBOTO ( h=0 (неот- 

рицателност); 
"Ὦ при (f, fy=0 имаме f=0 (неизроденост). 

Ot a) и 6) очевидно следва PaBEHCTBOTO 

( ((, λδ- Έ μά)τελ ([, #) Ἐμ (#, Я) 

88 произволни f, g, й от L и 88 всеки два скалара λημ (линей- 

ност cnpamo втория аргумент). По този начин cxanap- 

но произведение в реално линейно пространство е всяка симетрична 

билинейна форма, за която са изпълнени условията в) иг). 

Едно реално линейно пространство се нарича предхилбертово, 

когато в L е зададено скаларно произведение. 

10.2.1. Пример. Нека (X, L, f) e пространство μ Лебег. Ako 

пространството 15 се снабди CBC скаларното произведение, опре- 

делено с 

@ (, o= | 1е 
88 произволни f, g€ L?, получава се реално предхилбертово прост- 
ранство. 

10.2.2. Пример. В 87 обикновено се разглежда скаларното про- 
изведение, определено с 

за произволни 

X=(Xy, X, еча 6) B y=(¥1, Y21 .- <2 Уя) 
от R” ToBa B същност е частен случай OT предишния пример (защо?). 

10.2.3. Пример. Да означим с # съвкупността на всички без- 

крайни редици 

(3) . X=(Xy, Хаъе ееа Χηνν . ) 
-] 

OT реални числа, 38 KOUTO редът Σ ΧΞ е сходящ. Тогава Ξ e линейно 

п 

пространство CNPAMO покоординатното събиране и умножение със 

е! 
скалари, От неравенството |ай| # -- (а24-0?) се вижда, че за всеки 

два елемента (3) и ” 
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Y=, У ..., »,».νὴ 

на /2 безкрайният ред Σ х е сходящ., Ето защо може да се положи =) 

@ @ =3 s, 
”е Така в #2 се получава скаларно произведение., Представеният пример е класически. И той e частен случай на 

пример 1. Читателя 
И скаларното произведе- 

а 

Шшните два примера. Нека е произволно непра 
() e съвкунността на 

функциите #: Х-. R, 
ОТ HARAKBO (зависещо 

() е пространството 13 за лебего- вото пространство от пример 5.2.2 -2. Ето защо от пример 1 се вижда, че ако 32 /, #6 /2(Х) положим 

F. 8)-- F () g (x), 
X 

получаваме скаларно произведение в / (X). 10.2.5. Пример. В С (а, А)) може да се разглежда скаларното произведение # 

(, - [ Σ 5 ὦ ах (ἢ, g€C (α, b])). 
Така получаваме предхилбертово пространство, което не е частен случай на пример 1. 

От свойствата на реалните предхилбертови пространства тук ще отбележим само следното общо правило за смятане със скаларни произведения: 

# Η k 4 

(Σ м ξξ Р/ gz)=2 2 мме 11 
i=1 /1 

където f;, р) ca вектори, а A, py— скалари. То се получава нецпо- средствено от аксиома а) и от (1). Разгле“жданията, приведени по- горе, се пренасят с несъществени изменения и в комплексния случа й. Нека Д e комплексно линейно 
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пространетво. Под скаларно произаедение в L се Рразбира Ν 
изображение х 

Р ():LxL—C, . 
88 което са изпълнени условията а), в) и г) от определениец, 

скаларно произведение в реалния случай, а вместо 6) е My ὶ 

следното УСЛОВИЕ: 
Ἔ 

67 sa всеки два елемента Ри е на Ге изпълиено Paneyey 

& П=0, g)a 

KBAETO чертата вдясно означава, че се взема комплексно c“pfi\‘“ 

тото число. ᾷ 

Ot а) и 6) се получава и свойството 

(, rg+em=x (. &+e (Г, #). 
OT Hero и от а) се получава и следното общо правило 38 см К 

със скаларни произведения в този случай: R 

в 4 воа '_ | 

(Σ м 2w ἓἧ:Σ Σ1 м вл (o g ( 
71 i=1 i=1 j= 

Ъ 
И тук .. g; ca вектори, а А,, пу-- скалари. чай 

Въпреки че всеки от двата случая има своя специфика, реалнит 
и комплексните предхилбертови пространства се изучават аналог ἤψῃρ 
Ето защо ще разглеждаме 

(доколкото е възможно) едновремецца ; 
или, 

двете възможности, като тогава ще говорим за предхътлберш;; @) 
пространство, а полето Ha скаларите ще означаваме ¢ Н. 

10.2.6. Пример. Ако (Х, L, f) е пространство Ha Лебег и npgey. 
ранството LE се снабди със скаларното произведение 

᾿ . g)=f 8 Ч #615, 

получава се комплексно предхилбертово пространство. 
10.2.7. Пример. Ако в ΟἹ се разгледа скаларното произведение 

определено с 
| 

€2 елементи 

%т“ 

те4 и 5, 

4) 

(x, у):Е X9, Е 
i=1 

за произволни X=(X), Xy,..., х) и y=(y;, Vs, . лучава се предхилбертово пространство. 
10.2.8. Пример. Съвкупността Ιἓ на всички безкрайни редица 

(5) x=(xh KXoy чечв х,„...) | А 

vy Yoy o1 7 πὸ " 

οο 

OT комплексни числа, 88 които редът Σ | жа2? е сходящ, Cbwo ἐ А 
n=1 ᾿ комплексно предхилбертово пространство, Ако X, дефинирано ς (5 

м



+ 

:(.Ρμ .У2.--., у,„...) 

са eneMeHTH ¢ Ha ἐξ, скаларното им произведение се определя с 

Следващото еле < ментарно пре длож 
изучавапнето на хилбертовите "Pgflpauc:::e играе важна роля при 

10.3.1. Предложени - 1. е. 3a scex 
хилбертово npocmparncmeo L e изп:л?::юелемента ἐ π в на npeo- 

(1) l(fr g) ;2§ (f, f) (g‘ 2) 

(неравенство на КОШ"-Шварц) 

Доказателство. Щ 
- е разгледаме най ан-нап 

чай. Да фиксираме / н #. Тогава за произволно регййорга;ния слу- 
е имаме 

() (F+tg, #449) =0, 
HAH, коего e същото, 

(3) ((. ε2 Е (f, 9+ (g, 2 Ξ0. 

По ΤΟΒΗ начин !Задрптният тричлен (3) на Е приема само неотри- 

цателни стойности. Оттук, както знаем, следва, че дискриминантата 

на (3) е неположителна, т. е. . 

(f’ g)2_(is D (gv g) éO, 

което е и неравенството (1). С това реалният случай е разгледан. 

В комплексния случай (2) ще бъде налице 38 произволен ком- 

плексен скалар £, HO този път вместо (3) ще имаме неравенството 

() ¢ p+t G. Е) +Е ( #+И (g #) <0. 
на (4) сега не е квадратен тричлен на 

ята от реалния случай са неприложими. Тъй като изразът вляво 

£, на пръв поглед разглеждани 

Такава възможност обаче е налице. 

Нека o e такова комплексно число с |a|=1, че числото σ ([, 2 

да е реално. Ако в (4) положим (=0 X, къдета х приема произволни 

реални стойности, порадяи очевидното равенство 

o, =90 #) 

ще получим 

() ¢, +2ха , 8)χ & φ 20. 

тен ТРНЧЛСН на peanua‘ra npomeunuaa 
χ 

Вляво вече имаме квадра 
атен тричлен са реални. Тъй като, OT 

КОЕфИЦИВНТНТЕ на този квадр



друга стра 
OQTHOBO тря 

® D" 
Ho числото o (f, #) е реално 

бва да е неотрицат 

и (1) следва 0Т (6). С това 

При по-внимателно бор 

се установи, че 

неарни. Предоставяме 10 

HepasencTBOTO 
на Kouy 

6epTOBO пространство да ¢ 

10.3.2. Предложение- 

елнва, т. е. 

’-σ’ f) (Β’ QSO. 

. Ἐτο защо 

T 9r=ts (. в #2 
инето е доказано. 

авенство точно когато fugea 

e въведе по една норма. 

Г. изображението 
ц 11 -Ὁ0, o, 

дефинирано € 

e норма 8 L. 

Доказатепс
тво. 

свойствата: 

il Η 

6) КА еА ΜΗ 

\ в) при ) τ е в 

. Тъй като 

\ маем camo ¢ а). O 

произведение следва 

Ot друга страна, 

@ 

| откъдето а) 

Нормата (1) B предхия 
1 

\ Gepmosa норма B 

ἰ ховите пространст 

! Така виждам 

и естествена CTpy 

казано дотук 32 

проверката 8 6) κ 

T onpene 

εί, Р8 
перавенството на Ko 

Ее) st [RE Е 

ктура Ha нормираво 

.*ЪГ”-”:Ч U! f), 

- Според дефиницията ма морм: 

а) "7+5Ч3*Н%)
+ц3ххд 

сила |--0. 
B) € HeNnoCpencIsena, 

лението (7} й οτ свойствата 

А РА υ ρὺν 

ὶσν g)\é_J Чт fl Шо g 

на, (5) e изпълнено 32 всяко феално X, дискриминантата 

ните тричлени може да 

коли- 

а трябва A3 

ще се 3auwn- 

ма СКШЪЗРНОТО 

ааа ( ὀ τ . 

μ — Иварц дава 

Р! εὐ ὁ G n= tigh- 

ва с техните хилберт 

е, че всяко предхи 

нормираните пространства мо: 

‘npe дхилбертови
те. 

. Да отбележим изрично, че При означени 
1 

ὶ на Коши — ШЩва рц добива ΒΜ да 

еа 2382 А
 

лбертово npocTpan 

се доказано. 

ето (Т) nep? венст вот
о 
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1(5, #21 ПА gl “ 

e aBEeHCTBO B тримерния случий е 
HHAT смисъл на това не , 

S с е дение на два вектора не на добре известен: с/шларнотод произве 

минава произведението от дължините ам. аларното 

Следващото предложение изтъква едно свойство на скалар 

P08 T ! с ! предхилбер- 
. Скаларното произведение в np - 

{ ΦΣΥ # рнкция на двете cu . npo 
тово пространство € HenpexscHama @y, 
менливи. 

Доказателство. Нека [ e предхилбертово пространство 

и @, ¢ - L. Тогава за произволни f, g¢L e в сила 

¢ &—@ O'=¢ &—F D+ φ) --- φ, Ф)! 
S g— ) I+ F—e, Ф) 1 /1 Не-- ΨΙΓΕΙ --ФИ Π ΦῚ 

съгласно неравенството на Коши -- Шварц. От друга страна, 

Afil=lif—o+oll sif—oi+lel. 
Ето защо 

10, 8)--- φ, φ)} # } πτ ф Пе-- фе 1 - ф аН } - φ [l 
откъдето непрекъснатостта на скаларното произведение в точката 
(Ф, ф) се получава веднага. С това предложението е доказано. . 

Hopmara B предхилбертово пространство въведохме с помощта на. 
скаларното произведение. Оказва се, че тя от своя страна съдържа 
цялата информация за скаларното произведение, т. е. последното 
може да се възстанови еднозначно, ако е зададена нормата. Чита- 
телят ще се убеди, като използува определението (7), че B реалния 

. случай € изпълнено PaBeHCTBOTO 

( =+ Π Ε 6 : - - ) 
88 произволни f и g ΟἹ L. Като си послужим с равенствата 
е [/*/+:3//2=///,=!„2+Нв1/2+(/. &+ N, 

ΠΡΕΙ͂ glP=lifP+llgl2—i ( #+ @ D, 
33 комплексния СЛУЧНЙ ПОЛУЧЯВЗМЕ 

1 - ПА g)=~2— 1421241 П/+53П2-(П/“!Р+Н3П2) (H—i)). 
Ако желаем по-симетрична формула, наред с (8) можем да приьлечем и © I{-’f/‘~g:/22=fllff.2+ 1415- , &, ἢ, 

„е 1615 Β 0 |2 -- В Така намираме “ РаР Θ Τ . —_1— , 
, . 

. 
. (¢, &= п (/,f+g;!2-—.!lf—grl2+i НЕ 48- τ |}--ὶ 21). 

От първ събирает еотсс; ΐττ равенствата (8) и ΟἹ ΠΈΡΒΟΤΟ ΟἹ равенств олучава теждеството На паралелограма 
ата (9) след 

252 : ,



frg Т ев Ξ ( τι8 ), 
(10) а специалните нормирани пространства 
което е типично 3 ᾽ Κθμγρ 
разглеждаме тук. 

8 10.4. ОРТОГОНАЛНИ BEKTOPU 

илбертовите пространства TO3BOARBAT да се п Пвег:;е-рния случай повече геометрични разглеждания, 
без!:[Риа;!:ните Това, разбира се, се дължи на наличието н нор : 

ение. прои;з),ъ;еддва елемента f и g на предхилбертово проестранств 
, O L ще казваме, че са ортогонални, и ще пишем f | g, когато ᾽ 

За две множества A M B в L се казва, че са ортогонали 
за всяко f€ A и за всяко рЕ B имаме (f, 2)-0. 

Разбира се, нулевият вектор е ортогонален на всеки вектор а L 
Един вектор € ортогонален Ha cefe CH TOUHO когато e нулев. () 
свойствата на CKaJapHOTO произведение следва CHUIO така, че Ko 
един вектор € ортогонален с няколко BEKTOpa, той e ортогонаден“ 
на всяка тяхна линейна комбинация. 

Предстои да покажем, че в предхилбертовите пространства им 
достатъчно големи системи от ненулеви вектори, всеки два ОТ Kowurg 
са ортогонални. Всяка такава система е линейно независима.Наист„ша 
нека Л, fo, ..., f, τ ненулеви вектори с (f;, f)=0 при 7. Нека 
освен това Ay, Ay, ..., A, са скалари, 88 които 

м А Б .. Ἔλ, fr=0. Ако умножим двете страни на това равенство скала намерим , (fy, Л)--О и тъй като А 4 0, то м--0. 

ренесау в 
ОТко„“ШТО 

А CKanapy, 

й, K()\‘am 

(fm f]) (fm f2) Е (fm fn) Доказателство. Нека най- 
независима, Да допуснем, че (2) е нула. Но тогава системата уравневия 

¥



@ Ξ м ( #)--0 
U=12...,n ще има ненулево решение (), А 

.. А). Да пол 
“) «-м А+ -Ὲ .. ."-}-λ“ f o e ToraBa х e ортогонален ς вс 

. По този начин (4) става 
а TOBa е противоречие. 
уснем, че систе ще съществув , мата (1) е 

не всички равни на нула, с YBAT скалари Ay, Ay, ..., } 

(5) м Л+Мм В .. +А 
равенство скаларно Ν и С всеки ΟἹ векто (/=1.2,..., n), ще получим системата уравнения (3) за А ΤΡξΙτε Щ 

детерминантата (2) на тази система е. ГЪЙ като 
е различна от нула, (3 

други решения освен нулевото, което е противоречие )23 т,оь(з) ел ложението е доказано. ) ᾽ а пред- 
Следващото предложение позволява да се изв от ортогонализационния процес на Грам и Шмит 
10.4.2. Предложение. Нека L е предхилбертово пространство и 

(1) ͵ . flr f2v-'-; fn 

е ланейно независима cucmema om елемекти на L. Тогава за про- 
изволно ξ Δ съществуват единствени скалари М, λα,.. 
който векторът 

(6) F=f+x А ΒῈ ... А Р 

е ортогонален с всеки от векторите (1). Ако 

(7) fh f2" L] fm f) fn+2’-~-v fn+k 

е някаква линейно независима система 8 L, системата 

(8) fh f2v .. fm Γ! /:п+2т .. fn+k 

CBUL0 € линейно независима ий има същата линейна обвивка, както (7). 

Доказателство. Изискванията 88 λ; се изразяват със сис- 

темата уравнения 

π 

. 

Σ λί (ἶι: f/ ::_(fv ff) (]=1, 2,-..,?1). 

ἐπ Ὶ 

Тъй като векторите (1) 

на тази система е различна от нула. 

жението следва веднага. Втората му ч 

С помощта на това предложение вс 

сима система ΟἹ вектори &y, 82 -~ -+ Вл 
.. . п 

се ортогонализира, Τ. е. да се посочи CHCTEMA £, В 8 

vy А 

ърши една стъпка 

а Л 86 

са линейно независими, детерминантата (2) 

Оттук първата част на предло- 

аст е очевидна. 

яка крайна линейно незави- 

- же да след п ͵1 стъпки може д 

ΟἹ два



по два ортогонални вектори със същата динейна обвивка, както 

изходната система. Аналогично могат да се ортогонализират и из- 

броими системи от вектори в L. 
10.4.3. Предложение (теорема на Питагор). Нека L 

е предхилбертово пространство й 

(1) . Ть f?»"" fn R 

ca краен брой два no два ортогонални вектори от Г.. Тогава 

за сумата 
f=hftfot [ + 

е изпълнено равенството 

(T ACESIF AT ERIE 124 .. AL 

Доказателство. OT CBOACTBATA HA CKAAAPHOTO произведе- 

ние следва 
n 

ф D=2 ὧ Π Σ Τ, 

тъй като векторите (1) са ортогонални два по два. С това предло- 

жението е доказано, “ 

Да въведем още едно понятие. Нека А е подмножество на L. 

Под ортогонално допълнение AL на А ще разбираме съвкупността 

на всички вектори | € L, които са ортогонални с всеки вектор OT А. 

10.4.4. Предложение. За всяко подмножество А на Г. ортого- 

налното допълнение AL е затворено линейно подпространство на L. 

Доказателство. Нека #и g ca елементи на A, Тогава 

Ри g ca ортогонални на всеки вектор OT А. Следователно СЪЩОТО 

е вярно и за произволна тяхна линейна комбинация A f+p g С това 

e показано, че Al e линейно пространство. 

За да установим затвореността на AL, нека 

(9) А Е Р 

е редица от елементи на AL с lim f,=F, където [ € вякакъв елемент 

на L. Тъй като . в Ax, 88 Βςπἓ;”αξΑ ще имаме (f,, 4)--0. Сега οτ 
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3.3 
o произведенне. (иж. предложение ) 

непрекъснатостта на скаларнот , 

елъ / ek f e ортогонален ¢ всеки BEKTOp OT 
caensa (f, @)==0, т. е. BEKTOPBT 

Ето защо f¢ A+ и предложението е доказано. 

§ 10. 5. ХИЛБЕРТОВИ NPOCTPAHCTBA 

едствия могат да 
четвърта глава видяхме колко иптересни сл 

я τ 
анство. Ето защо 

се получат от пълнотата на едно нормирано простр 

желателно е да се отдели оня клас от предхилбертови пространства, 

KOHTO са пълни спрямо ХИЛбЕРТОБНТЗ норма 

че!еу T P - 
Те се наричат хилбертови пространства. 

Пространството /2 от пример 2.1 e хилбертово, при това реално, 

докато #8 е комплексно хилбертово пространство. Наистина пълно- 
тата на тези пространства е установена в теорема 9.2.1, Тъй като 
пространствата от примери 2.2, 2.3, 2.4, 2.7 и 2.8 са частни случаи 
на току-що посочените хилбертови пространства, те също са XUJ- 
бертови. Пространството С ((а, 6)) от пример 2.5 не e хилбертово. 

Така виждаме, че хилбертовите пространства са нещо разпро- 
странено. Следващата теорема, която показва, че предхилбертовите пространства могат да се допълват до хилбертови, посочва още една конструкция за хилбертови пространства. - 

10.5.1. Теорема. Hexa L e npedxuibep noao пространство и Е 

скаларното продължение на [ до скаларно произведение в Ζ което , й - поражда TOYHO нормата Ha [, e очевидна, тъй като нормата едно- знач;х;о определя скаларното произведение (вж. § 3) а да извършим самото продължение, да изберем произволно 
§ 7€L и да разгледаме две редици 
(21) fl!er--f9fm-~-1 

(2 | R SN Де 
OT елементи Ha [ с 
3 ττ - - - 1Ἱ . щ А н пе g 

От (3) следва съществуването на константа С с 
() Π Ξ Ὸ и Пе Ξ Ὸ 
88 всяко л--1, 9 .. От друга страна, също както и в доказатед- CTBOTO на непрекъснатост та на скаларното произве ложение 3.3), се доказва неравенството Р дение (аж, пред-.



ἜΠ ο РА g, 
Ето защо от (4) следва | | 

т(/.тч gm)_' (fm gn)( = fm—fn\ έ.’ω”“ξ,..ἷ-ι-ς .. g,,,\g”, 

+С “ fm_fn . и 

Тъй като редиците (1) и (2) са фундамента 
ава поради (3)‘ o . 

неравенство следва, че и редицата Ἱὓὶῃ 

(flr g])y (f21 g?)o' .. (fui gn\}) .. . 

. ε е фундаментална. Ето защо тя е сходяща. а 
Скаларното произведение на ξ и х ще определим с Равенс 

i м (5) €, ) ξεπ| (.. ε. . 
n—oso 

Независимостта на (5) or специалния избор на редиците W) by 
{3) ce установява аналогично. Тъй като твърдят наличието μὰ p‘aa)et 
ства и HECTPOTH неравенства при прости уУсловия, аксиомите за Щн. 
ларното произведение а), 6) (B комплексния случай ῥ’)) ив Цедв:- 
директно от (5). По-сложна е проверката на г), тъй като при не; 
има равенство и в условието. Щ й 

Тази аксиома гласи: при (ξ, Е)--0 имаме 5--0. ПРОВЕРКатайЩ 
извършим по околен път. Въпреки че в L все ome нямаме ска произведение, там е налице норма, която е продължение Ha н B L. При това, както вече 3HaeM, нормата B нормиран 
е непрекъсната. Да изберем E¢ L и редица (Поте 
първото от равенствата (3). Тогава от (5 
нормата следва 

) 
ODMary 

O пространств, 
/ лемевти g [ 
) M OT непрекъснатоспа y, 

€ B=lm (f,, fy=lm ' f, 5 Е 
п-зосо n—soo 

T. е. 

(6) ПЕИ . 9. “ 
Нека сега Е е елемент на 

HEN=0 и понеже ( 
верена и аксиомата г). Ето за 
изведение в L. При това сЪъщо от (5) се получава, че това скаларно 

ние на скалариното произведение в L. 
Остава да покажем, че пространството L е хилбертово. Ot същ 

ветната, дефиниция от § 4.2 знаем, че пространството Д е пъл 
спрямо нормата | ἴ Ot (6) обаче следва, че нормата на L cuemasm С хилбертовата. Ето защо L е хилбеотово пространство. ( 108 теоремата e доказана - 

Хилбертовото пространство L ot горната теорема се нарича лол5 HeHue на [



BO пространства. 
на крайнОМЕРниТе 

10.6.1. Теорема. Нека | 
затворено подлростражтв? 

на Ly f g еае 
сещеслвува единствена двойка вектора е Мент на L. Тогава 
е изпелнено равенството 

() f=f1+g. 
Доказателство. Ще започнем ¢ въц | 0ca 38 Нека наред с (1) е изпълнено и pasencrpopg Р единственост 

@ h—f=g =g 
Ho g_L,Lx и g 1L и следователно 5.--αοτ Δ От дру%а страна frély, €L, и тъй като Де подпространство на L, то f —fieL ᾽ . Ero защо & —¢ L ἢ - ἢ. Сега (2) показва, че ἡ Η КС ἐ ради което Л --Л--0, т. е. fi=f. От последното ра (2) следва g'==g и единствеността е доказана. За да установим съществуването, да положим 

венство и от 

@ d=inf || f—oll. 
ФЕ 

Очевидно съществува редица 

4 Фь ᾧ  ν ч.. Фл ч.. 
от елементи на Ll, за която 

(5) , ;:п; I —o,ll=d. 

ΟἹ тъждеството Ha паралелограма (вж. равенство (10) от 5 3), приложено 32 векторите f— @, и [—o, следва 
12 f—@m— φ, 12+l — 9, 12=2 (| f—,, P42 - φ, , 

или, което е същото, 

i 

O 4 Зе Ἐθε Py e, — φ, е2 I f— φ, P42 | f— g, . 
Ho ¢.€L;. 9,€L; и тъй като L, e подпространство на L, To 1 

7 @ute) 2. Ето защо от (3) следва 

1= еа +е) P2 2, 
K0eT0 заедно ¢ (6) дава 
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4 P } φ,,-ττ φ, 22 ξ οφ P2 P, 

T. €, | 

(7) НФ„,-“СР„П252 %Г,фт:2+2 "f_'q’n"'z""4 Ф. 

От (5) и (7) следва, че при неограниченото нарастване Ha M U л 

ἀμόποτο ἰφ,, — P, il KIOHH KBM нула. Ἐτο 3amo редицата (4) e фун- 

даментална. ' 
Тъй xaTo пространството L е хилбертово, тази редица е схо- 

дяща. Нека 

(8) fi=lim @,. 
п-ъсо 

По условие L, е затворено подпространство на L и същевременно 

¢, € L,. Ето защо от (8) следва f; € L;. От друга страна, от (5) и 

(8) се получава |f—f;li=d. С това показахме, че инфимумът в ( 

се достига, Τ. е. съществува такова А € L;, че за всяко @ ¢ Ly да 

е в сила 

(9) . bf—otzif—h' 
Axo положим g=f— , равенството (1) очевидно ще бъде из- 

пълнено. Ето защо теоремата ще бъде доказана, ако се убедим, че 

(10 f—Fh 1L 
Да докажем най-напред (10) B реалния cayuafi. 3a произволно 

@ ¢ L, и за произволен скалар A от (9) следва 

( . F—h—re, Г--А-- Ае) # (Р---А, ἔπ- , 

което заедно с правилата 32 смятане със скаларни произведения дава 

(F—F Р-- А) -- 2А (—Ff. φ) ἘλΡ , 9) Ξ (--А, F—F), 
т. е. . 

(12) --2λ ([-ἴἶ, φ Ἐ (@, Ф) 20. 
Ot (12) при А > 0 се получава 

—2 (f—F φ Ἐλ , 4) =0, 
откъдето след граничния преход A— O namupame (f—f;, @) =0. 
Аналогично ot (12) при А <0 добиваме Р U=k 9) 

—2(—f, Ф)+А (9, 4) =0, 
което при A—0 дава (f—Ff;, ¢) 0. Следователно (f—f;, ф)--0 и 
тъй като ¢ е произволен елемент на L,, релацията (10) е доказана. 
С това реалният случай е приключен. 

В комплексния случай от (11) следва 

(13) --А ((—f =2 ( А, @+ ХР ῳ, 9) 20. 
Да изберем комплексното число а ΠῸ такъв начин, че да са изпъл- 

нени условията !а;--1 κ (Г--Л, ¢) 2: 0. След това в (13) да поло- 
жим A=f o, където на # ще даваме само реални стойности. Тогава 

116 получим 
259



—2¢ а ([---ῆν 9)+2 (9, 4) = 0 
и разсъжденията приключват, KaKTO и B реалния случай. С това теоремата е доказана. 

Ето едно нейно просто приложение. 
10.6.2. Предложение. Нека L е Хилберлово пространство й ACL. Тогава 411 совпада coc сечението на всички затворени подпространства на L, които съдържат A, Доказателство. Нека L, e сечението Ha всички затворени подпространства на L, които съдържат A. Тогава Гл e затворено подпространство на L, коего съдържа А и същевременно /| се съ- държа във всяко такова подпространство на L. 

(14) Е ТЯ 
Нека сега fe 4 Съгласно теорема 1 елементът Г има пред- ставяне /--Я + g, където ЛЕЩ ие Ly Тъй като 4 DA, 0 g1 A и следователно ре AL. Ho от fi€Ly u (14) следва ἢ € ALL. Ето защо OT равенството &= f—f, получаваме ge A+ Тъй като, oT друга страна, g¢ AL то #4 g и следователно g=0. Ето защо Ре Л ε. С това доказахме включването ALL(T L;, което заедно с (14) дава предложението. 

Теоремата за проекциите може да се формулира и така. Ако Ly e затворено подпространство на L, всеки вектор / от L може но единствен начин да се представи във вида [=[;+g, където fieL; и geli. С други думи, L е директна сума на L, и Ha ортогонал- HOTO му допълнение { . | В следващия параграф ще посочим по-сериозно приложение на теоремата за проекциите. . 

§ 10.7. НЕПРЕКЪСНАТИ ЛИНЕЙНИ ФУНКЦИОНАЛИ 
В ХИЛБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО 

В 5 9.5 се убедихме, че линейните функционали в [P (p> 1) имат интегрално представяне с помощта на функции от L4, При 
P=2 виждаме, че линейните функционали в L2 и L% се представят чрез скаларното произведение. Оказва се, че това е така във BCHKO хилбертово пространство. Приведеното по-нататък доказателство на- помня познати разглеждания от аналитичната геометрия на тример- ното пространство. ” | 

за всяко f¢€ L. Освен това 
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@ | НН . 
оказателство. Ще започнем с въпроса 33 е 

Нека наред с (1) е изпълнево и равенството 

ἐ ( Ξ , & 
88 всяко f¢ L. Тогава 88 всяко [Ὲ L ще бъде в cuna (g, g 
и поради това 

диНстВЕ"оч - 

(ἕιἓῃ 

T &)y 
(g—&, £—8&)=0, . Е на 1 

между 

" 

което влече g— βιξεῦ, или все едно gi=g. С това единствецод. 
а на g e доказана. 

Сега ще покажем, че при (1) е в сила (2). Наистина ΟἹ е венството на Kowm -- Шварц и (1) следва 

14 () < ейИ 

88 всяко f¢ L. Ето защо ИЕИ < НЕН. От друга страна, 

ι (21-- (6, &=1gl gl 

и следователно П2Н > 1 е2Щ. С това (2) е доказано. 
За да докажем съществуването на g при L% 0, да 

хиперравнината 

@ H={f¢ L:1 ()=0}. 
Тъй KaTO по предположение функционалът I € непрекъснат - M равнината #Г е затворена (вж. предложение 3.8.1), Ν Heka a ¢ L \ Η. Ot теоремата за проекцинте следва, че ¢, - ) g ствуват а ЕН ий) Н с a=a,+h. Тъй като a €H, or пос равенство. следва k£ О0. И така съществува вектор Я < К 
ортогонален на Н. Тъй като векторът — ' Ρ TRy CPIMO е артогонален ( Η κ има норма 1, без ог : , аничение на O | полага, че ЦЯ {Ξ1, Р рбщността може А се пред. Тъй като #Г е хиперравнина (вж. теорема 3.4.1), за всяко 

разгледаме | 

съществуват Я Е # и A¢H с 
ἐ 

ьОт TO ' ΓΟΝῈ b 
ва DaBEHCTBO и от ( = 

а дона раве получават (3) следва 4 (=21 (k), а от ортогоналността 

( ἐ (Δ) =G, Σ Ο #)+ @, ἐ ( ὴ 
Вече е ясно, че @ ὧν 1е | 

88 всяко feL, и т



произведенние получаваме в реалния случай 
Ηξτοτο пространство L* Ηξ L w сасъ:г;т[:Й Й?ОЪОЧ?ОИЩЪМ между спрег- 
нещата са малко по-комплицираци: така описаното ;,декбсния случай 

пазва и сега сборовете и пормата, но правилото за зображение 885 

скалари се видоизменя; ако на ἐξ L* съответств o чумноженне със. 

с на L, то на А съответствува А е. В τόβῃ сул рез (1) елемент 
между L* и L e налице антиизоморфизъм Учай се казва, че 

§ 10.8. ОБЩА ТЕОРЕМА НА ПИТАГОР 

οο 

Нека L е нормирано пространство и Σ е безкраен ред от 
елементи на L. За произволно n=1, 9, . . Ck;;mm 

. а 

л 

3„:2 Ὰ 
k=1 

се парича л-та парциална сума на този ед. Ра - 
мент Ha L. По този Ha Р збира се, s, е еле 

чин на всеки безк аен е от ементи на L p р A ел 

(]) 51.52,...,3,„„„ 

от парциалните му суми, които също са елементи Ha L Ν 

Редът Σ fe се нарича сходящ, когато редицата (1) е сходяща. 
k=1 

B този случай границата Ha (1) се нарича cyma на peda и се пише 
o 

lim ε,,:Σ .. 
#1 πτ οο 

со 

По този начин paBencrBoTo Si'—_—z fk € еквивалентно ( H3WUCKBAHETO 

k=1 . 

88 всяко в > () да съществува такова v, че винаги когато ἤ Ὁ» ν, да 
е в сила : 

л 

S——Z /д.!(е. 

k=1 

Ако пространство [ e банахово и по-специално хилбертово, 
условието на Коши е достатъчно за сходимостта на един безкраен 

οο . 

pea. По-точно безкрайният pen Σ f, от елементи на банахово про- 
#1 

странство е сходящ точно когато 38 всяко е >0 съществува такова 

v, че при л > т 2у да е изпълнено



, |2 4) <. 
10.8.1. Теорема. Едан безкраен ргд 

е . А 
k=1 

еглементи на хилбертово пространство 
от ортогонални два по два 

сходящ числовиет ред 
е сходящ точно когато е 

е Σ . 
k=1 

Kozamo редът (2) € сходящ, неговата сума не зависи от подреж- 

дането на членовете му U € изпълнено равенството 

2 со 
1 

@ |3 ἰ - Σ . 
221 

” 

::Σ f, е п-тата парциална сума 

k=1 

ато членовете Ha (2) ca ортогонални два TO два, Ot 

ложение 4.3) следва, че 

Доказателство. Нека s, 

на (2). Тъй к 

теоремата на Питагор (вж. пред 

е “ Зу 
k=1 

е п-тата парциална cyma Ha реда 3). 

Да предположим сега, че редът (2) е сходящ. Това означава, 

че редицата (1) е сходяща, Тъй като нормата е непрекъсната, ОТ 

(5) добиваме 
. , . 

|2 ὴ <е ааа 3 А . 
Ao T gy 

Следователно редът (3) е сходящ и е изпълнено (4). 

Обратно, нека е сходящ редът (3). Ще покажем, че редът (2) 

удовлетворява условието на Коши. Нека в е произволно положително 

число. Тъй като (3) е сходящ, съществува такова v, че прип > т < У 

да е в сила 

Но тогава 
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я 
| 

ΙἆΣ А 
k=m показано, че (2) HamuCTHHA удовлетворява условието Ha Коши. Тъй като пространството [, е хилбертово, (2) е сходящ., Остана да се убедим, че когато редът (2) е сходящ, неговата сума не зависи от начина на подреждане на членовете му. Нека 

€ ) ἓι It 

е pex, получен or (2) след разместване на членовете my. Да изберем YHCJOTO е произволно и да My съпоставим такова N=1, 2,..., че да е изпълнено неравенството 

съгласно теоремата на Питагор. Ето защо < &, C което е 

᾽ 

οο 

Σ ПА «е. 
ἈΞΛῚ 

Да нзберем Ссега у по такъв начин, че сред векторите 

Л НА 
да се съдържат всички вектори 

fl! f2v~~‘.- fN. 
Llu'rare.mT ще СЪОбРЗЗН, че при пО>у е изпълнено неравенството 

2 ,]:2 ftk—zx f,e','; =2 2 
Ξ ! k=1 

откъдето ТВЪРДЕНИЕТО следва веднага, С това теоремата е доказана 

§ 10.9. ОРТОНОРМИРАНИ СИСТЕМИ В ХИЛБЕРТОВИТЕ 
ПРОСТРАНСТВА 

Нека L е хилбертово пространство. Множество B от ненулеви вектори B L се нарича ортогонална система B L, ако всеки два различни елемента на L са ортогонални. | : 
Pas6upa се, всяка система, съставена само от един ненулев вектор, е ортогонална. Ако разполагаме със система ΟἹ 7 линейно независими вектора в L, ортогонализационният процес на Грам и Шмит позволява да построим ортогонална система от 7 вектора със същата линейна обвивка (вж. 6 4), Също, ako B L e зададена из- броима система от вектори, всяка крайна подсистема на която е. линейно независима, ортогонализацията по Г рам и Шмит позволява да се построи изброима ортогонална система: | Ортогонална система B в / се нарича ортонормирана



делим всеки OT векторите на В с дължината wmy. Тук ще иЗ 
всякакви ортонормирани системи B L, като особен Иитерес u}:‘aka\\\ 

ставляват за нас безкрайните. ; et : 

10.9.1. Теорема. Нека LL e'c Ε:εἴι ;,я;то:зо пространетво 
ρμῶ 

и . гава: , 

онормиарана система в 
| 

орт а) ::ай-/;лного избройимо много от скаларните произка 

(f, b), където b пробягва B, ca разлияни om нула; Ἢ 

' 6) редът 
S ( δ) ὁ 
- 

Ὲ8Β 

е сходящ; 
в) изпълнено е 

| 

Ξ ε( ) ΈΗ 
568 

(неравенство на Бесел). 

Преди да пристъпим към доказателството, да от 

напред, че ако системата B e крайна, a) e Очевидх:ю 

редът B 6) се изражда до крайна сума. При безкрайно 

а) осигурява, че в сумите на 6) 1 в) най-много изброимо MHOTO oy м 

раемите Ca различни от нула, поради което тези суми фактически сащ 

крайни редове. Липсва подреж дането на членовете в безкрайцна Ν 

но то не е необходимо, тъй като по общата теорема na Питагор a:' 

редът B 6) е сходящ при някакво подреждане WA членовете, T'ofi“e сходящ при есяко TAXHO подреждане и има същата сума. 

Доказателство на теорема 1. Най-напред щеу новим, че ако ὅὃ,, by, ..., b, e крайна ортонормирана система и 

“ всяко f¢ L e в сила 
, 

бележии Π 
ИзпЪълнено а B ἰ Ν 

( - Σ Σ 
i=1 

ΤΝ като векторите b; са ортогонални и единични, 19 

(=3 (0 ев )0 80—3 . ) ( 1) i= 
i=1 

:(f, bl)‘-(f’ bj) (bj; bj):o (jz:ls 2\"'v п)! 
уТ. Ε, ВЕКТОРЪТ # 

Наистина, 

f—2 (f, b) b, 
ἐξὶ 

е ОРТОГОНЗЛЕН на всеки от векторите bj. Ho тогава към npeACTaasmm 

ἵ:ἓ ¢, b) b.-+(f——§l ᾧ, b) b,



е приложима теоремата на Питагор. Ето защо 
n 

””'2:2 ’(f' bl) Ρ"'Η,-Σ („ 171) 61"2. 
11 i=] 

Тук използувахме равенствата | b, fi= 

избереи по произволен начин числото /г=!,.2 . 

B={b€B:[(f, 6) | > 0}, 
е 8ι- 6 εΒ:|0, 8)} <) 

.. И да положим 

различни елементи by, by, ..., b, на B,, броят 

рява неравенството 7 /2 |/ Тъй AT те „Които удовлетво- 
от (2) следва 

” 

Σ . byr>n 
i=1 

което заедно ¢ (1) дава л < #2 |IfI?, а това e противоречие. С това 
е установено, че всяко от множествата В, е крайно, и а) е доказано 

Сега ще покажем, че редът Σ 1(/, #) Р e сходящ, и ще се 

BB 
убедии във валидността HA неравенството OT B). Съгласно а) еле- 
ментите на B, могат да се подредят в безкрайна редица 

by, 6,,..., byl 

При това 38 всяко n=1, 2,... ще бъде изпълнено (1). Следователно 
редицата от парциалните суми на разглеждания ред e ограничена 
отгоре от числото Н/?, Тъй каго членовете My са неотрицателни, 
той е сходящ и е изпълнено перавенството във в). 

Сега 6) следва от общата теорема на Питагор. С това Teope- 
мата е доказана. К 

Да изясним геометричния смисъл на сумата на реда ot 6), Нека 
Де сечението на всички затворени подпространства на L, които 
съдържат B, Тъй като Д8 и L; e затворено подпространство 
на L, векторът 

β ΠΕΣ (. 0) b 
2 

принадлежи очевидно на /л. Освен това векторът f—f, е ортого- 
налей с всеки вектор οἹ B, Наистина нека by ¢ Β, Тъй като скалар- 
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. ното произведение е непрекъсната функция, произведението (f;, 64) 

може да се получи с почленно умножение., Ето защо 

(-- , 99-(, 29- δ᾽ (. B ¢, b 
8 

Ξ (f! bO) - (fv bO) (bO’ bo) =0- 

Taka nokasaxme, че (f — )Ὲ BL. 
Тъй като mo предложение 6.2 81 съвпада с Ly, векторът f—h 

се оказва ортогонален Ha L;. Ето защо равенството 

f=h+(f—F) 

е точно представянето Ha [ съгласно Teopemara за проекниите. С 

други думи, Л e проекцията на Гвърху подпространството Гл на L. 

Очевидно Гл съвпада със затворената обвивка на линейната обвивка 

на B. Ето защо Ll се състои OT границите на всевъзможните схо- 

дящи редици с членове от вида 

n 

. Σ λὶ bh 

където bl ca eneMeHTH Ha В, а ).,--скалари. 

8 10.10. БАЗИ В XWIBEPTOBUTE TIPOCTPAHCTBA 

Максималните в смисъл μ Цорн ортонормирани CHCTEMH OT 

елементи на хилбертово пространство L се наричат бази на L. 

Очевидио една ортонормирана система В e L e база на L 

точно когато освен нулата няма други вектори om L, който ca 
ортогонални с всеки елемент на Β. Все едно В е база точно 
когато Bi={0}. Ще покажем още, че ортонормирана система B 
в L е база на L точно когато всяко затворено подпространство 
Ly на L ¢ LyDB съвпада ¢ L. Нека най-напред B е база и L; е 
затворено подпространство с Ly D B. Ако допуснем, че Σ ΞῈ L, по 
теоремата 38 проекциите ще съществува ненулев вектор, ортогонален 
¢ Ly, а следователно и ¢ B, и това очевидно позволява да се раз- 
шири B, Ако пък B не е база, тогава съществува ненулев вектор 
с, ортогонален на всеки от векторите на B. Ето защо подпростран- 
ството Ly={c}+ Ha L e загворено, различно е от L, и съдържа Β. 
Bce( едно B е 6asa mouno xozamo 3ameopenama линейна обвивка на 
В (сечението Ha всички затворени MOAMPOCTPAHCTBA на L, Kouto съ- 
държат B) съвлада с цялото L 

10. 10.1. Teopema. Нека L e хилбертово пространство. Тогава 
ecm«}l ортонормирана система в L се съдържа в някаква база на L. 

оказателствоао. извършва се чрез стандартно използу- 

paHe на лемата на Цорн, 
Ot теорема 1 следва, че всяко хилбертово пространство прите- 

жава бази. Следващата теорема показва, че и в общия случай те 
продължават да играят онази роля, която имат в Π u C°, 
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10, 10,2, Теорема. 

ваза г?;: #.. Toeuaa а всеки aexniop / 

o скаларните 
щн»:. 

от кул редет N\ / b) b 4 сходящ и eat 

) Кя 

@ пуе 57 ( 6) # 
КВ 

на реда вдясно На (1) e 

оказателства, Сходимостта 

Л 
лно by € B имаме 

установена Β теорема 9.1. Ot apyra страна, 88 NPOH3IBO 

σ-Σωωαωμωω-Σφωωφ
ὼ 

%8 
B ᾿ 

=(fv 00)"“ (,» bo) (bO) b0)=0) 

тъй Karo скаларното npousse:(eHHe е непрекъснато Η сисгемата B е 

звенства показват, че векторът 
ортонормнрана. Тези ра 

- Σ Φ ὃ 
#68 

е ортогонален на всеки вектор от В. Тъй като В е база на / 

оттук следва 
: 

и (1) е доказано. 
) 

Cera (2) следва ΟἹ общата Teopema Ha Питагор (вж. Teopema 8.1). 

С TOBa TeopeMara е доказана. 

Равенството (2) може да бъде обобщено. Ако ре вектор от L, 

за него ще имаме 

Ето защо от непрекъснатостта на cxanaprTo произведение се получава 

G 9=Y У (¢ D) b (& δὺ δὴ " 
δᾺΒ δι(Β. . 

=6 9 ¢ b 
268 : 

Следователно | 
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@ =D, (5 @b, 
88 стпува beB с 

В рейлиия случай (3) се записва по-просто: 

«миого из 
) Хае (. &) & b). е пайсъи 

ὑ(Β следва, ς 
ча 

От тази теорема следва, че ако В е база на L, пространст ликней 

L е изоморфно ¢ ( (8), korato L е реално, и с & (B), Korang 
комплексно, Ще установим по-подробно това в реалния случай 1 

всяко Ге L трябва да съпоставим функция : Β — R, която “-На съгласно 

лира тъждествено вън от някакво изброимо подмножество “аи»,. еа ка L 

(вж. пример 2.4). Съгласно теорема 2 такава е функцията, Ощведед:“ те. 
Ὶ Ν 

Т (γ-(, b Ξζο 

88 произволно δε Β. 3a нея редът (2) е сходящ, а Сътласноа | Се 
това изображение запазва и скаларното произведение. Линед“ЧХ 

операции също се запазват. Ело защо остава само да Устани, 

сюрективността. Нека ЕЕРВ (B). Тогава редът Σ (ε (b))’euom‘ е 

и b¢B 

и съгласно общата Teopema Ha Питагор сходящ € и редът HOCT, 

f= Σ 8 (6) е. 

в се 

За така получения елемент [ на L очевидно имаме f=g. Уя 
Така виждаме, че BCAKO хилбертово пространство € o1 Вида [t 

2 (или Ге в комплексния случай) за специално пространство на Леба 

(X, L, f ). С ToBa получаваме HOBO доказателство на теоремата за . 

нейните функционали от 5 7. Нанстина cera тя следва от теорема 9.34 
10.10.3. Теорема. Пека L e хилбертово пространство, в By 

С са бази на L. Тогава множествата В и С са равномощн, m.¢. 
съществува биекция В:В-С. 

Доказателство. Нека най-напред базата В е крайна. Τὰ 
като тя е линейно независима система (вж. § 4), от (1) следва, « 

L е крайномерно линейно пространство и B е негова база. Некаа 
е броят на елементите на Β. Тогава B L не може да има лине 

независима система с повече ΟἹ л елемента. Ето защо и С е крайи. на 
Но тогава и С e база на крайномерното пространство L. Брот Β. 
елементите Ha С също € п съгласно една добре известна теорей 
от крайномерната линейна алгебра. С това случаят, когато HAwkd ‘;e 
множествата B или С е крайно, е разгледан. 

Нека сега някое ΟἹ тези множества -- например B, е изброна и 
Да озвачим с С) съвкупността на всички ¢ € C, за които oo 

: : #



че С, е пай-много изброимо. слелдва, Да озн B 
линейна обвивка на С). ΤΌ като за всяко ь: !Бши.:ац затворената ме 

слу 0,9 b=§'(b,c)g Уча L 
се н <С) 

Crag а (), то belL,. Ето Ну съгласно B 1. защо BCL | 

На"д база на L. Ето защо Ly=L. Това вече покъзв?Т Ддруга страна, B e 
1. е. максимална ортонормирана CHCTema, Тъ ка,точессж е база на [ 

ожество и на всяко А 00 е 6е3кр3ИН0 MH е“8 е съпост 

“од, OHMO множество C,,- авено MO едно най- иного 800 5, оОбедин = ῃ , динението С = IEEJBC,, има мощ- 
ност, която не надминава мощността на B. То 
одределени елементарни познания от 'reopmna на ;Р![-]О)]:[(ее::з:атъзи%ва читателят не желае да следва този път, би могъл да опита а ко 

каже твърдението директно с лемата на Цорн. За целта можедо. се използува съвкупността на всички тройки (X, Y, J), където Хд: 
Y са подмножества съответно на В и на С с една и съща затворена 

" линейна обвивка, а f: А — 6 биекция. , 

ебег | § 10. П. БАЗИ НА ПРОСТРАНСТВАТА L2 ([ —x, =]) U ιἓ ({--- π, «)) 
32 χῃ. 
95 В интервала [—m, к) да разгледаме съвкупността на непрекъс: 
" натите функции /:|--т, π]-- К. Ако снабдим С ([---π, я)) с рима- 
Bu новия интеграл 

m e, π 

f ΟἹ ах, ΤΩ " 
ч - 

# получаваме пространство на Даниел. С L ([—m=. w]) ще созначаваме 
минималното му лебегово разширение, Така nonyqasame пространство 

на Лебег ((-- #. =], L, f), Съгласно npumep 7. 6.4 същото простран“ 

ство се получава, като се разгледат рестрикциите на сумируемите 

o B R функции a0 интервала [— =, π]. След като разполагаме с това 
лебегово пространство, можем да образуваме съответнит?е му реално 

H комплексно хилбертово пространство L? ([—m, п)) и ἐς (-π, π)}. 

В този случай константата 1 е сумируема и следователно 1 

“2 ({-- π, я). Оттук за всяко fe 12 ([—m, =) получаваме 
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[Ξαβ , 161 ([ ==, =], 
4,8 L (-πὶ я)е ([~ 7). Аналогично 1 ({ в с L. Читателят ще провери също така, че са изпълнени и включианияга 

ς (["'fl, n])cLZ (["""' πυν Cc (ι-πι π])ςιἓ “"’uv πυ’ Да разгледайе функциите 
1, cos x, cos 2x%,..., ¢o8 nx,,,, () { . sin x, sin 2x,..., 8in nx,.,, Тъй като ca непрекъснати в {—m, =}, те са елементи на L2 ( -, πἶ). Ще покажем, че образуват ортогонална система 8 12 (| —m=,xi). Съгласно дефиницията на скаларното произведение трябва да про- BepUM равенствата 

T 

f cosmx cosnx dx=0 (mEmmn=0,1,2,..), 
- κ 

5 
. 

f sinmx sinnx dx=0 mEmmn=1,2,3,.. D, 
- 

т 

f cosmx sinnx dx=0 (m=0,1,2,...; n=1, 2,..), 
- 

а TOBa става директно, 

За нормите на функциите (1) имаме 

« . 
ι...ι:( flz dx)2=\/_—21c, 

T 

-π 

х L 
ffcos nxll= f cos’nx dx )2 =Jx, 

“ ΒΗ 
Ше f sin’nx dx )2 =y=. 

—T 

Ето защо функциите 

-l—- , -!- (08 x, ~—‘~.=.—- cos 2x,..., ι. со5 nx, (2) \l τ \/T‘ \/fl Jn 

еще БИ X, L sin 2x,..., LN sin nx, .. х ./к *1“



мирана система в 132 (|--+, “). 

Обра%в:; (;рт.;) gggemg. Функциите (2) образуват база на Г2 (--+, π}}. 

κ ο x'a ::1 ателство. Трябва да покажем, че всяка функция 

ferl* (—w=, «р, 

която € ортогонална с BCAKA OT функциите (2), е нула почти нався- 

къде- Това ще устаиовин Ha HAKOAKO стъпки, при BCAKA OT ΚΟΙ͂ΤΟ 

ще построяваме BCE по-големи нодпространства Ha } ({—m=, w]), на 

конто функцията f € ортогонална. През цялото време тази функция 

ще бъде фиксирана. 

функциите от вида 

я (x)————a2°-+2 (a, coskx+b, sinkx) (@,, б.6 В) 
#-1 

се наричат тригонометриячни полиноми. Тъй като те са линейни 

комбинации на функции (2), то f е ортогонална с всеки тригономет- 

ричен полином. 
Нека сега geC ([—=, πῇ и g (—=) = g (π) . Съгласно теоре- 

мата Ha Вайерщрас — Стоун 38 всяхо в > 0 съществува тригономет- 

ричен полином Й, за който е изпълнено неравенството 

3 1я (х)--й (x}i<e 

88 всяко x € [—=, к). От равенството 

@ _ffifg= fth+_fflf ῳ--ἢ 

получаваме 

Θ | ftf σ-. [πἷ(ὲ-ὰλ 

тъй като / е ортогонална с . Ot (3} и (5) следва 

Тъй като положителното число & е произволно, оттук следва f fg=0, 

- . o 4 

поради което / e ортогонална с всяка функция geC ([—=, π|} с 
5 (-- π)Ξξ Ὶ (к). Това бе най-съществената стъпка в доказателството. 

Нека cera g e произволна функция ot С ([ —=, к|). Ще покажем, 
че 38 всяка г > () съществуват функция ЙЕС ({---π, я)) ¢ #й {---πὴ 
=h (я) и гр--й ! < е. За целта за произволно n=1, 2,... да οὔ- 
разуваме непрекъснатата функция Й., която съвпада с g в интервала



[ 1 u] , удовлетворява условието В (— «) (%) ие линец 
‘_1‘+Ty 

B интервала [——1:,-—1\:4-—};]. Ако M e константа с 15 (x)\SMa\ 

всяко X € [—®, T очевидно 

: еа 
ι Ero 8881 

1 
Ha 

. -πτ-- 4 M2 ‘ ᾽ 

Ξ f "4 =2 

2 ченото нарас \ 
Тъй като 4 ,:и клони към нула с неограни арастване на η 

я h с желаните свойства е установено, 
ествуването на функци 

) | 

съЩСеГау от (4) отново следва (5), а съгласно неравенството na\ 

Коши - - Шварц ot (5) се получава 

с 

Θ | га <П lg—hlzseift х 
--τ 

където 

Оттук, както и в предишната стъпка, заключаваме, че функцията 

е ортогонална на всяка функция OT С ({—=, «р. 

Нека този път g е ограничена функция OT 1 ({—=, +)). Το- 

гава съществува константа M, за която е изпълнено неравенството 

g (х)|< М за всяко χεῖ--π, w]. Тъй като ge L({—=, =), πὸ 

определение (вж. 5 6.2) съществува фундаментална редица \ 

(7) Ris Йо, чееа By o e 

or функции от С ([—m, =]), KOATO почти навсякъде клони към р От 

Изрязвайки отдолу и отгоре ς M (т. е. като си послужим с функ ‘ 

циите sup (— M, inf (k,, M))), можем да си осигурим и неравек 

ствата |k, () | < Μ за всяко χ € [—m, πὶ и 88 всяко n=1,2,... Се 
га от теоремата на Лебег се получава ι 

т 

е ο Ng—h, Ве f (а-- А —=0. ©) 
-π \ 

Ето защо 3a всяко в >0 съществува ke С (---π, я)) с Lg—hh<e 

По-нататък разсъждението приключва, KAKTO B предишната стъпка. 

С това показахме, че функцията [ € ортогонална KA всички ограв- ι 
чени функции от L? ([---π, π|). 

Накрая нека g е произволна функция ot L2 (|--+, я)). 320 
изволно n=1, 2,... да разгледаме функцията ‘ 

hy=sup (—n, ini (g, n)). 

Ha



което поради произволността на & показва , Така внждаме, че функцията f е орто or 15 ([—= =]). Тъй като ς 12 ( --к, «)) 
,:0 и теоремата € доказана. ᾽ 

3 Тъй като 1 ([---π, π|} е комплексната диней [2([—=, =]), от тази теорема следва, че (2) е база и на L2 Това MPOCTPAHCTBO притежава обаче и по-удобна база. Да ( =. функЦИИТе 

inx 

e ᾽ 

където л пробягва съвкупността на всички цели числа. Те са o гонални две по две. Наистина при т ΞῈ й имаме ) pro- 

imx inx i (m—n) х f e e dx= f =z Χ 
-Ξ --π 

1 i(m—n) x “ 

ΞΤ ς =0 
--π 

ΟἹ друга страна, 

я ΕΗ КАу i тя |2 2 2 - еА Пе «« А( O у 
--κπ -π - 

Ето защо функциите 
(9) 1 е1 nx | 

ру 

образуват ортонормирана система B /2 (--я, ). 
10. 11.2. Предложение, Функциите (9) образуват база на 

пространството 14 ([ —=, π}). | 
Доказателств 0. Нека L; e затворената линейна обвивка 

M тези функции. ΟἹ формулите на Ойлер 
1 inx —1nx 

со8 flx=——2— (е + е ) „ 
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sin nx= _L (e' не ш е-! le’) 

(n=0,1, 2,.. .) следва, че всяка OT функциите (2) принадлежи на Ly, 
Тъй като (2) образуват база на 12 ((—=, =), то Li=L% ({—m, πῇ). 
Ето защо и (9) e 6asa η L% ([—=, πῇ. С това предложението 
е доказано. 

Задачи към десета глава 

Елементарни свойства на хилбертовите пространства 

Задача 1. Да се докаже, че реално нормирано пространство е предхилбертово 
точно когато B него е изпълнено тъждеството 

ЕУ Р + х--у2-2 χ 15 Ἐ2 пу,2. 
Задача 2. Предхилбертово пространство е хилбертово точно когато в него е 

изпълнена общата теорема на Питагар. 
Задача 3. Нека L е хилбертово пространство, а #, Ὁ: — L са линейни 

изображения, за които 

( (), у) « («, v ()) 
3, а всички X, y € L. Да се докаже, че 4 и U €3 непрекъснати. 

Упътване, Приложете теоремата за затворената графика. 
Задача 4. Ако L е реално хилбертово пространство, А е компактно изпъкнало 

множество в L с 0¢A иае τοῦκα от L ¢ a € A, съществува непрекъснат линеен 
функционал L8 Д с Е (х) < | за всяко XCA ul(a) >1. 

пътване. Убедете се, че в А съществува елемент Е с | Е--ай s 1х--а)| ” 
32 всяко X € A, и постройте ( във вида L (X) = А (X, ἃ --- ξ), където А е подходящ 
скалар. 

Сепарабелни пространства 

Едно нормирано прастранство се нарича сепарабелно, когато притежава изброимо 
гъсто подмножество. 

Задача 5. Да се докаже, че пространствата 1 (R7) (р Ἐ 1) са сепзрабелни. 

Задача 6. Нека (X, L, |) e пространство на Лебег и р = 1. Да се докаже, че 

1Ρ e сепарабелно пространство точно когато съществува такава изброима фамилия Я 
от сумируеми множества B X, че за всяко сумируемо множество A в Х да същест- 
вуват пренебрежими множества В и С, за които (ANB)U C е обединение на 
елементи на 2. 

Задача 7. Да се докаже, че пространството 1 (|а, b)) не е сепарабелно, а 
неговото подпространство С ((а, b)) е сепарабелно. 

Задача 8. Да се докаже, че едно хилбертово пространство е сепарабелно точно 

когато притежава изброима база. 
Задача 9. Да се посочи пример на сепарабелно хилбертово пространство Е и на 

вегово гъсто подпространство Ll» такива че не всяка максимална ортонормирана 

система B Ly е база на L. 
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