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Предговор 

1} мпого влучаи описанието, анялизът и изучаването на ре- 

ални системи се осъщоествяпа успешно и вравнително просто с 

изика па графите. По-очно това изучанане е свързано с на- 
мирането на структурии и числови характеристики па обекти 

ΟἹ тевория на графите. Пагледността на теоретико-графовите 

структури позволява на естествен и достъпец език ефективно 
да се формализират и решават достатъчно сложни приложни 

задачи, 

С езика на теория нпа графите успешно се описват проблеми в 

икономиката, автоматизираното управление на производството, 

плапирапето, гражданското и воепното строителство, проекти- 

рапето на съвременни изчислителини системи, слектротехниката, 

кваптовата теория па полето, генстичните системи и други οὔ- 

ласти. 
Предложената кпига с адресирана към читателя, интересу- 

ващ се от приложпия характер, изчислителните и алгоритмични 

асискти на теория Ha графите. | 

В първа глава. са далени някои класически резултати и ал- 

горитми ΟἹ тази теория, като OCHOBHO е разгледан въпросът 38 

съществуването 1A тези алгоритми, без да се обсъжда и комен- 
тира TAXNIATA сложнпост. 

Във втора глава. са дадлени важни и перспективни алгорит- 

мически методи в теория па графите и мрежите, като се отчита 

ляхпата ефективност. Пелта e да се формира у читателя цялос- 

12 и догически стройпа представа за алгоритмите, свързани с 

анализа на графи. 

Съдържанисто в края па книгата дава подробно описание на 

проблемите, разгледани в нея. 

Yucro приложният Xapaxrep па тази кпига обясиява липса- 

Та на излишна. матсематическа. строгост и формализъм па някои 
'MCCT«'J., което я прави иптересна. и достъпна за широк кръг чита- 

1% -- студенти, икономисти, ипжепери, математици, инфор- 

еТИЦИ м др. 

nmfla”_"menml'r в книгата матери 

заци, fla лекциониите курсове ”"Теори. 
Онни алгоритми в графи и мреж 

Ἕ”" OT специалностите математика, 

Ἢ PMaTuka и стопанско управление в 

софит Рилски” — Благоевград. 

ал авторът използва като ос- 

я на графите” и "Оптими- 
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Глава 1 

Теория на графите. Алгоритмичен подход 

1.1. Оснповни понятия B теория па графите 

мМпого транепортии, разпределителни задачи, задачи ча 1 

Gop па оптималпи мартрути или разположепие на центрове за 

обелужнане, задачи, евързани е изготвяне па оптимални гра- 

фици И разписания, се опиеват с езика па графите и мрежиле. 

Пай-общо казапо, редица физически, химически, икопомически 

и управленеки системи успешно се ишмерпретират и изеледват 

¢ теория, па графите. 

В много случаи тези задачи са линейни -- липейна ¢ както це- 

левата фупкция, така и всяко от ограниченията, ΚΟΟΊΟ озпачава. 

че ле са решими с методите на липейното оптимиране. Реални- 

те задачи (Тези, които достатъчно пълно отразяват действилтел- 

постта) обаче са с твърде голяма размериост, поради ΚΟΟΊΟ се 

палага да се търсят сфективни и гъвкави алгоритми по отноше- 

пие измепснието на изходните даппи. Теорията па графите дава 

добри възможиости за това. 

През 1736 г. Леонард Ойлер публикува първата работа по 

теория па графите в Сапкт Петербург, свързана с популярната 

задача за Кьонигебергските мостоне. 

Кьонигсберг (Калинииград), намиращ се тогава в Източна 

Прусия, бил MOCTPOCH на мястото па сливането на две реки и на 

jua острова. Островите били съсдинени помежду си и с бре- 

Чо;штс па реката чрез седем моста, както с показапно на черт. 

Черт. 1.1 

“aB"’“Ihm,'r бил, може ли жител на града, тръгвайки от до- 

Ма си (кой да с ΟἹ четирите участъка ΟἹ сушата A, . С 1) 
да 
“f ПР“МИПС по всеки от седемте моста точно по ведпъж и да се 

ърпе у дома. си,



. [.1. Теория na ,,mf:umr. Алгоритмичен nodro, 

за китайския пощальон, кой-. Ν . ΜΆΤΑ 
акъв род залачи - задачат и 

Do man адреси, разнасяйки ниемата, 
TO 1‘}1)!6]\&!1() да премине по псички 

м 

така че изминатият LT да ¢ минимален и да се върне там, or 

кълето с тръгнал; Ойлеровата залача за мостовете; задачача 

ца Уилям Хамилтон за обхождането па всички ребра па доде 

ькасдър, минапайки през всеки връх само веднъж, поставят Ha. 

чалото ΠᾺ развитието па теория на графите. През миналия ве 

развитието и използвапето па тази теория било свързано най- 

пече с биохимията и молскулярния стросж па вещшествата, както 

и с теорията па електрическите вериги и схеми. Последните 50 

годипи на ХХ век решаването на оптимизационни задачи в гра- 

фи и мрежи получава тироко развитие, обусловено от масовото 

използнане на мощни компютърни системи. 

Какво е това граф? Графът ¢ съвкуппост от две групи елемен- 

™ - точки (asprose) и линии (ребра), съсдипяващи някои двойки 

точки. ПНай-често точките се изобразяват в равнина, а лиции- 
те са прави, без това да e задължително. Ние ще разглеждаме 
графи, в които множеството У от върхове и множеството A o1 
pebpa са крайни. С други думи, ако 

У = {v),v2,..,Un} € множество ΟἹ върхове и 

Α Ξ {(u,v)|v; € V, vj € V} е множество от ребра, 

съвкуппостта G = (V,A) ще наричаме неориентиран граф. При 
10на ако елементите на мпожеството A ca наредени двойки (v, 1)) 
! : ! ity ) 

14]’)22):14;1';;:; HFIPH‘;BM(, aé)ucmnupan, а елементите на !\[HOH\'CCT]]OJTO 
, Σ на чаме йвги. а определе "1 ата" # ределеност по-нататък ¢ С = (У, А) 
ий = (V,E) ще бележ # Е) ще бележим съотве" ἣ . 
граф. ветно неориентиран и ориентиран 

ПРИМЕР 1.1, 

ει е2 
с 

Yy 
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В пример 1.1 са изобразени neopuentupan (вляво) и ориен- 
тиран граф (вдясно), Върховете v и v, се паричат краища на 
реброто, респективно на дъгата (щ,щ). Върховете ш и vy се паричат CHOTBETNO началсн и краси арвт на дггата. Когато на- 
чалният и крайният връх на дъгата съвпадат, дъгата се нарича 
още примка. Такава е дъгата eg na ориснтирания граф в горния 
примеар. 

Ако в един ориептиран граф игпорираме посоката на дъги- 
те, ще получим съответен неориентиран граф -- неориентиран 
дублихат, двойник. 

ὍἈΛΗ връх и адпа дъга (ребро) ще наричаме цнцидентнии, ако 
върхът се лнява пачалеп или краен 38 дъгата (край на реброто). 

Когато два върха v, v; са съединени с повече ΟἹ една дъ- 
га (ребро) (1;,1;), дъгите (ребрата) се наричат паралелни и се 
абозначават с помощта. на индекси. Например 

(vi,uih ( 

v; 9 ц м 

(”5!”])2 ("6105)2 

Графите, в които съществуват паралелни дъги (v;,v;), обик- 
новено се наричат мултиграфи и се явяват някакво обобщение Ἠᾶ 
понятието граф. Ако най-големият брой паралелни дъги е 8, то 
графът се нарича s-zpag. Очевидно графът без паралелни дъги 
¢ l-rpad. 5-графите описват реални физически, управленски и 
други системи. Например в електротехниката, изобразяването 
на слектрическите вериги почти винаги се явява 5-граф зара- 
Ди възможността паралелно да бъдат включени няколко елек- 
Трически компоненти. В системите с гарантирана надеждност 
връзките между пай-важните възли (устройства на системата) 
често са пай-малко дублирани. Такива системи се описват с 
5-графи. 
ве дъти (реора се"наричал”Свседни двги (ребра), ако са инци- 
Дентни с един и същ връх на графа. Такива са например дъгите 
(ребрата) ез и е4 от пример 1.1. 

Лва върха се наричат свееднии asprose, ако съществува дъга” 
Рребро), която ги съединява. Такива са върховете п и vy OT 
Ipumep 1.1, Върховете щ и 5 не са съседни. 
„ UPnerrupanust граф може да се опише KATO се зададе мно- 
Жество У (от върхове) и релация Г, дефинираца. във V, която 
Показва как са свързани върховете. В този случай графът се
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8 Гъ Teopur на spagume насе нн 
обозначава като двойката G = (У,Г). ( 

За ориентирания граф от пример 1.1, V= 1,2, а 145 5 ) и 

га) = фъе Dvg) < (ъ) П) = 9 Ра) () 10) 
{v1,vs}, където Г(0;) ca върховете, лвяващи се крайни за дъгиче 

с начало v;. 

Когато графът e пеориентиран или смесен (има и дЪгИи и реб. 

нтеп ориентиран граф, полу 

ра), релацията Г задава еквивале : ἈΝ 

чаващ се OT изходния чрез замяна. M3 всяко ребро с двойка про- 

тивоположни дъги. 

Обратната релация Γ Ί( зад 

38 които в С съществува дъга (Ὁ,; 
например 

ава мпожеството върхове v, 

щ). За графа от пример L. 

г() = {vs}; Г-1(„2) =0; ]:"1(1;3) = {v2,1;4} μ T I 

Ἠ Очевидно ако графът е неориентиран, за всяко Ui ЕУ 

! 
Γ'“Ι(υ,“) = Г(щ). 

Когато V; = {v1,v2y «« Ut} е MHOKECTBO OT върхове, под I'(V;), се 

разбира 

Г(1)1) U F(Uz) u...u Г(Щ). 

) се бележи 
Освен това с ΓΞ(υ) се бележи Г(Е(е)), с T3(v; 

Γ-2(υί): 
Γ(Γ(Γ())) и т.н. Аналогично се въвеждат означенията. 

Γ ὐ и т.н. 

Броят на инцидентните с върха v дъги (ребра) се нарича 

степен на вврха v; и се бележи с d(v;). Дъгата. (v;,v;) се нарича 

изгодяща за върха шщ и втодяща за върха т; (излизаща ΟἹ ΒΡΡ' 

ха ; и влизаща във върха +;). С 47 (υ) ще бележим броя на 

входящите дъги 38 щ, а с dT(v;) -- броя на изходящите 32 % 

дъги. Тези числа се наричат съответно полустепен на ezoda и 

полустепен на изтода на вврта. 

Върховете със степен 1 се наричат висящи ввргове на графа: 

а върховете със степен 0 се наричат изолирани BEPLOBE. 

ΟἹ дадените определения очевидно следва верността на след” 

ните твърдения. .
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L Осенов" 

„ TEOPEMA 1.1. Ако С = (У, А) е произволен neopuen- 
тиран граф, то: 

а) Σ d(vi) = 2m, квдето т e 6posm на pebpama; 

weV 

б) 6роят на вврховете с нечетиа степен е четно число, < 

гостта па а) очевидно следва ΟἹ факта, че всяко ребро е 
два върха. Подточка 6) следва от а), като Верн 

дидентно с точно 

пземем предвид релацията 
И 

п k п 

() у4) =) α(νὴ + Σ ἀζυὴ, 
i=1 i=k+1 i=1 

Vg сме обозначили върховете с четна. степен. 
където с Vg, 093 ) 

бираемо в (1.1) са четни, то и 
Очевидно, щом сборът и едното съ 

п 

другото събираемо Σ d(v;) e четно. Тъй като всички членове 

i=k+1 
на Тази CyMa са нечетни числа, TO броят 

сума трябва да с четно число, което и тря 

В случай па ориентиран граф G = (У,Е), очевидно имаме 

на събираесмите в тази 

бваше да обосновем. 

L 4ъ) = d*(v;) + 47 (ἡ); 

2 Σ а (щ) = Σ 47 (υ) < т, където M 6 броят на дъгите. 

чЕУ ву 

предмета трябва да се 

чекмедже ще има попе 

дение. 

nogT принципа на Дирихле "ако п + 1 
а :BHT B п чекмеджета, TO B попе едно 

редмета” следва верността и на следното твър 

> ТЕОРЕМА 1.2. Bse всеки прост граф С (без паралел- 

не два различни " двеи (ребра) и примки) саществуват no 

вврта с една ч сеща степен, т.е. свществуват υἱ и Ὁ], 3а 

които d(v) = d(v;). 
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ДО каза 
. 

изолирани и; елстъво: Ако всички върхове на такъв граф са 

и поне два върха са изолирани, твърдението е вяр- 

по. 

o 

" ξΙΘΚἂ неизолираните върхове на графа ( са n+1 на брой — 

1y ὕχ,....,ὺ Un, Unt1. Степента па всеки неизолиран връх е число 

от множеството {1, 2,.., п). От принцинпа ча Дирихле слелва, 

че поне два неизолирани върха ще имат одна и сЪъща степен. < 

волна последов ал
елнпост 

следователн
ост о0из: 

т.е. краища. на дъгата o; се явяват върховете щи Vigl- B’hp- 

а веригата (начален 8psT πα веригата), 

хът V1 се нарича начало н 

а върхът Untt се нарича край на веригата (краен apsr на 8epu- 

z2amaj. Понякога ще казваме, че веригата. съединява началния 

връх с крайния. 

Под двлосина (мощност) на веригата се разбира броят на 

участващите B нея дъги, 810 приемем, че всички дъги са с дъл- 

Жина единица. Впоследствие 32 дъгите ще въведем попятието 

тегло (дължина, цена) и оттам понятието тегло (дължина) на 

веригата. 

ПРИМЕР 1.2. 

В при 
ример 1.2 дъгите а, Д, у образуват верига с дължипа 3: 

която съсдинява върха а с върха d.
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Верига, 3a която а; = (v;,%;41) 32 всяко i =1, 2,.., п, 
се нарича nsm (opuenmupana aepuza). Попятията dsaxenu- 

па на пет, начален и краен врат се определят както при 

BepuUra. 

[lampuMep дъгите O, 6 определят път с дължина 2, свързващ 

върха @ с върха d. Ясно e, че според дадепите определепия 

всеки път е верига, по не всяка Bepura е път (е ориентирана). 

Например дъгите 7, β, « са верига, но не са път между върхо- 

вете d M a. 

Контур се нарича Bepura, на KOATO началният и край- 

ният връх съвпадат. Под двлоеина na контура се разбира 

дължината на съответната верига. 

Пиквл се нарича път, па който началпият и крайният 

връх съвпадат. Под двлосина на циквла се разбира дъл- 

жината на съответния път. 

1. Ясно e, че всеки цикъл е контур, но не всеки контур е ци- 

къл. Например дъгите δ, v, й ΟἹ последния пример обра- 

зуват цикъл с дължина 3, който в същото време е и ΚΟΗ͂ΤΥΡ. 

Дъгите α, B, p образуват контур с дължина 3, който не е 

цикъл. 

2. HPH изчисляване на дължината. всяка дъга се OTYATa тол- 

кова пъти, колкото пъти тя влиза. B дадения път. 

или цикъл се наричат прости”, ако 

с повече от две дъги — с други 

рът или цикълът пе съдържат 
Една верига, лът, контур 

НитТо едик връх не е ишцидентен 

Думи, ако веригата, пътят, копту 
BLTpe в себе си контури. 

При неориентирани графи ще изп 
Е;*:) и цикъл (прост цикъл), които п 

ΜῊ се дефинират. 
- Π τ 

ици (вж. (11--18)) терминологията ¢ раз- Ν 
'"ΗΠΒ различиите литературни източи 

на. Например в [3] при пеориентирани графи OCHOBHOTO понятие е маршрут 

и ребра е наречен верига, а веригата. 
Ἢ 

с ξ: нас — път), Маршрутът с различн 

Злични върхове — път, т.е. TAXHOTO понятие BT съпвлада с нашето прост 

път. В |2) термимологията е трета и т.н. 

олзваме понятията път (прост 

о естествен и аналогичен
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бяваме и г 
Ὦ пеориентирани графи вместо път ще употре И Тер. 

лица маршрут. 

ПРИМЕР 1.3. 

B пример 1.3, дъгите ey, €3, €3, €4, €5, ев образуват THKDBA 

к с начален и краен връх vy, но този цикъл не е прост, тъй като 
върхът Uz е инцидентен с повече ΟἹ две дъги, т.е. вътре в този 
цикъл се съдържа пикъл. 

Цикълът, образуван ΟἹ дъгите €3, €3, €4, € прост цикъл. Пъ- 
тят €1, €3, €3, €4 не е прост път, тъй като съдържа в cebe си 
цикъл, Лътят €, 62) ез е прост път, 

ЗАДАЧА 1.1. Изобразете графично проста верига и верига, която не е та- 
кава. 

1.2. Видове графи. Подграф. Оп й. Щавиета ὶ ф. Операции с граф 

Вече споменахме, че прост граф — това е граф без паралелни 
дъги (ребра) и примки. 

Когато 3a всяка двойка върхове съществува ребро, инцидей“ 
} TEO с тях, графът се нарича полен. Бележи се ς K,, когато 

графът е неориентиран с п върха. “ 
Понякога на. всяка дъга (ребро) на графа ( се приписва (СЪ" 

пог,тавя) число, наречено "тегло”, “двлоеина”, "стойност”, ΄ 
на” на. дъгата. Приписаните на всяка дъга ( ебро) числа мО 
гат да са няколко W освен на дъгите (ребратав, съответни чИе 

? ла. могат да бъдатТ съпоставени и Ha върховете. В различните
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e μ 

случаи, B зависимост OT €CTECTBOTO па задачата се употребява 
пай-близката ΠῸ смисъл дума. НПапример при търсене на ми- 

нималти (НаИ-краткН) пътища, теглото па всяка дъга паричаме 
" Jsamcuna на двгата”, 

Граф, чийто дъги (ребра) или върхове имат съотнет- 
пи тегла, се нарича мрежа. 

Най-често теглото па дъгата (у Ὁ}} ще бележим със ο , щ), 
су или с(ек), където е) = (щ, 1), както и с d(v;, v;), p(vi, ;). 

Ако p e някакъв път, например път ΟἹ дъгитТе е1, 62) ..) Ck, 
под тегло (двложжина, стойност, цена) на патя р се разбира най- 
често сумата OT теглата (дължините, стойностите, цепите) е(е;) 
на неговите дъги, т.е. 

o)=Y α(ε;). 
ei€p 

Ще припомнпим, че KOTaTo CTaBa вънрос 33 броя πὰ участва- 
щите в даден път (или верига) дъги, ще употребяваме термина 
мощност па пътя, Ясно е B KoM случаи дължината па пътя съв- 
пада с мощността. 

ЗАДАЧА 2.1. Вярно ли е твърдението ” Един граф ¢ свързан тогава и само 
тогава, когато няма изолирани върхове”? 

Oma.: Не (вж. пример 2.3 6). 

ПРИМЕР 2.1. 

ο----ο 

а) 6) в) 

Изобра.зепите в пример 2.1 графи са пълни, CACHOBATCINO и 
свързани. 

Цеориецтиран граф, в който 33 всеки два върха съществува LT, който ги свързва, се нарича сеерзан граф.
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Ориситиран граф, на който съответният му ипеориентирац 

дубликат ¢ свързан, се парича савраан оривнитиран граф, л.е, 

ориситиран граф, п който за всеки два Ο ΧΗ слипествува пе 

рига, която ги сиързпна. 
Граф, който пе съдържа цикли, се нарича ацикличен, 

Граф, който има един пвръх, се парича трианчален. 

Графът С = (V, Δ} се парича еднородси (]н:иулл]н:п), ако в це 

го всички върхоне имат елпакви степепи. Пълният граф K, е 

{n = 1) есдиородеп. 
Погкъспо ще разгледаме и други видопе специални г 

бИП(ППЦ)НИ, ()йЛ(!])ОПИ, хамилтопови и др. 

Που:ι}ιπ очевидната връзка. между ориситиран Грдф и лпуч 

ленпа релация, дефинирана в множество V, по астествен път се 

въвеждат понятията рефлсксиаси граф (за всеки връх има прим 

ка), симетричен граф (за всяка дъга стъществува противополож- 

па), актисиметричен граф (пяма противоположни дъги и прим- 

ки) и транзитивен граф (ако има ориентиран път ΟἹ ; до 1y, 

дъгата (vi,v;) € Е). 

6) 

ПРИМЕР 2.2. 

е 

а) 5 

рафи 

Е 
Изобразенит 2.9 рра а еп . Р те в пример 2.2 графи са свързани, по не са пъл- 

ПРИМРР 2.3. 

υ ч 18 

- vy 

м ς .------- 
п v2 O » 

υ» vy
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Изобразените B пример 2.3 а) и 6) графи не ca свързани (ca 

uccm,paalm), защото няма верига, свързваща върха шщ € U3, как- 

то пяма. верига, свързваща Us C vg. 

Всеки граф С може да се разглежда като някаква CLBKYN- 

пост от свързани графи. Тези графи се наричат компоненти 

па дадения граф. (Свързаният граф може да се разглежда като 

еднокомпонептеп.) 

ЗАДАЧА 2.2. Кои ca компоцентите на графите ΟἹ пример 2.3. 

Графът G = (V,A) се нарича 2-zpomamuuen (биполярен), ако 

множеството от върхоте му У може да се разбие на две подмно- 

жества И и Va, такива, че И П ὰ =0, И UV; =V и всяко ребро 

съсдинява. връх от И с връх от Vo (никои два дърха ΟἹ едно и 

също V; не са съединени с ребро). Класовете И и V2 се наричат 

громатични класове. 
По естествен и аналогичен начин може да се дефинира т-хро- 

матичен граф при г > 2 (направете ro). 
Биполярните графи ще бележим обикновено с G = N, Vo, А) 

или G = (V1UV2,A)- 

ПРИМЕР 2.4. 

Граф Gy 

Графът Сл ot пример 2.4 e 2-хроматичен (биполярен), а гра- 
Ἢ 

φ Ἄ Сз е 3-хроматичен. 
KO в простия биполярен граф С с класове (V1,V2), за всеки 

в ΡΈΧ ΕἸ и v; € Vo съществува ребро (v;,v;), To графът С се
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и се означава С Ау аКО Vi има т 

ичен граф (направо- 

роматичпи графи 

нарича nsaen биполярен граф 

върха, а Уз има 8 върха. 

Аналогично се дефинира 

те го). Графите от пример 2.4 пе са It 

πη свойства, харак- 

казва полезно улес- 

блеми, които 
ат пякоИ специфич: 

терни само 88 тях. Това в много случай сео 

нение при решаванет 

се описват с такива T 

понятието биполяреян граф. 

ь TEOPEMA 2.1. Пеориентираният 
граф G € 5unoa/l;lp;;’cnmr{naozaga

 

и само тогава, когато не садврока цикли ¢ нечетна 
# 

= (V,4) е бипо- 

Доказателство
: Пеобтодимост: Нека С 

лярек граф с класове Хи У, т.е. 

ΧΟΥΞΥ͂ υ ΧΟΩΥ͂ -ῇ. 

с нечетна дължина T1, #2, 

¢ X. Очевидно следвалщи- 

ринадлежи на Y, 
Да допуснем, че съществува дикъл 

.. < T1, който стартира ΟἹ връх #1 

΄ ят връх (вторият връх) от цикъла трябва да п 

по-следващият (третият) отново на 

ховете с нечетни номера в цикъла принадлежат на Х, а тези с 

четпи номера — Ha Y. Допускането, че съществува цикъл с не- 

четна дължина означава, че върхът T1, който по предположение 

беше ΟἹ X, трябва да принадлежи па Y, което е невъзможно. 

Jocmamsunocm{2]: Hexa cera в графа С не съществува цикъл 

с нечетна дължина. Да си изберем върха Z; и да го маркираме 

с "Ἐ Да изпълним следната итерационна процедура. 

Взимаме вече маркирания връх T; и маркираме всички вър” 

хове от множеството Г(а;) със знак, противоположен Ha този, С 

който е маркиран +;. Изпълняваме тази операция, докато ил;»[ 

*) ( всички върхове са маркирани Ῥ и TO " 

седни върха са маркирани o i пе осеки ἀδὰ “ р с противоположни зпаци, или 

ἘῈ - 

от ЗПЗЦЖОЗЗЗЗ 253 пример Z;, , който вече е маркиран ¢ един 
) ъде маркиран ΟἹ I 

ῳ 
ΤΒ 

- 

тивоположен Ha този, които вече има, PIJIII)/Iy ръх със знак Про 

#+) 
(*¥**) за всеки маркиран B . 

ран връх T;, всички върхове ΟἹ множес” 
твото Г(а;) вече са маркирани: 

«ирани върхове. рани, но съществуват все още немар”
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В случая (*/% всички пърхопве, отбелязани ¢ 4" отнасяме към 
мпожеството X, а отбелязаните (маркираните) с ?-” към мно- 
жеството Y. Очевидпно в този случай графът с биполярен. 

В случая (#”) върхът «;, трябва да бъде маркиран ¢ ”-+” в ня- 
кой път (маршрут) /4, състоящ се от върховете #4) #45 ..., #ф 
като зпаците ”” и =", съпоставяци па тези върхове при дви- 
жепие 1o мартрута μὲ (от върха #; към върха ;) образуват 
редуваща се последователност OT плюсове и минуси (или обрат- 
по), Апалогично върхът 1;, ще бъде маркиран с ἢ -- в някой 

марштрут |1з. Нека +” с предпоследния (последен е 14, ) общ връх 
па маршрутите μὲ И jlg, както с показапо на чертежа долу. 

Π 

1 

. Axo върхът «“ ¢ Maprupan ¢ ? +”, TO участъкът ΟἹ «“ Ддо 
ту в μὲ ще бъде четеп, а участъкът ΟἹ ¥ до Zj B μᾳ ще бъ- 
де нечетен. Ако върхът «“ с маркиран с” -”, то участъкът B 
марлирута μὲ ще бъде печетен, а в μῈ — четен. Следователно, 
цикълът, състоящ се ΟἹ участъка (+” - 1;,) на μὴ и съответния 
участък (T, -#“) на iy има печетна дължина. Това противоречи 
ua предположението, че графът С не съдържа цикли с нечетна 
дължина, T.e. случай (+«) ¢ невъзможен. 

Случай (+ « %) означава, че между маркиран и немаркиран 
връх не съществува ребро. Тогава графът се разбива па две 
или повече части, всяка ΟἹ които може да се разглежда отделно. 
С други думи, отново ще стигием до случай (), KOCTO доказва 
верпостта на TCOPCMATA. 4 

Ше дадсем иняколко определения в неориентиран граф, които 

по лесен и сстествен начин се въвеждат и за ориептирани графи. 

leka С = (V, Л) с граф. Графът G' = (И”, ) се нарича. node- 
ту па ¢, ако V' и A’ се явяват съответно такива подмпожества 

на μ Δ, че реброто (v;,v;) принадлежи на Α΄, само когато v; и 

Ὁ: припадлежат на V', 
Графът G с собстаен подграф па G, ако множествата У” и A’ 

са собствепи подмпожества съответно па У и А. 

Понякога, това, че @ ¢ подграф на графа С ще бележим с 

" ς (΄.



18 Гл.1. Теория на графите. Д лгоритмичен ποῦτοὺ 

- - ey,
 

“ ͵ 

Пека С = (У, А) ¢ произволен граф. Ποκὰ VICV u A 

миожеството ребра па графа, които са ишцидентни само 

с върхове от К”. Графът (' = (V', 4) ce парича подграф 
͵ 

на графа G, породен от вартовсте 1 

Черт. 1.2 

Па черт. 1.2 а) и 6) ca изобразсени съотнетно граф G и под- 

графа С“, породен от върховете У "= {vy, vy, M, 15) 

o естествен път сс дефинира и попятиета подсраф, породен 

от пякакво множество от ребра. 

Нека С < (И, А) e граф. Пека A’ С Ди V' ¢ множеството 

от върхове па графа, инцидеитни с ребрата Al. Графът 

@' = (V', !) се нарича подграф на G, породен от ребра- 

ma Λ'. 

На черт. 1.3 ¢ изобразен подграфа, породен от мпожеството 

дъги Е = Дез,ез; €35, е6,ет) на графа от черт. 1.2 а).
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V2 Y6 е5 Ъ 

14 Vg 

Черт. 1.3 

.Y Подграфът Ο се нарича максимален подграф на С по отно- 
шение па някакво свойство P(roperty), ако G' притежава. ToBa 
свойство и не се ABABA собствен подграф Ha никой APYT подграф 
на GG, притежаващ това свойство. 

По аналогичен и естествец пачин може да се дефинира и поня- 
тието минимален подграф на графа G по отпошение Ha свойство 
Р. 

Аналогично се определя и понятието максимално и минимал- 
10 подминожество на HAKAKBO множество по отношение на свойс- 
твото Р. 

От казаното е яспо, че множеството върхове V' ma ребре- 
ΠῸ продепния подграф се явява мипимално подмножество па V, 

м " ͵ съдържащо крайните върхове на ребрата от Д”. 

͵ Очевидно пък множеството ребра Л”, на нородения ΟΥ върхо- 
вете Μή подграф, се явява максимално подмножество па A, чийто 

крайни върхове ca ot К”. 

Компонентите на графа С се явяват максимални свързапи 

подграфи na графа G, а покриващото дърво на един свързанп 

Граф С (което ще дефинираме малко по-късно) сс явява мини- 
мален свързан покриващ подграф па графа С. 

Ако (С - (V, А) е прост граф, графът а - (У, A”) ще нарич(?ме 
опвлиение на графа G, ако реброто (vi,v;) € A, точно KOTATO 

(vi,vj) ¢ A, 1.c. два върха са съседни B допълнението а тогава 

И само тогава, когато не са съседни B G- 

. Ще разгледаме някои основни операции (бипарни и унарни) 
С Графи.
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Обединение на графи. Ако Gy = (И, 41) и Су = (Va, 4,), 
To обединение на графите G и 62 ще паричаме графа 

Οι υ G2 = (Vl u Vz, А1 υ Α2) 

Дефиницията. може да се обобщи 38 произволен брой гра- 
фи. 

П и и - - - - -Ο τ 

Сечение на графи. Ако С) - (И, 41) и Gy = (Va2, 42), 10 
сечепие па графите Gy и G ще наричаме графа 

С1П бо = (V1 NV, A ΠΑ2). 

Често се използва и унарната операция отстраняване на врет 
— графът С - щ e породепият от върховете V — 1; подграф на 
графа G, т.е, С - v; e графът, който се получава от G след отстраняване на върха ; и инцидентните с него ребра. 

Използва се и операцията. отстраняване на ребро — графът 
6-- се получава ΟἹ G след отстраняване па реброто е (крайните 
върхове па реброто не се отстрапяват ΟἹ G). 

Отстраняването на връх и ребро по естествен начин се обоб- Щщава за произволен брой върхове и ребра. 
Отвосдествяване ца два върха щ и v; в графа ( се дефинира като замяна на тези върхове с нов връх, така че всички ребра ца графа G, инцидентни с v; и Uj, стават инцидентни с новия връх. 

Свиване. Това е операция, при която се отстранява. ребро е и се отъждествяват крайпците върхове на това ребро. Тази опе- рация се използва в HAKOU оптимизационни алгоритми, както ще 
видимМ по-къспо. 

Два графа ΟἹ и Gy се наричат изоморфни, ако съществува та- кова биективно изображение 1 между техните върхове и ребра, че: 

/ 
v;——s υἱ 

! ;o= (vv)— (v}, v}). 
vj— v}



2. Видове графи. Подграф. Операции с графи. Ларвета 21 

Enmua съвкупност ΟἹ ребра се нарича dspeo, ако за нея са изпълнени следпите две условия: 
1. pebpata пораждат свързан граф; 2. няма цЦикли. 

Opuenmupano дарво с дърво, па което всеки връх с изк- лючение на един (например ?1) има полустепен на входа едипица, а върхът υἹ има полустепен на входа 0. С други думи, никои две дъги не отиват (не влизат) в едип и същ връх, докато за броя Na изходящите от вЪърховете дъги няма ограничение, Едипственият връх vy, в който пяма входящи (влизащи) дъги, се нарича корен на ориентира- ното дврво. 

L 

На черт. 1.5 а) e изобразено ориептирано дърво с корен ὕ2. 
Съвкупността ΟἹ дъги, която се състои ΟἹ едно или повече 

дървета, ce нарича лес (гора). 

Черт. 1.4 

Съвкуппостта ΟἹ дъги, представена на черт. 1.4, образува лес ( гора) от две дървета. 

Heka С = (V, А) е произволен граф. Всяко дърво, οὔ- 
разувано ΟἹ ребра на G, включващо всички върхове па 
графа, се парича покриващо дврво. Аналогично се дефи- 
нира понятието покриващо ориситирано дврао. 
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По-късно ще докажем, че за всски свързан нсориентиран граф 

има покриващо дърво, докато граф с повече компопенти (вж. 

черт. 1.4) ππμᾶ покриващо дърво. 

На πορτ. 1.5 са изобразени покриващи дървета. 32 графа от 

черт. 1.2 а). υ 
Ч 16 е5 Vs (] 6 Vs 

o— 

и е 6 |е6 
е1 е2 (€6 е4 1 2 ( 

€3 
ο 

υ v3 V4 υ U3 Uy 

a) 6) 
Черт. 1.5 

Вярно ли e, че във всеки свързан ориентирап граф има пок- 
риващо ориентирано дърво? 

Очевидно дърво, състоящо се от едно ребро, включва два 
върха, OT две ребра — три върха и т.н. (индуктивно), дърво 
ΟἹ п — 1 ребра включва п върха. ΟἹ това следва, че всяко пок- 
риващо дърво Ha един свързан граф с п върха се състои отп-1 
ребра (вж. черт. 1.5). 

По естествен път се дефинират и следните попятия: 

- opuenmupan лес (гора) — лес (гора), състоящ се ΟἹ ори- 
ентирани дървета; 
- покриващо ориентирано ὃδρθο — ориентирапо дърво, KO- 
ето е и покриващо в същото време; 
- покриващ ориентиран лес - ориситиран лес, който включ- 
ва всички върхове на графа. 

Дърво в графа С ще наричаме всеки свързан ацикличен под” 
граф на графа С. 

. Ако Т е покриващо дърво в графа С = (V, A), то подграфът T на G, съдържащ всички негови върхове и само ребрата, не участващи в Т, се парича ко-дврво на Т. Очевидно, ко-дървото Т” пе e задължително да бъде свързано. Ребрата na едпо 0¥ риващо дърво Т се наричат клони Ha дървото, а ребрата На съответното му ко-дърво Т“ се наричат хорди. ᾽
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Ше дадем още две важни характеристики па сдик граф G сп върха и т ребра (дЪГИ), съдържащ k koMuonenrty. Panzsm 1a графа G се обозначанва. upes #(С) и се определя като π - ς т.е. (С) Ξ π -- . : | Дикломатичното число на 
дефипира като т - п 4 k. 

Очевидно ¢ равенството "(С)+ (С) = т. Тези две важни характеристики са свъ 
та на HOmIpOCTp&IICTB&Ta на циклите и разрезите в caun Граф и се използват широко в така нареченото алгебрично направ- ление в теория на графите. Пе ¢ трудно да се съобрази, че пикломатичното число на произволенц граф С с неотрицателно. Цикломатичното число на всяко дърво е нула. Дайте пример 3a граф G, на който цикломатичното число т- п Е τῦ, но С пе 
е дърво,. Колко е цикломатичното число πὰ произволен прост гъл? цикъл: 

графа С се означава с ЩС) и се 

рзани с размерност- 

1.3. Свързаност. ШПокриващи дървета. Разрези. 
Цикли. Силна свързаност 

1. Свързаност 

Ше изложим някои свойства на свързаните графи. 

ь TEOPEMA 3.1. Hexa С = (V,A) е произволен свврзан граф. 
ЙВсеки два прости патя с максимална двлосина (максимален брой 
pedpa) имат общ epsz. 

Доказателство: Пека Pathl и Path2 са два прости пътя 
с максимална дължина (B простия път няма повтарящи се вър- 
хаве). Да допуснем, че Te нямат общ връх, както с показано па 
черт. 1.6. 

л ш Uk 
Pathl 

ц 

Uk 
μ Path?2 

Yepr. 1.6



τ υσσοῦ 

Поради това, че графът С е свързан, между всеки два него. ви върха ще съществува прост път, Да означим с Ра 3 п между върховете v; € Pathl и v; Е Рай2. Точно ТЪК OT пътя Pathl, например участъкът {vy, > }|Pathl|. Аналогичпо м без orp 
разсъждения, участъкът 
|Pathl| = | Path2] 

ἜΤΑ 
един учас. 

υ има дължина 
аничениес па общността. на 

{v;, Щ3) има дължина > %|]’alh2|. o = Maz, откъдето 

1 1 I{vl,v;}UPachSU{vj,vL}] > ΞΜα:ε-{-ΞΜα:ε-Ι-ΙΡαΗιΒΙ = 

> TEOPEMA 3.2. Axo epagsm G = (V, 4) e cespsan, mo графет, който се получава om G след отстраняване на циклично pebpo € m.c. графет (V, А - е) сещо е севрзан (циклично pebpo е ребро, участващо в yursa). 

Севрзваща точка. Върхътъ; в графа С се нарича свър- 3Ballla точка, ако графът С - v; има по-голям брой ком- поненти в сравнение ς С. 

съгласно даденото опреде- 7 Не могат да бъдат свър. зващи точки в графа. Също така pad (имащ един връх) няма свързващи точки. Свързани графи, които нямат св Ърващи точки, ссе паричат нераздслими, а тези, които имат — разделими. Графът на черт. 1.Т а) ¢ разделим. Той има две свързващи точки — V4 й Vg- 
v 22 Vs п Vg 

23 Vg Vg V3 V4 

Черт. 1.7 6)



ь ся
 

3, Свврзаност. Покриващи dspeema. Разрези. Цикли. Силна cespsanocm 

чЧ 7] oo 

Напомняме, че при операцията отстраняване на връх OT граф, 

се отстраняват и инцидептпните с него ребра. Графът на HepT. 

1.7 6) е неразделим. (Несвързаните графи се считат за разде- 

лИМИ-) 
Веевки максимален перазделим подграф па разделимия граф 

( ce нарича блок. На черт. 1.8 са дадени блоковете на разде- 

лимия граф от черт. 1.Та). 

щ vy f Ug 

U3 щщ 15 

Черт. 1.8 

Ще дадем още една сквивалентна дефиниция па понятието 

свързваща точка, изясняваща. допълнително същността на това 

понятие. 

ь TEOPEMA 3.3. Hexa С е cespsan граф. Ввртвт v e севрзваща 

точка тогава U само тогава, когато свществуват два espra v; и 

vj, различни от ¥, такива че всеки (v; — v;) пет свдврожа варха . 

Доказателство: 

Достатвчност: Достатъчността с очевидна. поради това, че 

ако всеки (v; — v;) път съдържа U, графът С - v пяма да бъде 

свързан, T.c. TOUKaTa v ще бъде свързваща. 

Пеобтодимост: Да допусисм, че U е свързваща точка, но за 

всеки два върха v; и Ὁ) ΟἹ С различни ΟΥ v, съществува. път не- 

съдържащ v. Тъй като по условие v е свързваща точка, графът 

G - v ще бъде поне двукомпонентен. ΟἹ mouyckalero следва, 

че за върховете v; и т;, принадлежащи на различни компонен- 

ТИ πὰ G — v, ще съществува (Vi ττ v;) път, което с невъзможно. 

Следователно всеки (v; - 14) ΠΡῚΤ съдържа върха v. а 

те необходимо И достатъчно условие свърза- 
е да съществува връх U, който е emuncTnen 

подграфи Gr и G2, чието обединение 
ПИпЗАЛА YA 3.1, Да се докаже, “ 

Т граф С да бъде разделим, 
общ в ръх 38 виални 
лава С. два. собствени нетри 

Упатване: Виж τοορομὰ 3.3. 

А Пе ¢ възможно всички върхове на един разделим граф С да 

Мат свързващи точки. Ше изясним това, като докажем след- 

НаТа теорема.
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ь TEOPEMA 3.4. Bcexu нетривиален севрзан граф свдврожа по. 

не два aspra, xoumo не са свдрзващи точки. 

Доказателство: Твърдението очевидпо с вярпо 88 про. 

изволен свързан граф с два върха. Да допуснем, че твърдепи. 

ето е вярно за всеки нетривиален свързап граф с пе повече g 

л-1 върха (п > 2). Да разгледаме свързазтия граф G ¢ п върха: 

а) Ако G няма свързващи точки, твърдепието с доказапо; 

б% Пока в графа С v е свързвалщца точка и Gy, йз, ooy С, са 

компонептите на графа G - v. 

1) Ако някоя ΟἹ компонепнтите ΟἹ с тривиалел граф, неговият 

сдинствен връх не е свързваща точка.. 
2) Пека G; е произволна нетривиална компонептна. Според 

индуктивното допускане направено по-горе, B ΟἹ ще съществу- 

ват поне два върха v’ и υ", които пе са свързващи точки. 
- ако един ΟἹ върховете υ' и v" не е съседен с върха v в графа 

(7, очевидно този връх не 6 свързваща точка в G 
- ако вЪрховете + и υἹ са съседни ¢ v B G, те пяма да. бъдат 

свързващи точки в G. 
Ot 1) и 2) следва, че всяка компонента па ( - v съдържа 

поне един връх, който не е свързвалща точка в G. По индукция 
следва,, че в графа С moHe два върха не са свързващи точки. « 

2. Дървета 

> TEOPEMA 3.5. |3) Пека С е граф с п espra и т ребра. Тогаве 
следните пет теврдения са еквивалентии (дефиниции за дерво): 

а) G е cespsan ацикличен граф, т.е. G е дврво; 
6) G е граф, в който за всеки два варта свществува единстаеи 

прост nsm (nsm без повтарящи се esprose), сверзващ тези вартойс; 
в) G e cespsan граф стп - 1 ребра, т.е. т = п — 1; 
2) G e ацикличен граф, за:който т = n — 1; 
д) G е ацикличен граф и при свединявансто на два негови произ 

волни несвседни вварха с ребро се получава граф с точно един прост 
циквл. 

Доказателство: "а) = 6)”: 
Ако допуснем, че има два прости пътя в графа G, съединя” 

ващи върховете ὕἱ, ¥;, следва съществуването па нпикъл, което 
противоречи па а). 

26) = в)”:
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Шом съществува. точно един прост път между всеки лнва вър- 
ха, следва. че графът С е свързан. Octana да покажем, че за 
този свързан граф С броят πὰ ребратас п - 1, ’ 

Ако графът С съдържа 1, 2 или 3 върха, твърдението оче- 
видпо е вярно. Jla допусием, че твърдепието с вярно за граф с 
п- 1 върха. Ше докажем, че Ттвърдението с вярно и за граф с 
п върха. 

Да разгледаме графа G -- с, където ¢ ¢ произволно ребро (0от- 
страняваме реброто е без да отстраняваме върхове o1 графа). 
Тъй като по условие реброто е с сдинственият прост път меж- 
ду крайните My Bhpxone, графът С - е няма да бъде свързан и 
освен това ще бъде двукомпонентен (s противен случай графът 
С няма да бъде свързан). Да означим с С и Съ компонентите 
па графа С - е. Нека πὶ и по ca върховете na компонентите (С) и 
Сз. а т ¥ my са. съответно броя на ребрата Ha тези компоненти, 
Според индуктивното допускане за броя на ребрата на Gy и Gy 
ще имаме: 

πι1:π1-1, 'ΓΠ2:Ἠ͵2-1. 

От друга страна очевидно 

τῇ τ ἴ ΤΑ Ἐ и л-п) + По. 

Следователно т = т -1+па-1+1-т-1. Оттук по индукция 
Сслелва верността на твърдението. 

) = г)”: 
Да допуснем, че графът G е свързан, има п - Т ребра, но в 

него съществува един прост цикъл. Очени,дно отстраняването 
Ha елно ребро е ΟἹ този цикъл (цикличн:) ребро) няма да ΠΌ ΣΤ 

свързаността в получения граф ΟἹ = С -- ε, т.е. графът С ще 
бЪле свързан и ацикличен, T.C. ще бъде дърво. (АКО допуснете 

Съществувалсто на няколко прости цикли, след пеколкократно 
ОТстраняване на. циклични ребра ще стигиете 1o граф Gy, който 

9 лърво.) Следователно броят па. пеговите ребра ще бъде, как- 10 вече Доказахме n— 1. Тъй като ΟἹ = G — ¢, броят на неговите 
Ребра ще бъде от друга страна. (п- 1) - 1, т.е. 

(n-1)-1=n-1 = -!1-0, 

%0010 ¢ невъзможио, поради това отхвърляме допускането, т.е, 
Графът С с ациклич;(-н. (B по-общия случай, за дървото G ще 
:;‘MM(: Mes=p-]=p@—-1)—s=n-"1==s5=0,1e Се 
икличецн.) 

Г) = д)”:
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Да означим с Gi, Gy, ..., G; компонентите на графа G. Ἠρ. 
ка m; и ту ca съответно върховете и ребрата B компонентита 
Gi, 1<1< 5. Тъй като G; са компопенти, те по дефиниция 
са свързани и освен това поради ацикличността. на графа G са 
ациклични, т.е. всяка компонента С; е дърво, следователно за 
всеяко 1 < 5 < s, т; = n; — 1. Тогава 

По условие т = п — 1, следователно 

n-l=n—-5s = s=1, 

‘T.e. графът G е еднокомпонентен и ацикличен, T.C. е дърво и 
както вече доказахме, в него ще съществува единствен прост 
път между всеки два върха щ и ъ,». Очевидно добавянето па 
реброто (т1, 53) към графа С ще образува с единствения прост 
път между п U ¥ точно един прост цикъл. 

„Д) => a4)7!: 

По предположение графът G е ацикличен, ocTaBa да покажем, 
че e свързан. Да допуснем противното, T.e. графът С е поне 
двукомпонентен. Тогава 3a всеки два върха ¥; и v;, принадле- 
жащи съответно на различни компоненти, пяма да съществува 
път, който ги свързва. Следователно добавянето πᾶ реброто 
(vi,v;) към графа С няма да води до образуването на цикъл, ко- 
сто обаче противоречи на предположението д). Следователно 
графът С е еднокомпонентен (свързан) и по предположение е 
ацикличен, следователно графът С е дърво. 

С ToBa доказателството на теоремата е паправено. 4 

СЛЕДСТВИЕ 1. Нека G е граф сп espra и G; С G сп espza U 
та ребра. Следните теврдения ca еквивалентни: 

ξ G1 е покриващо dspeo за С; 
) между всеки два sspra в Gy свщестевува единствен прост 

пат; 2 
в) ΟἹ е свврзан и т τ ῃ -- ; 
2) G е ацикличен и my -п- 1; 
0) ако Gy е ацикличен и свединим dea произволнии негови несб 

седни вврта с pebpo, то полученият граф има точно един прост 
циквл. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пека G е граф сп вврха и G; С С. Подграбфбт G'1 e покриващо dspeo за G mozasa и camo mozasa, когато G1 ¢ 
ayuxauven, свврзан граф ο n — 1 pebpa.
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B резюме можем да кажем следпото: 

Ποκὰ С е графеп върх 
притежава три от следпит 
а) има п върха; 
6) свързан с; 

au й) С С. Лко подграфът ΟἹ 
с ЧСТИРИ свойства: 

в) има п - 1 ребра; 
г) ацикличен с, 
то (1 ще бъле покриващо дърво за графа G. 

С изключение па двойката условия в) иг) пикои други две 
от гориите четири Уусловия не са достатъчни, 38 да бъде подг- 
рафът ΟἹ на свързания граф С покриващо дърво за G. 

» TEOPEMA 3.6. Пека С е граф с п вврхта. Подграфет G' е пок- 
риващо dspeo за графа С тогава u само тогава, xozamo G е ацик- 
личен и има Ἢ - 1 ребра. 

Доказателство: Пеобходимост: Необходимоста е очевид- 
по следствие ΟἹ JOKa3alaTa вече теорема 3.5. 

Достатачност: Тъй като по предположение ΟἹ е ацикличен, 
достатъчно с да. докажем, че G’ с свързап граф с п върха. Да 
озпачим ¢ Gy, Сз, .., С, компонентите на С”, с ny, по, ..., n, 
броят на върховете па съответните компоненти ис π' — броят 
па върховете па Ο΄, 

Ясно €, че KOMIIOIICHTUTC са ациклични графи, поради ацик- 
личността. na ΟἹ и тъй като са в същото време свързани, следва 
Че всяка ΟἹ компонепнтите е дърво, Следовалелно ребрата във 
Всяка компонента ще бъдат п;-1, 1 €1 < з, Тъй като по условие 
броят на ребрата па С” ¢ п - 1, ще имаме 

5 

i‘(n,-_l)m—l = D mi—s=n-|, 
i=1 =1 

T.c, 

n—s=n-1. 

Еоради 7' < пиз > 1, roplioro равенство с възможно тогава 
(„СдМО тогава, когато π' = ΠῊ 8 = 1. Следователно граф #2 DT ¢ едиокомцонентен (свързан) ¢ п върха, а по условие той е
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ацикличен. което с достатъчно, за да твърдим, че той сс явява 

покриваща дърва за графа G. 4 

Очевидно за песвързапите графи пе съществува покриващо 

дърво. Ясно © и това, че ако в графа С има покриващо дърво 

T, то графът С ще бъде свързан, тъй като ще съдържа свър- 

зан подграф, включващ всички нсгови върхове. По естествец 

път възниква въпросът дали обратното с вярно. За целта ще 

формулираме 

ь ТЕОРЕМА 3.7. Awo графвт G е севрзан, за него сощестаува 

покриващо дърво. 

Локазателство: Ако свързаният граф Се и ацикличецн, 

той се явява покриващо дърво за себе си. Нека сега свързаният 

граф С не с аникличен. Тогава очевидно графът G1 = G -е), 

където €] ¢ циклично pebpo, ще бъде свързан и ще съдържа 

всички върхове на С (при отстраняването на ребро от граф не 

се отстраняват крайните му върхове). За графа G} отново има- 

ме две възможности — да бъде цикличен или ацикличен. Ако G 

не ¢ ацикличен, ще повтаряме операцията отстрапяване на цик- 

лично ребро, докато не стигнем до ацикличен граф Gs, който ще 

бъде свързан (отстраняването на циклично ребро не нарушава 

свързаността) и ще съдържа всички върхове на G. Очевидно 

графът С, ще бъде покриващо дърво за графа G. 4 

Очевидно всеки подграф на покриващото дърво Т ¢ ацикли- 

чен подграф на С. Възниква въпросът дали всеки ацикличен 
подграф па С се явява подграф и на някое покриващо дърво Т. 
Отговорът на този въпрос се съдържа в следващата теорема. 

» ТРОРЕМА 3.8. Ако подграфвт С“ на севврзания граф С е ацик“- 

личен, mo G’ се явява подграф на някае покриващо dspeo Τ. 

Доказателство: Пека Т е покриващо дърво на графа G. 

Да разгледаме графа Gy, = TUG'. Очевидно ΟἹ е свързан 
граф, който съдържа всички върхове па графа С. Ако Gi © 
и ацикличен, следва че той е покриващо дърво за графа G, а 
ΟἹ начина по който дефинирахме С) е очевидно, че ( е ΠΟΙῸΒ 
подграф. ' 

Да допуснем, че графът ΟἹ съдържа цикъл ρι. Поне едно 
ребро от цникъла р) не се съдържа B G’ (ако всички ребра па
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цикъла /1 са в G', ще следва, че G' е цикличен, а той по ус- 
ловие не е Такъв). Да отстраним ΟἹ С) цикличното ребро e, 
което не се съдържа в G, 

Полученият по този начин граф С) = (Сл — е ще остава свър- 
зан, ще включва всички върхове на С) (и на С) и С! ще бъде 
пегов подграф. Лко G ¢ и ацикличен, той ще се явява покрива- 
щото дърво, па което С“ ще се явява подграф. 

В противен случай, с аналогични отстранявания на циклич- 
ни ребра, ще стигисм до покриващо дърво, Ha което (С ще бъде 
подграф, 4 

Следващата теорема дава оценка за броя на висящите вър- 
хове (върхове със степен 1) в едно дърво. 

> ТЕОРЕМА 3.9. Ако Т е dspeo ¢ п > 1 aspza, свществуват 
поне два висящи espra. 

Доказателство: Както вече доказахме, дървото Т ще съ- 
Държа n - 1 ребра. Тогава съгласно теорема 1.1 а) 

Я1) + ἀ(υ2) + .. + (е) = З(п -- 1) => 

Z(l(v;) -2п-3. 
i=1 

}l""fifi«l T е дърво, всички върхове ще бъдат ΟἹ степеп по-го- sflg\m иЛи равна на 1 (ияма изолирани върхове). Да означим с РОя ца висящите върхове, които имат степен 1, Останалите п 
8 върха ще имат степен по-голяма или равна па 2, Torans, 

2n—-2= Σ d(v,—)+sZ(n—s).2+s = 

1=s5+1 и 

n—-2>2n—s5 = s> 2.
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3. Разрези и цикли 

Нека G = (V, 4) е произволен свързан граф. Мпожеството or ребра на този граф, чието отстраняване води до увеличаваце броя на компонентите на rpada (1.e. премахва свързаността) 
ще наричаме разрязващо множество. : 

Kora’ro не съществува истинско подмпожество па това мно- жество от ребра със същото свойство, разрязващото множество се нарича просто разрязващо множество. 
Може да се даде следпата еквивалентна. ДефИНИЦИЛ за просто 

разрязващо множество — мипималният брой ребра, чието or. 
страпяване от графа G разбива графа па две компопенти Gy u 
Gs. 

ПРИМЕР 3.1. Да разгледаме следния граф. 

КА е2 Us 

i
 

< 

Очевидио множеството ребра {ei1, ez, ез) е разрязващо, тъй като отстра- 
пязането на. тези ребра. води до загуба па свързаност. 

Това множество обаче пе е просто разрязващо множество, тъй като същес- 
Тпува негово подмножество със същото свойство — например множеството {e1, €2}, което е просто разрязващо множество. 

Не е трудно да ce съобрази, че всеки нетривиален свързан 
граф С съдържа разрязващо и просто разрязващо множество. 

> ТЕОРЕМА 3.10. Дадените (no-zope) две дефиниции за просто 
разрязващо множество са еквиваленти. 

Доказателство: Ако § е просто разрязващо мпожество 
според втората дефиниция, т.е. 5 вклоючва мипимален брой реб- 
ра, за които С - < се състои от точно две компопенти Сл и Со, то 
очевидно графът С -- 6 не е свързан, т.с. 5 е просто разрязващо 
мпожество според първата дефиниция. 

Обърнете внимапие, че според втората дефиниция, 34 ранго- 
всте па графите С и С - 5 е изпълнено 

(*) rank (G)—rank (G- §)= 1.
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Ot първата дефиниция за просто разрязващо множество следва 

() rank (С) -- rank (G- 5) >1. 

Очевидно OT g*) следва (#%), както вече уточинихме. 
НСКЗ cera е просто разрязващо множество според дефини- 

ms 1, e, # е минимален брой робра, за които С - 5 не е 

свързан, т.е. е поне двукомпонентен. Ще докажем, чей -- 5 е 

двукомпонентен. Да допуснем, че С - 6 ¢ трикомпонентен (това 

не ограничава общността на разсъжденията). Да означим с G, 
G, и Сз компонентите на С - 5, както е показано па черт. 1.9, 

Черт. 1.9 

ἃ 6 81, S, и 83 -- ребрата, чиито краища са в съответните KOM- 

попенти, както е показано Ha чертежа, т.е. 2505550 5з. 

Поради свързаността на С и допускането за трикомпонент- 

ност на С - §, най-много едно от трите множества 5; ¢ #й и две 

по две множествата S; ca непресичащи се. Пека 53 # 0. Тогава 

очевидно 1 U S, ще бъде истинско подмножество па 5, за ко- 

сто С - (8ι U 5,) пяма да бъде свързан. Това противоречи на 

Мминималността на броя ребра в S. 4 

ързано с понятието просто раз- 

Рязващо множество. Нека G = (V,A) е произволен граф. Нека 

за подмножествата ΟἹ върхове V! u V" e изнпълцено V' UV =V 

uV'NV" = #. Множеството OT всички ребра, на които CAVHUAT 

връх е във V7, а другият -- във V¥, се нарича разрез на графа 

G. Paspeanr обикновено се бележи с (v, v, 

3a rpaga or пример 3.1, ако γ' = {υι, ve, va} и V" = (е4, vs, v}, 

10 разрезът (V/, V") е множеството OT ребра {e1, 62}. 

Ще отбележим, че разрезът (v', V") на графа С се явява ми- 
Е ималпия брой ребра, отстрапняването на които го разбива 1a 

Понятието разрез 6 тясно св
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графи Gy и Gy, явяващи се подграфи, породени съответно от ὴ и V7 Tpadure Gy и G, могат да не ca свързани, Ако обача 
тези графи са свързани, то съгласно определенията, разрезът 
{V',¥V"} ще бъде просто разрязващо миожество. Ако 58 простото 
разрязващо мпожество 5 на графа С компонентите Gy и Съ ца 
G - 5 имат съответно m,pxonc”V’ и V", то простото разрязващо 
множество 5 е разрезът (V/, V"), 

Hanp:-melm'm разсъждсения и HAKOU слелствия OT THX ТИ 
зюмираме в следпите три твърдсепия, 

(е ре- 

> ТЕОРЕМА 3.11. [3] (1). Разрезвт (V', V") на свврзания 
граф С е просто разрязващо множество на графа G, ако св- 
omeemuume подграфи на G, породени от ssproseme V' и v, ca cespaany zpagu. 
(2). Axo 5 e npocmo разрязващо множество в севрзания 
граф G, а V' и V" са esproseme на компонентите на G-8, 
то § = (V! V"), 
(3). Beexu paspes (V/, V"Y на cespsanus граф G e obedunenue на 1 "ребрено-непресичащи” се npocmu разрязващи мноожес- тва на G, квдето ἐ > 1. 4 

Докажете верността ца (3) от теорема 3.11, като използвате това, че всеки разрез (У”, ”) в свързан граф съдържа прос- то разрязващо множество, тъй като отстраняването на ребрата (V', V") ot графа С ro превръща B песвързал. 

» ТЕОРЕМА 3.12. Нека G е сварзан граф. Миожестаото от всички ребра, инцидентии С вврха υ е просто разрязващо MHONCEC- тео тогава и само тогава, когато v не e сварзваща точка. 

Доказателство: Понятиет 
след теорема 3.2 и в теорема 3.3. 
v образуват разрез (v,V — vy, T 
очевидно води до несвързаност и до разбиване на, графа G 112 два подграфа С1 и G, породени съответно orvuV-—wv Три- виалният подграф (1 очевидно с свързан. 

Пеобходимост: Пека. ипнидентиите св разрязващо мпожестнво, т.с, THXHOT 
две компоненти. С други думи G 

O свързваща точка с даденоа 
Инцидентните ребра с върха 

ЪЙ като тяхното отстранявале 

Ъърха v ребра ca IlpOCT‘: 
0 отстраняване разбива С 1 

1И G2 са свързаци графи.
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Щом 2 е свързан граф, 38 всеки два негови върха (а това са 

върхове, %ЗЗЛИЧПИ ΟἹ U) ще съществува път, който не съдържа. 

върха v. Съгласно TeopeMa 3.3 върхът v не е свързваща точка 

38 графа G. 

Достатачност: Нека v не е свързваща точка в свързания 

граф С. Тогава съгласно Teopema 3.3, за всеки два върха раз- 

лични от ¥, ще съществува път между тях, който πὸ съдържа 

». Това означава, че породеният OT V — ъ полграф Сз ще бъде 

свързак по определение. Съгласино (1) от теорема 3.11 разрезът 

{v,V -- ъ) ще бъде просто разрязващо множество. 4 

При ориентирани графи С - (У, Е), понятието разрез се дефи- 

пира апалогично — множеството ΟἹ всички дъги, съединяващи 

върхове от непразното множество V'’ ¢ върхове от К” =V'\ V. 

Ориентацията Ha разреза. (V', V") може да бъде избрана как- 

то ΟἹ върховете Ha V' към върховете на V", така и обратно 

— от върховете Ha ΄ към върховете на γ'. Ако е фиксирана 

ориептацията на разреза, можем да говорим за съвпадане (пе- 

съвпадане) Ia тази ориентация с ориентацията на произволна. 

дъга ΟἹ разреза.. 
По-късно в параграф 2.5 при разглеждането па потокови ал- 

горитми (Теорема па Форд-Фалкерсон за максималния поток и 

минималния разрез), съществено ще използваме това попятие. 

Ще направим една взаимна характеризация на разгледали- 

те понятия просто разрязващо множество, покривашо дърво и 

цикъл, като докажем следните HAKOJKO твърдения. 

ЛЕМА 3.1. Ако S е просто разрязващо множество в севврзания 

граф G, то 6 свдвржа поне по един клон (pebpo) от всяко покри- 

ващо дврво Τ. 

Доказателство: Пека допуснем противното, т.е. същес- 

Твува покриващо дърво Т на графа G, такова че 5 не съдържа 

нито едно ребро от Т. Тогава очевидно графът С - 5 ще съдър- 

жа покриващото дърво Т, откъдето следва, че G — 5 ше бъле 

свързан граф. Това ¢ нпевъзможно, тъй като S е просто разряз- 

ващо множество. 4 

> TEOPEMA 3.13. Нека 5 е произволно мпожество от ребра 

ча севеврзания граф G.Se простд рцзрязващо множество тогава и 

само тогава, когато 5 е минимално множсстао,цебра, cadapoca- 

o none no едно pebpo om всяко покриващо дврво Т на G.
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Доказателство: Heobrodumocrn: Ако 5 с просто разряз- 

ващо мпожество, то ΟἹ лема 3.1 следва, че 5 съдържа поне по 
едпо ребро от всяко покриващо дърво Т. Въпросът с дали § o 

минимално относио това. свойство. 
Да допуснем, че съществува собствено подмножество #5 μ § 

със същото свойство. Тогава ( - 6 ияма да съдър»жа пито едно 
покриващо дърво Т, т.с. няма да бъде свързан, но това проти- 
воречи па условието 5 да бъде просто разрязващо множество, 
т.с. мипимално множество ΟἹ ребра, чието отстрапяване води 
до несвързаност. 

Достатвчност: Ако S ¢ мипимално множество ребра, съдър- 

жащо поне по едио ребро от всяко покриващо дърво Т на (, то 
очевидно С - 5 иняма да съдържа покриващи дървста и ще бъде 
песвързан. 

Да допусием cera, че разрязващото мпожество #6 не е просто 
разрязващо множество. Тогава ще съществува пегово собствено 
подмножество 5”, Koero ще бъде просто разрязватщо и съгласно 
доказаната вече ncobrodumocm, 5 ще бъде мипимално множес- 
тво ребра, съдържащо ΠΟΠῸ по едпо ребро ΟἹ всяко Т. Tona 
противоречи πᾶ условиесто за минималност па #. « 

ЛЕМА 3.2. Дко C ¢ прост yuxsa в cespaanus граф G, то той 
свдврожа поне по едно ребро om всяко ko-dspeo T na графа G. 

Доказателство: Да припомним, че Хо-дървото T* на пок- 
риващото дърво Т ¢ подграф, включвалщ всички върхове на G и 
само онези ребра па G, които пе са в Т. 

Пека С е произволеп цикъл в графа С. Да допуспем, че съ- 
ществува. Ко-дърво 7%, koeto не съдържа циклично ребро. То- 
rana (1--Т“ ще съдържа цикъла С. Но С-Т“ = Т. Следователно 
дървото Т ще съдържа цикъл, което ¢ невъзможино. 4 

> TEOPEMA 3.14. Пска G е савраан граф и С в произволно мно- 
чуе ), " жество от ребра на С. Миниожеството С ¢ прост циквл тогава 

и само тогава, когато то в минимално множество от ребра, св- 
двржащо поне по едио ребро от всяко Ко-дврво Т”. 

Доказателство: Пеобходимост: Пека С е прост дикъл. 
Съгласно лема 3.2, С ще съдържа поне по едио ребро от 

всяко Ко-дърво 'I‘*: Ocrasa na покажем, че С ¢ минималнпо MIO- 
жество с това. свойство. 

Нека С” ¢ произволно coberseno полмножество па С. Тъй ка- 
то С ¢ прост цикъл, очевидно мпожеството ребра Ο е ацикли- 
чен подграф и съгласно теорема 3.8 ще съществува покриващо
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й al 

дърво T,TTaKa че Ο С Т. Оттук Ео-дървото Т“, нямащо общи 
ребра с ἐ; няма да има и общи ребра с (”, т.с. Besko собст- 
вено подмножество на С не притежава свойството да съдържа. 
поне по едно ребро от всяко Ко-дърво Т“. С това е доказана и 
минималността.. 

Достатвчност: Пека. cera C e минимално множество ребра, 
съдържално поне по едио ребро от всяко Ко-дърво 7 . 

1) Множеството С не ¢ ациклично, иначе съгласно теорема 
3.8 ще съществува покриващо дърво Т, така че С С Τ, Освен 

това очевидно в Ео-дървото 7™ пяма да има нито едно ребро 
от C. Това противоречи на свойствата, които притежава С по 
предположение. Следователно в С се съдържа поне едип прост 
цикъл С”. 

2) Ше докажем, че C' е прост цикъл, т.е. вслко негово собст- 

вено подмножество вече не с такова. Да допуснем противното, 
т.е. съществува. собствепо подмножество С”, косто с прост ци- 

къл. ΟἹ доказаната необтодимост следва, че ΟἹ e минимално 

множество ребра, съдържащо поне по едно ребро от всяко Ко- 

дърво T*. Това противоречи на направеното предположение в 

условието за минималност на множеството С по отношение па 

това. свойство. 4 

Cera ще докажем една интересна и важна. за теория Ha гра- 

фите теорема, характеризираща отнотението “прост цикъл -- 

просто разрязващо множество” и изразявалца двойпствения Xa- 

рактер па тези понятия. Като следствия от нея се доказват 

редица интересни резултати, даващи връзката. (ортогоналност) 

между подпространствата па циклите и разрезите;, които са свър- 

занис папрежението и тока B електрическите вериги, 

> ТРОРЕМА 3.15. Пека С е сворзаи граф. Всеки прост циквл и 

всяко просто разрязващо мниожество на С имат четен брой общи 

Рребра. 

Доказателство: Да озпачим със С и # съответно прост 

WKL и просто разрязващо множество B графа G. Пека С и Сз 

са компонентите на С — 5, които имат върхове Vi u V. 

1) Axo цикълът С с полграф на някоя Ο компонентите, TO 
очевидно ( Ο S = P, т.в. Си 5 имат 0 па брой общи ребра — 

теоремата ¢ papua. 
2) Пека простият цикъл С и простото разрязващто мпожество 

5 имат общи ребра. Без ограпничение на. общността. ὰ озпамим
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¢ v; € И началото и края на цикъла. Започвайки ΟἹ v; да об. 

хождаме цикъла, ще стигнем до общо за цикъла и разрязващото 

множество ребро, KOeTo ще ни ”прехвърли в множеството . 

Тъй като простият цикъл (ребрата му са различни) трябва да 

завърши в пначалния връх v € И, e ясно, че броят на алтерна- 

тивните "прехвърляния” (ребра от 5П С) е четен брой. С това 

теоремата 6 доказана. 
< 

Да припомним, че с rank (С) или #(С) бележим ранга на един 

граф и #(С) = п — k, където п с броят па върховете, а k ¢ броят 

Ha компонентите на rpada. Числото r(G) e броят на pebpara в 

покриващите дървета на всяка OT неговите Е компоненти, които 
са свързани. 

Числото μ(6}) - цикломатичното число определихме като 

wG)=m—-r(Gy=m—-n+k, 

където т e броят на pebpara на rpada. IloHakora цикломатич- 

ното числа (С) се нарича дефект, а рангът #() — коциклома- 
тично число. В теорията на електрическите вериги горните две 
числа имат пряк физически смисъл. 

Ако Т е покриващо дърво в графа G, то очевидно добавянето 
na ребро (v, ;) от графа G, непринадлежащо на Т, към ребра- 
та на Т води до образуването Ha TOYHO €OVl прост цикъл. Този 
прост цикъл се състои ΟἹ ребрата на Т, образуващи единстве- 
ният прост път между v; и v; и добавеното ребро. Тъй като B 
графа има т ребра и n — 1 ΟἹ тях са B T, то броят на всич- 
ки цикли, построени по гореописания начин, е т - п + 1, т.е. 
съвпада с цикломатичното число на С. Всички такива цикли 
Οι, Сз, .. Ομ(6) са независими помежду си в смисъл, че всеки 
OT тях има. поне ΠῸ едно ребро, пепринадлежащо на никой друг 
цикъл. Споменатите по-горе (С) на брой цикли се наричат 
базисни (фундаментални) yuxau 

AKO множеството Ha тези цикли обозначим със С, т.с. 

с 
C={Cy, Сз, ..., CM(G)}, 

то всеки друг цикъл B графа G, непринадлежалщ πὰ С, може Да 
се изрази като линейна комбинация на циклите от С. За целта 
е достатъчно всеки фундаментален цикъл С), # = 1,..,и(6) & 
се представи като т-мерен вектор, в който 7-тата компонента 
¢ единица, когато j-TOTO ребро принадлежи Ha цикъла и нула 
в противен случай. Тогава, използнвайки събирането по mod 2,
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е. операцията B, всеки ци: 
;"О той 2 от базови цикли. 

Тв 
Да разгледаме следния rpad С и emno покриващо дърво 

G. 

Ma, KbJI може да се представи KaTo су 

За ЩС) имаме (С) = т- я + Е = 9-6+1 = 4, т.е. С- (Съ Сз, Сз, C4} и те ca показани πᾶ, чертежа. горе вдясно. 
7 2 

С = (110100000), 
С = (101110000), 
Сз = (101100011), 
С = (101101110). 

Коментар: 

Ta, че 6 1. Обръщаме внимание на факта., 
НиТе цикли е фиксиран, равен е Ha (@), но самите цикли не са Определени еднозначно, a относпо избрапото покриваш 10 дърво . При друг избор на Т се променя и миожеството С na фунда. мепталните цикли, 

2. В графа G morar да. се намерят ЩС) на брой неза. ДИКЛИ, които не се получават по споменатия н 
PeSpo към дървото Т. Такива множества. от НяМма. да считаме 3a мпожество OT фундамент: 

НаПРИМер [2], показаното по-долу множе ВисимМи цикли в графа G не може да ce получи чрез добавяне на ребра към никое покриващо лърво Т па този граф. Eto защо 
това множество не представлява множество от фундамонтални 

роят на фундаментал- 

висими ачин с добавяне на 
независими цикли ални цикли. 

CTBO ΟΥ (@) = 9 не. 
3a 

MKy, 

Ве И
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3. Hancruna, както беште споменато, вески цикъл може да се 

представи като линейна комбинация на цикли от С. Обратното 
обаче не е вярно, Т.с. не всяка сума по mod 2 ΟἹ фупдаментални 
цикли дава сдинствен прост цикъл. Папример: 

а) простият цикъл {627) €3, е5) може да се представи като 
Οι Θ С = (011010000); 

6) сумата Ο Ф ( Ф Сл = (101111101) не съответства на прост 
цикъл, а па двата цикъла ет,ез, е4, 65) и {eg,e7,€0}. 

Оттук следва, че за да се породят всички прости цикли в 

графа, не е нужно да се взимат всичките 2μ(6). 1 комбинации 

от фундаментални цикли и да се събират по той 2. Освен това, 

ако една сума от фундаментални цикли, да кажем С;:6С;ФС).Ф... 

не поражда прост цикъл, то не с ясно дали, ако към тази сума 
добавим сумата С„ 9 Cq Ф Cr @ ... (тя също може да не поражда 

цикъл), няма да получим прост цикъл. Има предложени мето- 
ди 38 отстраняване па комбипациите ΟἹ фундаментални цикли, 
които не пораждат цикъл. 

Понятията покриващо дърво и просто разрязващо множест- 
во (прост разрез) имат двойнствен характер, тъй като покрива” 
щото дърво Т е мипималното множество ΟἹ ребра, свързващо 

всички върхове в графа G, а простият разрез е минималното 

множество ΟἹ ребра, разделящо сдни върхове от други. Имен- 

по поради тази двойнственост, всяко покриващо дърво в графа 

С имаше поне едно общо ребро с всеки прост разрез. 

Ο апалогия с понятието фупдамсптален цикъл, отчитайки 

споменатата двойнственост, сс въвежда и понятието фундамен- 

maany разрези относно покриващото dspeo Т — това са п - 1 па 

брой прости разрези, всски от които съдържа точпо едно ροῖ-᾽ 

po, припнадлежащо на дървото Т. Пе ¢ друдно да се докаже
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верността. па следното твърдение: 

Ако Т е покриващо дърво в неориентиран граф G, то 
фундаменталният разрез, определен от реброто е; Е Т с 
образуван от е; и онези ребра па G, пепринадлежаши на 
Т, които след добавяне към Т длават фупламентален ци- 

къл съдържащ е;. 

4. Силна свързаност 

В края на този параграф ще разширим понятието свързаност. 
Да припомним, че ориентираният граф G = (V,E) се нарича 
сверзан, ако с свързан съответният му неориентиран дубликат. 
Подграфът на ориентирания граф С се нарича компонента на 
@, ако e KOMIOHCNTA в съответния му неориентиран дубликат. 
На някои места в литературата тази "свързаност” се парича 
слаба свврзаност. 

Силна свврзаност: Нека G = (У, Е) е ориентиран граф. 
1. Два върха ш и v; CC наричат силно сверзани вартове, 
ако съществуват (v; - 1;) и (Ὁ; - v;) пътища. 
2. Графът С е силно свврзан, ако са силно свързани всич- 
ки негови върхове. 

Очевидно релацията ” силна свързаност” с релация на екви- 
валентност, т.е. е: 

- рефлексивна — всеки връх е силно свързан със себе си; 
- симетрична. — ако ю; ¢ силно свързан с е;, TO и е; е силнд 

свързан с v, . 
- Транзитивна — ако ю; е силно свързан с U5 U ¥, ¢ силна 

свързан с v;, то ὕ; е силно свързан с v; (върховете v;, v, υ; сай 
силно свързани). : 

Всяка релация на сквивалентност, следователно и силпата“ 
свързаност, разбива множеството където е дефинирана (B слу- 
чая множеството OT върхове) на непресичащи се класове на ек- 
вивалептност. Всски клас ще се състои OT силпо свързани вър- 
хове, пораждащи силно свързан подграф на С. Именно тези
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максимални силпо свързани подграфи па С се паричат силно 

caspaanu компоненти на G. . 
Очевидно, ako С ¢ силпо свързан граф, той UMa сдна силно 

свързана. компонента, а именно самият граф G. 

Съществува. едпа и CAMO едпа силпо свързана компопента, па 

която върхът ¥; припадлежи. Ако допуспем, че припадлежи на 

две или повече KOMIOHCHTH, следва, че всеки връх ΟἹ едпа ком- 

понпенпта. с взаимно достижим с BCCKM връх от друга KOMIIOHCHTA, 

т.с. обединението на тези компоненти би било силно свързан 

граф, KoeTo с певъзможно. 

( Е Vs 

v7 3 4 s 8 

Черт. 1.10 

Графът нпа черт. 1.10 пе е силно свързан (макар да с свър- 
зан), Tt като например пяма път между върховете vy и vy (път 
v7 — vy има). Този граф има три силно свързани компоненти, 
породени от върховете {vr}, {vs} И {v1, vz, v3,v4, 15, 06 ). 

Първите две компоненти са тривиални, а в третата циклич- 
постта дава. възможиност за достижимост (път) между всеки два 
върха. 

Обърнете внимание, че в графа С може да UMa дъги, неучас- 
тващи в никоя силно свързана компонсита. В графа С ΟἹ черт. 
1.10 такива ca както дъгите, инцидентни с V7, така и с Vg. 

Понякога се използва и попятието едностранниа cespaun граф 
-- това е граф, в който 38 всеки два върха U, ; съществува 
поне един от пътищата (v; - ъ;), (v; - v;). Графът от uepr. 1.10 
е едпостранно свързап. Апалогично, едностраниа компонента 
на С — Това е максималният едностранен подграф па С. 

От дадените определения следва: 
1. Едностранните компоненти могат да имат общи върхове 

за разлика ΟἹ силно свързаните компопенти. 
2. Besika силпо свързана компонента се съдържа в едпост- 

ранпа. компонента. 
3. Всяка едностранна комлонента се съдържа. в някоя (с]шбо) 

свързана компонпента на G.
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Илюстрирайте с примери горните три твърдения. В следва- 

щия параграф ще дадем алгоритъм за памиране па силпо свър- 

запите ΚΟΜΠΟΠΌΠΤΗ в един граф. 

Орисптираният граф С с минимално caspaan, ако ¢ 

силпо свързан и след отстрапяване па произволнпа дъга 
вече пе притежава свойството силна свързапост. 

ПРИМЕР 3.2. Да разгледаме следния ориептиран граф (силно свързана 

компонента. па графа ΟἹ черт, 1.10): 

υ л vg v2 1 Ve 

"раф G: | Граф G: Ι 

v3 КА Vs v3 V4 15 

Както вече споменахме, Се силно свързан граф. Нещо повече, този граф е 

мипимално свързан, тъй като отстранявансто HA произволна дъга му отнема. 

свойството силна свързаност. Папример отстраняването на (шз, 23) води до 

подграф, в който няма. (Ὁ2 — v3) път. Казаното за (v2,v3) важи 3a всяка друга 

дъга πὰ С. 

По-особеното в случая е, 

(v1,v4) води до еднострално свързан гра 

не води до CHIOCTPAIIO свързан, а до слабо 

страняването на дъгата (v1, щ) Й 

свързан граф (вж. чертежа вдяско ΟἹ пример 3.2. Пяма (е2 - 26) и (vs - ш2) 

пътища.. 

че отстрапяването на. произволна. дъга (vi,v;) # 

ф (който не е силно свързан), а от- 

За повече яспота по-долу са изобразснпи схематично класове- 

те свързани графи-
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минимално свързани 

силпо свързани 

сдиострато свързани 

слабо спързани 

От пачина, по който дефипирахме мипималпо свързап граф 

¢ ясно, че такъв граф пяма примки или паралелни дъги. 

Ще nedunmpaMe и мичнимално саврзан пеориентиран граф Ο ка- 

τὸ свързаи граф, за който С - 6 ¢ несвързан (е -- произволно 

ребро на С). Може да се докаже, че ¢ вярно твърдепието: 

» TEOPEMA 3.16. Пеориентираният граф С е минимално сеър- 

зан тогава и само тогава, когато С с Оврво. < 

От τοορομὰ 3.16 и 3.9 (BCSKO петривиалпо дърво има поне 

два висящи върха) следва, че всеки мипимално свързан неори- 
ситирап граф има понс два върха ΟἹ ΟἸΌΠΟΙ 1 (висящи върхове). 
Ше длокажем селдин амалог па. reopeMa 3.0 за ориеплтирани графи. 

» TEOPEMA 3.17. ЯАко G ¢ минимално свврзан opuenmupan граф 

(иетривиален), той притежава noue два вврха от степен 2. 

Доказателство: |3| Шом G с минимално свързан, по де- 
финиция той с силно свързан. Тогава степента Ha всеки връх 
ще бъде поне 2, тъй като за всеки връх има входяща и изхо- 
дяща. дъга. Очевидно за цикломатичното число (вж. края на 
параграф 2) на ¢ ще имаме 

ЩС) Σ 1, pG)=m-n+k. 

Доказателството на теоремата ще извършим с индукция по [i. 
При и е | графът ( се явява прост цикъл и в него очевидно 

ще съществуват поне 2 върха ΟἹ степен 2. 
Да допуснем, че Теоремата ¢ вярна за всеки минимално свър- 

зап ориентиран граф G, за който (С) < -1, s> 2.
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Ше докажем твърдението и за граф G, с цикломатично число 

μΞ 8. 

Пврви случай: | Beekn цикъл в (Т има дължина 2, както е 110- 

казано на. чертежа долу вляво. 

Граф G: Граф G 

(ориентиран) 

B този случай всеки два върха са съединени с двойка про- 

тивоположии дъги. Да разгледаме простия неориентиран граф 

G, който: 

а) има същите върхове като а; 

6) два върха в ΟἹ са съседни тогава и само тогава, когато 

тези върхове са съседни в С (вж. чертежа горе вдясно). Тъй 

като С е свързан и пяма цикли с дължина повече от 2, оче- 

видпо С ще бъде свързан граф без цикли, т.с. ще бъде дърво. 

Съгласно теорема 3.9 в Ο' ше има попе два върха от степеп 1. 

Тези върхове в G ще имат степен 2, косто доказва верпостта па 

теоремата в този случай. 

В графа С има прост цикъл С с дължина 

> 
Да разгледаме отново графа С от пример 3.2 и цикъла. 

С = (щ vy, v, va, vy ), 38 κοῆτο [ = 4 (вж. черт. 1.11). Очевид- 

но между всеки два съседни върха от пикъла има единствена. 

дъта и между всеки два несъседни върха ΟἹ цикъла няма дъги 

(обратното противоречи на минималната свързаност). 

ачим ¢ G’ графа, който се 
Да свием дъгите на цикъла Си οϑῇ 

получана (черт. 1.11).
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vy υ Vg Yo 

. Граф G": Граф а: Ϊ (υἱυρυρυα 

23 V4 Vs Vs 

Yepr. 1.11 

3a ребрата m’ и върховете π' на Ο имаме 

m' =m — 1, т е броят дъги в G; 

м =n—1[+1, пе броят върхове па G; 

откъдето следва 

WG Ξ (πι -- 1)- (π -- [-Ὁὸὶ 1) +1-т-п. 

Тъй като сме в случая p(G) = s, имаме 

m—-nt+l=s = m-n=s—1, 

откъдето 3a μί ) се получава 

wG)=s-1. 

Графът G' е минимално свързан и има цикломатично число 
з- 1, ΟἹ индуктивното допускане следва, че в него поне два 
върха ca OT степен 2. 

а) ако и двата върха Ca истипски (не са получени след сви- 
ване на цикъла C), теоремата е доказана,; 

6) ако сдиният ΟἹ върховете OT стенец 2 е свитият цикъл Ο 
то в С ще има поне eIl връх от степеп 2, което доказва и в 
този случай твърдението. а 

ЗАДАЧА 3.2. Да се докаже, че ако Т e произволно покриващо дърво 32 
свързания граф G, то всяко висящо ребро на ( се съдържа в 7. 

ЗАДАЧА 3.3. Ако T е дърво, то всеки певисящ връх на Т се явява свърз- 
ваща точка. 

ЗАДАЧА 3.4. Да се докаже, че неразделимият граф С има цикломатично 

число 1 тогава и само Torana, когато той сс явява цикъл. 

ЗАДАЧА 3.5. Да се докаже, че необходимо и достатъчно условис графът 

С да бъдес нераздселим, с всеки две ребра да принадлежат на просто разряз” 
ващо множество.
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ЗАДАЧА 2.6. Ако г и у ca произволни ребра от цикъла С в графа С, може 
да се намери просто разрязващо миожество S, за което 5 ПС = {z, ¥} 

1.4. Матрично представяне на графи 

Алгебрата се явява полезен и силейп инструмент в теория 
па графите. В тази точка ще въведем някои основни матри- 
ци, свързани с графи и ще разгледаме някои свойства Ha Te- 
зи матрици, разкриващи и изясняващи структурата πᾶ графа. 
Ще разгледаме OCHOBHO матрици, свързани с ориентирани гра- 
фи С - (И, Е), като голяма част от разсъжденията ще остават в 
сила и 38 неориентирани графи. 

1. Матрица на инцидентност 

Матрица на инцидентност. Пека G с граф без примки-! 

¢ n върха и т дъги. Матрицата Ау = {(@ij)n,m, определена 

по следния начип: 

1, ako v; e пачален връх за дъгата е;; 

a;; = 4 -1, ако v; e краен връх 88 дъгата е;; 

0, ако v; не е инцидентен с дъгата е;. 

(При наличието на примка е; 38 върха v; може да се доде- 

финира последното ΟἹ горните три условия: а;; = 0, ако 

¥; не ¢ инцидентен с дъгата е; или е; се явява примка.) 

Ν 

Редовете на матрицата па иншцидентност се наричат вектори 
на инцидентност за графа G.
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ПРИМЕР 4.1. 

ча 64 Ὁ8 

υ 

v2 B= 
е5 ὑ 

€3 €2 щ 

“ й v2 Матрица на инцидентност 
Граф С 

Ако графът С с неориентиран, матрицата му на инцидентност 
може да. се дефинира като 

А 1, ако v; е инцидентен с реброто е;; 
1= (@i)nm = 0, B останалите случаи. 

С други думи, 3a неориентирани графи матрицата. Ha инци- 
дептност се дефинира аналогично както 38 ориентирани, с тази 
разлика, че всички елементи (-1) се заменят с +1. 

Ясно e, че всеки стълб на матрицата на инцидентност съдър- жа точно два ненулеви елемента 1 и -1, тъй като всяка дъга е инцидентна с два различни върха — начало и край (ако в гра- фа има примки, според забележката. в дефиницията е възможно да има стълбове само с нулеви елементи). Следователно всеки ред па матрицата на. инцидентност може да се определи чрез останалите п - 1 реда, т.е. редовете на. матрицата са линей- ΠῸ зависими и всеки п - 1 ΟἹ тях дават пълна ипформация за матрицата. 
Всяка подматрица ot п-1 pena Ас па мат пост се нарича разрязана (пресечена) 

Всяка такава подматрица e съответна. Ha оОнзи връх, чийто ред ¢ отрязан (отсъства) ΟἹ матрицата Аг. Ясно e, че” 

rank(Ac) = rank(4y) <я 1, 

Лесно могат да се докажат следпите щест Ттвърдения
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1 

> TEOPEMA 4.1. 1. Ако G е dspso, детерминантата на 

всяка paspasana матрица na unyudenmuocm € 1. 
2. Axo G e cespsan граф ¢ п espra, pawzsm на uceosama 

матрица на инцидентност еп — 1, m.e. раневт на графа 

r(G) = rank(Aj). 
3. Axo G e граф ¢ n espra и Е компоненти, mo раневт на 

nezosama Mampuua на unyudenmnocm еп — k, m.e. раневт 

na графа r(G) = rank(Ay). 
4. Стзлбовете na Mampuyama на инцидентност, свответ- 

стващи на двги от прост YUNSA, са линейно зависими. 

5. Mampuyama на инцидентност ΑἹ на ориентирания ?ра%: 

е унимодулярна, m.e. детерминантата на всяка netina xead- 

ратна nodmampuya e pagna na l, —1 или 0. 

6. IHexa G e cespaan граф с п espra. Keadpamuama noo- 

матрица om ped n—1 на произволна пресечена Mampuya на 

инцидентност е неизродена тогава и само тогава, когато 

двгите, свответстващи на ствлбовете на подматрицата, 

образуват покриващо дврво. а 

L 

BC}')HOCTTa на 1. лесно се установява с индукция по броя Ha 

върховете Ha дървото. 

Тъй като всеки свързан граф С има поне едно покриващо 

дърва, ΟἹ 1. следва, че за нсяка пресечена матрица па инциден- 

тност Ас съществува неизродена подматрица от редт- 1, т.е. 

за свързания граф С, rank(Ag) -п-1, и тъй като rank(Ac) = 

гап«(Аг), то следва верността на 2. 

Ot вернпостта на 2. директно следва верността па 3. 

Верността на 5. JICCHO се устаповява ¢ ипдукция πὸ реда па 

квадратните подматрици на Аг. 

Необходимостта в 6. се доказва с помощта на. 4. и теорема 

3.6. Достатъчността следва ΟἹ 1. 

Ше дадем сдно приложение на MATPUIATA на инцидентиост 3a 

определяне броя на покриващите дървета па свързания граф С. 

ΟἹ линейната алгебра с известно, че ако Г е матрица οἹ ред 

рха, а Q e матрица от ред ¢ X P, (р < 4), то максималните 
квадратни подматрици па Рий са ΟἹ ред р. Нека максимал- 
пата подматрица Ртах На Р се състои OT стълбовете 1y, 19, ...,1 

на P, тогава максималната подматрица Qmaz на Q, C'LCT’()III,IL.: 
се ΟἹ редовете 1”„1”2,...,1"„ на матрицата Q7 се нарича csomeemiia
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подматрица на Ppoz. Например, axo 

5 1 9 7 8 

P=<§41) и @g=}10 1), τὸ 

3 4 

2 78 
Ha Ρμα: Ξ ( ; 1 ) , съответната (maz = ( 3 4 ) . 

Детерминантите на ἔγπας И Qmaz се наричат главини детерми- 

нанти съответно на Р и . В сила e следпата теорема па Ви- 

не-Коши. 

> TEOPEMA 4.2. Ако Ppxq и Qqxp; то 

det(PQ) = Σ (произведенията на свответичте главни 

детерминанти, де ( Ра) и det(Qmaz))- 

Ако Р и () ca горепосочените матрици, OT теорема 4.2 имаме: 

5 247 8 5 17 8 1 240 1 

3 1|3 4 3 440 1 4 18 4 

= 14+ 1774 (=7).(~3) = —4 + 119 4 21 = 136. 
Kato следствие OT последната. теорема, лесно се доказва след- 

пото твърдецие: 

det(PQ) = + 

ь TEOPEMA 4.3. Hexa С е cespsan ncopuenmupan граф ч A с 
пресечена Mampuye на unyudenmocm за ориентирания граф G*, по- 
лучен чрез произволна орчентация na ребрата в (. Броят па пок“ 
риващите dspeema в ἐραῴα С е +(С) = det{ Ас.А5,). 

Доказателство: ΟἹ теорема 4.2 имаме 
LY = (ж) Че(4045)- Σ (произведенията на свответниите 

главни детерминанти ча Лс и 5) 

Тъй като главните детерминанти па Ас и A’C имат еднакви 

стойности 1, -1 или 0 (вж.5 ΟἹ теорема 4.1), то всяко събира” 

емо, различно от 0 в ropuaTta сума има стойпост 1. ΟἹ друга 

crpana главпата детерминанта па Ag не е 0 тогава и само Т0 

гава, когато дъгите, съотпветстващи па стълбовете, образуват 
покриващо лърво. Оттук следва, че между ненулевите слемепти 

в дясната. част на (*) и покриващите дървета на графа С съще“С” 

твува бисктивнио изображение. С това теоремата 6 JOKa3aild-
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Да разгледаме графа ot пример 4.1. Неговата матрица на инцидентност, пресечена по четвъртия ред, съответен на връх 
4, € 

~ дедователно 

1 -1 0 

0 1 -1 

Ab={1 0 0} = 
0 0 - 
1 0 -1 

3 -1 -1 

AcAb=| -1 2 -1| = det(dc.4,)=38. 
-1 -1 3 

ТОГаВа брОЯТ на, ПокрИВаЩИТе дървета, (Не ГОВОРИЪ[ за ориен- 

Тирани дървета) е 8: {61762,63}} Терез,е4); {61,63; 65}} 
Теъ еа е5 ); {e1, ез, е4); {62,65,64}} Тез,ез, е5); {e2, е4, 65}. Тези пок- 
ризващи дървета ca съответни на полматриците на Ас ΟἹ ред 3, 
които са различни от Нула.. 

2. Матрица на съседство 

При задаване на графи е удобно и полезно да се използва и 
следната, матрица:
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Нека G = (У, Е) е произволен ориентиран граф C 7 вър. 

Xa без паралелни дъги. Mampuya πα свседство 3 + (ь:“;”)п,„ 

се нарича матрицата, чиито олементи се определят по 

следния пачин: 
. 

1, ако (vi,v5) € Е; 
ὑῃ = 

0, B остапалите 
случай. 

(B случай na неорисптиран граф 84 = 1 тогава и само 

тогава, когато съществува ребро между ж и vj). 

ПРИМЕР 4.2. 

и υ U3 “ 

Ὁ2 
ч3 
. 

" ЕЛ 

Граф G Матрица. Ha съседство 

Матрицата на съседство определя напълно структурата на 

rpada. Сумата ΟἹ елементите в 1-тия ред дава полустепента Ha 

изхода ἀἴ(υ!), а cymaTa ΟἹ елементите B 4-тия стълб дава полус- 

тепента. Ha входа 47 (щ;) на върха v;. 
Множеството ΟἹ стълбове имащи 1 в реда v; е множеството 

T(v;), а множеството редове имащи 1 в стълба ;, с 1(w). 

Матрицата Ha съседство може да даде още информация за 

графа. Например, да разгледаме матрицата B?, получена 0Τ 

умножаването на матрицата Ha съседство със cebe ΟἹ по пра 
» вилото “ред πὸ стълб”, т.е. елементите на B? се получават по 

формулата 

п 

(4.1) W= bijbik. 
=1



чно представяне на графи 
53 

4. Матри 

Гдпо събираемо в (4.1) е сдипица Torana и само тогава, ΚΟ- 

гато bij = bjk =1, T.e. KOraTo съществува път с дължина. 2 ΟἹ v; 

до к ΠΡ63 върха Ὁ;). Следователно 

_n δ ὺἓ!τ ="6pos пътища с дължина 2 ΟἹ ; до v 

Оттук IO ипдукция следва, че елементите па матрицата 5 - 

(Ifik)nxn дават броя па пътищата ΟἹ 1; до р с дължина 3 (не с 

ι 

задължително пътищата да ca прости!). 

За графа от пример 4.2 имаме: 
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За други нужди матрицала. Ha съседство може да се опреде- 

ли и но малко по-различен начин, папример ако всяка дъга в 

графа, НрИТЕЖЗВЗ. тегло Wij, вместо единици в матрицата па съ- 

седетво се вписва теглото на съответната дъга. Ш). Ma’rpMnaTa 

па съседство се използва още при някои аЛГСБРИЧПИ методи за 

намирапе на. хамилтонови цикли. 

3. Матрици на достижимост 

матрица на достижимост 

Ще въведем две пови понятия 7 
(reachability matrix и reaching 

и матрица на контрадостижимост 

matrix) [2]. Тези две матрици са важни, тъй като пряко корес- 

попидрат с моделирането на редица. практически проблеми па 

езика на теория па графите. Например, ако имаме една сис- 

тема от хора (или други обекти), комупикиращи 1o определен 

начин помежду си (комуникацията може да бъде пренос на ин- 

формация, съподчиненост и т.н.) на практика често възникват 

следните проблеми (задачи). 
Какъв ¢ най-големият брой хора 

мупикацията. е взаимна (налример ΜῊ 

между всеки два обекта)? 
Често възпиква и друг проблем. Да cc памери пякакво ми- 

пимално, ”базово” множество ΟἹ хора, Taka че ΟἹ Тях информа- 

Цията да бъде достижима за всички други обекти (хора). За да 

Се опишат na езика на графите и успешно да се решават подо- 

Е?ОН Род проблеми, e полезпо въвеждането Ha NOHATHUATA, KOUTO 

Сноменахме mo-rope. 

(обекти), между KOWTO KO- 

формацията с достижима



Матрица на достижимост. Това е матрицата 

R = (ij)nym, определена. по следния начин: 

1, ако върха ; С достижим OT ;; 

те 0, в противен случай. 

множеството върхове в графа G, дости- 

Очевидно, ако ние намерим 3a всеки 

R(v;), матрицата R лесно се пос. 
Е R(v;) и 0 в противеп случай. 

Да означим с (:) 
жими ΟἹ дадения връх #. 

връх ъ; съответното множество 

троява — B нея г;; е 1, когато vj 

Лесно се съобразява, че 

(4.2) #(е) = {wi} υτο) UT*(v) U ... U Τ ἡ, 

(v;) е множеството ΟἹ върхове vj, 33 които в графа съ- 
където Г 

, т.е. върховете, достижими ΟἹ ¥; чрез път 
mecTByBa дъга (¥, 15 ) 
с дължина 1; 

Очевидно Г(ГЕ(е;)) = Г2(у;) ще бъде множеството OT върхове, 

достижими ΟἹ ὕ; чрез път с дължина 2 и T.H., Г“(о;) ще бъде 

множеството върхове, достижими от v; с използването па път, 

чиято дължина е S. 
От казаното следва, че по формула (4.2), изпълнявайки от 

ляво на дясно операцията обединение, ще намерим всички дос- 

тижими ΟἹ ὕ; върхове, като ще извършваме тази операдия до- 

като намереното (текущото) множество не престане да, нараства 

[0 мощност, при поредното изпълнение на операцията обедине- 

ние (от този момепт нататък B множеството HAMA да се появяват 

нови елементи). 
Очевидно €, че броят 8 на обединенията, които трябва. да се 

изпълнят, е по-малък OT броя п на върховете в графа G, както 

и че всеки диагоналеп елемепт на R е равен на 1 (всеки връх е 

достижим ΟἹ себе си чрез път с дължина 0). 

Матрица на контрадостижимост. Това е матрицата 

О = (¢ij)nxn, определена по следния начин: 

g = 1, axo oT върха v; е достижим върха ) 

“ 0, в противен случай. 



4 Матрично представяне на графи 55 

Auzmormqrx‘roaé;)?i (Зтределя множеството Q(v;) като множество 
върхове пат ΞΟ , Такива че от всеки връх на това множес- 
тво може да CC достигне v;. Ясно e, че по аналогия с формула 
(4:2), 

(4:3) Q(v:) = {(υ} 171 (ъ) а 1729007 (0 
където Г7?(щ) = ΙΓΙ(Γ"Ι(Ἠ;)) и T 

И в този случай операцията обединение се изпълнява от ляво 
Πΐ д)яспо докато пе спре да се актуализира текущото мпожество 
a(vi)- 

Очевидно B матрицата 113, контрадостижимост @), елементът 
4 = 1, когато v; €Q(v;) и 4;; = 0 в противен случай. 

Матрицата па контрадостижимост () е транспонираната мат- 
puna па достижимост R, т.е. () = Πί, 

ПРИМЕР 4.3. За графа от черт. 1.12 да ] 
съответните матрици R и (. Р да определим с формули (4.2) и (4.8) 

υ 1 υ vs vs 

Черт. 1.12 

Шюжестпата на достижимост са: 

) 
Г:(Щ) = {v3, vs, 24) V7, V11, ¥6, V12, V10 ); 

ГЧи) = {w4, v7, v11,¥8, 01, 02, U5, V12, V13 }.
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О 

TlocranmaTa актуализация на множеството R(v1) при поредното прилагане 
го) от формула (4.2) дава: 1 

операцията. обединение (OT ляво ка дяси 

R(w) = [01}; 
R υ;ζ = {v1,v2}; 
Ἔ ζυι) = {v1,v2,v3, 0} 

R идЗ = {v,,vz,v;,,vs,v4,v7,v11,vfi}§ 

Ἄ ζυιὴ = {v1, v2,v3, 05 04,07, V11, V6, 12 ; 

R(v1) = {v1, v2,v3,v5, V4, V7, V11, U6, V12, V13 5 
vz, D3, Us, V4, U7, 11, ὕ6) V12, V13, V10 5 

ТЗЕщ; Ξ ἷυιγ 
R(v vl,Uz,va,vs,U4,07,1111,116,012,1!13,1)1

0}- 

Rivz) = ( } (Ὁ05,05}0 {vs, v7, 011,76 U 

U{v;,m,v5,v12,vy} υ {02,υ3,ν5,υ6,υ1ι,υ|3}υ 

U{vs, vs, #4 7, V11, U6, V12, w10} U {04,117,‘011,06, v1, vz, Vs, V12, Ὁ18} = 

= {vz,vs,vs,vq,vr,vu,vs,m,vm,vla,vm}. 

Аналогично получаваме: 

R(va) =R(ve) =R(v1) =R(v2), 
R(vs) =R(ve) =R{vr} = {vs, vs, υ1}» 
R(vs) =R(ve) = [из,ив,щ,ив,из,що,ин,щг,ию], 

R(vi0) =R (v11) =R (v1z) =R(v13) = {vs, ὕο, v7,v10, V11, V12, 

Оттук лесно се определят (строят) матрицата. на достижимост Л и матри- 

цата на контрадостижимост (. 

Β следващата глава при разглеждането па въпроси, свързани с построява- 

нето на дървета, ще бъдат дадепи други начини 88 намиране на множествата 

R(v:) и Q(v:), свързани с маркиране на. върховете. 

v13}- 
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Матрицата на контрадостижимост () ππμὰ да разписваме, тъй като тя € тран- 

спониратана πὰ R, т.е. Q= Β, 
. 

Редица практически проблеми налагат да се строят Taka Ha- 

речепите М%ТРИЦИ на ограничена достижимост и контрадости- 

жимост. Те се намират точно Mo същия начии, с тази разлика, 

че при тях съществува. ограничение за 5, т.е. има някаква горна. 
грапица за дължината 8 на пътя, чрез който се реализира. дости- 

жимостта или обратната достижимост (коптрадостижимостта). 

Не e трудно да се съобрази, че ако графът е транзитивен (т.е. 
ΟἹ съществуването на дъгите (v;,v;) и (vj,vy) следва съществу- 

вапето ῶ дъгата (vi,v,)), неговата матрица на достижимост В 
съвпада. с матрицата My на съседство B, ако B последната MaT- 

рица по главния диагонал поставим единици. 
Както анонсирахме в предишния параграф, сега ще дадем ал- 

горитъм за намиране силно свързаните компоненти на графа а 

— максималните подграфи на (7, в които всеки два върха са 

взаимно достижими. 

ГаЛлгОРИТЪМ ЗА НАМИРАНЕ НА СИЛНО СВЪРЗАНИТЕ)| 
КОМПОНЕНТИ. 

Коментар: 
1. Всски връх v; Ha графа С принадлежи само на една силно 

свързана компонента. (вж. параграф 1.3). 

2. Ако е; е взаимно достижим с върха щ, TO очевидно същес- 

твува цикъл, съдържащ v; и +;. 

3. Очевидно е вярно и обратното на 2., т.е. ако т; е OT цикъл, 

съдържащ ъ;, TO ъу е взаимно достижим с ; (т.е. върховете са 

силно свързани). 
ΟἹ казаното следва, че един връх Uj е взаимно достижим 

(силно свързан) с върха v; тогава и само тогава, когато върхът 

Ф) с OT цикъл, съдържащ . 
4. Множеството R(v;)NQ(v;) се парича мноосество от сащес- 

твени аврхове относно вартовете Vi U Uj 12), [6]. Върховете от 

споменатото множество очевидно са такива, че OT ¥; до TAX, 
както и ΟἹ тях до Vj, има поне единп път, т.е. върховете от 

R(v;)NQ(v;) принадлежат поне на един път ΟἹ Ὅ; 1O Ὁ). Останпна- 
лите върхове се наричат несеществени, тъй като тяхното отст- 

раняване не влияе на (v - ὕ) ) пътя. 

ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. | От направения коментар е ясно: 
за да се намери единствената силна компонента на графа G, съ- 

държаща върха щ, трябва да се намерят всички върхове, учас- 
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- 

тващи Β поне един цикъл, съдържащ Ui (т.е. път с начало и κροῇ 

ъ;); множеството R{v:)NO(v:) е множеството от всички върхоца, 

до които има път ΟἹ v; и OT които има път до Vi, T-€. всички 

върхове, участващи в поне един път 0T v; до Vi, T.C. участващи 

B поне един цикъл, съд*ьржащ . 

РИТЪМА. СТЪПКА 1. С помощта ца 

хъ Ε Ο -- (ν, Г) се определят пос- 

nQ(v:). Последното множество 

тонта на графа G, съдър- 

ОПИСАНИЕ ПА АЛГО 

(4.2) и (4.3) за произволен ΒΡ 

ледователно R(v;), 9(щ) и R(v;) 

еднозначно определя силната компон 

жаща върха щ. 

СТЪПКА 2. Отстр 

памерепата компопента и 

аняват се всички върхове, участващи в 

се разглежда подграфът С”, породен 

V — κ Π Q(v:)). Полагаме G :Ξ 6 
ΟἹ мпвожеството върхове ( 

ки върхове па. иИизхоДднияЯ 

и ce връщаме па ствпка 1, докато всич 
компоненти. По този 

граф С пе се групират в силно свързани : 

начин графът С се разбива на силно свързаните си компоненти 

. 
Изложената процедура може да се осъществи лесно, ако се 

използват матриците Й и Ο [2]. Да означим с R ® Q varpunara, 

която се получава след поелементното умножаване на матрици- 

те Ru @, т.е. 

R®Q = (74.6if Jnxn- 

Очевидно редът, CLOTBETCTBAN на върха v; в матрицата R Ὁ (7, 
ще съдържа едипици в тези стълбове v;, за които v; и ; са 
5.35“%3 ξζξ;τ;«ζΐπεἔ ;ἓἷι ;Ἔ,Σ['ΒΡ)Κἂ пули на останалите места, 

рат в една и съща силно свързана 
компонента тогава и само тогава, когато съответните им редо- 
ве (или стълбове) в матрицата R # () са едпакви. Върховете, 
чиито редове имат едипица в стълба vj, ще образуват множес- 
(т)вото върхове на силно свързаната компонента, съдържаща . 
ттук следва, че матрицата R ® Ο може да се щ,)еобраз ва ЧР*;З 

Ι;Ι);Ξ.ἕοκοἔπἃπε Ha редове и стълбове B Gnotmo-m/raronamrg матри- 
cu'Lpsaungol;fga диагонална подматрица съответства Ha силно 
Cpapsana KoMt пента и се състои само OT единици (останалите 

лочпо-диагоналната матрица ca нули). 
За графа Рафа от пример 4.3 матрицата R®Q след съответните
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те съответните силно свързани компопенти на графа ca: 

{1)1,112,113,”4}; {Usyvsflh}; {vs,vs}; {1110,1111,7112,1113}- 

Да разгледаме cera въпроса за намирането Ha мипимално 
а Н " 

множество върхове B сдин граф С = (V,F), от които ca дости- 

жими всички върхове на графа, т.с. намирането на множество 

от върхове B, 38 KOCTO: 

(4.4) R(B)= U Rw)=V u VB CB(R(B)#V) 

v EB 

Ако в rpada G = (V, Е) има покриващо ориситирано дърво с 

корен υ; (v; се нарича още корен на графа С), този корен v; ще 

се явява търсепото множество . Множеството В, определено 

с (4.4), се нарича база. | 

Ще дадем още една дефипиция 3 

ь TEOPEMA 4.4. Множеството от ввргове B на графа С = 

(V,E) е база тогава и само тогава, когато R(B) =V че B няма 

врат, достиожсим от друг epsz пна . 

o: Пеобтодимост: Пека Й e база в U, T.e. 

пуснем, че съществува връх vj € В, който 

а база, сквивалептна na (4.4). 

Доказателств 
в сила е (4.4). Да до
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с достижим ΟἹ върха v; € B, т.е. υἹ er(v;) ищ # vj € B. Тогава 

очевидно върховете достижими OT ὕ7., Ще бъдат достижими и οἹ 

vi, т.е. R(v;) € R(v;). Оттук следва, че 

rRB-v)= |) #0)- У 
υἱΕ8Β-τῦ 

което противоречи на второто условие в (4.4). 

Достатвчност: Нека. cera 3a ΜΠΟΣΚΟΟΊΒΟΤΟ от върхове В има- 

ме R(B) =V ив #В няма връх, достижим от друг връх па B, т.е, 

за всеки два различни върха ΟἹ В имаме vj # R(v:). 

Ще докажем, че ¢ налице (4.4), за което е достатъчно да 

покажем само второто условие Ha (4.4). 

Да допуснем противното. Без ограничение на общността да 
"ς- s 

допуснем, че истинското подмножество 8 = В —v;, Ὁ € B при- 

тежава свойството #(В!) - У. Тогава Uy,eB-v, щ) =V. Вър- 

хът ъ Е V, следователно Ὁ7 € ι}..ε8-; R(v;), откъдето е; € 

R(v;), щ # vj, което противоречи на паправеното предположе- 

ние в условието. С това теоремата е доказана. 4 

СЛЕЛСТВИЕ 1. Никои два евврта om базата В не принадлежат 

на една и сеща силно свврзана компонента на графа G. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Нека G е произволен граф и В e негова npous- 

волна база. Всички esprose Ὁ; на графа G, чиято полустепен на 

втода е нула, т.е. 47 (υ;) =0, принадлежат на базата В. 

Верността Ha следствие 2 е очевидна.. 

Обратното твърдение на следствие 2 не е вярно, както ще се 

убедим по-късно. 

ь TEOPEMA 4.5. Нека С е ацикличен граф. В С сеществува 

единствена база B, свдвржеаща всички ввртове на графа с полус 

тепен на вгода нула. 

Доказателество: OT следствие 2 е ясно, че всички ΒΈΡΧΟΙ 

ве на С с нулева полустепен на входа ca ΟἹ B. 38 да обосповем 

верността па теоремата, е достатъчно да докажем, че в базата 

В na ацикличния граф С няма върхове vj, 38 който 47 (0;) # 0. 

Да допуснем, че B = {b1,bs,...,bs} e база, B която има попе 

един връх, например by, за който 47 (01) # 0. Следователно СЪ“ 

ществува дъга (v;,b). Но щом В е база, върхът щ е достижим 

от някое by, ТЕ {1, 2, ..., s}. '
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а) Нека b; = 01. Тогава съществува цикъл, съдържащ by, ко- 610 е певъзможно поради ацикличността на С (вж. черт. 1.13 
а)); ? 

6) Нека b; # 01. Тогава има път ot b; 10 by, KoeTo противоречи 
на теорсма 4.4 (вж. черт, 1.13 6)). 

Baza В База В 

а) b υ 6) b “ 

b, ο b; 

by © b, © 

Черт. 1.13 

И така всички върхове на ацикличния Tpad G с нулева по- 
лустепен па входа, и само Te, ca ΟἹ базата B, което доказва 
единствеността Ha базата В. 4 

Ше въведем още едно важно и нолезно понятие в теория Ha 
графите. Нека G = (И,Г). Да разгледаме графа С“ = (V*,I*), 
определен по следния пачин: всеки негов връх представлява 
силно свързана компонопта. на С (па различните компонецти Ha 
С съответстват различни върхове на С“); дъгата (vf,v}) същес- 
твува Β ΄ тогава и само тогава, когато в С съществува. дъгата 
(v;,v;), за която v; принадлежи на компонентата, съответна нпа 
v, а Ὁ) — πᾶ компонептата, съответпа Ha vf. Графът G* се 7 
нарича кондензация на графа С [2]. 

На черт. 1.14 е дадена кондензацията πὰ rpada ot черт. 1.12. 

ще фл имя) ч37 (ивучвут) 

1341819 ) 

v} ξένιονυι ил2илз) 

Черт. 1.14
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Ouenumio e, че кондензацията С“ na G ¢ ацикличен rpad. До. 

nyckaneTro, че B G* има цикъл озпачава, Че всички върхове o 

ткълето следва, че върховсто 

цикъла са взаимно достижими, O 

на цикъла са в пякоя силно свързапа компопепта па G~ а оттам 

и на G, което противоречи па onp: гисто 38 кондензация. 

Следствията на TCOPCM а 4.5 дават възможност 

да формулираме следния 

сделен 

а 4.4 и recopeM 

ГРАФА G. 

рзапите компопепти 112 с 

СТЪПКА 1. Намират се силно СВЪ 

cue алгоритъм. 

се копдензацията. 
па гра;фа G. 

а база П“ па ацикличния 
с помощта на дадения “ 

СТЪПКА 2. Памира 

СТЪПКА 3. Намира се сдинственат 

граф G*, която се състои от всички въ 

тепен на входа. компонпента. на графа G, съответ- 

СТЪПКА 4. От всяка силна 

crpama на връх OT базата Β᾽ сс взима точно един произволен 

връх. Край. 
1.12 съответната кондензация е на черт. 

38 графа от черт. 

1.14. Единствепата база за ацикличния граф от черт. 1.14 e 

Gasata B = {vf,v3}- Следователно 32 изходния граф G са въз- 

можни следните бази: ( 18) [1)1,1)9], {'vg,'ug}, {1)2,’09}, {va, 18) 

{”37 ”9}: {’U4, 1’8}7 {”45 '”9}- 

OT Ka3aHoTo ¢ очевидно: 

Всеки две бази на произволния граф G имат едип и 

Ha върховете с нуле- 

същ брой върхове, равен Ha броя 

да от кондензацията (τ.6. броят на 

pa полустепси Ia вхо. 

върховс от базата ᾽ па G*). 

4. Marpuna (вектор) Ha степените 

Да разгледаме следната. матрица (вектор): 

D = (d(vi))ixn = (d(vy), d(v2); ...» d(v,)), 

;:::то слементи са неотрицателни цели числа. Всяка. такава 

рица (вектор) се нарича матрица на степените, ако същес”
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твува граф с върхове vy, vy, .. Up, ЧИЙто степени са съответно 

d(v1), d(v2); ..... ἀ{Ὁ,}.Ψ 
Ше опишем и обосновем алгоритъм 58 намирале на неориен- 

тиран прост граф С при зададена матрица на. степените. Алго- 

ритъмът ще намира прост граф G, ако той съществува или ще 
установява несъществуването на граф, ако последователност- 

та d(vy), d(v2), ..., d(v,) не може да бъде последователност OT 

степени на върхове. 

ИДЛЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. | Разглежда се последователност- 

та D = (d(v1), 4(ъз), ..., d(v,)), като ἀζυ1) > ἀ(υ2) > ... > d(va), 
което лесно се постига с пренареждане Ha върховете, ако това 
се налага. Избира се произволно d(v;) # 0. ?Отнема (зануля- 
ва) се” степента 4(ъ.), като върхът v се свързва чрез ребро с 
първите 4(о) върха ΟἹ последователпостта, различни от V. 

ΟἹ степените на върховете, свързани с Vg, се отнема 1. По 
този пачин от D се получава една HOBa последователност Р1 ΟἹ 
числа, наречена остатачна последователност. Чрез пренареж- 
дане на върховете (ако това се налага) в остатъчната последо- 
вателност числата. отпово са в ненарастващ ред. Тази mpomeny- 
ра се повтаря, докато: 

а) се получи остатъчна последователност D; = (0, 0, ..., 0), 
което означава, че има прост граф с матрица (вектор) на сте- 
пените D или 

6) се получи остатъчна последователност D; с отрицателна 

компонента, което означава, че D не може да бъде матрица на 

степените, T.¢. не съществува прост граф G с такива степени на 

върховете. 

ПРИМЕР 4.4. Да разгледаме последователността. 

Пренареждаме върховете, така че последователността. да. стане пенараст- 

ваща., 

Отисмаме (запуляваме) степента. на върха v4, като го свързваме с ребро с 
първите 4(:4), т.е. с първите 2 върха Σ и ὕ5. Получава се следната остатъчна последователност: 

᾽ 

т Vs Vs V2 Uz Uy 

Dy =\73"32 3, 2, 2, 0 и
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Пренареждат се върховете в Ῥι до вида 

АК Н 23 ἴ;) 

м| ра #“ 
зполен връхз папример Vs, като y, 

без да. се брои върхът 4 
, 

Отнема се (запулява се) сте! PO pHPXE 

се свързва с първите d{ve), т.е- с fl'bPfl“:‘m“ се получава следната. остатъчна 

т.е, Vg се свързва с V1, V5 и v2. 
U3 υ V2 Vs v ) 

последователност: 
v 

. 1 

р (ш we vs v2 V3 ™ >, т.е. D2=(2, 2} L L 0 o) 

2= ᾽ ῃ ᾽ ᾽ ᾽ 

а ъз И се получава: 

Отнема се степента Η ΟἹ v2 23 ч55 06 

o Ὁ vs vz νὲ %), те ре Ъ 0, 0, 0, 0 

D3 = .0, , 7,0, 0 

υ Ἡ се получава: 

v vz 2 щ s VS . 

g, 0 U 

(вектор) на степените 

чава като резултат от изпълнениет
о на 

oTHEMAHETO (зануллването)
 ῶ степените: 

vi v2 

vs 
vs 

vg υ 

и е полученият прост граф G? (защо?). 

Вапрос: Едикствен л 

ожения алгоритъм се базира на след” 

Обосновката на предл 
Wang и Kleitman [8]. 

ния резултат, получен от 
4(02): 

» TEOPEMA 4.6. Ако последователността D = (d(w1)s 
cme- 

.. d(v3)), 4л) 2 ἀ(υ2) > . 2 d(vy), се явява матрица na 

пените на прост граф, Mo и остатвчната последователност, 70 

лучена след отнемането на степента ἀ(υι) притежава сещото 

свойство.
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Доказателство: За целта е достатъчно да покажем, че 
съществува прост граф с матрица на степените [) = (d('Ul); d("Z): 
- d(vn)), в който върха vy, ¢ съседен с първите d(vy) върха, раз- 
лични ΟἹ чь. Да допуснем противното. 

Избираме измежду графите с горпата матрица па степените 
опзи прост граф G, в който върхът шу ес съседен с максималния 
брой върхове измежду първите ( ?2ь) върха и не е съседен с по- 
ие един ΟἹ TAX -- цапример v, (виж чертежа 110-д0лу2. Щом 
ть пе е съседен с ὕπι, Ὅμ ще бъде съседен с връх Uy, който не е 
измежду първите ().) върха. Тогава 

d(vm) > 4(у,) >1. 

Uk V¢ - върхът ¥ може да € ΟἹ 

множеството Ita първите #(ъ) върха 

МПОЖЕСТВО от първите 

Ф(ик) върха 

Пверви случай: 
Нека ἀ(υ,.) = 1 = d(v,) = 1. Тогава съществува връх vy, съседен Ha Vp,. Върхът ш с различен ΟἹ у) по допускане, v; # u, поради d(vg) = 1 и щ # v, поради липсата на примки в графа. Освен това върхът шу (съседен на ¥m) не с съседен на vy поради 

d(vg) = 1. 
Bmopu случай: Hexa d(vy) > 2, т.е. съществуват цоне 2 ст- СеДНИ на vy, върха. Следователно съществува попе един връх U (# 9 и vy, ), който с съседен на V. Ако Допуснем, че всички такива, върхове Ф) са съседни па. Vq, 32 степента, на върха Ὅς ще ПОЛУЧИМ 

d(vg) = 1 + d(vm), 
ОТ където поради 4(от) > d(v,) стигаме до противоречието 

d(vm) > ем) +1.
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И така, във всички случаи съществува връх U (Ещи V) 

съседен па v, и несъседен па v;. AKo заменим pebpata (vy,,v,) Ι; 

(vk,v4) съотвестно с ребрата (е м) И (Vg 1е), ще получим граф 

С!, в който мпожеството па първите 4(еь) върха (различни οἹ 

ὉΚ}, съседни с Vg, съдържа едипн слемент повече, което протива. 

речи на задавапнсто на графа С (виж пачалото на доказателст. 

вото). ч 
1 

В [9] са дадени пеобходими и достатъчни условия една ποο- 

ледователност OT числа да бъде степени на върховете па. граф, 

но тези условия са, от нсалгоритмичен тип. 

Ако в ГОРООПИСЗ.ПИЯ алгоритъм на всяка стъпка се отнема (38.- 

нулява) най-малката различна от пула остатъчна, степен, то с 

помощта на индукция може да. се покаже, че получаваният Ἰ'Ρἃφ 

е свързап, ако 

Vi, d(v;)>1 « ἑά(υί) » 42(π -- 1). 

=1 

5. Матрици Ha циклите и разрезите 

В тази подточка на параграфа ще използваме думите разрез 

и цикъл, като ще визираме прост разрез и прост цикъл (контур). 

Нека С е граф, имащ т ребра (дъги). 

Матрицата С = (¢;;), имаща т стълба и толкова редове, кол- 

кото са циклите в графа G, чийто елементи се определят по 

следния нажчин: 

1, ако j-TaTa дъга. влиза в 1-тия цикъл 

и орисптацията па дъгата съответ” 

ства на ориектацията на цпцикъла; 

Ξ { -1 ако j-TaTa дъга влиза в #-тия цикъл 

и ориентацията. на дъгалта не СсъОТ” 

ветства ца ориентацията па UKD 

0, B nporusen случай, 

Clj 

(ориентиран граф) 

. . 
, л" 

в " 1, ако ξΊοτο ребро влиза в +THSI Kb 
неориентиран rpad) 0, B противен случай,
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се парича уикломатична матрица (матрица на циклите). 

ΠΡΗ͂ΜΕΡ 4.5. Да разгледаме следнин ориецтиран граф С и неговия нео- 
ринтиран дубликат. 

ЛАко за всички цикли приемем ” единиа” ориентация по посока. па часовнико- 

вата стрелка, тогава 3a трите цикъла {61,68,65,66}, {62,68, 69} и (ег, ез, ел, ев ) 
подматрицата на С е следната: 

е1 е5 € еа е5 06 €7 € €9 
Цикъл 1 1 0 0 ¢ -1 10 1 0 
Цикъл 2 0 -1 -1 0 0 0 0 0 -1 
Цикъл 3 0 - -1 -1 00 0 -1 0 

Съответината. подматрица 38 пеориентирания граф се получава, ако в горната 

подматрица ” - 1” се смени с” +1”. 

Ще дефипираме cera една. важна подматрица. Ha цикломатич- 
ната матрица, базирайки се па въведеното в предишната под- 
точка понятис — фундаментален цикъл. 

Матрица на фундаменталните цикли в неориентиран граф С 
относно покриващото дърво Т се нарича матрицата С) = (е;), 
имаща (С) рода и т стълба, в която ¢; = 1, ако реброто с; 
принадлежи па фундаменталния дикъл ΟἹ и с;; = 0, в противен 
случай. 

Лесно се съобразява, че ако ребрата, непринадлежалци A, 
дървото Т, номерираме последователцо ot 1 до u(G), а ребрата 
на дървото Т номерираме ot (С) + 1 до т, то матрицата na 
фундаменталните цикли Су има вида: 

(4.5) С) = (I|Ch2), 

където Г е единична MaTpuna. Това e така, защото всеки фунда- 
ментален цикъл ΟἹ съдържа точно едно ребро, пепринадлежащо 
на Т и цпиклите можем да померираме съответно чрез помера на 
реброто, пепринадлежащо na дървото. Оттук следва, че всички
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сдиници в първата (4(С) х щ(б)) подматрица лежат на главния 
диагонал. (При ОРИОНТИРППИ графи ()[)ИСНТЕП[ИЯТП. па фундамен. 

талния цикъл съвпада с ОРИСНТДЦИЛТД па определящалта го дъга 
) 

пеприцадлежаща па дървото Т.) 

3a неориептирания граф от пример 4.5 и покриващото дър- 

во Т = [01,е2,84,с5,с6], фундаменталиите цикли и матрицата на 

фундаменталнците цикли съответно са: 

C;=(11111100 0) — съответен на реброто ez ¢ T, 

C,=(100001100) — съответеп на реброто ετ # T 

C3=(100011010) — choTneren на pebporo ев ( T 

Cy=(100111001) — съответеп па реброто е5 & T} 

Ot (4.5) следва, че paurbT Ha матрицата С) e papen па 

т- я +1 (щом има noxpusamo дърво T, графът G e свързан 

и цикломатичното му число (С) = т- п + 1), Тъй като Суе 

подматрица. на матрицата Ha циклите C, ΤῸ 

rank(C) > rank(Cy) -т-п+1. 

Може да сс докаже верпостта Ha следното твърдепие: 

ь ТЕОРЕМА 4.7. Рангвт на цикломатичната матрица С сва- 

nada с цикломатичното число на графа G, m.e. rank(C) = wG) = 

т- п ЪЕ (npu caspaan граф rank(C) = p(G) = m —n +1, т.е. 

rank(C) = rank(Cy)). < 

Матрица на paspesume: B rpada С с т pebpa (дъги) матрица” 

та 5 = (24), имаща т стълба и толкова реда, колкото са па брой 
разрезите в графа, чийто елементи ;; се определят по следния
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начип: 

1, ако )-тата дъга влиза в 1-тия разрез 

и ()риентацията па дъгата. съвпада. 

с тази на разреза; 

ако )-тата дъга влиза в 1-тия разрез 

и Ориснтацията. на дъгата пе съвпа - 

да с opncn’ranvm'ra на разреза; 

0, в противен случай, 

817 

ориеситиран граф Р 
и 1 

24 - 1, ако j-ToTo ребро влиза в +тия разрез; 

(исориентиран граф) 0, в противен случай, 

се нарича матрица на разрезите. 
Ясно e, че ако знаем матрицата на разрезите B ориентирания 

граф G, съответната матрица за неговия неориентиран дубли- 

кат се получава, като заменим ” - 17 с” +1”. 

ПРИМЕР 4.6. Да разгледаме следния нсориентиран граф G: 

п еа υ 

ев е2 

Граф G: v3 

е5 ез 

Vs еа V4 

ПЗРПЗПЦП[И множества и ChOTBCTHHUTC разрези ca 

двуелементни, тъй като OTCTpEl'lUIHa"ETO на свдно ребро пе парушава свърза- 

ността. на. графа, отстраняването Ha всеки две рсбра парутшава свързаността, 

а всеки три ребра ]Ia,pyllh’ll]fl.T cB’Lpsauoc’r’ra, JI0 не са минимално мпожество с 

това свойство. Матрицата на разрезите 5 има вида 

ОЧЕПИДНО всички прости р 

81 €2 €3 €4 €5 С6 

Paspes 1 1100 00 

Paspes 2 1 01 0 00 

Paspes 3 1 001 00 

S = .. 1 00010 

Разрез 5 1 0 0 0 01 

Разрез 6 0 1 10 0 0 

Paspes 15 0 0 0 0 1 1
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В матрицата на инцидентност ненулевите еломенти ,в един 

ипцидентните 
С върха v 

ред, съответен на върха v определят 
. 

T - 

дъги, а тези дъги образуват разрез v,V -- ). Ιξοἶἓζΐογἳπεπἓε 

депите 
пцидентпост дефиниции за матрица на Wil патствал на 

: Ὶ т 
разрезите следва, че редът в матрицата 5, съо 

ада с ре. 

разреза (v,V - 9) (¢ ориентация ΟἹ ¥ KbM V — ъ) съвпада с реда 
. v. От- 

на матрицата на индидентност ΑΙ, съответен 12 върха 
а 

TYK следва, че матрицата на иицидептност Al Οἓπἓΐἵὃἶἕἕἆ A;I)a 

матрицата Ha разрезите ank(5) = : 
, Ше докажем, че Т 

| ь ТЕОРЕМА 4.8. Всеки ред в 

да се изрази по два начина като линейна комбинация om редовете 

на матрицата ΑΙ, като ч 6 двата случая Z’teuyfieaume коефициен- 

mu в линейната комбинация са п ил ” - 1 

3) Нека (К V) е -тия разрез в графа 

е съответния вектор на разреза. 

матрицата на разрезите Д моое 

Доказателство:[ 

С сп върха и т ΑΤΗ а δὲ 

Нека 
Ν 

Va = {'01, V2, ~‘~1vr}1 a Vu = {1)'r+17 ey 'Un} 

ne; (1<1< п) e вектора B матрицата Ha инцидентност, ChOT- 

ветстващ HA . 
Без ограничение на общността да. допуснем, че ориентадията 

на разреза e от V, към V,. Ше докажем, че: 

{ (4.7) 81 - αἡ + аз + . аг Ξ -“(дт.н + ἀγ..2 еР аЖ). 

Ϊ Нека v, и s са върхове инцидентни с k-TaTa дъга, ориенти- 

рапа ΟἹ v, към ὕ9. Следователно 

(4.8) ау = 1, ax = -17 G5k = 07 .7 ;é Ῥ, k. 

Случай 1. v, € Vo, a0 €V, т.е. рЕт, аз > + +1, = 9д =1 

Случай 2. v, eV, av, eV, т.е. р> +41,; аз < г, = s =—1 
- " “ ’ 

Случай 3. vy, vs € Vo, т.е. р, s < т => δὶς = 0. 

Случай 4. vy, v € Vg, т.е. р, s27+1 = 8 =0, 

Във всеки ΟἹ възможните четири случая ΟἹ (4.8) следва 

(4.9) К (01]; Ἔ адв + ...+ a,k) = _(aT-HJc + ааа o+ ап!с)» 

и %ъи като (4.9) е вярно 38 1 < Е < т, то следва верността на 
.7), което доказва и верността на TEOPEMATa. 4
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СЛЕДСТВИЕ 1, 

тап(5) < гап#(А1). 

СЛЕЛСТВИЕ 2. 

rank(S) = гап«(1). 

Последното € очевидно, като се B3eMe предвид, че матрицата. 
на инцидентност А; € подматрица на матрицата пна разрезите 5, 

т.е. rank(S) > тгап«К(А;) и доказаното следствие 1. 
От т.2 и т.3 на теорема 4.1 и следствие 2 на TeopeMa 4.8, 

следва верността на твърдението: 

ь ΤΕΟΡΕΜΑ 4.9. Нека С е граф с п вврта и k компоненти. 

rank(§)=n—k 

(parzsm на матрицата Ha paspesume csanada с ранга na zpaga). < 

B свързания граф G ¢ п върха покриващото дърво Т опре- 

деля множество ΟἹ п — 1 фундаментални (базисни) разрязващи 

мпожества. Да припомним, че всяко OT тях съдържа едно M 

само сдно ребро (дъга), принадлежащо 1A дървото T. 

Подматрицата Sy на матрицата S, съответстваща на това 

мпожество, се парича фундаментална (базисна) матрица на раз- 

рязващите множества относно дървото T, т.с. матрицата 5) 

има п - 1 реда, съответни на фундаменталните разрези ит 

стълба (т с броят на ребрата (дъгите) в G). Нейните еле- 

мепти ;; са 1, когато реброто (дъгата.) в) принадлежи па 1-тия 

фундаментален разрез й 0, в противен случай. 

Ясно e, че ако ребрата (дъгите) непринадлежалци па дървото 

Т померираме от 1 до μ(Ο), а ребрата. (дъгите) от дървото T 

номерираме ot (С) + 1 до m, матрицата на фупдамепталните 

разрези 5 /у може да се представи по следния начия: 

(4.10) S5 = (Sull), 

кълето Г е единична матрица ΟἹ pen n — 1, чиито стълбове съ- 

ответстват па ребрата (дЪГИ”Ге) ΟἹ дървото Т. 

Очевидно e, че с подходяща померация $11 и I могат да cu 

сменят местата. Когато графът ¢ свързан, ориентацията на ба- 

зиспото разрязващо множество се избира. така, че да съответс- 

тва на ориентацията на определящата дъга от дървото.
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-
 

ь2
 

От (4.10) следва, че rank(Sy) = π - 1, T.e. равен Ha pamra 

па матрицата 5. С други думи всеки вектор-разрез може да. се 

изрази като линейна комбинация от базисните вектори-разрези, 

За графа от пример 4.6 матрицата на фундаменталните 
раз- 

рези, съответна на дървото T= {61,02,83,04,85} е: 

¢, e €3 A 

ет €2 €3 €4 €5 6 

Фундаментален разрез 1 1/1 0 0 00 

(4.11) Фундаментален разрез 2 | 1о1000 

5) = Фундаментален разрез 3 110оо1 00 

Ффундаментален разрез 4 110 0 0 1 0 

110 0 0 01 
Фундаментален разрез 5 

между матриците па ин- 

на разрезите. Ако разглеждаме нео- 

мки и всички аритметични операции 

сила следните 2 ТВЪРДЕПИЯ: 

В cuna са. следпите интереспи pcnaunn 

цидентност, на циклите и 

риентирапи графи без при: 

са операции по mod 2, са B 

» TEOPEMA 4.10. Mampuyama на инцидентност А и mpanc- 

понираната матрица на фундаменталните цикли Ο} са opmozo- 

пални, т.е. 
АС-0. 

Верпостта Ha тази TeopeMa следва ди- 

ъх в цикъла е индцидентеп с четен 

т — с две ребра) 
а 

Доказателство: 

ректно ΟἹ факта, че всеки BP 

брой ребра от този цикъл (ако цикълът е прос 

и това, че операциите са по mod 2. 

ь TEOPEMA 4.11. Mampuyama na фундаменталните цикли С) 

и транспонираната матрица на фупдаменталните разрези 5} ca 

ортогонални, m.e. 

Ο᾽.51 τε . 

Доказателство: Верпостта на теоремата следва ΟἹ фак- 

та, че всеки разрез на един цикъл, индуциран от разрез в графа, 
с ” 

¢ състои ΟἹ четен брой ребра па разреза и освеп това всички 
4 

операции ca по mod 2.
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Последните две теореми ca верпи и без да се използва пред- 
положението за фундаменталност нпа циклите и разрезите, т.е. 
верни са за произволни матрици Ha циклите и разрезите. 

Освен това, тези две теореми имат ” алгоритмичен” характер. 
От теорема 4.11 папример следва, че 

St 

q@:amg(fl [):S{1+Cn=0. 

Оттук 5)) = --ΟἸ . ο —1 = 1(mod 2), следователно 

(4.12) St = Cra. 

с други думи, ако е известна матрицата на фУНДаМОНТЗ.ЛНИ- 

те разрези, веднага може да се получи с (4.12) матрицата Ha 
фундаменталните цикли и обратно. 

Например, за неориентирания граф от пример 4.5 матрицата 
на фупдаменталните цикли Су намерихме -- виж (4.6). Тогава 
от (4.12) веднага получаваме за този граф матрицата Ha фун- 
даменталпите разрези: 

111110000 
1000/01000 

S;=(Sul)=|1 00 1/0 0100 
101100010 
11.11(0000°1 

Аналогичо, ako използваме (4.12) и намерената матрица Ha 
фундаменталните разрези (4.11) за графа от пример 4.6 ведна- 
га можем да получим матрицата Ha фундаменталните цикли за 
този граф: 

ΟἹ Ξ (ΠΠ ) =[111111]. 
ЗАДАЧА 4.1. За графите Gy и G2 от черт. 1.15 да се намерят: 

Н =0 
Граф б1 Граф G,
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Yepr. 1.15 

а) всички матрици, разглеждани в този параграф; 

- матрица. на. инцидет" 

- MaTpHla π8 съседство B; 

- MaTpHlia на достижимост R; 

матрица. na КОПТРЗДОС 

- матрица. πὰ циклите C; 

- матрица ка фундамептапните 
цикли Су; 

- матрица Na разрезите 5; 

- матрица ка фухшамепталпите 
разрези 5); 

6) броя па покриващите дървета в графа и самите дървета; 

в) силно свързаните компокенти Ha графа и базите. 

кост A 

тижимост ) 

ЗАДАЧА 4.2. Да се определи кои от следните числови последователности 

ca матрици (нектор) Ha степените на прост неориснтирап
 граф: 

а) Д1 Ξ (3,3,2,2,6, 3,3,3,3); 6) D2 = (2,4,3,4,3, 3,3,4); 

в) Ds = (6,5,4,3,2,1); r) ра = (6,4,3,1,1,1)- 
Ome. а) ч 6). 

1.5. К-свързани графи. Сдвоявания. Покрития 

Във втори параграф на тази глава беоше въведепо понятисто 

свързаност — графът С ¢ свързан, ако между псеки два него- 

Β: върха съществува път. В следвалците параграфи Зи 4 бяха 

изяснени редица свойства на свързаните графи. 

Водени от желаплието да отговорим на въпроса "колко добре” 

е свързан сдин граф, в този параграф ще дадем пякои резулта” 

ти, касаещи така. паречената. Е-свързаност. 

Ще формулираме и дадем доказателства τ някои класически 

теореми ΟἹ Теория на графите — TeopeMa на Meurep, теорема па 

Хол (Hall), теорема Ha Берж (Berge) и др., на които се базира?т 

много алгоритми за решаване на реални практически задачи. 

Ще бъде въведено и изследвано понятисто сдвояване (паро-“ 

сочетацие (руск.); matching, assignment (англ.)) и понятието 917 

полярен (деуш:роматичен) граф. 

Ξ 
1. Ребрена и върхова k-cBBLP3aHOCT
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Да разгледаме следните графи: 
(51) А 

Vg Us Vg 

Граф Gy Граф С 

Множествата, ΟἹ ребра {es}, {e1, ez}, {es, s, €0} са прости раз- 
рязващи множества, — всяко ΟἹ тях е минимално множество реб- 
ра, чието отстраняване парушава свързаността на графа. 

Броят ребра в разреза с минимално число ребра се бележи 
с #(С) и се нарича ребрена свврзаност #!(С). 

С други думи #(С) е минималния брой ребра, чието отстра- 
няване от графа го превръща в несвързан или тривиален граф 
(припомняме, че при отстраняването Ha ребро, неговите крайни 
върхове не се отстраняват ot G). 

За графа ΟἹ от (5.1), #(С) < 1,а «'(Gy)=2. 

Графът С се нарича. k-pebpeno-cespaan, ако «!(С) > k. 

Величината &' с мярка 38 свързаност. . 
Ot даденото определение следва, че графът Gy е 1-ребрено- 

свързан, а графът Сз е 2-ребрено-свързан (той с и 1-ребрено- 
свързан). Очевидно песвързаният граф e 0-ребрено-свързан. 

От друга страна във всеки граф С съществува минимален 
брой върхове, чието отстраняване превръща графа в несвързан 
или тривиалеп. Този минимален брой върхове се бележи с е(С) 
и се парича егргова cespsanocm на графа. Приномняме, че при 
отстраняването на връх от графа се отстраняват и ипцидентни- 
Те с него ребра, 

Графът G, от (5.1) остава свързан при отстраняваце на про- 
изволен негов връх. Отстраняването на върховете Uy И vy води 
до песвързан граф, т.е. върховата свързаност на графа Gy e 2, 
e (С) - 2. 

Очевидно върховата свързапост на несвързан граф е 0. Ве- 
личината а(С) също е мярка 38 свързаност.



Гл.1. Теория на графите. Алгоритмичен падтод 
76 

ича К-севрзан, ако 2(С) 2 k. 
Един граф G се пар 

то отстраняванс превръща графа 

в несвързан или ТРИВИаЛЕН, понякога се парича разделятцо мМмно- 

ожество в графа С. С други думи, Е-свързаният граф не съ- 

държа разделящи множества с мощност <k-1. 

Според дадените определения, всеки свързан граф е попе 1- 

a, ако свързаният граф не притежава свър- 

сте > 1 (виж началото на 

ефинирано понятието свързваща точ- 

свързаните графи без свързващи точки са 

есвързаният граф e 0-свързан. 

Множеството върхове, чие 

ка). Следователно 

поне 2-свързани. Η 

ᾧ ¢ л върха, да се определи е(Кн). 

ЗАДАЧА 5.1. Ако К e пълен rpal 

Omz: &(Ka)=n~-1 

ЗАДАЧА 5.2. Ако графът С не е пълен, πὰ се определи гориа граница. за 

.(6). 
Отаг: га(С) <n—2. 

ЗАДАЧА 5.3. Да се конструира граф G, 3a който е(С) < #1(6). 

твърдения, отнасящи се 
Ше формулираме и докажем някои 

пималната от степените 
до а(6), #(С) и §(G), където 8(G) e ми 

Ha върховете. 

ь TEOPEMA 5.1. Ако G e npocm сворзан zpag, mo 

(5.2) ( ) < δ(6). 

е произволен връх на графа G. 

мпожеството I'(vi) ¢ 
върхове- 

Доказателство: Нека ш 

Множеството върхове, съседни с щ, T.€. 

очевидно разделящо множество — отстраняването на 

те от I(v;) изолира върха ὑἹ или превръща графа в тривиален. 

Следователно 38 υ Е И 

&(G) < Г(и = щ) = 

«(с) < ταῖῃ{(0}}} - δ().
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ра DMJ;EOPEMA 5.2. Ако G e npocm cespsan граф ¢ πὶ вврта UM реб- 

Ω 

2т 

(53) «(с) < [55], 
п 

квдето () е цялата част на +, т.с. най-голямото цяло число < +. 

Доказателство: ΟἹ Tcopema 1.1 имаме 

d(v1) - ἀ(υ2) + ... + d(vn) = 2т. 

Следователно п6(С) < 2m. Оттук и Teopema 5.1 следва (5.3). 4 

За да се отстрани лъжливото впечатление, че върховата и 

ребрената свързаност са равни (виж графите ΟἹ и G2 от (5.1)), 

ще конструираме граф G по следния начии: обединяват се два 

пепресичащи се пълни графа I, и се добавя нов връх U, свър- 

зан с всички останали върхове. Например 88 графа по-долу, 

получен по този пначин, имаме: 

#(С) = 1 - множеството {v} ¢ разделящо; 

#/(G) =3 - (в общия случай 2/(G) = n). 

ь TEOPEMA 5.3. Axo G е прост граф, mo 

(5.4) (С) < «1) Ξ 4(). 

Доказателство: [3] Тъй като ребрата, инцидентни с про- 

изволен връх ¥ B графа G образуват разрез, то за напълно про- 

изволен граф очевидно 

«(С) < 8(G)-
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== 

Ще докажем първото ΟἹ HepaBencTBaTa (5.4). 

А) Ако графът G не e свързап, верността на 

ална,, поради 

«(6) = #(6) = 0. 

Β1) Ако графът е свързан и «!(С) = 1, в графа ще същес- 

твува pebpo e, чието отстраняване води до увеличаване броя 

на компонентите (ребро с това свойство сс нарича мост; виж 

тстраняването па връх, 
графа Сл от (5.1), реброто е4 е мост). O 

инцидентен с моста, води до граф, който е несвързан или три- 

виален, следов ателно 

(54) е триви- 

m(G) = m’(G) =1, 

т.е. в cuna e (5.4). 

B2) Нека графът а 

1. В графа съществуват «'(G) pebpa, ч 

води до несвързаност. 

2. Отстраняването 
)- 1 от тези ребра води до 

граф с мост е (v1,v2)- 

3. 3a всяко OT тези а!(С) - 1 pebpa можем да изберем краен 

връх, различеп ΟἹ ὕ ¥ Ὅ2 (Се прост). 

4. Отстраняването па всеки такъв краен връх (тези върхове 

са #() -1 ) води до отстраняването на поне «'(G) - 1 ребра. 

Heka след прилагането на. 4 се получава граф: 

а) който е несвързан. Тогава. 

а(б) < #(6)-1; 

ава в този граф ще има мост е и OTC~ 

води до несвързан 

е свързан и 2/(б) > 2. 
ието отстраняване 

на всеки #/(б 

6) който е свързан. Тог 
то на върха vy или vz на MOCT2 що 

траняване 
или тривиален граф. Следователно 

(С) < 2/(G). 

И така във всички възможни случаи е изпълнено първото 
¥ 

перавенство на (5.4). 

ЗАДАЧА 5.4. Нека С е прост граф с п върха. Ако 

(С) > [n/2], (б) = 

където [2] е цялата част l(m )z.— [/2], то &'(6) = 6(G), 

Ynsmeane: Покажете, че G e свързан граф, OTKLACTO следва е(С) > 

теорема 5.3 следва, че е достатъчно да се покаже, че x'(G) > δ(6). 

0. От
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ш 

Cera ще формулирамс един резултат, получен ΟἹ Едмондс, като ще дадем доказателството на [18] от VVzmg и K[eitm'm този резултат, предложено в 

> TEOPEMA 5.4. Пек 
телност от степсните 
достатвчно условие про 
( 22)е за νὶ, d(v;) > k. 

а ( = ((l(m),d(vz),...,(l(vn)) е последова- 
на eaproscine на граф . Пеобходимо и 
стият граф С да 63de k-pebpeno-cespaan 

Доказателство: Heobrodumocmma е очевидна поради то- ва, че ако допуснем съществуването на връх със степен < k, TO OTCTPAUABANCTO Ua инцидентните с този връх ребра (а те са < k) прави графа песвързан, което е невъзможно поради Е-ребрената свързаност Ha rpada. 

Достатвчност: С индукция ще покажем, че алгоритъмът, кой- то описахме в предишния параграф 1.4, генерира при ἀ(υὴ > k, 
Е-ребрено-свързан rpad. 

Да направим индуктивно допускане, че алгоритъмът "рабо- 
™ при d{v;) >p3aViup<k-1. 

Ше докажем, че B rpada, строеп с помощта на алгоритъма, 
всяко разрязващо множество (A, А) съдържа. най-малко Е ребра. 

Ако |А| = 1 или |А| = 1, верността с очевидна. 
Нека |А| > З2и |А| > 2. При изпълнение на алгоритъма, на 

стъпка г (стъпката, па която г-тия връх е напълно свързан) са 
възможни следните три случая, които напълно изчериват въз- 
можните варианти. 

Случай 1. Всички ненулеви остатъчни степени ¢a не по-малки 
ot k. 

Случай 2. Всички ненулеви остатъчни ΟἸΌΠΟΠΗ са не по-мал- 
КИ от k — 1 и съществува поне сдпо ребро, построено па стъпки 
1, 2, .., т, съдържащо ce в (А,-/Т). 

Случай 3. Всички нпенулеви остатъчни степени са пе по-мал- 
КИ ΟἹ Е - 2 и съществуват поне две ребра, построени на стъпки 

L, 2, .., т, съдържащи се B {4, A). 

От индуктивното преДПОЛОЖ(ЗНИО, разрязващото мпожество 
(/1,71‘) ще съдържа не по-малко ΟἹ Е ребра във всеки от тези 
Три случая. Остава да покажем, че наистинпа избросните горе 
случаи описват всички възможни варианти.
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Нека върхът v; се съединява с други върхове Ha стъпка i 1 
и € A. Ше moxa- 

без ограничение па общността нека върхът 

жем, че ако случаите 1 и 2 не възпикват, то на някоя стъпка от 

алгоритъма възниква случай 3. 

На стъпка 1 върхът и 6 напъ (занулена е сте- 

пента. на върха). Тогава: 

а) най-малките пепулеви оста 

τ като случай 1 не с възникпал; 

6) степените на ΠΗ͂ΤΟ един OT върховете А не са намалени с 1 

при съединяване с върха U1, тъй като случай 2 пе е възникпал, 

Следовалелно върхът vz € А (всички върхове от А имат сте- 

пепн, не по-малка от k). Ако след съединяването на върха U2 пе 

възникне случай 1 и никое ребро не свързва A с A, тогава все 

още, както и преди, ще имаме случай а) или 6). Следователно 

следващият връх, който ще бъде свързван, ще бъде OTHOBO в А. 

На всяка стъпка от алгоритъма степените намаляват и palo 

или късно ще бъде свързан връх Ur € A, при което ще се появи 

ребро между Ди A. Ако не възникне случай 2, то B А ще има 

връх, който още не е напълно свързан и остатъчната му сте- 

пен ще стане Е - 2. Това означава, че върхът U, трябва да се 

съедини с всички върхове ΟἹ A, ῬΡ като всички върхове ΟἹ A 

имат остатъчни степени, равни па k, а ние съединяваме върха 

v, с върховете, имащи най-големи остатъчни степени. Тъй като 

|| > 2, на тази стъпка възниква случай 3. 

С това доказателството е завършено. 

лно свързан 

тъчни степени са равни па k-1, 

а 

В |8) Wang и Kleitman дават необходими и достатъчни условия 

последователността D = (d(v1), d(v2), .„ ()) да бъде последо- 

вателност ΟἹ степени на прост #Е-(върхово) свързан граф. 

2. Теорема на Менгер 

Ще формулираме и докажем един класически резултат от те- 

ория на графите (теория на свързаността) — TeopeMa Ha Men- 

rep. Доказана e mpes 1927 r. в [19] и e аналог Ha Teopemara 32 

MAKCAMAJIHS поток и минималния pa3pes, KakTo ще се убедим 

в следващата глава. Теоремата на Менгер може да се докаже 

(разглежда) като следствие ΟἹ теоремата Ha Форд-Фалкерсон 32 

максималния поток и минималния разрез и обратно. Ето защо 

ще дадем и директно доказателство на теоремата на Менгер, 

направено ΟἹ Болобаш в [12]. 
188 (5 - 1) пътя се паричат пезависими патища, ако единст- 

вепите им общи върхове са в и {. Понякога вместо независими,
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такива (s —1) пътища се нарича Т еввртово непресичащи се патища. Ако W e множество o " 4 b щ T върхове или ребра B свързания rpad С, а графът С - е несвързан, казваме, че W разделя G. Ако върховете 8 и ἐ принадлеж AT на различни компоненти в С - W, казваме, че W разделя s и 1. 

9 брой espzose, xoumo pasdessm s и i, е равен на максималния брой независими ( — t)-nsmuwa. « 

> TEOPEMA 5.6. (Теорема на Менгер за ребрата) Нека s υ ἐ са различни ввртове на графа С. Тогава минималният брой ребра, ко- 
umo разделят s и i, € равен на максималния брой (s - t)-nemuwa 
без общи ребра. < 

Втората OT горните две теореми лесно се извежда OT първа- 
та, затова ще докажем само теорема 5.5: 

Доказателство: Нека k e минималният брой върхове, 
които разделят s и t. Тогава съществуват < Е независими (s—1) 
пътя. 

При Е < 1 очевидно пътищата. са точно k. 
Нека. сега k > 2. 
(+) Да допуснем, че теоремата. не € в сила и нека за възможно 

най-малкото k, G е коптрапример с минимален брой ребра. 
” Toraba ще съществуват < Е — 1 независими (s - 1) пътищеа. 
и няма връх v, съединен едновременно със в и Т (B противен 
случай G - v ще бъде контрапример за Е - 1 (+#). 

Да озпачим ¢ W произволно множество от Е върха, разделя- 
що в ot 41. Ше докажем, че някой от върховете в и ἐ е съседен с 
всички върхове ΟἹ W. Да допуснем противното, т.е. 8 и ἐ не ca 
съседни с всички върхове от Й”. Тогава да разгледаме rpada 
ας, получен от G чрез ” свиване” Ha компонентата G—W до връх 
', който е свързан с всички върхове на W. Р G5 за разделянето 
на 8' и 1 също са необходими Е върха. Тъй като в С -- W има 
поне два върха, то G има по-малко ребра, отколкото в G. B 
G съществуват Г независими (s’ - t) пътя, тъй като С е конт- 
рапример с минимален брой ребра. Частите на тези пътища от 
Е до W имат точно един общ връх и той € ἐ, т.е. точно един от 
тези пътища. е ({ - 10) път, ш € W. 

Аналогично, можем да получим k пътя от 8 до W, всеки два. 
ΟἹ които имат точно един общ връх и той е 5, т.е. точно един 
от тези пътища. е (s - 19) път, ш € Й”. Ясно e, че ако обединим
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получим (8 -- () път. С други BT - - я (s -- w) с пътя ( -- 2), ще 5 Ὁ йътища, κοῦτο ὰ 

думи, получаваме Е на брой пезависими 

противоречие. 

И така, върхът 8 или върхът # е съседен с всички ВЧ;рхотш 

ΟἹ произволното множество W с Е върха, разделящо 5 и +. 

Да разгледаме най-краткия (най-малко ребра) (s =) път 

(s, U1y U2y чеа 'UIy_ t)' 

и минималността. Ha ... (¥¥)). Порад B този път | > 2 (виж (%) () o Wo сЕ — 1 върха, 
G, B rpada G — (vy,v2) съществува множеств 

разделящо s и {. Множествата 

W1 = {1}1} υ Wo и и/г = {’Uz} υ Wo 

ca Е слементни множества, разделящи 5 и t. Тъй като T 1 щч не 

са съседни, 8 е съединен с всички върхове от И. 

Аналогично, тъй като в M U не са съседни, то t e съединен 

¢ всички върхове ΟἹ . Тъй като Wi N W, # , следва, че s 

и Е имат поне един общ съсед. Такъв e всеки връх ΟἹ Wy, а 

[Wol = k—1 > 1. Това противоречи на («) ... (ж#) С това 

теоремата е доказапа. « 

От теореми 5.5 и 5.6 следва, че: 

СЛЕДСТВИЕ 1. I'pagism G е Е-свврзан ( > ?2) тогава и само 
тогава, когато има поне два вврта и всеки два негови вврта мо- 
гат да бздат свединени с Е независими (ввртово непресичащи се) 
петища. 

, СЛЕДСТВИЕ 2. Графат С е k-pebpeno-cespaan (k > 2) тогава 
само Зпогава, когато има поне два вврза и всеки два негови вврха 

Mozam да се csedunam с k-pebpeno-nenpecunawu се пвтища.
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3. Съчетания но двойки (Сдвоявания) 

Ше разгледаме една. на пръв поглед ”песериозна” задача, Ko- 
ято е емблематична за един много широк клас оптимизационни 
проблеми., 

ЗАДАЧА 5.5. (Задача за сватбите) Имаме т момичета и п момчета. Зна- 
ем 32 ΒΟΙ͂ΚΟ ΟἹ момичетата кои момчета познава. При какви условия можем 
да омъжим всички момичета, като не стигаме дотам да омъжим момиче за 

момче, което не познава, 

Разбира се, в горната задача се визира моногамния случай 
%пикое момче пе се жени за две или повече момичета и обратно). 
адачата е интересна и в полигамния случай. 
На езика на теория на графите задачата може да се преведе 

така. Даден е биполярен граф G = (Х,У,А), в който върховете 
21, #2) « т €2 съответни на всяко ΟἹ момичетата, а върхове- 
те Y1, Y25 -y Yn са съответни на BCAKO от момчетата. Реброто 
(«о4;) e от графа тогава и само тогава, когато у; е момче, което 
момичето +; познава.. 

При какви условия можем да намерим такова множество от 
независими ребра (всеки две ΟἹ тях нямат общ връх), което ” па- 
сища” върховете на множеството Х? 

Всяко множество от независими ребра в графа се нарича 

сдвояване (съчетание по двойки). 
Сдвояването с най-голям брой ребра се нарича максимално 

сдвояване. ' 
Върхът v се нарича. наситен 3a сдвояването M, ако този връх 

се явява краен 3a ребро от M. 

ПРИМЕР 5.1. Да разгледаме графите Gy и Со. 

Граф G Граф G 

В графа С) множеството ребра {e, g} е сдвояване, но то не 

¢ максимално. Максимално е папример сдвояването {h, b, d}, 

както и сдвояването {{9 ¢ α}-
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В биполярния граф Съ οἹ примера максималното сда 
ОяЯВвана 

M ес мощност 3. 
В графа ΟἹ върхът V2 е наситен за сдвоялването Μ - 

енаситен. {e 
докато върхът U1 € Н . 9), 

(X.Y, 4) e биполярен. Kaspame, че X се едволва ς 
Нека G = 

Y, ако съществува сдвояване M, за което всеки връх на Х 
наситен B M. Такова сдвояване M се нарича пално сдвояване н: 

XcY. 
Например, B графа Gz ΟἹ примера, сдвояването {a, ¢, е) в 

пълно. 
От дефиницията € ясно, че пълното сдвояване в биполярния 

е маКСИМаЛНО, но не всяко максимално сдвояване е пдълно. 

rpad биполярния граф G 
Например, в 

максималните сдвоявания (Такива. са {a, ¢} и {b, с)) не са пълни 

сдвоявания на Х с Y. 

Сдвоявания, насищащи всички върхове па графа G, се нари- 

чат свавршени (покриващи). 
Такова е например сдвояването {h, b, 4) в графа G, ot при- 

мер 5.1. 
Питираното вече сдвояване {d, ¢, е) в графа Сз от пример 

5.1 е пълно (следователно и максимално), но то не е съвършено 

-- върхът Y4 не е наситен. 

ЗАДАЧА 5.6. Верни ли са за произволен граф С твърденията: 

B.; Всяко максималио сдвояване насища върховете на G; 

6 C'l-u(ec'l‘nyna максимално сдвояване, насищащо върховете Ha G. 

Отег. He. 

Формулираната вече задача 5.5 3a сватбите може πᾶ се мо- 

дифицира и формулира в различна терминология. Например: 

ЗАДАЧА 5.7. (Задача за играчките) Имате т на брой деца и п На брой 

и:рачки. Знае се 38 всяко ΟἹ децата кои играчки xapecsa. Как да се разпре” 

делят играчките между децата (всяко дете получава еднпа urpauka), така че 

максимален брой деца. да получат желана от тях играчка?
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ЗАЛАЧА 5.8. (Задача за назначенията) Дадени са т работника и п дей- 

пости. Знае се за нсеки от работниците кои дейности може да извършва. 
По какъв начин да се разпределят дейпостите (na всеки работник се пъзла- 

га най-много една дейност), така че максимален брой работници да бъдат 

ангажирани. 

Съществуват десетки интерпретации на така наречената 3a- 

дача 38 сватбите — максимален брой сделки, които трябва да 

осъществи посредник, получаващ комисион от всяка сделка; мак- 

симален брой игри, които могат да се осъществят в компютърен 

клуб и T.H. и т.н. 
В този параграф ние ще разгледаме максимални сдвоявания, 

които са максимални ΠῸ мощност (брой на участващите в TAX 
ребра). В следващата глава на всяко ребро ще съпоставим тег- 

ло (коефициент на целесъобразност) и търсим сдвоявания, чие- 
то сумарно тегло е максимално. Ясно e, че в този случай няма 

да бъде задължително да търсим сдвояване с максимален брой 
ребра, тъй като то може да не е сдвояването с максимално су- 

MapHO тегло. 

4. Сдвоявания в биполярни графи 

Да сс върнем cera отново Ha задача 5.5. Нека G = (X,Y, А) 
е биполярният граф, съответен на задачата за сватбите и 5 е 
произволно множество от момичета, т.е. 5 С X. За множест- 
вото S и съответното му множество I'(S), което е подмножество 
на Y, има три възможности: 

а) |5| > [Γ(9}], т.е. |5|- ΙΓ(5}}» 0; 

6) 15| < [Γ(5}}, т.е. [5] - |1(5)| = 0; 
в) |5| < [Γ(9}], т.е. 51 - |2(5)|< 0. 

Очевидно в първия случай няма пълно сдвояване на 5 с Г(5) 
И Beako сдвояване M в графа ще насища не повече ot |Г(5)| 

върха на S. 
Да означим със а(5) разликата |5| -—HI‘(S)l. Величината o(S) 

се парича дефицит на множеството 5 |3). 
От казаното следва, че за сдвояването M имаме 

(5.5) |м Ξ |X]| - 4(5). 

Тъй като (5.5) e в сила за всяко 5 С Х следва, че за произ- 
ΒΟΠΗΟ сдвояване M имаме 

(5.6) M| «[Χ|-- ιεπς:ιἕ{σίθ)}-
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Максималният от всички дефицити се нарича дефицит на гра- 
фа С, т.е. 

е(6) = (181 - [Γ(5}}. 
С други думи, (5.6) може да се запише 

(5.7) M| < 1X] - o(G). 
Обърнете внимание, че ako всички дефицити а(5) ca по-малки 

или равни на ( (случаите 6) и в)), дефицитът на графа a(G) Ξ 0, 
ТЪЙ като 3a сдвояването M = ( имаме {M| = 0. С други думи, 
за произволен граф С дефицитът oG) > 0. 

Ше формулираме cera теоремата на Хол: 

» TEOPEMA 5.7. (Теорема на Най) В биполярния граф а = (X, 
Y,4) csuecmeyea пвлно сдвояване тогава и само тогава, когато 
aaVSCX 

151~ [Γ(5} <0, (т.е. o(G)=0). 
< 

Ще формулираме Teopemara Ha Хол и Ha езика Ha сватбите: 

» ТЕОРЕМА 5.8. Задачата за сватбите има решение тогава и само тогава, когато всеки Е момичета познават общо не по-мал- ко от Е момчета, 1 < Е < т, квдето т е броят на момичетата. 

Теорема 5.7 е доказана и ΟἹ Халмош и Воган в [20], като иде- ята за тяхното доказателство е дадена от Болобаш в [12] с езика на. сватбите (T.e. настоящата. теорема). 

Доказателство: Пеобходимост: Необходимостта с оче- видна поради направените вече коментари (ако |5| > |Г(45)), след- ва, че не съществува пълно сдвояване). 

Достатвчност: Да приложим индукция относно броя т na 
момичетата. При т = 1 твърдението e вярно. Да допуснем, че 
за т 2 2 условието "всеки Е момичета познават общо не по-мал- 
ко от Е момчета” е достатъчно условие за по-малки стойности 
ΟἹ т. 

1. Да допуснем, че всеки k момичета, 1 < k < т, позпават 
общо поне Е 4+1 момчета. В такъв случай "уреждаме” една про- 
изволна сватба. Оставащите множества от момичета и момчета
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удовлетворяват Уусловието и според индуктивното допускане ос- 
тапалите п - 1 момичета могат да бъдат омъжени. 

2. Да допуснем, че 3a някое k има Е момичета, които познават 
общо точно Е момчета. В този случай да омъжим тези Е моми- 

чета за тези Е момчета. За оставащите множества ΟἹ момичета. 
и момчета условието на твърдението е изпълнено. Наистина, 
ако допуснем, че няки [ неомъжени все още момичета познават 
по-малко от ἰ па брой ΟἹ останалите момчета, то споменатите 
Е + | момичета ще познават по-малко ΟἹ k + ἰ момчета, което е 

невъзможно. Според индуктивното допускане оставащите моми- 
чета могат да бъдат омъжени за някои ΟἹ оставащите момчета. 

С това теоремата е доказана.. < 

Други по-формални доказателства па TeopeMaTa Ha Хол MO- 

жете да намерите в [12], [3] и др. 

СЛЕДСТВИЕ 1. За ecexu еднороден биполярен граф свществу- 

ва nsano сдвояване. 
Верността директно следва ΟἹ теоремата на Хол. 

И така, ΟἹ теоремата Ha Хол следва, че ако дефицитът Ha 

графа o{G) = 0, то в максималното сдвояване за биполярния 

граф G = (Х,У,А) броят на ребрата е точно |Х | - σ(6), т.е. 

равепството в (5.7) се постига. 
Може да се докаже, че и при USG) > 0 броят на pebpaTa B 

максималното сдвояване e |X|~o(G). Достатъчно e да се доба- 

вят o(G) върха към У и да ги съединим с всички върхове от Х. 

Полученият по този пачин нов граф удовлетворява условието 
за съществуваце на пълно сдвояване. Това дава основание да 

формулираме следпата теорема на Къониг: 

ь ΤΕΟΡΕΜΑ 5.9. Броят на ребрата в максималното сдвоява- 
не за биполярния граф G = (X, Y, A) e равен на |Х |- а(С), xsdemo 

9(С) е depuyumsm на графа. « 

СЛЕДСТВИЕ 1. Можем да омвосим всичките момичета, с 
изключение на а от MIT тогава и само тогава, когато които и 
да са Е момичета познават общо поне Е - 4 момчета. 

СЛЕДСТВИЕ 2. (Полигамия - -тото момче ввзнамерява да се 
ожени за 4; момичета) Биполярниият граф С csdspoca подграф П, 
maxze, че dp(z;) = а; ч0 < дн(у;) < 1 тогава τ само тогава, 
когато 

Σ) < 16(5)) за VSCX. 
z, €S
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Верността на. твърлепието лесно се установява с помощта на 

теоремата на Хол. Заменпете всеки връх Ti с 4; върха, съеди- 

нени с всички върхове от Г(2;). В повия граф ще съществува 

подграф Я тогава и само тогава, когато има сдвояване на новия 

клас върхове Х с върхове от Y. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Axo G = (Х,У, А) е биполярен граф, за който 

min{d(z)} 2 ’;‘5%3‘{"(3‘)}’ 

mo сеществува пвлно сдвояване на Х сУ. 

Нека X; С X. Да означим с A; множес- 
Доказателство: 

вете X1, а с Az — множеството 
твото ребра, инцидентни с върхо 

ребра, инцидентни с ΤίΧ.). Тогава 

[A1] > |« и [42] < [T(X3)ld2, където 

dy = ;Iél}!{l{d(z)}, а dy = Iyng;c{d(y)} 

Очевидно A1 С Az, eTo защо 

(5.8) |Х < || < [42] < [T(X1)lda- 

По условие 4 > дз, следователно 

1 1 
. -- Ξ --- (5.9) ЕА 

От (5.8) и (5.9) следва, че 

х < е3а) VX с Χ. 

От теоремата па Хол следва, че съществува пълно сдвоявалне 

на Хи У. 
а 

” Несериозната” задача 3a сватбите може да се формулира в 

"по-сериозна” терминология така. Нека M e непразно крайно 

множество, а Е = (А, , .., Е.) е фамилия ΟἹ непразпи ποῖκ- 

множества Ta M (не обезателно различни). Система различни 

преставители на фамилията Е (трансферзала) се нарича мно- 

жеството ΟἹ г различни елементи на M по един от всяко К.
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Например, ако 

M={11 21 3, 4, 5} и 

A={1,4,5}, B={1,4,5}, Βὶ Ξ  {(1, 2, 4), 

то множеството {1, 4, 2) е трансферзала на фамилията 

F= {Fh F21 F3}- 

Ясно €, че не 838 всяка фамилия от подмножества, съществу- 

ва система различни представители (трансферзала). Например, 

ако 
А-(1,5)-

6, А-45, 4) и F={1, 4}, 

τὸ за Тази фамилия няма трансферзала. 
Ако поставим въпроса при какви условия за фамилията Е 

съществува трансферзала, можем да направим следното. Да 

построим биполярния граф С - (Х, У, А), в който: 
1) върхът ; € Х е съответен на множеството F; ΟἹ фамили- 

ята Е; 
2) върхът ; Е У съответства на елемента 16 М; 

3) реброто (z;,y;) € A, точно когато j € А. 
Оттук е ясно, че поставеният въпрос за съществуване на 

трансферзала е еквивалентен със задачата за намиране Ha пъл- . 
ΠῸ сдвояване на Х и У B горепостроения граф. Teopemara на 

Хол на езика на теория на трансферзалите може да се форму- 

лира TaKa: 

> TEOPEMA 5.10. Hexa M e непразно множество и Е = {I}, 

By, oy Β} е фамилия om негови подмножества. Фамилчята Е 
има трансферзала тогава и само тогава, когато обединението на 
произволни k (1 < Е < т) подмножества Е; свдвржа не по-малко 
от Е елемента на М. 4 

Комбинаторно доказателство на тази теорема, без използване 
Теория на графите, е направено от Радо в Г21]. 

Матриците, имащи само нулеви и единични елементи, се на- 

Ричат (0, 1)-матрици. В такива матрици всеки ред или стълб се 
нарича още линия. 

> TEOPEMA 5.11. (Кьоние - Егервари) Мичималният брой ли- 
γῖπι, свдзржащи всички “единици” на (0,1)-матрица е равен на 
Ммаксималния брой "единици”, никои dee от които не лежат на 
ейна линия 6 матрицата.
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Доказателство: [13] Да означим с A (0,1)-матрицата. 

Два елемента на А ще наричаме независими, когато не лежат 

πᾶ една. и съща. линия, т.е. а;; и ау Ca независими тогава и само 

тогава, когато i # Е и j #!1. 
Да означим с т мипималния брой линии, покриващи едли- 

ниците на А, а с п максималния брой две по две независими 

единици. Очевидно п < т, защото ако допуснем противното, 

от принципа на Дирихле веднага ще стигнем до противоречие 

с "независимостта” на единиците. За да покажем равенството 

п = т, е достатъчно да покажем съществуването на система OT 

т две по две независими едипици., 
Да направим произволно покритие на единиците в A с т ли- 

нии, като при това тези т линии са всъщност р реда и 4 стълба, 

T.e. p+ 4 = т. Без ограничение па общността можем да счи- 
таме, че всичките единици са разположени в първите р реда и 

4 стълба (разместването на редове или стълбове не променя т 
или п). Да разгледаме множествата Ὶ, Ез, ..., Ер, където E; e 
съставено ΟἹ индексите j, за които j > ¢ ¥ а; = 1. 

Hanpumep 38 матрицата. 

p=3 11-01 

o
 к ка
 

-
 

=
 

o
 

o
 

=
 
μ
 

а-2 

E = {45 6}’ # = {37 6}1 #з = {37 5, 6}' 

AKO Л, J2, .-.. Jp© трасферзала. (система OT различни предста- 
вители) на MHOXecTBaTa By, [y, ..., I, To очевидно атда Q2555 чееа 
apj, ще бъдат две по две независими единици, лежащи B първите 
р реда и вън ΟἹ първите 4 стълба. 

Множествата Ὶ, Ез, .., Ер удовлетворявалт теоремата na 
Хол (вж. теорема 5.10). Наистина, да допуснем противното, 
т.е. съществуват k индекса 4y, 12, ..., i, 1 < k < р, така че 

Е, ОЕ ОЕ 

съдържа не повече от k - 1 елемента. Следователно в редове- 
те с номера 11, i3, .., % се съдържат < k — 1 единици извън
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първите 4 стълба. Тогава можем да построим ново покритие на 
единиците в 4 Така: взимаме всички редове с номер i, 1<1< p 
и # i1, 12) ч Tk, първите 4 стълба и още k - 1 стълба, съдър- 
жащи тези Е - 1 единици. Построеното покритие съдържа т - 1 
линии, което противоречи на минималността па M. 

Щом множествата Iy, Ey, ..., I, удовлетворяват TeopeMaTa 
na Хол, следва, че 3a тези множества съществува трансферзала 
или, което € същото, съществуват р независими сдиници, лежа- 
щи в първите р реда и извъп първите 4 стълба. 

Аналогично, ако разгледаме първите 4 стълба, ще получим 
4 независими единици, лежащи в тях, които са вън от първите 
р реда.. 

Очевидно всяка едининпа от първата система е независима с 
всяка единица от втората система, поради което се получават 
общо р + ¢ = т две по две независими единици, с KOETO доказа- 

телството е направено. < 

TeopeMara Ha Хол също може да. се докаже като следствие OT 

теоремата на Кьонинг. 
Очевидно теоремата на Кьонинг - Егервари може да се переф- 

разира по следния начин. Нека М е (0, 1) матрица с т реда и п 

стъплба. Да построим биполярен граф С = (X,Y, A) по следния 

начин: 
1. върховете z; € Х,1-1, 2, ..., т, са съответни па редовете 

на матрицата M; 
2. върховете у Е У,1-1, 2, .. п, са съответни па стълбо- 

вете на матрицата М; 
3. реброто (z;,%) € A, ако (6,7) елементът на М е равен на 1. 

Ако разглеждаме върха като покриващ всички инцидентни с 

него ребра, теоремата на Кьонинг - Егервари може да форму- 

лираме така. ”Минималният брой върхове в биполярния граф 

G, които покриват всички ребра, е равенп на броя па ребрата B 

максималното сдвояване за графа.” (вж. теорема 5.18.) 

5. Сдвоявания в произволни графи 

Ше анализираме въпроса за съществуване на максимални 

сдвоявания в произволни графи (не обезателно биполярни). За 

целта ще въведем някои допълнителни понятия. 

Ако С - (У,4) e произволен граф и M е сдвояване в G, реб- 

рата от сдвояването М ще наричаме темни ребра на графа 3a 

Гразлика ΟἹ другите ребра, които ще паричаме светли.
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Припомняме, че върховете индидентни с ребра от М (т.е. 

тъмни ребра) наричаме Hacumenu gsprose за разлика. OT другите 

върхове, които наричаме ненаситени asprose. 

Редуваща се (алтпсртштивтш) верига в графа С OTHOCHO сдвоя- 

ването M ше наричаме всяка верига ΟἹ ребра, в която алтерна- 

тивпо участват тъмни и светли pebpa. 

Редуваща се верига OTHOCHO сдвояването M, на която начал- 

ния и крайпия връх са ненаситени (експонирани), се нарича ауг- 

ментална (усилваща) верига. 

-IPUMEP 5.2. 

v3 

Ω ζᾖχω vs M \ 

ф А 
Гофа 7/ N 7 ! Ml 7 N ι MM 

а M ч v 

a) 6) 

B графа G ot подточка а) удебелените pebpa са ребра на сдвояването M. 

Наситените върхове OTHOCHO това сдвояване са. върховете U3, V7, V2, ὕϑν ¥4, 

vs. 

Тъмките ребра ca маркирани ¢ 2 M”, пунктираните ребра. са светли. 

Веригата (vs, V2, 93) V4, v6) € редуваща се (алтернативна) верига OTHOCHO 

сдвояването M. Тази алтериативниа. верига не е аугмеитална. (усилваща.), тъй 

като единият OT крайните й върхове е наситен (в случая и двата крайни върха 

са. наситени). 
Веригата (v1, vs, U7, 14) 06) чь) е аугменталиа. верига, тъй като е алтер- 

мативна верига, па. която крайните върхове UL И 95 са исиаситени OTHOCHO 

сдвояването M. Веригата е усилваща, защото ако в нея светлите ребра nan- 

равим тъмни и обратино, тъмните — светли, ще получим пово сдволване, B 

което броят па ребрата ще се увеличи с единица. В подточка а) сдвояването 

M ес мощност 3, а сдвояването M в подточка. 6) ес мощност 4. 

Относно сдвояването M в подточка 6) не съществуват усилващи вериги 

(всички върхове C2 наситени). Това сдвояване M, |M| = 4, е максимално 

38 графа G. B emun rpad G може да съществуват различни (по състав на 

ребрата) максимални сдвоявания. 

В сила е следното важно твърдение, доказано от Берж 8 [5]: 

р ТЕОРЕМА 5.12. (Теорема на Берожс) Сдвояването M в графа 

G е максимално тогава U само тогава, когато а графа не csusec: 

meyeam усилващи относно M вериги.
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Доказателство: Необходимост: Нека сдвояванесто Млах 
е максимално, т.е. за всяко сдвояване M имаме 

(5'10) IMI Ξ IMmazl- 

Да допуснем, че OTHOCHO M., съществува усилвашща. Bepura Р 

(с Р означаваме веригата и множеството от нейпите ребра) с 
крайни върхове ὉἹ и ¥2, които са пенаситени. Ако светлите реб- 

ра от веригата Р направим тъмни, а тъмните --- светли, в графа 
G ще получим едно ново множество M от тъмни ребра. Това 

множество M ΟἹ тъмпи ребра очевидно е слвояване B G, тъй 

като крайните върхове ¥; и vz са били ненаситени и Μ καα е 

сдвояване. 

Освен това, очевидно за новото сдвояване М имаме 

]M[ = |Mma=| +1, 

което противоречи Ha (5.10). 

Достатвчност: Нека cera M e сдвояване, OTHOCHO което пе 

съществува увеличаваща верига в графа G и нека My, е седно 

максимално сдволяване. 

Да построим покриващ подграф Gp, състоящ се от ребрата 

(MU Moz} - (M П Mpaz) и всички върхове на С. Степените на 
всички върхове от Gp са < 2 (допускането Ha противното води 

до противоречие с факта, че М и Μ,ικας са сдвоявания). Следо- 

вателно пошрафът Ст”„ се състои OT една или повече свързани 

компоненти, всяка от които е или изолиран връх, или проста 

верига, или прост цикъл, както с показано на чертежа долу: 
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Ὶ e 

υ v2 v3 μ к Vs 
(2) o— — -ο------ο -+ ο------α-- — τὉὁ 

υἹ 2 v3 Vg ка Us 
(3) ο-----ο- - -ο . O— — «ο-----υ 

л (] v3 Vg Ч Vs 

л 22 

5 Χ \ е , 
\o-————ol 

Uy 

Пунктираните pebpa ca ΟἹ Mgz, а другите OT M. 

Bepura ΟἹ тип (2) не съществува, тъй като е увеличаваща 

относно M верига, а такива по предположение няма. 

Верига от тип (3) също не съществува, тъй като тя е уве- 

личаваща относно Mgy, което противоречи на максималността 

на Μίριας (виж необходимостта.). 
С други думи, не съществуват вериги OT THI (2) и (3), в 

които крайните върхове са наситени в едно от сдвояванията. 

Пикъл ΟἹ типа (5) с нечетен брой ребра не съществува. До- 

пускането на противното води до противоречие с това, че М и 

Μ ,κας са сдвоявания, т.е. никои две ребра в тези множества не 

са съседни. 
Следователно, възможни са графи (компоненти) от типа (1), 

(4) и цикъл от типа (5) с четеп брой ребра, 3a всеки такъв 

граф броят ребра n(M) B M ¢ равен па броя ребра п( Мла«) B 

M0z Тъй като това е вярно за всяка свързана компонента k 

на графа Gp, TO 

Σ le(M) = Σ nk(Mmaz), 

k k 

където πε(Μ) и ng(Mpaz) са съответно броят на ребрата B KOM-
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понентата k, принадлежалци съответно на M и Мулах. Следова- 
телно 

[Μ| Ξ ΜΌ а Ἐ па(М) = |ае Ἐ Σ 15 (Mimaz) = | Mmazl, 
k k 

т.е. M се явява максималцо сдвояваце. < 

Алгоритъмът 38 намиране на максимално сдвояване по мощ- 
ност (брой ребра), който ще бъде разгледан в следващата гла- 
ва, се базира Ha доказаната. теорема. Ha Берж. 

ЗАДАЧА 5.9. Да се докаже, че в биполярния граф G = (X,Y, A), чиято 
максимална степен на връхе A, T.e. 

„тах {d(v)} =4 

а) съществува сдвояване Mi, KoeTo насища. всички върхове OT X, чиято 
степек е Δ, 

6) съществува сдвояване Mo, което насища. всички върхове OT Y, чиято 
степнене Δ. 

Употване: Виж следствие 3 ΟἹ теорема 8.9. 

ЗАДАЧА 5.10. (Теорема на Менделсон и Далмедовс) Нека G = (Х,У, А) e 
биполярен граф, а 4; е сдвояване на X, С Хе У СУ, 4 --1, 2. Да се докаже, 

че съществува сдвояване M’ С My U Мо, което насища. Хт и . 
Упвтване: Разгледайте граф G' = Xy UXz, иО У, М () M,). Or доказа- 

телството Ha теоремата на Берж следва, че всички компоненти на този граф 
са пътища или цикли ΟἹ ребра, принадлежащи алтернативно на M1 и Mz, т.е, 
степените на върховете Ha този граф са < 2. 

ЗАДАЧА 5.11. Да се докаже, че в бинолярния граф С = (X, Y, А) същест- 
вува. сдвояване, насищащо всички върхове Ha графа с максимална степсн, 

Ynsmeane: Вериостта с директо следствие от задачи 5.9 и 5.10, 

ЗАДАЧА 5.12. Пека € = (X,Y, А) е Gunoanpen граф с максимална. степен 
па връх A, Да се докаже, че мпожеството ребра па графа може да се разбие 
па А сдвоявания. и 

Решение: Ot задача 5.11 следва, че съществува. сдвояване Mi, насищащо 
всички върхове от степен Δ. Очевидно в биполярия граф Ο = (X,Y, A — м) 
максималната степен в А-1. Пак поради задамча 5.11 в него има сдвояване My, 
насищащо всички върхове от степен А —1 и т.н. докато се цострои последо- 
валелпостта. от непразни сдвоявания Mi, Ma, ..., Мл, образуващи разбиване 
па A, 

Ще формулираме без доказателство теоремата на Тат (W. T, 
Tutte), даваща условия за съществуване на съвършено (покри- 
ващо) сдвояване в графа С.
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Една компонепта в графа G = (У, 4) се нарича нечетна, ако 

има нечетен брой върхове, и четна — в противен случай, 

Ако 5 С V, то с р0(5) се бележи броят па нечетните ΚΟΜΠΟ- 

ненти в графа 6 - #. 

ь TEOPEMA 5.13. (Теорема на Тат) B графа С = (V,A) има 

свввршено сдвояване тогава и само тогава, когато 

20(5) <15), за VSCV. 

6. Ребрени покрития B графи 

З B предишната, подточка във връзка със задачата 3a назпаче- 

[ нията и сватбите формулирахме два основни типа реални зада- 

м 

ЗАДАЧА (1). Намиране на мажксимално по мощност 
сдвояване M (максимален рой pebpa); 

ЗАДАЧА (2). Намиране на сдвояване M с максимално 
тегло (максимално сумарно тегло на участващите в него 
ребра). 

Ясно €, че задачите от горните два типа са различни, т.е. не 

всяко максимално по мощност сдвояване е максимално по тегло. 

ПРИМЕР 5.3. Търговец Ha коли разполага със списък от клиенти, всеки 
от които иска да. купи точно едца кола. ТЪРГОВЕЦЪТ знае 38 всеки от KJAUCHTHTE 

коя OT наличните коли е склонен да купи. 

ЗАДАЧА (1). Какъв е най-големият брой сделки, които мо- 
же да реализира търговецът (търговецът получава един и същ 
комисион ΟἹ всяка сделка)? 

ЗАДАЧА (2). Ако търговецът знае теглото на своя комисион 
ΟἹ всяка. сделка (T.e. може да получава различни суми 38 раз- 
личните сделки), кои сделки трябва да сключи, за да получи 
максимална печалба 3a себе си?
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Например, Ha чертежа по-долу в биполярния граф G = (Х,У, А) 
X е множеството OT клиенти- купувачи, У е множеството от KO- 
ли 38 продан, а 4 е множеството от ребра, посочващи за всеки 
ΟἹ клиентите KO кола е склонен да купува. Числата, прици- 
сани на всяко ΟἹ ребрата A, са печалбата в стотици лева 38 
търговеца при осъществяване Ha съответната сделка. 

Очевидно, ако всички тегла бяха равни на единица, търго- 
вецът спокойно може да осъществи сделките (T1,¥1), («2,42) и 
(23,4). Това e максималният брой сделки (максималко по мощ- 
ност сдвояване). 

Тъй като обаче в конкретната ситуация различните сделки 
са с различна тежест, търговецът би получил профит, равен на 
14243 = 6, ако реализира най-големия брой сделки. 38 не- 
To по-изгодно би било да реализира само две сделки, например 
(zl,yz), (a:z, y4), които биха му донесли печалба 9 - 10 = 19. 

С други думи, ЗАДЛА ЧА (1) и ЗАДАЧА (2) очевидно ca раз- 
Лични и съдържателни. Разбира ce, двата типа цитирани зада- 
ЧИ могат да се разглеждат не само в биполярни, а в графи ΟἹ 
общ тип, 

Ще въведем нонятието ребрено покритие, свързано с други 
ДВа Типа. (класа) оптимизационни задачи. 

Нека G = (V, A) e граф. Множеството pebpa С С A се mapuua 
Pebpeno noxpumue на rpada G, ако всеки връх Ha rpada G с краен 
ВрЪх ma ребро ot C. 

ΗἆΠΡΠΜεΡ на чертежа долу са изобразени ребрени покрития 
На графите ΟἹ и Со:
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С 

с 

Граф Gy Граф G, 

Покритието С в графа G, сс явява и сдвояване, което пе може 
да. се каже 3a покритието С B графа Gy. 

Очевидпно множеството ΟἹ всички ребра на графа се явява 
ребрено покритие на графа и с резонно χᾶ се търси минималния 
брой ребра, с които могат да се покрият върховете на графа. 

Ребреното покритие ¢ минимален брой ребра. се нарича Mu- 
нимално (no мощност) ребрено покритие. 

Ясно е, че ако ребрата на графа имат приписани тегла, може 
да се търси не минималното по брой pebpa покритие, а покри- 
тието с минимално CyMapHO тегло. Такова покритие се нарича 
„ребрено покритие с минимално тегло. 

Hanpumep, в rope цитирания граф С) покритието C e мини- 
мално по мощност ребрено покритие, |C| = 3, Очевидно обаче 
това покритие не е ребрено покритие с минимално тегло, тъй 
като покритието, състоящо се от ребрата с тегла 5, 1, 2, 4 е пок- 
ритие с тегло 12, докато минималното по мощност покритие С 
e с тегло 17. Не e трудно да се види, че цитираното покритие с 
тегло 12 не е покритие с минимално тегло, тъй като съществува 
покритие с тегло 5 +144 - 10. 

ΠΡΗ͂ΜΕΡ 5.4. Цалага се в югозападния person ка страната, състоящ се OT 
10 основини селищни системи, да се сформира комисия IO опазване на окол- 
палта среда. При това комисията трябца да включва поне πὸ 1 представител 

ΟἹ всяка селищна система и поне по 1 представител па велка ΟἹ 15-те пар- 
ламентарко представени партии. Представени ca 3a участие в тази комисия 
120 кандидати. Да се определи съставът на комисията така, че да включва 
минимален брой членове, като са изпълнени споменатите изисквакия. 

Очевидко, ако построим граф, състоящ се от 10 върха съответни на. се- 
лищиите системи, плюс 15 върха съответни на всяка парламентарна партия, 
т.е. граф ¢.25 върха, в който всяка 0T 120-те кандидатури e ребро свързва- 
що C'LOTRETHATA селищна. система, ΟἹ която е КЗ.ПДИДВ.ТЪТ, с парламентпр!шта 

партия, която кандидатът представлява, задачата се свежда до определяне na 

минимално по MOUHOCT ребрепо покритие за построения граф. 

Не е трудно да се съобрази, че ако на ребрата в графа съпоставим иякакви 
тегла (нанр. необходими бюджетни разходи 38 участие Π съответния канди- 
дат в КОМИСИЛТЗ), можем да модифицираме задачата до задача за търсепе na 

ребрено покритие с минимално (сумарно) тегло,
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B резюме, налице ca следните два нови класа реалпи опти- 

мизационни задали: 

ЗАДАЧА (3). Намиране Ha минимално по мощност пок- 
ритие С (покритие с минимален брой ребра). 

ЗАДАЧА (4). Намиране на покритие С с минимално 
тегло. 

Ше покажем, че редица други проблеми и задачи, които са 
съдържателни, лесно се свеждат до споменатите вече четири 
осповни типа задачи. 

Ш)ТЪРСЕНЕНА СЛВОЯВАНЕС МИНИМАЛНА МОШНОСШ 
Задачата е тривиална, тъй като сдвояването с нула ребра, 

т.е. |М| -- 0 е сдвояване с минимална мощност. 
Б) ТЪРСЕНЕ НА СДВОЯВАНЕ С МИНИМАЛНО ТЕГЛО: 

Ако всички ребра са а с неотрицателно тегло, задачалта. от- 
ново с тривиална, тъй като сдвояването с нулева мощност с 
сдвояването с мицимално тегло. Ако теглата на някои от реб- 
рата са отрицателни (отрицателните разходи за една комунпи- 
кация (ребро) могат πᾶ се интерпретират като печалба ΟἹ тази 
комупикация), задачата. лесно може да се реши така: 

1. Изключват се от разглеждане ребрата, имащи неотри- 
цателно тегло, а теглата, които са отрицателни, се заменят с 
противоположни стойности. 

2. Намира се сдвояване с максимално тегло, T.e. 3AJAYA 
(2). Ясно e, че ребрата в HAMEPEHOTO сдвояване са сдвояване с 
мипималцо тегло за изходния граф. С други думи, задача Б) с 
сквивалентна на ЗАДЛАЧА (2). - 

B)TLPCEHE HA ПОКРИТИЕ C MAKCHMAJIHA МОЩНОСТ: 
Kaxro neue споменахме, задачата e тривиалпа, тъй KATO пок- 

ритието, състоящо се от всчики ребра на графа (разглеждаме 
графи без изолирани върхове), представлява. покритие с макси- 
малнпа. мощност. 

Е) ТЪРСЕПЕ НА ПОКРИТИЕ (С МАКСИМАЛНО ТЕГЛО: 
Очевидно в такова покритие ще участват всички ребра с поло- 
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жително тегло. Ако тези ребра не са достатъчни, за да покрият 
всички върхове на I'pada, то в това покритие трябва да се вклю- 
чат допълнително и някои ребра с неположително тегло, TaKa 
че графът да се покрие. Очевидно, ако за непрокритите вър- 
хове потърсим покритие с минимално тегло, но след като сме 
обърнали знака на неположителните тегла, т.е. ЗА ДА ЧА (4), ще 
осъществим оптимален избор на допълнителни ребра, гаранти- 
ращи получаване на покритието с максимално тегло, С други 
думи, Г) се свежда до ЗАДА ЧА (4). 

Между основните ЗА ДА ЧА (1) и ЗА ДА ЧА (3), т.е. между 3a- 
дачата. за търсене на максимално по мощкост сдвояване и зада- 
чата. за търсене на минимално по мощност покритие, съществу- 
ва връзка, която дава възможност решението на едната задалта, 
да генерира решение на другата и обратно. 

Да означим | Мда| = @1 и |Спин| = Й, т.е. ат е броя на ребра- 
та в максималното по мощност ребрено сдвояване;, а Ду ¢ броя 
на ребрата в минималното по мощност ребрено покритие. 

В сила е следното твърдение: 

ь TEOPEMA 5.14. Ако G - (У, А) е прост граф с п вврта, който 
няма изолирани ввртове, MO αἱ + Д1 = п. 4 

Верността на това твърдение е следствие ΟἹ разсъждения- 
Ta, които ще направим по-лолу. Да разгледаме следните две 
процедури: 

Процедура 1. | Нека M e произволно сдвояване в графа G. 

Избираме произволен връх ¥, ненаситен от ребро на M. До- 
бавяме към M произволно ребро, инцидентно с v. 

Повтаряме тази процедура докато съществуват непаситени 
върхове (T.e. за всички върхове ¥, които не са инцидентни с 
ребро от М). 

Да означим с C* полученото покритие в графа.. 

Процедура 2. | Нека С е произволно покритие в графа С. 
Избираме произволен връх v, ипцидентен с повече от едно реб- 
ро на С. Изключваме οἹ С произволно ребро, инцидентно с 
Такъв връх 0. 

Повтаряме процедурата, докато съществуват върхове v, ин- 
цидентни с повече от едно ребро на C. 

Очевидно полученото в резултат на тази процпцедура множес- 
тво от ребра /М“ ще бъде сдвояване в графа G. 

И така, с горните две процедури ние можем да преминава- 
ме от произволно сдвояване M към покритие C* (чрез добавяне
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ебра) и OT произволно покритие С (чрез отстраняване на 
па Pa) към сдвояване M*, 
ребР окажем, че ако сдвояаването M, от косто стартира про- ;]yl; ад1» е максимално по мощност, т.е. 
ке 

IM] = IMma::l = oy, 

получаваното B резултат Ha тази процедура покритие С“ e 
топимадпо по мощност покритие, т.е. . 
мИ 

Ο Ξ Съ) = βι. 

Аналогично, ако покритието С, от което стартира процедура 

3, е мипимално по мощност покритие, то получаваното в резул- 
тат на тази процедура сдвояване M™ e максимално по мощност 
сдвояване, т.е. ако 

|σ| = ICminl = β,, 

то 32 получаваното сдвояване M* имаме 

« |M*| = |а | = а . 

Доказателество: Нека Млах е произволно максимално 
сдвояване, т.е. |[Mpmez| = а. Очевидно сдвояването Млдах има. 
а) ребра и Зат върха. Тъй като ненаситените в rpada върхове 
сап - За1 и My, е максимално сдвояване, ние ще получим с 
помощта. на процедура 1 покритие C*, което ще се състои от 
а +n — За1 ребра, т.е. 

ΙΟἼ =n-«, T.e. 

611) а| Н 16 = п. 
Нека cera Cmin е мипимално покритие B графа, т.с. има βὲ 

ξἓξξπᾶ и естествено покрива п-Та. върха в графа. Ясно e, че ако 
ие ХЖИМ А пъти процедура 2, поради минималността на ( ῖ ̓ 
еле пП"ьти ще отнемаме по едно ребро и наситеност на точно 
има н ΞΖΧ По този начин ще получим сдвояване М”, което ще 

върха и Д1 — A pebpa. Но във всяко сдвояване, следо- 

n—A =2(f — A); 
n—A=20 - 2А; 

п-Д- βι -- Δ; 
п- βι τ ἵΜ Π}, т.е.
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(5.12) |Coninl + 447 = п. 

Равенствата (5.11) и (5.12) можем да запишем още TaKa: 

а +8-п, (5.13) β: ал 

където с B сме означили |С“| и с а сме означили |М”|. Ако 
извадим почленно равенствата (5.13), ще получим 

(5.14) ((11 - Ol) + (β - β]) ΞΞ 0. 

Тъй като 1 > α u § > βι, то от (5.14) следва: 

(5.15) a=a; u βτ-βι, т.е. 

получаваното чрез процедура 1 покритие С“ е минимално и по- 
лучаваното чрез процедура 2 сдвояване M* e максимално. От 
(5.13) следва, че 

а +Д1-1п, 

което всъщност искахме да докажем. 
С други думи, ако ние знаем (разполагаме с) максимално по 

мощност сдлвояване в графа G, лесно ще решим задачата за па- 
миране на минимално по мощност покритие чрез процедура 1, 
както и обратната задача чрез процедура 2. 

За съжаление, подобна връзка каквато установихме между 
ЗАДАЧА (1) и ЗАДА ΤΑ (3), не съществува между ЗАДАЧА (2) 
и ЗАДА ЧА (4), т.е. между задачата за сдвояване с максимално 
тегло и задачата. за покритие с минимално тегло. 

По-къспо в следващата глава ще разгледаме алгоритми за 
решаване на ЗА ДАЧА (1), ЗАДА ЧА (2) и ЗАДАЧА (4), с което 
ще решим и редица други класове задачи, както стана ясно от 
паправените коментари. 

Освеп това, решаването на цитирапите горе три задачи се 
използва при реазилизането HA алгоритми, търсещи Ойлерови 
вериги в графи и решаването па други проблеми не само в те- 
ория на графите. 

ЗАДЛАЧА 5.13. Пека Cmin е минимално ребрено покритие в G, състоящо 
се ΟἹ т свързапи компоненти. Да се докаже, че |Сици| =1 =n — 7. 

Упатване: В Cmin не съществуват цикли и пътища с дължина. по-голяма 
от 2. Следователно всяка компонента на покритието Crin с дърво, в което 
всички ребра са инцидентии с общ връх. ΟἹ тава директно следва Д1 -п-т.
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7. Върхови покрития B графи 

едаме с HILI,[E;; g:':».rn I ледните важнпи B теория на графите понятия, 
а : 

Нека С < (V,T) e граф. Подмножеството 5 С У се нарича ne- 
зависимо множество в графа G, ако никои два върха в S не са 
съседни. Независимото множество 5 се нарича още вотрешно 

устойчиво множестео. C други думи, независимото множество 
5 ¢ такова подмножество от върхове, за което 

5пГ(5)-#. 

Независимото множество § се нарича максимално независимо 
множество, ако 32 всяко независимо множество S’ е изпълнено 

151<151” 
Броят върхове в максималното независимо миожество на гра- 

фа С се нарича мярка за независимост (мярка 30 ввтрешна ус- 
тойчивост) на графа С и се бележи с а(С) или само а |5). 

Въвеждането и използването Ha това. понятие е обусловено ΟἹ 
често възникващи задачи 33 търсене на такива подмножества OT 
върхове, които притежават отнапред зададени свойства. В слу- 
чая, търсене на максимално възможния брой върхове в rpada, 
за които породения от тях подграф е напълно несвързан. 

Па практика съществуват "противоположни” реалши задали 

за намиране на максимален брой пунктове, всеки два от които 

са директно свързани, т.е. търсене на максимален полен подграф 

(клика) в графа G, породен OT пякакво подмножество 5 С У.Тук 

Максималността е в смисъл, че за всяко друго множество вър- 

xose Я 5 5, породеният от H подграф не е пълен. Очевидно, 

кликата на практика не е нищо друго освен силно свързана ком- 
Поцента в графа, в която достижимостта е ограничена. до пъти- 

Ща с едицична дължина (директни пътища). 

Кликовото число B графа С се нарича още гастота или плет- 

Чост и се определя по аналогия с ао като максималния брой 

върхове B кликите Ha дадения граф. 
Очевидно в един "плътен” граф кликовото число грубо каза- 

T0 е голямо, а мярката за независимост е малка й об;,),атно, T.C. 

Ммежду тези две понятия съществува TaKa да се каже противо- 
пПоложно” съотношение, Очевидно € U, че максимално незави- 

Симото множество в С ¢ съответно на кликата в С и обратно. 
\.__— B o В други литературни източници максимални: . Пределят като независими множества песъдържа 
MO мпожество, 

щи се в никое друго пезави- 



104 Гл.1. Теория на графите. Алгоритмичен подход 

Съществува обаще още един клас задачи, в които се търси 
подмиожество 5 от върхове с минимална мошпост, така че всеки 
връх ΟἹ множеството V - # да се достижим от 5 дирсетно, т.е, 

чрез път с едипична дължина. 

ПРИМЕР 5.5. Как да бъдат разноложени телевизиокни или други CTan- 

ции, медицински или други пупктове, коптролиращи дадена. територия, Taka 

че с микимален брой такива пунктонс да бъде "покрита” територията? По- 

коккрстно. Да разгледаме следната топографска карта οὐ 16 квартала., 

Какъв е минималният брой пунктове за ” контрол” (мединински, полицейс- 

ки, здравен и др.), които трябва да се разположат, ако се знае, че дислоцира- 

нето ка контролен ΠΥΠΚῪ в един от кварталите обслужва и съседните квартали, 
имащи обща граница с този квартал)? 

С други думи, търсим минимален брой бази и тяхната локация с цел обез- 
печаване на. контрол над цялата територия. 

Тази задача очевидно прилича на задачата за търсене на 
база в граф, разгледана. в параграф 4 па тази глава с тази раз- 
лика, че сега търсената достижимост е ограничена до пътища 
с единична дължина.. 

В конкретната задача OT пример 5.5 e очевидно, че минимал- 
пият брой контролни пунктове, които покриват цялата. терито- 
рия ¢ 4 и възможни места за Тяхпото дислоциране са квартали 
с номера 2, 9, 15, 8 или 3, 5, 12, 14. Проблемът найстина с 
интерссен, ако става въпрос за териториии пе ot 16 квартала, а 
or 1600 квартала. например, в които броят на съседните е раз- 
личен., 

От направения коментар € ясно, че € съдържателно и полез- 
1O да се въведе още едно попнятисе, а именно върхово покритие 
в графа G = (У,Т). 

Подмножеството К С У се парича вархово покритие в графа 
@, ако всяко ребро в графа С има. поне един красн връх в под-
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множеството K. Върховото покритие К се нарича още ваншно 
устдйчиво множество от върхове. 

Ha други места в литературата то сс нарича още доминира- 
що миажестед от ввртове 15) и се дефинира като подмножество 
i, за коеето KUT(K)=V. 

Ако всеки връх разгледаме като покривалц инцидентните с пе- го ребра е ACHO, че върховото покритие # в графа С е такова 
множество ΟἹ върхове, KOCTO покрива всички ребра в графа. 

Върховото покритие K в графа С е минимално евсртово пок- 
pumye, ако 32 всяко върхово покритие К” е изпълнено 

[ΚΊ Σ | 
T.e. минималното върхово покритие съдържа възможно пай- 
малкия брой върхове. Броят върхове в минималното върхово 
покритие се нарича оце мярка за веншна устойчивост или мярка 
2а доминираност. Бележи се с Bo(G) или само До. 

В предишната подточка доказахме връзката 

ay+ βι Ξ π, 

T.e. връзката между мерките на максималното сдвояване и ми- 
нималното ребрено покритие. Разглежданите cera мерки Qg и 
βο, отнасящи се до върхови покрития, също са, свързанви пдо ана- 
логичен начин, а именно 

ав + да = п. 

Освен това ΟἹ < бониа < βι. Ше докажем тези връзки между мерките оо, 1, До, βι. 

> ТРОРЕМА 5.15. Hexa G = (V,A) е грайи # С V. Мнажест- 
80mo 8 e независимо множество om asprose в G mozaea и само 
тогава, xozamo У — б e вврхово покритие. - 

Доказателство: Mo дефиниция 4 e независимо мпожес- 
T80 в ( тогава и само тогава, когато на нито едно ребро па G 
Двата му края не ca B S, T.c. тогава и само тогава, когато на Всяко ребро в графа С поне едицият My край с във V - S, От 
Определецието 32 върхово покритие следва верцостта на твър- Дението, 

< 

> ТЕОРЕМА 5.16. Ακο С = (У, А) е прост граф с п. вврта, то 
(516) oo + βΟ = π.
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Доказателство: Да озпачим със бщах И Kpmin CbOTBer- 
по максималното пезависимо множество и мипималното върхово 
покритие в G. Тогава 

lsmurl -а И IKminl = βο. 

;K. . Според теорема 5.15, У — δίπας е върхово покритие, а | Кица 
е пезависимо множество. Следователно 

(5.17) [V = Smecl =n— αὐ > fo, 

(5.18) ᾿ Ι - Kmin = n - fio < ад. 
Ot (5.17) и (5.18) следва α + βὸ < n u ag + Bo > n, откъдето 

следва (5.16). < 

> TEOPEMA 5.17. Hexa G = (V,A) e граф b6ez usoaupanu esprose. 
Тогава 

(5.19) αι < βο, 

(5.20) αρ < . 

Доказателство: Пека Moz е произволно максимално сдво- аване и К. min е произволно мипимално върхово покритие. 38 покритието на ребрата ΟἹ My, са нужни поне | Mooz върхове. Torana очевидно BCAKO върхово покритие (В това чЧисло и мини- малното) трябва да съдържа. поне | Mg, върха, т.е. || < |Кл |, т.е. 

a < βο. 
Нека cera S,,,, е максимално независимо множество от вър- хове в G и Съца е минимално ребрено покритие в G. За покри- ването на върховете от множе CTBOTO S0, са необходими | Sz pebpa. Следователпо, всяко ребрепо 1 покритие трябва да съ- държа. поне |5щ.| ребра, т.с, 

[Smarl Ξ Ισπιίπι; 

откъдето 

ap £ βι. 
С това док азателството с паправено.
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В общия случай равспствата (5.19) и (5.20) пе са изпълнени. 
Ще докажем обаче следната теорема: 

> ТРОРЕМА ξ.]8. Пека G = (Х,У,А) e биполярен граф без изо- 
лирани esprose. Тогава 

(5.21) a1 = fo, 

(5.22) a0 = Bi. 

Доказателство: Пека My, с максималпо сдвояване и 

Кл е минимално върхово покритие. Да разгледаме произвол- 

10 подмпожество от върхове на X, T.e. В С Χ, Всяко ребро в G 

¢ инцидентно с връх ΟἹ B или допълнението MY X — Β. От дру- 

га cTpaua, BCAKO ребро, ишцидентно с връх ΟἹ Й ¢ инцидентно 

с връх от T(B). Следователно (X - Β) υ ΤΓ(8) се явява върхово 

покритие в графа G. Тогава 

(К -- 8) + |Е(8)| 2 | Kmin| = бо. 

От теоремата на Хол (вж. теорема 5.7) 

Moozl = ἓἴ!ἐξ,{Ἱ(Χ - B+ ΊΓΟ} Σ |Къщ Te. 012 βο- 

Ot последното неравенство и (5.19) следва. (5.21) 

a = fo. 

Cera ще докажем (5.22). Ot теорема 5.16, ар + Да = π, T.e. 

(523) 
ap =1 — βο. 

ΟἹ друга страна ΟἹ TeopeMa 5.14, ая + = n, T.C. 

By =n—ay. 

Ot (5.21), косто вече доказахме, αἱ = fo, следователн 

(5.24) 
fll =n- βο. 

От (5.23) и (5.24) следва (5.22), т.е. 

аф = fll.
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Доказаната теорема 5.18 дава еквивалентни формулировки 
па теоремата на Хол. 

За графа G = (V,I'), мипималното върхово покритие или още 
доминиращото мпожество ΟἹ върхове К се определя като мини- 
мално множество от върховае К С У такова, че за всеки връх 
v; # K съществува дъга, входяща във Ὁ; с пачало връх OT I, 
Te. KUT(K)=V. 

С езика. Ha матрично представяне па графи задачата 3a пами- 
ране па минимално домипиращо множество ΟἹ върхове се фор- 

мулира така: Ако Й“ с транспопираната матрица. на съседство с 
сдинични диагонални елементи, да сс памери такова минимално 
мпожество ΟἹ стълбове B В“, за което всеки ред πῷ матрицата 
съдържа. 1-ца в поне един от избраните стълбове. 

Пай-общо задачата. за намиране на мипимално множество от 
стълбове, "покриващо” всички редове Ha една. (0, 1)-матрица, се 
нарича задача за минимално покритие (ЗМП). В тази задача 
матрицата не е задължително да бъде квадратна (както в слу- 
чая на доминиращо върхово покритие) и освен това, на всеки 
стълб 4 в матрицата обикновено се съпоставя тегло с;, като се 
търси покритие с минимално сумарно тегло. 

Ясно e, че задачата 3a намиране на минимално върхово до- 
миниращо множество е Частен случай на ЗМП при с; = 1, за 
Vi=1, 2, .., π. 

Теоритико-мпожествепата интерпретация на ЗМП се състои 
в следното. 

Дадено e мпожество R = {ri, Тз, ..., Tm} и фамилия Г, 

F:{F’], F?» .. Fn} 

от подмножества Ha R, T.e. Е; С R. Всяка подфамилия #” С F, 

F = {Fju Е ooy ij}7 

3a която 

k 

U= 
i=1 

се парича noxpumue на £, а множествата Е;; се наричат noxpu- 
ващи множества. 

Ако в допълпение поискаме покриващите множества да са 
пеп];в)ссичащи се две по две, покритието се парича още разбиване 
на #.
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Ако Ha всяко множество Е;е съ 
ло ¢;, то ЗМП се формулира к 
па R, имащо минимално сум 
деля като Σε,-ς, i=1,..,k). 

Аналогично се формулира и задачата 3a минималпо разби- ване (ЗМР). 
В матрична форма ЗМП па μ 

формулира като задама п 
начии (вж. параграф 

поставепо (положително) тег- 
ато задала. за памиране покритис 

арно тегло (теглото na I се опре- 

атрицата хя може да се 
а линейното оптимиране по следпия 

2.1, задача на липейното оптимиране): 

п 

min L = Ес]т,-, c; >0 
#1 

при ограничения 

п 

(5.25) Ещш]- 21, i=1,2, ., m, където 
#1 

щ 1, ако Fj Ε I, 
7710, ак F; ¢ Ε', 

Н 1, axo r; € I, 
Y710, акот; # . 

В задачата за минимално разбиване (3MP) неравенствата (5.25) 
п 

се обръщат в равепства, т.е. Zi,-]-:cj Ξ 1, при 4-1, 2, .., m. 
j=1 

ЗАДАЧА 5.14. |2) Трябва да се осигурят преводачи от 7 чужди езика па 
български език. Своите услуги предлагат 5 кандидата, чийто възможпости 
(езици, които владее) са описани в таблица MO слединия начин (на всеки от преводачите заплащането е едпакво): 

сзик 6 
сзик 7 

ADBCDE 
esuk 11 0 1 1 © 
eauk 211 1 0 0 0 
eauk 3 |0 1 0 0 0 
ecauk 4|1 0 0 1 0 
esmk 3|0 0 1 0 0 

01 1 01 
000 11 
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Кои от 5-Te капдидати да се подберат, така че да бъде осигурен превод с 

възможно най-малкия брой преводачи (минимално заплащале). 
Отг.: В, С, р. 

ЗАДАЧА 5.15. Задайте произволни тегла а всеки от стълбовсте в матрица- 

Ta от задалча 5.14, т.с. задайте съответни заплащания на. всеки от капдидатите 

в предишината задача. ОПРСДСЛСТС покритието с минимално тегло. 

1.6. Ойлерови и Хамилтонови графи 

1. Ойлерови графи 

Да се върнем OTHOBO към задачата за Кьонигсбергските мос- 

тове, формулирана в началото Ha тази глава. 

o 
ς 

Ρ 

а) Р 

Ойлер пръв е поставил въпроса за съществуването на цикъл 
в пеориентиран s-rpad G, който преминава ΠῸ всяко ребро точ- 

но веднъж. Всеки такъв цикъл (затворена верига, затворсй път, 
затворен маршрут) се нарича olinepoe цикаел. 

Когато съществува ойлеров цикъл, който покрива всички реб- 
ра на G, графът G се нарича ойлеров граф. 

Отворена верига (път, маршрут), която не мипава два пъти 
по 61Η0 и също ребро, се парича отворена ойлерова верига, 

На сзика Ha rpaduTe задачата. за MOCTOBETC лесно се превеж- 
да така (виж горе черт. 6)). Ако Ha всеки участък от сушата 
съпоставим връх па Гграф, в който дъгите са съществуващите 
Къонигсбергски мостове, поставеният въпрос "може ли жител
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да излезе ΟἹ дома. си и да се върне пак TaM, като мине по всич- 
ки мостове точно веднъж (ни повече, ни по-малко)” е всъщност 
въпрос съществува ли в графа oT черт. 6) ойлеров цикъл. 

В конкретната ситуация е почти очевидно, че ойлеров цикъл 
пе съществува, тъй като всички върхове на графа от черт. 6) 
са от нечетна степен — броят на "излизанията” от всеки Hava- 
лен връх е по-голям ΟἹ броя на ”влизанията”. В общия случай 
е вярна следната TeopeMa: 

ь» TEOPEMA 6.1. Свврзанцят неориентиран з-граф С свдвржа 
покриващ ойлеров yuxsa (e ойлеров) тогава u само тогава, кога- 
Mo всички вархове ца графа са от четна степен. 

Доказателство: Необходимост: Очевидно, ако същест- 
вува покриващ ойлеров цикъл в графа G, то всички върхове 
на С са от четна. степен (броят на "влизанията” в един връх е 
равен Ha броя на "излизанията”). 

Достатачност: Ще дадем конструктивно доказателство, KO- 
ΟἿῸ представлява алгоритъм за намиране на ойлеров цикъл B 
случая, когато всички върхове на графа са ΟἹ UeTHA степен. 

Да си изберем произволен връх v; в графа G :-- G; и да се 
? движим” произволно но различни pebpa на графа. Рано или 
къско ще достигнем отново във върха v;. Допускането, че се на- 
мираме някъде другаде (в друг връх) и не можем да се върнем 
във ¥;, противоречи на предположепието, че всички върхове на 
свързания граф са от четна степен. С други думи намерихме 
цикъл р; = ( ..., щ), включващ различни ребра па rpada. 

4 случай. Ако ребрата Ha p; са всички ребра па Gj, то сме 
памерили ойлеров цикъл. 

2 случай. Цикълът р; не включва всички ребра Ha графа С;. 
“ Отстраняваме” (от разглеждане) ребрата ma p; ΟἹ С;. Изби- 
раме си връх з; OT цикъла р;, инцидентен с някое ΟἹ оставащите 
(неотстранени) ребра на С;. Поне един такъв връх ; (свър- 
зваща точка) със сигурност съществува (Графът е свързан и 
всички върхове ca ΟἹ четна степен). Полагаме v; :-- 5; и повта- 
ряме гореописаната. процедура. 

По-просто казано — ”разбиваме” графа на К-ребрено непре- 
сичащи се цикли по следния начин:
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Очевидно ойлеровия цикъл в графа С можем да опишем (на- 
чертаем без вдигапле па молива и повтаряне па. ребра) по след- 
ния начин. Тръгваме от ὕ] и се движим в цикъла р, дока- 
TO стигнем до свързваща точка 81 (посоката Ha движение пя- 
ма значение); ΟἹ 81 се движим в цикъла ра, докато достигнем 
до свързващата точка 82 и т.п., докато достигпем спързв)(гьщата 
точка зв-1 и опишем изцяло цикъла рь (последтият цикъл); връ- 
щаме се в предпоследиия цикъл и се движим по неописания му 
участък, докато стигнем до свързваща. точка. Sg_g й T.IL, докато 
стигнем до свързваща точка 81 и опишем пеизвървяпия участък 
OT пикъла Py, докато стигнем във л. < 

ПРИМЕР 6.1. Има ли ойлеров цикъл в графа С и ако има, го задайте. 
и Ό „ 

TeopeMa графът е ойлероав, т.е. в него с 
Разглеждаме ра = (υ), va, v, 11). "Отстраняваме” ребрата от този цикъл и в оставащия граф разглеждаме цикълът Ра = (v2, v, vs, vs, ъз). "Ὅτοτ- рапяваме” и тези pebpa ΟἹ графа. Разглеждаме в оставащия граф цикълът Ръ = (vs, Чт, ?в, v5). "Отстрапяваме” и тези ребра от графа. В оставащия граф разглеждаме цикъла 4 = (vs, vo, vs, ὕ6, vs). "Отстраняваме” и тези ребра от графа — край па процедурата за разбиване па графа (ребрата от 94 ca последните останали ребра на. графа). Един ойлеров цикъл π графа Се (v1, 92, #4, vs, vy, vy, Yo, U3, Us, ¥, vs, v, vz, U3, ;). Намерете и “ друг” ойлеров цикъл, 

6) Графът С от подточка. 6) пе е ойлероав, т.е. в нег риващ ойлеров Ццикъл, тъй KaTo има върхове от степен 3). 

ъществува. покриващ ойлеров цикъл. 

Ὁ не съществува пок- 
печетна. степен (два върха от 

В този граф има обаче пок ринваща. отворена ойлес двата върха от нечетна степен 
Ἢ рова nepura, свързваща . Памерете я! 

Ясно е, че ако графът не е св 
ващ графа пе съществува, 
негова компонсита в друга 

ързан, ойлеров цикъл покри- 
Ттъй KaTo пяма. BepHra водеща от ¢/
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Очевидно e и, че ако съществува отворена ойлерова верига, 

покриваща графа, тя свързва два върха па графа, които са ΟἹ 

HeyeTHa степен. 

Фльори [22], е дал едип доста прост алгоритъм за постро- 

яване на покриващ ойлеров цикъл (когато той съществува) B 

пеориентиран граф, който лесно може да се приложи и 33 ори- 

ентирани графи: “Cmapmupaiime от врег v и всеки пет отстра- 

нявайте преминатото ребро. Не преминавайте по ребро, ако от- 

страняването на това ребро води до двукомпонецнтно разбиване 

на epaga (беа да се броят изолираните вевртове)”, 

Следният резултат характеризира графите, които могат да 

бъдат покрити с отворени ойлерови вериги: 

» TEOPEMA 6.2. Пека С е caspaan граф с 25 > 0 нечетни евврха. 

Cruecmeyeam s независими (нямащи общи ребра) ойлерови вериги, 

които покриват G. По-малко от 5 вериги с това свойство няма. 

Ввв ecaxa система от S независими ойлерови вериги, покриващи 

G, веригите са отворени, две no две нямат общи крайни точки и 

всяка верига свединява ввртове от нечетна степен (13). 

Дожказателство: Нека Ге минималният брой пезависими 

ойлерови вериги, които покриват G и пека 

M= {M17 Ma, «а Mt} 

¢ едпо минимално покритие на G. 

1. Никое M;, i =1, 2, .., {, не е цикъл. Да допуснем, че 

папример M) ¢ цикъл. Оттук следва, че M) не може да. има общ 

врък с никой OT останалите вериги М;. Наистина, ако допус- 

ΠΟΜ, че цикълът M, има общ връх с веригата My (отворена или 

затворепа), T-C. графически имаме следната ситуация 

7 M, 

очевидно веригата (v2, v4y 1, V4, 93) е също ойлерова и ако за- 

мепим M1 И ‘M, с тази верига, ще получим покритие на G с1-1 

па. брой вериги, Koero противоречи на минималността на . 

И така, ако JIOII}fCHeM, че My (произволца верига) е цикъл, 
следва, че този цикьл[;[г;лхма 066... връх с остапалите вериги M;. 

Но това означава, че; οτἃοἓξ ра, & които единият връх да ¢ в 

My, а другият в няко аналите вериги. Тъй като графът
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G e свързан и M e покритие Ha G, следва, че всички pebpa на 
графа трябва да се включват B Mi, T.e. B rpada съществува 
покриващ ойлеров цикъл, косто е невъзможно, поради наличи- 
ето Ha нечетни върхове (25 > () в графа и теорема. 6.1. 

И така, Vi, M; e отоврена Bepura. 

2. Две no две веригите M;, i =1, 2, ..., Е нямат обща крайна 
точка. Ако допуснем противиото, например My и Μ имат обща 
крайна точка, както е показано на чертежа долу 

e ясно, че обединяването на двете вериги My и M, и 3aManara 
им с веригата (vi, v, v2), която също е ойлерова, ще води до 
покритие на G с { — 1 на брой маршрута, което противоречи πᾶ 
минималността, на i. 

3. Всяка верига съсдинява нечетни върхове. Верността на 
твърдението лесно следва ΟἹ факта, че за началния край на ве- 
ригата ” излизанията” ca с 1 повече ΟἹ "влизанията”, а за край- 
ния връх на веригата — obparno. Оттук следва, че 2ὲ = 25 или 
s=1. < 

СЛЕДСТВИЕ 1. При s = 1, m.c. axo в графа G севществуват 
точно два espza от чечетна степен, графет С се покрива от edua 
отворена ойлерова eepuea (вос. 6) от пример 6.1). 

ЗАДАЧА 6.1. Да се докаже, че шахматен KON, движейки се по шахматната 
ДЪСКВ., пе може na каправи всеки допустим ход точно по веднъж, 

РСЩСННЕ: Бропт възможни ходове на копя от всяко шахматно поле е след- 
HUAT:



g, Ойлерови и Хамилтонови графи 115 

Axo разгледаме графа G ¢ върхове 64-Te шахматни полета и ребра, свър- 

зващи онези върхове (шахматни полета), между които има възможен ход Ha 

коня, е ясно, че всяка последователиост от ходове може да. се разглежда като 

верига в графа С и обратно. Въпросът, поставен в задачата е може ли гтрафът 

а да. се покрие с ОйЛСРОВа верига. 

В горната таблица. числата са степсните на върховете в графа G, T.e. броя 

ка възможните ходове ΟἹ това шахмалтно поле. Тъй като съществуват 8 вър- 

ха с печетна. степен 3, съгласно доказаната теорема 6.2, минималният брой 

независими ойлерови вериги, покриващи G, e 4, т.е. не може с една ойлерова 

верига да се покрие графът G, което peurana задачата., 

ЗАДАЧА 6.2. Пресметиете броя па ребрата в графа С от задача 6.1. 

Ота: т = 5.(4.24+8.3 +16.4 + 16.6 + 16.8) = 160. 

Покривапето на един граф с ойлерови цикли или вериги € 

една важна за практиката задача. Ше формулираме пяколко 

оптимизационни проблема, TACHO свързани с памирането на ой- 

лерови вериги и цикли. 

(А) Задача за китайския пощальон — ТЪъе Chinese Post- 

man Problem (CPP). Проблемът е формулиран и изследван OT 

китайския математик Kwan Mei - Ko, откъдето идва и наименова- 

нието му, Пощальопн трябва да разнесе писма, телеграми, пен- 

сии и т.п. до всички адреси ΟἹ региона, които обслужва. Какъв
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маршрут трябва да избере пощальонът, 38 да измине минимално 
разстояние и да се върне отпово в пощенския офис? 

Яснпо e, че обслужваният от пощальона регион може да се 
разглежда като граф, в който върховете са кръстовищата, а 
ребрата са улиците, IO които преминава пощальона., Очевид- 
но, ако графът е ойлеров, оптималното решение на проблема 
е пощальонът да си избере един ΟἹ съществуващите ойлерови 
маршрути, Ако обаче региопът, който пощальонът обслужва 
е такъв, че съответпият My граф пе ¢ ойлеров, TO тогава оче- 
видно пощальонът ще трябва да преминпава повторнпо по някои 
от улиците. Как да бъде подбран маршрутът на движение, Ta- 
ка че връщайки се в изходно положение ( в пощенския офис), 
пощальонът πᾶ с изминпал минимално сумарно разстояпие? 

Горният проблем с интересен класически оптимизациопен проб- 
нем, тъй като може да се отнася не само до пощальопи, а до 
движение на превозни средства или хора, доставящи стоки, из- 
вършващи инспекции на обекти, събиране на отпадъци и т.н и 
т.н. В следващата глава отново ще се върнем на подобсн род 
проблеми и ще дадем алгоритми за тяхното решаване. 

(B) Задача за снегорина. Служба за поддръжка на пъти- 
щата при зимни условия е дислоцирана на определено място в 
даден град. Всяка сутрин кола (коли) па службата излиза от 
депото, 32 да почиства ΟἹ сняг улиците и да разпръсква солена 
луга против заледяването. Известен e капацитетът на колата 
-- например 5 Toma солена луга. Да се намери MapmpyT 38 
движение Ha снегорипа (снегорините) при неколкократно преза- 
реждане с луга в депото, така че да бъдат обезопасени всички 
улици с минимални разходи. С други думи отново трябва да се 
реши προῦπομ за покриване Ha граф, като условието с IO всяка 
ΟἹ улиците да се преминава поне по ведпъж. 

Очевидно могат да се формулират редица практически проб- 
леми, свързани с покриване на графи. 

Ше формулираме аналог на теорема 6.1, отнасящ се до ори- 
. ентирани 5-графи. 

> TEOPEMA 6.3. Opuenmupanusm cespsan з-граф G csdspoca пок- 
риващ ойлеров -yuxsa (ойлерова ecpuea) mozaea и само тогава, KO- 
гато 30 всички полустепени на втода 4” (0;) и полустепени на из- 
года d*(v;) са usnsanenu условията: 

а) за yuxea — Vi€ V, 47 (υ) = d+(w);
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6) за eepuea — Vigsut, d ()= ἀτ(υῇ; 

d_(s) = d+(s) " 17 

4 (ἢ -- «Ἐ() Ἐ1, 

квдето 8 ι 1 са началният u крайният врет на ойлеровата верига. 

4 

ΟἹ казаното дотук можем в ῬΌΒΙΟΜΟ да заключим, че 

”графът G е ойлеров” <= 
? степените Ha всички върхове са четни” <= 
”гр,афът С е обединение на pebpero непресичащи се дик- 

“ ли”. 

Ясно е, че всеки връх в ойлеров граф С се съдържа в пякой 

цикъл. Може да се докаже, че когато всеки цикъл в ойлеровия 
граф С съдържа върха v, то тогава стартирайки от върха ¥ IO 
какъвто и начин да се движим произволно по ребрата Ha G, ще 
получим покриващ ойлеров цикъл. Такива ойлерови графи С се 
паричат произволно-ойлерови относно вврха v. Да илюстрираме 

казаното със следния пример: 

υἹ U2 

B изобрдзепия гра,ф ΒΈΡΧΟΒΟΤΟ л и Uy принадлежат па всеки 

πκ в графа, T.e. графът G е произволно-ойлеров относпо vy 

и v;. Следователно, тръгвайки OT vj, + = 1, 2 и движейки се на- 
пълно произволно по ребрата на графа (без да ги повтаряме), 
ще получим покриващ ойлеров цикъл. Останалите върхове Ha 

Графа не притежават това свойство, т.е. графът не € произволпо 

"ойлеров относно върховете Ui # 1, V2. . 
Графът С се mapuda произволно-ойлеров, ако той е такъв OT- 

HOCHO всички свои ΒΈΡΧΟΒΕ. Последпият изобразен граф HC e 

произволно-ойлеров.
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2. Хамилтонови графи 

Бдин граф С се парича тамилтонов граф, ако съществува 

прост цикъл, минаващ през всички върхове на графа G. Ta- 

къв цикъл се нарича тамилтонов циквл. 

През 1859 г. сър Уилям УХамилтон с поставил пръв проблема. 

дали 38 графа, образуван от върховете и pebpaTa па додекае- 

длъра (изпъкпал многостен с 12 стени) съществува прост цикъл, 

който минава през всички върхове. Равнинната реализация на 

графа с показапа на чертежа долу, като е посочен и един ха- 

милтонов цикъл: 

20 

18 17 

Хамилтонова верига (пат, маршрут) в С — ToBa е проста Be- 
рига, съдържалца. всички върхове на графа G. 

ЗАДЛДАЧА 6.3, Да се покаже, че ¢ възможно шахматен коп, тръгвайки от Wit 
какво шахматно поле да премине по всяко друго MaxMaTIio поле точпо ведпъж 

и да се върие в изходио положение, 

Читателят лесно може сам да пнамери едно OT мпогото решения па. тази 

задача., ПО-Д()ЛУ е дадено сдпо възможио решецие
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на задачата, като числата. във всяко от шахматните полета описват последо- 

вателните позиции па коня. 

Съществуват два основни класа задачи, свързани с хамилто- 
повите цикли. 

(B) Ако G e ориентиран граф, да се намери хамилтонов ци- 
къл (или всички цикли), ако съществува.. 

(Г) Даден е пълен ориентиран граф С. На всяка от дъгите 
на (С е съпоставено тегло Cij (ако С не е пълен, можем да го 
Рразглеждаме като пълец ориснтиран граф, като съпоставим на 
отсъстващите дъги тегло равно на со). Да се намери хамилто- 
HOB цикъл (верига), на който сумарното тегло е минимално. 

Тази задалча е известна в литературата като задача за тгвргоа- 
ския петник — The Traveling Salesman Problem (TSP). 

Очевидно задалча (В) е частен случай на задача (Г). Наисти- 
на, ако в задача (В) дадем произволни крайни тегла на дъгите, 
ПОЛХЧаваме задача. (Г) Ако решението на последната задача е 
крайно, т.е. хамилтоновият цикъл с минимално тегло има тегло 
различно от 00, то това решение се явява хамилтонов цикъл 33, 
Графа (B), т.е. рещение na задача (B). В противен случай, т.е. 
когато решението na (Г) e oo, 1o задача (В) няма решение.
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Формулиранпата (Т5Р)-задача очевидно има MUNUCYMapen та- 
рактер. Па други места в литературата се разглежда една. ми- 
нимаксна модификация na (Т5Р). В нея се търси такъв хамилто- 
пов цикъл, в който най-дългата дъга ¢ минималпиа, T.C. дъгата 
с пай-голямо тегло ¢ минимална. Може да се покаже, че задача 
(В) и минимакспата (Т5Р) задача са CKBUBAJICUTHH, т.е. алго- 
ритъмът за памиране на хамилтопов цикъл в ориептиран граф, 

решава и минимакспата (Т5?) задача и обратно. 

B следващата глава ще видим, че редица практически проб- 
леми се интерпретират като минисумарни или мипимаксни 3a- 
дачи. 

Въпрски, че задача (B) е частен случай ΟἹ задача (Г), за ре- 
шавансто на задача (В) също ca разработени методи, тъй като 
сама по себе си задача (В) се pemana по-просто. В следващата 
глава ще разгледаме алгоритми за решаването на (Т5Р). 

Очевидно ¢, че ако графът С е хамилтопов, то той е свързан, 
Освен това, ако в графа С съществуват два върха 8 и £, 38 кои- 
то съществува единствен прост (s —1) път, TO очевидно графът 

С не е хамилтонов. Иптуицията подсказва, че в графи с ” дос- 
татъчно много” ребра има хамилтонов цикъл. Например във 
всеки пълен граф (π > 3) има хамилтонов цикъл. Нещо повече, 

—1)! 
B пълния граф има (π2 хамилтонови цикли. Решаването обаче 

Ha задачата за търговския пътник "¢ мускули”, т.е. поражда- 
нето на всички хамилтонови цикли и избирането ΟἹ тях на този 
с минимално (максимално) тегло, не с приложимо на. пражтика 
в реално BpeMe. 

За съжаление, за хамилтоповте графи пе сътществува сравни- 

телно проста и елегантна. характеризация, каквато за ойлерови- 
те графи съществува. Известни ca няколко достатъчни условия 
простият граф С да бъде хамилтонов, без обаче тези условия 
πᾶ се ABABAT необходими. 

Например, ако за всски два несъседни върха s nt Β С e U3 
пълнено 

d(s) + Δ( > π, 
то С ¢ хамилтонов граф. Това условие обаче не е пеобходимо. 

Графът на движение па шахматното конче ΟἹ задалча 6.3 8 
хамилтонов, като 3a него за всякози ἔ, 4(з)+а(0 < 16. 

Ше формулираме няколко условия за хамилтоновост. 

ь ТРОРЕМАДА 6.4. Hexa G = (V,A) е npocm граф (n > 3) cac cme
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пени на ввртовете 4(щ) < ἀ(υ2) < ... < d(v,). Ако 

(6.1) ἀ(υι) Е «2π = Да) Σ πτ 

mo zpagsm С е хамилтонов. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Ако1 < Е < п = d(v) > in, mo G е хамил- 

тонов, 

СЛЕДСТВИЕ 2. Ако (s,t) Е A = d(s)+d(t) Σ π, mo G e 

гамилтонов. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Ако1 < Е < in = d(w) >k, mo G e zamua- 

тонов. 

СЛЕДСТВИЕ 4. Ако 4 <k, d(v;) <4, (е) < Е-1 -> d(v;}+ 
d(vk) > n, mo С е zamuamonos. 

Доказателството Ha теоремата можете да намерите в [3] или 

да направите самостоятелно като упражнение, а следствията се 

доказват като се използва това, че условията в тях влекат (6.1) 

1231--- (26). 
Ойлеровите и хамилтоновите цикли имат в известен смисъл 

двойнствен XapakTep (замяна на връх с ребро и обратно) — при 

сдните се преминава през всяко ребро веднъж, а при другите 

през всеки връх веднъж. 
Ако С е граф, то ребрен граф 1(С), съответен Ha графа G се 

определя по следния начин: L(G) има толкова върхове, колкото 

ca ребрата в G и два върха u и v на (С) са съединени с ребро 

тогава и само тогава, когато ребрата ΟἹ С съответни на U M ¥, 
са съседни ребра в G. 

Лесно може да се покаже [27], че: 

а) ако графът С е ойлеров, пеговият ребрен граф L(G) също 

се ойлеров; : 

6) ако графът С е ойлеров, то L(G) е хамилтонов; 
в) ако графът С е хамилтоков, TO L{(G) също е хамилтонов. 

Обратните на твърденията а), 6) и в) не са верни, което лес- 
по се показва с контрапримери. 

ПРИМЕР 6.2. На чертежа долу е изобразен граф С и съответният му реб- 

рен граф L(G):
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м 

Vs 

Граф G Граф L{G) 

Очевидно 38 rpada G мма покриващ ойлеров цикъл, тъй KATO всичките 
му върхове са от четпа. степен, τιο, С е oiinepos. Освен това графът G е 
хамилтонов, например (vi, vz, V3, U4, Us, Vg, V1) € хамилтонов цикъл. Гра- 
фът L(G) също е ойлерав, тъй като степените на неговите върхове OTIORO са 
четни. В графа L(G) съществува и хамилтонов цикъл, зададен с върховете 
(Сз, €1, €4, €7, €6, €3, €9, €5, €2, 53)- 

С други думи, пример 6.2 илюстрира а), 6) ив). 
Обратното на твърдение а) не с вярид, което сс вижда ΟἹ 

следния 

ПРИМЕР 6.3. На чертежа долу L(G) с ойлеров, а С не e ойлеров. 
ζο ε1 

е2 

ез 
Граф G Граф L(G) 

В пример 6.2, ако премахнем реброто ев в графа G, ще полу- 
чим граф G, който пе е ойлеров. Но (С) е хамилтонпов (1(6) ¢
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e ο ey e 

същият като L(G), но в пего naMa връх 66 и инцидептните с пего 
ребра). В #(С) сдии хамилтонов цикъл ¢ последователиостта 
от върхове 

(ea, e, с4, ez, Св, c9, 5, €2, €3), 

T.¢. обратното па твърдепие 6) пе ¢ вярпо. 
Ше покажем, че обратното па тпърдсние в) също не е вярно. 

ПРИМЕР 6.4. Да разгледаме 

“ е1 

cy €a 

€2 

v2 v3 щ ез е2 

Граф G Граф L(G) 
Очевидна (С) ¢ хамилтацов, а С не е хамилтонов граф. 

В края на този параграф ще дадем едно по-формално опи- 
сание па алгоритъм за търсене на ойлеров цикъл в граф G = 
(V,A), дадено в [17]. Използвана е неформална: версия Ha езика. 
Паскал, която дава възможност идеята на алгоритъма да не се 
размива. Освен това ще далем и един алгебричен методл, реали- 
зиращ алгоритъм 32 намиране нпа всички хамилтонови вериги и 
цикли B ориентирап граф. 

[Λ ЛГОРИТЪМ ЗА ТЪРСЕНЕ НА ОЙЛЕРОВ ЦИК ЪЛ-.! 
Данни: Свързан граф С = (У, А) с четни степени на върхове- 

те, представен със списъци ЗАПИС [v], не V. 
Резултати: Ойлеров DMKLJ, представен с послелователност 

от пвърхове в стека CTEK 2. 

1 begin 

2 CTEK1:=0; СТЕК 2 :-; 

3 v :-- произволен връх па графа; 

4 „ СТЕК 4 «--ъ; 

while СТЕК 1 # до 

6 begin v := top (CTEK 1); 

σ
ι
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(жи = елемента от върха πᾶ стекаж) 

7 1 ЗАПИС [v] # й then 

begin ч :- първия връх na списъка ЗАПИС [v]; 

(С;Г;;]Е;рпп:ннс на ребро {υ, ч) от Сж) 

10 ЗАПИС [v] ξ ЗАПИС [v]\ {u}; 
ЗАПИС Еи]] = 3AIU/IC[[u] \ {v}; 

11 vi=u 

12 end 

13 else (« ЗАПИС [v] = # «) 

14 begin v < СТЕК 1; СТЕК 2 «-- ф 

15 епа 

16 епа 

17 епа 

Цикълът от ред 5 започва. да строи път с начало върха g 
(избран в ред 3), като върховете Ha пътя се поставят в CTEK 1, 
а ребрата се отстраняват от rpada. Тези действия продължа- 
ват, докато в ред 7 ЗАПИС () = §. Тогава всъщност ¥ = 2 , тъй 
като всички върхове са четни. По този maumm ΟἹ графа се oTc- 
транява цикъл, а върховете на този цикъл се дамират в СТЕК 
1. Както отбелязахме по-рано в този параграф, в получения 
(модифицирания) граф степените на върховете продължават да 
бъдат четни. Върхът v = vy се прехвърля от СТЕК 1 в СТЕК 
2, а поредният връх ¥ CTaBa връх в стека CTEK 1. Пропесът се 
повтаря от този връх (ако ЗАПИС [v] # #) като се намира и се 
поставя в СТЕК 1 цикъл, мицнаващ през върха v, Това продъл- 
жава, докато СТЕК 1 пе стане празен. Ясно e, че върховете B 
СТЕК 2 образуват път, тъй като върхът v се пренася в СТЕК 
2 точно когато ЗАПИС [vg = {, T.e. когато всички инцидентни с 
v ребра са представени (като двойки съседни върхове) в едип 
от стековете. Следователно, след изпълнение па, алгоритъма, 
СТЕК 2 съдържа. ойлеров цикъл. 

Сложиността Ha разгледания алгоритъм ¢ О(т). За сложност 
па алгоритми виж началото Ha параграф 1.8 и параграф 2.4. 

В naparpa¢ 1.4 ”Матрично представяне на графи”, дефини- 
рахме понятието матрица на съседство. Ще дадем алгоритъм 
за намирапе на всички хамилтонови вериги B ориецтиран граф
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С = (V,E), използващ матрицата на съседство и правилата 3a 

умножепие на матрици. Алгоритъмът се основава πϑ резулта- 

тите, получени в (51] - [53]. 

3a целта ще дефинирамес понятието "ватрешно произведение 

на ввргове” за пътя 21, T3, ..., Tk_1, Tk, което се определя като 

израз ΟἹ вида 1223...к-1, несъдържащ крайните върхове а U Tk 

(при Е = 2, произведението е PABLO па 1). 

Ако Β е матрица на съседство, TO под модифицирана матри- 

ца на свседство B,qu сс pa3bupa матрицата ¢ п реда и п стъл- 

ба и елементи B(4,7) = zj, ако съществува дъга OT Ti до 2) M 

fl(i,j) = 0, B противен случай. 

ПРИМЕР 6.5. Да разгледаме следния rpag: 

Граф G: 

а b 

Неговите матрица па съседство и МО)ШфИЦИрВПа. матрица. Ha съседство са 

следните: 

а 
а 11 ἷ 

- b 00 ), Е 
d 10 d 

Ако ние имаме матрицата P = [ρι(1,7})1, чиито елементи ca 

сума ΟἹ вътрешните произведения па всички прости пътища ς 

дължина Г > 1 между различните върхове #; и т;, можем да 

направим следното. Полагаме m(i,3) = 0 за Vi и разглеждаме 

произведението на матриците Втоа.В, получело с правилото 32 

умножение ред по стълб, т.е. 

Bpod-Pi = Ρἷμ[Ρἷμ(ὃ’ΐ)]ν 

където 

(6.2) Р.1(52) = Efl(s,k).p:(k,i). 
К
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Очевидно р(44(5,1) се явява сума от вътрешните произведе- 
ΠΗ на всички пътища ΟἹ T до 2 ¢ дължина [+ 1. Тъй като 
пътищната OT &} до &y, представени с вътрепшнпите произведления 
от Р(К,1), ca прости, то измежду пътищата, получавани с по- 
мошта. на (6.2), може да се появят пенрости пътища. Такива. ca 
само тези пътища, вътрешните произведения на които в ρι(ζ, ) 
съдържат върха Ζ,. Следователино, след проста проверка и отс- 
траняване от р +1(з, 1) на всички събираеми, съдържащи +., ще 

получим матрица Ра = (5141(5,1)), B която диагоналпите еле- 
менти са 0 и задаваща простите пътища с дължина ἐ + 1. 

Ще илюстрираме казаното с помощта на матриците от при- 
мер 6.5. 

Ако положим B = P, (прости пътища ¢ дължина 1) и умно- 
жим матриците Вл и Py, ще получим Р) = Вжмоа.Р., давалца 
пътищата между всеки два върха с дължина 2. 

а е 

а 
с
я
 

Σ 
}
 

b 
+ 

0 
d 
ς S
R
 
e 

a
l
®
 

΄
 

ο 
Θ 

Θ 

Ξ
 

Θ 
Щ
 

ε 

а 
а 

0 
d d 0 

Матрицата P, дава простите пътища с дължина 2. 
В общия случай, изчислявайки Βηποά. P, ще намерим Pyoum 

т.н., ще намерим матрицата P,_;, даваща хамилтоновите пъти- 
ща с дължина п — 1 между всиЧчки двойки върхове. Очевидно 
хамилтоновите цикли ще се получават от пътищата в Р 1 и те- 
31 дъги на графа, които съединяват пначалния и крайния връх 
на %сеРки нът. С други думи, хамилтоновите цикли се задлават 
ο B.P,_. 

В качество на първоцачална малтрица P] се взима матрицата. на съседство B, в която диагоналните слементи (ако се налага) се зануляват. 
Ако продължим да прилагаме дадения алгоритъм за графа от 

пример 6.5, на следващата итерация ще получим РА = ВиоаР и 
Рз: 

а b ¢ d 
а Γὠτα cdv+dc 0 0 
b 0 ас+ ай ай ac 
с db de фа ba |? 
а с0 εὐ ba ba
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а b ς а 

а 0 «ае 0 0 

А b 0 0 ай ac 
с db 0 0 ba 

d ch 0 ba 0 

Хамилтоновите пътища (вериги) съответни Ha елемента (1, 2) 

ot P3 са acdb и айсб и те дават съответно хамилтоновите цикли 

acdba и adcba, ако добавим затварящата дъга (b,a). Останалите 

хамилтонови вериги в P3 водят до същите хамилтонови цикли 

— badch, bacdb, cdbac, cbade, debad, dbacd. 
Очевидно предложеният алгоритъм € твърде неефективен. B 

процеса Ha HapacTBame на [, елементите Ha матрицата РА ще 

включват все по-голям брой членове. Разбира се след дости- 

гане пна някаква критична стойност 38 [, броят Ha членовете ще 

започне да намалява. Това следва от факта, че при малки стой- 

ности Ha ἰ и големи размери на графа, броят пътища с дължина 

{41 обикновено € по-голям ΟἹ броя пътища с дължина. I, а 38 го- 

леми значения на [ ситуацията е обратна. С други думи обемът 

памет, необходим за съхраняване на матриците Я расте твърде 

бързо, докато стигне до максимум 38 някоя критична стойност 

на Г. 
Ако се интересуваме само ΟἹ хамилтоновите цикли, а ΟἹ каза- 

ното е яснпо, че те могат да се получат ΟἹ членповете на вътреш- 

пото произведение Ha произволна диагонална клетка на матри- 

цата Виоа.Рл-1, То е достатъчно да зпаем само елемента Ра -1 (1,1). 

Не e необходимо Ha всеки етап да се изчисляват и съхраняват 

напълно матриците P}, достатъчно € да се намира първия стълб 

οἹ Ρι. Тази малка модификация намалява обема на необходима- 

та памет и времето 38 изчисление п пъти. 

По-късно в maparpad 1.8, за да илюстрираме метода за тър- 

сене с връщане назад, ще разгледаме още един алгоритъм за 

намиракне на хамилтонови цикли. 

1.7. Планарни и двойнствени графи. Ощветявания 

В този па,рагра.ф ще разгледаме още няколко важни понятия 

и резултати от теория Ha графите. По-подробпно ще се спрем 

на понятието планарност и ще дадем някои свойства на пла- 

нарпите графи. Не толкова подробно ще разгледаме двойнстве- 

ността, която е важна и интересна особено за физиката, където 

НаПРОЖЕНИОТО и токът в електрическите вериги са по същество
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двойнствени променливи. Тази двойнственост следва OT зако- 

ните на Кирхоф и ¢ свързана с двойпствеността на циклите и 

разрязващите множества. 

1. Планарни графи 

Пай-общо планарният граф с граф, който може да се пари- 

сува в равнината Taka, че никои две ребра на графа да не се 

пресичат (освен в крайните точки). 

Графът на черт. 1.16 а) е планарен или още равнинен, тъй 

като както се вижда от подточка 6) може да се изобрази така, 

че ребрата му да пе се пресичат. 

ЗАДЛАЧА 7.1. Изобразете планарния гр 
рата му да ca отсечки. риия граф от черт, 1.16 6) така, че реб- 

Изучаването на планарните графи само на пръв поглед пред- 
полага тоцологични трудности. Това в действителност не ¢ та- 
Ka. 

- - Графите K5 и Кзд, изобразени по-долу, не ca планарни И 
имат важно значение при характеризацията на планарността:
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Ф D3 
а) Къ 6) ЕКз,з 

Черт. 1.17 

Казваме, Че графат С се разполага на повърхността 5, ако мо- 
же да бъде нарисуван на тази повърхност по такъв начин, че 
ребрата му да се пресичат само в крайните върхове. Спомена- 

тото изображение се наимрча планарно. 
Графът G 8 планарен, ако може да ссе разположи на равнина. 
Ясно е, че ако в графа има примки или паралелни ребра, не 

съществува. планарно изображение Ha този граф Taka, че всички 
негови ребра да ca отсечки от прави линии, Може да се докаже 
обаче следното твърдение: 

ь TEOPEMA 7.1. За всеки прост планарен граф С сеществува 

планарно изображение, при което ребрата са отсечки. а 

Интересно е следното твърдение: 

ь TEOPEMA 7.2. Графвт G се разполага на равнина тогава и 

само тогава, когато може да се разположи на сфера. 

Доказателство: Да разгледаме сферата 5 и равнината 
@, които се допират. Да наречем условно допирната им точ- 
ка южен полюс, а диаметрално противоположната точка N на 
сферата — северен полюс. Да разгледаме следпото биектив- 
но изображение между сферата и равнипната. На произволна, 

Точка A от сферата се съпоставя точка. A’ от равнината и об- 
ратпо, където A’ е пресечната TOUKa на правата. МА с равнината. 
а”, Точката A’ се нарича стереографична проекция на А върху 
равнината. 

Нека G’ е разполагане Ha графа С върху сферата 5. Нека 
сферата 5 и равнината а се допират така, че северният полюс 

На сферата не е нито връх па графа, нито точка от негово 

Ῥοῦρο при разполагалето С!. Тогава очевидно стереографич- 

Ната проекция на Ο ще бъде разполагане па графа С върху 
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равнината @, тъй KaTo всички ребра Ha ( се пресичат само B 

крайните си точки и изображението между точките па сферата и 

техните образи при стереографичното проектиране е биективно. 
ц 

С аналогични разсъждения се установява, че ако С” е разпо- 

лагане на графа С върху равнината o, то графът С се разполага 
и върху сферата S, 4 

Може да се докаже и следната теорема [29]: 

ь TEOPEMA 7.3. Разделимият граф С € планарен тогава и са- 

мо тогава, когато са планарни неговите блокове. 4 

2. Формула на Ойлер 

Да разгледаме куба ABCDAB;C1D; u тетраедъра M NPQ 

(черт. 1. 18), които са изпъкнали многостени, 

N A B 
a) 

Черт. 1.18 

3a куба, който има 6 стени, 8 върха и 12 ръба, с налице ΟἽ»- 
отпошението: броят на степите + броя на върховете - броя на 
ръбовете ¢ 2, т.е, 64+8-12- 2. 

АПЕЪЛОГИЧНЗ зависимост е в сила и за тетра.едъра, където от- 

ново имаме 4 #4 -6 2. 
Тази зависимост между броя на върховете, степите и ръбо- 

вете па изпъкиалите мпогостени е била. известна. още πὰ Репе 

Декарт (1620 г.) и е доказана от Леонард Ойлер през 1758 г. 

ь TEOPEMA 7.4. (Теорема на Ойлер) За всеки изпвкнал мно- 
гостен броят, на вгвртовете плюс броя на стените минус броя na 
рвбовете ¢ 2. а
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Разполагането на всеки планарен граф върху равнина я раз- деля на области — тези с крайна площ се наричат крайни облас- ти, в противен случай — безкрайни (неограничени) области. Очевидно всяка област при сферично разполагане на плана- рен граф е крайна. 
Убът или друг произволен изпъкнал многостен очевидно мо- же да се разположи върху сфера 5, която се дапира до равии- ната а Taka, че северният полюс N ma сферата да се намира "вътре” в една ΟἹ стените на многостена (вж. черт. 1.18 а)). Torapa стереографичната проекция на сферичното разполагане G' в равнината @, 38 куба ще изглежда така: 

Очевидно в roprus граф, представящ куба в равнипата, вър- ховете съответстват па върховете на многостена, ребрата са съ- ответни на ръбовете на многостена. В случая стената A1 Β Ο Dy Ha куба съответства Ha най-външната област от горния чертеж, Един равнинен граф заедно с областите, определени от него, се нарича равнинна карта. Всеки равнинен граф има точно една неограничена област. 
Граница на област е множеството от ребра, които я ограж- дат. Всяко ребро ΟἹ прост цикъл в графа влиза в границата на две области. 
Областите на равнинната KaPTa често се наричат страни, ка- TO две страни ca сеседни, ако техните граници имат общо ребро, ΟἹ казаното е ясно също, че планарният граф може да сс раз- положи върху равнината по такъв начин, че всяка произволно избрана област да стане безкрайна. 
Да означим с Л, #, ..., Л. областите на един нланарен граф, 

като f; е неограничената област (при куба и означенията от 
последния чертеж, областта Д e безкрайна). Нека C; e цикъ- лът па границата на областта f;, 1< 4 < . Очевидно, сумата по mod 2 на всеки ἐ > 2 такива цикли, съответни на крайни области,
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също е прост цикъл или обединение πῶ ребрено непресичащи ce 
цикли, затварящи областите Л, fa, «а Л. 

Тъй като всеки прост цикъл затваря точно една област, то 

Cy, Сз, ..., Ὅκ са линейно независими, т.е. никой цикъл ( 
1<i< k-1, не се получава след сумиране по mod 2 на други 
от тези цикли. 

Освен това, всеки произволен цикъл С в графа G, затварящ 
крайните области Л, Р, .., Л, може да се представи така: 

C=C19C:®...0C,. 

Hanpumep простият пцикъл С = ADCCy D1 A1 A B rpada ot noc- 
ледния чертеж загражда областите Д и Ди следователно С = 
C3®C4, където ( и C4 са простите цикли, затварящи областите 
Β. 

С други думи, в планарния граф С простите цикли , Сз, ..., 
Су-л, съответни на крайните области, образуват базис в поди- 
ространството на простите цикли в графа С. 

OT казаното очевидно следва верността Ha теоремата Ha Ой- 
лер (теорема 7.4), която ще формулираме още веднъж Π8 езика 
на графите, 

> ТЕОРЕМА 7.5. (Формула на Ойлер) Ако G е свврзан плана- 
рен граф с п espza, т ребра и Е области, mo 

n—m+k=2. 

Доказателство: ΟἹ направените ΠΟ-ΤῸΡΟ разсъждения следва, че цикломатичното число μ па графа С e равно на k— 1. По дефиниция p=m-n+1 (бе свързан), откъдето 

m-n+l=k-1 = 
’I’L-—m+k=2’ 

което трябваше да се докаже. 
4 

ств(,)Шт1 TeopeMata на Ойлер се получават някои интересни след- 

СЛЕДСТВИЕ 1. Crwecmsyeam точно 5 вида правилни многос- 
тени — тетраедер, куб, oxmaedsp (осем тривевлнни стени), доде- каедвр (дванадесет петовевли u стени) и uxocueds u- вгвлни стени). / P (Gsadecem mp



7. Планарни u deoiincmeenu графи. Оцеетявания 133 ε:: - - 

Правилен многостен наричаме такъв изпъкнал многостен, 38 

който през всеки връх минават равен брой равни ръбове и всяка 
степа има равеп брой равни ръбове. 

Доказателство: Нека всяка стена има т на брой ръба и 
през всеки връх минават 4 на брой ръба. Тогава 

ng=2m и kr=2m, 

2m 2m 
n=— и k= - 

q г 

Ot формулата на Ofinep n —m+ k=2, следователнс 

2т 2т ——m+ =2, 
q T 

m(2r + 2ᾳ — gr) = 2gr, 

гъдето се получава 

2аг 
γὴτε --------, 

21 - 2η -- τ 

Ν 4r 

n= 2 + 29 — qr’ 

4 Ее 
2r + 24 - дт 

Тъй като т, п и k са естествени числа, TO 

2а+ Зг-- дг > , т.е. (4-2)(т-2)<4. 

Пелите решения г > З и ¢ > 3 Ha това неравенство са двойките 
(3,3), (4,3), (3,4), (5,3) и (3,5), което съответства. на петте вида 
правилни многостени --- тетраедър, куб, октаедър, додекаедър 
И икосиедър. 

Всички правилни многостени са били известни още в древ- 
ността. На тях е посветена. заключителната X 11T книга. ”Нача- 
ла” на Евклид. Правилните многостени се наричат още Плато- 
повИи тела. 3a древните гърци платоновите тела. олицетворяват: 
Тетрасдърът --- огънят, кубът -- земята, икосиедърът — вода- 
Та, октаедърът — въздухът, а петият многостен — додекаедъ- 
РЪТ — символизира цялата вселена.
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СЛЕДСТВИЕ 2. Bcexu изпвкнал многостен има поне една тру. 

вевлна, четиривевлна или петовгвлна стена. 

Дожказателство: Да допуснпем, че всяка стена има най- 

малко 6 ръба, т.е. 6k < 2m. 

Ясно е, че през всеки връх минават поне 3 ръба, т.е. 3n < 2m, 

Като съберем тези лве неравенства, получаваме 6k+3n < 4т, 

ΟἹ формулата Ha Ойлер 3k + 3n = 3m 4 6. Като заместим в 

последното неравенство, получаваме 

3k<m-6. 

ΟἹ последното неравенство и HepapeHcTBoTo 3n < 2m, намираме 

ЗЕ + За < Зт - 6. 

Ho ЗЕ + За - Зт + 6 = 3m+6 < Зт - 6, което e невъзможно. 

Следователно един изпъкнал многостен не може да HAMa поне 

една триъгълна, четириъгъдлна или петоъгълна стена.. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Ако G е прост планарен граф ст pebpa un > 3 
aspza, то т < 3n— 6. 

Доказателство: |3| Нека Г = {{, Р, ..., Л.) е множес- 
твото ΟἹ области на rpada G. Под степен d(f;) на областта Л 
ще разбираме броя на ребрата, участващи в границата на Д, 
като ребрата-мостове се броят но два пъти (реброто е се нари- 
ча мост, когато С - e има повече компоненти ΟἹ (). Отчитайки 
аналогията между определенията. за степен на връх и степен на 
област, можем да запишем от теорема 1.1 а) 

> d(f) = 2т. 
fieF 

ΤΘ!ΞΙἓἥ като G e прост rpad ὶ π > 3, то d(f;) > 3 за Vi. Следова- 

2 Y d(f) 23k и Зт > 38 = k< ξπι. 
fieF 3 

Оттук и формулата на Ойлер 

2 
"“т+5т22 или m < 3π-- 6.
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ΗαρξξΕΠΟΤΒΠΕ 4. Графите K5 u Кзаз (soc. черт. 1.17) ca непла- 

Доказателство: 1, 
пуснем, че той e планарен, 
се получава 

За K5 имаме п = 5, т = 10. Да до- 
Тогава ΟἹ предишното следствие 3 

т- 10 < 3п-6-3.5-6-9. 
Получаваме противоречие, следователно Ky е непланарен. 

2. За графа K33 имаме п = 6, т = 9. Да допуснем, че Кз.з 
е планарен. Тогава от формулата на Ofinep n—m+k=2,32k 
получаваме 

(1.1) k=9-6+2=5, 

т.е. броят Ha областите B K33 e 5. 
ΟἹ mpyra crpama, B K33 няма цикли с дължина, по-малка 

ΟἹ 4.. Следователно, степента Ha всяка област d(f;) > 4, откъде- 
то 

k 

2m = Σιἰ(},) >4k, т.е. 
i=1 

(7.2) k< ἓπι, T.e. ἐ Ξ4. 

Ot (7.1) и (7.2) стигаме до противоречие. Следователно гра- 

фът K33 пе e планарен. 

СЛЕДСТВИЕ 5. Ако С е прост планарен граф, поне един негов 

врвт е от степен < 5. 7 

Доказателство: Нека простият планареп граф С имат 

Върха ит ребра„ Да ποπγεπεΜ, че степента ξἃ Β(:ΘΚἔ[ връхе 

> 5. От теорема 1.1 следва 2m > 6n, T.e. т > 3n. Съгласно 
следствие 3 обаче, т < 3n — 6. От последните две неравенства 

стигаме до противоречие. Следователно трябва да отхвърлим лопускането, твърдението в следствието е вярно. 

Ще разгледаме няколко характеризации за планарност,



136 Гл,1, Теория на графите. Алгоритмичен подход 

3. Характеризация na KyparoBcku-IIOHTPATHH за пла- 
нарност 

За целта ще бъде пеобходимо да въведем още едно понятие 
гомеоморфни графи. 

Нека е; = (2,9) и е = (¥, г) са две ребра инцидентни с върха 
¥, чиято степен е 2. Такива ребра се паричат последователни 
ребра. Да разгледаме следните две операции. 

Операция 1. Отстраняване Ha върха у и замяна Ha ребрата е) 
и ey с реброто (z,2). 

Операция 2, Добавяне нов връх у на реброто (z,2), т.е. за- 
мяна πϑ, реброто (+, 2) с две ребра (z,y), (9. 2). 

Два графа (Ἱ и Съ се наричат ToMEOMOPPHU, ако са изомор- ' 
фни или стават изоморфни в резултат на прилагане на горните 
две операдии. 

Очевидно, ако графът С е планарен, то всеки хомеоморфен 
на. него граф също е планарен. Тъй като Ky и K33 както вече 
доказахме са непланарни, следва, че планарният граф не съ- 
държа подграф, хомеоморфен па K5 или Езз. Обратното твър- 
дение също се оказва вярно. Л. Понтрягин (без да публикува) 
и в последствие Куратовски са доказали следното твърдение, 
характеризиращо планарните графи. 

» ТЕОРЕМА 7.6. (Теорема на Куратовски) I'pagsm С е плана- 
pen тогава и само тогава, когато не свдвржа подграф, хомеомор- 
фен на Ky uau Кзз. 4 

Доказателството Ha тази теорема може да намерите в [4], а 
също така и в [30]. 

ПРИМЕР 7.1. Да разгледаме графите от черт. 1.19: 

Черт. 1.19 
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Графът от черт. 1.19 6) е подграф на графа от черт. 1.19 а). 
При това, очевидно в резултат па прилагане на операция 1 3a 

ребрата (ζ, /) и (¥, ), т.е. отстраняване на върха Y, получаваме 
граф, който е изоморфен на Езз. Следователно графът от черт. 

1.19 а) е непланарен. 

4. Характеризация на Вагнер, Харари и Тат 38 планар- 
HOCT 

Съществува и следната характеризация на планарии графи, 

получена ΟἹ авторите на [31] и [32]: 

ь» ТЕОРЕМА 7.7. I'pagsm G е планарен тогава ч само тогава, 
когато не свдерока подграф, който може да бвде свит до графа К5 
или до графа Ездз. «а 

Операцията свиване дефинирахме B параграф 1.2. Да разг- 

ледаме следния граф (наречен граф на Петерсен - черт. 1.20). 

Черт. 1.20 

Този граф не съдържа подграф, изоморфен па Ky или Кзз. 

Следователно, 38 да използваме критерия на Куратовски с цел 

да покажем непланарността на този граф, TpabBa да търсим 

подграф хомеоморфен на Ks или на K33 и по-точно подграф, 

който става изоморфен на К5 или Кзз, в резултат на прилагане 

па операциите 1 и 2, които дефинирахме по-горе. 

От формулирания в TeopeMa 7.7 κρπτορξιἣ, непланарността 

па графа на Петерсен следва очевидно, тъй като след свиване 

на ребрата e;, ез, €3, €4, €5, се получава графът Ky (вж. черт. 
1.17).
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5. Характеризация на Маклейн 

> ТЕОРЕМА 7.8. I'pagsm С е планарен тогава и само тогава, 
когато в него сеществува такова миожество от базисни цикла, 
че никое ребро не участва 6 повече от два от тези цикли. а 

Верността μ условието 3a необходимост в теоремата следва 
от това, че циклите в планарния граф G съответни на крайните 
области, образуват базис и никое ребро на графа не участва в 
повече от два такива цикъла. 

Доказателство на достатъчността е изложено в |33). 
Съществуват и други характеризации на планарните графи, 

свързани с понятието двойнствени графи. 

6. Двойнствени графи 

Двойнствеността е определена 38 пръв път ΟἹ Уитни [34]. По 
същество графът С се явява двойнствен (дуален) на графа Gy, 
ако съществува биективно изображение между техните ребра, 
така че едно множество ребра B (2 е цикличен вектор тогава 
и само тогава, когато съответното My множество ребра в G е 
вектор-просто разрязващо множество B Gy, 

С други думи, за да бъдат С» и ΟἹ двойнствени, е достатъчко 
Ha базисните вектори в подпространството на циклите B Gy да 
съответстват вектори, образуващи базис в подпространството 
Ha разрезите в Gy (вж. параграф 1.4). 

Ще формулираме следните твърдения, свързани с двойнст- 
веността: 

ь ТРОРЕМА 7.9. Ако Gy e двойиствен на графа G, то и гра- 
фот ΟἹ e двойнствен na графа (2. 4 

> TEOPEMA 7.10. Axo Gy е двойиствен на Gy, mo acexu прост 
циквл e графа Gy e csomeemen на npocmo разрязващо множество 
в G и обратно. 4 

> TEOPEMA 7.11. Ако G, е двойнствен на Gy, mo panzsm на единия граф е равен на цикломатиччото число на другия. а 

» TEOPEMA 7.12. Ако zpagsm С има двойнствен граф, то ece- 
ки негов ребрено породен подграф свщо има двойнствен epag. 4



7. Планарни и двойнствени графи. Оцветяванция 189 
e 

» TEOPEMA 7.13. Axo epagsm G uma двойнствен граф, тогава 

всеки хомеоморфен на G граф свщо има двойнствен граф. а 

Следните няколко твърдения разкриват връзката планарност 

— двойнственост: 

ь ТЕОРЕМА 7.14. Ако С е планарен граф, то С има двойнс 

вен граф. 

т 

а 

Оказва се, че обратното твърдение на формулираното в те- 

opeMa 7.14 също е вярно, т.е. можем да. формулираме следкната 

по-обща. теорема: 

ь TEOPEMA 7.15. Графет С има двойнствен тогава U само 

тогава, когато € планарен. < 

Ще moxaskeM необходимостта. Ha TeopeMa 7.15. Да допуснем, 

че графът С има двойнствен граф и С не е планарен. Тогава, 

съгласно TeopeMa 7.6 (Teopema Ha Куратовсеки), С ще съдър- 

жа подграф H, хомеоморфен на К5 или Кзз. Тъй като С има 

двойнствен граф, съгласно теорема. 7.12, подграфът M ще има 

двойнствен граф, откъдето, съгласно теорема 7.13, K5 или Кз,з 

трябва да има двойнствен граф. Ще докажем, че това е невъз- 

можно, т.е. че K5 и K33 нямат двойнствени, с което ще получим 

противоречие вследствие допускането, че С не е планарен. 

ЛЕМА 7.1. Графвт Къ няма двойнствен граф. 

Да допуспем противното, а MMEHIIO ΓΡᾶ- 

ф С. Тъй като простите разрязващи 

се състоят от 4 или 6 ребра (проверете), то B 

графа С всички прости цикли ще бъдат с дължина 4 или 6 — 

четна дължина, Но тогава. С ще бъде биполяреп (2-хрома.тичеп) 

граф (вж. теорема 2.1). 

Тъй като биполярен граф с 6 или по-малко върха има пай- 

много 9 ребра, би трябвало графът С да има. поне Т върха (+). 

Тъй като в Къ всички цикли са с дължина повече от 2, то 

степента на всеки връх в графа С също е повече от 2 (+#). 

ΟἹ изводите («) и (++) и теорема 1.1 следва, ме графът С 

73 ребра, т.е. повече от 10 ребра, което 
трябва да има поне 757 

противоречи на условието, че G има 10 ребра, толкова колко- 

то са и ребрата па двойнствения му граф Ks. Следователно 

графът K5 няма двойнствен-. 
а 

Доказателство:
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JEMA 7.2. Графет K33 няма двойнствен. 

Доказателство: 1. Графът K33 няма прости разрязващи 
множества, състоящи се ΟἹ две pebpa. ’ 

2. Графът K33 има цикли ¢ дължина camo 4 или 6. 
3. Графът Кзаз има 9 pebpa. 
Да допуснем, че графът K33 има двойнствен rpad G. От 1, 

2 и 3 следва: 
4. Графът G няма паралелни ребра (цикли с дължина 2). 
5. Графът С не съдържа прости разрязващи множества с по- 

малко от 4 ребра, T.e. степента на всеки връх в Се не по-малка 
от 4. 

ΟἹ 4 им 5 следва, че G има поне 5 върха, всеки OT които с 
от степен не по-малка от 4. Тогава, съгласно теорема 1.1, G 
трябва. да има не по-малко ΟἹ 8: = 10 ребра («). 

От З и допускането, че С е двойнствен за K33, следва, че G 
има 9 ребра (++). 

Ot («) и (+«) стигаме до противоречие, което доказва вернос- 
Ta Ha лемата.. 4 

С ToBa доказателството Ha необходимостта B Teopema 7.15 
e завършено. Доказателството Ha теоремата е предложено OT 
Парсънс в [35). 

Т. Оцветявания 

В този параграф вече видяхме, че равнинният граф С опре- 
деля равнинна KapTa, състояща се ΟἹ самия граф G и страните 
(областите), които графът определя. Още през ХТХ век е фор- 
мулирана следната задача: 

Можее ли равнинна карта да 6зде оцветена с 4 цвята така, че 
никои две страни, които umam общо ребро e границите cu, da не 
са оцветени в един и сащ цеят? 

За пръв път през 1852 г. Франсис Гътри формулира тази за- 
дала., известна като гхипотеза за четирите цеята. Повече ot 100 
години XUIOTe3aTa 32 четирите цвята, въпреки многобройните 
опити, остава недоказана. 

Разпространявана също от Де Морган (учител на Гътри), 
хипотезата става по-известна едва през 1878 г., когато Кейли 
я предлага на Лондонското математическо дружество. Ведпага 
след това се появяват многобройни ” доказателства” и техни оп- 
ровержения, 38 да се стигне до 1976 г., когато Апел и Xaked B
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[36] доказват BEPHOCTTa Ha хипотезата, като 3a целта използват 

и комнютри. Ние няма подробно да разглеждаме проблема. 3a 

четирите цвята — обзор на проблема с исторически подроброс- 

ти и неговото развитие могат да се намерят в [37] — [40]. 
Очевидно е, че хипотезата за четирите цвята пе може да се 

усили, т.е. в общия случай три цвята не са достатъчни, за 

да. бъде оцветена правилно (никои две съседни страни да не са 

оцветени с един и същ цвят) равнинна карта. Например равнин- 

ната карта изобразена долу, не може да се оцвети с по-малко 
от четири цвята., 

цвят 4 

8. OuserssaHe на върховете 

Да разгледаме графа G, определен ΠῸ следния начин: 

1. Върхове на графа С са съответните страни (области) Ha 
равнинна KapTa. 

2. В графа С съществува ребро между два негови върха то- 

гава и само тогава, когато върховете са съответни на съседни 

страни ΟἹ картата (страни, чиито граници имат общо ребро). 

Ясно e, че хипотезата за четирите цвята, формулирана. 38 
графа G, е: Може ли върховете на планарния граф G да се оц- 

ветят правилно с четири цвята, т.е. никои два съседни върха в 

графа С да не са оцветени с еднакъв цвят? 
Ще разгледаме някои резултати, свързани ¢ проблема. за пра- 

вилно оцветяване върховете на едип граф. 

Bspzoso k-oyeemseane на G — TOBa е оцветяване на върховете 

му с Е различни цвята. 
Правилно (ввртово) Е-оцветяване ще наричаме опветяване, при 

което никои два върха не са оцветени с един и същ цвят. 

Графът С се нарича k-oysemum (върхово), ако съществува 

правилно (върхово) Е-оцветяване.
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В последствие думата "върхово” ще пропускаме и ще разг- 
леждаме прости графи. 

Хроматично число ге(62 па графа С ще наричаме минимално- 
то число k, за което С е К-оцветим. 

Графът С ще наричаме К-громатичен, ако (С) = К. 
В бъдеще 38 краткост вместо "правилно върхово К-оцветя- 

ване”, ще казваме " К-оцветяване”, аналогично за графа, че e 

” К-опветим”. 
Графът от черт. 1.21 а) има хроматично число, равно на 4, 

а този ΟἹ черт. 1.21 6) e с хроматично число 3. 

1 4 

Ш 2 
2 3 

a) 6) 

Черт. 1.21 

Очевидно e, че хроматичното число на пълния граф K, e 
е(К) =n. 

Освен това е ясно, че К-оцветявалето на графа С = (У, А) по- 
ражда разбиване на множеството от върхове V, на независими 
множества Vi, Va, ..., Vi, при което na всяко подмножество И; е 
присвоен цвят т, Обратното също с вярно. 

Редица реални проблеми се свеждат до задачата 3a намиране 
на минимален брой цветове 32 правилно оцветяване върховете 
па едип граф, т.е. до определяне на хроматичното число на. 
графа. 

Един възможен подход да се атакува. този проблем е следният 
“ жаден алгоритъм”: 

Подреожждат се ввртовете на графа в произволен ред, например 
T1, T2, « Та U 8 този ред се оцветяват един след друг, като 
стремежат е да се използват колкото се може по-малко цвето- 
ве, т.е. оцветяваме B5PTA Ty с уевят 1; след това оцветяваме + с цеят I, ако T2 не е свседен на Ty и с цеят 3 — в противен случай; 
u т.н. Оцветяваме всеки следващ Θρδὲ с ввзможно най-малкия 
(xamo номер) цеят. 

| Очевидно e, че предложената процедура це винаги води до ‘ оптимално решение, T.e. B зависимост ΟἹ начина, IO който са 
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могат да се получат оцветявания с раз- 

С други думи, прилагането Ha ” жадния 

цветяване, в което може да се използват 

имално необходимите. Ше илюстрираме 

подредени върховете, 

личен брой цветове. 

алгоритъм” води до O 

повече цветове от MUH 

казаното с пример. 

ПРИМЕР 7.2. Да разгледаме следния граф С: 

1 z3 zs 

2 2 

1 

32 +та 18 

При избраната номерация на върховете прилагането на ”жадпия алгори- 

тъм” води до: 
- оцветяваме Ζ1 с цвят 1; 

- оцветяваме Tz с цвят 1; 

- оцветяваме T3 с цвят 2; 

- оцветяваме T4 с цвят 3; 

- оцветяваме Ts с цвят 2; 

- оцветяваме 78 с цвят 3. 

С други думи, използват се 3 цвята, което не е минималния брой цветове. 

Тъй като графът е биполярен, множеството върхове Vi = (21, =3, #5) и мно- 

жеството върхове Vo = {22, #4, ¢} могат да се оцветят съответно с цвят Ти 

цвят 2. 

ЗАДАЧА 7.2. Подредете върховете на граф С Taka, че ” жадният алгори- 

тъм” πὰ използва само k = а.(С) цвята. 

Очевидао, ако в "жадния алгоритъм” използваме метода. тар- 

сене с врещане назад, ще стигнем до оптимално решение така.: 

На всяка ствпка се опитваме кам вече оцветената част да 

добавим още един врат, оцветен с някои от използваните до мо- 

мента цветове, ако това € невазмооно,.оцветяваме текущо о4- 

ветената част по всички ввзможни начини с използване NG CB- 

щите цветове, като след всяко такова оцветяване правим опит 

да добавим повия врет (без да се използва Hoe yeam). Ако се ока- 
e, че 658 всички случаи това е невезмоосно, увеличаваме броя 
на цветовете с единица. 

Предложеното решение на проблема се основава на (aKTa, 

че ако част ΟἹ върховете не могат да се оцветят с k цвята, TO 
очевидно и всички върхове на графа не могат да се оцветят с k 
цвята.
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Ясно е, че предложеният алгоритъм работи бавно. За прак- 
тически нужди е целесъобразно отказването ΟἹ идеята за мини- 
мален брой цветове и подмяната й с оцветяване с 4 цвята, което 
винаги е възможно. 

И в този си вариант задачата може да се реши с рекурсивно 
реализирано търсене с връщане назад. 

ЗАДАЧА 7.3. Приложете ”жадния алгоритъм”, като използвате търсене с 
връщащце назад 38 графа от пример 7.2. 

В случаите когато размерите на графа са големи (много вър- 
хове и ребра.), точните алгоритми 58 оцветяване работят твърде 
бавно. В тези случаи се използват евристични алгоритми, да- 
ващи решение близко до оптималното. Една такава евристична 
пропедура е следната [41] и [42]: 

Bspzoseme на графа се подреждат no ненарастване на степе- 
ните, т.е. колкото по-голяма € степента па един врет, толкова 
по-наляво в редицата е този epsr. Пврвият аврет се оцветява с 
цвят 1. След това в списвка от esprose gom/meo надясно) csc св- 
щия увят се оцветява всеки врат, несвседен с друг, вече оцветен 
с този цеят epsz. 

След това се epswame кам первия в cnucska неоцветен врвт, 
оцветяваме го с цвят 2 и отново отляво надясно оцветяваме с 
цеят 2 всеки неоуветен с този цеят врат. Аналогично продвлоа- 
ваме процедурата, оцветявайки с yesm 3, цеят 4 и т.н., докато 
не bsdam оцветени всички ввртове. 

Очевидно, броят на използваните ΟἹ алгоритъма цветове не 
винаги ще съвнпада с хроматичното число на графа, а ще бъ- 
де едно приближение към него. Практиката показва, че този 
свристичен алгоритъм, работещ в реално време, ефективно до- 
ри при големи размери па графа дава добър резултат, близък 
до оптималния, Една прост модификация па описания по-горе 
алгоритъм е следната: 

След като заввгрши оцветяването нца всички ввзможни вартове 
в даден цвят, оставащите neoyaemeny воргове отиово се подреж- 
дат no nenapacmeare на "остатачните” ам степени — cmenent- 
те в графа, който се получава от дадения, след отстраняване на 
оцветените вврхове u unyudenmuume с тят ребра. 

Ше формулираме NBe практически задачи, еквивалентни HA 
задачата 3a оцветяване на върховете с минимален брой цветове 
[42] х [43]: 

ЗАДА ЧА: (свставяне na графици за прегледи, проверки и т.н.) 
В календарното планиране прегледите, проверките и т.н. обик- 

новено се представят 656 вий на аремеви интервали. Пека на все- 
ки преглед свпоставим еврет на граф, като в този граф dea вврха
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ca сварзани с pebpo тогава ч camo тогава, когато свответните 

проверки не трябва да се осеществяват ednospemerrio. Тогава за- 

дачата за свставяне на оптимален по отношение "загуба време” 

график е очевидно еквивалентиа на задачата за оптимално очцве- 

тяване ввртовете на графа (минимален брой цветове). 

ЗАДА ЧА: (оптимално разпределение на ресурси) 

Често в практиката за изпвлнение на п работи (действия) 

трябва да се разпределят т наличнии pecypcy — 81) 52, че Зт. 

Besxa от работите се usnsangea за едиаквв отрязвк от време и 

освен това изпвлнението на 1-тата работа, изисква подмноожес- 

meomo S; от ресурси. 

Да построим граф С по следния начин: на всяка работа (дейс- 

meue) свответства epsz от ерафа, като ребро меокду варговете 

на графа С сеществува тогава и само тогава, когато 30 USNGA- 

нението на 1-тата и j-mama работа се изисква използването на 

вдиц и сещ ресурс, me. 5; П 5; # 0. 
С други думи, 1-тата и j-mama работа не могат да се изпал- 

няват едновременно (pecypcume могат да bsdam машини, Topa ч 

т.н.). Очевидно e, че всяко оцветяване на графа С представлява 

някакво разпределение на ресурсите, свврзано с изполнението на 

pabomume, като 65PTOSEME с един цевят се интерпретират като 

действия, които могат да се ussspweam едновременно. Опти- 

малното използване на ресуреите, представляващо изавршване- 

то на всички п дейстеия за минимално време, е еквивалентно ча 

ввртово оцветяване в G с минимален брой цветове. 

Ше докажем две теореми, свързани с върхово оцветяване в 

графи: 

ь TEOPEMA 7.16. Всеки прост граф G ¢ A + 1 оцветим. 

Доказателство: Да припомним, Че с А бележим макси- 

малната степен ma връх в графа G. Ше дадем процедура 88 

оцветяване, при която не се използват nosede ΟἹ А + 1 цвята: 

Да вземем произволен арох v и да 20 оцветим в един произволен 

цвят измежду дадените А +1 цеята. Да изберем след това про- 

изволен неоцветен врвт, например V1 и 20 оцветим с yeam, който 

не ¢ използван при оцветяването на неговите свседи. Последно- 

то ¢ ввзможено, твй като d(vi) < А и следователно на gzproseme 

cacednu с щ, могат да са присвоени най-много А цвята. Тази про- 

цедур„ се повтаря, докато не се оцветят всички вбрхове. 

Очевидио процедурата правилно оцветява върховете на гра- 

фа и пикога няма да използва A+ 2 цвята. а
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Един възможен подход при оцветяванс върховете на граф с 
следният: Ако е известен подграф G', който е опветим с мал- 
KO цветове, в частпост да предположим с #(С) цвята, можем 
да. оцветим оптималпо върховете на G’ и тогава да прилагаме 
предишната процедура за А + 1-оцветяване. 

B случая, когато G’ е породен подграф на С и всеки подграф 
H,G' ς " CG,V(G)# У(Н) съдържа връх ч Е У(П)- V(G), 
за който d(u) < Е, тогава 

#(С) < max{k +1, а(6)). 

Често пъти 3aJa4aTa 3a оцветяване върховете Ha граф може да 
се сведе до оцветяване па негови пошрафи. Това се прави в 
случалите, когато ГрафЪТ е песвързан -- оцветяват се оптимал- 
но отделните негови компопенти и ако се налага, чрез промяна 
означенията се обединяват тези оцветявания. Така може да се 
постъпи и когато в графа има разрязващ връх или ПО-ОбШО, KO- 
rato G съдържа пълен подграф, без върхове ца който, графът 
не e свързан. 

ЗАДАЧА 7.4. Ако С е пълен граф или прост цикъл с нечетна дължина, да 
„ се определи x(G). 

Отг.: г - А +1. 

Интересно е, че за графите различни от разгледаните в за- 
дача 7.4, хроматичното число = < A, Този резултат е получен от Брукс в [44], като приведеното долу доказателство е дадено от Мелников и Визинг в [45]. 

» ТЕОРЕМА 7.17. (Брукс) Hexa G еп 
не е прост yuxsa с нечетна двр 
2(G) <А. 

рост севрзан граф, който 
ожина и не е пвлен граф. Тогава 

Доказателство: ПриА < 2 теоремата очевидно е вяр- 
na. Нека А > 3 и допуснем противното, т.с. съществува граф 
G, който не е Whilell и за който А >28и ae(G) = А 4+1. Пека 
G = (У,А) е графът с минимален брой в 
тези свойства. 

Пека ча Е V, а G’ е графът, получен οἹ G след отстраняване 
на. върха ὕῃ. От начина, по който избрахме С следва, че G' е 
А-оцветим. Следователно d(vg) > A (допускането na противнпото 
ще противоречи на #(С) = А + Ὦ. 

Ше формулираме следните важни свойства за G (освен ци- 
тираното вече): 

Ъърхове, притежаващ
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Ceoticmeo 1. Във всяко А-оцветяване на С” върховете, съсед- 

ни с Ф се оцветяват различно. 

Нека ш, U2, ..., Чл са върховете съседни с то и Нека тези 

върхове получават при оцветяването на С”, съответно пвето- 

ве 1, 2, .. Δ. С а(57) ще бележим подграфа G', породен от 
върховете, оцветени с цветовете ¢ U ). 

Свойство 2. Върховете щ и и; се намират в една й съща 

свързана. компонента на G(i,j). Това наистина е Taka, защо- 
то, ако допуснем противното, след замяна па цветовете ти 7 

в компонентата, съдържаща шщ, ше получим ново A-OIBETABA- 

не на графа G', в което τ и ч; ще са еднакво оцветени, което 

противоречи на свойство 1. 
Да означим с С(5, 4) компонентата на С( 7), съдържалща щ И 

щ. 
Свойство 3. Ще докажем, че С(5,4) се явява прост път OT Ui 

до ц; (без повтарящи се върхове). 

Да допуспем, че d(u;) в С(4,7)е > 2. Тогава върхът щ € съ- 

седен с не по-малко от 2 върха с цвят 7. Тъй като щ) < Δ -1 

в G, върхът ч; може да се преоцвети с цвят k, различен ΟἹ i 

и j, така че в повополученото оцветяване щ и Uj да имат ед- 

накъв цвят, което противоречи на свойство 1, т.е. отхвърляме 

допускането d(u;) > 2, следователно а(щ) в С(5,74) e = L. 

Аналогично 4#(щш) в С(57)е-1. 

Степените на всички останали върхове в С(6,4) са равни на 

2. Да допуснем противното. Нека ч е първият връх в С(5,7) със 

степен повече от 2 на пътя OT щ Ддо ч. Ако и e оцветен с цвят 

i, то той е съседен с поне 3 върха, оцветени с цвят 1. Тъй като 

d(u) < A, можем да преоцветим ч с цвят k # 4, j, при което B 

повото опветяване щ И ч; ше се окажат B различни компоненти, 

което противоречи на свойство 2. 

С това показателството Ha свойство 3 с завършено. 

Свойство 4. C(4,7) и С( Е) нямат общи върхове с изключение 

на u;. 
Да допуснем, че съществува връх ¥ # щ, който сс явява общ 

връх за C(4,7) и С(,Е). Тогава че оцветон в цвят ¢ U € съседеп 

с поне 2 върха с цвят ) и два върха с цвят k. Тъй като Ди) < A, 

съществува цвят | # , J, #, с който може да се преоцвети u, по 

това разделя върховете щ Ἡ Uj, което противоречи на свойс- 

T8O 2. 

Да се върнем към доказателството на теоремата. (ще достиг- 

нем до противоречие със свойство 4). 

От начина, по който избрахме С -- нпепълсн граф ¢ A +1
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върха, следва че съществуват два несъседни върха, например 

U1 1 . 

Пътят C(1,2) съдържа връх и # Uy съседен с щ. Да nomyc- 
пем, че CMeHsMe MecTaTa на цветове 1 и 3 B пътя С(ъ 3) (πᾶπομ- 

няме, че А > 3) и получаваме ново оцветяване на G, в което 
върхът ш получава цвят 3, а върхът из — цвят 1. Тогава но- 
вите компопенти С/(1,2) и С!(2,3) съдържат общ връх ч # Uy, 
което противоречи на свойство 4. 

С това доказателството е завършено. 4 

Накрая ще дадем доказателство па теоремата за пет цвята, 
даденпо от автора Ha [46]. Локазателсво Ha тази теорема, изпол- 
звашо формулата na Ойлер, може да. намерите и в [12]. 

> ТЕОРЕМА 7.18. Всеки планарен граф е 5-оцветим. 

Доказателство: Да допуспем, че теоремата e вярнпа 38 
графи С(И, А) от ред < n. Ше докажем, че e вярна и за графи 
от редп. 

От формулата на Ойлер — Teopema 7.5, следствие 5, в гра- 
фа С съществува връх v, 38 който d(vg) < 5, Да разгледаме 
лодграфа G', породен ΟἹ върховете У — {υρ}. 

Съгласно индуктивното допускане G’ може да сс оцвети с пет 
двята €1, 2, €3, €4 И с5. Ако d{vg) # 5, то на върха vy B правил- 
ΠΟΊΟ Б-оцветяване на С може да се даде един ΟἹ тези цветовес. В 
противен случай Ha петте съседа vy, U2, U3, щ U U5 нпа Vg, могат 
да се присвоят различни цветове. 

Да допуснем, че на v;, 1 <4 < 5е присвоен цвят с; и нека вър- 
ховете Vi, V2, ..., Us са разположени по часовниковата стрелка 
спрямо то, както е показано на черт. 1.22.
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Черт. 1.22 

Нека G(c;, с;) e подграфът на G, породен ΟἹ върховете, на кои- 
то е присвоен пвят ¢; или с;. Компонентата (С(е1, ез), съдържаща 
върха vy, трябва да съдържа и върха V3, тъй като B противен 
случай, взаимнагта. смяна. 8 цветовете ΕἹ И сз B тази компонента, 
ще води до оцветяване Ha Фо B цвят 61. 

Аналогичано компонентата С(с,с4), съдържаща върха щ ще 
съдържа и върха ш (черт. 1.22). 

Torasa в G(cg,¢5) върховете Uz и U5 пяма да бъдат съединени 
с път. Това дава. възможност в компонентата С(сз, ¢s), съдържа- 
Щща върха ¥y да смепим местата на цветовете (2 и с;, при което 
Up може да се оцвети B цвят 02. По този начин се оказва, че 
графът G e 5-оцветим. 

С ToBa TeopemaTa 6 доказана. а 

9. Ребрено оцветяване. Хроматичен индекс 

Pebpeno Е-оцветяване на графа се нарича присвояването на 

ребрата на Х различни цвята. 
Ребреното Х-оцветяване се нарича правилно, ако никои две 

сЪъседни ребра не получават еднакъв цвят. 1 

Графът G се парича ребрено Е-оцветим, ако 3a Hero същест- 
Вуза правилно ребрено Е-оцветяване.
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Хроматичен индекс или ребрено тхроматично число «!(С) на 
графа С се нарича минималното чиело k, за което С е ребрено 
k-onpernm. 

Графът С се парича pebpeno Е-троматичен, ако #(С) = k. 
На черт. 1.23 ¢ даден граф с хроматичен индекс 5. Числото 

приписано па всяко ребро с номер Ha цвета. 

Черт. 1.23 

Следните няколко бележки са очевидни следствия от ДефИНИ- 

циите. 

1. Хроматичният индекс Хребреното хроматично число) ' (¢) 
очевидно е не по-малък от (G), т.е. 

#(С) 2 A(G) = тах 4(ч;). 

За големи класове графи горното пестрого неравенство се 
изпълнява като равенство. Например за биполярните графи 
#(6)- А(б). 

2. Всяко ребрено К-оцветяване na графа G(V, А) води до pas- 
биване (Ат, Az, ..., А) на множеството A, където А; е подмно- 
жеството от ребра, оцветени с цвят +. Обратното също е вярно. 

3. Друга тривиална долна граница. 3a #(С) е следната: 
Ако в G няма В + 1 независими ребра”, следва че всеки хро- 

матичен клас има най-много В ребра. Ако броят Ha ребрата B 
G e m, тогава очевидно за #!(С) имаме 

«() > [ξ] | 

“Независимо множество ребра е такова, в което никои две ребра не ο ¢ 
седни. 
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KbAeTO |2) е най-малкото цяло число > #. 

4. А,ко K, e пълен граф с п върха, TO 

а) ш,(К„) Ξ π -τ-ἴ, при п — четно; 
6) &'(Kn) = п, прип > 3 -- нечетно. 

5. Тъй като всяко ребро е съседно с най-много 2(A—1) ребра, 

една горна граница 38 а2/(С) е 

е!С) < ЗА -1. 

6. Ако А(С) > 3, от теоремата на Брукс следва 

#2!(С) > ЗА - 2. 

7. Ако оцветяването С = (Аз, 425 ..., А) е правилно, то всяко 

A; се явява сдвояване. Следователно #(С) e минималния брой 

сдвоявания, на които се разбива множеството pebpa Ha графа. 

Тази характеризация на хроматичния индекс се оказва нолезна 

при доказателството на някои твърдения. Например: 

ь ТРОРЕМА 7.19. Ако G e биполярен граф, mo #(С) = Δ. 

Доказателество: B 1. установихме, че #(б) 2 Δ. Тъй 

като множеството ребра в биполярния граф може да се разбие 

на А сдвоявания, To #!С) < А.От последните две неравенства 

следва #(С) = A, което трябваше да се докаже. ч4 

В общия случай, А цвята са недостатъчни, за да се оцветят 

правилно ребрата Ha един граф. 

Визинг в [47] е доказал, че 38 прост граф са достатъчни A+1 

цвята 32 правилно ребрено опветлване. 

» ТРОРЕМА 7.20. (Визинг) Ако G = (V,A) e прост граф, mo 

или (С) = А или #(С) - А +1 (т.е. А < #(а) Ξ Δ- 1). 

Доказателство: Ше изложим едно доказателство, даде- 

но в [12], което се отличава със своята краткост и яснота. 

Да допусием, че вече сме използвали цветовете 1, 2,..., A+1 

за оцветяване на всички ребра с изключение на едно. Ще прик- 

лючим, ако можем да покажем, че това ребро също може да. 

бъде оцветено. . 
Казваме, че един цвят отсвства във върха г, aKO никое ΟἹ 

ребрата, инцидентни с този връх, не е оцветено с него, Ако « 
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с инцидентен с 4(2) < d(z) < А оцветени pebpa, то A+1-d(z) 

цвята отсъстват B 2. 1 частпост във всеки връх отсъства поне 
сдип цвят. Нашата цел © да разместим цветовете и ΠΟΟΠΒΟΤΟΠΟ- 

то ребро по такъв начин, че един цвят да отсъства в двата My 

края, ΚΟΟΤῸ ще ци позволи да завършим оцветяването. 

Пека zy; e пеоцветеното ребро. Пека 8 е цвят, който OTCThe- 

TBa B &, и нека Д ¢ цвят, който отстъства в у. Ще построим 

редица от ребра 1Yy, 242, ... и редица от цветове iy, {3, ... таки- 

ва, че 4; OTCHCTBA в у;, а уцл има цвят t;. Да допуснем, че сме 
построили Yy, «.., TY; U L1, .. L. Има най-много едпо ребро Ty 

с цвят ;. Ако у # {y1, .., ¥i}, полагаме уцл = у и избираме цвят 
1;+1, който отстъства в уща. В противен случай прекратяваме 
редицата. Тези редици трябва да завършат с най-много A(G) 
члена. — нека 241, ..., TYp И {1, ..oy фь са окончателните редици, 
Да разгледамс двете възможни причини, които са ни припудили 
да. прекратим редиците. 

а) Няма ребро zy с цвят Ть. Тогава ще преоцветим всяко ΟἹ 
pebpata zy;, # < h, съответно с цвета (;. В полученото оцветя- 
ване всички ребра ca оцветени с изключение на тул. Обаче, тъй 
като () отстъства както B &, така и в ул, можем да приключим, 
като оцветим 2у С . 

6) За някое 4 < h реброто +у; uma yeam ty. Най-напред ще 
преоцветим всяко ΟἹ ребрата zy;, 1 < j, съответно с цвета . 
Тогава. пеоцветеното ребро е ту;. Пека 1(8,14) e подграф на G, 
образуван ΟἹ ребрата с цветове s и ἐμ. Всеки връх от Я(5,1А) 
с ипцидентен с пай-много две ребра в Я(5,1ТА) (едното с цвят 
s, а другото — с ἐμ). Затова компопентите πὰ Π (8, ἰΝ) ca пъ- 
Тища. и цикли. Всеки ΟἹ върховете #, у; и уь има най-много 
степен 1 в Я(в,1), затова те пе могат да принадлежат на една и 
съща пегова компонепта,. Тогава поне едип ΟἹ следните случаи 
е палице. 

61) Doproseme « u у; принадлежат на различни компоненти 
на П(5,1). Да разменим цветовете s и ἐμ в компопситата, Ch- и “ 
държалца у;. Тогава s отстъства както в T, така и Β уи затова 
можем да приключим, като опветим 2у) 0 8. 

62) Bapzoseme « u у, принадлежат на различни компоненти 
на П(8,1,). Да продължим преоцветяването Π ребрата, инци- 
ACUTIN с T, като 2у; оцветим в цвета 1; за всяко # < ᾧ. Така ' ocrasa пеоцветено. Тази промяна не включва ребра с цветове 8 
и 1, затова Il (s, () не се изменя. Cera да разменим цветовете в 
компонентата, която съдържа ул. Това гарантира, че 8 отсъс- 
тва както B &, така U в ур, затова можем да го използваме 33 
оцветяване на реброто «уд. 4
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Забележете, че TOPHOTO доказателство дава алгоритъм за оц- 

ветяване на ребрата с не повече ΟἹ А + 1 цвята. 
По-подробно изложение на предшестващите резултати чита- 

телят може да намери в Хаджииванов Н., Числа на Ремзи [14]. 

1.8. Алгоритми 38 анализ на графи 

Ясно e, че изследването на редипа задачи ΟἹ практиката на- 

лага използването па графи. Успешното решаване на задачи- 

те изисква да се определят теоретико-графовите свойства на 

разглеждания проблем. Това е особено важно, защото ще даде 

идеи, методи и конкретни алгоритми за решаване на даден клас 

проблеми. Например, изследването и установяването на редица 

свойства на биполярните графи (параграфи 1.2 и 1.5), теореми- 

те на Хол, Bepx и Менгер, алгебричната теория и матричното 

представяне Ha графи дават теоретична основа, на която се ба- 

зират и конструират алгоритми, решавалщи. реални проблеми от 

практиката. 
По принцип графите, с които се описват реалните задачи, €2 

зчислителната сложност на алгоритъ- 
с голяма размерност. H. 

ма, явяваща се мярка. за времето на изпълнение на алгоритъма, 

е фупкция от pasmepa Ha задачата, представепа с входни дан- 

ни. При задачи с графи под размерност на задачата може да. се 

овете. Сложиността на алгоритъ- 
разбира |V], т.е. броя на върх 

ма се определя най-общо като функция /, така че f(n) e равно 

па най-големия брой стъпки на алгоритъма за произволен граф 

τ задачата може да се разбира и 
¢ n върха. Под размерност ¥ 

двойката. ([Vl, |E]}, т.е. сложността е функция Ha две промелливи 

й -големия брой стъпки, изпълнявани от 
f(n,m) и е равна πϑ най 

алгоритъма за произволен граф ¢ n върха и т ребра. При изс- 

ледване сложността па алгоритъма се използва следния символ 

на Ландау 

f(n) = О(9()) &> Зе, по >0 такива, че 38 Ул > по 

f(n) < cg(n)- 

"порядък не по-голям OT g(n)”. Πο- 

и със сложпост на алгоритъм са 

дадепи в параграф 2-4- раната сложност се нарича още 

BpeMena сложност 38 разлика от сложността по памет. 

Тъй като реалните задачи са с голяма размерност, така па- 

речените алгоритми с пълно изчерпване или не дават в реално 

Символът O(g(n)) се чете 

подробно въпросите,
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време решение на проблема, или ΤῸ правят бавно и неефективно, 

При динамични системи, където бързодействието е от особена 

важност, се налага не просто да се намери алгоритъм, а да ce 

намери бърз и ефективен алгоритъм. 

В този параграф ще бъдат разгледани въпроси, свързани с 

машинното предстаяне на графи и пякои осповкни методи 33 тър- 

cene в графи — търсене в дълбочина, търсене в ширина и тър- 

сене с връщане назад. Тези методи широко се използват при 

конструирането на конкретни оптимизационии алгоритми. 

1. ЖМашинно представяне на графи 

Представянето па графите като изображение B равнината чрез 

точки и съединяващи ги линии е безспорно полезно, ясно и удоб- 

но 38 човека. Това представяне Ha графите обаче е безполез- 

но и неприложимо като форма за изчислителните машини. Ще 

акцентираме върху няколко основни начина за представяне на 
информацията, свързана. с един граф във вид, удобен 3a компю- 
търа. 

B параграф 4 на тази глава ” Матрично представяне на гра- 
фи” бяха. дадепи вече някои идеи в тази посока. 

[МАТРИЦА НА ИНЦИДЕНТНОСТ (ПАРАГРАФ 1.4). I Tosa e 

един начин информацията 3a rpada да се съхранява и obpaborsa 
от компютър. 

a) позитиви. | Очевидно матрицала. на инцидентност дава въз- 

можност да се извлича полезна информация за графа. Пай-мал- 
KO, съгласно теорема 4.3, с melina помощ може да се определи 
броят на покриващите дървета в един граф и самите дървета. 

6) негативи. | От алгоритмична гледна точка. матрицата на 
инцидентност не е пнай-добрия mauwnn за представяне па графа, 
защото: 

1. Пеобходими са п.т клетки от паметта, при това голяма 
част OT тях Ca заети с нули. 

2. Достъпът до информацията не е Удобен. За да се устано- 

ви съществуването на дъга (v;,v;) или да се определят съседите 
Ha връх v;, се налага (B най-лошия, неблагоприятен случай) да 
се прегледат всички стълбове на матрицата, което означава ” 
стъпки. 
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’MA ТРИЦА НА СЪСЕДСТВО (ПАРАГРАФ 1.4)| B muoro слу- 

чаи това е по-добър начин за представяпе па графа G. 

а) позитиви. | В случая въпроси ΟἹ типа за съществуване на 

ребро (u,v) се рещават с една стъпка. Освен това, както видях- 

ме в параграф 1.4, с матрицата на съседство лесно се определят 

степените на върховете и се намира броят на пътищата между 

два върха с фиксирана дължина s. Матрипата Ha съседство 

дава възможност (параграф 1.6) за намиране на хамилтонови- 

те вериги в графи и е полезна при търсене решения на много 

графови задачи. 

6) нсгативи. | Един основен негатив e, че независимо от броя 

на ребрата в графа, обемът на използваната памет е п2. При 

малки стойности на п това неудобство може частично да се от- 

страни, като редът (или стълбът) на матрицата се съхранява 

в една машинна дума. 

ВТОРИ недостатък при използване матрицата Ha съседство е 

следният: Нека Р е свойство и Р(С) - 0 да означава, че гра- 

фът С не притежава това свойство, а P(G) = 1 — графът G 

притежава ToBa свойство. Heka свойството P удовлетворява: 

1. P(G) = Р(С”), ако С и G’ ca изоморфни. 

2. P(G) = 0, за произволен "npasen” граф (ν,0) и P(G)=1 

за произволен пълен граф със същото множество върхове 4 

e достатъчно голяма). 
3. Добавянето на ребра към С не парушава свойството Р. 

Оказва се, че ако Р е свойство на графа, за което са изпъл- 

непи горните три условия, € в сила. следната TeopeMa; 

> ТРОРЕМА 8.1. [48, 49) Всеки алгоритам, проверяващ свойс- 

теото P, m.e. изчисляващ Р(С) за даден граф G с помощта на 

матрицата на свседство, изпалнява в най-лошия случай 0(п2) cmasn- 

ки, < 

B горната TeopeMa използваният символ (g(n)) се дефинира 

по аналогия с O(g(n)) така: 

Да) - Q(g(n)) «— Зе, по > 0 Taxa, че 38 Уп > по 

[Σ с.9(п). 

позитивите и негативите Ha оста- Няма да се спираме върху 
бяха разгледапи в параграф 1.4. налите видове матрици, които
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Като самостоятелно упражнение читателят може да се опита 
сам да направи TOBa. 

Когато графът не е достатъчно плътен, т.в. броят на реб- 

рата т 6 доста по-малък ΟἹ ’Π͵2, може да се използва следното 

представяне на графа, което е икопомично по отплпошение Ha па- 

мет. 

СПИСЪК ДВОЙКИ СЪОТВЕТНИ ПА РЕБРА ТЦ В този слу- 

чай обемът изискуема памет с 2т, където т е броят Ha pebpara. 

В случая обаче, основния недостатък се състои в големия брой 

CTBUKA — порядък M, които са пеобходими, ако се палага. Ja се 

определи мпожеството върхове, към които има ребра от даден 
връх. 

Обикновено в този случай миожеството двойки се подрежда 
лексикографически. 

ΠΡΗ͂ΜΕΡ 8.1. Да разгледаме следните графи: 

2 3 2 

Граф Ga: . 5 

6 а) 5 . 6) 

Черт. 1.24 

Списъците ребра съответни на графите Сл и G са: 

(СПИСЪК НА ИНПИЛЕНТНОСТ. | При този вид структури- 
ранпе на дапните за всеки връх U € V има списък върхове U та- 
кива, че v — U, когато графът е ориентиран или ¥ — 1, когато 
графът е неориентиран. ’ 

С други думи, всеки елемент ΟἹ списъка Ha инцидентност се 
явява запис T, съдържащ 7.ped и указател т.след за следващия 
запис в списъка. За последния запис в списъка T.eaed=nil. НА- 
ЧАЛО [v] се явява указател за пачало на списъка, съдържаш 
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върховете от множеството {u τῦ —> u}. Неформално такъв спи- 

сък ще обозначаваме със ЗАПИС [v], а цикълът, изпълняващ 
адена. операция за. всеки елемент 7% ΟἹ този списък ще записва- д 

ме "Тог u Е ЗАПИС [v] do...” 

И в бълеще ще използваме едпа неформална версия на езика 
Паскал при описването Ha алгоритми, взаимствана. от [17]. 

При неориентирани графи очевидно и B този случай всяко 

ребро ἓτι,υ) се представя два пъти -- чрез върха U в списъка 
ЗАНИС || и чрез върха « в списъка ЗАПИС [υἷ 

38 графите 61 и G2 от пример 8.1 съответните списъци на 
инцидентност ЗАПИС [v] са: 

ПАЧАЛО 
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НАЧАЛО 

Необходимите клетки памет при използването на списъка на 

индидентност е ΟἹ порядък т Ἔ п. 

2. Търсене в дълбочина 

Много практически проблеми и по-точно тяхното решаване е 
свързано със систематично обхождане върховете на графа та- 
ка, че всеки връх да се обходи точно веднъж или Е пъти, където 
Е e ограничено OT някаква. ” разумна” константа. Същото важи 
и за обхождането на ребрата в rpada. 

Ше дадем един метод за търсене в неориентиран граф, който 
е основа 32 проектирането на редица алгоритми в графи. Мето- 
дът се нарича тгевреене в двлбочина (англ. depth first search) [50]. 
Общата идея на този метод е следната: 

Избираме произволен връх v, ΟἹ който започва THPCEHCTO. 
Върхът v се нарича още корен (алгоритъмът строи дърво, KO- 
гато G e свързан) или начален врег. Върхът v се счита за Ммар- 
киран (разгледан) epsz. 

След това избираме ребро (v,z) и преминаваме по него, 32 
да. попаднем във върха +т. При това ориентираме реброто OT v 

към т. Реброто (υ,:ι:) след тези действия се счита 3a Маркирано 

(разеледано) ребро и се нарича ребро на dspeomo, Върхът й Се 
нарича баща за върха + и се бележи с FATHER z. 

В общия случай, когато се намираме в произволен връх & 
има следните две възможности:
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А) Всички ребра ипцидентни с « вече ca разгледани. Тогава, ΐΒΘ връщаме към FATHER z и продължаваме търсенето от него. BPXDT + OT този момент нататък се нарича напвлно сканиран (използван). 

В) Съществуват немаркирани (неразгледани) ребра инциден- Тни с z. Тогава се избира едно произволно такова ребро (2,у), което се ориентира от « към у. От този момент нататък ребро- 
T0 (, у) се cumra за маркирано (разгледано), като са възможни следните два случая: 

1. Ако не сме преминавали по-рано през върха ¥, т.е. у не е 
маркиран (разгледан), преминаваме по реброто (2, /) до върха у 
и продължаваме търсенето от върха у. В този случай реброто 
Еш,у), по което сме преминали, става ориентирано, маркирано 
разгледано) и се нарича ребро на dspeomo, а + =FATHER(y). 

2. Ако през върха у вече сме преминавали, ориентираното 
ребро (+, у) се нарича обратно ребро и търсенето продължава. 
IO друго неразглеждано ребро инцидлентно с . 

Търсенето в дълбочина завършва, когато се върнем в корена 
¥ и всички върхове са напълно сканирани. 

Описаното търсене в дълбочина очевидно разбива множест- 
вото ребра на графа на две подмножества — ребра на дървото 
и обратни ребра, Освен това е очевидно, че ребрата на дърво- 
то образуват покриващо дърво Т за свързания граф С. Накрая 
разглеждания неориентиран граф очевидно не е задължително 
да бъде свързан. 

Преди да илюстрираме с пример търсенето в дълбочина, че 
отбележим още следното. По време на търсенето в дълбочина, 
когато 3a пръв път се преминава през даден връх T, на пего 
може да се съпостави цяло число MARK(z) така, че MARK(z) е 
равно Ha i, ако + се явява 1-тия поред преминат връх. MARK(z) 
се нарича двглбочина на T и показва реда, по който се преминал- 
ват върховете при търсенето в дълбочина. Въведеното попятие 

. дълбочина на T не трябва да се бърка с понятието дълбочина 
на дърво, т.е. с максималното разстояние (брой ребра на дър- 
ΒΟΤΟ) между корен и лист на дървото. 

ПРИМЕР 8.2. Ше илюстрираме търсенето в дълбочина в следния граф G:
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{ 

υ 

КА 

95 

Vs υτ vg Vg 

Прилагансто на търсене в дЪЛбОЧИНа. води до: 

Б
 

Черт. 1.25 

КОМЕНТАР: 
Числата в черт. 1.25, приписани на. всеки връх ¥;, са всъщ- 

ност стойпостите па MARK(v;) и показват реда на преминаване през върховете при търсенето в дълбочина. 
Плътните ребра са ребрата πᾶ дървото, а пунктираните реб- ра са обратиите ребра (ребрата ca ориентирани). 
Обикновено получаваният ориснтиран граф се бележи с G. Ребрата па дървото образуват ориептирано покривалщо дърво 

Τ. 
Обърнете внимание, че обхождането на графа не e сдинст- 

вено, тъй като ребрата инцидентни с дадеп връх могат да се 
избират в произволен ред. 

Пълното скапиране na върховете, при реализираното търсе- пе в дълбочина oT черт. 1.25, се осъществява 5 следния ред: 

Y6y V7, Us, Vg, Ug, VU3, U4, Vg, Щ. 

Следната рекурсивна процсдура (17) дава по-формално опи- 
сапис па алгоритъма за търсене в дълбочина:
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1 procedure W G(v) 
(«търсене B дълбочина ΟἹ връх ; 
променливите HEMAPKHPAH, ЗАПИС ca глобални «) 

2 begin разглеждане на v; НЕМАРКИРАН [v] :--лъжа; 
3 for u €3AIHC [v] do 

4 if HEMAPKHPAH () then WG(u) 
5 end (* връх ¥ напълно сканиран «) 

KoraTo графът не e задължително да бъде свързан, търсе- 
нето в дълбочина може да се извърши със следния алгоритъм 
[17]: 

1 begin 

2 for v €V do НЕМАРКИРАН [v] :-истина; 
(жинициализацияж) 

3 for ЪЕ do 
4 1 НЕМАРКИРАН [v] then WG(v) 

5 end 

От структурата на процедурата WG се вижда още, че всеки 
връх се разглежда не повече от един път, тъй като се разг- 
леждат само върхове v, 38 които НЕМАРКИРАН [v] :--истина 
и след преминаването през този връх се изпълнява командалта 

HEMAPKHPAH [v] :-лъжа (ред 2). Тъй като алгоритъма. crap- 
тира търсенето последователно от всеки все още неразгледан 
връх, то ще бъдат разгледани всички върхове на графа. 

Сложността Ha този алгоритъм е O(n + т). 

ЗАДАЧА 8.1. Да се модифицира алгоритъма за търсене в дълбочина. B 

произволен граф, така че да се изчисляват свързаните компоненти на трафа. 

В [17] e дадена и следната нерекурсивна версия на процеду- 

рата WG, като рекурсията се отстранява по стандартния начин 
с използване на стек. Всеки разгледан връх се поставя в стека 
и се отстранява. след като е напълно сканиран. 

1 procedure WG1[v] 
(*Tbpcene B дълбочина с корен ¥; предполагаме, че B Ha- 
чалото ma търсенето Plu] = указател на първия запис в 
списъка ЗАНИС [u] 38 всеки връх ч; масиви P, НЕМАРКИ- 
РАП — глобални «) ᾿
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2 begin СТЕК- ; СТЕК <= v; 
разглеждане па v; 
НЕМАРКИРАН [υ] ξ лъжа; 

3 while СТЕК #0 do 

. 4 begin ἑ :- top (СТЕК); 
Ἐ -връхния елемент на стекаж) 
+ намери първия нов връх в списъка ЗАПИС [t]+) 

5 1 P[t] =nil then 6 :-лъжа 

6 else b:=not HEMAPKHPAH [P[t] T .pex]; 
7 while 6 do 

8 begin Р|) := Р 1.след; 

9 if Р) =nil then 6 :-лъжа 

10 else b:=not HEMAPKHPAH [Ρ[ἢ Т .pex] 

11 end; 

12 1 P[t] #nil then 
(* намерен e неразгледан връхж) 

13 begin ἐ := P[t] Т.ред; СТЕК « 4; 

14 разглежда се 4; НЕМАРКИРАН [t] :-- лъжа 
15 епа 

16 else (+ връх Т e напълно ск%з.ниран*) 
17 ἐ <= СТЕК 

(жотстранява се връхния слемент на стекаж) 
18 end 

19 ена 

ответствие с тяхнпата ориен- 
рапичение, при ориентирани 
две, а на четири категории. 
алгоритъм можете да HaMe- 

графи ребрата се разбиват не на 
Формално описание на съответния 
рите в [3] и др. 

Реализираното търсене в дълбочина от черт. 1.25 съглас- но предложената процедура WG1[v] може да се илюстрира по следния начин:
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Сканиране 4 
Сканиране 5 
Сканиране 6 
Сканиране 3 
Сканиране 2 

Сканиране 1 
Сканиране 7 

Сканиране 8 

Сканиране 9 

out 4 

out 5 

out 6 

out 3 

out 2 

out 1 

out 7 

out 8 

out 9 

YepT. 1.26 

Ако B дървото T', получено при търсенето B дълбочина, съ- 
ществува ориентиран път от връх ¥ до връх U, TO т се нарича 
предшественик на U, а върхът U — потомек (nacaednux) на v. 
Ако v = ГАТН Е Н(и), върхът и се нарича още син на v. Ясно e, 
че един връх може Ja има. повече от елин син. 

Два върха v U и се наричат свотносими, ако единият ΟἹ тях 
с потомък на другия. 

ь TEOPEMA 8.2. Нека (v,u) e ребро в свврзания неориентиран 

граф С. Тогава вав всяко dspeo T, свответстващо на тврсене в 
дълбочина в този граф, esproseme ъ U ч са свотносими. 

Доказателство: Да допуснем, че съществува дърво T, в 
което съседните върхове ¥ и U са несъотносими (HUTO ш е пото- 
мЪък на %, нито и е потомък на v). Тогава е ясно, че съществуват 
Два върха 81 и 82 такива, че: 

1. FATHER(s;) = FATHER(s2); 
2. пе потомък на 81 и й е потомък на Sz, както е показано Ha 

черт, 1.27.
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FATHER(s1) = FATHER(s,) 

Черт. 1.27 

Ако Т) и 72 ca поддърветата на Т съответно с корени 81 И sy, без ограничение на общността да допуснем, че 

MARK(s1) < МАВК(з3). 

Тогава ΟἹ алгоритъма. 88 търсене в дълбочина следва, че вър- ховете на полдървото 72 се разглеждат само след пълното CKa- ниране Ha върха $1, T.€. при разглеждането на върха U върхъти със сигурност е немаркиран, откъдето следва, че реброто (v,u) трябва да бъде ориентирано от ¥ към чи да бъде маркирано съгласно алгоритъма като ребро на дървото. ЦПротиворечие, отхвърляме донускането, т.е. дървото, изобразено на черт. 1.27 не може да се получи вследствие прилагане на. търсене в дъл- бочина. (при съществуване на ребро (v,u)). 4 

3. Търсене в ширина 

търсенето в дълбочина, кол- 
връх, толкова по-рано той се
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сканира.. По-точно, от два върха ?втория” се разглежда пре- 

сканирането на "първия”. Припомняме, че разгледаните, HO 

все още несканирани върхове се натрупватв crex. Грубо Kasa- 

но, при THPCEHETO B ширина CTEKDLT се заменя с опашка. При 
ркирап, pasrienan 

това. модифициране колкото по-рано бъде ма: т 

един връх (бъле добавен в опашката), толкова по-рано той се 

сканира (отстранява се от опашката). 

И в този случай сканирането на върховете се извършва С 

помощта на обхождане на всички неразгледани съседи на този 

връх. 
За графа от пример 8.2 търсенето в ширина може да. се илюс- 

трира така: 

щ т2 т3 ind in5 in6 in7 in8 т9 

U 

outl 

out8 

out9 

Процпедурата ThpceHe B ширина по-формално може да се 

опише така {17]: 

1 procedure WS[v] 
(+търсене в ширина в граф с начален връх ; променливите 

НЕМАРКИРАН, ЗАПИС са глобални «) 

2 begin 
3 ОПАШКА:- (; ОПАШКА <= v; 
НЕМАРКИРАН [v] :-- лъжа; 

4 while ОПАШКА #0 do 

5 begin p «- ОПАШКА;
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6 for u € ЗАПИС [p] do 

7 1 HEMAPKHPAI [u] then; 

8 begin ОПАЛКА & u; 
ПЕМАРКИРАН [u] ξ лъжа; 

9 end 

10 end 

11 end; 

Изчислителната сложност Ha търсенето B ширина, както и 
при търсенето в дълбочина, е от порядък т + п (всеки връх 
се добавя в опашката и се отстранява ΟἹ опашката точно един 
път, а броят итерации на цикъла ΟἹ ред 6 има порядък, равеп 
на броя на ребрата в графа). 

Двата вида. търсене -- B дълбочина и в ширина,, могат да се 
използват за намиране Ha пътища между произволни фиксирани 
върхове v и и в графа. За целта е достатъчно да се стартира 
търсенето във връх Ф и то да се осъществява до момента Η 
достигане на върха . 

Търсенето в дълбочина е по-удобно OT гледна. точка Ha това, 
че при посещението на върха и, стекът съдържа върховете, оп- 
ределящи пътя от v 00 ш (всеки връх, добавен B стека, е съседен 
на върха Ha стека.). 

38 съжаление, полученият с търсене в дълбочина (Ὁ - и) път 
в общия случай не е възможно най-краткия. В параграф 2.3 на 
следващата глава ще дадем алгоритми за търсене Ha най-кратки 
пътища. 

Споменатият по-горе педостатък липсва при търсене на (v — 
и) пътища с метода търсене в ширина, Процедурата WS може 
лесно да се модифицира с малка промяна (редове 7-9) [17]: 

τ НЕМАРКИРАН [u] then 
begin ОПАШКА <= и НЕМАРКИРАН [u] := жъжа; 
ПРЕДХОДЕН [ὦ :- 

епа 

След приключване работата на така модифицираната проце- 
дура, таблицата ПРЕДХОДЕН съдържа 38 всеки маркиран връх 
и върха ПРЕЛХОЛЕН [u], т.е. върха, от който сме попаднали B 
ч. Цай-краткият път от ч до т се 0GO3HAYABA с последовател- 
ΠΟΟΥΤΆ и = Uy, U, ..., Ш = U, където чщл = ПРЕДХОДЕН (щ| 32 
1<i<kuk се явява първия индекс i, за който щ .
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Процедурите за търсене в дълбочина и в ширина може да се 

използват и 38 намиране на покриващо дърво в свързан граф а 

(вж. праграф 2.3, глава 2). 

4. Принципи за търсене в дървото на решенията 

Решаването на една графова. задача Py (начална задала) чес- 

то се разбива на определен брой ползадачи Py, Py, ..., Pk, които 

в съвкупност представляват задачата Ру. Обикновено се правят 

опити (когацто задачата Py не може да се реши) да се разреши 

псяка ΟἹ нейните подзадачи. Под разреши се разбира следното: 

*) или да се намери оптимално решение; 
““) или да. се покаже, че подзадачата се явява недопустима,; 

ЖЖ) или да се покаже, че значението на оптималното реше- 

цпие е по-лошо от полученото до MOMEHTa най-добро решение. 

Разбиването на подзадачи се описва с дърво, в което върхо- 

вете са съответни на подзадачите (черт. 1.28). 

Черт. 1.28 

на подзадачи па задачата, Ρῃ 

ата размерност Ha подзадачите 

или с притежаването от тях на структурни свойства, неприсъщи 

Hpnquua’ra за разглеждането 

обикновено е свързана с по-малк 

па началната задача Ру. Може да се окаже, че някоя от зада- 

чите Г. не може да се разреши, поради което и тази подзадача 
се разбива на нови подзадачи, както е показано I3 черт, 1.28. 

Па всеки етап множеството задачи, изискващи разрешимост, 

се представят с МНОЖеСТВОТО от висящите върхове Ha дървото 

(върховете ΟἹ степен 1). Коренът на дървото изобразява Ha- 

чалнпата задача Ро.
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Очевидно, ако с {P} означим множеството OT дупустими pe. 
шения Ha една задача P, то 

(8.1) {P}={P,}u{P}U..U{P}. 

Torara очевидпо 

(8.2) {Po} = U{P(j)|P(j) — висящ връх B дървото). 

Korato трябва да се получат (обходят) всички решения на 
задачата Р) (а не само оптимално решение), трябва. да. се οὔ- 
ходят решенията Ha всяка от подзадачите от горецитираното 
разбиване. B този случай e полезно да се избягва дублира- 
не в построяваните решения, т.е. необходимо е да се разбива 
задачата Р; на подзадачи Py, ..., P;. така, че 

(83) {P3n{P} Ξ , ) 

3a всеки две подзадачи Py, и P, s # q. 
У словието (8.3) не е необходимо 3a осъществяване търсене 

в дървото на решенията, но то е полезно, защото определя раз- 
биване, изгодно OT изчислителна гледца точка, тъй като: 

1. Ако В) e опнтимизационна задача, то онтималното решение 
се явява решение на една и точно една подзадача, представена 
с висящ връх. 

2. Ако Г) e задача, свързана с пълно обхождане, то множес- 
твото от всички нейни решения е обединение на множествата 
от решения Ha подзадачите, представени с висящи върхове, при 
това. без дублиране. 

Процесът на търсене в дървото на решенията може да се 
осъществи както с търсене в дълбочина, така и с търсене в 
ширина.. 

5. Изнолзване на граници 

Ясно с, че ако задачата Ру с оптимизационна задалта (тър“ 
си се едно оптимално решение), без значение ΟἹ типа търсене, 
който се използва, търсенето завършва тогава и само тогава, 
когато са разрешени всички подзадачи, представени с висящи 
върхове. За да се ускори процесът на разрешаване, за все- ки от висящите върхове (подзадача) се изчисляват долни или 
горни граници (в случаите на минимизация -- долна граница, а
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B случая на максимизация — горна граница). Това ca грани- 
ци, даващи съответно най-малката или най-голямата възмож- 
на стойност на оптималното решение на подзадачата. По този 
начин (ЦРИ задачи 3a минимизация), ако се окаже, че долната. 
граница за върха (ползадачата) Р; е по-голяма ΟἹ величината 
на най-добрия отговор, получен по-рано при търсенето, то ΟἹ F; 
не е необходимо по-нататъшно разклоняване (руск. ветвление; 
англ. branching). Това e така, защото в {F;} няма да има реше- 
ние, което да бъде по-добро от текущия най-добър резултат. С 

други думи, ΟἹ неравенствата 

"текущо оптимално решение” < Lower bound (P;) < Опт.(#;), 

от (8.1) и (***) следва, че подзадачата P; се оказва автомати- 
чески разрешена. 

6. Търсене с връщане назад 

Да се върнем още веднъж на προῦπομδ за съществуване Ha 

хамилтонов път (виж нараграф 1.6). Този проблем принадле- 

жи към класа на т.нар. ЛР- nsanu задачи (вж. параграф 2.4). 

За този широк клас от фундаментални (за теория на графите, 

логиката, Теория на числата, дискретната математика и др.) 

задачи, не е известен полиномиален алгоритъм — алгоритъм с 

брой стънки, ограничени с полином OT размерността на задача- 

та (наличието на полиномиален алгоритъм 33 поне една OT този 

клас задачи автоматично води до съществуване на полиномиал- 

ни алгоритми 38 пелия кла.с). 

Един силов метод при търсене HA хамилтонови пътища е 

2нълното обхождане” Ha всички възможности. Генерират се 

всички n! различни последователности ΟἹ върхове и за BCAKA 

се проверява дали е хамилтонов път. Очевидно това изисква пе 

по-малко от п.т! стъпки, т.е. с нарастването Ha п.много бързо 

нараства броят на стънпките (по-бързо OT произволна експонен- 

циална функция OT вид а“, а > 1). Ето защо сега ще опишем 

метод, който позволява съществено съкращаване броя на стъп- 

ките в силови алгоритми от типа пълно обхождане” на всички 

възможности. . 
Основната идея на този метод (англ. backtracking) e следната: 

Методът се прилага, когато търсеното решение трябва да 

бъде последователност ΟἹ вида (¥1, T3, -, т) (вЖ. параграф 

1.7 "жадеп алгоритъм” 38 оцветяване върховете на граф). Ал- 

горитъмът строи решението, стартирайки ΟἹ празна последова- 
телност. В общия случай при наличието на частично решение



170 Гл.1. Teopus на epagume. Алгоритмичен n0dzog 

{z15 -, Ti), се правят опити да се намери такова допустимо 3Ha- 

чение 21, с което намереното частично решение да се разшири 

oo (1, ..., T, Tiy1). Не e ясно обаче, дали {1, «е Tip1) MOXe 

да се разшири до Apyro решение. Ето защо: 

1. Ако такова предполагаемо, но още неизползвано значение 

Tiy1 съществува, ние го добавяме към частичното решение и 

продължаваме процеса за последователността (2р. ча Tiy а) 

(когато и тя се явява частично, а не пълно решение). 

2. Ако такова #. пе съществува, ние се връщаме към час- 

тичното рещшение (24, .., Ti-1) и продължаваме пропеса, тър- 

сейки ново, неизползвано допустимо значение т;. Cera е ясно, 

защо този метод се нарича търсене с връщане назад. 

Схематично този процес може да се опише Taka [44]: 

1 begin 

2 k=1 

3 while k>0 do 

4 if съществува още неизползван елемент 
y € Ag, такъв че P(X[1], ..., X[k—1], у) then 

5 begin X[k] := y; (желементът у € използван»ж) 

6 1 (X[1], ..., X[k]) се явява целочислено решение 
then 

7 write (X[1], ..., X[k]); 

k=k+1 

end 

10 е|е 
(*Bp'bmane към по-кратко частично решение; всички еле- 

менти Ha множеството Ak OTHOBO стават НЕЪИЗПОЛЗВЗ.НИ*) 

Я < 81 

12 end 

Очевидно е предимството на този метод в сравнение с изпол- 
звания в края на параграф 1.6 метод за търсене на хамилтонови 

цикли, който изискваше твърде голям обем памет. В случая се 
работи с последователност, която нараства до момента. на полу” 
чаванс на хамилтонов цикъл или докато пе стане ясно, че тази 
последователност ке води до хамилтопов цикъл и последовател- 
постта се модифицира.
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Ше илюстрираме метода търсене с връщане назад. Да pas- 

гледаме отново графа от пример 6.5: 

Граф а: 

а b 

Графът С може да бъде представен със списък по следния 

начин: 

са 

1  ᾧ 

21d — d ¢ 

B стълбовете ca описани съседите Ha всеки връх 

Търсенето на всички хамилтонови пикли стартира от връх 

а. 

Последователност 
Коментар 

Добавяме първия възможей връх от стълба. 
1. а 

наа, T.e. с. 

2 а, с Добавяме първия възможен връх от стълба 

па ¢, т.е. b. . 

3 a, ¢, b B стълба на b няма възможен връх за доба- 

вяне. Backtracking. 

4 а,е Добавяме върха d. 

5. а,е, а Добавяме върха b. 

6. α,ς, ἀ, b Хамилтонов цикъл. Backiracking. 

Τ. α,6, 4 Backtracking. 

8 ае Backtracking. 

9. ἃ Добавяме върха d. 

10. а, 4 Добавяме върха b.
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11. а,а, b Backtracking. 

12. а, а Добавяме върха с. 

13. α, d, ε Добавяме върха b. 

14. а,а, ¢, b УХамилтонов цикъл. Backtracking. 

15. а,а, ς Backtracking. 

16. а, а Backtracking. 

17. а Backtracking. 

18. @ Kpait. 

ЗАЛАЧА 8.2. Да се даде рекурсивен вариант Ha алгоритъма за търсене ¢ 

връщане назад (B този случай backtracking-1LT не се появява в лвен вид). 

ЗАЛАЧА 8.3. Съставете програма за намиране на всички хамилтонови 

цикли. 
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Глава 2 

Оптимизационни алгоритми в графи й 

мрежи ри раф 

2.1. Оптимизационни задачи. Линейнпо оптимиране 

акросистеми нпалага не- 
Съществуването на големи, сложни M 

рия за тяхното управ- 
обходимостта от създаване на обща тео 

ление. Засега решаването на този проблем се ограничава в 06- 

ластта Ha изследване Ha отделни класове ΟἹ такива системи или 

техни подсистеми — промишлени предприятия, отрасли, иконо- 

мика, военен комплекс и т.н. 

Математическото оптимиране има за предмет теоретичното 

изследване и разработка Ha ефективни числени методи 838 реша- 

ване па класове екстремални задачи, свързани с оптимизация 

при вземането на решения B икономиката, техниката и други 

сфери. С други думи, това е наука, занимаваща се с разработка 

и практическо приложение на методи за ефективно управление 

Ha системите. 

Най-общо понятието система може 112 дефинираме като голя- 

Ma група от елементи (хора, предприятия, средства за произ- 

водство и др.), които си взаимодействат непрекъснато. Освен 

това системата се намира в някакво пространство (всичко ос- 

танало, невключено в нея), което обикновено се нарича околна 

среда на cucmemama. Очевидио €, че системата като ΠΗ͂ΠΟ влияе 

на околната среда и обратно, околната среда я променя. Най- 

често системата се намира в множество състояния (динамичен 

случш?[ или съществува само в едно състояние (статичен слу- 

чай). Поради непрекъснатото взаимодействие Ha нейпите части 

(определени по някакъв признак), тя не може да бъде изучавана 

без системен nodzod — решаването на произволна задача, кол- 

кото и частна да изглежда тя на пръв поглед, влияе върху фун- 

кционирането на цялата система. При това с необходимо да се 

осъществява непрекъсната приемственост при прехода ΟἹ една 

задача към друга, за да се получи реален ефект, Непрекъсна- 

то трябва да се анализира и описва състоянието на системата, 

както и да се прогнозира състоянието й Β бъдеще. 

Това налага системата да бъде оцисана с определени сред- 

ства, T.e. да се създаде модел, който я отразява, като между 

модела и системата трябва да има адекватно съответствие.
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1. Моделиране 

Modeasm e някакъв материалси или абстрактен обект, който 

се намира в определено обективно съответствие с изследвания 

реален обект и HOCH определена информация 3a Hero. 

В зависимост ΟἹ степента на съответствие между математи- 
ческия модел и оригинала, моделите се делят на иЗО.Морфни и 

хомоморфни. 
Изоморфните модели строго съответстват на оригинала и да- 

ват за него пълна. ИНфОРМаЦИЯ -- пещо, което може да се нап- 

рави само за прости системи. 

Реално съществуващните системи € невъзможно да. бъдат ouu- 

сани папълно ΟἹ модела — 3a целта се MPaBAT редица опростя- 
ващи предположения. С други думи, хомоморфните модели са 

такива модели, които отразяват само някои определени свойс- 
тва Ha реалния проблем, T.e. те са зпачително по-нрости ΟἹ 
обекта, което прави възможен техния анализ и изследване. Съ- 
ществуват и други принцини за класификания на математичес- 
ките модели. 

При разработката на математическия модел задължително 

се спазват следните принципи: 

- изучаване и анализ на причинно-следствените връзки; 

- използване на аналогии със сходни системи, имащи по- 
проста. структура; 

- провеждане на експерименти до изясняване на съществени- 

те показатели за работа Ha системата., 

По този пачин, след като са изяснени съществените факто- 
ри, причинно-следствените връзки, т.е. получен е достатъчно 
строг и логически непротиворечив, съдържателен модел (фор- 
мализация на задачата), трябва да се премине към намиране на 
оптимално решение. Това означава да се намерят стойности па 
участващите в модела променливи 

Z1, #2) «, Tn (може и да не ca краен брой), 

така че да са изпълнени съотношенията, съществуващи в орга” 
низацията Ha системата. Най-често това са някакви ограниче” 

ния от тип равенство или неравенство — 

Де еа а) 0, А(2а, .. 2а) 0, 9(#1,..., 2а) Σ 0.
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Броят Ha тези ограничения може да бъде произволно голям, HO 

краен. Освен казаното дотук, намерените стойности на промен- 

ливите трябва Ko бъдат такива, че функцията 

L(Z1, ееа Zn), 

която отразява степента Ha доближаване до поставената цел (ye- 

лева функция), да достига оптимална стойност. Най-често се 
търси максимумът или минимумът на тази функция. 

Векторът X = (21, ..., T), удовлетворяващ ограниченията на 
задачата, се нарича план, а векторът Χ , 3a който L(X*) e тат 
или min, се нарича решение (оптимален план). 

Променливите, участващи в модела, могат да бъдат: cma- 

тични (независещи от времето) или динамични; дискретни (за- 

дадени само в отделни моменти ΟἹ време) или непреквснати; 
demepmunupany WY случайни (приемат различни стойности с оп- 

ределена вероятност). 
Величините, онисващи околната среда, се наричат парамет- 

ри (константи). 
В общия случай математическият модел има вида 

(1.1) L(X,Y) — max (min) 

при ограничения (условия) 

9!(Х7у) <b, 1-1, 2,., m, 

където L(X,Y) e целевата фуекция (показател 33 качество или 

ефективност), X е векторът на променливите, а У е векторът Ha 

неуправляемите променливи. Функцията 91 обикновено се нари- 

ча функция на потребление на 1-тия pecypc, а b; e величината 

Ha този ресурс. 
В зависимост от вида и структурата на целевата функция, и 

ограничаващите уеловия говорим 3al 

а) линейно оптимиране — целевата функция и ограниченията 

са линейни относно променливите #;; 

6) нелинейно оптимиране --- целевата функция или ограпиче- 

нията са нелинейни относно променливите +1;; 

в) динамично оптимиране — целевата функция L(X) e ади- 

TUBHA или мултипликативна функция, т.е, има някаква спе- 
пиална. структура 

L(z1, еа а) = ΣΕ;(Ζ,-) -- адитивна функция,
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L(Ila---,ffln) = ПЪ;(Ш;) - мултипликативна функция; 

ὶ 

г) стотастично оптимиране — когато векторът Y Ha пеуп- 
равляемите променливи е случаен; 

д) дискретно оптимиране — на променливите T; е наложе- 
по условие за дискретност, например целочисленост. Ilo- 
общо в дискретното програмиране X = (24; 2. -..2,А) € D, 
където D e крайно или изброимо множество. Това усло- 
вие 38 дискретност често се разделя ΠῸ променливите, т.е. 
z; € D;, 4 + 1,2,..,п. B този смисъл целочисленото прог- 
рамиране сс явява частен случай на дискретното; 

е) евристично оптимиране — когато е невъзможно намиране- 
TO Π точно алгоритмично решение, поради огромния брой 
вариаяти. В тези случаи вместо оптимално, се търси дос- 
татъчно добро, удовлетворително 38 практиката решение, 

Най-добре с изследвано и изучено линейното оптимиране. 
В реалните оптимизационни задачи често се търси решение, 

при наличието на пяколко целеви функции 14(Х), Ly(X), ..., Lm(X) 
отразяващи различни аспекти Ha проблема., 

Намирането на решение X* в множеството OT допустими ре- 
шения {Χ}, което минимизира едновременно всички целеви фун- 
кции L, e възможно, но в изключително благоприятни случаи, 
рядко срещани в практиката. Ето защо при решаване ma мно- 
гокритериални, многоцелеви задачи, които изискват постигането 
па противоречащи си цели (максимална цечалба и вложения за 
социално осигуряване например), се търси компромисно реше- 
ние. Най-напред се изяснява cmenenma (теглото) на важност 
па всяка от целите -- прави се от специалисти B съответната 
област, след което се оценява степента на достиганс на целите. 
Очевидно две или повече противоречащи си дпели могат да се 
осъществяват само Ччастично. Много често степепите па важ- 
пост на пелите са сравними помежду си, т.е. смислено с да се въведе, да се говори за Йерархия на важпост в мпожеството от 
всички цели. В други случаи е съдържателнцо (налага се) цели- Те да. се групират по ниво на важност, като целите ΟἹ дадено 
ниво са сравними помежду си, но никои две цели ΟἹ различни 
нива не могат да се сравияват, т.с. имаме Ййерархия Ha нинвата. 
В тези случаи се преследва постигането на целите от възмож- 10 пай-високото ниво, а след това (при възможпост) се търси 
осъществяване ца целите ΟἹ по-писко HUBO на важност.
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2. Типични класове оптимизационкни задачи 

1. ЗАЛАЧИ ЗА УПРАВЛЕНИЕ ПА 3AIIACHTE:| При тези 
задачи се търси ниво Ha запасите в складове, при KOCTO е мини- 
мална сумата на очакваните разходи 3a съхранението па запа- 
сите и загубите ΟἹ техция дефицит. Да поясним, че при тези за- 
дачи големите запаси изискват и големи загуби от съхранение, 
но намаляват загубите от възможния дефицит. В зависимост от 
условията, задачата за управление на запасите има различни 
модификации. 

а) Фиксирани са моментите {t1, fg,.., t,} на поръчките 3a 
доставка, Да се определят обемите па поръчаните стоки 
фу ае .) 

6) Обемите на стоките (У1, ¥2,., Yn} са фиксирани. Да се 
определят моментите Ha доставка {i1, Ффо,..., in}. 

в) Както моментите на доставка (Я, {3,.., ( ), така и обеми- 

те {41, 2. Yn} не са зададени. Ла се определят тези 
величини, 33 да се минимизира приетия критерий за опти- 
малност. 

|2. ЗАДАЧИ ЗА РАЗПРЕДЕЛЕНИЕ НА РЕСУРСИ: Една 
възможна. такава задача е следлата. Известни са наличните 
ресурси (машини, машинно време, брой цехове и т.н.). Да се 
определи асортиментът (номенклатурата) на възможните про- 
изводства (работи) така, че отчитайки наличните ресурси, да 
се обезпечи максимална. печалба.. 

Възможна е и "обратната задача”, Зададени са някакви опе- 
рации, работи, действия, които трябва да се извършат. Да се 

определи какви ресурси са пеобходими, с цел да се минимизи- 
раТ сумарните разходи за производство. Например, известно е 
месечното разписание за движение на самолетите по авиолини- 
ите, Да се определи какъв брой екипажи е необходим, TaKa че 
планът 32 превозите да се изпълни с минимални експлоатаци- 
онни разходи. 

3. ЗАДА ЧИ ЗА РЕМОНТ И ПОДМЯНА НА ОБОРУДВАНЕ: 
С течение на времето всяко оборудване се амортизира. Оста- 
ряващото оборудване в пякакви моменти от време може да се 
ремоптира или напълно да бъде подменено. M в двата случая 
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се палагат разходи, свързани с ремонта или подмяната, U за. 
губи, идващи от престоя на машините. Най-общо проблемът 
е как да се организира този процес във времето, така че да 
се минимизират средните загуби ΟἹ ремонт и подмяна на това 
оборудване 38 периода HA неговия жизнен цикъл. 

4. ЗАДАЧИ ЗА МАСОВО ОБСЛУЖВАНЕ: | Най-общо това ca 
производствени или битови задачи, при които се образуват опаш- 
ки, T.e. ΠΟΤΟΚΈΤ OT заявки за обслужване е неуправляем и случа- 
ен, а броят на обслужващите обекти (машини, летища., служби, 
комуникации и T.0.) e ограничен. Ясно e, че при този тиц зада- 
чи големият брой обекти за обслужване ще премахне опашките 
(което би имало положителен производствен ефект например), 
но 38 сметка на това ще се получат загуби ΟἹ дълги престои 
на обслужващите обекти. Обратно, малкият брой обслужва- 
щи обекти ще води до значителни опнашки, а оттам и до загуби 
ΟἹ чакането в опашка. ΟἹ казаното е ясно, че едка формули- 
ровка на този ὙΜΠ задачи e следната: Да се определи броят 
на обслужващите обекти, при който се минимизира сумата на 
очакваните загуби (от несвоевременно обслужвавне и ΟἹ престой 
Ha обектите). 

5. ЗАДАЧИ ЗА МРЕЖОВО ПЛАНИРАНЕ И УПРАВЛЕНИЕ: 
Често се налага разработката и изпълнението Ha сложни и скъ- 
поструващи проекти, представляващи съвкупност от отделни 
операпии (голям строителен обект папример). Освен множес- 
TBOTO ΟἹ операции, е известно и отношението предшестване при 
изпълнението па тези операции. Най-общо за всяка. операдция 
е известно какви операции предтшестват нейното изпълнение и 
кои трябва да се изпълнят след нея. Известна e и взаимната 
връзка между величината на потребяваните ресурси и продъл- 
жителността на всяка операция. 3a целта се съставят мрежови 
графици — графи, в които дъгите изобразяват операциите Ha 
проекта, а върховете са някакви абстрактни събития. Опреде- 
ля се най-дългият път между началото на проекта и събитието, 
изобразяващо края му. Операциите от този път се наричат кри- 
тични и за тях не са допустими закъснения (закъснението при 
изпълнение Ha коя да ¢ ΟἹ TAX води до несвоевременно завърш- 
вале на целия проект). Определят се най-ранните и най-късни- 

те срокове за настъпване на отделните събития. Проблемът е в 
това, как да се разпределят ресурсите и закъсненията. (допусти- 
ΜΗ 38 некритичните операции), за да се осигури своевременното 
завършване на целия проект.
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6. ЗАЛАЧИ ЗА РАЗПОЛОЖЕНИЕ ПА OBEKTH:| Често се на- 

лага. за дадена структура допълнително да се разполагат обекти 
— болници, централи, бензипостанции и Τ. При това, разпо- 
лагането може да бзиде статично или динамично, Въпросът е в 
това, колко на брой (като се отчитат или не се отчитат досе- 
га съществуващите обекти) и къде да бъдат разположени тези 
обекти, така че πᾶ се оптимизира критерият за ефективност. То- 

ва може да бъде някаква минимаксна задача — например да се 
разположи болница. така, че разстоянието до най-отдалечената. 
точка в града да бъде мипимално. Или пък да се разположи по 
такъв начин обект, че сумарното разстояние от него до всички 
структурни единици на региона да бъде минимално. 

7. ЗАДАЧИ ЗА ИЗБОР НА МАРШРУТ (МРЕЖОВИ ЗАДА- 

Типична такава задача е намирането на маршрут меж- 

ду дадени два града (или между всеки два града), който е най- 
кратък, В случая, разбира ce, са възможни много модификации 
на тази задалча. Пруга. тинична. задача. ΟἹ този тип е задачала. 

за намиране на максимален поток. Представете си една мре- 
жа от комуникации (пътища, нефтопроводи и т.н.), в която има 
начален пункт 8 и краен пункт ἐ. Известни са пропускателните 
способности на всяка ΟἹ комуникациите и цената за пренос на 
единица. OT потока (стоки, хора и т.н.) по всяка комуникадция. 
Най-общо проблемът е да се установи какъв е максималният 
поток между пунктовете 8 M i, който може да бъде пропуснат 
в тази Mpexa. Или пък как може ¥ единици ΟἹ даден поток да 

бъдат пропуснати между пунктовете в и ἐ с минимални разходи. 

8. КОМБИНИРАНИ ЗАДАЧИ: | Комбинираната задача се със- 
Тои OT няколко отделни задачи и един възможен подход за ней- 
пото решаванс е следният. Получава се оптимално решение на 
една ΟἹ задачите и Β 3aBUCUMOCT ΟἹ получения оптимум се Ha- 
Мира най-добро решение на следващата задача и т.н. Такъв 
ПоДход очевидно не винаги води до оптимално решение на ком- 
бинираната задача. Но може да се прилага в случаите, когато 
Пе съществува метод за търсене Ha оптимално рещшение на ком- 
бицираната задача като цяло. 

Процесът, формализиращ условието Ha една практическа за- 
дача ¢ езика на математиката, се нарича математическо моде- 

Л ране — съставяне на математически модел. Математическият 
модел най-общо има вида: Да се намери 
(1.2) min L(X) или maxL(X), P - мпожеството от планове 

ХеР XepP
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ааае 

при огравичения 

Л(Х) < 5 i 
Л() - 5 i 

Ще дадем някои основни резултати от линейното оптимира- 

не. 

1, 2,..., S, 

(1:3) 8 Ἔ 1, П. 

3. Задача на линейното оптимиране 

В задачата на линейното оптимиране ограниченията са от 

тип равенство, от тип неравенство и условия за неотрицалел- 

пост на променливите, Променливите, за които не е паложено 

изискването за неотрицателност, ще наричаме свободни промен- 

ливи. Общият вид на задачата. на линейното оптимиране е: 

Да се намери максимумът (минимумът) на линейната. 

функция 

(1.4) L(X) = еааа + воба + .. CnTn 

при ограничения 38 променливите Йй: 

annz1 +orz .. a1t =b 

(1 5) a1 4+а2222 +. a2, = I)z 

алза +aspTo Μ @z, = bs 

541,171 аг .. СН азатабя < bspa 
(1.6) ...... 

ата #3 Famazz .. Gptn < bm 

(1.7) 2;20,5=1,2,.,r(r<n) 

При s = m U © = п всички ограничения Ca ΟἹ тип равенство 
и типа (1.7), като условията 32 неотрицателност се отнасят 38
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В всички променливи. Такава задача на липейното оптимиране се 
парича канонична .?адача (форма, запис). 

п 

LX) = Σ су — max (min) 
#1 

при условия 

п 

У αμα; =y, 
321 

КБаноничина 
, задача 

- Ι 
J—
‘ 

N
 Ξ 

Когато в общата задача на линейното оптимиране 8 = 0 и 
r=n (1.c. uAMa ограничения ot типа (1.5) и няма свободни 
променливи), задачата. се нарича cmandapmua задача. 

п 

L(X)= ZCij — max (min) 
351 

при условия Стандарт- 

на задача п 

Za;j:cj <bh,i=1,2,.,m 

31 

В много задачи няма ограничения за. неотрицателност па про- 
менливите. Различните типове ограничения на липейните опти- 
мизационпи задачи обаче не предполагат различни методи 3a 
TAXHOTO решаване, защото всички те леспо се свеждат до екви- 
валентии на тях задачи, записапи в канопична форма.. 

1. Всички ограничения от вида (1.6), .e. "<", се преобразу-
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BaT в равенство чрез ПрибЕЪВЯНС* към лявата част на Hepa- 

венството па CAHO пово пеотрицателно неизвестно (допъд. 

нителнпо Н(ЗИЗВССТПО) . 

2. Всички неравенства ΟἹ вида ”>” (без условията 38 неот. 
рицателност) се преобразуват в равенства, чрез изважда. 
не OT лявата им част на едно допълнително неотрицателно 
неизвестно. 

3. Всяко свободно неизвестно +;, T.e. такова, па което Re 
са наложени ограничения за неотрицателност, може да се 
представи като 

а! - , Ξ &, 

където z; >0, ε50 - ξ 6 6πῆ0 и също 32 всички свободни 
неизвестни. 

ЗАДАЧА 1.1. Да се намери каноничната форма Ha задачата. 

L(X) =321 + 212 — «а 

при ограничения 
Ty —=3z2 21 < -1, 

411 ~2z3 = 5, 
2550 -3z3 > 6, 

212 0, 2 Z 0. 

Pewenue: 
z1 =312 42z 34 = -1, 

411 —2z3 = 5, 
2zy  —3z3 —z5 = 6 , 

х, 20, 7-1,2,4,5, 158 115 -е, в >0, 25 >0. 
Окончателно получаваме каноничната задача (форма) 

Γ(ΧῚ ΞΞ 311 + 212 - τ +е 

при ограничения 

τιὶ -Зто -213 чФе 414 
4z, —2z4 + 2 

27 -3z} - 8ὲ —z5 ΠῚ
1|
1]
 

2720, j=1,2,45 23>0, « >0. 

ЗАДАЧА 1.2. Да се определи броят на неизвестните B получената кано- 
нична форма, ако изходната задача. на линейното оптимиращце е некапонична, 
има п неизвестни 14, ΟἹ които 8 на брой ca свободни и р на брой от ограни- 
ченията. Ca неравенства. 

Отг. п +р+1
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ЗАДАЧА 1.3. Да се докаже, че ако едиа задача на липейпото оптимира- 
ке има оптималси план, то и съответната й канонична. задача има оптимален 

план. 

ЗАДАЧА 1.4. Ако X* = (51,„„;Ер,г;;,н,,„,5:„5„“,„„1„„,5) е ре- 
шение па каноничната задача, запишетс решепието на изходната 3a- 

дача. 

Y — (= = =1 =1 =1 Omz, X = (%1, 8p, #+ — €, + — € .. Ел — Ε). 

Като вземем предвид, че коефициентите B левите части Ha OT- - 
раниченията (0T типа ” <”) са обикновено количества ΟἹ някакъв 
ресурс за производство на единица продукция, а десните части 
па ограниченията. са наличните количества ресурси, можем ико- 
помически да. ипнтерпретираме допълиителните неизвестни Taka 
(нищо, че не участват в решението па изходната задача): 

— 

1. Ako Zp4; = 0, ὁ = 1, 2,..., съответният ресурс b; 
ще бъде изчерпан напълно при намерения план. В този 
смисъл ресурсът b; може да се счита за дефицитен. 

2. Ако ааа > 0,1 Ξ 1, 2,... и това реално количество 

с прибавено в 1-тото ограничение, това озпачава, че при 
намерения план ресурсът by няма да бъде изразходван 

нанълно с Tp4; единици. 

При перавенства or вида Ἐ» десните части па ограничение- 

ὍῸ изразяват обикновено пякакъв минимален общ ресурс (обем 

на производство или печалба), а косфициентите в левите страли 

τ ресурсите за есдипица продукция. Икопомичесх:а иптерпрета- 

ЦИя на допълнителните промепливи в този случай е:
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1. Ако Фщ =0, i =1, 2,.. — съответният ресурс b; 
(обем па. производството или печалба) ще бъде постиг- 
нат. Този оптимален план гараптира изпълнението само 
па. програмата. "минимум”. 

2. Ако а > 0, ὁ =1, 2,... и това реалцо количес- 
тво е изваждано ΟἹ i-TOTO ограничение, това означава, 
че при намерепия план ресурсът b; (обем производство, 
печалба) е падхвърлен с Znti- 

Ако —)_{— € P e оптимален план Ha задачата 33 намиране Ha 

максимум, очевидно следва верността Ha следните релации 
- 

L(X) = max L(X) = L(X) < L(X), VX 
= —L(X) 2 ~L(X), VX = 
= min(-L(X)) = ~L(X), 
= —min(-L(X)) = I(X) = 

= Ἕἓἔἰζ(Χ) =- &neirllj(—L(X)). 

Напълно аналогични разсъжденпия, Korato X € P e план πᾶ 
задачата 3a търсене Ha минимум и гореказаното, са достатъчно 
оспование J2 твърдим, че задачите тах L(X) и min L(X) имат 
едно и също множество от планове Р. Нещо повече: 

За произволна функция Γ(ΧῚ и произволно множество 
от планове Р 

тах L(X) =~ ταῖη - Κ(Χ}), 

Н() =~ pag(- L)) 
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4. Канонична задача. Базис на опорен план 

Както отбелязахме, всяка задача ὰ линейпото оптимиране 

може да сс сведе до CKBMBAJCHTAA па нея канонична задача.. 

(18) ЩХ) (С,Х)- max 
при ограничения BeKTOpe}I 

запис Ha 

канонична. 
(1.9) 4у 4 Дзто + .. + АаФа = B, 

(1.10) X >0. та задача 

А Ξ (а т — матрица на ограниченията (условията); 
В -- вектор на ограниченията; 
4) -- всктор на условията, съответстващ па исизвестното 

Т j: l, 2,..., n; 

X = (21,82, а) — вектор на неизвестните. 
Множеството ΟἹ плапове Ha задача (1.8) — (1.10) се състои 

от всички вектори нпа неизвестните, чиито координати удовлет- 
воряват (1.9) и (1.10). 

Ако рапгът на матрицата A е различен ΟἹ ранга па разшире- 
пата матрица на системата (1.9), от липейната anrebpa знасм, 
че системата (1.9) пяма решение, T.¢. множеството OT планове 
па задачата ще бъде празното множество. 

Иптерес за оптимирапето представлява случаят, когато сис- 
temata (1.9) има решение. Без ограцичение на общността можем 
да считаме, че 

rank(A) < т < п. 

Това е така, тъй като rank(A) < min(m,n) и освен това, ако 
rank(A) < т, след изключвапс па съответен брой уравпепия от 
системата (1.0) ще достигием до система, сквивалептна LA да- 
дената, с толкова уравпения, колкото е рангът па A. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Един план на каноничиата задача 
с опорен, ако вскторите на условията, свответстващи 
на нснулевите му компоненти, ва линейно независими. 
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Ако пулевият вектор e план на задачата, той ¢ опорен план. Всеки план с единствена. строго положителна. компонента, слъщо с опорен. 
Опорпите планове имат пе повече ΟἹ т пенулеви компоненти (m = rank(4)). 
Един план се нарича. изроден, axo броят на пенулевите му компонецти е по-малък ot т. Всяка задача na линейното опти- миране, която има изроден опорен план, ще наричаме uapodeng задача. 

ЗАДАЧА 1.5. Дадени ca ограниченията. 

21 Ф 12 Ἔ та =5, 
22y + 12 + Зга =9, 

Па се определи кои от сле, Ддните вектори са опорни плапове 38 тези огра- ничения: 

Х (0,3,2), Ж < ,Ξ ἶ) 

Решение: Всеки от векторите Х1, X2, X3y Xt е план, тъй като компонен- Тите им удовлетворяват ограниченията (директна. проверка). Векторите на условията. съответстващи на ненулевите компоненти πᾶ пла- 
1T, 

на X' Ay = ( κ Ay = Ca линейпо незанвисими, тъй като 
\ ᾽ 2 1 ᾽ 

ῃ 
‘% i‘:—]#fl. 

CHCIIOBB.TGJIHO планът Χι е опорен, АНЗ.ЛОГИЧНО X2 също е опорец. Плановете Х? и X* пе са опорни, защото броят н HENTH е по-голям от m (3 > 2). 
Опорните планове X' и Х2 са неизродени. 

а пенулевите им KOMIIO- 

ЗАЛАЧА 1.6. Има ли изродени опорни планове 32 ограниченията от зада- ча 1.5? Защо? 

ЗАДАЧА 1.7. Дадени ca ограниченията. 

521-22-1*3:5, 

T1+ 22 —23=1. 

1 2 _ Да се определи дали векторите Х7 = (1,0, 0), X*=(2,2,3)ca опорни планове 32 ограниченията., 

Отаг.: X' 6 опорен и изроден; Х? не e опорен.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Базис на опорен план с асяка купиост o : iy § ш 
сввку т т ueuseecmnu vz, # = 1, 2,..., n, чийто свьответни всктори на условията ca auneiio независими 
и която сбдбржа веички строго положитедлдики неизвестни 
ту om опорния план. 

Ясно e, че едий неизроден опорен план има точно един ба.- 
3110 — променливите, съответстващи HA ненулевите компопненти 
па плана. Ако опорният план обаче е изроден (броят ma непу- 
левите компоненти е по-малък от т), тогава съвкупността от 
променливите, съответстващи на тези компоненти, може да се 
допълни A0 базие по различни начини. 

Планът X1 = (1,0,0) ot задача 1.Т е uspomen. Всски негов 
базис се състои ΟἹ две неизвестни, тъй като ралнгът на матри- 
цата на ограпиченията е две, Освен това в базиса задължително 
участва променливата. #1. 

Тъй като 

;έΟ и А2=|А1,А3|= 
5 - 

А Ξ [41,.42| = 1 0, 1 7 

(T.c. векторите на условията са линейно независими), всяка ΟἹ 

променливите Ζ2 и T3 може да } 10 включена B базиса. Следо- 
1 

вателно базисните представяния на опорния плак Xt са (21, 22) 

и (Il, $3). 

ЗАДАЧА 1.8. В капонична. задача с размери т X л е намерен опорен план 

c k, k < т ненулсви компоненти. Какъв е максималният брой базиси на. този 
„К < 

опорен план? 

5 - 

1 -1 

ивите OT базиса се наричат базисни променливи . Ком- 

ъответстващи на тези променливи в плана. Х, се на- 

а съответните вектори на условията 

Променл 
понептите, с 
ричат базисни компонепти, 
--- базисни вектори . , 

Ограпиченията. на каноничиата задача представляват една 

линейна система ΟἹ т уравнения с п неизвестни. При това да 

припомпим, че пкравим разглежданията при rank(A) =m. 

a1127 + a1222 ее Ἔ ай = by 

аз124 + 12222 + oot ааащ = 62 

(1.11) 
апт 21 + ата 2 Е Т Е bm- 
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С метода на Гаус -- Жордан можем да решим тази система 
спрямо т на брой променливи, Ha които съответпите вектори 
τ условията са липейно независими. Без ограничение па общ- 
ността може да. считаме, че това са първите т променливи. Ще 
получим CUCTEMaTa 

2 +апт4л тл ее F а а = βι 

(112) 2 Фазт+а т Те Ἔ Q2 Tn = β2 

Ty “αχατι ι т4 еее Т ааа = flm- 

Ясно e, че броят на всички такива представяния € краен и е 
равен на броя па всички т-торки линейно независими вектори- 
стълбове Ha условията. 

Когато получените свободни членове Д;, + - 1, 2,..., т ca не- 
отрицателни, т.е. f; > 0, системата (1.12) се нарича базисен вид 
на системата (1.11) (базисно представяне) . 

ПРИМЕР 1.1. Да се намерят базисните представяния на системата 

ι τ ῖ +IT3 -4 =3, 
παῖὶ 4222 -—z3 =0 

1 -1 1 -1 
A= ΕΝ , Az = 2 , 43 = 1 , 44 = 0 , rank(A) =2 

Линейно независими ca двойките вектори A1, Аз; A1, 44; Az, 3; Az, 4; As, As, 
T.e. можем да имаме най-много 5 базисни представяния. Решаваме системата 
спрямо 1 M £2; 21 M 14; T2 И L3} T2 И £4; T3 И T4. Очевидно изходкната система 
има две базисни ппредставяния — спрямо (Z1,Z2) и (z2,3) 

z1 +z3 ~2z4 =10, 
+z2 - Ха = 

(Представянето е базисна, тъй като 5 и 10 ca цнеотрицателни числа.) 

Да се върнем отпово на базисното представяне (1.12). Ако 
заместим в това. базисно представяне небазисните променливи с 
нули, T.e. 

Tl = T2 ΞΞ =y = 0, 

базисните променливи 11 ..., . ще получат съответно стойнос- 

ти 1,8, . βηι- 
Тогава. векторът 

7 = (fll’fl?r ---yflm,o,...,o)
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ще бъде решение както HA системата (1.12), така и па еквива” 

лептната й система (1.11). Следователно Х ще бъде _onopen 

план па ограниченията πὰ канопичната задача. Планът X наис- 

типа с опорен, защото векторите на условията па пепулевите My 

компопепнти са липейпо пезависими. И така всяко базиспо пред- 

ставяне па системата. (1.11) опроделя един опорек план, Вярно 

е следното твърдение: 

ь TEOPEMA 1.1. Ila всяко базисно представяне на cuc- 

темата (1.11) (капоничната задача) свкответства един опо 

рен план на задачата. 
Дески опорен план на каноничната задача ¢ свответен на 

някакво базисно предетавяне на системата (1.11). 4 

Ако в базисното представяне на системата косфициентите βι 

са строго положителни, TO съответният опорен план Хе неиз- 

роден. Ако съществува поце едно f; = 0, опорният план Хе 

изроден. 

Обръщаме впимание, че ¢ възможно па различни базисни 

представяния па CUCTCMATA да съответстват едпи и същи опорни 

плапове па задачата. Па всеки изродеп опорен плап Х съответ- 

ства поне едно представяне. 

ь TEOPEMA 1.2. Опориите планове на каноничната за- 

дача ca краен брой. 4 

Верпостта. па това твърдение с очевидно следствие от това, 
че броят на линейно независимите т-торки ΟἹ вектори на усло- 
вията с красин брой (не повече ΟἹ С“) и теворема 1.1. 

СЛОДНИТС важпи за липейното оптимиране резултати ще фор- 

Мулирамс без локазателства., 

ь ТРОРЕМА 1.3. Ако каноничната задача има план, то 
тя има и опорен план. < 
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р ТЕОРЕМА 1.4. Ако в множеството от планове це- 
левата функция L(X) на каноничната задача за максимум 

е ограничена отгоре, за всеки план Х сощестаува опорен 

план Y, за който 

(1.13) L(Y) > L(X). 

СЛЕДСТВИЕ 1. Axo в непразното миожество om пла- 
нове целевата функция на каноничната задача 30 макси- 
мум е ограничена отгоре, mo задачата има опорен опти- 
мален план. 

Задачата, на линейното оптимиране няма решение са- 
мо ако: 

1. Пелевата функция e неограничена отгоре (респектив- 
но отдолу при търсене на минимум); 
2. Множеството OT планове е празнпо. 

5. Симплекс-метод 

Резултатите, получени за каноничната задача, дават един на- 
ὙΠῈ 32 намиране нпа решение само измежду опорните планове на 
задачата Ha линейното оптимиране. Тъй като опорните плано- 
ве са краен брой, можем да намерим всички опорпи планове и 
за решение да вземем онзи, при който целевата функция има 
максимална (минималка) стойност. 

Практически този начин е неприложим — една система с т 
уравнепия трябва да се реши CHPAMO всички т-торки неизвес- 
тни, съответстващи на линейно независимите вектори на усло-
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вията. Като се вземе предвид, че броят па тези т-торки ес 

ΕΝ п! 2“ 

mi(n—m)l ” /rm’ 

се оказва, че броят па аритметичните операции, пеобходими 32 
памиране на всички планове, е приблизително 

2".m2./m. 

HpaIfTH‘ICCKVITC задачи ca обикновено с pa3MepH, по-големи OT 

30 х 50 и горпият метод води до изчислителни процедури от по- 

рядъка на хиляди години, което го прави неизползваем в реално 
време. ΄ 

ETo защо се използва един универсален метод от групата Ha 

точните методи, т.е. метод, с който могат да се решават всички 
задачи на линейното оптимиране и ако задачата има решение, 

с него се достига до оптимално решение или сс установява не- 

разрешимостта. на задачата. 
Cumnaexc-memodsm e създаден от Джордж Данциг, който през 

1947 г. ¢ формулирал общата задача па липейното оптимиране 

и през 1949 г. ¢ публикувал симплекс-метода 32 решаването й. 

През 1939 г. Л. Β. Канторович е създал метод на разреша- 

ващите множители и го е използвал при решаването на някои 

класове задачи на линейното оптимиране, като по-късно мето- 

дът е доразвит и получава названието метод на обективно обус- 

ловените оцеинки . 

Двата метода. са построени на един и същ принцип и се раз- 

личават само в детайли. През 1956 г. Данциг, Форд, Фалкерсоп 

и др. подробно развиват симплекс-метода. 

г 
3a ma се приложи симплекс-методът: 

1. Orparmqexmfi"ra в модела па задачала ТрЯбВа 

(1.14) да бъдат от тип равенство. 

2. Матрицата А на решаваната система уравние- 

ния трябва да съдържа единичпна матрица OT т 

ти ред (базисно представяне). 

равленски и други линейни задалчи 

а само ΟἹ тип равенство или по- 

(1.14), поради което техните 

В редица икономически, ὙΠ 

раничителните условия не с 

M0 не са изпълнени условията
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модели трябва да се приведат към горе цитирапите изисква- 

ния HA симплекс-метода, след което могат да се решават с ΠΟΡῸ, 

Налице са следпите четири възможиности. 

Първи случай (каноничина форма): 

ре СХ -»max, AX=DB, X>0 

При задачи с такъв модел: 

1. Ако системата ¢ приведена B базисеп вид, условията. (1.14) 

са налице и симплекс-методът е приложим (боз преобра- 

зувания Ha MOZeNa); 

2. В останалите случаий моделът се преобразува, KaTo се до- 

бавят изкуствени променливи 10 вида 

L(X) = еа + a2 + .. Cn¥a — Mzpypr — oo — MZppm — max 

при ограничения 

апла 1 Ἔ ὥρι 2 + ... + аплп. Хн = bin 

z;>0,7=1,2,.,nnt+1l,.., n+m 

(броят на изкуствените промецливи е < т, те се добавят 

само в онсзи уравнения, в които това се палага, 3a да. се 

стигне до базиспо ПРОДСТЗВЯНО). 

В ποποβᾶτα функция изкуствените променливи се включват с 

косфициент (—M), където M с достатъчно голямо положително 

число (при задачата. за минимум с коефициент (+M)). 

Bropu случай (стандартна форма): 

[ =CX -> шах (min), АХ < В, Х >0. 

При задача с такъв модел към всяко перавепство прибавяме 

допвлнителна променлива, което осигурява наличисто па изис- 

квапията (1.14) и прави приложим симплекс-метода..
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Допълнителните променливи се включи ат в целевата фУНКЦИЯ 
" иепти nyna: с ЪОСФИЦ 

LX) = вл + с +... + ey + 0.8t + oo Ἐ 0.y 

при ОГраПИЧ(ЗЦИЯ 

an@1 + 4122 + .. 0T,y = 

ам а1 Ἔ 02222 + .. Ao, Ε = by 

1%L + @m2Z2 + ... + Gy, | ПЕИ 

2520, 7=1, 2,., п, n+1,.., n+m. 

Трети случай: 

[,=CX -> min (max), AX>DB, X>0. 

1. ΟἹ всяко неравенство се изважда по една допвлнителна 
променлива, за да получим ограничения OT тип равенст- 

во. В целсевата. фУПКЦИЯ допълцителпите промснливи се 

включват с нулеви КОСфИПИОНТИ: 

τ
 

. Към уравнепията сс прибапя по седпа изкуствена промен- 

лива с КООфИЦИОНТ едипица с цел да се образува очевиден 

базис. В целсвата. функция при търсепе па мипимум из- 

куствените променливи се добавят с коефициент (+M), а 
при задача за максимум — с косфициент (—M ), където M 

с достатъчно голямо положително число. 

Моделът ще добие вида. 

. ЩХ) τ οαὶ Ἔ ωδὸ Ἐ.Ὲ ὀμδα τ 0@ap е.. Ἔ " η Ἔ 

+ M. ааа Ἔ . - M ιά τά τα — min 

ΠΡῊ ограничепия 

A4+ aip2,  —Tndl Ἐ ае = 

ΔΎΤ Ἔ азп и - ааа Tntm+2 - ὑ) 

Ф1 Ἔ . “Tntm Р п = ὕπι
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) »Ό, 7-1, 2,...) n+2m. 

Четвърти случай: 

L=CX, AX$B, Х>0. 

Молелът се преобразува, KakTo беше посочено във втори и 

трети случай. 

Ако резюмираме казаното, всички модели на задачата на ли- 
нейното оптимиране се привеждат към изискванията (1.14) с 

добавяне (изваждане) на допълнителни променливи или HA из- 
куствени променливи с цел да се образува базис. 

Когато базисът на изходното решение се състои само от до- 

пълнителни променливи или променливи, съдържащи се B из- 
ходната система, симплекс-методът се нарича симплекс-метод 
с естествен базис (обикновен симплекс-метод). 

Когато базисът Ha изходното решение е изкуствено създаден, 
T.e. съдържа поне една изкуствена променлива, симплекс-ме- 
тодът се нарича симплекс-метод с изкуствен базис (метод на 
изкуствения базис, М-метод). 

Решаването на задачата с метода на изкуствения базис нолз- 
ва алгоритъма на симнлекс-метода с тази разлика, че след като 
една. изкуствена променлива се изключи от базиса, не е необхо- 
димо да се изчисляват компонентите Ha нейния вектор-стълб. 

Идеята на симплекс-метода €, като се вземе един начален 
опорен нлан, да се достигне до друг опорен план, който е по- 
дабър (не по-лош) ΟἹ предходпия. На всяка стъпка. се изследва 
за оптималност опорният план и се прави следваща итерация 
в случаите, когато това се налага, докато се стигне до опорен 
план, който е оптимален. Обикновено пе се налага намиране- 
то на всички опорни планове, за да се стигне до решение на 
задачата. 

Проверка (критерий) за оптималност. Преминаване към 
друг опорен план . 

Нека имаме едно базисно представяне на системата на усло- 

вията.
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o1 ааа B4t + o Ἐ Qg Ty + o QT = 44 1nTn 1 
Ζ2 +азтаа т4 + .. + аз,а + .. азпба = βὰ 

TmtQmmi1 Tmt1 + ..+ QUmgZq + .. Еул Ел = βπιν 

0_ 
съответен опорен план “ = (βι, fy,..., A, 0, ...,0) и решаваме 3a- 
дача за търсене на максимум. 

Ако изразим от TOBa базисно представяне базиспите неизвес- 
ТНИ 1, s Tm И ΤῊ заместим в пцелевата функция, ще получим 

(1[6) L(X) = Lo - Ат+1шт+1 - Am+2zm+2 -...- А„:с„, 

където 

Δ]' =cia1j + сзаз; + ... Ῥ смату 1 ΞΞ т + 1,.., n, 

Ге а1 + B2+ .. + emPm (Lo - свободен член),. 

1. . Ot (1.16) се вижда, че стойността на L(X) може да се уве- 
личи чрез даване па положителни стойности.на свободните 
променливи само ако техните коефициенти А; са отрица- 
телпи. Ако всички Δ; > 0, то при даване на положител- 
ни стойпости на свободните променливи 2) стойността Ha 

I{X) не може да се подобри (увеличи). От това следва, че 

функцията L(X) ¢ достигнала максимума си при плана XO. 

Критерий 33 оптималност: Един опоренп план е оптима- 

лен, ако в съответстващия му базисен вид на системата 

(задачата) всички косфициелти πᾶ целевата функция ca 

П(ЪОТ[)ИЦЗ.ТСЛНИ7 т.е. 

Δ; >0, фе те П. 

2, Heka съществува поне едно Δ) < 0. Без ограничение na 
общността. да допуснем, че A, <0, т+1<а4<т.
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За) Нека всички коефициепти 

Qg ΟΖ4} " амта 

са пеположителни. Да положим в базисното представяпе 

(1.15) #4 = 0 > 0, а всички останали пебазисии променливи 

Да са равни на нула. За базисните променливи 1ще получим 

z;=fi - αἱςθ Σ0, ἐξ1, 21""7 m, 

защото θ > 0 1 ащ < 0. Векторът 

Χ(θ) Ξ (βΙ -щ„д, .. fim - am,,O, 0,..., 0, t, 0, Ό 0) 

очевидно е планп на задачата с ограничения (1.15). Oc- 

вен това οτοὔποοττα на целевата фупкция за този вектор 

хХ(0)е . 
5(Х(0)) Ξ Lo— A0 

и целевата функция очевидно неограничено ще нараства с 

парастването на # (А, <0, § > 0). 

Ако в даден базисен вид па каноничната, задача целев ала 

фУНКЦИЯ има отрицателен КОСфИЦИОПТ Δι; и всички KOC- 

фициенти апа,-..) Oimg пред съответната неизвестна T, са 

пеположителни, то функцията е неограпичена отгоре в 

множеството ΟἹ плапове. Задачата пяма решение. 

26) Нека съществува коефициент А, < 0 и за всички Takuba 

коефициенти поне един от коефициентите 

Q1gy Ч24 не Qg 

¢ положителен, T.C. Qig > 0, 16 [l,m]. 

В този случай не е изпълнеп критерият за оптималност, а не 

¢ палице и критерият за неограниченост на целевата функция-. 

В такъв случай се налага да преминем от едип онорен план към 

друг — ΟἹ едно базисно представяне на системата към друго. 
При това преминаване една. от базисните промепливи Ha CUC- 

TeMaTa става небазисна и на нейно място в базиса сс включва
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одна от небазисните променливи. 3 
но представяне трябва да решим сдио ΟἹ Уравненията. па систе- мата спрямо T и да изключим Zq OT останалите уравнепия. Освен това трябва. да подберем това уравпепие Taka, че след изключване на Ty ΟἹ останалите урависния да получим CHCTeMa, която е базисно представяне (за снободните й члепове Bi да с изпълнено βὲ > 0), 

а памиране па новото базис- 

зиспо представяце цпалага, 

.. #8 ς 3. B | = #2 
fip_ ‘Pq>0 и βὶΞ βι Qg :q>0, t=1, 2., m, i#p 

- L (Tyx βί ca новите свободни члепове ma системата. след преобра- зуването). 

1. За верността па горните изисквания очевидно трябва 
ам > 0. 

м
 

ГО[)НИТе изисквания са изпълнени 33 всяко Qg <0. 

3. 3a да бъдат споменатите изисквания изпълнени в случаите 
а > 0, достатъчно с 

Уравнението р можем да решим спрямо T, и да го из- 
ключим OT остапналите уравнепия, ако 

Поебазисното неизвестно ἄφ, което влиза в новия базис, се избира измежду онези пебазисни пеизвестни, за които 
A, <0. 



Ν 
C нова ¢ 38 стойцостта на целевата функци. N я нОовИия спорен план X! се получава 

(%) R 

(1.17) ΤΑΧῚ τ 10 -- “LAg> Ly, 1.6. 
ра 

ΓΑΧῸ Σ 1, 
където Lg е стойността па целевата функ ция при предит Ε реп плап. 

by 9 предишиния ono Новият опорен план Х !, съответен на. повото GasucHo предс- тавяне, има вида 

1 , , , , Χ =g, .., β'-αν 0, Въ By 0,..., 0, By O, ..., 0). 
A базисът е B(X!) = (@1, οο Bpo1, 2а Ty, e T 

Axo опорният план ΧΌ e неизроден (Д; > 0), от (1.17) се вижда, че L(X1') > 1(Х09), т.е. целевата функция е по- добрила стойността си. 

ῬΠΟΜ в опорен план, в който вече сме били. 
Axo опорният план X° е изроден, то e възможно fp = 0 и 

Б() = L(x°), 
T.e. стойността Ha meneBaTa функция ocTaBa съшата.. 
Намираме се в същия опорен план, но сме преминали към 
друг базис. 

) 

Когато не е налице критерият за неограниченост Ha ueflcl!:':: 
фуавкция и има няколко коефициента Δ; < 0, от (1.17) се в 

oT да, че пай-бързо подобрява целевата функция пай-малкият 

отрицателкните коефициенти A;. 
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Ще отбележим, че при изродените задачи на линейното оп- 
тимиране е теоретично възможно да се получи зацикляне в про- 
цеса. на тяхпото решаване — целевата функция не променя стой- 
постта CH, оставаме в същия опо 
минавайки през различните м 
базис. Зацикляне 

6. Алгоритъм на симплекс-метода. Симплекс-таблици 

Да резюмираме получените резултати, описвайки алгоритае- 
ма на симплекс-метода при задача за твреене на максимум. 

1. Намираме базисно представяне (опорен план) па cucTeMa- 
та условия па задачата (ако пяма естествен базис — пост- 
рояваме изкуствен). Изключваме базисните пеизвестни ΟἹ 
целевата функция L(X), т.е. намираме коефициентите Δ; 
па. целевата функция. 

2. Ако всички А; > 0 -- съответният опорен план е оптима- 
лен. Край. 

3. Съществува Δ; < 0, за което Ма;; €0, i =1, 2,..., т. Це- 
левата функция е неограничена отгоре, т.е. задачата няма 
решение. Край. 

4. За всяко Δ; < 0, поне едип ΟἹ коефициентите o;; > 0, 
i=1, 2,.., m. Избираме ключов стълб ¢, за който Ay < 0. 

5. Избираме ключов ред р, за който 

6. С метода на Гаус — Жордан правим елементарно преобра- 

' зуване Ha CHCTEMATA с ключовия елемент а M получавамс 
. ъщамсе се Ha 2. (нов) опорен план Връшщ
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ЗАДАЧА 1.9. Формулирайте алгоритъма на симплекс-метода при задахчи 

за търсене па минимум. 

За удобство и прегледност дапните па задачата (v междин- 

ните резултати от решаването) се записват в симплекс-таблици, 

Най-общо симплекс-таблицата има вида 

Въпреки очевидността, ще дадем следните пояснения: 
С — стълб от коефициенти на базисните неизвестни в целе- 

вата функция; 
B; — стълб от базисните променливи (на различпите урав- 

нения); 
Аа — стълб от свободните члепове на системата; 
Първи ред — коефициснти на целевата фуйкция; 
Втори ред — променливите Ha делевата фупкция (съответни- 

те вектори на условията); 
Основна Ччаст — матрица Ha системата ограничения; 
Последен ред — съдържа. стойността Lo на целевата функция 

и индексите Aj. 

=1 

n m т 

ο е)у 3а 3 ; аво т.е. Lo + (С,40). 
7=1 =1 

Индексите Δ; се mpecMsiTaT 1o формулата 

т 

Δ; + (С,А;)- е; = Zciai}' —¢, 2 Ξ 1, 2,..., n 
1:1
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Горе с (С, 4) и (С, А;) сме озпачили скал скаларното про 
па векторите. Р роизведение 

Индексите А; на базисните промепливи пяма пужда да се 
пресмятат по ropuata формула. Те ca равни на нула. Казаното ще илюстрираме с примери. 

ПРИМЕР 1.2. Да се определи 

(1.18) L(X) =321 — 22 4 215 — max 

при следките ограничения 

δι 812 Ф+Иха <11 
(1.19) 1 — 22 + Зта <2 

=371 Ἔπ) Ἐ z; <3 

z;20,5=1,2, 3. 
Pewenue: KB.I\'I'O 0T6€JIH3B.XME, свеждаме системата нперавенства до система 
уравиения, чрез ДОбаПНПЕ па една допълнителна променлива с коефициепт 
единица към всяко ΟἹ HEPABEHCTBATA. МОДСЛЪТ ка задалата ще добие след- 
пия удобен за симплекс-метода вид: 

(1.20) L(X) Ξ За - τ + 225 - 0.74 + 0.25 + 0.26 — max 

при условия 

z1 +3z2 +1llza +z4 =11 

(1.21) ry — T2 Ἔ 315 Β =2 

—3z1 4 T2 + т3 +zg =3 

2,20, =1, 2, 3, 4,5, 6. 

Ha система (1.21) намираме едпо изходио решение (начален опорен илан). 
При z; = #а = #а = 0 имаме #4 =11, #5 = 2, z6 = 3. Променливите z4, s, #6 

ca базисни. 0 

Полученият пачален план Х” e 

X° =(0,0,0,11,2,3). 

Построяваме и попълваме симплекс-таблицата. 

1 Lo= (Ο, Ag) Ξ 0.11 + 0.24+0.3 < 0; 

2) Ал Ξ As = Ав = 0 — променливите T4, £5 и +в са базисии.



Гл.2. Оптимизационни алгоритми 8 графи и мрежи —_— н а а а ае с А 

А - (С, А) - е. - 0.1 +04 + 0.(-3)-3--3 
3) Аз-(С, 42) - с -- 0.3 + 0.(-1) + 04 - (-1) 1 

Аз - (С, А) - ва - 0.(И4+34+1)-2--2 

Тъй като не всички А; > 0, полученият план не ¢ оптимален. Критерият за 
пеограниченост на целевата функция също не е налице — 88 Δ) < 0, За;, > 0, 
1-1, 2, 3. 

Те ,премиием към друг опорен план. Ключов стълб може да бъде както 
A1, така и Az (Ay - --ὅ, ЛАз = -2). Избираме A1, тъй като А = -3 най-бързо 
подобрява стойността на целенвата функция. 

Определяме ключовия ред. Тъй като 

ключов ред ше бъде вторият, т.е. ключовият (разрешаващият) елемент ще 
бъде елементът α2,. Ще извадим от Gasuca 15 ¥ на нейно място базисиа ще 
стане променливата Tj. 

Прилагаме метода на Гаус — Жордан и преобразуваме таблицата., 
Да припомним правилата. за преобразуване па матрицата при метода на Гаус --- Жордан, - 

1) Попълваме ключовия ред (старите коефициенти делим на ключовия еле- 
мент); 

2) Попълваме "новия” базисен стълб (нули в празните клетки); 
3) Попълваме оставащите базиски стълб ове — тези, които са били и ос- тават базисни; 

4) Попълваме остакалите празки клетки по правилото 

а.с bioso = berapo - < 
кл.ел. 
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1.0 

Както се очакваше, стойпостта па целевата функция се подобри с А.0 = 

42 = 6. Коефициентите Δ; може да се UPCCMATAT по всеки OT двата начина. 

Σ 4pes скаларното произведение на вскторите (C, А,) - ογ, или по Гаус — 

ЗКордановото правило 88 изчислянане на слемент от таблицата, Единият от 

зата начина може да. служи за проверка. Да припомпим още веднъж и това, 

а А-те на базисните променливи са нули. 

че За новия план Аз = —2 < 0. Плапът не ¢ оптимален, Оснвеп това uMa коефи- 

цие;ГГ от стълба Az, който е положителен — това е α12 =4 > 0. Преминпаваме 

към друг опорен план с сдинствено възможния ключов елемент ача = 4, 

15
 

=2 
472 

Δ: - (С, Аз)- ο5  ((-1).2 + 3.5 + 0.14)-2- 1 >0 

ка = ὡς = I — 1 - = 1 <
 | 

+
 

-
 Ι Ι 

9 51 -ῖ.{.ἷ.. 

11 1 1 
-1).- =4+0=-}—-0==>0 

<( П.у 2) 77 

1 3 5 10 5 
((—1). (—Z) τϑιχ + ο.Ξ) -ο- T=5>0 

Разбира се Az, Ay и As можехме да пресметием, като попълним клетките 
οἹ таблицата с правилото на Гаус — Жордан. 

Всички A на получения плак са 2> 0, следователно този план € оптимален. 

17 9 27 21 
Xont = (ἷ’ἶ’0’0᾿0᾿ ἷ)’ Lax = 5 

Ay Ξ (С, 4) — са 

Δε =(C, As) -- с 

Забележка: Лко тази задача. трябваше да решим като задача за търсене 
ка min А( Х) при същите ограпичения: 

а) можехме да я превърием в задача за търсене ца максимум, като изпод- 

3paMe направените вече теоретични бележки, a именио 

(0) - τ екКе) 
б) или като променим критерия за оптималност ΠῸ отношен ие стойпостите 

на А;. При търсене на минимум, ако VA; < 0 
, планът е оптималецн.
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Ако съществува. Δ; > 0, за което всички &ij < 0, критерият 32 неогра. 

ниченост на целевата функция € налице -- задачата няма решение. В 

остамалите случаи минаваме към нов опорейн плакн. 

ПРИМЕР 1.3. Да сс намери минимумат на L(X) 

L(X) = -1а + T2 

при ограниченията. 

—2zy  +z2 -Ἐ23 =4 

δι —4z2 +z4 =4 

τι —222 +zs =10 

Решеницие: 

Намереният план не е оптимален, A; =1 > 0 (решаваме задача. 3a търсене 
на. минимум). Ключов стълб е първият стълб А:., Тъй като 

Полученият план ке е оптимален, Az =3 > 0 ¥ липсва критерият 32 иеог- 
раничекост на целевата, фупкцип. Премипаваме към нов опорен планц ¢ ключов 
слемент азо. 
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. _ 1 Тъй като Ал = Σ > 0 ¢ всички елем 

критерият 38 неограниченост па целев 
пнай-малка. стойпост. Задачата няма р 

CHTA ащ ca отрицателпи, налице с ата фупкция, Тази целева функция пяма. 
стецие. 

7. Симплекес- MCTOX с изкуствен базис (М-задача) 

Когато п задачи ΟἹ tuya 

(1.22) L(X)=(C,X) > max 

при ограпичения 

(1.23) AX =B, X >0 (wm AX > B, X > 0) 

“ липсва” (не се вижда) естествен ба. 
на задача {1.22) — (1.23) 
паричана още -задалча. 

зис преобразуваме модела и получаваме нова разширена задамча, 

— 

(1.24) L{(X)=c1z; + coza +... + сЕ -- М ен — ... 

при ограничения 

21121 +...4 ааа ба+1 =bh I21%1 +-...4- аза тл ЕИ =b (1.25) 

ат1 т1 +...Ф йта п Е 5 В 

1;2>0, 7=1, 2,.., n+4m. 

Оптималното решенисе Ha задача (1.22) — (1.23), ако има Ta- 
кова, сс получава след решаване па Μ -задачата, Н 

За разширената М-задача се прилагат правилата на сими- лекс-метода. Разликата ссе състои в това, че когато една от 

изкуствените променливи излезе ΟἹ базиса, съответният па нея 
вектор-стълб може да сс изключи OT таблицата, Основание за 
това дава следната.
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> TEOPEMA 1.5. Axo в оптималното решение на М -за. 

дачата 

Xont = (#1, #25 «е Ty Фич1а Tt 2y ее Trgm ) 

всички изкуствени променливи +та4; са равни на нула, то 

Q X = (1,22, н #) 

в оптимално решение на uzzodnama задача (1.22) — (1.23). 
< 

И 

Докажете верността на следните две твърдения: 

ТВЪРЛЕНИЕ 1: Ако оптималното решение на М-за- 

дачата съдържа поне една изкуствена положителна про- 

менлива, системата (1.23) няма решение. 

ТВЪРДЕНИЕ 2: Ако линейната фупкция (1.24) на М- 

задачата е неограничена, изходната задача няма решение 
или поради песъвместимост на системата (1.23), или по- 

ради неограниченост отгоре Ha целевата фупкция (1.23). 

ПРИМЕР 1.4. Да се намери минимумът на функцията. 

L(X) = --4πὶ — £z — 3z3 — min 

при ограничения 
га 4272 +3z3 =30 

221 + x2 +5za =40 

1 +2z2 +z3 =20 

- 2> 0. 

Решение: Моделът на М-задачата (разширената) има вида: 

L(X) = —4z1 — жа — 373 + Мла + Мев + Мев — min 

при ограничения 

ха +2z2 +3z3z еа =30 

2ащ -+ z2 +5z3 +zs =40 

απι 1212 - 13 +z6 =20
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Попълваме симплекс-таблицата и решаваме M-3 -задачата.. 

Задачата е за търсене na минимум. Пай-голямата А e Аз = 9M - 3. Пре- 
минаваме към друг опорен план. ’ 

-4 
А 

М _1/5 
2[5 
3/5 

18M—24 M/s_- 1475 [ 16M 

Ma}cyc’mena’ra промеплива. 15 изпълни npem[aanaqelme'ro си (yqac’ma в съз- 

давапето Ha MJkyCTBe]IMH баЗИС) Тя вече не е необходима при решавапес на 

задачата и съответният й вектор- СТЪЛб As е изключен oT таблицата. 

. 6 20 
Критерият за оптималиност не е налицс, Ае М + > 0. Преминаваме 

към ДрУуг опорен план. 



25 20, j=1, 9 3. Решение: Огра.ничепипта. са: й 
Ty Чаха gy Ἔχ 

ΞΞ 8 
--2} Ἔ2:3 - 

= 
3zy -5z, 

e e +z7 = ξ а целевата функция е: 

L(X) = 2, + 22, - 323+ 0.4 ~ 0 — Moy -- Mz, 
+ + prfil;:;l;fl‘:?“’l‘e Ξ{ и гь са 

променливите Te Nz дният азис na - 
Tg, x7), KaTo за базиспа, променлива 

С използвана. допълните, 
24 и въведените изкуствени npomen- 

JIURY g τ тт. 

Начален опорекн план е Х = (0,0,0, 8,0, 3,7) и L(X)=—3M - ТМ +-- 10M. + + + 
Съществува. модифициран симплекс-метод, т па изчисленията е по-малък, При 

само обратцата матрица па матри: 
векторът-решение. Този метод пие 

ΡΗ който обемът 
тази метод се преобразува 
цата ΟἹ базиспи пектори и 
пяма. да разглеждаме. 

8. „Дуална задача. Основна теорема на линейното опти- миране 

Линейното оптимиране с от онези направления в матсъзати]-, 
ката, 858 които е получен осповен централен резултат, който в ξ 
зпачителна ΟἼΘΠΟΙΣ определя съдържанието Ἰξιε. цялата. Tcol[:mTc_ 

математиката. Taka нареченал πᾶ ги раздели от а e 
2;3 ζξἓ 3(‘1 ἂἶιῃἷτ)ιἴιποστῃ (двойнственост,) безусловно с eauni :J:;J:eprm 

, не се ограничава само в р говото значение : τ а зултат. ;Ъеоптпмирапс, 2 влияе както нпа форм.ир.апето ипат;ка “ липеи:: в общата теория на оптимизационните задачи, долог: 
лини. на пякои нематематически дисцпип
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Hexa разгледаме едиц класически п ример 38 линейна опти- мизациопна задача. Да се памери 

(1.26) L(X) = 221 + 423 15 - max 
при ограничения 

2214 24+ 323 < 100, 
(1.27) 21+ 233 + 255 < 190, 

224 + τ + 43 < 120, 
2а 20, 2320, 23 > 0. 

Да разгледаме този модел като 
икопомическа. задача. В 3 цеха с общи капацитети (мощности), съответно 100, 190, 120 машипочаса, се произвеждат 3 вида. артикули Ty, T3 и z3. Коефициентите на векторите-стълбове в матрицата па. ограниченията задават изразходваните часове па различните цехове за производството HA единица продукция от съответния артикул. Коефициептите на целевата. функция по- сочват печалбата OT единица продукция Ha всеки от артикули- Τ. В тази задамла се търси производствена, програма (1, «2, z3), при 1)(оято се получава максимална доходпост (икономическа из. года.). 

Пека. cera с w1, уз и уз обозначим цените па 1 машиночас в трите цеха. Тогава 

интерпретация на следната 

2л Ἔ 2 + 293 
може да се иптерпретира KATO общи разходи па трите пеха за производството па сдиница продукция ΟἹ първия вид. Анало- 
гично 

п 2у + oy, 

Зи + 2y2 + 43 
са съответно разходите 3a производство па сдини 
от ВТОРИЯ и ТреТИЯ вВидД. 

Да предположим, че цепите y,, Y2; 3 на машиночасовете в 
трите nexa ca избрани така, че 

ца продукция 

2л Ἔ у +2у3 >2, 

Yo+ 2+ 1 4, 
Зи + 22 + 4уз > 1, 

(CyMQpIIMTC разходи за производството π едипица ΟἹ ве еки ар- 
тикул трябва да надхвърля печалбата от пего).
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И тъй като 100, 190, 120 са ресурсите машинно време ца 
всеки OT цеховете, TO 

г() — 100 + 1907 + 12035 

ще изразява сумарните разходи за производство. Задачата 

(1.28) L(Y) = 100y; + 190y, + 1203 — min 

при ограничения 

2л + у +2уз >2, 
я +2 + y3214, 

(1.29) Зи + 22 + 45 > 1, 
1/1201 y2 > 0, Y3 >0, 

се парича дуална (двойнствена, спрегната) ца задачата (1.26) 

- (27). 

Пай-общо всяка задача на линейпото оптимиране с свърза- 
на с друга задача, наречена дуална.. Съществува връзка меж- 

ду рещненията на двете задачи. Първата задача. ще паричаме 

понякога начална (изшодна, пртт)- Променливите на дуалната 

задача се паричат още скрити yenu. Ше дадем дефиниция за 
дуална. задача. на общата задача па линеийното оптимиране. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Пека M = 
N={L2..n}uLCM, KCN. 
Пряка задача: 

{1,2,..,m}, 

(1.30) LX) =z + ваха + .. + ὄμῶῃ -> тах 

ааа + 4222 + ...4+ Ginz, < by, ΕἸ ἓξπἕει " 

ааа + араз + .. фата - , 16 M\ Г ,lwzl:.wma'ra 

1,20,16ЕК задача 

Дуална задача: 
. 

(1.31) LY)=biys + 624 + ... + Бл — min 

ая + Q5% + .. + атууа > с 1Ὲ К 
аул Ἔ 2% + .. + а = ¢, jEN\K 

ijOajEL - " | 
ЗАДЛДАЧА 1.10. Да се докаже, че 

Цуалната задача. lla дуалната съвпада с пряката (в една двойка дуалнпи задачи псяка може да бЪДС третирапа като пр. яка.). 

От казаното дотук следва, че основните 
Ha дуалната задача. OT пряката са: 

1. Па всяко ограничение, представено чрез перавенство, от- TOBapsa дуална променлива, подчинена на уУсловия за неотрица- Толност, а на всяка неотрицателна променлива отговаря огра- ниЧително неравенство в дуалната задача, 
2. На всяко ограничение ΟἹ тип равепство отговаря свободна Луална променлива (произволна по знак) » А YA всяка свободца 

Промецлива отговаря ограничение ΟἹ тип равенство в луалната. задача. 

3. Матриците от условията на две Ay пояирани една. na друга. 

правила. за, получаване 

алпи задачи са транс-
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4. Свободните членове па ограниченията на. всяка ΟἹ две ny- 
ално спрегпати задачи съвпадат с коефициентите на пелевата 
функция в другата задача. 

5. Ако в едната задача се търси максимум, в нейпата дуали 
се търси минимум и обратно. 

Очевидно, при L = M и K = N (в пряката задача всички 
ограничения са ΟἹ типа "<” и всички промепливи T; са неотри- 
цалелни) двойката дуални задачи изгложда така: 

ι Пряка задача: 

L(X) ΞΞ ал Ἔ 622+ ...+ сата -> max 

апга + 1229 + ... + a1p7, < by, 

02121 + 222 + ... + азаба < by, 

1%L + ат2Фо + -.. + апата < bm, 
z; 20,7=1, 2,..., n. 
Ν Симетрич 

Дуална задача: ни дуални 

D(Y) = 6л + ψ + ... + Веу — min, задачи 

anyt + 921 + .. + апаумщ > ¢y, 
аюл + α221}2 + ... + амаум > , 

(1_33) ................... Ο e 

ал Ἔ азафз + - + αγηηλπι 2 сСа, 
y:20,1=1, 2,..., m. 

Очевидпно, при L =@ u К = N (пряката задача с в капопичен 
вид), двойката дуални задачи изглежда, така:
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Пряка задача: 
L(X) = 2121 + ογ + .. + саба -> мах 

ацга + а12а + ... + a1z, = by, 

2121 + Q22T + ... + азаба = by, 
(1.34) ....................................................... 

ἀπιι χ + амт2а + ... + G = b, 
z;20,5=1, 2,..., п. Hecumer- 

рични 
дуални 

Дуална задача: 
задачи 

D{Y) = biy1 + 65 + .. + Бщ а — min, 

a1y + ал + ... Ἔ апаум 2 €1, 
а1 + аззу2 + ... Ἐ атоумт > €2, 

αταλι + азауз Ἔ ... атаут 2 Cn, 

4; — произволнпи по зпаж, # =1,2,...,m. 

ВОНТОРПИЯТ запис па симетричните и несиметричните дуални 

задачи с: 

Несиметрични дуални задачи Симстрични дуални задачи 

1[para: Дуална: Пряка: Дуалпа: 

L{X)=(C,X)=max | D(Y)=(¥,B)~min I{X}=(C,X)—~max | D(¥)=(Y,B)—min 

AX < УА> С ΑΧ-Β УА> С 

хХ>й У>0 X2>0 YeR 

ПРИМЕР 1.6. 

L(X) = 11 + 222 — max 

при ограпичения 

а е: £3 
Зщ —z2 <4 
за +4z2 5ИТ 
Да -6z 31 
5g1, —3z2 25 

7120, 220 

D(Y) = 30ι + 4уе + 1795 = а = 5ys = min
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при ограничения 
п 2у Ὁ 305 Ἔ м 5ю 51 

y1— y2 +4ya+ 6щ +3ys 2 2 

p20,i=1,2315 

9. Teopemu 38 двойнственост 

JIEMA 1.1 Axo X и У ca npoussoanu naarose, csomeemo 
na задачите (1.34) и (1.35), mo 

L(X) < 2() 

Верността. на лемата следва OT 1(Δ) - СХ < YAX = 7B_= 

D(Y). Очевидно, ако планът У не e оптимален, 10 А() < D(Y). 

ЛЕМА 1.2. (Критерий за оптималност) Ако X' α Y’ са 
произволни планове, свответно на задачи (1.34) ч (1.35), 
за xoumo 

L(X") = D(Y"), 
mo Х! εὙ ca оптимални. 

ЛЕМА 1.3. Ако целевата функция О(У) на дуалната за- 

дача (1.35) e неограцичена отдолу, mo множеството от 
планове на пряката задача (1.34) е празно. 

Последните 2 твърдепия са очевидни следствия от лема 1.1. 

Помощните твърдения, които доказахме, очевидно са верни 

и за двойка симетричпни дуални задачи.
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ь» TEOPEMA 1.6. (Фундаментална Teopema) Jsolixama 
дуални задачи (1.34) « (1.35) ca едновременио разрешими 
или неразрешиами. 

Дко Х ч У са свответно оптималии планове на тези 
задача, то 

Lmax = L( ): D( ) = Dmin- 

TeopeMa 1.6 ¢ B сила 38 всяка двойка дуални задачи, 
ΟἹ лема 1.2 и теорема 1.6 следва.: 

Необходимо и достатъчно условие за оптималност Ha 
плановете Хи Уе 

L(X) = D(T). 

Ако X е оптимален план па пряката задача (1.34) и В с обратната матрица па базиса на този wian, а С e векторът OT коефициентите пред базисните променливи в ЩХ),то У = СВо в оптимален план на дуалната. задача. 

циспти от це левата функция, 

ПРИМЕР 1.7. Да се реши дуалната. na следната. задача 
L(X) =4z1 + 323 - 523 — 20z4 — max 

При условия 

х +8zy Тез =15z4 =1 
—r1 5» +46z3 -Ита =9 

5,20, 5=1,2 3, 4, 

7
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Дуалната. задача. на тази задача е 

D(Y) = Пу + 9y — min 

при условия 
ттю =>4 

ще Ч 8y +5 > 3 

ἵνι τ 6y 2> 5 
—~15y -ν2 > —20 

те у; — произволни по зпак. 

В този, както и в други случаи, при които броят на ограниченията в една 

ΟἹ двете дуални задачи с по-голям ΟἹ броя па неизвестните, по-удачно е да се 

решава. опази, която има по-малък брой ограничения. В случая по-удално е 

да се реши пряката. задача и от нея да. се вземе решението πϑ дуалната. 

Преобразуваме пряката задала във вид, удобен 32 прилагане на симплекс- 

метода и 

L(X) = 41, + 312 + 523 — 2014 — Mzs — Mz 

при ограничения 

та 4 827 + Тхз — 1524 -15 

--аа + 522 + б6тз — 11та +ze 

2,20, j=1, 2,..., 6 
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Полученият план X < (3,0,2, 0) е оптимален 3p пряката задача и Linax = 23.. 

От направените теоретични бележки следва! 

1. Dmin = Lmax = 22. 

2. Оптималният плак е У = (§, J2), където 1 

„ 13M 429 29 

ЛЕМА 1.4. Heobzoduamo и достатачно условие планове- 1 

те Х и У свответно на дуалните задачи (1.32) и (1.33) да | 
са оптимални е 

(136) Y(B-AX)=0 и (УА-С)Х -0. 

Да разпишем равенствата (1.36) по-подробно. 
а 

т 

?(B —'AY) = Σ ᾖ,“(ὖ,' - адй1- арба- ...τ α,.;πῖπ) =0, 

=1 

n 

(37/1 - Ο)ἷ = Σ(αῃ'ᾖι + α2] 2 Ἔ .. + ату — Cj)ij = 0. 

#1 

Тъй като всяко събираемо в горните две суми с неотрицател- ς 

но (произведение ΟἹ два неотрицателни мМножителя), а сумите са “ 

равпи па пула, следва, а 

Vi, §i(bi — аййт — щ — .. — Gin¥n) = 0, 

Vi, (a1;71 + азуф + -+ ἀπιδηι — ) = 0. 

OTTyK веднага. следват penaHHPITe 

1. Ако #; > 0, i € (1,2,..1т) => ал 1 + 4028 + .. а а = bi; 

9. Ако ад 1 + арйз + .. + Gindn < biy 16 (1, 2, .. т) = # =0; 

219 ;
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3. Ако ; > 0, 76 (1, 2,..., п) = ал + α7} + ....Ὲ аму м = 6;; 

4. Ако а + 02) + .. туя > ср 1 Ε {1, 2., п) = #) -0. 
Паправените no-rope бележки можем да обобщим в следното 

твърдение., 

> TEOPEMA 1.7. (Теорема за равновесието) Axo i-ma- 
та компонента на оптималния план на една om Jeolixama 
дуалции симетрични задачи е положателна, MO 1-тото ог- 
раничение в дуалната задача за оптималния си плак е из- 
пелнено като равенство. 
Ако (-тото ограниченче в едната задача е изпалнено 30 оп- 
тималния си план, като строго черавенство, то 4-тата 
хомпонента на оптималния план на дуалиата задача е иу- 
ла. ч 

Bropara теорема. за дуалпост, която nokasaxme, се тълкува аналогично за общата форма на дуалпите задачи (1.30) и (1.31). 
При несиметрични дуални задачи (1.34) — (1.35) теоремата 32 равновесието включва релациите Зи 4, формулирани преди теорема 1.7. 
Икопомическата интерпретация нпа изходната. (пряката) за- дача е ясна. Пряката. задача се състои в това да се определи оптимален производствен план, така че от реализацията на пра- гзт)зедепата продукция да се получи максимален доход (печал- а). 
Икономическият смисъл на двойпствената задача. ¢ да се оп- ределят обективни оцепки на сдиница ΟἹ всеки ресурс i, които при дадените ресурси b; и дадените доходи ¢j, получавани от реализацията па, единица продукция от вид 2, минимизират 06- щата стойност на разходите, 
В заключение ще отбележим, че икономическата иптерпрета- ция па получените два основни резултата в този параграф -- TeopeMa 1.6 и теорема 1.7, е следната. 
Оптимален производствен план същест 

ки производствени ресурси b; имат оценк: 
задача, е разренгима) и обратно. 

Освен това (ако дуалната задача с разрешима), оценката. на реализирания продукт съвпада с общата оцепка па. наличните ресурси. 

вува само когато всич- 
а (T.e. когато дуалната
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Смисълът на TeopeMa 1.7 e, че ако 38 пякой pecype b; при оп- 

тималпия план ограличението 32 този ресурс се изпълнява като 

строго неравелство, то той се явява песъществен (недефицитен) 

и цената, съответстваща на ресурса, е равпа на пула. 

Нлякои задачи от теория па графите могат успешно да се ре- 

шазват със симплекс-метода или с прилагане па апалогични тех- 

ники. А имепно, стартира се от някакво базиспо решепие и 

от него се преминава към друго базисно решение, подобрява- 

що зкачението на целевата функция. След xpaen брой итерации 

па процедурата се стига до оптималното решение. В това ше 
се убедим с разглежданията в следващите параграфи на тази 

глава. 
В мпого случаи обаче симнилекс-методът е неприложим или 

прилагането My е твърде неефективно и води до "тромави” ре- 

тения. Типичеп пример в това отношение ¢ т. пар. 

Класическа транспортна задача: Продукцията a1, @2,..., ἅπι Ha про- 

изводителите Ат, Л2, -.., Am, трябва да бъде разпределена между пунктовете 

Въ Ba, ..., Ва с потребление by, й2, ... bn, като 

т п 

Σα; = ij 

=1 =t 

и транспортните разходи 33 превоза Ha единица продукт ot А; до Bj са с Да 

се направи такъв план 32 разпределяне на продукцията в пунктонете By, ..., Bn, 

така че техните потребиости да бъдат изцяло задоволени и общите транспор- 

тни разходи по превоза. па цялата продукция да бъдат минимални. 

Математически модел па задачата: 

n 

L(X)= ἓ; Σ ¢ijTij — min 

i=1 j=1 

Ш Б - Ι 
:-

Ι 

_.
N)
 g 

I 
Ne
-‘
 

.
 Π - м
 з 

Очевидно това е задача на линейното оптимиране и може 
Ia се решава със симплекс-метода, Това обаче ще наподобява
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? стрелба с оръдие по врабче”. За целта е разработен специален 
метод (отчитащ спецификата па конкретната задача), наречен 
разпределителен метод, който е значително по-ефективен. 

Освен това, при нелипейни задачи симплекс-методът пе е 
приложим. 

За много задачи Β теория на графите са разработени специ- 
ални методи, водещи до решепия на задачи с големи размери 
в реално време (нещо, което симплекс-методът не реализира). 
TaxuBa задачи и алгоритми ще разгледаме в следващите параг- 
рафи на тази глава. Пакрая ще отбележим (припомним) след- 
пото. 

Понякога na всяка дъга (ребро) на графа С се приписва (съ- 
поставя) число, каречено "meeno”, “двложжина”, "стойност” на” на дъгата. Приписаните на всяка дъга ( гат да ca няколко и освен на дъгите (ребрат ла могат да бъдат съпоставепи и на върховете. В различните случаи, в зависимост от естеството н а задачата се употребява най-близката ΠῸ смисъл дума. Папример при търсене на ми- нимални (най-кратки) пътища, теглото на всяка дъга наричаме ” двлоеина на dszama’ . 

Граф, чийто дъги (ребра) или върхове имат съответ: се нарича мрежа. 

, "це- 

ребро) числа мо- 
а), съответни чис- 

ни тегла, 

Ὁ}} ще бележим със ε(υ;,υ;), С или c(e), където εμ = (vi,v5), както и с d(vi, v;), (i, v;). KO ре някакъв път, например път ot дъгите €1, во,..., ер, TOX mezao (двлжина, стойност, 1 се разбира най- » стойпостите, цените) ¢(e;) 

», Θ когато става въпрос за щите в даден път (или вериг. 
броя па участва- 

мощност на пътя. Ясноев к ребявамс термина. ОИ случаи дължината. на пътя съв- пада с мощността.
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като задачи 38 намиране (търсенпе, построяване) па нокриващи 
дървета, удовлетворяващи някакви условия за оптималност. 

ПРИМЕР 2.1. (3anava 38 клюката). В един YUMBEPCATET плкои OT прелода- 
вателите ежедневно се срещат и разгонарят, като споделят помежду CH всеки интересен слух. Може ли в този университет, т.е, между всички преподава- 
тели, да бъде разпространена. иякаква клюка. 

Поставеният проблем само на пръв поглед звучи несериоз- 
по, защото най-общо това e проблем, свързан с управлението и 
разпространепието на ипформация, рекламна дейност и др. Не 
¢ трудно да се съобрази, че може да става въпрос за разпрос- 
транение на стоки до всички търговски обекти, на суровини до 
производствени предприятия, в зависимост от пътната мрежа и 
T, 

Нека всеки преподавател разглеждаме като връх на един He- 
ориентиран граф (7, па който ребрата показват KoM от препода- 
вателите ежедневно се срещат и разговарят. По своята същност 
проблемът 6 дали този граф е свързан? Отговорът на. този въп- 
рос е положителен, ако може да се построи покриващо дърво за 
този граф. Певъзможността да се построи покриващо дърво за 
графа означава и невъзможност за разпространение на слуха в 
делия университет. 

В други задачи се налага не да се намери някакво покриващо лърво изобщо, а да се търси дърво с оптимални свойства. Нека 
в неориентирания граф ( = (У, А) всяко ребро (u,v) има тегло 
e(,v), като под тегло на дврвото се разбира сумата ΟἹ теглата Ha участващите в него ребра. 

ПРИМЕР 2.2. Строителна фирма разглежда ΠΡΟΟΚῚ 38 строеж πᾶ пътища. между шест селища, който трябва да осигури комуникациите между тези насе- Лсни места. Известни са разходите (цените), необходими 38 прокарването на Всеки ΟἹ възможиите пътиша. между тези селища, Фирмата иска с минимални разходи да осигури пътните комуникации (не е задължително да. се прокарва. WET между всеки две селища). 

Да разгледаме неориептирания граф G = 
хове съответстват на Градовете, ребрата — п 
MoraT да се прокарат между тези градове, 
са съответните разходи за прокарване на пътя. Ясно е, че в случая стратегията на фирмата се свежда до намиране на пок- риващо дърво за този граф с минимално тегло (разходи, цени). 
Да припомним, че NOKPUBALIOTO Дърво включва всички върхо- 
ве па графа (вж. предишния параг раф), xoero осигурява път 
между всски два града. 

(V, А), чийто вър- 
а пътищата, които 

а Ternara на ребрата
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Разбира се B реални ситуации пещата ca доста по-сложни, 
тъй като освен критерия минималност Ha инвестициите, се дър- 
жи сметка за скоростта па придвижванце, пропускателната спо. 
собност, надеждиостта па пътната мрежа и много други факто. 
ри, които в случая ca игпорирапи. 

1, Алгоритъм за построяване на покриващо дърво 

Този алгоритъм е едпо ΟἹ многото красиви, изящни и еле- 

гаптпи неща в MaTeMaTHKaTa, които изнепадват със своята прос- 

тота, яснота — каквито са всъщност повечето ΟἹ дълбоките и 

сериозни идеи в математлтиката.. 

ИЛЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. | B произволен реод се разглеждат 
ребрата π изходния граф, като Ha всяка. стъпка па алгоритъма 
се взима решение съответното ребро да бъде включено или не 
в покриващото дърво, ЦПри това реброто, което се включва в 
дървото, се оцветява в зелено, а това, което не се включва — 
в черно, т.е. алгоритъмът е процес на оцветяване на ребрата. 
При това, в този алгоритъм се B3eMa еднозначно и окончателно 
решение -- реброто се оцветява в един OT избраните цветове 
и по-нататък не е обект на разглеждане. Такива алгоритми се 
наричат поглощащи и имат две важпи характеристики — не се 
прави разход на време за повторни (последващи) разглеждания 
и лесно се определя максималният брой изпълними операции 
(стъпки) Ha алгоритъма.. 

Па всяка стъпка в алгоритъма се прави проверка, дали раз- 
глежданото ребро в съвкупност със зелените (т.е. включените 
вече в дървото) ребра образува цикъл. Ако това e така — 
реброто се оцветява в черно (T.C. не се включва п покриващото 
дърво), в противен случай се оцветява в зелено (т.е. се включва 
в покриващото дърво), 

Какво обаче означава, т.е. как се извършва "проверка да- 
ли разглежданото ребро образува цикъл с включените вече в 
дървото ребра”. Зелените (включените B дървото) ребра οὔ- 
разуват един или повече свързани компоненти. Втърховете на 
всеки от компонентите образуват множество от върхове, което 
ще наричаме "букет”, Следователно разглежданото ребро ще 
образува цикъл с включените в дървото ребра, ако и двата му 
върха припадлежат на един от формираните до момента букети. 
С други думи, освен оцветяването па ребрата, в алгоритъма се 
поддържат (съхраняват) и актуализират букети ΟἹ върхове Ha 
отделни свързани KOMIIOHEHTH, KOCTO прави възможиа. проверка- 
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та за съществуване на цикъл. 
Алгоритъмът приключва своята работа, когато всички п вър- 

ха на графа NONATHAT в един букет, т.е. ребрата, включени в 
строеното дърво, се окажат еднокомпонентен (свързан) граф без 
цикли, включващ всички върхове на изходния граф. Еквивален- 
то на това условие 33 край Ha алгоритъма е условието GposaT на 
зелените pebpa да бъде л-1. Това наистина е TaKa, защото-(вж. 
предишната Глава) всяко покриващо дърво на граф с п върха 
има n - 1 pebpa. 

(ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ЗА ПАМИРАНЕ НА ΠΟΚῚ 
РИВАЩО ЛЪРВО. | СТЪПКА 1. Избираме произволно ребро 

(косто не е примка), Оцветяваме ToBa ребро в зелепо. Сформи- 
раме букет от върховете Ha това ребро. 

СТЪПКА 2. Избираме произволно неоцветено ребро (което 
не е примка). AKO такова ребро няма, преминаваме към стапка 
4 

” СТЪПКА 3. Възможни ca следните четири случая: 

а) нито един от краищата на реброто не принадлежи на сфор- 
миран до момента букет — оцветяваме реброто B зелено и 
сформираме нов букет от върховете (кКраищата) на това 
ребро. Преминаваме към cmanka 4; 

6) и двата края па реброто принадлежат на един и същ букет 
върхове, сформиран O MOMEHTa — оцветяваме реброто в 
черно, т.е. не го включваме в дървото, което строим. Пре- „“ 
минаваме към ествпка 4; 

в) единият връх на реброто принадлежи па даден букет, а 
другият не принадлежи на никой от сформираните буке- 
Ти — оцветяваме реброто в зелено и невключения в букет 
връх, включваме в букета, съдържащ другия връх. Пре- 
минаваме към ствпка 4; 

г) върховете на реброто принадлежат на различни букети — 
оцветяваме реброто в зелено и обединяваме двата букета 
в един нов букет. Преминаваме към cmsnxg 4. 

СТЪПКА 4. Ако всички върхове на графа са в един букет 
(броят на оцветените ребра е с единица по-малко от броя na 
върховете па графа), ребрач:а, „Ооцветени в зелено, образуват 
покриващо дърво за графа. Край. 

СТЪПКА 5. Преминаваме към ствпка 2,
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QueBnano, Taka формулираният алгоритъм ” работи” добре, 
“ “ 

когато съществува покриващо дърво и зацикля ,ако такова не 

съществува. 

ЗАДАЧА 2.1. Да се npemaxne ? зациклянето” в изложения алгоритъм за 

намиране на покринащо дърво (когато такова. HAMA), така че алгоритъмът да 

установява. несъществувансто на. покриващо дърво и да спира своята работа. 

ЗАДАЧА 2.2. Да се даде горна оценка за броя на. стъпките (операциит(д) 

Π изпълптението на алгоритъма. за търсене на покриващо дърво, в зависи- 

мост от броя на ребрата па графа. 

Ще илюстрираме алгоритъма със следния 

ПРИМЕР 2.3. Даден е граф G = (У, А) 

пример. 

Да се построи покриващо дърво 38 този граф. Резултатите от прилагането 
на алгоритъма ще изложим 38 прегледност в таблица (което пе е задължител- 
o). 

Букет 1 YKeT yKeT 3 
(ot върхове) | (от върхове) (от върхове 

Ν Ὶ ) 
Π 

обедипяваме 
буксти 1 и 3 
а,с, 4,с ὀ, 0 

с b, / 3 
2 <, ΕΙ j i И 

Тъй като след разглеждане и оцветяване на шестото ребро 

всички върхове на графа сс оказват в един букет (или което ¢ 

същото — броят Ha оцветените в зелепо ребра се оказва с еди” 

ница по-малък от броя Ha върховете на графа), дървото, сЪС” 

тоящо се от ребрата (а,е), (b, /), (d,c), (е,с), (e,b), се покривашо 

дърво 38 изходпия граф.
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Лесио се проверява, че ако разглеждаме ребрата па графа в 
oY ед, ще получим други покриващи дървета (проверете). 

Пека числата; ,11риг1исани на всяко ребро от графа в пример 

9.3, са съответните тегла па ребрата, Памереното покриващо 

дърво B таблицата .“ЕОЖО да се разглежда като едпа ΟἹ възмож- 

гите стратегии па строителиата фирма, цитирана в пример 2.2. 

Ако теглата па ребрата са разходите в млн. лева, за постро- 

яването па съответните участъци от пътпата мрежа, лесно се 

«стаповява, че това не Ο пай-доброто решепие за фирмата по 

отпошепие общия обем на иплвестициите, 

Теглото на намереното покриващо дърво ¢ (общите разходи 

в ML 18. 

««, e)+eb, ) +e(dyc)+e(e € +efe, b) = 6414-10+9+8 = 34 мла. лв. 

Интуицията подсказва, че ако pebpara бяха разглеждани не в 

произволен ред, а по реда на парастване на тбхните тегла (πο- 
пи), така полученото покриващо дърво ще има по-малко тегло 

от предишното. Покриващото дърво, състояща,се от ребрата. 

(/,[,)7 (b7c)7 (b7 а)? (a’d)’ (d7e)_7 

има тегло 1+ 74+ 5+4-+3. = 20, но и To не е миниЛално покриващо 

дерво — покриващо дърво с минимално теглб, т.е. покриващо 
дърво, чието тегло не е по-голямо ΟἹ теглото Ha кое да с друго 
покриващо дърво. Да разгледаме ребрата на графа от пример 
2.3 по pefla на параствапе на техните тегла и приложим алго- 
ритъма за търсене Ha покриващо дърво. 

„ПОЛУчепото покриващо дърво, състоящо се от ребрата във 

ἓξξξ"!! стълб на таблицата, има тегло 1+ 243 +44+5=15n 
Аидпо TO е мипимално покриващо дърво. ς 

Da3x}:)0 Теглата на ребрата B rpada ΟἹ пример 2.3 изразяваха не 

Ди, а печалба B AL, лв., тогава естествецо 6 да сс търси
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максимално покриващо дврво — покриващо дърво, чието тегло 
е не по-малко ΟἹ теглото на косто и да е покриващо дърво. За 
целта се оказва достатъчно да приложим алгоритъма 38 пами- 
ране на покриващшо дърво, като ребрата на графа разглеждаме 
по реда на намаляване па техните тегла (започваме OT ребро- 
то с най-голямо тегло). Можем да формулираме следпите две 
твърдения. 

1. Алгоритам за mspcene на минимално покриващо двр- 
во. 
Прилага се алгоритъмът за търсене на покривато дър- 
во, като ребрата се разглеждат по реда. на парастване Ha 
теглата им. Ако има ребра с еднакви тегла, те се разг- 
леждат в произволен ред. 

2. Алгоритем за тарсене на максимално покриващо двр- 
во. 
Прилага се алгоритъмът за търсене на покриващо дър- 
во, като ребрата се разглеждат по реда на намаляване 
Ha техните тегла. Ако има ребра с едпакви тегла, те се 
разглеждат в произволен ред. 

Ке | 

ЗАДЛАЧА 2.3. Да се наме ри максималното покриващо дърво 32 графа от пример 2.3. 

ЗАДАЧА 2.4. Да се покаже, че алгоритъмът 38 търсене па мипимално покриваща дърво може да се използва за търсене па максимално покриващо дърво и обратно. 
Ynsmeane: Разгледайте граф с противоположни или 

ребрата (игнорирайки ребрата с тегло нула). 

ОБОСНОВКА НА АЛГОРИТЪМА |за намиране на максимал- 
10 покриващо дврво. (Алгоритъмът за търсене на минимално 
покривалцо дърво се обосповава нанълно аналогично или като се използва задача 2.4.) 
“Да означим с Талг. дървото, което алгоритъмът построява, а с Ял — максималното покриващо дърво. Да допуснем, че тези 

две дървета се различават поне ΠῸ едно ребро и нека е) = (u,v) ¢ първото OT разглежданите в алгоритъма ребра, което 8 ΟἹ Тилг., но не принадлежи ца Тла. 

реципрочни тегла na
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Тъй като Tmaz е покриващо дърво, ще съществува. единствен 
прост пЪТ p(z,v)s сз:ьрзващ върховете ч и ч. Да добавим реб- 

ото еу КЪМ fmaz- огава очевидно B T, ще се появи цикъл, 
P и Topa попе едно ребро па. този цикъл няма. да ¢ ΟἹ Талг. (B 
npOTMBen c.v[y‘limflllle излезе, че в Талг съществува цикъл, което 

е „е„ъзмотю)- а означим TOBA ребро с 62 и да изключим това 
ребро oT Tmuz" 1 

1 така, В Ἴπιας включваме реброто е) и изключваме ребро- 
1 

„. Да означим с Тлах получепото NO този пачин покриващо 
το е o 

Тъй като Тлах е MAKCHMAJIUO дърво, то дърво. 
Т ак < Tinaz (по определение), 

откъдето пък следва 

(.) теглото (е) < теглото (ез). 

ΟἹ друга страпа, невключеното B T,z ребро е» не може да с 

разглеждано в алгоритъма преди реброто e;. Да допуснем про- 

тивпото, т.е. реброто 62 с разглеждано в алгоритъма преди е. 

Тъй като ez не e включено в Тала,, следва, че реброто 6 е обра- 
зувало цикъл с ребрата. преди пего, включени в Талга. 1o тези 
ребра са и ребра на Ἴτηιας (такива. ca всички рабра, разглеждани 
1Ὸ 61}, следователно в Тщах ще съществувазцикъл, което е пе- 
възможно. Отхвърляме допускането, T.C. 62 не е разглеждало B 
алгоритъма преди реброто е;. Тогава. 

(2.2) теглото (61) > теглото (ез). 

От (2.1) и (2.2) следва 

теглото (61) = ΤΌΓΠΟΤΟ (ez), 

което означава, че 

(2.3) теглото (Т) теглото (Тпа). 

Освеп това, общите ребра. на ТЛ аг И Талг. са с единица. повече 
ΟἹ общите ребра между Tmaz И Талг.. 

Ако в качеството па максимално покриващо дърво сега. разг- 
ледаме T} (възможно с порали (2.3)) и повторим горните раз- 
съждения, очевидно ще получим дърво Т2 .. общите ребра na 

ΧΟΘΤΟ с T4, ще са с единица повече, отколкото тези на T,}wz и



230 Гл.2. Оптимизационни алгоритми в графи и мрежи 

Талг.. Така след краен брой стъпки, ще стигнем до максимално 
покриващо дърво T,’,‘m, KOeTO напълно съвпада с Тадле. 

Както споменахме в параграф 1.8, глава Г, търсенето в дъл- 
бочина и в ширипа може да се използва за намиране па покри- 
ващи дървета. Ще дадем едно по-формално описанцние на алго- 
ритъм 38 построяване на покриващо дърво в свързан граф [41]. 

Данчни: Свързан граф С = (V, А), представен със списъци на 
инцидентност ЗАПИС [v], v € V. 

Pezyamam: Tokpupamo дърво (V,T) в графа G. 

1 procedure WGD(v) 
(+търсене в дълбочина с намиране ребрата на дървото; 
променливите НЕМАРКИРАН, ЗАПИС, Т са глобални +) 

2 begin НЕМАРКИРАН [v] :-- лъжа; 
3 for we ЗАПИС [v] do 
4 1 HEMAPKUPAH |) then 

Ἐ {v,u}-n0B клонж) 
5 begin Т :- Τ υ {v,u}; WGD(u) 
6 end 

Т end; (*WGD+) 

8 begin (+главна програмаж) 
9 for u €V до HEMAPKHPAH [u] :=ncruua; (жипициализацияж) 
10 Т :- ἢ 

(* Т = множество от клоните, памерени до моментаж) 
11 WGD(r) (« т-произволен връх на графаж) 
12 end 

Предложената продедура WGD нпаисти: 
защото: 
o 1'. Всеки път, когато в ред 5 na процедурата към множество- To Т се добавя пов клон {v,u} във (V,T), съществува път от г 
до v (докажете с индукция). Следователно алгоритъмът строи свързан граф. 

2. Всеки нов клон {v,u}, добавян към множеството 7', съ- единява разгледан връх v (НЕМАРКИРАН [υ] --лъжа) с връх 
u, който e пемаркиран. Следователно строепият граф (V,T) с 
ацикличен. 

на построява дърво,
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3. От свойствата Ha търсенето в дълбочина. (вж. maparpad 
1.8) процедурата WGD обхожда всички върхове πᾶ свързания 
граф. 

От 1, 2 и 3 следва, че графът (У,Т), построяван с този ал- 
горитъм, € свързан, ацикличен и включва всички върхове Π 
графа, T-e. графът (V,T) е покриващо дърво за G. 

Изчислителната сложност па този алгоритъм очевидно e O(n+ 
т), какъвто е порядъкът на търсенето в дълбочина. 

Ше дадем и алгоритъм за намиране на покриващо дърво, из- 
ползващ метода търсене в ширина. (44). 

1 begin 

2 for u €V do ПРМАРКИРАН ( := истина; 
(жинициализацияж) 

3 T:=0 
(¥ T = мпожество ΟἹ намерените до MOMEHTa клониж) 

4 ОПАШКА -- ἢ; ОПАШКА <= r; 
5 ΠΕΜΑΡΚΗ͂ΡΑΗ [r] :-лъжа; 

(« г-корен Ha покриващо дърво+) 

6 while ОПАШКА # до 

7 begin v <= ОПАШКА; 

8 for u € ЗАПИС [v] do 

9 if HEMAPKHPAI Τ then (% {v,u} = пов клоп«) 

10 begin ОПАШКА <= u; 
НЕМАРКИРАН |) :-- лъжа; 
T:=TU{v,u} 

11 end 

12 end 

13 end 

Очевидпо сложността. па този алгоритъм също e О(я + т). 

В дървото (V,T) , построявано ΟἹ горпата процедура, разс- 
тояниесто от произволен връх U до корена т е най-краткият път 
от v до v b rpada С (тук под дължина на път се разбира броя 
па участващите в пътя pe@pa). | 

По-късно в параграф 2.3 ше бъдат разгледани алгоритми за 

памиране па най-кратки пътища, като при това на ребрата ще
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бъдат съпоставени тегла (дължини) пе обезателно равни на |, 

В този случай под дължипа па пътя ще се разбира сумата op 

дължините (теглата) на участвашите в пътя ребра. 

В много случаи, описващи реалпи проблеми OT практиката, 
пе с обезателно графът С да бъде свързап. Тогава се налага 
да се построяват дървовидни структури (Гора, oT Дърпета). 

2. Алгоритъм 838 построяване на максимален ориенти. 

ран лес (МОЛ) 

ПРИМЕР 2.4. Да предположим, че ръководите столична фирма с мпого 
клонове, разпръснати U3 цялата cTpana. Налага се ежедпевно да MIICTPYKTHpa- 

те клоновете Na фирмата по места. Как да. осъществите това, ако разполагате 

само с телефонни връзки? 
Един от начините ¢ да вдигиете телефона и се свържете с BCCKH клон, 

Очевидно, това е твърде перентабилно, както MO отпощение на пари, така и 
на време. По-добре е да създадете система, порядък, като укажете на всеки 
получил съобщението (M то ведкъж) на кого трябва да го предаде (телефопи- 

ра). По този начин например, вместо Е разговора с черноморските клонове 
па фирмата, можете да позвъните само ведпъж до Бургас, а бургаският клои 
да се свърже с останалите от региона. 

Подобен род задачи налагат необходимостта в даден граф С 
да се построяват покриващи ориентирани лесове с максимал- 
10 (минимално) възможни тегла. Ше ги наричаме максимален 
(минимален) ориентиран лес за графа С. За краткост ще ги 
бележим с МОЛ (мол). Максималните (минималните) ориен- 
тирани дървета ще бележим с МОД (мод). Ясно е, че за раз- 
лика от досега разгледаните алгоритми в този Параграф, вече 

ще отчитаме и ориентацията на ребрата. 
Нека и сега повикаме интуицията. па помощ и формулираме 

следния "поглещащ алгоритаем за построяване на МОЛ”. 
” Подреждаме дъгите по тегла — първа е тази с пай-голямо 

тегло и T.H., а дъгите с еднакви тегла номерираме произволпо. 
Започваме формирането на ориентиран лес от дъгата с най-го- 
лямо тегло. Последователно разглеждаме дъгите и включваме в 
Jleca тези ΟἹ тях, които образуват ориентиран лес с разгледани- 
те вече дъги. След изчерпване мпожеството HA дъгите спираме. 
Полученият ориснтиран лес 6 максимален.” 

Оказва ce, че интуицията в този случай, за разлика отпреди, 
се явява лош съветник. Този "алгоритъм” работи, ΠῸ певинаги 
— с други думи не е алгоритъм. 

ПРИМЕР 2.5. Да се приложи горната процедура за търсене на МОЛ 32 
следните графи Gy и Gz
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15 

Граф Gy Граф G2 

Ако приложим формулирания ”алгаритъм” за графа С1, наистина ще по- 

лучим МОЛ, образуван от дъгите (c,b), (ς, α), Sc,d) с тегло 10+ 9+ 8 = 27, 

(Проверете теглата на всички други лесове B Gh). 

38 графа G2 "алгоритъмът” работи лошо. Cropea предписанията My, Je- 

сът (с,а), (4,с), (Ъ,? или (c,a), (4,с), (ς, ) ¢ MOJI, което кне с ππρπο. Han- 
ример (ὃ, α), (α, ), (4, с) е ориентиран лес с тегло 40, докато генерираният OT 
“алгоритъма” лес e с тегло 32. 

Да разгледаме сега алгоритема на Едмонде [14] за построя- 
ване на МОЛ. 

ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА ЗА ПОСТРОЯВАНЕ НА МОЛ. 

Алгоритъмът се състои ΟἹ два осповни етапа. В първия се 

разглеждат последователно върховете на графа и се извършва 

“ свиване” (?стягане”, "умаляване”) на графа, а във втория се 

извършва. обратното — разтягане (разширяване), докато стиг- 
нем до изходния граф и МОЛ. 

Алгоритъмът използва (поддържа и актуализира) два буке- 
та (множества) — букет от върхове V; и букет ΟἹ дъги Е;. Бу- 
кетът от върхове съдържа разгледаните при изпълнението на 
алгоритъма върхове, а букетът дъги — условно включепните в 
МОЛ дъги, ишщидентни с разглежданите върхове. В началото 
тези два букета са празни мпожества. 

1. В произволеп ред се разглеждат и включват в Gykera V; 
върховете на графа, като от влизащите във върха дъги се 
Е[збира тази с максимално положително тегло. (Върховете 

63 входЯяЩщИ ДЪГгИ MOTAT да се игнорират от - 
не). Тази дъга ce включва в букета г.,дъг;*и I, ξκΐἷπξζἷπἓε 
парушава свойството на букета да бъде лес (добавянето 
ὰ не води до образуване на цикъл). В противен случай 
върховете и дъгите па цикъла сс ”свиват” (стлга*г) в едип
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връх v;_1. В повия "умален” (свит) граф се променят тер. 

лата. на някои дъги и за ΠΟΙῸ се променя съставът на два. 
Ta букета — остават само тези върхове и дъги, които ¢y 

ot новия граф. След корекцдиите продължава процедура. 

та разглождане на върховете, докато пе бъдат разгледапи 

всички върховсе. 

2. След като всички върхове на графа са разгледани, дъгите 

па последния формиран букет образуват лес в съответния 

граф (получен след неколкократно ” свиванс”, стягане цна 

изходния граф). Когато с извършено поне едно свиване, 
започва обратен процес па "разширяване” (уголемявапе), 
като всеки фиктивен връх в съответния граф се заменя с 
пикъла, който преди това е бил "свит” до този връх. В 

разширения граф и съответния му букет дъги се включ- 
ват всички дъги па цикъла, с изключение на една, така 
че новият букст да образува лес. Извъртват се толкова 
разширения, колкото са били свиванията, докато се въз- 
станови изходният граф. При това, дъгите от последния 
букет дъги образуват МОЛ. 

Изложените бележки за същността. на алгоритъма МОЛ пе 
ca достатъчно пълни, прецизни и яспи. Ще дадем едпо по-фор- 
мално описание Ha алгоритъма. 

ЕОПИСАНИЕ ПА АЛГОРИТЪМА МОЛ (НАМИРАНЕНАЪ 

МАКСИМАЛЕН ОРИЕНТИРАН ЛЕС). | Нека изходпият граф 

с Gy, a графите, KOUTO се получават в хода. на изпълнението πᾶ 
алгоритъма, са Сп, Со, .... Да означим букстите върхове и дъги 
па. тези графи съответно ¢ Vo, И, У5,... и By, By, з,... 

СТЪПКА 1. Всички букети ca празни, + :-- 0. 
СТЪПКА 2. Ако всички върхове na ΟἹ са в букета V;, пре- 

минете към ствпка 4. В противен случай изберете произволеп 
връх v на графа G;. Изберете ΟἹ влизащите във v дъги тази с 

най-голямо положително тегло и я включете в букста Е;, а вър- 
ха v — във И. Ако TakaBa дъга пяма, сс върнете в началото на 

ствпка 2. 
Проверете дали след включването на дъгата Е; остава лес. 

Ако това е така (T.e. няма цикли), върнете се в пачалото па 

ствпка 2. В противен случай преминете към стапка ὅ. 

СТЪПКА 3. Озпачете появилия сс цикъл с p;. Свийте всички 

дъги и върхове па р; в едип връх (фиктивен) v;. Получения HOD 

граф обозначете с Су1. Теглата на дъгите в Giyp, певходяши 
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във Ui, остават каквито са били в G;. Теглата па дъгите (z,y) от Съ които в Git1 Ca дъги от вида (+, ;) се коригират по следпия 
начин. 

(2/1) C(IL‘, υἰ) Ξ c(z,y) + C(P, f]) - C(T, y)a 

кълето (P, 4) е дъгата ΟἹ коптура р; ¢ минимално тегло, а (r,y) ¢ дъгата ΟἹ контура p;, влизаща във върха у. Очевидно 

(ry) > е(р,4) > 0 и c(r,y) > c(z, y). 
Сформирайте съответини 32 Сща буксти ι и Fiy1, като ΟἹ 

старите букети V; и F; вземате само онези върховс и дъги, които 
са от Gip1. 

Увеличете ¢ с едипица, т.е. + :- 5 + 1 и преминете към cmsn- 
ка 2. 

СТЪПКА 4. Ако ¢ = 0, край на алгоритъма. Дъгите ΟἹ буке- 
та Iy образуват максимален ориептиран лес 32 изходния граф 
Go. В противен случай преминете към ствпка 5. 

СТЪПКА 5. Ако върхът ш;.1 е kopen на иякое ориентира- 
но дърво в ориептирания лес #: заменете върха ὕὉ..] с цикъла 
pi-1 и обединете дъгите от Е; с дъгите ΟἹ пикъла Pi-1} ΟἹ това 
обединение, съдържащо точно един цикъл — pi_q, отстранете 
дъгата ΟἹ цикъла с минимално тегло и така получения нов бу- 
ket (лес в графа С 1) означете с Е 1; # ::-- 4-1 и се върнете 
към ствпка 4. В npoTusen случай, T.e. когато е;4 не e корен, 
преминпете към ствпка 6. 

СТЪНПКА 6. На едипствената дъга (z,vi-1) от ориентирания 
лес ; съответства. дъга (z,y) ΟἹ С;.д, където върхът ¥ ¢ ot 
цикъла р;-1 (CBUT във Ὁ;-.1}, Замепете върха vi_j с цикъла Pi1 
и обединете дъгите ΟἹ ; с дъгите ΟΥ цикъла βὲ..1. Полученото 
миожество от дъги съдържа единствен цикъл -- p;_y и точно две дъги, влизащи във върха у — дъгата (T,y) и съответната Дъга от цикъла :-1. Отстрапете ΟἹ обединението дъгата ΟἹ ци- къла ρὲ- 19 влизаща във върха у и означете получепия пов ΟΥ̓́ΚΟΤ с Ра (ориситиран лес в графа Gi_). Положете 5 = § — ТИ 
преминете към стопка 4. 

Осповната идея при доказателството (обоснопката) па алго- 
ритъма. се състои в това, че ако ориентираният лес в графа Gy, определсн ΟἹ дъгите в букета Г с максимален, то такъв се явя- 
ва и лесът в графа Су-1, определен от дъгите п Gyxera Ly, 
(вж. {11). ) 

Ше илюстрираме работата πῷ ад 
дачи. 

горитъма сЪъс следните за-
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ЗАДАЧА 2.5. Ако всички Дъги на графа С са ¢ отрицатедии тег. ла, какъв 
максимален ориептиран лес TCHEPUPA алгоритъмът. 

Отг.: В (изпълияват се само стъпки Зи 4, като Е = 8). 

с ЗАДАЧА 2.6. Да се построи максимален ориентиран лес за следиия граф o 

(] 
букет от върхове) букет от дъги 

е, 4 

-+ Поради това, че във И) попаднаха всички върхове на графа, а дъгите от . 
букета Eo образуват лес (стъпки 2 и 4 от алгоритъма.), следва, че това е мак- сималният ориентиран лес за графа. Теглото на МОЛ ¢ 15. В случая не се наложи да се изпълиява СТЪПКА 3 — процедурата. sa свиване πᾶ графа. 

""ЗАДАЧА 2.7. Да се построи максимален ориентиран лес за графа Go
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Решение: 

След включването на дъгата (/,с) в Ep, това мн%ество от дъги вече не 

е ориентиран лес. СТЪПКА 2 на алгоритъма ци препраща към СТЪПКА 3. 

Всички дъги и върхове от цикъла po : (с,4),(4,е),(е, /), (J,¢) свиваме в един 

връх --- върха то. Получаваме граф G1, който изглезжда, както е показано Ha 

следващия чертсж, като теглата па дъгите му се пресмятат съгласно инструк- 

циите от СТЪПКА 3 и формулата (2.4): Π 

-2 

Граф б1: Фзо 

Ν 

Теглото na дъгата (a,b) = 1, колкото Gewe и в rpatha Go. Тъй като дъгата 

с минимално тегло OT цикъла е дъгата (d c), 3a TerjaTa Ha входящите във ὕο 

дъги имаме (формула (2.4)) 

аь = (b, ) + () - ( 4) =10 4714 = 3, 

e(b,vo)s = в(6,с) + ε( 6) - е(Ле) =842 -9 =1, 

c(b,vo)s = е(Б, /) +elde) - 6(е, 7) - 8+2-10 -0.
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Сформираме буксти Vi и Е) , както с указанов СТЪПКА 3, като от букетите 
Vo n Е взимаме онези слемепти (пърхове и дъги), които са в Ст. Упеличавамс 1 t:=1-}1 и npemunaname otiono към СТЪПКА 2. 

Тъй като в букета Vi попадат всички върхове па графа С) и дъгите от А — (a,b), (b, vo)2 образуват ориентиран лес, СТЪПКИ I, Фи 5 ци препращат до СТЪПКА 6. Съгласно предписанията на СТЪПКА 6 Ззаменяме върха ш с ци. къла ра и обединяваме дъгите от Е = ((а,0),(6, vo)2} с дъгите от цикъла ρο. ¢,d),(d,c), (e, /), (/,с). Получаваме множеството дъти (α,}), (b, ¢), (e, d),(d,¢), е) (7с), OT което отстраняваме ABraTa OT цикъла, влизаща във върха ¢, т.е. дъгата (f,c). Така полученото множество ΟἹ дъги е повия букет Р T.e, Е 
Eo = ((а,5), (b, с), (с, 4), (4, е), (e, 7). 

СТЪПКА 6 ци препраща към СТЪПКА 4 (преди това i :- 1- 1), според която полученият нов букет Е е максимален ориентиран лес 3a изходния граф Со. 
Теглото на намерения лес е 1 #8+14+2+10 = 35 ито ¢ възможно максималцото (проверете), 

В задача 2.7 максималният лес е покриващ. O6Lpuere вни- 
мание на следните забележки. 

1. Максималният ориептиран лес (максималпото ориентира- 
но дърво) не се явява задължително покриващ лес (покри- 
ващо ориентирано дърво). 

Пример: В графа G, изобразен на черт. 2.1, 

Yepr. 2.1 

“ максималният ориептиран лес е {(c,b),(e,d)} и теглото му ” 
е 16. Този лес не е покриващ лес, не с и покриващо дърво 
(макар, че в графа съществува покриващо дърво и всички + 
тегла. са положителни). o



2, Длегоритм и за построяване на покриващи дврвета 239 

2. Покриващият ориентиран лес (дърво) певинаги с максима-- лещ(о). 
За графа ot черт. 2.1 лесът (с, 6), (α, 4), (а, е) с покриващ с тегло 11 и очевидно не с максимален (11 < 16). 
Покриващото дърво за графа ot черт. 2.1, (a,b), (b,¢),(a,d), (d,e) очевидно не с максимално, тъй като теглото муеб, а максималпото дърво с с тегло 8 (П случая 3a всяко пок- риващо AbPBO ¢ изпълнено 2) 

. Никой Оориснтиран лсс пе може д риващото ориентирапо дъ Твува в графа). 

а има повече дъги от ΠΟΚ- 
ῬΒΟ (когато такова дърво същес- 

аф ще генерира когато такова съществува). Не- 

па МОЛ, приложеп към граф ст рира покриващо ориентирано дъ Такова съществува), 

ака променсни тегла, ще гено- 
рво с максималпо тегло (KOI‘E\.TO 

ПРИМЕР 2.6. Да разгледаме следпия граф. 

Прилаганета na алгоритъма МОЛ 3 (а, 5)) с тегло 7. Ако всички тегла у алгоритъм 32 графа, 

2 този граф геперира Μ аксимален лес величим със 100 и пр иложим същия 

193 

102 ΄ ο
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Гл.2. Onm .2, UAUSAY UMY алго PUMMY в графи и м резсц Ще получим мажксималей o ABABA покри; риептиран лес {(c, ὁ b a " риващо дърво с мажксимално Tem{o( :i’a)l’l's:r;m?l}'l Етт;::::? 5,фкоию се рафа, 

Ше отбележим, Же алгоритъ Да се използв αΜ MBT 33 търсене па MOJ] може 

достатъчно да YMHOX 
ан лес (мол). За целта o 

изходния граф. 
теглата. на, ΒΟΚΎΚΗ дъгти па 

, Ще геперира лес, който е покри- 

риващо дърво съществува). 

в) търсене на минимално покриващо ориентирано дврво (кога- TO съществува). 3a целта умпожете всички тегла с (-1) и добавете достатъчно голяма положителна κοποταπτὰ M 
към получените тегла. За графа, с Taka променеци тегла, 
приложете алгоритъма МОЛ. 

г) търсене на максимално (или минимално) покриващо ориен- 
mupano дгрво с корен e даден врет т (когато това е възмож- 
πο). За целта в графа се добавя допълнителен връх у и 
дъгата (у, 2) с произволно тегло. Ако съществува покри- 
ващо ориентирано дърво в разширения граф, та ще има за 
корен върха у, тъй като в у няма влизащи дъги. Памере- 
ΠΌΤΟ покриващо ориентирано дърво 32 разширения граф, 
след отстраняване па дъгата (у, +) и върха у, става Tako- 
ва дърво и 38 изходния граф. Следователно, за целта с 
достатъчно B разширения с дъгата (у;,+) граф да проме- 
пим теглата., кажто в т. 6) и в) и приложим алгоритъма 33 

MOJIL. 

ce 
Cera вече e ясно, че проблемът, поставен B пример 2.31,1’[)_ 

свежда. N0 търсене на минимално покриващо ориентирано 

DO с кореп във върха, съответен па град София.



2. Алеоритми за построяване на покрцващи dspacma 241 

ЗАДАЧА 2.8. Да се построит всички покрипващи дърпета 32 псеки OT след- 
нпите графи. Съставете компютърпа програма за търсене па покриващи дър- 
nera. 

4 1 

ο 

5 2 
5 1 1 

0 

Граф Gy Tpad G2 I'pad Ga 

ЗАДАЧА 2.9. Да се построят максимално и минималио покриващо дърпо 
за графите ΟἹ задача 2.8, без да сс търсят всички покриващи дървета. 

Граф б4 

ЗАДАЧА 2.10. За графа Gy да се построят 

а) максимален ориептиран лес; 

6) мипимален ориентиран лее; 

п) максимално покриващо ориентирано дърно; 

мипималио покриващо ориситирано дърно; 

максимално (МИПИМПЛП()2 покриващо ориситирано дърво с корепи съот- 
ма А 

ветно във П”ЪРХОПСТ(Е а, b, ¢, d. 

ЗАДАЧА 2.11. Формулирайте реални задачи (икономически, Ууправленски, 
" срии и т.н.), определете техния модел на езика на. трафите и съставете 

:(1)[:11;:([1*1!"1.рпи прогрпми за тяхното pelanane,
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2.3. Алгоритми за търсене на пътища 

ПРИМЕР 3.1. Да разгледаме граф С = (И,Е), върховете на който съот. 
DCTCTBAT на летищата в света, а дъгите -- на въздушните линии между тлу 
(пвъзможиите полети). Как да се избере маршрут за пътуване между два пун- 
кта, така че този маршрут (път) да бъде олтимален в пякакъв смисъл? 

Очтималността може да бъде свързана с дължина, бързина, цена, curyp. 
HOCT, комфорт и др. 

Нека на. всяка. дъга на графа е съпоставено тегло ¢z, у), което се интери- 
ретира като километри, BpeMe, печалба и т.н. Тези тегла могат да се зададат 
и в матрица С = (ciy). Enementure па матрицата на теглата могат да са по- 
ложителни, отрицателни или нула. Защо теглата. могат да. са и отрицателии? 

ПРИМЕР 3.2. Търговски лътцик предвижда лътуванс οἹ София до Bapna, 
като възнамерява пътьом да посети и няколко други градопе, T'bproneu'n с 

голяма точиост 3186 каква печалба ще му донесе евелтуалното посещение на 
клиейнти в съответния град. Какъв маршрут да. избере този търговец? 

Да разгледаме граф С с върхове градовете, които е възмож- 
но да поссти търговецът. 

Ако теглото па всяка дъга означава 
“ разходи 38 път” — “очаквани приходи”, 

с ясцо, че е възможно да съществуват дъги с отрицателни тегла 
(участъци, където транспортните разходи са по-малки от очак- 
ваната. печалба), както и дъги с положителци и нпулеви тегла. 
B този случай търговският пътник трябва да си избере мариг- 
рут, съответстващ па най-краткия път в графа между върховете 
” София” и "Варна”, 

Ще отбележим, че алгоритмите 88 търсене на най-кратвк пат 
(НЕП) ca различни в случаите ”всички тегла са неотрицател- 
пи” и "теглата са произволни”. 

Освеп това, при отсъствието на една дъга (z,y) or графа 
ще считаме, че теглото й ¢ e(z,y) = oo, Termara на дъгите и 
пътищата. ще наричаме с най-естествепия за случая термин — 
двлосини. 

В задачите за памиране па НЕП (най-краток пет) се налага 
ограничението в графа С да няма цикли с отрицателно тегло. 
Яспо ¢, че наличието πᾶ такива цикли прави песъдържателна 
задачата, поради възможността пикълът да се обхожда мно- 
гократно и пътят между два върха да става безкрайно малък 
(да клопи към -со). За елементите с;; ΟἹ матрицата Π теглае 
та ще предполагаме, че пе е задължително да. удовлетворяват 
условието на триъгълника 

су 5 с + съ 32 Vi, 4, Е,
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поради тривиалността па задачата в противен случай. В този параграф ще разгледаме и алгоритъм 3a търсене на amopu, mpemu,..., k-mu по двлжина потища, KOCTO често се нала- га и ¢ полезпо при решаването Π многокритериалци задачи ΟἹ практиката. 
Поради това, че теглото на един път певицаги се явява су- ма ΟἹ теглата на участващите в него дъги, в този параграф ще разгледаме и въпроса, свързан с намирапето па пътиша с максимална надеждност и пропускателна способиост. Такива задачи могат да се преформулират като задачи 3a НЕП или да се приспособят за решаването им методите, изпол- звапи в задачите за намиране на НЕП. 

1. Най-кратък път (ΒΚΠ) между два дадени върхази L. 
Алгоритъм на Дийкстра 

Алгоритъмът с предложен ot Dijkstra L., 1959 д., [15] ие твър- Де ефективен и простичък. В този алгоритъм се предполага, че 
двлжсините с;; на всички двги са пеотрицателни. 

ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. Алгоритъмът може да се разг- лежда като процес Ha последователно маркиране върховете па 
графа със съответни числа. В общия случай маркиращото чис- 
"ло d(z) на върха z ¢ временно и дава горна граница за дъл- жината на пътя от 5 до т, При изпълнепието цна алгоритъма 
стойностите на маркиращите числа се памаляват, като па вся- 
ка итерация точно едно от времепните маркиращи числа става постоянно (оцветява ce). В този случай постояниото (оцве- 
теното) маркиращо число d(z) вече не се явява някаква горна 
грапица, а ¢ точната дължина на НЕТ ΟἹ s до z. За оцветен 
считаме и съответния връх +. Когато освен дължината на НЕП 
се търси и самият път, се оцветява и едпа от дъгите Na графа, 
като по този начин тя се включва в търсения път. 

I_O—ITI/ICAII]/IE АЛГОРИТЪМА НА ДИЙКСТРА., СТЪПКА 1. 
OIIBOTCTG пачалния връх 8, ΠΟΠΟΣΚΟΤΟ 

d(s)=0  (постоянно маркиращо число), 
d(z) = 00 (временпи маркиращи числа), Yz τ 5, 
p=s (p — последния оцветен връх), 

СТЪПКА 2. ( Промяна на временните маркиращи числа.) 38
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всички пеоцветепи върхове т преизчислете числата d(z) mo Φορ. 

мулата 

(34) 4() < пащ(а(2), 4()+ е(ь 2)) 
(Очевидно се променят само опези d(z), за които съществува 
Дъга (p,z), останалите маркиращи числа остават същите,) 

Ако 3a BCCKM неоцветен връх «, d(z) = 00, прекратете проце- 
дурата — в rpada няма пътища. ΟἹ 5 до неоцветените върхово, 
В противен случай оцветете онзи връх +, чието число 4(«) е ми- 
нимално. Оцветете и дъгата, влизаща в Z, 38 KOATO се достига 
минимума ot (3.1). Положете } = z. 

СТЪПКА 3. Ако р = t, край Ha процедурата, едипствепият 
път OT 5 до 1, съставеп на оцветени дъги, е НЕП между s u ¢, 
В противен случай преминете към ствпка 2. 

ПРИМЕР 3.3. Да се памери с алгоритъма на Дийкстра НКП mexny s u ¢ 
в следния граф. 

Да припомиим, че при липса wa дъга (u,v), теглото й считаме 88 00, 
СТЪПКА 1, Nonarame d(s) = 0 и d(zI)I = 00, 838 всички други върхове. 

Оцветяваме s (ияма. дъги 32 оцветяване). Полагаме р = s. 
CTBIIKA 2. По формула (3.1) пресмятаме новите маркиращи числа. 3a 

неоцветените върхове на графа. 

d(a) = min{d(c), d(s)+ в(з,а)) = min{co,0 + 2) =2, 

4(4) = min{d(d), 4(2) + c(s,d)} = min{oo, 0 + 3} =3, 

4(с) = min{d(c), &(s)+¢(s,¢)} = minfoo, 0+ 8) =8. 
ИЗЛИШПО е да преизчисляваме останалите ма 

непроменени -- в случая oo (проверете). 
Тъй като 4(а) е минималното маркиращо число измежду преизчислените 

чи Ща, оцеветяваме Θόρτα а и dseama (s,a). Цолагаме р = α, 
"ἓἷξᾖἓἶ g gp;nfauxa нИ към стапка 2, тъЙ като върхът 1 не e onperell. 

ркиращи числа, тъй като остават 

d(8) = min{oo, d(a) + ο(α, 5)) = min{co,2 + 1} =6, 

d(d) =3, d(c) =8, d{t) - οο.
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Минимално ¢ числото d(d) = 3, следователно оцестявамс варта d и двгата 

{s,d), Полагаме р = d. 

СТЪПКА 3. Препраща ни към ствпка 2. 

СТЪПКА 2. (р< 9) 
d(c) = min{8, 4(4) + c(d,c)} < min{8,3+1} =4, 

d(b) = min{6, 4(4) + c(d,)} = min{6,3 +2} =5, 

d(t) = со. 

Минималпното OT временните маркиращи числа. (тези на неоцветените върхопе) 

(c) = 4. Оцестяваме agpra с и dszama (d,c). Полагаме p=c. 

СТЪПКА 3. llpenpama ни към ствпка 2. 

СТЪПКА 2. (p=c¢) 

d(b) =min{5,4 + 3) =5, 

4(4) = min{oo, d(c) + c{c, 1)} = min{co, 4 + 1} =5. 

Минимално ¢ всяко от числата. d(b) = 4(4) =5. Ако изберем d(t), ще oyeemus 

aspza t и dszama (c,t). Полагаме p=1. 

СТЪПКА 3. Kpait na алгоритъма. Построеното дърве (s,0), (5,4), (4,с), (е) 

na най-кратките пътища, дава и най-краткия (8 — 1) път 

(ς,4), (4,с), (e,t), 

койта e с дължина 3+ 1 +1=5. 

Ако бяхме избрали 32 минимално нс 4(1) « ὅ, а d(b) = 8, вместо вър- 

xa { ¥ дъгата (с,1), трябваше да оцветим 63pIa ὑ и dseama (d,b). Полага- 

ме p = b. СТЪПКА 3 пи npenpama отнове към СТЪПКА 2 (p = ὃ). Ou- 

встявамсе aspra b и dszama (с,1). Kpait на алгоритъма. Построспото дърво 

(s,a), (5,4), (4,<), (4,6), (с, г) дава HKII от s до всеки връх па графа, в това 

uneno и (s — 1) НЕП, а именио 

(s,d), (d,¢) (ο,), 

чиято дължипа е 34 1+1= 5. 

Графично, етапите на строе 

показано по-долу. 

Θ 1 ( ) Ο 1 

” х 

2 @2 

ol o 
в) г) 

не па пътля може да се илюстрират, както есе 

или при втория избор, когато d(b) приемсм за минимално иместо emana г.) " 

ΜΜΆΜΟΣ
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А ФУФЧ% 
2 @ 2 Θ 

г) д) 

KOMEHTAP И ОБОСПОВКА ПА АЛГОРИТЪМА. | Всеки път, 

когато се оцветява връх (без началция з), се оцветява и точно 
еднпа. дъга, влизаща в него. Следователно, при изпълнението на 
алгоритъма в един връх пе може да влиза. повече OT една. оц- 
ветена дъга. Оцветените дъги (строеният ΟἹ алгоритъма път) 

не образуват контур, тъй като алгоритъмът не допуска оцветя- 
ването Ha дъга, чийто краища (върхове) вече са оцветени. ΟἹ 

казаното следва, че алгоритъмът строи в изходния граф ори- 
ентирано дърво с корен във върха 8, състоящо се ΟἹ оцветени 
дъги. То се Нарича ориентирано дврво на най-кратките патища. 

Единпственият път ΟἹ 8 до всеки връх + на това дърво се явява 

пай-краткият път между върховете s и «. Очевидно, ако имаме 
(s - 2) НЕП и върхът у принадлежи на този път, то Частта ΟἹ 

пътя между у и « се явява най-краткият път между върхове- 
те уи z. (Допускането па противното води до противоречие с 

мипималността на ( - «) пътя.) 
Формулираният алгоритъм много лесно се модифицира, за да. 

търси не само ΗΚΠῚ между s и [, а между и всички останали 

върхове на графа, т.е. да построява покриващо ориентирапо 

дърво с корен 8. За целта в СТЪПКА 3, критерият не трябва 

да бъде дали е оцветен върхът i, а дали са оцветели всички 
върхове на графа (при условие, че в графа се съдържа понпе 

едно покриващо ориептирано дърво). 
Малко по-къспо ще дадем обосповка Ha сдпа модификация па 

този алгоритъм, когато разгледаме алгоритъма на Форд. При 
малгипна. реализация на алгоритъма па ЛДийкстра, след полу- 

чаване дължините па най-кратките пътища ΟἹ 8 до остапалите 

върхове, самите пътища могат да се получат с рекурсивпа про- 
цедура, използвайки формулата 

(3.2) d(z;) = d(z:) + C(:II:‘, zi), 

където 15 € върхът, непосредствено предхождашщ Z; B ΗΚΠ.
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При графи с пеориентирани дъги, т.с. ребра, псяко ребро мо- 
же да се разглежда KaTo двойка противоположпо ориснтирани 
дъги с равни тегла. 

Очевилпо (s - 1) ἘΓΚῚΣ ще бъде единствен, когато при изпъл- 
пение па алгоритъма. пито веднъж не възпиква пееднозначност 
при избора па дъга за оцветяване. 

ЗАДАЧА 3.1. Да се приложи алгоритъмът на Дийкстра 3a намиране Ha 
(s- 1) ΗΚΗ в следния rpag. Р Р 

Решение: d(s) = 0, 4(8) = oo, Ща) = оо. Ощветяваме върха 8 и полагаме 
p=s. Преизчисляваме d(t) и d(a). 

d(a) = min{d(a), d(s)+ c(s,a)} = min{co,0 + 5) =5, 

d(t) = min{d(t), 4(2) + c(s,t)} = min{co,0 + 3} = 3. 

Минимално е d(t), следователно оцветяваме върха ἐ и дъгата (s,t). Край na 
алгоритъма. Пътят (5,1) e ”НЕП”, дължината му е 3. Това очевидно не е 
вярио, тъй като пътят (5,а), (а,1) ¢ с дължина 5 - 4 =1 и той е по-кратък. 

И така, от задача 3.1 ce вижда, че алгоритъмът па Дийкстра 
пе работи добре (т.е. е пеприложим) в случаите, когато тоглата 
(дължините) на дъгите могат да са и отрицателни числа. 

2. Алгоритъм на Форд за НЕП [16] 

Този алгоритъм е модификация πὰ алгоритъма на Лийкстра 
за случаите, когато някои дъги имат отрицателпи тегла, Раз- 
лЛиките се състоят в следното. 

а) В СТЪПКА 2 на алгоритъма на Форд, по формула (3.1) се 
преизчисляват числата d(z) не само за неоцветените вър- 
Хове, а 38 всички върхове; 

6) Ако за оцветен връх # се получи памаляване стойността 
на маркиращото число 4(т), то оцветяването па върха т и 
Иинцидентиата с него оцвестена дъга се спема (игпорира);
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в) Алгоритъмът спира своята работа, когато всички върхо-. 
ве са оцветени и след изпълнение na СТЪЛКА 2 никое οἹ 
числата 4(2) пе се променя. 

ЗАДАЧА 3.2. Да се приложи алгоритъмът на Форд за памиране (s - ἢ 
НКП в графа от задача 3.1. 

Решение: d(s) = 0, а) = oo, 4(1) = co. Оцветяваме върха 8, полагаме 
P = s и преизчислязаме no (3.1). 

ἀ(α) = min{d(a), d(s)+ 6(5,а)) =min{oo,0+5} =3, 

d(t) = min{d(2), d(s)+ c(s,1)} = πιϊπίοο, 0 + 3} = 3. 

Минимално ¢ d(t) — оцаетяваме espza i и dszama (s,t). Homarame р = #. Не 
са оцветени псички върхове, mosrapame СТЪПКА 2. 

Тъй като ΟἹ # не излизат дъги, всички маркиращи числа остават същите 
d(s) - 0, а) = 5 и 4(1) = 3. Оцеветяваме вврта а u дггата (s,a). Полагаме 
р = a. Дървото на НКП се състои вече от дъгите (2,1) и (s,2). Връщаме 
се отново към СТЪПЕА 2, за да проверим променят ли се маркировките па 
върховете. 

d(t) = min{d(t), 4(а) + в(а, 4)) =min{3,5+ (~4)} =1, 

d(s) = min{d(s), 4(а) + с(а, )) = min{0,5+ со) =0. 

Тъй като d(t) се камали от 3 на 1, снемаме оцеетяването на aspza ( и dszama 
(s,1). Cera вече дървото πὰ HKII се състои само ot дъгата (s,a), ката един- 
ственият неоцветен връх в графа е . Оцеветяваме Г и dazama (a,t). Нолагаме 
р =1. Тъй като от 4 не излизат дъги, величините d(z) не се промеплт, а няма 
и неоцветени върхове, Край. 

Най-краткият ( - () път е от оцветените дъги (3,а), (а, () и дължината му 
е5-4 -1, 

ОБОСНОВКА НА АЛГОРИТЪМА НА ФОРД. | Hexa процеду- 
paTa Ha алгоритъма Π Форд е завършена. ТГогава очевидно 33 
произволни T и у ще бъде изпълпено 

(3.3) 4(2) + c(z,y) > d(y), 

тъй като всички върхове са. оцветени и маркиращите числа не се 
променят (отрицанието на (3.3) води до снемане оцветяването 
на върха у). 

Да допусием, че алгоритъмът ¢ приключил своята работа и 
за пякой връх у па графа, d(y) не съвпада с дължината на пай- 
краткия път от # до у. Ако има няколко такива върха у, избира 
се този връх ¥, за който (9 -- у) НЕП uma най-малък брой дъги.
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Да означим с + предиоследния връх в (s—y) НКП. При поло- 
жепие, че има няколко такива, за предпоследен връх + се взима 
анзи, 38 който (s - т) НКП ¢ ¢ пай-малък брой дъги. Генери- 
раците ΟἹ алгоритъма чиела d(y) задължително са дължини Ha 
(s - у) пътища в графа. Допускането, че d{y) пе e дължина на 
пай-краткия път води до 

(34) d(y) > #) + e(z,7) 
(xaTo имаме предвид и избора па + и ). 

Порали (3.3) и (3.4) o 
повката € завършена.. 

Както беше споменато в началото па. параграфа, разглеждат 
се графи без цикли с отрицателно тегло. При линпса на информа- 
ция 33 съществуването ца такива цикли, алгоритъмът на Форд 
също с приложим, по в процеса на работа трябва да се ? брои” 
колко пъти се оцветява всеки връх. Ако броят на оцветяванията 
πὰ някой връх стане п (броя на върховете на графа), се стопира 
работата. на. алгоритъма. — в графа има контур с отрицателна 
дължина.. 

В противен случай, алгоритъмът след краен брой стъпки 3a- 
вършва работата си и дава НЕТ. Това наистина е така по след- 
пите причини. Пека в графа няма цикли с отрицателна дължи- 
na. Тогава щом за върха z, d(z) стапе окончателно, в най-лошия . 
случай всеки ΟἹ оставащите върхове може OTHORO (или за пръв 
ПЪТ) да бъде оцветеп само веднъж, преди окончателното оцве- 
тяване на един от тези върхове, Следователно никой връх не 
може да бъде оцветяван повече ΟἹ п — 1 пъти, 

тхвърляме допускането, с което обос- 

3. Алгоритми 38 търсене Ha всички ЯЕКП. А лгоритми 

на Флойд и Данциг 

Ще бъдат разгледапи два сходни алгоритъма. за търсене ца 
HKII между всяка двойка върхове в графа -- алгоритвлм на 
Флойд [1 Τ и алгоритеам на Ланциг [18] . Както при предишните 
алгоритми, 838 дължините ще €A допустими и отрицателни стой- 
пости, като ще предполагаме отсъствието па цикли с отрицател- 

ὶ πϑ дължина (впоследствие ще бъде вдигната и тази забрана). 
Пека върховете πὰ графа са померирани с естествените числа 

от | до n. Да означим с 45 дължината πὰ НЕП между 1-тия и 
Κ 4-тия връх, в който път 32 междипни върхове се използват само ι якои от първите т върха на rpada. Ако такъв път не същоес- м = . 0 . ᾿ твува, ще считаме 47 = oo. Ясно ¢, че 4; се явява дължината.
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па най-късата дъга, съединявалтща iu . 3a всяко i, полагаме 

4.-0. 
Матрицата с размер 

с df} да озпачим с D™, 

определя матрицата D, 

|ИДЕЯ ἼΑ АЛГОРИТЪМА (HA ФЛОЙЛД).|От началната мат- 

рица DO се определя матрицата DT, or нея 12 и т.н. от Ρπ-! се 

определя матрицата D", даваща всички HKI в графа. Същи- 

пата на алгоритъма е следпала. Пека. са известни: 

ипхпт, чийто елементи (5,7) съвпадат 

Очевидпо за изходпия граф веднага се 

а) НЕП между връх i и връх т с допустими междинни вър- 

хове измежду първите (M - 1) върха; 

6) HKII между връхт й връх 2 с допустими междинии вър- 

хове измежду първите (M — 1) върха; 

в) НЕП между връх i ¥ връх 7 с допустими междинни вър- 

хове измежду първите (т - 1) върха. 

Тогава НЕП между i u 7 с допустими междинни ΒΌΡΧΟΒΟ из- 

межлу първите т върха, се явява пътят в) или пътят, получен 

οἹ обединението Ha пътищата а) n 6), T.C. 

mo__ Н m—1 m—1 m=—1 

ἄ = min{d% ", 47 + а 

ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА (ПА ФЛОЙД). | СТЪПКА + 

Всички върхове се номерират с числата от 1 до п. Определя се 

матрицата Π9 = (d%)nxn, кълето слементът (3,7) e дължинпата па 

пай-кратката (¢ най-малко тегло) дъга межлу i и 7. При липса 

на дъга (i,7), се полага d?]- = 00, а 838 всяко 1, 4 = 0. 

СТЪПКА 2. 3a всяко т € [1,n] се определят елементите на 

чрез елементите па матрицата ре - 
матрицата D™ = (dg")nxn 

(d l-';f"l),,xn при използваце па рекурсивпото съотношение 

- т ет m—1 m—1 m—1 

(3.0) d” = mm{dij ᾽ dim + de . 

Beexn enement (i,7) на последната. матрица D" 3anasa най-крат- 

кия път от върха 1 Ὸ върха 7.
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ЗАДАЧА 3.3. Да се определи с алгоритъма па Флойд HKIT между върхо- 
всте на следния граф. 

7 . м " Решение: В този граф ππμὰ цикъл с отрицателно тегло. Последователно 
пресмятаме слемептите na матриците D', р?, Р? и D* (СТЪПКА 2), xato 

преди това определяме елементите на D° (ΟΤΌΠΚΑ 1). 

о1- 2 01 -4 2 
o _ οο 0 2 ™ 1 oo 0 2 -о 2 

р οο 1 0o | D= o 1 0 o | =05 
3 οο I 0 3 4 -1 0 

0 -3 -ά 2 6 -3 π 2 

3 οο 0 2 oo , | οὦ 0 2 o0 

О οο 1 0 oo ’ b= οο 1 0 oo 

3 0 -1 0 3 0 -1 0 

LI{OMEHTAP И OBOCHOBKA ПА АЛГОРИТЪМА ПА ФЛОЙД. 

1. Тъй като няма цикли с отрицателни тегла и поради (3.5), 

то | 
d% =0, за VYiVm 

γπ-- т m—1 т 1 а а и Ф Ф Vi=1, 2,.., n, 

. диагопалните елементи могат да пе сс изчисляват и 

освен това при определяпе елемептите на D™, тези от т- 

ти ред и т-ти стълб могат да се вземат без изменение от 

предишната. матрица. D™l 

9. Нека липсва ипформация за съществуването Ha цикли с OT- 

рицателно тегло. Тогава ¢ малка модификация алгоритъ- 

мът на Флойд може да се използва за памиране на НЕП 

или устаповяване наличието на цикли с отрицателно тег- 

ло. За целта е достатъчно за МЕ < |, 2,...ὄ да се пресмятат
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d%. Axo (Ἱ < 0, τὸ в G има цикъл с отрицателно тегло, 
” - . " 
съдържащ върха т;. Край. В nportunen случай, anropy. 
тъмът спира, когато пресметне слемептите на последната 
матрица D®. 

3. Дължината на НЕП o1 т до 4 с допустими междинни върхо- 
BC измежду първите т върха очевидно пе надхвърля дъл- 
жината па HKIT ΟἹ + до 7, ако за междинни се използват 
само първите (т - 1) върха и не надхвърля НЕН οἹ + до 
J ако за междинпи се използват някои OT първите (т - 1) 
върха и задължително върха т. Оттук по индукция следва 
верността Ha твърдението "алгоритъмът на Флойд генери- 
ра НЕП между всички върхове па графа”. 

ЗАДАЧА 3.4. Да сс определят с алгоритъма на Флойд НЕП между вър- 
ховсте па следция граф. 

. Pewenue: Прилагаме алгоритъма na Флойд, като вземем предвид втора- / Ta oT по-горе направените забележки в комситара, т.е. изчисляваме 4 , при т =1, 2,..., и спираме при получаване на 47 < 0, което индикира наличиета на цикъл с отрицателна дължина. 

0 -4 oo 0 -4 oo 0 —4 =2 
е|е 0 2], ρ'κ[οὦ 0 2, 02={0 o 3 

1 1 0 1 -3 0 1 -3 - 

Тъй xato 43) = —1, спираме. B графа uma цикъл с отрицателно тегло. 
Продължаването на процедурата е песъдържалтелино, тъй като дължините на ” НЕП” непрекъснато намаливат, 

Ше направим още една бележка към коментара на разглеж- дания алгоритъм. 

4. Как ефективно да се определи съставът па дъгите, участ- 
ващи в най-кратките пътища? 

Може да се използва следната техника за съхраняване на ип- 
: формация 38 самите пътища (а не само за дължините им). На- 
Г ред с матрицата D™ се поддържа и обновява втора (n Χ n) мат- 

рица O™ = (05). В началото na матрицата 00 се присволват
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0, — 4. значения 07; = z;. B съответствие с (3.5), при изпълнение на 

СТЪПКА ἓ ΟΥ алгоритъма, се изчисляват (актуализират) и еле- 
ментите #7 по следния начин 

037, при 4571 < 1 4 те 12 m та ? 

(3.6) o7 = . 
6"y при 457 > 47 + ае 

В края на алгоритъма Hall кратките пътища се получават He- 
посредствено ΟἹ последната матрица О”. Елемептът 6% указва. 
върха, пепосредствено предхождащ върха ; B най-краткия път 
ΟἹ z; до z;. НЕП между върховете z; и т; се дава от следната. 
последователност върхове 

Tiy Фиу .е Ty 285 Tay 23 

където 
τ < ПО - LT π - 05 = Ха # = 2p, #75 = Хае θΐυ 7 3 

Матрицата O™ дава възможност да се определят и дъгите на 
цдикъла с отрицателно тегло, когато 47 < () при някое m. 

Този метод се нарича esmpeuwen (вграден) метод и той се из- 
ползва, когато предварително се знае, че потребителят изисква 
не само дължините, a и самите НКП (tentative method). 

ПРИМЕР 3.4. За графа or задача 3.3 (вж. решението) да се определят 

съответните матрици ©°, 9!, @2, е?, Θ΄. 
Решение: 

о1- 2 1111 
o ο 0 2 co o_[ 2 2 2 2 е| 1 0 | =133 3 8 

38 οὦ 1 0 4 4 4 4 

01 -4 2 1111 
1 2_[ o0 0 2 o 1_po2_| 2 2 2 2 
рей е| 1 0 e} 9559 -π|8 ὶ 3 3| 

3 4 - 0 4 11 4 

0 -3 —-4 2 1311 
3 Ν οο 0 2 oo 3 _ ot 2 2 2 2 
DP=D'=|c 1 0 o 5Ξ59Ξ|3 3 3 8 

3 0 -1 а 4 3 1 4 

Както Gewe отбелязано B коментара на алгоритъма (вж. 4), елемептите na 

матрицата О! даватТ номерата на предхождащите върхове във всеки най-кра- 
тък път. Папример, да определим най-краткия път между връх 4 и връх 2.
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Блементът Щъ от Й“ дава дължината на най-краткия път между връх 4 и 
връх 2. Елементът #1) = 3, т.се. в този път, предхождащ за връх 2 е връх 3. 
Елементът #4; = 1, T.e. следващият предхождащ ¢ връх 1. Елементът 0„ =4 
— край, стигнахме до началция връх па пътн Следователпно, самия най-кра- 
тък път (който ¢ с дължина ф» = 0) e (4,1), (1,3), (3,2). Анпализирайте и 

остапалите елементи 18 матрицата. Θ4᾿ T.C. определете най-крп.тките пътища 

между всеки два върха с помощта Ha тази матрица. 

ЗАДАЧА 3.5. Да се памерят матриците ©°, @', ©%,... за графа от задача 

3.4 и с тяхна помощ да се определи цикълът с отрицателна дължина. 

Решение:; 

111 111 11 2 
=2 2 2 o'={2 2 2], е-2 2 2 

333 31 3 31 2 

Ot задача. 3.4 се вижда, че елемситът 433--1 (вж. решението), следова- 
телпо в графа има цикъл с отрицателна дължина, равна. на. ( 1), съдържащ 

върха тз. Елементът 03) = 2, T.c. предхождащ 38 пръх 3, в този цикъл ¢ 

пръх 2. Елементът #35) = 1, т.е. следващият предхождащ e връх 1, БЕле- 
ментът 63; = 3 — край, стигнахме отново във пвръх 3. И така, цикълът 
(3,1), (1,2), (2,3) има тегло (-1). 

Една проста модификация на предложения метод е следната. 
Когато разстоянието между 1-тия и 7-тия се подобрява при пре- 
минаване през т-тия връх, B O™ елементът 07} става равен па 

т. В противен случай стойността Ha θζ;' остава същата. В този 

случай вместо (3.6), всъщност се ползват формулите 

-1 -1 - - 37", при 45 5(1:-;“„1+(1:].1, 

07 = 

m, при d:-;.‘“ > d;’;l + ([::]."1, 

В случая разликата в анализа и "прочита” на последната 0” 
матрица се състои в следното: Елементът 07 дава връх ΟἹ (1-7 )) 
пътя. За разлика от преди, не с задължителпо този връх да сс 
явява предпоследен 38 ( - 7) пътя. 

Ще илюстрираме тази модификация като разгледаме следния 
граф G:
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Разстоянисто ΟἹ 2-ри до 1Т-ви връх е с дължипна άἕι =4. Πο
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ради #2 = 4, следва че в (2 - 1) НЕ се минава и през връх 

номер 4. Тъй като 63, = 2, следва че ΟἹ връх 2 до връх 4 НЕЦ 

е директен. Но Ἐ като #1) = 3, следва че ΟἹ връх 4 до връх 
o 4 

1 се минава npes връх 3. Тъй като θ45 = 4 и #3, = 3, следва че 

HKII e 2431. 
Освен тази техника 3a определяне на HEII, предложена or 

Ху (19), съществува още един gsnwen (terminal) метод, наречен 
така, тъй като се прилага след завършване работата на алгори- 
тъма па Флойд. При този метод матрицата D™ с вече получена 

и числата (елементите) f;; се определят с помощта само Ha мат- 
риците Р0 и D*. 38 целта ¢ достатъчно, ако dj + d% Ξ 45 38 

пякое t, да се положи θ)} : t. 

Алгоритъм на Данциг за намиране на всички НЕП 

Ще изложим още един, твърде сходеп алгоритъм за търсене 
на всички най-кратки пътища. При този алгоритъм по същество 
се извършват същите операции, както в алгоритъма на Флойд, 
но в друг ред. В този случай матрицата D™, т > 1 e ¢ размери 
mXxm (а не пхп, както беше при Флойд), като от матрицата D° 
се определя матрицата D!, от нея D? и т.н. от D™! се определя 
матрицата D", 

При пресмятане на матриците D™, т > 1 се използват па 
практика. елементите па предишната. матрица D™~1 и елементи- 
те па матрицата DO, 

ИДЕЯ ПА АЛГОРИТЪМА (НА ДАНЦИГ).| Всяка следваща 
матрица D™ съдържа един ред и стълб в повече ΟἹ предиш- 
ната матрица 1771 (т > 1). Елементите на D™, които пе ca ΟἹ 
последния ред и стълб се пресмятат точно както в алгоритъма 
па Флойд. Елементите df} при i = т или 4 = т ce пресмятат, 
като се използват следните съображения. Най-краткият път от 
връх + до връх т с използване па първите т върха като меж- 
дипни пе може да съдържа като междинен върха т (липсват 
цикли с отрицателна дължина). Поради това, НЕП (ὑ - т) се 
състои oT две части. Първата част e НКП (i— 7), където 2 < т 
и се използват за MEXIMIINY първите т--1 върха, а втората част 
— най-късата дъга от върха ) до върха т. 

Аналогично пай-краткият път от върха т до върха i с из- 
ползване на първите т върха за междинни има също две части. 
Първата — това е най-късата дъга (т,4), 7 < т, а BTOpaTa част 
— HKII (7-1), в които за междинни се Използват първите m— 1 
върха. Елементите 47 се полагат равни на нула.
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ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА НА ЛАНЦИГ. | СТЪПКА 1. 

Веички върхове на графа се номерират с сстествените числа 
οἹ Т до п. Определя ce матрицата DO, ., като елементите й d?j 

ca дължините Ha най-късата дъга OT връх i до връх . При 

отсъствие на дъга (4,4) се полага # = oo, 
СТЪПК;;1п2. За Bc;g(olm =1, 2,...,, п се определят съответните 

матрици D™, чрез D и D° по следпия начип. 

т . 
(3.7) 427 =0 3a BCAKO + и всяко т. 

(3.8) ἀ Ξ min{d’g“l, а + ἀ,“πἷΙ}, при 57 < 1, 2,.., т- 1. 

(39) ἀξι min 037 Ἑ 4}..},. прий-1, 2., т1 

(3.10) Фу Шшт-1ш9,„+а;7 1), при4-1, 2,.., т-1 

ЗАДАЧА 3.6. Да се докаже, че алгоритъмът на Данциг и алгоритъмът на 

Флойд извършват еднакъв брой операции. 

Pewenue: У равнението (3.8) се използва и в двата алгоритъма. Y pablie- 

пията (3.9) и (3.10) ΟἹ алгоритъма. на Данциг т - 1 пъти повтарят (3.5) от 

алгоритъма на Флойд. 

ЗАДАЧА 3.7. [1] Да се определят с алгоритмите на Флойд и ДЛанциг най- 

кратките пътища. между всеки два B'bpxa- B следния I‘pacb. 
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1 

горитам на Флойд. Елементите на матрица Р“ се определя 
Pewenue: Ал 

по следиия начин. 

42 =0 . 

41 = min{d%, ἀ2) + 495) = min{7, 2 +2} =4 

dby = min{dSs, Ф +d3,} = min{oo, 241} =3 

di = dg] =6 

, = min (433, 

Цд*,д, =0 

ἀ!, = min{d3,, 

да - ф =1 
dip < min{d%, 49 + а) =min{oo, 1+ 1}- 2 (4,1), 

45 = тйп[:[?з, а + d?g} =min{4, 1 +2}=3 (4, 1), 

&3, + 43) = min{5, 6+1} =3 

αϑι +d$,} =min{2, 64+1} =2 

001 21 001 2 1 
. [200 4 8 , [200.4 37, 

ρ' Ξἰ ι 2: ' Ξ|ς 50 2] 
1230 1230 

01 21 0 1 2 1 

- [20 4 3 . [20 4 3 

DP={gs502 | . Ξ|3 402 |е 
1230 12 3 ὅ 

% (1,2); 1,3); 1,4 
2,1); ; ,1),(1,3); 1), 

(8,4), 4,13; (5,4), (4ι1)»(1»2ἓ; @) ἓΙ 3ἓ; @ ἕἔζἓἔ 
(4,1); (4,1),(1,2); (4,1),(1,3); Ἷ 

2а 
0 _ 7 oo 

Ρ- υ 2 |0 -(44) + (0). 
40 

- 2 Елементите на матрицата “ пресмятаме ¢ помощта na (3.7) — (3.10).
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Следователно за матрицата D? получихме 
0 3 2 

0 ( 2 p |- Сравнете получената. матрица със съответната част на 

матрицата, получена по метода на Флойд. 
Прссмптаме селемените па матрицата. D3 и получаваме 

ечче Елементина р 
dis т4 + 4з, d; + 435) =min{0+2, 147) =2 (1,3) 

фу < т (43, + 435, 42 + 435) = min{2+2, 047} =4 

B3y = min{d}; +dfy, 435 + 431) =min{6+0, 542} =6 

3, = min{d}, + ἀ2., 43 + 43) =min{5+0, 641} =5 

ф = min{d};, 45 + 432) = min{1, 2 +5}=1 

#5 = min{d};, αἷς 4 #81) = min{2, 446} =2 

dh = llgz =dis=0 

По този nauun получаваме 

001 2 1 001 2 . (2043 
D=(§93)“D— 340 2 

5 1230 

Най-кратките пътища при алгоритъма па Дапциг, T.e. съв- 
купността ΟἹ дъги на най-краткия път, се определят по външ- 
ния метод, който, както отбелязахме при алгоритъма па Флойд, 
ползва само Я и D, Вътрещният метод също може да. се из- 
ползва, по HEFOBOTO реализиране при този алгоритъм е малко 
по различно, отколкото при Флойд. За подробпости вж, [1]
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4. Алгоритъм 3a търсене на К-ти по дължина пътища 
между два върхази 1 

За краткост първия, втория и т.п. #-тия по дължина път ще 
наричаме съответно nspsu, втори, и т.н. Е-ти НЕП. В миного 
оптимизационни задачи сс търси НЕП с допълнителни свойст- 
ва. Такава задача може да се разглежда като задалга за НЕП 
с допълнителци ограничения или като многоцелева задача. В 
тези случаи обаче се стига до редица усложнения и много често 
обемът на изчисления е твърде голям. Когато допълнителни- 
Те свойства са субсктивни или пестрого формулирани, се оказва 
много по-просто и ефективно да се намерят k-ture HKII и ot тях 
да. се избере онзи, който притежава търсенпите свойства. Стига 
разбира се да разполагаме с ефективен метод за намиране на 
Е-ти (s -1) HKII. 

Ше предполагаме, че търсим само прости пътища, т.е. пъ- 
тища, в които пяма повтарящи се върхове на графа (в пове- 
чето практически задачи се търсят прости нътища). Без това 
изискване задачата става доста по-проста - вж. [20], [21] и др. 
Обръщаме впимание на факта, че HKII очевидно е прост път, 
когато в графа няма цикли с отрицателни тегла, но 2-aT, 3-ят 
и т.н. К-ят НЕ не е задължително да бъде прост път (дори 
всички дъги да са с положителни тегла). 

Ше опишем алгоритеама на Йен [22] за памиране па k-Te прос- 
ти НЕП (вж. и |21). 

(ИДЕЯ ПА АЛГОРИТЪМА.) Нока ГЕ = s, ай + .. ok  1ek- 92 
тия по дължипа. път 0T 8 до 1. Да разгледаме пътя РЕ, наречен 

1 

? отклонение om nsma РЕ-1 вва espra i”, определен 10 следния 
начин: РЕ e HKI, съвпадащ с РЕ-! or s-tus до i-tas връх, а 
след това отиващ във връх, различен ΟἹ (i + 1)-я връх па ве- 
че построените НЕП P/, j =1, 2,.., Е - 1, които имат същите 
начални подпътища (s — 1), както и РЕ-1, Тъй като РА дос- 
тига до върха ἐ IO най-късия подпът, несъдържащ върховете 
S, z’;'l, z;’;"l,..., xf'l (участващи във формирането na първата 

част на пътя РЕ), то следва, че пътят РЕ е прост път. 
Първата част на пътя РЕ, т.е. подпътят s, а#, 25, .., 2Е (съв- 

27 + 
k-1 k-1 k-1 . " падащ със Sy, Ty , Ф3 χγ..» 1; ) се нарича корен на отклоне 

нието Р,!“ , а вторият подпът :c{-‘,..., Е се нарича разклонение на 

РЕ. Корепът на РЕ се бележи с R, а разклонението -- със 6Е.
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Алгоритъмът намира най-напред Ρὶ т.е. НЕП, като използва 

пякои ΟἹ разглежданите вече алгоритми. Този път и всички OC 

тапали Е-ти HKII се съхраняват в един списък Lg. Пътят Ρ 

най-общо се намира след намирането на P!, Р2,..., ρειι, 

ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА HA ЙЕН [2].| СТЪПКА 1. 

Памерете Р“. Положете Е = 2. Ако пътят P! е единствен, ΒΚΠΙῸ- 

чете ro в списъка Lo и преминете към СТЪПКА 2. Ако същес- 

твуват пяколко такива пътища, IO по-малко ΟἹ K, включете в 

списъка. Lo един ΟἹ тях, а останалите в списъка Ly и премине- 

те към cmenxa 2. Ако броят на НЕП Р“ е поне K, спрете — 

задачата е решена, край. 

СТЪПКА 2. Намерете всички отклонения РЕ на (Е-1)-я ЯКЕП 

РЕ71 при i = 1, 2,...»ὄ4μ--ἰν изпълнявайки 38 BCAKO 1 CMENKU 

8 — 6. 
СТЪПКА 3. Проверете съвпада ли подпътят, образувац от 

първите ¢ върха на Ре , ¢ подпътя, образуван ΟἹ първите i 

върха Ha всеки OT пътищата Р1, 1 1, 2., k-1. Ако е 

таза за теглото Ha дъгата (а71,21 1) положете () = 

οο. В противен случай не променяйте пищо и преминете към 

степка 4. 
СТЪПКА 4. С алгоритъма 38 намиране на НЕТЕ намерете 

най-краткия път #Е от 2271 до 1, като изключите ΟἹ разглежда- 

пе върховете S, a:’;'l, a:'g‘l, “ :cf’l. Axo тези пътища са няколко 

— вземете един от ΤΗ͂Χ. 

СТЪПКА 5. Постройте РЕ, т.е. съединете ВЕ- (8, :ι-ξ"Ι, π;ξ'ἶ, 

μ 471) със ΘῈ и съхранете РЕ в списъка Ly 
СТЪПКА 6. Замсенете теглата на дъгите, които са измене- 

пи в emsnka 4 с първоначалните им значения и се върнете на 

ствпка J. 
СТЪНПКА 7. Памерсте най-кратикя път в списъка Linro 

обозпачете с РЕ. Преместете го B списъка Lo. Ако k = K, край 

па алгоритъма. B Lo се съдържат търсените К-ти НЕП. В про- 

гивсп случай, т.е. ако Е < I, положете k= k+1u се върнете на 

степка 2. Ако в Ly има h Ha .брой HKII (т.с. повече ot един) 

10 поместете в Lo всеки ΟἹ тях и продължете, както ¢ указа,п(; 

по-горе, докато броят на пътищата в Lo не стане нопе К. 

ЗАДАЧА 3.8. Комапдирован трябва да пътува със самолет ΟἹ град 1 до 
град 6 38 възможно най-малко часове (по здравословни причики папример) 

:
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като полагащите му се в заповедта командировъчни са в рамките na $200. 

Възможните маршрути са илюстрирани със следпия граф. 

Първите тегла па. всяка ΟἹ дъгите са продължителността. ца полета, ἃ вто- 

рите тегла — цеката πᾶ полета. Да се намери HKTII, който трябва да избере 

командированият, без да надхвърлл лимита 38 пътни разноски. 

Отг.: Пътят е: (1,2), (2,4),(4,6) — 7 часа, 3200 или 

(1,2), (2,5),(5,6) — 7 часа, 3180. 

II{OMEIITAP И OBOCHOBKA НА АЛГОРИТЪМА (НА ЙЕН).Ъ 

Както вече споменахмс, пътищата, които алгоритъмът строи, 

ca прости. Пътят Р“ трябва да бъде отклонение на (-тия 

етап éi > 1) oT един OT пътищата Ρι p2,.. РЕ-. Ето 3amo 
с необходимо да се построят най-кратките отклопения ΟἹ всеки 

ΟἹ горните пътища Р и ΟἹ тях да се избере най-краткото отк- 

лонение. То всъщност ще бъде пътят Р“. Това точно прави и 
дадепият алгоритъм, 

Обърнете впимание, че при k-TaTa итерация всички най-крат- 

ки отклонения от , ;) - 1, 2,..., Е - 2, вече ca включени в спи- 

съка Ду и е достатъчно да сс намери само CIHO отклонепие от 

РЕ-1, което да се включи B паличния списък. 
Смяпата на теглата в СТЪЛКА 3 се прави с цел да пе се πο- 

лучи отново РУ като отклонепис в точка # от пътя РЕ-!. Това 
¢ възможно, тъй като при § < Е - 1 теглото па пътя 7 пе пад- 

хвърля теглото на пътя РЕ-!. Смяната на теглата гараптира 
отсъствието на тази възможност. 

Изпълнявайки СТЪПКА 5 на алгоритъма, всеки породен път 

Р,!“ се включва в списъка L. Тогава очевидно на k-tara итера” 

ция този списък ще съдържа не повече ΟἹ К - k Ἐ 1 най-кратки 

отклонения РЕ. 
Изложените до тук методи за търсене на НЕП се ornacgxa 

за произволни графи. Много често в практиката се налага да
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се търсят HKIIL за ориептирани и ациклични графи, при които 

горпите методи разбира се са също приложими, но се явяват 

твърде неикономични и тромави. 38 ориснтираните ациклични 

графи съществува значително по-ефективеп алгоритъм за нами- 

апе на ЯКП. По-къспо ще разгледаме един такъв алгоритъм 

(ьж. параграф 6). 

- 
| 
| 
| 

5. Задачи, свеждащи се до търсене Ha НЕП -- път с 

най-голяма пропускателна способност и най-надежден път 

- 
Път с най-голяма пропускателна способност 

ПРИМЕР 3.5. Да разгледаме мрежа. ΟἹ мостове между различни пункто- 

Известиа € пропускателната способпост на мостовете, свързващи всеки 

Да се определи максималнпото количество, което може да. бъде 

е s ¥ ἐ B разглежданата мрежа. (еднократно). 

Be. 
два пупкта. 
пропуснато между пупктовет 

Очевидно могат да бъдат формулирани редица задачи, ана- 

лози на разглеждания пример. 

Ако на върховете па графа С съпоставим дадените пункто- 

ве, а дъгите и техните тегла са. съответно мостовете и тяхната 

пропускателна способност, то очевидно проблемът се свежда. до 

следпото: Да се намери таква пот meoicdy esproseme з и t, а кой- 

то двлосината на най-квсата двга е максимална. В досегашните 

задачи 58 търссоне на HKIL, дължипата па пътя се опредсляше 

като сума ΟΥ дължините па участващите в пего дъги, В ал- 

горитмите за памиране на HKII беше използвана триместната. 

операция (3.5), чието приложение п-пъти към матрицата. на Ter- 

лата даваше матрицата, определяща дължините Ha НЕП. Тази 

операция се явява частен случай на една по-обща TPUMECTHA 

операция: 

(3.11) 4Ὲ = 0P, ал еа) 

подлеожалща. па оптимизация, а @ с някак- 

Очевидно задачата за намиране па HKIL 

имер 3.5, ca твърде сходни и 38 

решаването им може да се използват едни и същи алгоримти. 

Различието ще се състои само в това, че операциите събиране 

и търсене на min в 3.5 трябва да 00 заменят съответно с опера- 

циите търсене на min и търсене на max. Освен това, ако в алго- 

ритмите на Флойд и Данциг заменим само операнията събиране 

където d с фуйпкция, 
ва обща операция. 

и задачата, формулирана в ΠΡ
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с операцията търсене ца min, очевидно съответните модифика.- 
ции на алгоритмите ще гецерират път с минимална двлжина на 
най-квсата двга (nam с минимална пропускателсна способност). 

Миого често задачата ΟἹ пример 3.5 се нарича задача за 
?тесните места”. Прилагането na алгоритмите на Флойд и Дац- 
циг 33 решаватне на задачата за тесните места се извършва след 
като всички елемепти на матрицата D, съответни на липсващи 
в графа дъги се положат равни па —00 (диагоналните също). 

ЗАДАЧА 3.9. Да се докаже, че пропускателната CNOCOBIOCT на пътя с цай- 
TONAMA пропускателна. CROCOBHOCT ΟἹ 5 до Г € равна. па 

il ) 
където K e (8 — {)-pa3pes B множеството ΟἹ дъги. 

По-късно, когато разглеждаме потокови алгоритми (алгори- 
тъм на Форд -Фалкерсон 38 максимален поток), ще видим, че 
тази задача се явява минимаксен вариант на теоремата. 38 мак- 
сималек поток и мипимален разрез. 

ЗАДЛАЧА 3.10. Да се определят пропускатслните способности на. пътища- 
та в мрежата 

7 8 

5 

Решение: 

0 ποο Τ 5 1 -0 7 5 
Ре | -00 -оо 8 , D'=| -60 --οὦ , 

-00 —00 -ποὸ -0 -60 —00 

2 тю 7 Τ 3 ποο 7 ¢ 
D= -09 -00 8 . Ρ = -0 -со 8 

—00 -00 -060 -00 -00 -τοὸῦ 

Най-надежден път 

Да разгледаме сега задача, при която теглото а;; на дъгала 
(«о, т;) представлява. нейната. надежност, т.е. вероятността дъ- 
гата да съществува в графа или в случаите на физичеси системи
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„- вероятността Тя да се памира в работоспособио състояпие. 
Под надеждност па пътя Р ΟἹ s до L, се разбира 

(3.12) aP)= Π ащ 
(Ii.rg)el’ 

Проблемът да се памери най-надеждният път ΟἹ в до I, може да 

се сведе към задачата за търсене на (s—t) HKII, вземайки в ка 

чеството ᾶ тегло #;; 38 дъгата (2;, ;) величината 4;; = - 10§ а 

Ако логаритмуваме двете страни на (3.12), ще получим 

lg OJ(P) Ξ Σ lg = - Σ dij- 

(ziswj)eP (zizz;)eP 

Оттук се вижда, че (s - 1) HRII ¢ MaTpuna на теглата (4;;) ще 

бъдс в същото време и пай-падеждпият път с матрица (aif), а 

падеждността па пътя ще бъде аптилогаритъмът ΟἹ пеговата 

дължина.. 
По-общо, ако теглото Ha всяка дъга е някакво реално число, 

паречено коефициент на усилване на двгата, и под коефициент 

на усилване на петя се разбира произведението OT коефициен- 

тите на усилване па неговите дъги, е ясно, че с непосредствено 

използване на триместната операция 

(3.13) ай = max{of} ', o а!) 

можем да търсим ΠΡῚ с максималеп КОВФИПИЗНТ па усилване, 

използвайки алгоритмите на Флойд и Данциг. За целта с дос- 

татъчно дължипите нпа, дъгите πῷ Графа да считаме 3a КОСфИЦН- 

спти на усилвапе в съответната дъга и В алгоритмите за НЕП, 

операциите събирапе и търсене па минимум да заменим (ЕЪОТ- 

ветно с операциите умпожение и търсепе на максимум. Както 

задачата за търсене на НЕП не може да бъде решена при πᾶ- 

пичие на цикъл с отрицателна дължина в изходция граф, така и 

3ajlayaTa за намиране па. път с мажксимален коефициенет па усил- 

ване не може да бъде решена, ако съществува цикъл с коефици- 

enT на усилване по-голям ΟἹ 1. (Минавайки през такъв цикъл 

пеограничен брой пъти, ще се формират пепрости пътища с не- 

ограничено голям коефициент па ycmmane.) 

Ясно ¢, че ако търсим път с MUNUMAACH коефициент на усил- 

ване , с достатъчно B (3.13) операцията търсепе па максимум да
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се замени с търсене на минимум. Апалогично задачата 32 тър- 
ссене па път с мипималсен ΚΟΟ(ΙἘΠΙ[ΗΟΠΤ на ycunnaue е перешимд, 

ако в изходния граф съществува цикъл с коефициелт на усил- 

ване, по-малък от --ἰ, (Наличието на такъв цикъл позволява 
нсограничен брой пъти да се мипава по този цикъл и така да 
се получават пепрости пътища с произволно малък коефициент 
па. усилване.) 

Пай-общо алгоритмите на Флойд и Данциг могат да бъдат 

модифицирани, като използуваните в тях операции събиране и 
търсене на минимум се заменят и с други операции, при съ- 

ответната интеркрстация Ha дължините на дъгите па изходния 

I‘pad), като по този начин се памиралт оптималии пътища и в друг 

смисъл (вж. ( и |21). 

2.4. Сложност на алгоритми и задачи 

Да разгледаме оптимизационната задача 

(4.1) 1(Χ) - max (min), където X € D. 

Тъй като областта D, B KOATO се търси екстремумът Ha целева- 
та функция L(X), е най-често множество с краеп брой елементи, 
задачата по припцин ¢ решима. Пълпото изброяване па. елемен- 
тите па Р гарантира памирапето па решение. Tosa твърде често 
не само с неефективно, ΠῸ и прави невъзможно получавапето Ha 
ретшепие в реално време. 

ΠΡΗΜΡΡ 4.1. (Задача за тарговския патник) Съществуват п на брой гра- 
да и са известни разстоянията между всеки два ΟἹ тлх (di; €7} е разстопнието : - Σ между Г-тия и )-тия град). Търговец трябва да памери затварен мартрут, 
преминавайки през всеки град точио по веднъж така, че да измине минимално 
разстояние. 

Всички циклични пермутации 7, състоящи се ΟἹ п обекта, ще 
представляват маршрут, ако интерпретираме #(7) като град, по- 
сещаван след града j, 4 =1, 2,..., п, като за дължинагта, на я ще 
имаме 

n 

уе 
= 

B този случай методът на пълното изчерпване ¢ приложим — 

памират се всички маршрути, изчислява се тяхпата дължина
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и се избира най-краткият. Броят na тези маршрути (обхож 

πωιπ:ι), преминаващи по ведпъж през всеки ΟἹ тези п града € 

() 
Н Рещаването на една копкретна задача ΟἹ този тип изисква 

около n! елементарни команди (стъпки). Дори при n = 50 ще 

б.„ддт„пеобходими милиони години за получавапе па това "ре- 
гоение” 12 задачата. Следователно целта ¢ πὰ се памерят ефек- 

1Ή51}} (бЪРЗИ) алгоритми. Въпросът с и: ” Дали 3a всяка опти- 

мизационна задача съпцествуват такива. алгоритми”” 
B този параграф съвсем накратко без претелции за изчерпа- 

лелпост ще разгледаме някои въпроси, свързани със сложпостта 
па алгоримтите и задачите, които те решават. 

Да озпачим с P (problem) някаква оптимизационна задала, ΟἹ 
типа (4.1). Besika такава задача се характеризира с пякакви 
параметри — коефициснтите ma целевата функция () и кое- 
фициентите на ограциченията, определящи D, Задачата има и 
размери, които ca някаква фупкция 4 на параметрите й. При 

оптимизационни задачи Р върху граф G = (И, А) размерите са 

обикновено 4(||) или пък d(|V],|A]). При задачата па липей- 
пото оптимиране очевидно 4 = d(m,n), където т е броят па 
ограничепията, п. е броят на променливите. 

Да разгледаме следпата задалча: 

Р : Ща1, «2, 23) = е11 + с + 573 — min (max) 

a11.71 + 412.22 + @13.23 < by 

ἀγ1.:1 + аз2.#2 + ag3.23 < by 

(51..1 + aze.22 + азз.13 < 03 
Ty, 22, 23 _>_ 0. 

(4.2) 

Ако задалем копкретпи стойности на коефициентите в P, ще по- 

лучим οππὰ конкретна (индивидуална) задача р. 

Да означим с Р(4а) множеството от всички индивидуални за- 

дачи от mun P с размери 4. Ако р € P(d) и ALG с алгоритъм 
A решаване на р, под сложност na ALG за pewasane на р ще 
разбираме броя операции (събиране, умножаване, присвояване, 
сравияване м др.), необходими за пълното решавале Πὰ задачата 

? чрез ALG. Сложността на алгоритъма ще бележим с 

(1.3) complezily (ALG, p).
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Лко ALG е алгоритъм, който решава всички индивидуални зада. 
чи от типа P, под сложност на ALG за решаване на Р с размери 
d, ще pasbupame числото 

(4.4) complezily (ALG, Р) = renlz}()lci) complezity (ALG,p). 
Ῥ 

Ако ¢ ALG(P) обозначим множеството на всички известни ал- 
горитми за решаване на Р с размери 4, под сложност на Р 
(сложност на задача) разбираме числото 

(4.5) complezity (P) = ΑισἔἩἓσ(Ρ) complexity (ALG, P). 

Сложиостта na един алгоритъм ALG 3a решаване на конк- 
ретна задача р може да се определи чрез изброяване па извър- 
шваните операции. Сложността на ALG 38 рещаване на P e 
по-трудоемък процес, който използва (4.4), и този процес за- 
виси от задачата Р и алгоритъма ALG. При задачата (4.2) 
стойностите на (4.3) и (4.4) не се различават съществено. 

Ot казаното следва, че сложността на един алгоритъм е чис- 
ло, еднозначно свързано с него. Не Taka стоят нещата, когато 
определяме сложността на Р (сложност на задача). Тази оцен- 
ка има субективен характер, тъй като не е ясно дали познаваме 
всички алгоритми, решаващи проблема Р. Дори да предполо- 
жим, че позпаваме всички алгоритми, няма гаранция, че няма да 
бъде открит нов алгоритъм, който да промени оценката. (стой- 
ността на минимума в (4.5)). 

Задачите, както и алгоритмите за Ттяхното решаване, обикно- 
вено се сравияват помежду си чрез понятието сложност. Тъй 
като при задачи с малки размери пълното изброяване на всич- 
ки варианти е практически възможпо, то интерес представлява 
асимитотичното поведение па сложността, когато размерите й 
на задачата Р растат неограничено. В случаите на голяма раз- 
мерност реално приложими са алгоритмите с пай-малка слож- 
HOCT. 

Нри изследване ckopocTTa на нарастване Ha сложността KATO функция на размерите на задачата, се използва следният символ 
на Ландау: Нека f(n) и g(n) са фупкции, дефинирани в множест- 
BOTO Ha встествепите числа, получаващи положителни стойнос- 
тии 

Шю Дн) lim g(n) = +o0. n—00 

Означаваме f(n) = O(g(n)) точно тогава, когато съществува коп- 
станта с > 0, така че f(n) < с.4(п), за всяко п. Символът на
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Ландау има следпите свойства: 

а) O(f(n)) + О(/()) = O(f(n)); 
6) O(f(n))-0(g(n)) = O(f(n).g(n)); 
в) O(0(f(n))) = O(f(n)); 
г) O(c.f(n)) = O(f(n)), c>0; 
д) O(nP - #) = О(п?), при) р> 4 > 0; 
е) О(п?) + O(n9) = О(п?), при) р>4>0; 
ж) О(1) < ε, с> 0. 

Използва се и следното означепис 

J(n) = Q(g(n)), 
ако съществува константа ¢ > 0, така че f(n) > c.g(n) 3a mocra- 
тъчно големи п. 

С други думи, при сравняването па скоростта Ha нарастване 
на две функции f(n) и g(n), получаващи неотрицателни стойнос- 
TH, ca УДОбПИ следните означения: 

f(n)=0(g(n)) <= Зе, по > 0, такива че 32 Λ > по 

Лл) < с.9(п) 
Да) =Q(g(n)) <= Зс, по > 0, такива че за Ул > по 

J(n) 2> е.9(п) 

Очевидно f(n) = О(9(п)) тогава и само тогава, когато g(n) = 
0(/(n)). Символите O(g(n)) и Q(g(n)) се четат съответно "поря- 
дък, пе по-голям от g(n)” и "порядък, не по-малък от 9(т)”. 

Ако сложността на един алгоритъм ¢ O(g(n)), казваме, че ал- 
горитъмът “изисква” време ΟἹ порядък 4(п). 

По апалогичен пачин се дефипират символите O(g(ny, ..., ng)) 
и Yg(n, ..., пу )) 32 функции на повече променливи. 

пределената с помощта. Ha тези символи сложност, се на- 
рича времева сложност за разлика от сложността N0 памет, 
която определя обема памет, използвана ΟἹ алгоритъма, като 
функция πὰ размерността Ha задачата. 

Записът f(n) = O(g(n)) пе трябва да се схваща като равен- 
сТтво. Например от f(n) = О(4(п)) и h(n) = О(4(п)) не следва 
f(n) = h(n). 

Освен Tona се пише 

f(n) = О(у(п)),
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, ако съществуват констапти ¢ и ¢, така че c.g(n) < f(n) < с.9(п) 
за достатъчно големи п. 

Релацията p, дефинирана чрез 

J(m) p g(n) & f(n) = O(g(n)), 

очевидно ¢ релация Π еквивалентност, T.€. € рефлексивнпа, си- 
местрична и транзитивна. Като такава тя разбива мпожеството 
ΟἹ функции на непресичащи се класове на еквивалентност. Кла- 
сът, съдържащ ДЛДп), т.с. множеството OT всички функции g(n), 
Такива че f(n) = O(g(n)), се нарича скорост na napacmeane на 
f(n). С други думи функциите от класа на еквивалентност имат 
еднко и също асимптотично поведение. 

С помощта. па. понятието скорост на нарастването на слож- 
цостта Ha алгоритъма, може да се направи оценка 58 изискуемо- 
то време., Просмятайки броя елементарни стъпки (аритметич- 
ΠΗ операции, сравнепия и т.п), необходими 32 изпълнение па 
алгоритъма, предполагайки че всяка операция изисква едини- 
ца време, можем, оценявайки сложпостта, да. казваме напримор, 
?изискусмо време О(т?)”. 

С други думи, под стъпки па алгоритъма се имат предвид 
командите за пренос 118 думи от памет във буфер и обратно, 
аритметичните операции събиралне, изваждане, умножение и де- 
ление, условиите преходи, операциите вход-изход и косвената 
адресация. 

Ясно e, че при тази дефиниция за стъпка на алгоритъма, 
сложиостта, ще зависи от вида на машинните команди. На прак- тика обаче, по-важпа е пе точната сложипост Ia алгоритъма, 
а неговата асимптотична. сложност, т.е. да можем Да опреде- лим приблизителната скорост па увеличаване стъпките на ал- горитъма, когато размериостта па задачата пеограничено расте (презумлцията e, че обемът па паметта с пеограпичен и всяка 
клетка OT паметта може да съдържа произволно ΤΌΠΗΜΟ цяло чиело). 

Hexa задачата Р с размери 4 има според (4.5) оцепка па слож- ността O(f(d)). Ако f(d) при големи стойности ma 4 с огра- ничена ΟἹ полином па d, се казва, че Р е задача с полиномна 
слооженост. Аналогично се дефинира и алгоритал с полианомна 
слажност. Класът на всички задачи с полиномпа. сложност се 
бележи с P. 

Когато P ¢ P, се казва, че задачата P ¢ ¢ експоненциална 
сложност. Класът на задачите с експопенциална сложност се 
бележи ¢ Ῥ.
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По анпалогия, ако B оценкат алгоритъм функцията f(d) це o ограничена от п растване па d, се казва, че алго пе | ка PUMBMEM € ¢ екепо 
nocm. Такава ¢ сложпиостта па, симилекс-метода 

ЗАДАЧА 1.1. Каква е сложиостта na 

а О(/(а)) за сложността на един 
олипом при па- 

генциална слож- 

например. 

алгоритмите (задачите) със следиите 
оценки. 

а) 0(„) 6) O(2") п) О(и.3”) 
г) O(nlgn) д) O(ny/n) е) О(„) 

Отг.: а) полиномна 6) експоненциална 1) ексионешциална 
г) полипомиа. д) полипомна. е) полиномиа 

Да pasraciave следиите таблици ([23] и [13]): 

n |10 20 30 40 50 60 
compl —‘ 

n 0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0, 00006 
CCK сек сек сек сек сек 

“ 0,0001 0,0004 0,0009 0,0016 0,0025 0,0036 
сек сек сек сек сек сек 

3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125 0,216 
CCK CCK сек сек сек сек 

n® 0,1 3,2 24,3 1,7 5,2 13,0 

CCK CCK сек ΜΗ͂Η мин ΜΜῈ 

2“ 0,001 1,0 17,9 12,7 35,7 366 

сек сек мин πππ год. века 

95 0,059 58 6,5 3855 2x 108 1,3x 1013 

сек мин год. BeKa BeKa века 

- Таблица 4.1 

па 1000 пъти no- 

бърз компютър 
сложпост| нпа съвреме- | па 100 пъти по- 

нен компютър бЪрЗ компютър 

п 4 100 4 
2 dy 10 Ф 
п da 4, 64 (I;; 

πῦ (1,1 27 5 {14 

я ds 4; + 6, 61 
3“ {[G {l(; -|- /1, ΙΘ 

Таблица. 4.2 

1000 d, 

31,6 4 

10 113 

3,98 (14 

(15 + 9,97 

dg + 6,29 
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Времената, дадени b тези таблици, се OTHACAT 32 комштотл, 
корост 105 операции в сескунда. 

СЪ(.:ПЪИ Злсг)ьлки разме%и, например п - 0 μ π Ξ 20 е пъзмотно 38 
по-сложни задачи да е пеобходимо по-малко време (вж. н и 2 

и 3“ при п = 10, както и #? и 21 при л = 20). 
Нарастването па размерите obaue при задачи с експонешци. 

ална сложност води до "пеудържимо” парастване на времето 
(табл. 4.1). 

B таблица 4.2 е дадепо как влиясе мощността па компюотъ- 

ра върху размерите на задачите с различна сложпост, реши- 
ΜΗ за eaun час. Оказва се, че колкото задачата. е с по-голяма 
сложност, толкова по-малко компотърното бързодействисе вдли- 
яе върху размерите на задача, която може да се реши 3a 1 uac, 

При задачи ¢ полиномпа CIOMHOCT увеличението e "пъти” 
(мултипликативиа константа), докато при задачи с експоненци- 
ална сложност увеличепието ¢ с адитивнпа. константа (вж. пос- 
ледните два реда на таблица 4.2). 

Ето защо алгоритмите (задачите) с полиномна сложност се 
смятат 3a ”добри”, докато тези с експоненциална сложност се 
считат за ” лоши” (трудоемки). 

Разбира ce, една. задача със сложност O(n®°) не е практи- 
чески решима 3a големи стойности на п. Статистиката показва 
обаче, че много често 3a задачите от класа Р се намират нови и 
ефективни алгоритми за тяхното решаване, 118 така стоят пеща- 
Ta при задачите с експонепциална. сложност OT класа Ῥ. Освен 
това, практиката сочи, че ако е известен класът на сложпост 
Ha една задача, TOBa дава ДОбрИ насоки какъв алгоритъм да се тТърси 38 нейното решаване (особено в областта ца дискретното 
оптимиране). 

Да се върнем отново πᾶ задача ΟἹ типа (4.1), т.е. 

Р: Ш(Х)- max (min), където X € D. 

Казва. ce, че имаме: 

- оптимизационен варчант на P, KoraTo целта ¢ да. се намери X* € D, за което L(X) достига максимум (минимум); 
- изчислителен вариант на P, когато се търси само стой- ността па. този максимум (минимум); 

- разпознавателенц вариант на Р, когато се търси само отго- 
вор на въпроса "Ддали съществува X € I, така че LX) < където L е цяло чиело”,
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Очевидпо решаването па ор 
сшаване Ha остапалите два в 
Решението на арианта на задачата, Решегт ctTo | 18 [ἶειΒΙΙο::Πειυ.Ἡτ;:ιπν... вариапт па Р се с отговор 

И ¢ извест "да” или не нИ Уговорки с пъзможио ΟἹ пого да. 
се получи решението па изчислителния вариант, От решенията 
на последните два варианта па Р оба,чс, пе може да се получи 
решението па оптимизациопния вариант на P, 

тимизационния вариант води до 

1. Някои класове на сложност — NP, NPC, NPT и NPH 

щ 
Ema задача 38 разпозпазване P принадлежи на класа NP (Notdeterministic Polynominal), когато 38 всяка конкрет- на (индивидуална) задача с решение ? да”, проверката 3a вериостта на това се извършва след полиномно ограни- 

чен брой олерации. 

а) Задачата на липейното оптимиране (капонична форма), 
както отбелязахме в глава I, е: 

Р: ЩХ) Σεμ:]' — max (min) 
351 

и ограпичения 

п 

ἕ aijzj = bi: ’L= 1, 2,..., m, 

#1 

1 >0, 7Ξ:1, 2).., п. 

Да разгледаме нейния pasnosmasatencl вариалт, T.e. ако L е 
Ддадена копстанта, съществува ли X, така че да са изпълнени 
отраниченията АХ = В и CX < Ἅ (вектореи записе). 

Да разгледаме произволна. конкретпа задача р с отговор (ρο- шение) " да”. За да се провери верпостта HA това, TPAGHA да. се 
Пресметне CX (скаларпо произвеление) и да се провери дали 
Х < Г — необходими ca 2n операции. Като вземем предвидл, 

че трябва да се провери и принадлежността па Х към дефици- 
Щионната област, т.с. AX =13, X >0, ше получим окопчателно
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оценката О(тп) действия. Следователно за задачата. на линей. 
HOTO оптимиране P, разглеждана по-горе, имаме P € AP, 

6) Да разгледаме следпата задача P: Вярно ли e, че в пъл- 
ния псеоринстиран граф сп върха, с дадени дължицпи па ребратд, 
всички обходи πᾶ търговския пътник от пример 4.1 имат дъ π. 
жина по-голяма или равна на L, където L с дадепо положително 
число? 

Ако отговорът е ” да”, проверката 3a верността му налага да 
се образуват всички такива обходи — (л — 1)/2 на брой, 1.6, 
пеобходими са експоненциален брой действия, следователно, 3, 
тази задача Р имаме Р # NP. 

Класът ЛР не е празен и очевидно BCAKA задача. с полиномна 
сложност се съдържа. в него, т.е. Р С ЛР. За много ΟἹ задачите 
D класа NP е съмнително обаче дали са с полиномна. сложнаст. 
До сега не е доказано нито равенството P = AP, нито Hepanemc. 
твото Р ЛР. 

Предполага ce, че Р # AP, но това, както и противоноложно- то твърдение, може да се окажат недоказуеми, 

Да разгледаме cera две задачи Рри Py от типа
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Казваме, че задачата Г) полинолщо се трансформира 
в 3, когато съществува фулкция [ : Р(4)-- Р.(45), 32 
която: 
1. Чресътятатхето стойпостите па / става след полиномел 
брой операции; 
2. За всяка задача ) € Р(4) и ра = Л(р) са изпълнели 
а) ако 52(ра) =0, то м 54(р) = (; 
б)ако 552(р2) # B, то съществува функция : 52(Р(45))- 
5((Р(«)), стойпостите na която се пресмятат след поли- 
помно ограпичен брой действия и освен това 

Xy = g(X2) и Χ Ε 5(р))- X1 € 51(р1). 

Това, че P, полиномно се трапсформира в Py, ще бележим с 

o < Ἀ L < £, 

ПРИМЕР 4.2. Да разгледаме стандартпата и каноничната. задача Ha ли- 

нейното оптимиране 

. f L{X) — max (min L(X) ~ max (min 
А: {Axgu,xzo s A(X)=B,X2(0.) 

Очевидно ) < Py, тъй като 

Г (X} — max (min) 7 . | L(X) — max (min 
Η {A/sfl, Х e Ве AR IR > 

допъли, пром-ви 

и след решаване па Р имаме 

{ P няма решение g { Р) ияма решение 

Py има решение (X,Y) € Н7 “ “ игнарирапе па Р) има решение Х € R™. 
депълн. пром-ви 

Ше изложим схематично доказалелствата. на следните три те- 
ореми (13): 

ь TEOPEMA 4.1. Axo Р) м Py, и P, ЕР, mou Р. €P. 

Доказателство: Слодва от схемата 

I 3 
᾿ἢ--. Р X2 € 1)2((12)_"—’ X1 € Pl(dl), 

0(Q1) “ а Ο(Ο) 
където (); са полиноми. Следователно решепието А) на Р) се 

Получава след 0(0) = 0(01)+ 0(Q2) + 0(дз). « 
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» ТЕОРЕМА 4.2. (транзитивност) Ако Py < Py и Py к 5, то 
Р1 < P3. 

Доказателство: СЛСДПЗ. ΟἹ схемата по-долу: 

Ге РА 

2 
93165119;32652*9-13653 
к 

93 5192 

Да разгледаме сега класа на най-сложните задачи от AP. Оз- 
начават се с NP-complete или АРС. Всяка задача ΟἹ този клас 
се нарича АР-пълна (универсална) задача. Класът AP-complete 
(NPC) се дефинира като подклас на NP по следния начин: 

NPC={P € NP|YQ € NP, О = P). 
4 

> ТЕОРЕМА 4.3. Нека Р) и Р, са задачи от класа ЛР. Тогава 

(Р, € NPC)A (P « Py) = Py Е NPC. 
Дока зателство: Да вземем папълно произволна задача 

Ο € NP. Поради Р € NPC, следва Q < Р). Ot това, от Р < Р.и 
теорема 4.2 следва () < Р). 

Като вземем предвид, че Р, € NP и че () беше напълно про- 
изволна задача, 33 която получихме () » Py, следва верността 
na теоремата. -- Р, Ε NP—complete. 4 

С използваше na хипотезата P # NP и Теорема 4.1 се получава PN NP —complete = §. Освен това AP\ (PUNPC) # 0. Да озпачим с NPT следния клас задачи 

NPI = NP\ (PUNPC). 

И така Tpure xnaca задачи ca 
Клас AP
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като сложността расте OT ΠΗ͂ΒΟ на. дясно”, В класа NPT ca за- 

дачите, 33 които не с намерси алгоритъм с полиномна сложност, 

но и не е доказало, че са МР-пълни. До 1979 г. такава с била 

задачата. на липейното оптимиране. След като Леонид Хачиян 

намира елипсоидален алгоритъм с полиномпа. сложност, който 

решава тази задача, тя влиза в класа P (вж. [6] и др.). 

Класовете AP и NPC се отнасят за разпознавателни задалчи. 

Като отслабим дефиницията 3a ЛАРС, ще получим класа на та- 

ка наречените NP - hard (NPH) задачи. Класът па ЛР-трудните 

задачи се дефинира така. 

NPH = {P| УМО € NP, Ο « Р). 

ТПе отбележим, че задачите в MPH може и да пе ca разпознава- 

телни и освен това очевидно 

NPC С NPH. 

Графично класовете се илюстрират така: 

Клас NP 

За πᾶ се докаже, че една. задача P e ЛР-пълна, достатъчно е 

да се докаже, че Р Е NP и да се намери ЛМР-пълна. задача @, 3a 

която () < Р, Казаното следва ΟἹ дефипициите и теорема 4.3. 

Ако не можем да докажем P Е AP, по намерим АР-пълна задача, 

(), 38 която () < Р ще устаповим, че задачата Р е АР-трудна. 

Makap да нямат строг, а само препоръчителен характер, ще 

паправим следните бележки. При изследване на едпа задача Р 

o пеобходимо да установим към кой клас на сложиост тя при- 

падлежи. Ако с от класа P, трябва да се опитаме да подобрим 

оцснката на сложпостта πὰ най-добрия известеп алгоритъм. Ако 

в οἹ класа NP, ссе търси алгоритъм с полицомна сложиност, т.е. 

опитваме се да я причислим към класа ? или да докажем, че ¢ 

АР-пълна. ъ Тъй като ЛР-пълните задачи са трудно решими, често сс 

практикува следиото: 

- търси се вероятиостен алгоритем. Тези алгоритми нами- 

рат оптималното решение с пякаква вероятност; Σ
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- решава се частен случай na задачата, който с с полипомна 
сложност; - 

- търси се алгоритъм с експопсшциална сложпост. При коц. 
кретни задачи с неголеми размери (вж. табл. 4.1), експо- 
пенциално сложните алгоритми работят добре. Симплекс- 
методът например, е алгоритъм с експоненциална слож- 
HOCT, който върши чудесна практическа. работа; 

- търсят се евристични алгоритми. Ο всички злипи се из- 
бира най-малката -- вместо никакво решепие, се намира 
някакво, за което HAMA гаратции, че е оптималиното, нито 
пък е извесно колко се отклонява ΟἹ оптималното. 

2.  Анализ Ha изчислителната сложност на някои алго- 
ритми 

При фиксиран изходен граф алгоритмите на Лийкстра, 
Флойд и Данциг, които бяха разгледани в предишния параграф 
па тази глава, анализът на сложността се прави сравнително 
лесно. Това се отнася за всички алгоритми, при които броят 
Ha изпълнимите операции е практически постоянен. При други, 
какъвто е например алгоритъмът па Форд, пе може отнанпред 
да. се зпае какъв е броят операции, които ще бъдат изпълнени. 
При алгоритъма на Форд не е ясно предварително, колко пъти 
ще се оцветява всеки връх — това става ясно след изпълнението 
на алгоритъма. В Такива алгоритми се определя горна граница 
па възможния брой операции. (Често това е твърде завишена 
оценка в сравнение с действително изпълняваните операции.) 

Ше направим оценки за сложността па алгоритмите от пре- 
дишния параграф,като ще предполагаме, че 3a BCAKA операция 
(събирапе, търсене на минимум, максимум и т.п.) се изисква 
едипица време. Това представлява интерес най-малко заради въпроса, дали е разумно алгоритъма na Флойд да заменим с 
алгоритъма на Дийкстра. — последователно повтаряйки го, ка- 
TO 3a пачаленц взимаме всеки OT върховете на графа. 

СЛОЖНОСТ НА АЛГОРИТЪМА ЦПА ДИЙКСТРА.| На пър“ 
ва итерация се разглежат (п — 1) неоцветени върха, Това се 
осъществява с помощта. на 

d(z) = тицаКе), d(p) + е(р,2)),
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каето озпачава, че се извършвнват (n — 1) операции ¢Lbupane и 

(n — 1) операции търсепе ца минимум. Оспвен това се избира 

пай-малкото измежду п - | чисда, e, извършнат се още п - 1 

операции сравпение. По този начин устаповихме, че първата 

итерация па алгоритъма включва 3(п — 1) операции. Апалогич- 

по втората итерация ще включва 3n - 2) операции, TpeTaTa — 

3(п-3) и т.н. общият брой операции в алгоритъма па Дийкстра 

ще бъде 
п 

ΣΒ(π -1)- Ш 

11 2 

Газбира сс па всяка итерация, освен споменатите операции, се 

извършна и оцветяване на връх и дъга, което е свързано с до- 

пълнителни изчислителни загуби при изпълпението па програ- 

мата, съставсна 33 реализация па алгоритъма, Минимизиране- 

то па тези загуби с разгледано в |271, [28] и [29]. 

И така за алгоритъма на Дийкстра, намиращ ΗΚῚΙ между s 

и всеки друг връх на пълен, свързан граф, получихме оценка 

О(1,5н2). 

Complexity ALG (Дийкстра) = O(1,5n2). 

PasGupa ce, това € горна гранипа 3a броя операции при Thp- 

сепе на (s -- ) НЕ и тя се достига, когато ἐ e последният връх, 

който се опветява. 

CHOKIOCT ПА АЛГОРИТЪМА НА ФОРД. | В алгоритъм на 

ДИЙКСТ[)Е]. всеки връх се оцветява веднъж, а в алгоритъма па 

Форд (модификация на Лийкстра) всеки връх може да бъде оц- 

ветявац до (п - }) пъти. ΟἹ това и KATO вземем предвид rope- 

I]OJIy‘{CHZLTiL оценка. 38 сложността па алгоритъма на ЛПйКСТра 

-- 0(1,5π2), получаваме за CHOKHOCTTA A алгоритъма па Форд 

следната оцен кал 

Complexity ALG (Форд) = O(1,5n). 
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СЛОЖНОСТ НА АЛГОРИТЪМА ПА ФЛОЙД.| В този алга- 
τ 1 2 п ритъм се изчисляват л на брой матрици D, D?, ..., D", всяка ΟἹ 

които с с размери ἢ X 1, T.c. има п2 елементи. Следователно се 
изчисляват п? слементи. Изчисляването се извършва с помощта 
на (3.5), а именно: 

7 = min{d;;-l, а 4 dg;l}, 

което изисква. извършваце Ha една операция събиране и една 
операция определяне на минимум. Следователно в алгоритъма 
на Флойд се изпълняват п? събирания и п? сравнения (опреде- 
ляне на минимум). Разбира ce, тези числа силно надхвърлят 
действително извършваните в алгоритъма операции — да си 
припомним, че за всяко т елементите от т-тия ред и т-тия 
стълб се взимат от предишната матрица D™ !, както и това, 
че диагоналните елементи също не се пресмятат, a ca нули. И 
Така. количеството операции в алгоритъма на Флойд е пропор- 
ционално на 212 или с други думи 

Complexity ALG (Флойд) = O(2n%). 

CHAOQKIOCT НА АЛГОРИТЪМА НА ДАНЦИГ . | Сложността 
па този алгоритъм е CLIIATA, както сложиостта па. алгоритъма 
на Флойд, поради това, че в него се извършват същите опера- 
ции, по в друг ред. Цаистина (вж. (3.7) — (3.10) от предишния параграф): 

- (3.7) от алгоритъма па Данциг се осъществява и в алго- 
ритъма на Флойд; 

- (3.8) от алгоритъма на Данциг съвпада с (3.5) от алгори- 
тъма на Флойд; 

- (3.9) и (3.10) от алгоритъма на Данциг просто (m—1) пъти 
повтарят (3.5) от алгоритъма на Флойд. 

От казапото следва, че двата алгоритъма. включват сднакъв 
брой операции, т.е.
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Complexity ALG (Данциг)- O(2n). 

СЛОЖНОСТ НА АЛГОРИТЪМА ЗА К-ТИ НЕП, | В този ал- 
горитъм от изчислителна Гледпа. точка. цай-обемна ¢ СТЪПКА 
4, където се извършват O(n?) онерации, ако дъгите са с HEOT- 
рицателни дължини или O(n’) операции, ако дъгите могат да 
са и с отрицателни дължини. Тъй като тази стъпка при k-raTa 
итерация се изпълнява 4) пъти, а 4 > п и броят па операциите 
О-Аз, TO алгоритъмът ще изпълнява брой операции от порядък 
Ки? или Кп“. 

Complexity ALG (К-ти HKIT)= O(Kn?), 
KOTaTo графът e с "неотрицателна” матрица Ha теглата. 

Complexity ALG (К-ти НКП)- O(Kn?), 

когалто графът ¢ с произволна матрица на теглата. 

Ше направим едно уточпение на базата Ha резултат, получеп 
ΟἹ Д. Кнут. Очевидно редът на k-TUTe по дължина пътища пе 
се променя, ако всички тегла di; заменим с Щ-]. =dij + - by, 

където Я ca произволни числа, приписани па върховете на гра- 
фа. Използвайки този факт, Д. Кнут е показал, че взимайки Я; = 

разстоянието (s, +;), винаги можем да получим #. < 0. Тъй като 

разстоянията (5, 2;) се получават в общия случай с помощта на 
()(ПЗ) операции, то преобразувайки предварително теглата и в 
общия случай е възможно да се памерят К-ти НЕП с използ- 

вапето на О(Кп“) операции. 

KOMEI[TAP.|1. Ако в изходния граф няма дъги с отрицател- 

ки дължипи, последователното (п-кратното) прилагане на алго- 
ритъма на Дийкстра, като в качеството па пачален се взема 

всеки от върховете на графа, ще води до O(1,5n%) операции.
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Тази onenxa e по-добра ΟἹ порядъка Ο(2π5) на алгоритъма. на 

Флойд“. 
2. Ако обаче в изходния граф съществуват дъги с отрица- 

телпи дължини (без да съществуват цикли с отрицателна дъл- 

жина), се налага вместо Дийкстра, да се ползва алгоритъмът 

па Форд. Тогава п-кратното прилагане на алгоритъма на Форд 

води до разход на време от порядъка на О(1,51). Това оче- 

видно превишава оценката. О(2н2) 38 алгоритъма Ha Флойд, т.е. 

в случая прилагането Ha алгоритъма на Флойд e рационално и 

ефективно. (Не забравяйте обаче, че оценката. 32 алгоритъма 

па Форд e твърде завишена па практика.). 

2.5. Потоци в мрежи 

Най-общо nomoxsm определя начип 3a пренос ца обекти, коли- 
чества от един пункт в друг. Много често в редица транспор- 

тни задачи съществува пълна забрана за комуникация между 
отделните обекти или частична забрана, свързана с каладите- 
та (пропускателната способност) на комуникациите — пътища, 
мостове, Трасета и т.п. Най-често се иска максимизация (мини- 
мизация) па общия обем ”превози” в cucTeMaTa, както и миними- 
зация на цепата, (разходите за осъществяване на тези превози). 

На езика на графите, потокът задава начин 33 пренос на обек- 
ти от един връх на графа в друг по неговите дъги (или ребра, 
ако графът е неориентиран). Началният връх, от който започва 
този препос на количества, се нарича. източник и обикповено се 
обозпачава. със 8. 

Върхът, до който трябва да бъде осъществен този препос, 
се парича. сток (краен пункт, потребител, склад — stock, sink). 
Стокът се бележи обикновено с . 

Обектите, които се преместват, ”"протичат” ΟἹ източника до 
стока, се наричат единици на потока или само единици. 

Количеството единици на. потока, което може да премине през 
дъгата (5,4), се нарича капацитет (пропускателна способност) 
на двгата. Максималната пропускателна способиост на една дъ- 
га (5,7) ще бележим със е(2,7). По-пататък c(i,J) ще наричаме 
просто пропускателца способност или капацитет, 

“На практика обаче (поради това, че не всички операции изискват единица 
време и др.) прилагането на алгоритъма на Флойд, за графи с неотрица- 
телиа матрица на теглата, икономисва. около 50% от пвремето в сравиенцие с 
п-кратното прилагаке на anropursMa πὰ Дийкстра. (30),
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С а(5,4) ще обозначаваме цената (стойпостта) на премест» 
вансто па единица от потока по двгата (ἰ,2). 

Да припомним, че мрежа --- това с граф G = (У,Г), в кой- 
то на всяка дъга с приписана пякаква пропускателна способ- 
пост (капацитет). Количеството едипици, протичащи по дъгата 
(1,]8, ще паричаме поток в дадената dsza и ще го обозпачаваме 
ς f(i,7)- В резюме: 

Потоквт / в една мрежа представлява фупкция, съпоставя- 
ща на вслка дъга (ребро) е = (+, у) неотрицателно реално число 
Де) = f(z,y), така че: : P Р 

За всеки поток ΟἹ 5 B 1, количеството единици, изходящи от 
произволен връх Z, T # 5, < #1, трябва да бъде равно на коли- 
чеството единици, влизащи (входящи) в този връх T. 

(5.1) DSy =Y Дие) -0, а + 
увУ увУ 

Освеп това количеството сдиници на потока, проходящи по дъ- 
гата (z,y), пе трябва да превишава нейпия капацитет, т.е. 

(5.2) 0 « f(2,9) < e(2,9), (z,9) Ε Ε. 

Накрая, общото количество сдиници на потока ¥, излизащо ΟἹ 
източника S, трябва да бъде равно на сумарното количество 

седипипци на потока, влизащо в стока 1. 

(5:3) S Даъ) - > Хюв) = 
увУ увУ 

(5.) S υ - Σ Π = . 
yev yeV 

И така f(z,¥), при (z,y) € Е се нарича поток TOrana и са- 
MO тогава, когато са удовлетворени (5.1) — (5.4)”. Величината 

“Па други места в литературата, когато f(z,9) > 0, потокът се парича 

аритметичен. В задачи, при коита това изискване не е задължително, се де- 

финпира ΠΟΗΠΎΜΟΤΟ алгебричен поток (вж. [4]) Ocren това се палага изисква- 

пето източникът и стокът да бъдат едипствени, като източникът само отдава 

количества, а стокът — само приема (вж. [3]).
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на moToka f се бележи с vel (f) или просто v и се определя по 
следния начин: 

val (f) = Σ](ε,ῃ). 

Задачата 33 намиранпе на максималси поток се състои в тър- 

сене Πᾶ поток, удовлетворяващ горните изисквания (5.1) — (5.4), 
за който величината ¥ е максимална. Очевидно задачата 32 мак- 
симизиране на v при ограниченията (5.1) — (5.4) е samaua па 
линейното оптимиране и като такава тя може да се реши със 
симплекс-метода. Това обаче е твърде пеефективно и ще напо- 
добява. ” стрелба по врабче с оръдие” [1]. В този параграф ще 
разгледме един ефективен алгоритъм за търсене на максимален 
поток — алгоритем на Форд-Фалкерсон [10]. 

Β зависимост от потока ἔ(2,}), дъгите на изходния граф (мре- 
жата), можем да разделим условно на три категории: 

а) двги, в които потоквт не може нито да се увеличава, нито 
да се намалява. Множеството от тези дъги ще бележим с 
N. Това са дъгите, които имат нулев капацитет или "ог- 
ромна” цена за преминаване на потока; 

6) dseu, в които потокат може да ὅδθε намален. Множеството 
от тези дъги се обозначава с Д. Дъгите от множеството R 
се наричат намаляващи; 

в) двги, в които nomoksm може да се увеличава. Множеството 
от тези дъги се бележи с Г. Дъгите от множеството Г се 
наричат увеличаващи (ненаситени). 

Ясно e, че всяка дъга на графа принадлежи поне на едно OT 
тези три множества N, Е или Г. Освен това В П Г # @, в общия 
случай. 

ПРИМЕР 5.1. 
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В зададената чрез горния граф мрежа, първите числа, €3 ка- 
пацитетите (пропускателните способпости) па дъгите, а втори- 
те числа са потока в съответната дъга. ΟἹ източника 8 излизат 
три единици, колкото са едипиците, постъпващи в стока Е — 
изпълнени ca (5.3) и (5.4). Очевидно с изпълиепо и (5.2) — потокът пе падхвърля капацитета па дъгата, За всеки връх, различен от 8 и Ее изпълнено (5.1) — условието за съхранява- 
не па потока. С други думи, в пример 5.1 сме задали поток / от 5 към . За дъгите па графа в копкретния случай с изпълнено 

(s,a) € R; (s,e)e I, R; (а,6) 6 I, R; 

(c,a) €1, Е; (c,b) € N; (b,t)e R, I 
Bsnpoc: Максимален ли e потокът в пример 5.1, T.c. MMa ли поток с величина ¥, такъв, че v > 37 

Ome.: Не " с максимален, тъй KaTo по дъгите (s,c), (c,a), (а, 0) и (b,1) може 
да протече още едпа единица. Полученият по този начин поток 
ще удовлетворява (5.1) — (5.4) и общото количество единици п 
па потока OT 8 към ἑ ще бъде 4. 

1. Алгоритъм 38 търсене на увеличаваща (потока) ве- 
рига 

ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. | Да обозначим с r(z,y) максимал- 
ното количество, с косто може да бъде намалей нотокът («,), 
а с i(z,y) максималната величина, с която може да се увеличи 
потокът в дъгата (z,y). Очевидно 

1’(13, y) = f(:l), у) и 1(т,у) - c(x,y) - f(il:, у) 

Какви са начипите, за да протекат допълпително количество 
едипици па потока от източпика 5 в стока £7 

а) Един такъв начипн ¢ да се намери път Р ΟἹ върха 5 до 
върха 1, изцяло състоящ се от непаситени (увеличанащи) дъги 
па множеството I, 

Ξ ι τιο Σ Ὸ 
ΠΡΗ͂ΜΕΡ 5.2. 
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Тъй като i(z,y) с максимално въможното увеличение на. по- 
тока в дъгата (T,%), 10 величината на допълнителния поток ΟἹ 
8 към Е в горния път Р очевидно с равнпа на 

ш {{{{, T.C. (;};;relp{l(w Юь 

min{5, 3, 2} Ξ 2; 

6) Друг начин 3a увеличаване на потока € да се намери път 

P от стока ἐ към източника 5, изцяло състоящ се от дъги на 

множеството R, T.e. памаляващи дъги. 

т(и,а =3 r(b,a)=2 0 r(t,b)=1 о 

ПРИМЕР 5.3. 

Максималната величина, с която може да се намали потокът във 

всяка. дъга («, у) на пътя Р 6 7z, y), поради което максималното 

намаляване Ha нотока по пътя Р се определя като 

„ Да ке 

min{1, 2, 3} = L. 

При ToBa намаляването на потока във всяка дъга («, у) води до 
намаляване па потока ΟἹ стока 1 към източпика §, което води до 
увеличение на. чистия поток от върха 5 към върха 1; 

в) Комбинирането на горните два начина а) и 6) за увеличе- 
ние На чистия поток ΟἹ  до 1 също е възможен. За целта трябва 
да. се намери верига, съединяваща в и i, дъгите на която удов- 
летворяват следните две условия: 

- всички прави двги с направление ΟἹ 5 към 1 ca ΟἹ I, т.е. са 
ненаситени (¢(z,y) — f(z,y) > 0); 

- всички ofpamiu dszu, с направлепие ΟἹ Е към S, принадле- 
жат на множеството , т.е. f(z,y)> 0.
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ПРИМЕР 5.4. Да разгледаме следната верига, съсдиняваща зи i 

о i(,0)=3 i(“xb)=2 ο т(е,6)<1 ° r(d,c)=5 о i(dyt)=4 о 

, Тук правите дъги (s,a), (а,0) и (4,4) ca пенаситени (увели- 
чаващи), а обратните дъги (d,c) и (с,0) ca от множеството R. 
ΛΚΟ увеличим потока B правите дъги и намалим потока в 06- 

paTIlHTC дъги, TOBa ще доведе до възможиността Ja формираме 

допълпителен поток OT 5 B ἐ по веригата. Яспо с, че величиналта 

Ha допълнителния поток по веригалта се определя като мипимум 

ΟἹ следпите JABC величини 

min{i(z,y), където (z,y) е права дъга), 

min{r(z,y), кълето (z,y) е обратна лъга.). 

В случая min{min(3,2,4), min(5,1)} = min{2,1} = 1. Този мини- 
мум се нарича максимално увеличение на потока по веригата и 
в случая е 1. 

Но този пачин увеличението на потока в правите дъги ¢ 1 и 
памаляването на потока в обратпите дъги също с толкова, дава. 
възможпост допълнително по веригата да се осъществи пренос 
ΟἹ 5 към Е на една единица поток. 

|ИДЕЯ ПА АЛГОРИ ТЪМА.| Идсята па алгоритъма за пами- 

ране π увеличаваща потока верига се състои в построяването 

на ? растящо” ΟἹ върха 8 дърво, състоящо се от ΟΠΒΟΊΘΗΙΣ дъ- 

ги, по което ΟἹ # могат да се изпратят допълнителни единици 

поток. Два са случаите, които възпцикват при изпълнение Ha 

алгоритъма: 

- стокът # ¢ оцветен — B този слуЧай в IIOCTPOCHOTO дърво 

сдинствената верига от оцветепи дъги, свързваща 5 и l, ce 

явява увеличаваща верига; 

- в противен случай, т.е. Е не с оцветен връх — пе съществу- 

ва увеличаваща верига между 8 и t. Ще опишем формално 

алгоритъма.
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| ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ЗА ТЪРСЕНЕ НА УВвЕЛИ. 

| ЧАВАЩА (ПОТОКА) ВЕРИГА.| СТЪПКА 1. Определете със- 

TaBa на множествата N, I, #. Дъгите ΟἹ мпожеството N изк- 

лючете ΟἹ разглеждане — в тях изменепието Ha потока е невъз- 
можно. Всички върхове са неоцветепи. Оцветете върха s. 

СТЪПКА 2. Оцветявайте дъгите («+, у) и върховете у на графа 

при вече оцветен връх T и пеоцветен връх у по следния пачии: 

а) ако (z,y) € I, оцветете дъгата (+,у) и върха ψ (право oyee- 
тяване); 

6) ако (y,z) € R, оцветете дъгата (у,2) и върха у (обратно 
оцветяване); 

в) ако не сте в а) или 6), не оцветявайте. 

СТЪПКА 3. Ако след изпълнение ка степка 2 (т.е. процеду- 
paTa 3a оцветявапе), върхът ἐ не е оцветен — край, в мрежата 
отсъства увеличаваща Bepura. В противен случай, T.e. върхът 
фе оцветен — в MpeXaTa съществува едипствена верига между 
8 и OT оцветени дъги и тя 6 увеличаваща. Край. 

Ше илюстрираме алгоритъма със следния пример. 

ПРИМЕР 5.5. Да разгледаме мрежата от пример 5.1 и 88 нея πᾶ приложим 
алгоритъма. 38 търсене на увеличаваща. верига, 

СТЪПКА 1. Изпълнена е вече в пример 5.1. Оцветяваме върха S, 
СТЪПКА 2. Тъй като s е оцветен и (s,c) € I, оцветяваме дъгата (5,с) и 

върха с. Тъй като вече с e оцветен и (c,a) € I, оцветяваме дъгата 
върха а. Тъй като а е оцветен и (a,b) € Г — оцветяваме дъгата (а,Ъ) и върха 
b. Тъй като b e оцветен и (b,t) € I — оцветяваме дъгата. (Ь, 2) и върха t. 

СТЪНПКА 3. Върхът 1 е оцветен. Край. Увеличаващата верига с 

(с,а) и 

По пея, както вече казахме, може да протече още една. единица, т.е. мак- сималното увеличение Ha потока по веригата e 1.
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ОБОСНОВКА НА АЛГОРИТЪМА. |1. Като се вземе предвид 

продседурата (начинът) за оцветяване -- СТЪПКА 2 a.) иб), с 

яспо, че една дъга се оцветяна само когато сдиният й край с 

оцветен, а другият — не. При изпълпението па алгоритъма не 
с възможно да се оцвети дъга, Ha която и двата края вече са 

оцветени — това гарантира липсата па цикли, образувани OT 

оцветени дъги, Тъй като първият оцветен връх е , TO алгори- 

тъмът строи дърво, включващо 5. Ако един връх Φ е оцветен, 

то ще съществува единствена верига ΟἹ 8 до T от оцветени дъ- 

ги. В частност, ако + = ¢, ще съществува. верига, свързваща 5 и 

{. Веригата е увеличаваща. поради това, че правите й дъги €2 
увеличаващи, а обратните — намаляващи. 

2. Ако ¥Ma увеличаваща. Bepura ΟἹ 5 B +, то очевидно върхът 

ἐ TpaGBa да. бъде оцветен, и обратно — ако върхът ἐ е оцветен, 

то съществува увеличаваща потока верига ΟἹ 5 B #. 

3. Предложената пропедура свършва след краеп брой стъп- 

ки 10 простата причика, че дъгите и върховете се одветяват 

пай-мпого по веднъж, а те са краен брой. 

Алгоритъмът за търсене на увеличаваща потока верига не 

дава предписания за реда, в който трябва да се оцветяват вър- 

ховете и дъгите (след като оцветим върха 8). Това се извършва 

в произволен ред или като се изхожда винаги ΟἹ последния оцве- 

тен връх. Намирането на увеличаваща верига дава възможност 

ΟἹ източцика да се препесат допълнителни количества ΟἹ потока 

до 1, без разбира се да се надхвърля максималното увеличение 

на потока по веригата. Обърнете внимание, че в увеличаващите 

дъги 1A намерената верига потокът параства, а в намаляващите 

дъги памалява с толкова, колкото е максималното увеличение 

па потока. 
Малко по-къснпо, когато разглеждаме алгоритъма. за търсе- 

пе на максимален поток, ще дадем пачин, ΠῸ който може да се 

организира па практика процедурата за онветяване на дъгите и 

върховете (при работа с компшотър понятието оцветялване тряб- 

ва да се "облече” в копкретни форми, подходлящи 32 съхранение 

и организация в машината.). 

2,  Алгоритъм 88 търсене на максимален поток (Алго- 

ритъм на Форд-Фалкерсон) 

(10) Идеята па алгоритъма се базира на многократно изпъл- 

пепис па алгоритъма 32 търсене на увеличавалца потока верига, 

докато това е възможно. Ще дадем формално описание па този 

алгоритъм, като в пего ще предложим и пачин за оцветяване
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(маркиране) на върховете. Този начин дава възможност след 
изпълнение па алгоритъма да разполагаме с дъгите, по които 
протича потокът, както и величината. на потока OT 8 в 2. 

ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ПА ФОРД--ФАЛКЕРСОН По) 

СТЪПКА 1. Изберете произволен поток OT 8 до Е в мрежата. 
Ако такъв няма, задайте ” нулев” поток, т.е. за всяка дъга (z,1 ), 

f(z,y)=0. 
СТЪПКА 2. (първи етап — npoyedypa 3a оцветяване) Oune- 

TeTe върха в с наредената двойка (—,00). 
СТЪПКА 3. Ако съществува неоцветен връх у, при оцветен 

връх Z: 

а) Ако (z,y) Е I, т.е. f(z,y) < 6(Е,1) — оцветете дъгата (z,y) 
и маркирайте (оцветете) върха у с двойката (zt,A,), къ- 
дето 

Ay =min{Az, ¢(z,y) - f(z,4)} (право маркиране); 

х 
\" 6) Axo (y,z) € R, т.е. f(y,z) > 0 — оцветете дъгата (y,z) и 
Н маркирайте (оцветете) върха у с двойката (z7,A,), където 

Ay =min{A;, f(y,2)} (обратно маркиране). 

След a) и 6), преминете към ствепка 4. B противен случай 
преминете към cmsnxa 7. 

СТЪПКА 4. Ако у = 4, преминете към степка 5 (край па 
първи етап). В противен случай се върнете на стапка J. 

СТЪПКА 5. (втори етап — формиране на нов поток) Нека 
върхът у е маркиран с двойката (4,, A,). Тогава: 

а) Ако 4) =z, положете f(z,y) = 1(,ν)}ΈῈ Δι; 

6) Ако 4, =z, положете /(у, +) = fly,z) - Δι. 

СТЪПКА 6. Ако + = s, отстранете (изтрийте) всички марки- 
ровки (край на втори стап) и се върнете на cmanxe 2. В противеп 
случай положете ¥ = & и се върнете на стъпка 5. 

СТЪПКА 7. Край. Полученият поток с максимален. 

Да илюстрираме работата на алгоритъма със следния при- 
мер.
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ΠΡΗΜῈΡ 5.6, 

СТЪПКА 1. Разглеждаме пулевия поток fo от 5 до t, т.е. fo(z,y) = 0, 38 всяка дъга OT мрежата. Цървите числа, прицисани на всяка OT дъгите в 
мрежата, е съответният капацитет на дъгата. 

СТЪПКА 2. Маркираме (оцветлваме) върха с двойката (--.ο0). Изпъл- 
ияваме неколкократно СТЪПКА 3. Последователно 

- оцветяваме дъгата (s,d) и маркираме върха 4 с двойката (s*,min(co, 
5-0), т.е. (57,5); 

- оцветяваме дъгата (4, а) и маркираме (оцветяваме) върха а с двойката. 
(d*, min(5,1 - 0)) = (47,1); 

- оцветяваме дъгата (а,0) и маркираме (оцветяваме) върха b с двойката. 
(a+) l); 

- оцветяваме дъгата (b,t) и маркираме върха ἐ с двойката ( , 1). 
Тъй като върхът Г с оцветен, преминаваме към СТЪПКА 5. Изпълнявайки 

СТЪПКА 5, ще получим (първият символ в паредеката двойка с указател 3a 
върха, ΟΥ който у получава. маркировката и за вида маркиране — право или 
обратно): 

(st.8) 

(4},.) (4Ὁ,1) 

Получаваме нов поток Л ΟἹ 8 до !, при който 

fl(b, l) Ξ- fg(b, l) +A, =041 

fila,8) = fo(a,b) +Ai=0+1 
fi(d,a) = fo(d,a) +А. =041 
fils,d) = fo(s,d) +А:-0+1 

Формирахме поток Л OT 8 до ¢, 88 който 

val (А) 1 3783) 

ка
 

а 
а 

р
а
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и отстраняваме досегашните маркировки па върховете. Връщаме се на СТЪД. 

КА 2. 
Изпълнявайки алгоритъма последователкно, ще получим следните резулта. 

ти, дадепи за улеснение графичко, 
(9}4) (4,3) 

Намерихме увеличазаща. 3a потока Л верига 

(ς,), (4,с) и (s,d). 

3a новия поток fz, даден с rpada по-горе, имаме 

val (f2) =3. 

Отново анулираме всички маркировки и се връщаме на CT'BIIKA 2. 
(=) (at1) 
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3a получения пов поток #; имаме 

val (fq) ш 5. 

максим Η . Тапа;ои м 1аЛниЯТ поток OT 8 до ¢, тъй като връщапето към СТЪПКА 2 
води 

(2+.2) (4+,2) 

за 

(#+2) 

Черт. 2.2 

Няма. други върхове, които могат да се маркират. Край на алгоритъма. 
Потокът Л € максимален. 

ЗАДАЧА 5.1. Единствен ли е максималният поток за мрежата от пример 
5.67 

Ome.: He. Ако променим получения NOTOK NO следиия пачии: 
Л5,а)- 2, f(s,a) =3, /(4,а) =0, ще получим поток, различен от прединтия, 
чиято величина. също е 5. 

ЗАДАЧА 5.2. За дадените по-долу мрежи да се определят максималните 

потаци, като се използува методът на Форд-ФРалкерсон: 

a) 

Omz.: Makcumanen поток f, val () - Τ,
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свързан граф. Ако TUT = V и TnT =4, MHOMECTBOTO ΟἹ всички дъги, на к другият — в T, се парича pazpes н. 
Ше казваме, че (T,T) 

at€T. Такъв разрез ще наричаме 
Пропускателната. способност 

разреза К - (Т, —), се определя като 

а 8 И стока £, акоз € T, 
(s -- 1)-разрез. Ν (ка.пацитетът) e(K) = ¢(T,T) на 

(5.5) “(Е)- 57 ofa,y). 
z€T, yeT
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" 

Очевидно ¢, че пропускателната. способпост па. дъгите, ори- 

снтирали от Т към Т не увеличава пропускателната способност 

па разреза K = (Т,Т). Да означим с /(1,Т) cymara οἹ потоците 

в дъгите, ориентирани от Т в T, аналогично с f(T,T) сумата от 
п потоците в дъги.те, ориситирапи or Т в Т. 

ЗАДАЧА 5.3. Да се определи капацитетът на. раз - 
а сза K = (Т, Т) na rpaga 

or черт, 2.2 (пример 5.6), където разр (T,T) na граф 

T={s,a,d,¢c} и T={b, t}. 

Pewenue: Дъгите, ориентирани ΟἹ Т в T, ca: 

(e,b), (d,b), (е,). 

Следователно ¢(T, T) = c(a,b) + ¢(d, b) + c(c, 1), т.е. 

(K)=c(T\T)=2+1+2=5. 

L>_TEOPEMA 5.1. 3a всеки nomox / и ecexu (s -- 1)-разрез 

(T,T) в дадена мрежа, 

(5.6) га (ἢ = Л1,Т)- ЛТ,Т). 

Доказателств ο: От дадените определения за. поток ΜΜᾶ- 

ме 

val (f), mpuz=s, 

0, npu ¢ € T\ {s}. 

Сумирайки горните равенства по всички върхове от Т, ще 

получим 

(5.8) Y Ден)- Y Дъ) ναὶ (ἢ). 
zeT Yy zeT Yy 

B ngpara част па горното равенство /(Ш:У) и —f(z,y), при 

ЕТиуЕТ, се появяват точно по веднъж и взаимно се уни- 

щожават. Поради това ΟἹ (5'8) следва
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S @)=y D Ди)е ναὶ (f), т.е. 
еТ yeT €T yeT 

val (f) = f(Tv—T) - /(Т, Т)т 

което Tpnfinamc да се докаже. 

Обърнете внимание, че val ( f) = Σ.ἷ (5, у) се явява Yacy 

vy 

ч 

ец 

случай wa равенството (5.6). 

СЛЕДСТВИЕ 1. За всеки поток Х и ecexu (s — t)'Pfl-?[Jea 
К - (1,Т) в мрежата, е uansaneno 

(5.9) val (f) < e(T,T). 

(B частност, величината на максималния поток е не по-голя- 
ма OT капацитета. на всеки разрез — включително и този с най- 
малък капацитет). Дожкжазателство: Тъй като f(z,y) > 0, 

от TCOpeMaTa следва 

(5.10) val () = [(T,T) - /(Т,Т) < (1,Т) < «(1,Т). 

а 

Да припомпим, че при Л(т, /) < ¢(z,y), дъгата се парича /-не- 
наситена, а при f(z,y) = 6(+, у) — /-навитена. Дъгите от R, т.е. 
окези, 3a които f(z,y) > 0, се наричат понякога. f-nonoxcumeany, 
а дъгите с "пулев” поток — /-нулсви. 

Знакът равенство в (5.9) се достига тогава и само тогава, когато Ν _ Ν 
1(1.1})Ξ 05 Л(Т,Т) = «(T,T), т.е. 

val (f) -- «(Τ, Τὴ 
тогава и само тогава, когато всички дъги, ориептирани от Тв К 

2k T ca /-наситепи, а дъгите, ориснтирани от Т в Т са /-пулевя. 
Разрезът Къщ = (T,T), разделящ върховете 8 и i, ще нари" чаме минимален разрез, ако не съществува (s — ()-разрез # " мрежата, такъв, че (К) < е(К, ю)
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κοὕςῃ.ΖΕΠΟΤΒΠΕ 2. Ако f e поток u К e (s -- 1)-разрез, 30 

val (f) = ¢(K), 

mo [ e максимален nomox, а K e минимален (s —t)-paspes. 

Доказателство: Да озпачим максималния поток с frmax И 
минималния (8 - #)-разрез ¢ К. От следствие 1 имаме 

val (fmax) < C(—Kmin)- 

Следователно, 3a произволен поток / и произволен paspes K ще 

имаме 
val (f) < val (fmax) < е(БКъщ) < «(К). 

По условие val () = ε(Κ). Следователно 

val (f) = val (finax) = е(Къщ.) = «(К), 

r.e. f e максимален поток, а К е мипимален (s — {)-paspes. « 

Вече можем да пристъпим към същината Ha обосновката HA 

алгоритъма на Форд-Фалкерсоп. Както изяснихме по-рано, по- 

токът в мрежата може да се увеличи, ако се намери увелича- 

ваща. верига между 8 и Т - верига, на която правите дъги са 

Г-ненаситени, а обратните дъги Ca Г-положителни. 

ь ТЕОРЕМА 5.2. Потоквт / в дадена мрежа е макси- 

мален тогава и само тогава, когато в мрежата ияма уве- 

личаваща верига, саврзваща s ч Е. 

Доказателство: Леобходимост: Нека потокът Л е макси- 

малеп,. Ако допуслем, че в мрежата съществува увеличаваща 

верига, ще получим нов поток /”, за който val (/*) > val (ἢ = 

val (fmax). Противоречие! Следователно B мрежата не същест- 
вува увеличаваща верига. 

Лостатаечност: Heka cera в мрежата не съществува увелича- 

ваща (s -- {)-pepura. Да означим с Т множеството от върхове 
в мрежата, до които съществуват увеличаващи вериги ΟἹ из- 
точника в (s € Т). Очевидно за стока ἐ Β нашия случай имаме



298 Гл.2. Оптимизационни алгоритми е графи ч мрежци 

4 m 

t € T = V\T (допускането Ha противното, T.C. ἐ ¢ T води 

до противоречие с условието да не съществуват увеличаващи 

(в-1)-вериги). Разрезът (T,T) е (-1)-разрез- Ще докажем, ча 

val (ἢ Ξ oT,T). 

Да разгледаме произволпа дъга (z,y),3a която T € T(, a; ῃ)ς Τ. 

ΟἹ това, че ¢ € Т, следва, че съществува увеличаваща (5-:)-ве- 

рига. Дъгата (#, ) трябва да бъде /-наситена, тъй като в про- 

тивен случай ще съществува увеличаваща. (s - у)-верига, т.е. у 

трябва. да. бъде от множеството Т. Апалогично всяка дъга (v, z), 

ориептирапа or T в T, трябва да бъде f-uynesa. Следователно 

f(T,T) = С(Т,Т) и !С(Та T)=0. 

Torasa val (f) = ЛТ,Т)- Л21,Т) - «T,T). « 

ΟἹ второто следствие 88 предишната теорема. следва, че fe 

максимален поток, а (T,T) e минимален paspes. По този начин 

ние установихме следния добре известен резултат на Форд-Фал- 

керсон, а именно: 

ь TEOPEMA 5.3. Bse всяка мрежа величината на мак- 

сималиия поток € равна на пропускателната способност 

(капацитета) на минималния разрез. 4 

Ше отбележим, че задачата 38 памиране на минимален раз- 
резе двойнствена. (дуална) на задачата за максималшия поток. 
Теоремата на Форд-Фалкерсон се явява аналог Ta теоремата за 
двойнственост при трапспортна мрежа.,, 
, И така при последпното маркиране на върховете, т.е. когато 
алгоритъмът установи” липсата на увеличаваща. верига, (т.е. 

върхът Е не с маркиран и няма други върхове, които могат да 
бъдат маркирани) и спре своята работа, имаме: 

1. %цвет%хите (маркирапите) върхове образуват мнсжество 
sel; н Н 

2. Неоцветените (пемаркираните) върхове образуват множес- 
o Т - ИАТ, 16 Т;
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3. Разрезът (Т,Т) е мипимален и стойпостта па неговия ка- 
пацдитет (пропускателпата способност) съвпада с val (fmax) 
(вж. mpuMep 5.6 и задача 5.3). 

B разглежданията, които направихме дотук, ле беше казано 

нищо по въпроса дали предложецият алгоритъм на Форд-Фал- 
керсоп приключва работа след красп брой стъпки., Ше разгле- 
даме сега и този въпрос. 

3. Модификация на Едмондс и Карп 

В алгоритъма πὸ Форд-Фалкерсон, който беше описан, дъги- 
те и ΒΈΡΧΟΒΟΤΟ се маркираха в произволен порядък. С други 
думи, увсличаващата. верига (KOraTo съществува) се формира- 
ше по произволен начин. Това крие опасност алгоритъмът B 
общия случай да не завършева след краен брой стъпки. 

ПРИМЕР 5.7. Да разгледаме следната мрежа. 

и приложим алго ритъма. па. Ф орд- Ф алкерсоп, последователио използув айки 

пътищата Ρι: (в.а4), @b), (к<), (69; 

Ρχ: (5уь)у (Ъ,а), (0,6), (σ,ἰ). 

Очевидно Ha всяка стъпка ще получаваме потоци, на KOUTO 

величината ще нараства ¢ 1. Максималният поток, чиято ве- 

личина е 2M, ще се получи след 2М стъпки (нараствалния Ha 

потока). Оказва ce, че в този случай броят па стъпките, които 

се изпълпяват, не се явява фупкция, зависеща ΟἹ броя на вър- 

ховете и ребрата на мрежата, а е функция на капацитета M, 

който в мпого задачи може да бъде произволно голям. Форд 

и Фалкерсон [10] са показали освен това, че алгоритъмът им с 

Kpaelt при изискването 38 целочисленост па потоците и капаци- 

тетите на дъгите. Те са показали, че алгоритъмът пе намира
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решение, ако пропускателните способности на дъгите са ира- 

пионални числа -- приведен е пример, в който величината на 

потока клони към ἓ ΟἹ величината на максималния поток при 

безкрайно нарастване броя на стъпките. 
Едмондс и Карн в 1972 г. ([31]) усъвършенстват маркиращия 

алгоритъм. Тяхната модификация гарантира независимост на 
броя на стъпките, необходими за реализация на маркиращия 
алгоритъм, от пропускателните способности на дъгите. 

ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА НА ЕДМОНДС И КАРП. | На вся- 
ка стъпка потокът сс увеличава по възможно най-краткия път 
(верига). По-точно, увеличението Ha потока се извършва ΠῸ 
вериги с най-малък брой дъги. Намирапето на такива вериги 
става по правилото ”първият маркиран е първият разгледан”, 
38 целта върхът 8 получава номер 1. След това се оцветяват 
дъгите, ипцидентни с върха 1 (за които това € възможно), пос- 
ле се оцветяват (ако е възможно) дъгите, инцидентни с върха 
2 ит.н. Оцветяването се извършва OO правилата, дадени в ал- 
горитъма на Форд-Фалкерсон. Тази процедура за оцветяване 
(маркиране) rapaHTHpa всяка верига OT оцветени дъги, съеди- 
няваща източника 8 с произволен връх, да съдържа минимален 
брой дъги. 

Освен това при тази процедура за маркиране, изискуемите 
стъпки 33 реализация па маркиращия алгоритъм са функция на 
броя върхове и ребра па мрежата (а не на пропускателните спо- 
собности на дъгите). 

ПРИМЕР 5.8. Да се приложи модифицираната процедура на Едмондс и 
Kapn 32 оцветяване при търсене Ha максималния поток B следиата Mpexa: 

5,1 

Оцветяваме върха 5 и го номерираме с 1. 
След Topa разглеждаме неоцветените дъги, инцидентни със 5 и оцветява- 

ме тези, за които ToBa е възможно: Ощветяваме (3,а) и върха а. Върхът а 
получава номер 2; Оцнветяваме (s,b) и върха b. Върхът й получава номер 
3 (дъгата (s,c) е инцидентна със S, но тя не може да бъде оцветена. поради 
1(9, ο) =2=c(s,c)). 

s
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След това разглеждаме неоцветените дъг: ае 9 те, пър- 

: Пяма дъга, инцидентиа с вгьх ите дъЪГИ, инцидентни с пръх 2, т.с. вър 

И НА € връх а, която може да се оциети (сдипствената 

ъга (а,0) € с оцистеви крайци върхонс). 
"азглеждамес исоцве 4 

11“ пърха ‘c припи(сн-,;гсчитс дъти, инцидентни с b Оциетатаме (b, с) и върха 

" ](ῃ " вме помер 4; Оцистиваме (b, 4) и пърха 4, Померираме 

ἰ ὅ. 
В полученото дърпо с Kopen # 

o
 

4 

единствената упеличаваща (s - ()-верига с (s,0), (8,1), която е с минимален 

брой дъги и по 1101 потокът може да бъде упеличен с единица. 

Изтриваме (снемамс) номерацията на всички върхове, оцветяванията на 

върховетес м дъгите, след косто позтаряме пропедурата 38 мрежата (п пея 

пече с формиран ΠῸΒ ноток). 

Оцветяваме върха 8 и го номерираме с 1. 

Разглеждаме неоцветените, инцидентини със з дъги и OUBETARAME тези от 

тях, 38 които това € възможпно: 

Оцветлваме (5, α) и върха α. Номерираме пърха а ¢ 2. Дъгата (5,5) е ин- 

цидентна със S, но тя не може да бъде оцпетена, тъй като /(5,0) ΞΞ 1 = c(s,b). 

Аналогичио дъгата (8,6) също не може да бъде оцветена (f(s,c) =2 = c(s,c)). 

След това разглеждаме неоцветените дъги, инцидентни с α, Ощветяваме 

дъгата. (a,b) и върха b, като му присвояваме помер 3. 

Газглеждаме неоциетепите дъги, инцидептни с връх 3, т.с. върха b Оц- 

ветяваме дъгата (b, с) и върха €, като му присвояваме номер 4. Оцветяваме 

дъгата (, 1) и върха !, като го номерираме cb. 

Получихме увеличаваща верига ¢ минимален брой ребра 

(5,.), (α,}), (,), 

10 която потокът може да бъде увеличен с две едикици. Така получавамес 

следната. мрежа:
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ПО*Па.Та.ТЪШНОТО увеличенис на потока ¢ певъзможино, KOCTO можете да ye- 

таповите, като приложите още веднъж предложената процедура ΟἹ Едмондси 

Кари. Максималният поток е с величина 6. 

ОБОСНОВКА НА МОДИФИКАЦИЯТА НА ЕДМОНАС И КАРП. 
а целта ще разгледаме следното понятие. В една увеличал 

ваща верига дъгата (+,у) се нарича тясно място, ако именно 
тази дъга ограничава. увеличаването на потока. Например: В 

разгледаната по-долу уволичаваща верига, дъгата (а, 0) е тяспо 
място. Очевидно в произволна верига може да има повече от 
едно тесни места. 

53 13 

i(a,b)=1 

5,0 

i(b,t)=5 i(s,a)=2 

Максималното увеличение Ha потока по увеличаващата Be- 
рига води 1o f(z,y) = а(«,у) или f(z,y) = 0 за тесните места. 
Например: 

Θ 53 . 1,1 . 1,3 C 

Максималното увеличение Ha потока по веригата с единица, 
Това води до 

9-2-.9 1,0 . 44 . 

Да пристъпим сега към памирането на една. оценка за броя 
па нарастванията на потока, която ще бъде функция на броя на 
дъгите и ребрата в мрежата (графа). 

За да оценим броя на увеличаващите вериги, които се фор- 
мират от алгоритъма. Ha Едмондс и Карп, ще разсъждаваме та- 
ка: При всяко намиране на увеличаваща верига (нов по-голям 
поток), поне едпа дъга (+,у) се явява TACHO място. В най-ло- 
шия случай, при всяко увеличение на потока само сдна дъга ще
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се явява тясно място. Следователно трябва да отговорим на 
въпроса: "Ако дъгите в мрежата ca т на брой, 0 колко пъти 

pegka ΟἹ Тези дъги може да сс явява тяспо място?” Ще ποκᾶ- 
жем, че произволна дъга (+, у) пе може да бъде тяспо място B 
увеличаващите (5 - 1) вериги повече ΟἹ Ἐ пъти, T.c. броят на 

2 
увеличенията. Ha потока е не повече от L, 

Да предположим, че дъгата (,y) се явява тясно място в две 
формирани от алгоритъма. вериги ΟἹ и Cy. При това С» се фор- 

мира след ΟἹ и тя е първата измежду формираните след ΟἹ 

вериги, в която (+, у) с тясно място. Без ограпичения на общ- 
постта, HeKa дъгата (+, у) се явява права дъга във веригата G, 
т.в, след увеличение па потока по веригата Cp, f(z,y) = ¢(z,y). 
Очевидпо за веригата Съу дъгата (z,y) ще бъде обратна. Да 
означим с Д;(р, а) броя на дъгите във веригата ΟἹ между върхо- 
ветери ¢, ¢ =1, 2. Модификацията na Едмондс и Карп оцветлва 

дъгите и върховете, така че построяваните ΟἹ алгоритъма Be- 
риги с начало S, са с минимален брой дъги. От това следва 

верността на следните релации: 

В1(57?/) < В2(5>у)7 By(z,t) < B2(z’l) 

В1(5,1) = Bi(s,y) + Bi(z,t) -1 < 

< By(s,y) + Ba(z,t) — 1 = By(s,t) - 2. 

Следователно By(s,1)+2 < Ba(s, t), T.e. всеки път, когато (T, у) 
CTaBa TACHO MACTO, DPOAT па дъгите B съответиата увеличаваща 
потока. верига параства поне с 2. 

llexa С1, Ca,..., Су са всички вериги, за които (#, /) е тяспо 
място. Тъй като всяка верига има пе повече от ( - 1) дъги, то 

Bi(s,t)<n—1=14(k-1)2<n -1, 

откъдето Е < %, T.c. броят на веригите, в KOUTO (z,9) е тяспо 

място, е не повече ΟἹ #. Да припомним, че броят на дъгите в 

мрежата с т, откъдето следва, че общият брой нараствания па 
HOTOKA не падхвърля числото . 

Да същия резултат щяхме да стигнем, ако при промяпа па 
потока във веригата Gy, вместо предположението, че потокът 
5 дъгата (z,y) се увеличава до капацитета с(2,у), считахме, че 
потокът в (+, у) се намалява до нула. 

В горпите разсъждения единственото наложепо изискване бе- 
ше пеотрицателност па пропускателните способниости Πᾶ дъгите. 
От казаното следва, че използваният в алгоритъма на Форд-” 
фалкерсои принцип 33 оцветяване “ първият оцветен с първият
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разгледан”, води до краенп брой увеличения на потока при pe- 
ални неотрицателни пропускателни способности. 

Тъй като увеличаваща Bepura може да се намери след О(т 

стъпки, ΟἹ получената по-горе OliellKa следва, че алгоритъмът 

има сложност Ο(πι2.η). Има редица изменения, подобряващи 
ефективността ΟἹ работата на алгоритъма в някои класове Mpe- 

жИ. 

Интересеп и ефективен метод със сложност O(n?) е предло- 

жен οἹ Диниц в [48]. Методът се базира па построяване HA спо- 

магателна, ациклична мрежа, чиято структура точно определя 
всички най-кратки (8 - () увеличаващи вериги за потока. 

4. Алгоритъм 38 търсене на максимален поток при ня- 
колко източника и стока 

Досега разглеждахме мрежи с един източник и един сток. Ал- 

горитъмът 38 търсене на максималея поток може да се приложи 

ив случаите, когато в изходната мрежа съществуват 81, 52) ..., 4) 

източника и 11, f2,.., ἐρ сТтока. За целта е достатъчно мре- 
HaTa да се допълни с сдин главен източник 5 и главен сток 
Т. Главният източпик 4 се съединява с всеки от източниците 
51y 52) ..) Sk, чрез дъгите 

(Sv 51)7 (Sv 32)’ .. (5: 5!:)7 

чиято пропускателна способност се приема за пеограничена. 
Аналогично ¢y, 1,..., Тр се съединяват с главния CTOK Т чрез 
дъгите 

| (t, 1), (.,Т), .. (4, ΤῚ, 

чиято пропускателна способност се счита неограничена. По то- 
зи начин изходната м режа се разширява до следната мрежа - 
черт. 2.3 а) и 6).



5. Потоци 6 мрежи 
305 

Черт. 2.3 
Очевидно на. всеки поток в разширения граф съответства по- 

TOK OT S1, 52) .., Sk MO 11, 1y,..., t; в изгодния граф и обратно. 
При това па максималния поток B разширения граф съответс- 
тва максималния поток в изходния гра,ф, т.е. алгоритъмът за 
търсене на максимален поток може да се приложи в разшире- 
ния граф (мрежа) и намереният поток ще определя максимален 
поток B изходпия граф (мрежа). 

5. Алгоритъм 38 търсене Ha поток с минимална стойност 
(Форд-Фалкерсон) 

(10] В предишните параграфи разгледахме алгоритми за тър- 
сене на максимален поток -- пренос на максимален брой еди- 
пици (количества) OT източника. в стока по дъгите на мрежата.. 
Сега ще си поставим за цел да организираме преноса па ед- 

по зададено количество от ¥ единици поток межлу източника и 

стока.. 

С a(z,y) ще означаваме цената (стойиостта, pasrodume) за 
преноса на 1 едипица ΟἹ потока по дъгата (,y). Да припомким, 
че f(z,y) озпачава количеството сдипици от потока, премина- 
ващи по дъгата (z,y), f(z,y) > 0. Както преди, със ¢(z,y) ще 
бележим капацитета па дъгата («,). 

Очевидно решаването на много транспортни задачи (движе- 
ние на количества -- суровини, стоки, хора и т.и.) в мрежи, 
поставят проблема за търсене на пренос с минимална цена. За 
КраТКОСТ, попякога потокет с минимална стойцост ще нарича- 

ме минималец поток. OCBCH TOBa 3acera ще ПреДНОЛаГаМО, че 

цените a(z, 1) ca цели положителни числа. Това ограничение не 
¢ силпо, поради факта, че цени ΟἹ типа Ha "£5.25” могат да се 
разглеждат като 525 репсе”. 

Съществува модификация на алгоритъма 38 търсене на по-
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ток с мипимална. стойност, 38 който са допустими нецелочислепи 
цени a{z,y). Съществува и алгоритъм 38 търсеке па. поток с ми- 

пималпа. стойност, работещ и 3a цени a(z,y) < 0 — алгорип%ам на 
дефекта. В края на maparpada тези два алгоритъма ще бъдат 

също разгледани. Ρ 

Задачата 38 търсене на минимален поток може да ОоЪде пред- 

ставена. IO следнкия начин: 

(5.11) Y a(z,9)-f(z,y) - min 
(zv) 

при условия 

(5.12) 5 fsy) - Ди) =, 

(5.13) Yo )- Σ Л( = —v, 

(5.14) Do Да,у)- > Хме) Ξ , « #s, , 
Yy У 

(5.15) 0 « f(z,y) < e(z,y), при Vz, Vy. 

;_]—_E__J 

Очевидно задачата 3a максимален поток може да се разг- 
лежда като частеп случай на задачата за поток с минимална 
CTOMIIOCT, в който цеците Ha дъгите са нула, а U съвпада с ве- 
личината, на. максималния поток. Освен това (5.11) може да ce 
замени с 

(5.16) {p- 37 a(z,y)-f(z,3)} - шах, 
(:,ν) 

където р се достатъчно голямо число (р -- произволно число, 
по-голямо ΟἹ максималната пена за пренос Ha сдиница поток OT
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източника # в CTOKa 1). Ако р се интерпретира като доход, полу- 
чаван в резултат πᾶ (s - 1) пренос na одиница ΟἹ потока, (5.16) 
може да се иптерпретира като максимална печалба. При Ta- 
зи иптерпретация постигането па. максимум Β (5.16) ще води до 
минимум в (5.11) и обратно. 

ИДЕЯ ПА АЛГОРИТЪМА. | Алгоритъмът за търсене на. по- 

ток с минимална. стойност "се опитва да пренесе” ΟἹ 5 до # мак- 
симално възможния брой едипици ΟἹ потока, за всяка OT който 
общата цена. за пренос в мрежата е нула (лева). След това от 
източника 8 до CTOKA [ се пренасят колкото се може повече еди- 
пици от потока, за BCAKA от които цепата за пренос по мрежата е 
1 (лев). Ца всяка. стъпка, при изпълнение на алгоритъма обща 
та цепа. за препос на единица. ΟἹ потока по мрежата се увеличава 
с сдиница. Алгоритъмът завършва своята работа при сбъдване 

па някое от следните две събития: 

а) в мрежата не могат да се пренасят допълнителни единици 
ΠΟΤΟΚ; 

6) в мрежата е осъществен препос Ha дадените ¥ сдипици по- 
TOK. 

С други думи, B алгоритъма 38 търсене па TOTOK ¢ мипимална 
стойност многократно сс решава задачата (5.12) — (5.16), при 
p=0,mpup=1, р-2ит,н. 

Да предположим, че в изходната MpeXa (пачалпият поток с 
пулев) ca препесени (пропуснати) максимален брой единици ΟἹ 
потока, 38 всяка ΟἹ които стойпостта на премицаване през мре- 
жата e p— 1. Алгоритъмът реализира търсене πῷ увеличаваща 
верига, по която могат да протекат нови единици OT потока, 
стойността па всяка ΟἹ които с р. Как става това?, 

Да разгледаме следната увеличаваща. потока (8 - ἐ) верига. 

9а(ш)=4 Θ e(a,b)=2 @ a(eb)=1 Θ a(c.t)=3@ 
i(s,a)>0 i(a,0)>0 (eb)>0 #(c,t)>0 

AJH‘OpMT’})M’bT оцветява дъги и BLPXOBE, като Ha BCCKU връх 

+ се съпоставя маркиращо число p(.’s) по следния пачин: 

p(s)=10; p(t)=pi 0<p(z) < р, при т #s, 1, 

1) (y) - 2() = a(z,y), при (z,y) € I, R.
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Съгласно (5.17) 

2() =0, 
Ῥία) < p(s) + a(s,a) = 4, 
»() = p(a) + a(a,b) = a(s,a) + a(a,b) = 4 + 2, 

p(c) = p(b) — a(c,b) = a(s,a) + a(a,b) — a(e,b) =6-1, 

#(0 = p(c) + a(c,t) = a(s,a) + α(α, b) — α(ς, b) + α(ς, 1) = р- 8. 

НПолучихме 
C 4 о 2 o 1 ζ] 8 () 

p(s)=0 p(a)=4 p(b)=6 p(c)=5 p(t)=8 

Всяка допълнителна единица Ha потока, протичаща по тази 
верига, "me струва” 8 (лева, # и т.н.). 

В общия случай, разглежданият алгоритъм, използвайки 

(5.17), намира увеличаваща верига, в която сумата ΟἹ цени- 
те на правите дъги минус сумата OT цените Ha обратните дъги 
e равна Ha р (вж. последното ΟἹ горпите равенства). 

С други думи, ако алгоритъмът памери увеличаваща верига 
от дъги, удовлетворяващи (5.17), нарастването па стойността 
за всяка нова единица ΟἹ потока, IPEHACAHA ΟἹ 8 до ¢, ще бъде 

Ше дадем формално описание Ha алгоритъма. 

ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ЗА ТЪРСЕНЕ ПА ПОТОК 

С МИНИМАЛНА СТОЙНОСТ. | СТЪПКА 1. За всяка дъга 
(2,у), f(z,y) = 0. Положете p(z) = 0, за всеки връх . 

СТЪПКА 2. (Определяне на двецте, в които се допуска изме- 
нение на потока:) Определете дъгите, 38 KOUTO 

2() - #() = a(z,y) и c(z,y)— f(z,9) >0 
и означете MHOXKECTBOTO ΟἹ тези дъги с I. Формирайте множес- 
тво Ж ΟἹ дъги, 38 KOUTO 

p(y) - ще) = а(2,у) и f(z,y)>0. 
(Останалите дъги формират мпожество N). 

СТЪПКА 3. (Увеличение на потока): Приложете алгоритъма 
за търсене на максимален поток (увеличаваща Bepura) B изход- 
HaTa мрежа, при намерените разпределения Ha дъгите B множес- 
твата /, R и N. Изпълнението на този алгоритъм приключва, 
когалто: 
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а) ΟἹ 5 до ἰ са транспортирани дадените ¥ единици поток или 

6) полученият 3a така формираните мпожества [, Д и N поток 
с максималейн. 

Ако е палице а) — край па алгоритъма за търсене на поток с 
минимална стойпост. Полученият поток от v единици, пренесени 
ΟἹ 5 до 1, е ноток с минимална стойност. 

В случая 6) — проверете дали полученият поток е макси- 
мален в изходния граф (вж. теореми 5.1 — 5.3 за максимален 
поток и минимален разрез, и алгоритъма за търсене на увели- 
чаваща. верига). Ако Това е така -- край! Този максимален 
поток (32 изходния граф) има минимална стойност. В противен 
случай, T.e. когато намереният максимален поток при текущото 
разпределение па дъгите в мпожествата I, R, N пе e максимален 
за изходпия граф“ (възможно с, когато разрезът пе 6 наситен), 
преминете към степка 4. 

СТЪПКА 4. (Промяна на маркиращите числа p(z):) Изход- 
на ипформация при изпълнение па тази стъпка са резултатите 
ΟἹ процедурата за оцветяване на върховете в алгоритъма 38 
търсене па увеличаваща. верига (който е подалгоритъм па ал- 
горитъма 38 търсене lla максимален поток). 

За всички неоцветени върхове T увеличете с 1 стойностите 
па маркиращите числа p(z). Преминете към стапка 2. 

Ще илюстрирамс алгоритъма 3a търсене на поток с мини- 
мална. стойност. 

ПРИМЕР 5.9. В мрежата, изобразена по-долу, πὰ вслка дъга. са CLIOCTA~ 
пепи по три числа — първото € капацитетът на. дъгата, второта е uelaTa за 
пренас на единкица продукция по дъгата, а третото с величината па потока 
(цулев начален поток). 

"Алгоритъмът 38 търсене 112 поток с мипималща. стойност се изпълиява за 
подграф πῷ изходния граф поради долълнителиото ограничепие (5.17). Ero 
3amo полученият поток (съвкупност ΟἹ дъги) може да ие образува разрез в 
изходния граф.
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В началото всички маркиращи числа са пули, T.C. 

p(s) = pla) = p(b) = п(е) = #(4) < 9(/) τ 0. 

Всички дъги и върхове, с изключелие па върха 9 (той ще бъде оцветец 

винаги) са пеоцветени. За краткост ще изложим резултатите от изпълпението 

πᾶ алгоритъма в таблица. 

ΕΝ 
I O 
2 0] 

Върхът ἐ се оказва оцветен. По увеличаващата. верига 

(S,d), (d’C)Y (СУЪ)У (blt)) 

можем да пропуснем една сдиница поток OT 8 до ἑ (калацитетите на дъгите 

от веригата пе дават възможност 38 повече едипици — AbraTa (d, C) е тяспо 

МПСТО). Увеличаваме потока в съответните дъги 

f(s,d):f(d,C)=f(c,b)=f(b,i)=1. 

Този пренос се осъществява 12 цепа. (разходи) p(t) = 5. Състоянието Ha мре- 

жата е: 

ПОЛ):,ЧЕНИЯТ поток не е максии:,ален 3a изходния граф, защото след проце- 
AypaTa “ оцветяване на върховете” в алгоритъма 38 търсене на увеличаваща 
верига, върхът # ще се окаже одветен т.е. съществува до ᾽ величаватща потока 
верига. Продължаваме изпълнението ца. алгоритъмау " : | 

Оцветени 
върхове 

а) 
„ (5.а),(а, 5),(6,3 
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Върхът « се оказва om 

pEI'I‘MMPCaMO едпа. единиц: :::;ξἓκ Ετο-ι"ξνἷι rara (), (α, 0 (1) енне )(1;3 и:п; в при разходи за този препос Ξῦ. I3 резултат получаваме CACANATA мрежа (cl Штк Hc’rélk) i Ῥ Р 

1,2,1 

Ще покажем, че полученият поток е максимален 88 изходния граф. Проце- 
дурата Ollélc’rflllanc ἶια върховетс” в алгоритъма 3a търсене па увеличаваща. 

перига разбива множеството OT върховете па графа на следците 2 множества. 

Т = {s,d} — миожество от оцветени върхове. 

я 
Т = {a,b,c,t} — миожество ΟἹ неоцветени върхове. 

За дъгите от разреза (7, T) ориенти T T T L' ,Т), рани от Т към Т (дъги с началов Т и 

край T'), имаме 

(s,a) - / - наситена; (4,с)- # - наситена, 

а 38 дъгите, opuentupany от Т към Т (т.е. с начало в T и край в T), имаме 

(а, 9) - f -- нулева. 

Следователно (Т, Τ) е минимален разрез, а [ е максимален поток (вж. теореми 

5.1 — 5.3). 
Полученият поток f, с величина val (f) = 2 в максимален поток, с минимал- 

па стойност. Едната единица поток ”протича” Mo веригата (s,d), (4,е), (¢,b), 

(Б, 4) и разходите за това са: 

а(5,9) + а(4, с) + а(с,0) -Ὲ α(ῤ, ) =1+2+1+1=5 (πι., 8, Сит.к.) 

ργτατα единица. на. потока достига ΟἹ 5 κῸ ἐ 1O перигата (5,а), (в,5), (b, и 

гразходите 32 TOBA са. 

α(5, α) + а(а,5) Ὁ α(ὐ, () -4+3+1-#8. 

Общата стойпост на потока е 5 + 8 = 13. 

ОБОСПОВКА ПА АЛГОРИТЪМА [1].| Доказателството, че 

даденият алгоритъм найстина намира поток от ¥ едипици, чи- 

ито пренос ΟἹ 5 до Те минималсн, ще направим с помощта. Ha 

теоремите за двойнственост (вж. параграф 2.1).
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Нека: 

plz) е дуалиата променлива, свотаетна па ограничението (5.14); 

1(5) е дуалната променлива, сгответниа на ограничението (5.12); 

p(t) ¢ dyaanama променлива, свответна на ограничението (5.13); 

9(<, ) е дуалната промеилива, свответна на ограниченче (5.15); 

v разглеждаме като променлива (не като константа ). 

По-нататък ще покажем, че дуалните променливи Ρ(4) съвпа- 

дат с маркиращите числа р(т), изчислявани при изпълнението 

па алгоритъма. 

T 
Дуалната (двойнствената) задача Ha задачата 33 тър- 

сене на минимален поток (5.12) — (5.16) е: 

(5.18) Σ е(«, у).9(#, у) — min 

(zw) 

при ограничителни условия 

(5.19) -9(8) +p(t) = р, 

(520) [)((L‘) " р(у) + g(l‘, у) Ξ '-(Ζ(Ι, ?/), за V(Z, y)! 

(5.21) 9(z,9) 20, 32 ¥(z,y), 

(5.22) p(z) — свободна променлива (3a V). 

e 

_B дуалната задача (5.18) — (5.22), дуалното ограничение 
(5.19) съответства πὰ своболната променлива U ΟἹ прапата. 33 
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дача. Всяко неравенство (5.20) 
ветстващо на променливата / 

ΟἹ теоремите 38 дуалност ΐ 

с дуалпото ограничение, съот- 
T,y) от правата. задача. 
вж. параграф 2.1) следва: 

(6.23) ρ(8) -- Ρ(9) Ἑ σίω,")» -а(5,4) = Да,)-0; 

(524) Β(Ιιτ)) 0 - ](ε,ῃ):σ(π,ῃ). 

Axo положим 

(5.25) 2(2) - 0, p(t)=pu 

(526) Φίτ,ν) -- тах(0, p(y) - p(=) - o(z, )}, 32 W(z,9) 
и вземем B предвид (5.23), очевидно следва gz, у) = 0, T.c. (5.23) 
може да се запише във вида 

(5.27) p(y) - p(z) < a(z,y) = f(z,9) =0 
и освен това (5.24) приема вида. 

(5.28) p(y) - p(z) > a(z,y) = f(z,9) = c(,y). 
Следователно, достатъчно € алгоритъмът да памира такива 

стойпости на p(z) за върховете + и такива f(z,y) 38 дъгите (I, у), 
че да бъдат изпълнепи (5.25), (5.27) и (5.28). Освен това Ле, у) 
трябва да удовлетворява условията (5.12) — (5.16) (за поток). 

1. Измененията па потока, които алгоритъмът 38 па- 

миране на поток с минимална. стойност осъществява, пе 

Ε а (5.27), (5.28 словието (5.25 Β парушават условията (5.27), (9. y 5.25) ви 

цпаги с изпълнено). 

Това наистина е така. В началния момент за всеки връх 

т, plzy=0(p=0= p(t)) и потокът е пулев, т.е. условията. 

(5.27) и (5.28) са палице. Пещо повече, при всяка итерация 

па алгоритъма тези условия се удовлетворявалт. С”ьнку:ш?стт:, 

от зпачения [(r,y) винаги е поток (удовлетворепи са (5.12) — 

(6.15)) и освен това в алгоритъма промяна на потока се лопуска, 

само в тези дъги (5,}}ν» за които 

ply) - p(z) = a(z,y)
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(вж. пример 5.9). 

ращите числа в алгоритъма. за 

2. Промяната па марки C 
мална стойност също не води 

намиране на поток с мини: 
до нарушаване па условията 
косто е очевидно). 

(5.27) — (5.28) (и (5.25), 

Ma маркиращите числа p(z) 
Това наистина е TaKa. В алгоритъ 

се увеличават с единица за неоцветените върхове. Невъзмож- 

постта да. се оцвети един връх означава, че от източника. до пего 

не с възможен пикакъв препос на единици ΟἹ потока. 

Когато и двата края на дъгата (т,у) ca или не са оцветени, 

разликата. p(y) — p(z) не се променя. 

В случая, когато върхът & € оцветен, а върхът у неоцветен, 

е изпълпена някоя от следните три реладции: 

а) p(y) - #(е) < a(z,v); 

6) #(у)- p(z) > a(z,9); 

в) p(y) — () = а(«.у) и f(z.9) = ¢(z,9)- 

B случая а) след p(y) i= p(y) + 1, e изпълпено 

p(y) — p(2} < ofz, ), 

T.c. не се нарушава {5.27). 
В caydas 6) след увеличението p(y) := p(y) + 1, ¢ изпълнено 

p(y) — p(z) > a(z,y), 

T.e. пе се парушава (5.28). 
Апалогично в случая πζ след увеличаване на р(у) с 1 е из- 

пълнено p(y) — p(z) > а(«,), T.e. е изпълнено (5.28). 
Цакрая, в случая когато върхът у € одветен, а върхът « пе 

e, са палице следните възможнпости: 

а) p(y) - 2() < a(z,y); 

6) p(y) -- p(z) > a(=,y); 

в) p(y) — p(z) = а(2,у) и J(z,y) = 0.
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Ако е налице а), увеличението πὰ р(2) с 1 съхранява Hepas 
венството 

[)(_1/) " ])(2,) < “(Ἰ-',!]), 

1.6. изпълнено e (5.27). 
B случая 6), увеличението па p(z) ¢ 1 води до 

#() - p(z) > а(«,у), 

:.6. не се нарутава (5.28). 
Ако е налице в), увеличението на p(z) с Е води до 

py) -- p(z) < a(z,y), 

т.е. изпълнено ¢ (5.27). 
ΟἹ казаното следва, че алгоритъмът за намиране Ha поток 

с минимална стойност формира допустим поток, който при р = 

4(() удовлетворява. условията (5.27) и (5.28). Ше обърнем вни- 
манпие, че последното зпачение на p(l) (което показва цепата 3a 

пренос па последпата единица ΟἹ потока между в и 4) е дос- 

татъчно голямо. По този пачин оплтималността Ha памерения 

поток, определена с (5.16), гарантира оптималпост па потока, 

определен с (5.11). 
Алгоритъмът 38 намиране па мипималенц поток завършва след 

краен брой стъпки. По същество алгоритъмът свършва след 

пренос на последната единица от потока. Да припомним, че в 

пачалото наложихме изискването a(z,y), T.e. цените на дъгите 

да бъдат крайпи, цели положителни числа. Тогава очевидно и 

p(t) ще бъде положително цяло число. Тъй като алгоритъмът 

33 мипимален поток изпълнява не повече от 5(1) + 1 пъти алго- 

ритъма за търсепе па максимален поток, а последиият с с краен 

брой стъпки (Едмондс и Карп), то следва, че алгоритъмът за 
- 

търсене на поток с минималпа CTOHHOCT също е с ΚΡΆΘΙΙ брой 

стъпки. 

Наложеното до този момент ограничение за целочисленост па 

цепите а(+, у) даваше възможност да разглеждаме целочислеци 

стойпости р и всички маркиращи числа 2(«) да увеличаваме с 

слиница. Ясно e, че стойността. за пренос на единцица поток от 

5 до 1 може да не с цяло положителпо число. Това палага в 

алгоритъма да се разглеждат и пецелочислени стойности за, па- 

раметъра р. С други думи трябва да знаем какви стойпости 

да приписваме на параметъра р и какви параствания ще имат 

маркиращите числа. Ше покажем как трябва да. се молифицира. 

алгоритъмът, за да работи при произволни положителни пени 

4(2, ).
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Нека алгоритъмът е изпълнен за някое р = p(t). Възможни 
са следните три ситуации. 
ВАРИАНТ 1: Нека в дъгата (z,y) върхът £ е опветен, а вър- 

хът у не ¢ оцветен. Дъгата (z,y) ще бъде оцветена в следващата 

итерация само когато (z,y) Е I (множеството на увеличаващите 

дъги) и изменението на p(y) е такова, че е налице 

#() - p(z) = a(=, )- 

Тъй като (5.28) не трябва да се парушава, при (2,Уу) €I, 10 

p(y) -- p(z) < a(z,9)- 

Ι Следователно, 3a да бъде оцветена дъгата («, у) при следващата 
! итерация, p(y) трябва да се увеличи с 6(+, у), където 

(5.29) δίω, ψ) = a(z, у) + p(z) — p(¥)- 

BAPHAHT 2: Heka cera върхът уе оцветен, а върхът + не 
е. В този случай дъгата (z,y) може да бъде оцветена в следва- 
щата итерация само ако (+, у) Е Е (множеството от намалявашщи 
лдъги) и изменението Ha p(T) е такова, че 

p(y) - p(z) = a(z,y). 

Поради (5.27), ако (z,y) € R, To 

p(y) — p(z) 2 а(2, 4). 

Следователно, 3a да бъде оцветена дъгата (z,y) B следващата 
итерация, p(z) трябва да се увеличава с 6(«, у), където 

(5.30) é(z,y) = p(y) - p(z) - a(=,y). 
BAPHAHT 3: Нека cera и двата върха T U у на дъгата («, ) 

са оцветени или неоцветени. В този случай се полага. 

(5.81) 8(z,y) = οο. 
Предвид (5.29) — (5.31), да определим величината A по след- 

ния начин: 

(5.32) Δ =min{é(z,y)} > 0. 
(z)
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Лко дуалната. промеплива. р(а) за всеки пеоцветеп връх + се 
упеличи с A, то в следващата итерация ще бъде опветена по- 

че сдна пова дъга. Такова изменение на дуалците промепливи 

ще води до увеличение ua p(t) с Δ. ΠῸ аналогичен начин се ol 

ределят следващите нараствания Ha двойнствепите промепливи, 

като винаги CC гарантира оцветявапето Ha попе една нова дъга. 

Разбира ce, когато сс стигне до А = 00, e певъзможнпо оцве- 

тлването па пови дъги — текущият поток ¢ максимален. Така 

модифхгцирапият алгоритъм за намирапе на поток с минпимал- 

πᾶ стойпост увеличава BEPOATHOCTTA 38 построяване в мрежата 
πᾶ нови увеличаващи вериги. Освен това тази модификация па 

алгоритъма решава проблема след красн брой стъпки. Тъй ка 

то броят па различните вериги от 8 до Т е краеп, а p(t) дава 

винаги сумарната цена на дъгите ΟἹ някоя (8 - 2) верига, 10 

1(0) ще приема. краен брой различни значения — следователно 

и алгоритъмът ще приключи след краен брой стъпки. 

6. Алгоритъм на дефекта 

Ше разгледаме cera едиин алгоритъм, предложен от Форд и 

Фалкерсон [103᾽ 32 намиране па поток с минимална. стойност — 

алгоритам па дефекта. При този алгоритъм отрицателпи зпаче- 

ния за цените a(z,y) ще бъдат допустими (за разлика от досе- 

гашното изискване 32 положителност па тези величини). Огра- 

пичението, ΚΟΟΤΟ ще бъде наложено при използване алгоритъма. 

па дефекта, e в изходпия граф да пе съществува цикъмл с не- 

ограничен капацитет и отрицателна сумарна цена. Линпсата. na 

такова ограничение прави задачата несъдържателна. Heorpa- 

пичен брой мипавания на едипици 0T gOTOKa по такъв цикъл ще 

води до нсограничено намалявапе стойността па премипаващия 

ΠΟΤΟΚ. 
В много практически задачи на потоците в дъгите освен ог- 

рапичението отгоре — j(z,y) Ξ ε(:ι:,ῃ), сс налага и ограпичение 

отдолу — 0 < I(z,y) < Ле ), за М(е, ). 
Освен това за разлика ΟἹ изложения вече алгоритъм 838 па- 

миране на поток с минималпа стойност в този алгоритъм, на- 

чалният поток не 6 задължителио да бъде пулев. В алгоритъ- 

ма пеотрицателното число I(z,y), споменато по-горе, се нарича 

Минимална пропускателна способност (минимален капацитет), 

а досега разглежданата пропускателна способност с(+, )) се πᾶ- 

рича максимална пропускателна способност (максимален капа- 

цитет) . Вече разгледалият алгоритъм за IIAMHPAILE на поток с 

минимална стойност е частеп случай на алгоритъма πἃ дефекта
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при («, у) = 0, 3a УМ(е, у). 

ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА (1). | Да дабавим към изходния 

граф сдпа "възвратна дъга” ((,«), 10 която целият поток, който 
се изпраща ot « в (, обратно се пръща в източника #. В така pag. 
лиирения граф очевидно чистият поток във всеки връх ще бъде 
пула. Па MHOTO места в литературата такива цотоци се паричат 
циркулации. 

Всеки поток в изходния граф ¢ еквивалейтен на иякон цир. 
кулация и обратно. За възвратната дъга (/,«) се полага (при 
търсене 1A поток с мипимална стойпост) 

Щ«)  4(1,8) ξου и a(t,s)=0. 

Ако си поставим задача да търсим (.Ч - ι) поток с мипималца 

(:'rofiu()(:'r, който е максимален (lllilX .1)), се прави полагането 

I(1,8) < 0, 4(/,4) Ξ οὐ м a(l,s) = —p, 

където р а достатъчно голямо число. Папример, р както преди 
¢ по-голямо OT максималната цена за (#-1) - upenoca на единпица 
от потока по мрежата. 

При така паправените болежки (въпедена възвратна дъга), 
можем да формулирамсе задачата за памиране па поток с мипи- 
мална стойност, при непулеви минималпи капацитети па дъгите, 
като задача па липейното оптимиране. Ще формулираме и пей- 
пната дуална задамча. 

Права задача 

(5.33) Σ a(e, #)Л(«, у) - min 

(=) 

при ограничения 3a γε 

(5.34) Σ Деи)- Σ Да) 0, 
У У 

(5.35) {{π,ν} < Де) < в(2,у), за V(z,y). 
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Дуална задача 

(5.36) ;[—C(-’v,y)gz(m, ) + Ке y)g (2, y)] = max 
<.) 

при ограпичения за М(т, /) 

(5.37) Ῥ(Ψ) - #() + 9(2,4) - 43(2,) < +а(2, у) 

(5.38) #() >0 

(5:39) g2(z,9) > 0 

Дуалпата променлива, съответна Ha (5.34) 3a върха z, сме 
обозпачили с p(z), а дуалните променливи g1(z,y) и 42(«, у) са 
дуални, съответно па лявото и дясното ограничение в (5.35). 
Да направим сега следните полагания и предположения: 

(5.40)  g1(z,y) — 92(Е;у) означаваме с g(z,y) — променлива с 

произволен знак; 

(5.41) g(z,y) = a(z,y) + p(z) — p(y), 38 всяка дъга (+,у); 

(542) gi(z,y) = g(=,y) и ga(z,y) =0, πρα g(z,y) > 0; 

(543) gi(z,y) = 0 n φεία, ) = -9(2,у), при g(z,y) < 0. 

ΟἹ условията 3a спрегнатост Ha правата и дуалната задача. 
(вж. параграф 2.1) ще получим: 

g1 > 0= .f(zvy) = Ι(ἷὓ,]}), 

g2 > 0= [(2,1) Ξ ( 4). 
(5.44) 

Поради (5.41), условията (5.44) MOTaT да се запишат така 

(5.45) р(у) - p(z:) < а(т,у) = ](СЕ, y) = l(:l), у)з
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(5.46) p(y) - p(z) > а(2, у) = f(z,y) = c(z,9)- 

Получените условия Ca твърде сходни с условията (5.27) у 

5.28)). За краткост, ако положим 

(547)  o(z,y) = a(z,y) + p(z) - p(y), за всяка дъга (z,9), 

получените условия могат да се запишат KaTo 

(5.48) а(2,1у) > 0= f(z,9) = (#,4), 

(5.49) afz,y) < 0= f(z,9) = e(,9)- 

От казаното следва, че за да решим правата задача, трябва да 
намерим поток {{2,}}}, удовлетворяваш 85.34) и маркиращи чис- 

πϑ p(z), удовлетворяващи (5.48) и (5.49). (При това, условията 
(5.37) — (5.39) автоматично ще се изпълняват.) 

Да допуснем, че такъв поток е намерен, т.е. f(2,y) ca таки- 

ва, че чистият поток през всеки връх е нула и да допуснем, че 
сме приписали някакви значения па маркировките р(2). Тога- 
ва всяка дъга на изходния граф може да се намира в някое от 
следпите девет различни състояния: 

᾽ 
- 

Състояние Τ Величина па дефекта 

(1)' Ot(a), у) <0 f(zfl/) < c(xly) Ι Οι(Ι,Ἱ})[Ι(ὢ,ζἹ}) - c(z1 у)] 

0 (2)' ofz,y) < 0 f(xay) = Ο(Ι, Z]) 

(3)‘ α(’ττ 1|) <0 f(z7 y) > c(z,y) f(zvy) - c(zvy) 

(4)' а(ш,у):О f(zay)<l(z7y) l(z,y)—f(:c,y) 

(5). а(4,у) =0 (2,у) < flz,y) < efz,p) | O 
(6) α(ω,ῃ) Ξ 0 /(ас,у) > c(z,y) f(z)y) " c(z,y) 

(7). a(z,y) >0 Ле) < К.) Ку) - (=, y) 
[(3). a(2,4)> 0 Ле) а) ῦ 
) αἰτιν) > 0 () > ТЕПО 

Таблица 5.1 

Освен споменатите девет състояния, в таблицата са дадепи 
и съответиите, т.нар. величини на дефекта. Те характеризират 
дефектността на дъгата — степента на неизпълнение за тази 
дъга. на условията ΟἹ TeopeMa 9.2, T.e. (5.48) и (5.49).
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С k(z,y) ще бележим величината на дефекта на дъгата (= v)- 
Проверете, че 32 всяка ΟἹ горните девет ситуации випаги € us- 
пълнено Е(«,у) > 0. Ше означаваме с Е сумата от дефектите 
на всички дъги на графа. Обърпете внималие и па това, Че 
дъгите, 32 които условията (5.48) и (5.49) ca изпълнени, имат 
дефскт пула. В останалите случам стойността па. дефекта е по- 

ложителна. 

ИДЕЯ ПА АЛГОРИТЪМА ПА ДЕФЕКТА.| Същината fia ал- 
горитъма Ha дефекта е в последователното памаляване до пула. 
па дефекта па пякоя дъга, 603 това да увеличава дофекта на 

остапалите дъги. По този пачин дъгите на изходния граф ще 

изпълняват условията (5.48), (5.49) и алгоритъмът ще форми- 
ра максимален поток с минимална стойност. Намаляването до 

нула на дефекта Е(2, у) се извършва чрез намаляване или уве- 

личаване на потока f(z,y). 

СЛУЧАИ 1: Нека 38 дъгата (z,y), k(z,y) > 0, T.e. дъгата 
(z,9) с дефектпа и потокът в дъгата Зш,у) трябва да се увеличи, 

за да бъде отстранен дефектът. В този случай се търси верига 

ΟἹ върха у във върха T, по която потокът може да се увеличи, 
без това увеличение да влияе HCTaTUBIO върху дефектите нпа OC- 
тапалите дъги Ha графа. Когато такава верига бъде намерена,, 

тя очевидно ще образува. заедно с дъгата (+, у) коптур, но който 
може да се осъществи допълнителен пренос 1A поток, увелича- 
ващ потока по дъгата (z,y). При това не нараства дефектът 
па пито едпа дъга. Тези увеличения на потока се повтарят, 
докато дъгата (z,y) стане недефсктна, т.е. k(z,y) = 0, или е 

невъзможно намирането на увеличаваща. потока верига. Ако с 
налице последпото, т.е. липсва увеличаваща. Bepura, "алгори- 
тъмът увеличава” маркиращите числа на някои ΟἹ върховете, 
след което отново се търсят увеличаващи потока вериги от у в 
т. Увеличаването на маркиращите числа се прави така, че Je- 
фектът па пикоя дъга пе параства. Крайпите възможни изходи 

са два: или дъгата. («, у) става педефектна, или се оказва, че B 

MpekaTa не съществува поток, за KOUTO 

I(z,y) < J(2,9) < ¢(2,9)- 

СЛУЧАЙ 2: Нега cera 3a отстраняването на дефекта k(z,y) > 

0 се налага потокът да бъде памален. Повтарят се лействията, 

извършепи в горния СЛУЧАЙ 1, с тази разлика, че се строи 

Увеличаваща потока верига OT върха T във върха у (а не or у 
в 2). Ше дадем описание на алгоритъма.
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ОПИСАНИЕ ПА АЛГОРИТЪМА ПА ДЕФЕКТА (1). | СТЪПКА 

1. Изберете папълно произволен поток, 38 който сумарният по- 

ток във всеки връх от rpada е нула, т.е. f(z 1) удовлетворява 

(5.34), без да е задължително да удовлетворява. (5.35). Избе- 

рете и напълно произволен пабор ΟἹ стойности 32 маркиращите 

uncna p(r) на върховете . 
СТЪПКА 2. ( Изчисляване na дефектите) За. BCAKA дъга. (=,9) 

изчислете a(z,y) и k(z,y), използувайки (5.47) и табл. 5.1. Ако 

дефектите на всички дъги са нула -- край на алгоритъма. По- 

лученият поток f(z,y) е поток с минимална. стойност. В проти- 

вец случай преминете към стапка 3. 
СТЪПКА 3. (Класификация на двеите) Формирайте множест- 

во от увеличаващи дъги Г и множество OT памаляващи дъги R. 

3a всяка дъга (z,y) ако: 

а) afz,y) > 0и f(=z,y) < Ца, У) или 

6) a(z,y) < би f(z,y) < c(2,9), 

то дъгата («, у) € Г. 3a тази увеличаваща. дъга (+, у), положете 

i(z,y):l(z,y)—f(z,y), при a(:c,y) > 01 

i(z,y) = c(z,y) — f(z,y), npwma(z,y) «0. 

а) a(z,y) > 0 u f(z,y) > (4,у) или 

6) a(z,y) <0 u Л.) > c(z,v), 

то дъгата (z,y) € Ε. 38 тази памаляваща дъга («, у), положете 

7(5,у)- f(z,y) - Ка,у), при а(2,у)2>0, 

п(2,у) = f(z,y) - 6(2,у), при а(«,у)<0. 

Изберете произволна дефектна дъга (z,y), T.e. за която 

k(z,y) > 0. Ако (z,y) € I, считайте върха у 32 s, а върха г 
3a ἐ и преминете към ствпка 4. Axo (z,y) € R, считайте върха + 

3a s, а върха у 38 Т и премипете към cmsnxa 4. 
(Няма дъги, едновременно принадлежащи па мпножеството Г 

и R, поради k(z,y) > 0.) 
СТЪНПКА 4. (Прилагане на алгоритема за mspeene на максима- 

лен поток) За формираните в предишната стъпка множества Г
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и R ¥ 38 получените пак там i(z,y) и r{z,y), приложете алгори” 

тъма 38 търсене на максимален поток ΟἹ а в . Получения поток 

балансирайте с потока по дъгата, съединяваща върховете 8 и L. 

Продължетс итерационната процсдура за нараствапе па потока, 

докато дъгата, съсдиняваща върховете в и (, стане нодефектна 

или до получавалето на максимален поток. В първия случай 

преминете към ствпка 2, а във втория премипете към стопка 5. 

CTDIKA 5. (Увеличение на маркиращите числа) Преход към 

тази стъпка. се извършва, когато в алгоритъма 3a търсене на 
MAKCUMAJICH поток не могат да се построяват повече увеличава- 

щи потока вериги. Ileka 5 ¢ мпожеството ΟἹ оцветените върхове 

па последната итерация на алгоритъма при търсепе па увели- 

чаваща потока верига. Да означим с # пеоцветепите върхове 

при тази итерация. 
Ясно ο, чезЕбиТЕ . 
Определете множествата ΟἹ дъги Е и Ез по следпия пачин: 

(5.50) Er={(z,9)|lze 8, y€S§, ofz,y)>0, f(z,9) < o(z,1)} 

(551) 85-- ((",2}}5 Ε 5, y€5, aly,z)<0, f(y,2)2 Uy =)} 

Axo E; = 0, то положете А = οο. 
B противен случай, положете 

(5.52) Ay < minfo(z, )} > 0. 

Axo I, = ), To положете Ag = 0. 

В противен случай, положете 

(5.53) Ay = n}in{a(z,y)} > 0. 
2 

Haxkpas, положете 

(5.54) A = min{A1,82} > 0. 

Лко A = oo — край. В изходпия rpad пе съществува допус- 

тим поток. - 
Ако А < оо, 32 всяко т € 5 увеличете маркиращото число p(z) 

¢ A, re. p(z) =p() Ἐ Δ. 

Върнете се към ствпка 3.
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Обосновката на изложения алгоритъм Ha дефекта можете да 

намерите в [1], [10] и др. Основен педостатък Ha този алгори. 

тъм се явява произволният избор на началните стойности на 

маркиращите числе p(z). В повечето случаи няма аргументи за 

това, Kak трябва ᾶ сс осъществи този избор — това понякога 
води до големи стойности 38 дефекта на някои дъги, а OTTaM и 

голям брой нараствания Ha потока 33 отстраняване Ha дефекта. 

Т. Динамични потоци в мрежа 

Досега разглежданите потоци бяха статични. Дъгите в из- 

ходния граф имаха пропускателни способности и цени. В много 

задачи се търсят потоци в мрежа такива, че всяка единица да 

преминава. ΟἹ източника 8 в CTOKa i, 38 време, пепревишаващо 

дадена стойност. На Beska дъга (2, /) Β тези случаи се приписва 
цяло положително чисело a(z,y), наречено време за пренос през 
дъгата (количеството времеви интервали, пеобходими за пренос 
на единица поток). 

Максималното количество единици на потока, които могат да 
“ влязат” в дъгата (z,y) в момента Т =0, 1, 2,..., се обозначава 
със ¢(z,y,T), т.е. времето е дискретно й Т е номер на времеви 
интервал. 

Динамичен поток се нарича поток OT 5 до %, при кой- 
TO във всеки момепт ΟἹ време Т, във всяка дъга (z,y) не 
влизат повече ot ¢(z,y,T) единици поток. 

Максимален динамичен поток ΟἹ 8 1o 1 за период OT р 
времеви интервала, е такъв динамичен поток, при който 
ΟἹ 5 до 1 за период ΟἹ време р, се пренасят максимален 
възможен брой единици поток. 

ПРИМЕР 5.10. Транспортна ¢upMa трябва. да препрати в рамките π 18 
часа 135 пътника от Благоевград в Пловдив. Това очевидно се свежда до 
задача 3a намиране на максимален динамичен поток. Нека Благоевград € 
изтачникът з, а Пловдив е стокът t. Heka всеки град, принадлежащ на въз- 
можен маршрут (Велинград, Ихтиман, София, Боровец и т.н.), разглеждаме 
като връх на граф, а възможните рейсове на фирмата между населените мес- 
Ta — като дъги (ребра) na To3u rpad. Нека времето 38 превоз по всяка дъга
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one (B 2 3 . 
т,у) в времето 8 пътуване между градопсте T и ¥, закръглено до часов / 

citca). 
това трябва да се включи и премето 3a престой при смяна на Р 

ека КЕ T), т.е. пропускателната способиост на дъгата (+, у) в момента T, 

¢ броят 12 MCCTaTa B съответния рейс ¢ отправно npeme Т. KoraTo такъв рейс 

ияма, се полага. e(z,y, ΤῈ =0. 
Разглежданата Ba{m‘{a и:па решение, ако в описания по-горе граф с 

пува. динамичен поток от 135 единици между БВлагосвгради Пловдив за период 

от 18 интервала от време. 

( време 

ъщест- 

ОЧСВИДНО намирапето па максимален дипамичен ΠΟΤῸΚ 6 ΠΟ- 

СЛОЖНО ΟἹ намирането па максимален поток. Налага се просле- 

д;шаНеТО на движението па всяка единица от потока, с цел във 

всеки момент OT време πᾶ входа Ha всяка дъга да пе се нарушава 

капацитетът M. Ше сведем задачата 3a максимален дипамичен 

оток към задачата. 38 максимален поток. 

Ако разгледаме разгериат 868 времето вариант на изгодния 

граф С = (V, Е), определен така: 

Η 

Gy = (VP:EP) - разгърнат граф, където 

ν,, = [1,|Ш eV,i=0, 1,., P}, 

L, = {(z,-,yj)|(a:,y) €E,i=0,1,..,p—a(z,y), j=1i+ a(z, )} 

еа) = (2,5 9)- 

Очевидпо множеството върхове V, се получава OT У след p- 

кратно дублирапе Ha върховете и в графа G, върховсете ; и у; 

се съсдиняват с дъта (τι, ;), ако в С потокът протича ΟἹ + до 

у 3a време 7 — #. Освен това, всеки динамичен (8 — 2) поток B 

rpada С с еквивалентен на поток между мниожество източници и 

стокове в С и обратно. 

ПРИМЕР 5.11. Пека в графа С 

пропускателните способности на. всички дъги са 1, а числата, дадени над всяка 

ДЪга в графа, са времената 32 пренос по съответната дъга. 

Да разгледаме следпия динамичен поток: 

оличество 



щ
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Не е трудио πὸ се определи сквивалентиият му статичен иоток в разсърнатид 
по време граф (р - 5) Gs. 

1 единица. 
I единица 

И така всеки динамичен поток в графа С ¢ еквивалентен на 
статичен поток в разгърнатия във времето (период р) вариант 
ца изходния граф. Ясно e, че алгоритъмът за намиране на мак- 
симален (статичен) поток в разгърнатия вариант на графа ще 
върши работа и 38 намирапе на максимален динамичен поток. 
Оказва се обаче, че при големи р търсенето на максимален по- 
ток в С изисква голям обем операции. Форд и Фалкерсон [10] 
са разработили ефективеп алгоритъм специално 3a търсене на 
максимален динамичен поток, който ползва като подалгоритъм 
алгоритъма за Thpcelle на поток с минимална стойност, 

ИЛЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. | Да припомним, че в алгоритъма 
за търсене на поток с минимална. стойпост се правеха последова- 
телно опити, от в A0 + да се пренесат максимален брой едипици
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οἹ потока на цена 1, 2, 3 и т.п,, докато се получи максимален 
поток. Ако Л, .. Й, са (s - #)-потоците, формирани при M3~ 
пълнението па алгоритъма за търсене па поток с минимална 
стойност, TO всеки OT тях може да се представи като пабор от 

пътища, водещи от 5 до {, πὸ които се препасят пякакви коли- 

чества формиращци потока : 
Ε: Лаз Ji2s ey Лл (Разлагане на потока по петища) 
Да означим с 7; ; броя сдиници на. потока, които протичат по 

пътя fij в потока Л и с a(f; ;) общата цена па пътя Л.у Очевид- 
по, 38 всеки път Л.; цената му не падвишава i, тъй като пътят 
възниква след прилагане на алгоритъма за поток с минимална 

стойпост. 
След казаното, формалното описание па алгоритъма е след- 

пото. 

ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ЗА THPCEIE ПА МАКСИ-| 

|(МАЛЕН ЛИПАМИЧЕН ПОТОК.| СТЪПКА 1. Считайте вре- 

ΜΌΤΟ 38 препос по дъгите (+, у) на изходния граф за цената a(z, /) 
0T алгоритъма за търсене Ha поток с минимална стойоност и 
приложете споменатия алгоритъм, докато получите потока [p, 

определен ΟἹ (s - 1) пътищата 

fp: fpxa fflzv"'7 fp,rpv 

по KOUTO протичат CHOTBETHO пра, Tp2, .y Прер единици OT по- 
тока.. 

СТЪПКА 2. За j=1, 2,.., Тр, пропусиете по всеки път fp 5, 

пру единици ΟἹ потока във всеки момент 0, 1,.., р- a( fp,;). По- 
лученият след изпълпение на тази стъпка поток ¢ максимален 
динамичен поток 38 р единични времеви иптервали. 

Този алгоритъм ΠῸ същество се свежда до алгоритъма 38 

търсене на. поток с минимална стойпост, в който времето 32 пре- 
HOC през дъгата. се използва за тегло. 

Очевидно, последният получен поток се подлага па декомпо- 
зиция -- потоци no-(s — () пътища. По всеки ΟἹ пътищата се 

пропускат съответните единици поток в моментите 0, 1, 2 и т.и. 

IO MOMCIITa време, за който потокът все още успява да достига 

B стока ¢ към момента. р. 

Обръщамсе внимание, че предложеният алгоритъм се изпол- 
3Ba само за независещи от времето входпи пропускателши спо- 

собности. 
За повече подробности, както и 38 лсексикографски динамичини 

потоци вж. [1].
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2.6. Мрежово планиране и управление 

Всеки голям крупен проект се реализира след изпълнение 1, 
определен брой етапи (операции). Папример, построяването ¥y 
една голяма, сграда включва следните етани (без претенции 3, 
прецизност и изчерпателност): маркиране и почистване на то. 
репа, изкопни работи, нулев цикъл, изпълнение πᾶ, носещи коц. 
струкции (кофраж, плочи, стени и др.), изграждане покривна 
конструкция, довършителни работи (дограми, мазилки, ел. ир. 
сталация, В и K, и др.), вертикално планиранс и озеленяваца, 

и др. 
Ιξπκοπ ot етапите (работите, операциите) могат да се извър. 

шват едновременно, други — само последователно. Например, 
някои довършителни работи могат да се изпълнят едновремецно 
с озеленяването, но не може да се полага мазилка преди опера- 
цията ”зидане”. 

Най-общо управлението на проекта се състои в това: като се 
отчита времето 3a изпълнение Ha всяка операция и последова- 
телността на тяхното изпълнение, да се обезпечи своевременно- 
то завършване Na обекта.. 

Един възможен начин за описване на подобен род проблеми 
е следният: можем да разгледаме мрежа, B която всеки връх на 
rpada представлява някакъв етап, а съществуването на дъга- 
та (24,2;) показва, че етапът 1 задължително предшества етапа 
7. Теглата i;;, приписани на дъгите, представляват мипимал- 
ното време между пачалото на eTala ¢ и началото на стапа j. 
При тази интерпретация, очевидно теглата 1;; са в общия слу- 
чай различни и освен това разглеждания граф е ориентиран и 
ацикличен. Предположението за съществуване на цикъл води 
до възможността 32 повтаряне на извършен вече етап — нещо, 
което пе описва адекватно практиката. 

В задачата най-често се търси минималното време 38 завър- 
юшване Ha проекта, т.е. пътят с най-голяма дължина между вър” 
ха в (начало) и върха 1 (край), изобразяващ завършването на 
всички пеобходими за реализацията Ha проекта работи. Този 
най-дълъг път се нарича критичен nsm, а неговите стапи опре” 
делят пълното време 38 реализация на проекта. Всяко забавянс 
ца изпълпението на някои ΟἹ тези етапи води до забавяне на 
проекта. като цяло. 

Очевидно е сходството на разглежданата задача. със задача” 
Ta за намиране на най-кратък път. Нещо повече, поради очевид 
пото неравенство #;; > 0, може да бъде приложен алгоритъмът 

na Дийкстра за намиране на НЕП, стига всички операции пп
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в този алгоритъм да се заменят с операцията MAX. IIcoT‘mTa’;I 
пото обаче Ha специфичната. структура на rpada (ориентиран 

ацикличен), прави алгоритъма в конкретния случай неефекти- 
вен, както вече споменахме, 

Възможиа е и друга малко по-различна иптерпретация па 

проблема, 38 намиране на критичен път, която ние ще изложим. 

1. Метод 38 намиране па критичен път 

Нека сега разгледаме ориептиран граф, в който дъгите пред- 

ставляват някаква операция (етац, работа), а върховете на rpa- 

фа — някакви абстрактии сабития, посочващи начало или край 

па етапа. При това графът е построви Taka, че ако една опера- 

ция е представена с дъгата (ш,у), то във върха T влизат само 

дъги, представляваци операции, непосредствено предшестващи 
дадената операция. 

По този начин всеки проект може да се представи с описа- 

ния граф, който сс парича мрежови график. В него са зада- 

дени всички операции па проскта, времето #(2,у), пеобходимо 

за изпълнение Ha всяка операция и операциите, пепосредствено 

предшестващи всяка операдция. 

В такова. представяне обаче, релацията "предшестване” не- 
винаги е описана точно. За отстраняване на това се добавят 
при пеобходимост фиктиевни двеи, които представляват фиктив- 
ни операции (несъществуващи операпии), с време па изпълнепие 
{{π,1) Ξ 0. 

ПРИМЕР 6.1. Да разгледаме следиимя проскт: 

_Oncpalmn }pCMC 3a изпълнсиие Н[)ЕДП[ССТПЦЦ[И операции I 

ияма. 

пяма 

ияма 

Д
И
 

"
 П 

ОНерацинте, предхождащи операцията D, са подмножество на множеството 

Операции, предхождащи операцията . Очевидно 38 да осигурим предхожда. 
нета на £ от операциите Л и B, се налага да пвъведем фиктивна, (ПИК:иша) 
операция чрез фиктивиа. дъга (2,3), както ¢ показано на графа по-долу.
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В мрежовия график, фиктивната. дъга (2,3) има. тегло (време за изпълие. 
пие), 1(2,3) = 0 (теглата. на. всички фиктивни дъги винаги се полагат Ῥᾶβηῃ 
на пула). В практиката паралелниите дъги понякога. се заменят с една дъга, 

представляваща съвместна операция. 

И така, в графа, описващ отношението "прелшестване” меж- 
ду етаците, т.е. в мрежовия график, дъгите представляват ре- 
алпи или фиктивни операции -- първите, с време па изпълпение 
Ц2,у) > 0, а вторите с време на изпълкнение #.) = 0. Върхо- 
вете на мрежовия график паричаме сабития. Ще казваме, че 
събитието T ¢ наствпило, ако всички операции, изобразяващи 
се с дъги, влизащи във върха т, са извършени, Ясно ¢, че 
в мрежовия График не трябва да има цикли поради това, че в 
такъв случай проектът пикога няма да бъде завършен (ume раз- 
глеждаме реалпи проекти с крайна реализация във BpeMeTo). 

Отсъствието на цикли в мрежовите графици, дава възмож 
HOCT да. померираме събитията (върховете) с числата 1, 2, 3, 
така че за всяка дъга (z,y) да бъде изпълнено + < у. Този про- 
цес се парича топологическа сортировка на върховете. Как се 
извършва това? 

2. Топологическа сорти ровка на върховете B ориен”ГИ“ 
рани ациклични графи 

Ше покажом, че във всеки оОориентиран, аникличен граф G= (V,E) с п върха, можем да померирамсе върховете с цели числа от множеството 41,2,....п), така че 32 всяка. дъга (z,y) € Ε д бъде изпълнпено « < У (номерът ца началния връх па дъгата ¢ по-малък OT помера на крайния връх).
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2l > TEOPEMA 6.1. Bse acexu ацикличен opucnmupan граф 
има поне сдин epsr с нулева полустепен на exoda и поне 

edun 8psz с нулева noaycrneneci на изхода. 

Доказателство: Да озпачим с Р максималпия ориепти- 
ран път 

P (v1,v2), (v2,v3), (2з, 94), « (V1) 06) 

в графа G. Ше докажем, че за върха vy полустепснта на входа. 

My с нула (T.e. в него не влизат дъги) и полустепента па изхода 

πᾶ върха Vg € също нула (T.c. ΟἹ върха ъ не излизат дъги). 

Да допуснем противниото, T.c. в графа С съществува дъга 

(u,v1)- 
AKO й # Uy, U2,..; Vk, TO ще CHUICCTBYBA път Р 

А : (U,’U]), (’Ul,’Uz),..., ('”k—l,vlc)1 

който съдържа всички дъги на предипштия път Р. Но това про- 

тиворечи па условието пътя Г да бъде максимален, 

Ако w=v;, 1 < < , то в графа Е ще има цикъл 

Ύ: (щ,щ), (U2,7)3),..., (Uiavl)v 

косто противоречи на. условието за ацикличност на rpada. 

И така, це съществува дъга (u,v1), T.¢. върха п е с HYJCBA 

полустепен на входа. 
Аналогично се доказва, че зр има пулева полустепен на из- 

хода. < 

Доказаната теорсема. лежи в осповата па следния алгоритъм 

за сартиране 1na върховетес. 

Г(опиСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА ЗА ТОПОЛОГИЧЕСКА СОРД 
ТПИРОВКА | СТЪПКА 1. В графа С ¢ n върха изберете произво- 

лен връх с пулева полустепен па изхода (съществуването му се 

Гараптира ΟἹ теорема 6.1). Померирайте този връх с числото 

(помер) п. Ако n = 1 — край. В противен случай -- преминете 

KbM стапка 2. 
СТЪПКА 2. Отстранете ΟἹ графа този връх и ипцилентините 

с nero дъги, Означете повия граф ¢ С ип :-п-1. Преминете KL\ ствпика 1. 
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зглеждаме проекти, п Чиито мра. 

жови графици има точно едно събитие, което пяма предшества. 

щи (в което пе влиза нито CHHA л*ъга) и точно едно събИТие, 

ΟἹ което не Иизлизат дЪгИ. Тези събития ще паричаме съот. 

ветно начално и крайпо събитие, ще ΤῊ бележим със 8 и ἐ, πρ 

аналогия с понятията източник и CTOK на мрежата. B мрежи с 

едипствено начало 5 и край t, топологичната сортировка. можете 

да извършите и така. 

За по-голяма npocmm
 ще pa 

Топологична copmuposxa. Присвоете на събитието 8 но- 

мер 1. Следващия номер присвоете на произволен нено- 

мериран връх, за който всички предшестващи събития са 

вече номерирани (поне едно тажова. събитие съществува, 

поради ацикличността Ha графа). Повторете това, дока- 

то всички събития бъдат померирани. Очевидно край- 

HOTO събитие { ще получи последния, най-голям номер п 

(п e броят на върховете). 

ПРИМЕР 6.2. Да се комерират топологично върховете (събитията) в след- 

пия граф: 

Номерирайте началното събитие s с 1. Единственото събитие, което може 
:[абсе померира след това, е събитието 4. Номерирайте d ¢ 2. Cne,& TOBA, както 
ъбитието а, така и събитието с, могат да бъдат номерирани с 3. Номех;ирамс 

върха а с 3, Номерираме върха с Бъ а З oepIp: n'bpxapt я 6.(и.чи Ъ) с комер 4. Номерираме # (или с) с 

Очевидно e, че топологичната сортировка на върховете в 06- 
щия случай може да се извърши по различни начгнти 

Нека„анализираме сега мрежовия график, с цдел да,. разберем 
Kora най-рано или най-късно ще бъде завършен проектът, опи- 
сап ¢ него. Важно е да определим кои операции (етапи) се явя- 
BaT "критични” за HEroBaTa (своевременна) крайна реализадия.
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Да означим с B(z) най-раиния срок ΟἹ всички възможни CPO- 
кове 38 пастъпване на. събитието + € V (от МКату). 

Да озпачим с L(z) пай-квсния срок за пастъпване па съби- 
mero т Е У (от Lalest (2)), който позволява своевременното 
завършване па. проекта. 

ПРИМЕР 6.3. Да се определи най-рат “" 

” HUAT с ΤΊ а събити: 
сто € B следния граф. PANNUAT срок за настъпрване на съ 

t(a,c)=1 

Ε() =2 t(b,c)=3 

Тъй като CLBUTHETO с се предшества непосредствено ΟἹ събитието &, TO 
нремета 38 нарастване на събитието с не може да бъде по-малко от 

Е(а) + Ца,с)- 3+1--4. 

В същото време, събитието с се предхожда и ΟἹ събитието b, следователно 
времето за настъпването K2 събитието с не може да бЪДе по-малко от 

E@®)+t(b,c)=2+3=5. 

По този naunu за Е(с) получаваме 

Е(с) = max{4, 5) =5. 

Ot пример 6.3 e ясно, че B общия случай, в даден rpad G= 

(V,E), 3a събитието у 

βη Bly)= _max Е0) + ((5,.}}. 
ПРИМЕР 6.4. Да се определи най-късният срок 32 цастъпване на събити- 

ето а в следпия граф: 

(а,6)<2 о L) < 12 

t{a,c)=2 Х(е) ΞΞ 18
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СЪбИТИеТО а предшестпа събитисто II, следователио времето 38 HaCThliDale 

на а пе трлбва да падхвърля 

1) - t{a, b) = 10. 
ЕД"ОВРСМ(!ННО с топа, събитисто а предшества и събитието €, поради което 

времето за пастъпване па а пе трпбхш да падхвърля и 

(е) -- Ца,с) < 18-3 =15. 

Следователно, 38 L(a) получаваме 

L{a) = min{10, 15) = 10. 

Ot пример 6.4 е ясно, че в общия случай при даден rpad G = (V, E), за 
събитието г имаме 

6.2 L(z)= min {(0) - {{1,}}}. (6.2 (@)=, min_{L(y) = ()) 

Разгледаните два примера, B частност (6.1) и (6.2), дават 
възможност да формулираме следните два алгоритъма. 

3. Разчет на най-ранните срокове за настъпване па съ- 
бития 

ОПИСАНИЕ НА АЛГОРИТЪМА. | СТЪПКА 1. Извършете то- 
пологическа сортировка на върховете в графа G = (И, E), т.е. 
номерирайте събитията с числата 1, 2, ..., п (п < |И)|), така, че 
3a всяка операция (дъга) (z,y), да бъде изпълнепо т < у. 

Присвоете на върха с номер 1 пай-ранен срок 0, T.c. Е(1)-0. 
СТЪПКА 2. За всяко у = 2, 3,..., п, определете 

Е(у)- s εἰ ) Ἐ1(5,:}}. 

4. Разчет на най-късните срокове 

ШПИСАПИЕ ЛА АЛГОРИТЪМА. ’ СТЪПКА 1. Извършете To- 
пологична сортировка Ha върховете в rpada G = (V, E), т.е. но- 
мерирайте събитията с числата 1, 2,... п (n = |V]), така че 38 
всяка операция (дъга) (z,y), да бъде изпълнено « < у. Положе- 
те L(n) =T, където Т е времето 38 завършване πᾶ IIPOCKTA. 

СТЪЛКА 2. За всяко z=n—1, n—~2,.., 3, 2, 1, определете 

Lz)= mipeE{L(y) - К1)) 
yi{zy 
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2] ? 6.5 o . ПРИМЕР 6.5. Да се изчислят най-ранните сроковс за настъпване N съ 
битията. OT следния мрежови график: 

E(3)=7 

E(5)=10 

Черт. 2.4 

След прилагане на алгоритъма. за топологична. COPTHUPODKA, ще получим 
номера.цип па върховете, както € показапо Ha Грдфа. 

СТЪПКА 1. Е(1) Ξ 0. 
СТЪПКА 2. Е(2) = Е(1) + (1,2) -0+3-3. 
Е(3) Ξ Ε(2) + [(2,3) Ξ 3-Ὁ4- Τ᾿ 

Е(4) = max{E(3) + 1(3,4), E(2)+1(2,4)} = max{8, 5} - 8, 

E(5) = max{E(4) + 2(4,5), B(1)+i(1,5)} = max{16, 1} =10. 

Е(6) = max{E(3) + 1(3,6), E(4)+1(4,6), #(5) + 45,6)) = 

=max{10, 13, 16} = 16. 

Очевидно ¢ CXOACTBOTO па алгоритъма 3a разчет па най-ран- 
ните срокове със задачата за търсене на най-дълъг път в ори- 
снтиран ацикличен граф. Маркиращите числа E(z), получени 

в разчета, дават дължините на най-дългите пътища от пачал- 
Π връх 1 до върха . # частност Ε(π) дава дължината па 
най-дългия път ΟἹ източника 5 до стока #. Ако замепите olepa- 
цията MAX в разчета 38 пай-ранните срокове с операцията. min, 
ще получите ли алгоритъм 38 търсене на най-кратък път между 
източника s и стока ( в ориептиран ацикличен граф? (Има ли 
зпачение броят HA източниците и стоковете?) 

В графа от нример 6.5, Е(6) = 16 е дължината πὰ пай-дългия 
път между върхонвсте 1 и 6. Самият път, т.е. дъгите, които го 
образуват, могат да бъдат намерепи с последователно връщане 
OT последния връх към първия. Най-общо, започвайки ΟἹ върха 
T; = п, полагаме па всяка стъпка т; равен на такъв връх +;, за.
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който 

Е(е) = E(x;) - ἰ #3) 

като правим това, докато пе стигием пачалния връх, т.е. Ὁἱ =1, 

В пример 6.5, това е пътят Р 

Р: (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6). 

Ако теглата па дъгите интерпретираме като дължипи, дъл- 
жината на този път ще бъде равпа на (6) = 16. 

ЗАДАЧА 6.1. 3a дадения по-долу мрежови график, да. се намери: 

а) разчет 38 най-рациите срокове Е(Х); 

6) разчет за най-късните срокове L(X), при 9) = 16. 

12 7 9,11 

Черт. 2.5 

Pewenue: а) Ema от възможните топологични померации на събитията е 
тази от черт. 2.5. 

СТЪПКА 1. Е()) -0. 
СТЪПКА 2. E2)=0+1=1. 
E@)=0+2=2 

E(4) =max{1+1, 043) =3. 

E(5)=3+4=T. 

E(6) = max{7+1, 342} =8. 

Е(Т) < πιαχί8 +2, 041, 2+1} =10, 

Е(8) -1+2 --9. 

L(9) = тах(9 45, 7+3, 845, 1046} =16. 

Решение 6): Условието L(9) = E(9) = 16 озпачава, че проектът трябва да 
G'b}le завършен възможно най-рано.
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СТЪПКА 1. L(9) = 16. 

T а) o s ς e 
L(6) = min{L(9) — 4(6,9), L(7) - (6,7)} = min{16 — 5, 10 -- 2} = 8. 

L(8) = min{L(8) -- 4(5,8), L(9) - 4(5,9), L(6) - 4(5,6)) = 

=min{ll -2, 16 -- ἃ, 8~1}=17. 

L(4) = min{ L(6) — 4(4,6), L(5) - 4(4,5)) = min{8 -2, 1 -- 4) =3. 

13) - 17) - (3,7)- 10-1-9, 

Е(2) - 5(4) - 4((2,4) # 3 -1-- 2. 

L(1) = min{L(2) -- 4(1,2), L(4) - (ъ4), 5(7) -4(1,7), L(3) - 4(01,3)) = 

=min{2-1, 3-3, 10 -1, 9 -- 2) =0. 

Слсдователно, завършвакето на проекта към MOMENT OT време 16 води до 

пеобходимост да се стартира в момент от време нула. 

ЗАДАЧА 6.2. За мрежовия график от пример 6.5 да cc определи разчет 

на пай-късните срокове L(z), « -1, 2, 3, 4, 5, при L(6) = 16. 

Ота.: () - Е(с) за « -1, 2, 3, 4, 5 (Защо?) 

(1). Пай-ранният срок Е(+) за 

настъпване на събитието T може да се иптерпретира като дъл- 

жинпата на най-дългия път от началното събитие 1 до събитие- 

10 2. Очевидно, разликата L(n)— I(z) може да се интерпретира 

като дължипа на най-дългия път ΟἹ събитието + до крайпото 

събитие п. . 

(2). Ако L(n) > Е(п), то за всяко събитие T 

L(z) > Е(«). 

па крайпия срок L(n) за завършване a 

проскта с Г единици води до аналогични увеличепия па всички 

остапали най-къспи срокове L(z), τ - Ί, 2,.., п- . 

ите 38 разчет Ha njxfi-pamm и пай-късни сро- 

кове са с едпа и съща сложност, тъмй като и двата алгоритъма 

изискват една операция събиране (или изваждане) за всяка дъга 

и една операция търсене на максимум (или мипимум). 

(3). Увеличението 

(4). Алгоритм
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(5). Пелен peaepe от време. Всяка операция (Ртап) (2, у) за- 
почва да се изпълнява пе по-рано от MOMCIITa 1’/(2) и завърщ- 

ва не по-къспо от момента Д(у). Следователно максималното 

време; което може да се отдели за нейпото изпълнеписе, без то- 

ва да влияс па CBOCBpGMCIlIIOTO завършване na целия TIPOCKT, ¢ 

L(y) - E(z). Torasa максималното закъспецие при изпълнението 
па Тази операция, което ¢ допустимо (без да води до закъспение 

на изпълпението па целия IIpOCKT) 19 

(6.3) L(y) - E(z) - z,9)- 

Например, в мрежовия график от черт. 2.5 операцията (5.9) 
започва. да се изпълнява. не по-рано OT седмия ден и може да 

завърши не по-късно от шестпадесетия ден (момептите от вре- 

ме могат да се интерпретират като дни, седмици, часове и т.н.). 
Слелователпо максималното време, което може да се отдели за 
нейното изпълпепие (без промяна на крайния срок за изпълне- 
пие на проскта), ¢ 16 - 7 = 9 дни. Тъй като времето 38 изпъл- 
лепие на самата операция ¢ 3 дни, допустимото закъснепие при 
изпълинение па тази операция ¢ 9 - 3 = 6 дни. 

Величината L(y)— E(z)—t(z,y) се нарича полен резерв от вре- 
ме за изпълнение па операцията (+, y). 

%6). Свободен резерв om epeste. Нека. cera поискаме операция- 
та («, у) да бъдс изпълнена до MoMenta Е(у). Тъй като нейпото 
изпълнение може да започне пе по-рано от момента Е(«), то 
E(y) - E(z) е максималното време за нейчото изпълнение, което 
пе води до допълпителци времеви ограничения на последващите 
операдции. 

Тъй като времето 3a изпълнение па. операцията (+, у) е {{Σ, у), 
TO величината 

(6.4) Ἐ - Е(2)- (=, y) 

определя максимално възможното закъснение, при изпълнцение 
Ha тази операция (1','1 ), певлияещо BLPXY изпълненисто па пос- 
ледващите операции. 

Величината (6.4) се нарича ceoboden резерв om време 38 из- 
пълнепие па операцията (z,y). 

(7). Величините, определени в (6.3) и (6.4), ca пеотрицател- 
ни. 

От (6.3) и (6.1) следва 

L(y) - Е(2) - а) = L(y) - |(2) + (=, у) > L(y) -- Е(у).
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“"νῇ като L(y) > Β(Ψ) следва L(y) — E(y) 20, т.е. 

L(y) - E(z) — t(z,y) > 0. 

От (6.4) и (6.1) следва, че 

Е(/)- E(z) - Ца,у) > 0. 

(8). Пезависим резерв от време. Да допуспем cera, че опера- 

цията («; у) започва. да се изпълнява възможио пай-къснпо, т.е. 

в момента. Ъ(Ш) и завършва възможнпо най-рано, T.C. B момеинита 

Е(у). B този случай за изпълнсние на операцията (z,y) може 

да се отдели не повече (т.е. максимум) OT #(иу)- 4(«) единици 

време, без това да води до допълнителни времеви ограничетиз! 

па която и да с операция (етап) OT проекта. Следователио ne- 

личината, 

(6.5) E(y) - L(z) — еу) 

алпото закъснепие, допустимо при изпълнение па 

певодещо до времеви ограпничения па която и 

Тази величина (6.5) се нарича пезависим 

ълпение па операцията (+, /). 
2.5 независимият ре- 

дава максим 

операцията (2, у), 

да с друга операция. 

резерв от време 38 изп 

Например, в мрежовия график от черт. 

зерв от време за изпълнение 18 операцията (3,7) е 

E(7) - 16 -- (3,7)- 0-9-1-0. 

Когато независимият резерв ΟΥ време с отрицателенп, това 03- 

начава, че BCHKO закъсипепие при изпълнпеплието па тази опсрация 

води до допълнителни времеви ограничения за изпълнениси па 

други операции. 

(9). От пачина, по който са дефипирани величините (6.3), 

(6.4) и (6.5), и поради L(z) > Е(«), следва 

(6.6) 50) - E(z) — (е) > Bly) = #(:) - (е) 2 Е0)) - L(z) —1(z,u). 

(пълен резери) (свободен резери) (пезависим pesepn) 

За мрежовия график от черт. 2.5, стойностите па трите ре- 

3epBa съответио са:
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Ε(.)--κ(α)γ-ι(τιν) 

Пезависим 

Е(у)-#Е(«)- () 

Свободен 

L(y)=E(z)~t(z,y} 

Пълен Операция Крити- 

резерв 

1-0-1-0 

чен път резерв 

2-0-1<-1 

pesepn 

0—8— 

(©9) 

Операция, па която пълният резерв от време ¢ нула (ot (6.6) 
следва, че и свободният и независимият резерв също са таки- 
ва), се нарича критична операция. Това е операция, при изпъл- 
пението Ha която всяко закъспение води до закъснение па целия 
проект. Тези операции, които не Ca критични, допускат закъс- 
пения, непревишаващи пълния резерв, без това да влияе върху 
крайния срок за изпълнение на проекта. Ако L(n) = Е(п), всяка 
операция от най-дългия път между пачалното и крайното съби- 
тие на мрежовия график се явява критична, а пътят, състоящ 
се caMo от критични операции, се нарича критичен nsm (Е(п) с 
дължипната Ha пай-дългия път). Досега предполагахме, че вре- 
мето за изпълнение на сдна операция е известно и ¢ (#;у). В 
действителност трябва да се отчита, че продължителността 38 
изпълнение на една операция ¢ неопределепа. Има разработен 
метод PERT (Project Evaluation Research Task, на други места B 
литературата Program Evaluation Review Technique), който пов- 
таря изложения TYK метод па критичпия път CPM (Critical Path 
Method) с тази разлика, че времената са очаквани, а не детерми-
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. 

Impalm. 3a изчисление Ha тези времена се използват три оценки 

[η: 0 -- оптимистична оценка 3a времето па изпълнепие; 

Р -- песимистична оценка за BPEMETO па изпълнение; 
R -- реалистичиа оцепка. за времето на изпълнение. 
Очакваното време За изпълиение на операцията сс оцеплява 

като 
4 ЕЕ G E+6{' 

Дисперсията на BPEMETO за изпълнение на операцията се 32~ 
P-03? . дава с (Т) . Прилагапето на метода πᾶ критичния път в този 

случай води до резултати, които ca очаквани — Е(т) е очаква- 

пият най-ранен срок, 4,(«) с очакваният най-късен срок за изпъл- 

нение на събитието T, а Е(п) ¢ очакваният пай-ранен срок 3a из- 
пълнение на проекта. Действителният най-рапен срок за изпъл- 
псние Πᾶ проекта се CUMTa 33 нормално разпределена случайна 
величина с математическо очакване Е(п) и дисперсия, равна Ha 
сумата от дисперсиите на операциите от най-дългия път между 
началното събитие и крайното (ако има няколко такива пъти- 
ща, се взема пътят с максимална сума на дисперсиите). Това 
предположение дава възможност да се направят вероятпостни 
оцснки па реалното време 38 завърншване па проекта. В метода 
ГЕВТ хипотезата за пормално разпределение на действително- 
то време 38 завършване па. проскта € толкова по-съдържателна, 
колкото времената за изпълнение па отделните операщии са по- 
малко статистически зависими. 

Друга особеност на метода PERT e, че той решава задачи 538 
оптимиране, при които пе CC отчитат наличните ресурси, както 
и пеобходимостта ΟἹ ресурси 3a всеки отделен етап. С помощта 
па метода се намира критичен път, след косто се прави TaKoBa 
разпределсние па. ресурсите по етапи, което позволява. закъсне- 
нИя CaMO в стапи, непринадлежащи на критичния път. Задача- 
Та, при която се отчитат ограниченията на ресурсите още на 
стадий планиране, е доста по-сложна и трудпа за решаване. 

5. Проекти с минимална стойност 

От досегашпите разглеждания става ясно, че при управле- 
Ние изпълпението на дадеп проект, проблемът с в оптималното 
разпределение на закъсненията върху некритичните операции 
(закъспецията при критичните операции са педопустими — на- 
РУшават своевременното изпълнение па проекта). Да предпо-
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ложим, че стойността 32 изпълпение Ha всяка операция (+, ) в 

(6.7) K(z,y) - Е(2,у).(#, у), 

където K(z,9) с произволна копстанта, а k(z,y) ¢ положителец 
коефициент, т.с. с увеличение па BPEMCTO за изпълнение на оце- 
рацията с единица, стойността й се намалява с k(z,y). Освен 
това, нека за времето па изпълнение па дадена операция имаме 
ограниченията 

(6.8) r{z,y) < iz,y) < s(z,y). 

Предположението за линейност на функцията (6.7) в Muoro слу- 
чам e резопно. 

И така проблемът е какво време 1(«, у) да определим 3a из- 
пълнение на операцията (+, /), така че стойността за изпълнение 
па проекта да е мипимална, като се спази даденият краесип срок 
Т 3a изпълнение na проекта. 

Това означава да се памери оптимално време p(z) за възник- 
ване па BCAKO събитис T, така че да са изнпълпепи условията: 

(6.9) 2(1) < 0, p(n) =T и p(y) - p(z) > r(z,y). 
Времето i(z,y) 38 изпълпение на всяка операция ще се избира възможно максималпо, т.е. 

(6.10) Ца,у) = min{s(z,y), p(y) - p(z)}. 
Като задача na линейното оптимиране, задачата 38 определя- пе продължителността. на. всяка операция при минимална стой- ΠΟΟῚ па проскта MMa следния модел: 

(6.11) YUK (2,9) - Kz, ).4(z, )] - min 
(е) 

при условия 

(6.12) p(n) -p(1) < T, 

(6.13) p(y) - p(z) - iz, у) >0, 38 Y(z, ¥ 

(6.14) r(z,y) < t(z,y), 38 Y(z,y),
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(6.15) {{π|,.}) = #(+, 1), 38 γίς, ). 

Ше дадем начик 32 решаване па тази задача, предложен ot Фал- 
керсоп ([10]}, който използва разгледания веоче алгоритъм па. 
лефскта 38 памирапе па поток с мипимална стойност. 

3a целта в мрежовия график С = (У, Г) се правят следпите 
промех)Ш, за да се получи модифициран мрежови график ΟἹ = 

W1, Bv)- 

1. Въвежда се възвратна дъга (n,1) € By, с цена а(л, 1) =T u 
пропускателна способност е(п, 1) < oo. 

2. Всяка дъга (операция) (z,y) се заменя с две дъги 

(5,71 Е Е и (z,y)2 € By 
съответно с цени 

n(z, у)! = -—S(:l), y) и a(z, y)? = _r(zi y)1 

и пропускателни способпости 

e(z,y)1 = Е(2,у) и c(z,9)2 = οο. 

> TEOPEMA 6.2. Axo P(z) ca маркиращите числа на esp-| 

ховете, получени след прилагане на алгоритама на дефекта 
за графа , mo 

p(z) = P(1) - Р(е) 

са оптималните времена (моменти) за nacmsneane на св- 

битието +. « 

ПРИМЕР 6.6. ()) Да се определят оитималките момепти за настъпваке ма 
събитията и оптималните продължителности 32 изпълнецие на операциите в 

следпия м режов 1“ра.фИК2 

() 

Граф G: о. о 

©
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2<Щ52)< 8, k(1,2)=1, 
5 «{(1,3) <10, k(1,3) =8, 
1<1(2,3)< 4, Kk(2,3) =56, 
112,40 < 8, κ(2,4) - Τ, 
6<4(3,4) < 8, Kk(3,4)=5 

Срок 38 изпълпение ка проекта, T = 15. 
Модифицираме дадсния мрежови график, както бе указано цо-горе, Нолу- 

маваме следиия мрежови график С1. 

15,00 

B този мрежови график първите числа са цени, а вторите са проплускателни 
способности. 

38 модифицирания граф ΟἹ се прилага алгоритъмът Ha дефекта за па- 
миране на поток с минимална. стойност. Резултатът ΟἹ прилагането Π този 
алгоритъм е следният: 

Р(3)--9 

В последния получен граф са показапи потоците в дъгите и двойпствелите 
променлинви Р(т) (маркиращите числа) на всеки от върхопете, след като ал- 
горитъмът па. дефекта е приключил своята работа. Това дана възможност с 
пиомощта. па. теорема 6.2 и (6.10) да определим оптималните моменти 38 нас 
тъпване на всяко събитие и оптималната. продължителиост за изпълнение па 

операциите.
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Оптимални моменти 32 пастъпване на събитисто: 

20) Ξ Р(1)- Р1) <0, 
p(2) Ξ Р(1) - Р(2) -0- (-5) =5, 

ν(3) Ξ Р(1) -- Р(3) < 0- (-9) =9 
#(4) = Р(1) - Р(4) = 0 -- (-15) = 15. 

On'rmxamla продължителност за изпълпение на ОПСРВ.НИИТШ 

4(1,2) = min{s(1,2), p(2) —p(1)} =min{8, 5 - 0) =5, 

1(1,3) = min{s(1,3), p(3) — p(1)} =min{10, 9 - 0) =9, 
1(2,3) = min{s(2,3), p(3) - p(2)} =min{4, 9 -5} =4, 
t(214) = min{3(2l4); P(4) - p(Z)} = min{sv 18 - 5} =8 
1(3,4) = min{s(3,4), p(4) — p(3)} = min{8, 15— 9} =6. 

6. Обобщени мрежови графици 

Cera накратко и ипформативно ще направим някои бележки, 

свързани с възможността разглежданите досега мрежови гра- 

фици да бъдат обобщепи. 
Твърде често практиката поставя проблеми, които пе могат 

адекватно да бъдат описани с графиците, които разглеждахме 

досега. Папример, певипаги с задължително да се изпълняват 

всички операции на даден проект. Представете си, че в едпа 

автомобилна компания има мрежови график, описващ всички 

операции по сглобявапето па автомобила и отпошението пред- 

шестване, 
Ясно e, че операдии от тип ”екстри” (по желапие на клиен- 

та) като монтаж на въздушна възглавница, допълнителен ре- 

зервоар, допълнителпа арматура Ha купето, моптаж на бордови 

комтотър и т.н. пе са задължителии. 

Освен това, досегатното предположение в мрежовия график 

всяка операция, започваща. след събитието Z, да се изпълиява 

при условие, че ca узпълиесни всички предшестващи това съ- 

битие операции, не винаги е съдържателио ограничение, Μπο- 

го често изпълнснието па попе една предшестваща събитието 
т операция е достатъчно основание за извършването па опера- 

ции, последващи събитието +. Това е причината, която палага, 

дефипирането на обобщени мрежови графици. Това ca мрежови 

графици, в които съществува диференциация на върховете, т.е, 
разглеждат се върхове OT различен тип, които се наричат раз- 
решаващи ввзли (ΡΒ). Всски ΡΒ се характеризира с условията, 
KOHTO се налагат на дъгите (операциите), инцидентни с пего,
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а) конюнчктивен 6rod — събитието, съответстващо на даде- 

пия РВ, се счита за настънило, ако са изпълнени асичкц 

влизащи в РВ операции; 

6) дизючктивен втод — събитието, съответно па дадения PB, 

се счита 3a пастъпило, ако поне edna om влизащите в Р 

операции е изпвлнена; 

в) алтериативен втод — събитието, съответстващо Ha даде- 

ния РВ, се счита 3a настъпило, ако е изпълнена точно едиа 

от влизащите в ΡῈ операдии. 

На операциите, излизащи от РВ, е възможио да бъдат пало- 

жени следпите две ограничения: 

а) детермаиниран usrod -- след сбъдване на събитието, съот- 
ветстващо па даден РВ, се изпълияват всички излизащи от 
ввзела операции; 

6) вероятностен изтод — след сбъдване на събитието, съот- 
ветствало на дадепия РВ, се изпълпява точно една изли- 
заща от еввзела операция. 

Очевидно, при така наложените ограничения на инцидептни- 
те с възела операции съществуват шест различни типа разре- 
шаващи възли (РВ). Графично те могат да. се изобразят така: 

хотопктивеп | дизюнктивен алтернативец 

детермипиран 

Зул 

вероятностен 

За разлика от досегашните мрежови Гра.фИЦИ, в които се за- 

даваха само времената ((«, у) за изпълнение на μοπκᾶ операция 
(z,¥), при обобщепите графици се задава и вероятиостта р(+, )



δ. Мрежово планиране u управление 247 

за изпълпение Ha BCHKa операция (z У) — това ¢ BEpOSITIOCTTA 

EififinlI:”IJ}I?L“;I;{ZL}I;::;I’:?EE;QTO’ C"’OT"(’E'I‘CTBaIHO па разрешаващия 
- } > 1a опе , μ e 

терминиран изход, Bepon’ruocml‘:“][l?;c[ P;)(z, 1{)14 Ι(Ι)Εἕ[{;;ι];κἷι];ιΐἔ (Lxfl?(;) задължително се изпълиява. При „.„,дди T с всроятностен ;дз- 
ход, сумата ΟἹ вероятностите ΠᾺ излизащите от с опсрации не 
трябва да падлдминава |, 2 . 

Ω ПРИМЕР 6.7. Да разгледаме следния обобщен мрежони график 

0,5 

0,7 

1 0,2 

9 Θ Ke) 
0,3 

0,6 

Разрешаващият възел 1 има детерминпиран изход, следователно 3a опера- 
цията (1,2), p(1,2) = 1, т.е. операцията трябва да бъде изиълпена. 

Възлите 2, 3, 4 и 5 имат кошонктивен вход, т.е. съответните на тях съ- 
бития се сбъдват, ако са изпълнени всички входящи в тях операции. След 
пастъпване на BCAKO ΟἹ събитията 2, 3 и 4, които са с ΒΕΡΟΠΎΠΟΟΤΕΙ изход, се 
изпълнява точно една излизаща от събитисто операциля. Например, след нас- 
тъпване па 3 се изпълнява с пероятност U, 8 опсерацията (3,6) или с вероятност 

0,2 операцията. (3,5), по само една от тези две операции. 

СЪБНТИСТО, съотпветстващо на възела G, пастъпва точно KOTATO едната ΟἹ 

операциите (3,6) и (1,6) е изпълкена (то пе настъпва, когато едновременно 

двете операции са изпълпели или и дпсте ие са изпълнени). 

В досегашните мреожови графици събитията PANO или късно 

настъпваха. При обобщепите графици това пе ¢ задължително, 

поради възможността. пиякои операции да не се изпълпяват. Tona 

озпачава. че € възможно проектът да ΠῸ завършва B разреша- 
у пълнепие на ΠΉΚΟΣ операция. 

ващ възел, а да завършва след Μ | 

В обобщения мрежови график от пример 6.Т се вижда, че ака 

бъдат изпълнени операциите (3,6) и (4,6), събитието, съответ- 

стващо па възела 6, няма. да настъпи. 

Възможини са опростявания в обобщения мрежови график, ко- 

ито ще илюстрираме със следиия пример:
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ПРИМЕР 6.8. 

Изходен график Опростен график 

,ь-рп.-з)?шт.з) < аЩ З (R С 
а) 

аза 

(1,3)2 

® —0 
Ι 2(1,5) =1 πὶ 41,3) = πείπ Π{1,8}5, 41,3)1 

6) 

O o (1.3)2 

T A=) = ) I = Ῥ1,2} τ {{1,3) - 52) + 4(2, 3) 
в ) 

ωκ-ὧῶ - -Ὃ © 

@ 
- 

Очевидно, опростените графици са еквивалентни на изходните и съдържат по-малко операции, 

Съществуването на различни възможности 32, завършване на проекта прави интересен въпроса за познаване па вероятнпостите за сбъдвапето па събитията в обобщения мрежови график или 
вероятностите 38 реално изпълнецие на операциите, както и ма- тематическото очакване па времето 3a появяване на настъпващи събития. Изчисляването Ha тези вероятности и математическо- 
TO очакване е свързано с редица трудности, при наличието на 
възли с вероятности изходи. Съществуването на такъв възел 
води до статистическа зависимост, което прави неприложими 
традиционните правила 38 изчислепие, предполагащи статисти- 
ческа независимост. Например, за сбъдване на събитието 5 ΟἹ 
пример 6.7 е необходимо да бъдат изпълнени и двете операции 
(3,5) и (4,5). Вероятността 32 сбъдването на операцията (3,5)
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. 0,7.0,2 - 0,14, а вероятността да бъде изпълнена операдията 
(4,8) е 0,3.0,4 = 0,12. a пръв поглед, вероятпостта 3a сбъл- 
ване на събитието 5 е” 0,14.0, 12 = (,0168. В действителлост 
обаче това не е TaKa. Събитисто 5 пикога пе пастъпва, защото 

операциите (3,5) и (4,5) пе се явяват статистически независи- 
ми, Тези две операции (3,5) и (4,5) се изпълпяват само когато 
едвовременно са изпълпени операциите (2,3) и (2,4), което е не- 
възможио поради това, че събитието 2 е с вероятностен изход, 
т.е. след пеговото настъпване се изпълнява само едиа OT опера- 
пиите (2,3) и (2,4). Дори опитите 38 промяна в дефинирането 
на разрешаващ възел с вероятпостен изход като възел, чието 
сбъдване води до изпълнението на няколко излизащи ΟἹ него 
операции, водят до изчислителни трудности, Тези трудности 
отпово са. свързани с отсъствие Π статистическа пезависимост. 

Пакрая, при обобщените мрежови графици ситуацията се ус- 

ложпява допълнително U от възможпостта. да съществуват цик- 
ли -- в някои проекти има операции, изпълнението па които 
трябва да се повтаря докато не бъдат изпълнени правилно (опе- 
рацията полагане на покрития в строителството и автомобилос- 
троенето може да. се наложи да бъде извършена многократно). 

Повече Информация за обобщени мрежови графици може да 

памерите в [32], (33), [34] и др. 

2.7. Разполагане на обекти 

В мпого случаи практиката поставя следпия тип проблеми: 
как да се разположат обекти (центрове за медицинска и пътна 
помощ, заводи, складове, телефопни цептрали, магазини и др.) 
в структурата на даден град, област или държава, така че това 
разположенис да бъде оптимално. Критерият за оптималност 
може да се състои в минимизиране па разстоянието или време- 
ΤῸ 38 достиганс до съответния обслужващ обект (или обекти). 

Пай-общо казано, се налага да се решават задачи за ”цай- 
добро” разположение в графи и мрежи. Пие ще разгледаме за- 
дачи, при които обектът се разполага във върховете или върху 
Дъгите (ребрата) на графа. 

Една възможна такава задача е този обект да се разполо- 

ЖИ Taka, че да се минимизира разстоянието до най-отдлалечения 
Връх па rpada - оптимизация па "пай-лошия вариант”, 

Модификация на тази задача е задачата, при която във вър- 
ховете или върху дъгите Ha графа трябва да се разположат 

Няколко обекта, При тази задача пай-отдалеченият връх на 
Графа трябва да се памира понпе ΟἹ едип пункт за обслужване
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на минимално възможното разстояние - оптимизация па разс. 
тоянието от произволен връх па графа до най-близкия пункт за 
обслужване. 

Задачи ΟἹ този тип се паричат минимаксни задачи 30 разполо- 
ожение. Местата за разположепие на пунктовете за обслужване 
в тези задачи се паричат центрове па графа. 

В други задачи за разполагане на обекти сс нпалага да се 
минимизира сумата на разстояпията от върховете на графа до 
обекта за обслужване. Типична в това отношение с задачата 33 
разполагане на складове в граф, па който върховете представ- 
ляват потребителите, а дъгите (ребрата ) са съответната пътна 
мрежа. Задачите ΟἹ този тип се наричат минисумарни задачи 
за разположение. При това целевата фупкция при тези задачи 
може да е не просто сума от разстоянията, а сума от различни 
функции от разстоянията. Местата на разположение на пунк- 
товете за обслужваце при тези задачи се паричат медиани Ha 
rpada. 

Решаването на задачи 3a разположение па центрове и меди- 
апи в граф очевидно налага да се въведат формални и строги 
определения, свързани с оцисание на точките ΟἹ дъгите Ha гра- 
фа и възможните различни разстояния в него. Ше направим 
това.. 

НПека (6, 7) е npoussonna дъга с дължишна a(i,7) > 0 u / 
с число, 0 < f < |. Точката от дъгата (i,7), orcTosma па 
разстояние /а(,4) ot върха i u (1- /).а9(5,7) от върха 1, 
се нарича /-точка. 

Ot даденото определение е ACHO, че можем да говорим за ну- 
лева точка па дъгата (1, 4) - такава се явява върхът § и единична 
точка Ha дъгата (i,7) - Такава се явява върхът j. С други ду- 
ми, върховете на графа можем да разглеждаме като точки OT 
дъгите, а точките, които не са върхове, се наричат вътрешни 
точки. 

Ше дефипираме няколко типа разстояния e граф. 

РАЗСТОЯНПИЕ ОТ ТИП "ВРЪХ-ВРЪХ” (ВВ), | Да озпачим с 

4,; дължината на най-краткия път ΟἹ върха т до върха ). Как- 
TO вече изяснихме, тези разстояния са елементите на матрицата 
D™ ¢ размери пхп, получена след прилагането на алгоритми- 
те па Флойд и Данциг за търсеце на най-кратки пътища между 



7. Разполаганс на обекти 351 

всички върхове па графа. 

РАЗСТОЯНПИЕ ОТ ТИП "ТОЧКА-ВРЪХ” (TB).| Да означим 

с а(Гот (т,5),7) дължината на най-краткия път OT /-точката. HA 
дъгата (реброто) (т, в) до върха j. Тази величина, ще наричаме 
разстояпче от тип точка-врах. 

а) Hexa (r,5) е ребро. Тогава 

(7.1) d(f ot (т,в),4) = min{fa(r,s)+d,;, (1- fa(r,s)+ds;}, 

T.e. за разстояние се избира по-малкото OT следните две 
разстояпил: разстояпието от /-точката до върха г плюс 
най-краткия път между върховете г и 7 или разстоянието 
ΟἹ Г--точката до върха з плюс разстоянието ΟἹ 8 до j. 

6) Ако (7,5) e дъга, т.е. обходът е допустим само по посока 
OT T към 8 

(7.2) d(f ot (τ,5),1) = (1 -- fa(r,s) + ds;. 

OT пачипа, по който дефинирахме разстоянието "точка-връх” 
е яспо, че за неговото намиране е достатъчно A2 са известни 
дължините нпа дъгите и слементите на матрицата D" от алгори- 
тъма на Флойд и Данциг. 

ЪРАЗСТОЯНИЕ ОТ ТИП "ВРЪХ-ДЪГА (РЕБРО)” (ВД).| Да 

разгледаме минималнците разстояния от върха ) до всяка точка 
на дъгата. (реброто) (r,s). За нлкоя точка ΟἹ дъгата (реброто) 
това разстояние приема максимална стойност. Обозначава се с 
4(3,(г,в)) и се нарича разстояние от mun 6psz-0sea. 

а) Нека (r,s) e ребро. Тогава очевидпо има два маршрута 

за движепис ΟἹ върха j до /-точката на реброто (r,s) — 
сдиният през върха 7, а другият през върха з. Избира се 
по-краткият от тези два маршрута. Очевидно е вярно, че 
ако двата маршрута Ca с различна дължина, ще съществу- 
ват съседни точки на f-ToukaTa ΟἹ реброто (т, 8), които ca 
по-отдалечени ΟἹ върха j. Следователно за най-отдалече- 

ната ΟἹ върха j, /-точка на реброто (r,s), двете разстояния 
до върха 7 ще бъдат равни. За сумата Ha тези разстояния 
имаме 

ал + /а(т,8) + djs + (1- Da(r,s) = djr + djs + a(r, 5),
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откъдето следва. 

. djr + djs + а(т,8 (1.3) dl(]’ (r,s)) = J___JT._(_—) 

6) Пека (r,s) e mbra, T.e. произволна /-точка на дъгата (г, ) 

се достига само през върха . Яспо e, че в този случай 
най-отдалечената ΟἹ върха } точка Ha дъгата (тг,в) се явя- 
Β точката, най-близка до 8, т.е. f-TOUKaTa, 38 която / - 1. 

С други думи 

(7.4) d'(j, (r,5)) = ἀ;» + а(т,4). 

OT казаното следва, че разстоянията OT тина връх-дъга мо- 
гат да се изчислят с помощта. na (7.3) и (7.4), стига да ca из- 
вестпи дължините на дъгите на графа и разстоянията от типа 
връх-връх, които са елементи на матрицата D" от алгоритъма 

” на Флойд и Данциг. Очевидно разстоянията ΟἹ тип връх-дъга 
могат да се разположат в някаква матрица ) с размерипхт, 
където п € броят Ha върховете, а т е броят на дъгите. Всеки 
слемент (7,1) на матрицата 1 ще представлява разстоянието OT 
7-тия връх до (-тата дъга. 

Ше резюмираме дадепите определения 3a прегледност B таб- 
лица. 

значение и Пресмятане 
α[ὶ, 7 Дължина wa дъга Известиа 

Алгоритъм на Флойд 
Газстояние ”връх-връх” (BB или Данциг 

Ἔ οὐ (1, азстояние "точка-връх” {1}} | Формули (7.1) и (7.2) 
Разстояние "връх-дъга” (ВД Формули (7.3) и (7.4 

Могат да се дефинират и разстояпия ΟἹ типа ” точка-дъга”. 
Пие ще се ограничим с въведепите по-горе понятия. 

Да. озпачим максималното разстояние ΟἹ върха # до върхо- 
вете па графа (разстоянието ΟἹ # до най-отдалечения връх) с 
MAXBB(i), т.е. 

(7.5) MAX BB(i) = max{d;;}. 
i
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Lenmsp на графа С се нарича такъв връх T, за който 

MAX BB(z) = min{MAX BB(3)}, 

T.C. всеки връх па графа, разстоянието οἹ който. до най- 
отдалечения от него връх е минимално. 

Да означим максималното измежду всички разстояния от f- 

тоачката Ha дъгата (7, 8) 10 върховете Ha графа (разстоянието от 
f-ToukaTa до най-отдалечения връх) с MAXTB(f от (г.)), т.е. 

(7.6) MAXTB(f от (r,s)) = m}‘x{d( Гот (r,8),7)}- 

Абсолютен yenmap на графа G се нарича такава /-точка. 

ΟἹ произволна. дъга (т,з), за която 

MAXTB(f ot (r,5)) = ; mn(lir'iv)ep{MAXTB(f or (v,v))}, 

където P e множеството ΟἹ всички точки Ha rpada; T.e. 

всяка точка, разстоянието ΟἹ KOATO до най-отдалечения 

връх на графа е минимално. 

Да означим максималното измежду всички разстояния OT вър- 

ха 7 до дъгите Ha rpada (разстоянието ΟἹ върха 7 до най-отда- 

лечената. ΟἹ него Touka πᾶ графа) с МАХВД(7), т.е. 

(7.7) MAXBI(j)= r(r;g{d’(j, ()
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Главен yenmsp на графа С се парича такъв връх I, за 
който 

MAXBJ(z) = mjin{M AX BJ(5)}, 

T.e. всеки връх, разстояпието ΟἹ който до най-отдалече- 
ната точка в графа с минимално. 

Аналогично може да се въведе и понятието главен абсолютен 
центвр като точка, разстоянисто ΟἹ която до пай-отдалечена- 
та точка e минимално. За целта обаче трябва да се дефинира 
разстояние между точка и дъга, косто както вече споменахме, 
излиза извън рамките на пашите разглеждания. 

По аналогия с трите типа цептрове (разположения), които 
дефинирахме по-горе, можем да дадем определения и за медиа-- 
па, главна медиана и абсолютна медлиана. в граф. Tona ca места 
(точки) в графа за разполагане на обекти, когато се решават 
минисумарни задачи за разположения. 

Да означим сумарното разстояние ΟἹ върха 5 до всички вър- 
хове па графа със 

CBB(i) = Zd;j. 

4 

Медиана в графа С се нарича такъв връх T, за който 

CBB(z) = miin{CBB(i)}, 

T.C. такъв връх I, 38 който сумата от разстолпията от 
него до остапалите върхове цна графа. е мипимална. Ι 

Абсолютна медиана в графа С се нарича такава. точка 
ΟἹ дъга па графа, за която сумарното разстояние OT пея 
до всички върхове на графа e минимално. 
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Е е се . - - ННННЦНННННННННЦНННННЦИННННЦНЦННННе 

» TEOPEMA 7.1. В графа sunazu csuwecmeyea epsz, кой- 
mo се явява abconromua Meduana (всяка meduana а сещото 
време се явява и абсолютца медиана). 

Доказателство: Да озпачим със СТВ(/ ot (r,5)) cymap- 
пото разстояпие OT /-точката. па. дъгата (т, ) до всички върхове 
ца графа, т.е, 

(1.8) CTB(f or (r,s)) = Σἀ( } ot (ν,5),2). 

B (7.8) имаме сума на функции (на /) ot вида d(f ot (r, 8}.2}» 

дефинирани със (7.1) и (7.2). Очевидно графиката па всяка та- 

кава фупкция € ΟἹ вида. 

ἀ{ { от (τ,5).7) d(f ot (τ,5),}) d(f ot ().) 

или или 

С други думи, функциите ἐ{ / от (ν,.5),7) ca изпъкнали и ми- 

нималната стойпост очевидно сс постига B крайпите точки, т.е. 

или при / = 0 или при / = 1. Тъй като функцията (7.8) e су- 

ма ΟἹ изпъкнали фупкции, тя също ¢ изпъкнала и достига своя 

минимум или при / = 0 или при f=1 

Оттук следва, че нито едпа вътрешиа точка ΟἹ дъгата (r,5) 

пе може да бъде абсолютина медиана. Такава се явява едип от 

крайните върхове на дъгата (реброто) (rys). С това теоремата 

е доказана. 
а 

ΟἹ доказаната TeopeMa следва, че пе се налага да се търсят 

специални методи за намирале на абсолютна медиана — доста- 

тъчно е да се изследват само върховете на графа, 

Да озпачим сумарното разстояние от върха 1 10 дъгите πδ
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графа със 

CBAG) =Y (d'(i, (r,9)))- 
( 

Да припомним OCBeH това, че под разстояпие OT връх до Дъ- 
га се разбира максималпото измежду разстоянията. OT върха до 
точките на дъгата. 

Главна meduana на графа С се нарича такъв връх «, 35 

СВвДе)- min{CBA()}, 
който 

T.e. връх Z, 38 който сумарното разстояние ΟἹ пего до 
всяка дъга е минималпо. 

1. Търсене на центрове 

! 1 

ПРИМЕР 7.1. Да се определи yenmspsm на. следния граф (т.е. да се паме- 
ῬΗ онзи връх т на графа, 38 който разстолнието от него до най-отдалечения 
връх на графа е минимално): 

С алгоритъма на Флойд се памира матрицата D*, чийто елементи 4;; пред- 
ставляват дължините па. най-кратките пътища между (-тия и ;-тия връх. 
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MAXBB(1) = щах(0, 3, 4, 1} =4 

MAXBB(2) = max{9, 0, 4, 1} = 9 
MAXBB(3) = max{s, 3, 0,1} =5 

MAXBB(4) = max(s, 2, 3, 0) - в. 

Следователно ш[йп[д!АХВВ(д)) =min{4, 9, 5, 8) =4, т.с. върхът с NOMep 1 

се явява център па графа, като разстоянието от пего до най-отдалечения връх 

на графа е 4. 

ПРИМЕР 7.2. Да се определи главният yenmap на графа от пример 7.1 
(т.е. върха T, разстоянието от който 10 най-отдалечената точка на дъгите на. 
графа е минимално). 

Построяваме матрицата Ф) с размери 4 x 7. Блементите па матрицата 1 
изчисляваме с помощта. на формулите (7.3), (7.4) и елсментите на матрицата. 

D* от пример 7.1. Получаваме: 

4/(1, (1,3)) = 9315 =2 

d'(1,(L,4) =0+1=1 

4/(1, (3,4)) =4+1=5 

4/(1, (4,3)) =1+3=4 

4(1,(4,2)) -1+2-3 

4/(1,(2,4)) -34+1-4 

4(1,(3,2)) -44+4 8 

4/(3,(1,3)) = ¥t =5 

d'(3,(1,4)) =5+1=6 

4'(3,(3,4))=0+1=1 

d'(3,(4,3)) =1+3=4 

d'(3,(1,2)) =1+2=3 

d'(3,(2,4))=3+1=4 

4(3,(3,2)) -0+4 4 

Матрицата D) e следната 

d'(2,(1,3)) = 24445 - 9 

4(2,(1,4)) 9 +1 - 10 

d'(2,(3,4))=4+1=5 

4(2, (4,3)) Ξ 1 - 3 - 4 

4Ὁ, (4,2}} <1+2-3 
4"(2, (2,4)) ΞΞ 0 -Ὁ1 Ξ 1 

4"(2, (3, 2)) Ξ- 4- 4 - 8 

а(4, (1,3)) < 24345 - 8 

4(4, (1,4)) - 8+1 - 9 

4(4, (3,4)) - 341 -4 

d'(4,(4,3))=0+3=3 

d'(4,(4,2))=04+2=2 

4/(4, (2,4)) - 2 +1 - 3 

d'(4,(3,2)) < 3 #4 < τ
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(1,3) (1,4) (3,4) (4,3) (4,2) (2,4) (3,2) 
1 9/2 1 5 4 3 4 8 

D= 2 9 10 5 4 3 1 8 
3 5 6 1 4 3 4 4 
4 8 9 4 3 2 3 7 

MAXBA(1) = max{9/2, 1, 5, 4, 3, 4, 8} =8 

МАХВД(2) =max{9, 10, 5, 4, 3, 1, 8} =10 

МАХВД(3) =max{5, 6, 1, 4, 3, 4, 4) =6 

MAXBJ(4) = max{8, 9, 4, 3, 2, 3, 7} =9 

Следователно 
min{MAX BJ(i)} = min{8, 10, 6, 9} - 6, 

T.€. върхът 3 се явява главеп център на. графш 

Намирането на абсолютен цептър на графа (точка от дъга, 
разстоянието от която до пай-отдалечения връх на графа е ми- 
пимално) се извършва ΠῸ метод, предложен B [35]. Пие няма да 
разглеждаме този въпрос. 

2. Търсене на медиани 

ПРИМЕР 7.3. Да се намери mcduanama на графа от пример 7.1, 
MC,'WIHH&TH. € такъпв връх T, па който сумарното разстояние от пего до всич- 

ки останали върхове на графа с минимално, т.е, 

CBB(z) = m}n{CBB(i)}. 

Матрицата D*, която се получава следи 
задава най-кратките разстояния от типа 
ΟἹ елементите на 1(-тия ред Ha тази M 
Г-тия връх до останалите върхове γ8 
та е такъп връх, на който съответният 
сумарна стойност. 

Тъй като 

„прилагакне на алгоритъма на Флойд, 
връх-връх”. Следовалелно сумата 

атрица дава сумарното разстояцие от 
графа, Te. CBB(i). Оттук медиана- 
ред от матрицата 0 има минималиа 
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имаме CBB(1)=0+4+3+4
+1=8 

CBB(2)=9+0
+4+1=M 

CBB@)=5+3+0+1=9 

CBB(4)=8+2+340=13. 

Следователно ;mn‘{CBB(_z)} = min{8, 14, 9, 13) = 8, r.e. върхът 1 се явява 

мсдиана на този Ipalb, KaTa CylfapllOTO разстолние OT пего до “ЪРХОПЕТЕ на 

графа с 8. 

ПРИМЕР 7.4. Да се намери главната медиана на графа ΟἹ пример 7.1. 

Да припомним, че главцата медиана. с такъп връх T, 38 който CyMaTa от 

азстоянията. OT този връх до всяка от дъгите е минимална (разстояние от 

Тръх до дъга € максималното разстояние ΟἹ върха до точките па дъгата.), т.е. 

СВД е) = m‘in{Cflfl(i)}. 

Елемептите ot 1-тия ред, 1 < i < 4 na матрицата D, получена в пример 

ита OT върха 1 до всяка OT дъгите HA графа. Следова- 
7.2, даваха разстояния 

телино, сумата OT елемептите в (-тия ред на матрицата Dy е равна na CBA(3), 

7.6, главната медиана, TORa € онзи връх на графа, чийто CLOTBETER ред от 

матрипата D] има минимална. сумарна стойност. 

2 1 5 4 3 4 8 
0-91054318 
1Ξ] 5 6 143 4 

8 9 43237 

СВД(])=9/2+1+5+4+8+4
+8=34,5 

СВД(2)=9+10+5+4+3+1
+8=40 

СВД(3)=5+6+1+4+З+4+4
=27 

03Д(4)=з+9+4+3+2+з+7=
зв. 

Следователно 

min{CBA{E)} = min{34, 5; 40; 27; 36} =21, 

а медиана на To3 граф, като минималното су- 

T.e. върхът 3 се явява глави 

марно разстояние ¢ 27. 

2.8. Оплтимални сдвоявания И покрития 

Ще продължим изследвапията, започнати в параграф 1.5 на 

предипштата глава.
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Мпожество от ребра в графа G такова, че всеки връх на гра. 
фа е инцидентен с не повече o1 едно ребро ΟἹ множеството, се 
парича. сдвояване (сачетание). 

Миожество ΟἹ ребра п графа С такова, че всеки връх на гра.- 
фа с ипцидентен с поне едпо ребро от това множество, се нарича 
noxpumuc. 

Максимално no мощиост csuemanue сс парича съчетанисето с 
максимален брой ребра (в графа С то може да пе е единствено), 

Максимално по тежест (тегло) свчетание се нарича съчета. 
нието с максимално сумарно тегло на участващите в Hero ребра, 

Минимално no мощност покритие с покритието с мипимален 
брой ребра. 

Минимално по тежест (тегло) noxpumue с покритието с ми- 
нимално сумарно тегло на участващите в него ребра. 

Очевидпо: ΄ 
1. Beako подмпожество на. едно съчетание също € съчетание, 
2. Всяко MIOKCCTBO от ребра, включващо покритие, също с 

покритие. 
3. Максималното 110 мощност съчетание пе винаги ¢ MaKCH- 

мално 1o тегло, 

4. Минпималното по мощност покритие не винаги е с мини- 
мална тежест. 

ПРИМЕР 8.1. В графа G, изабразен долу 

, 1. Миожествата ребра {a}, (а, е) са сдвояпвания, като пторото ΟἹ тези 
сдвоявания е максимално 1o мощност, Сдвояването (4, ¢} също с максимално 
10 мощност., 

2. Muomecrnara (а, e}, {d, ¢}, (а, b, с) ca покрития. Първите две ΟἹ тези 
покрития са минимални HO мощност. 

3. Сдвонвапето {d, c}, което е с максимална MOINOCT, е с по-малко тегло 
от сдвояването (е) (7 < 10). 

4. Покритието {d, с) ¢ минимално O мощиост, KO иеговото тскло е πο- Ὸ 
лямо ΟἹ теглото на покритието (а, b, с) (Т > 6).
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1. Оптимални сдвоявания в биполярни трафи 

Ше ладем алгоритми за памиране на максимални по мощ- 
пост и максимални по тежест сдвоявания в биполярни графи 
G = (Х,1,А). Специфичните свойства s, биполярния граф да- 
ват възможност лесно, с използване на потокови алгоритми, 2 
се памират дитираните горе сдвоявания. ’ 

MAECHMAJIHO ПО МОЩНОСТ CABOABAHE.| СТЪПКА 1. 
ориептирайте всички ребра в G от X към Y. 
СТЪПКА 2. Въведете връх в (източник) и дъги (8,5), opuen- 

тирапи от източника 8 към всеки връха € Х. 
СТЪПКА 3. Въвелете връх Е (сток) и дъги (v, 1 ани 

ΟἹ всеки връх у € У към cTOKa t(. ) (y,1), ориентир 

СТЪПКА 4. B rpada G’, получен след прилагането на горните 
три стъпки, Ha всяка дъга съпоставете капацитет (пропускател- 
на способност) 1. 
СТЪПКА 5. Приложете алгоритъма на Форд-Фалкерсон за 

намиране па поток с максимална величина в мрежата, дефини- 
рапа в ствпка 4 (началният поток е нулев). 
СТЪПКА 6. Ненулевите дъги на получения максимален поток 

задават максимално по мощнот сдвояване в G. 

ОБОСНОВКА ПА АЛГОРИТЪМА.| 1. Очевидно във BCAKA 

дъга па графа С”, потокът, протичащ по дъгата е или 0 или 1, 

тъй като всички капацитети ca = 1. 

2. Bcekn поток в мрежата (Ἱ (следователно и максималния) 
индуцира. сдвояване в графа G, тъй като от всски връх па Х из- 

лиза пай-много една единица поток и във всеки връх на У влиза 

пай-много еднпа. единица поток. 
3. Па всяко сдвояване в С съответства поток в С”. 

4. Да допуспем, че сдвояването B G, индуцирано Ο макси- 
малпия поток B С(С”, пе е максимално по мощност. Тогава в С ще 

съществува "по-мощно” сдвояване и съответният на TOBA сдво- 

fBame поток в ΟἹ ще се окаже "по-максимален” от максималния 

поток. Противоречие. Отхвърляме допускането. 

Използването на. потокови алгоритми със сложпост O(n?) ra- 

рантира. същата сложност за намиране на максимално сдвоява- 
e, Особспите свойства Ha разглежданата мрежа обаче, дават 
възможност да. се строят по-ефективни алгоритми. Такъв с nan- 

Ример алгоритъмът на Хопкрофт-Кари ΟἹ [49], чиято сложност 
а 0(5/2)_
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СЪВЪРШЕНИ СЛВОЯВАНИЯ С МИНИМАЛНО ТЕГЛО. 

Формулирапата в параграф 1.5 задача за назначенията се описва 

с пълния биполярен граф Клъ = (Х,У,4), в който [Χ| Ξ ᾿ΥἹ а 

Очевидно и в този случай, както при максималните по ΜΟΙΠΙΠΟς,, 

επζζζπξξπππ B биполярни г,рафи, могат да се използват потоко. 

вите алгоритми, По-точно: 1. Добавя се изкуствен източник в ( 
дъги (5,2;), #; Е Х с едипичен калацитет и нулева цена. (тегло). 

; Добавя се изкуствен сток (краен пупкт) ¢ и дъги (ν»ἢ), 

4; € У с единичен капацитет и нулева цека (тегло). 
4 

3. Ребрата се ориентират ΟἹ X към Y. 

4. Дъгите (z,y) са с единичен капацитет. 

Тогава очевидно алгоритъмът за максимален поток с мини- 
мална стойност ΟἹ 8 към ἑ ще генерира в изходния граф Ky , cp- 

вършено съчетание с минимално сумарно тегло (цена). Припом- 
пяме, че едно съчетание M e съвършено, когато насища всички 
върхове на графа G, т.е. всеки връх ΟἹ С е инцидентеян с ребро 
от M. 

Специалната структура и свойства на биполярните графи 
съкращават много стъпки Ha прилагания алгоритъм 38 пами- 

ране па поток ¢ минимална пена. 

МАКСИМАЛНО ПО ТЕЖЕСТ CABOABAIE. | С малка моди- 
фикация, както в предишния случай (сдвояване с минимално 
ТОГЛО), може да се използва алгоритъма. 3a HaMHpale Ha поток 
OT ¥ единици с минимална CTOMHOCT. 

Axo цените (теглата) ma peSpata в биполярния rpad С = 
(X,Y,4) ca p; > 0, можем да разгледаме графа G', в който: 

1. Добавени ca изкуствен източник 5 и сток ί. 
2. Дъгите ot вида (s,z) и (у,1) са с едипичен капацитет и пулева цепа. 
3. Ребрата на С са ориситирани οἹ Х към Y. 
4. Дъгите (+, /) са с единичен капацитет и тегло цена) - pis където й ¢ достатъчно голямо цяло число (напр. й > max{pi}- Папомняме, че (вж. параграф 2.5) когато всички кападитети са 

цели числа, то потокът в дъгите също ще бъде цяло число — В конкретния случай 0 или 1. 

ПРИМЕР 8.2. Да разгледаме следния биполярен граф G = (X,Y,4),
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ае ве 
ссе e 

351 т 
2 

та 38 

Черт. 2.6 

куствен източник § и сток f, както беше предложено B таоре- 
(zi,9i), ca техните цепи дОПЪЛ"О" с K3 

Числата, съпоставени па дъгите 
тичните бележки. 

(teraa). 
1. Очевидно алгоритъм 

керсон) след приключване A работ: 
,T 32 поток с максимална величипиа (Форд-Фал- 

а ще памери поток по перигите 

(.s,z;), (съмл), (y1,1) — 1 единица 

ἕδγἢ , (z2,92), (y2,1) — 1 единица 

а, тз), (T3, 3) ys, Е — 1 единица. 

личиниа 3. Този максимален NOTOK, 
оток ще бъде ¢ ΒΕ. 

ъ,четалние в графа G с Max- 
с пепулев ΠΟΊΟΚ ПРЕДСТН.ВНТ ς 

брой ребра). 

2. Нека cera модифицираме теглата (цепите) на. ребрата οὐ С като прие- 

мем, че § е достатъчно ΤΌΠΗΜΟ «число, напр. й < 10, T.e. 32 DCAKO тесло ; ка 

ребро от С, модифицираното тегло е д-ре 

л 

T.C. максималният I 

по-точно дъгите отй 

симална мощнпост (МЗКСИМВЛСП 

τι 8 

Черт. 2.7 

38 „амирапс па поток от ¥ сдиници с минималиа 

ОЧСНИДПО, аЛГОРИТЪМЪТ 

цена ще гейерира ВСрИГИТС:
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Вериги Цена. 

51 zl) y27 t 4 

s, T1, Y2, Ти з, T2, Y3, # 10 

s, T1, Y1, b S, T2, Y2, LU S, T3, Уз, Е 24 

Всяка такава pepura (поток) генерира в изходния rpad G съчетание от v ца, 

брой ребра, което ¢ с максимално сумарно тегло измежду всички съчетания 
oT v πὰ брой ребра. В конкретния случай: 

1. Потокът от 1 единица с минимална. цена 4 е съответен на сдвояването 
My = {(z1, 42)), което е максималното по тежест едноелементно сдвояване в 
изходния граф (тегло 6). 

Потокът ΟἹ 2 единици с минимална cymapra цепна 10 е съответен па 
двуелементното сдвояване Mz = {(z1, ¥2), (#2, уз)), което в изходния граф G 
е максималното по тежест двуелементно сдвояване (тегло 10). 

3. Потокът от 3 едипици с минимална CyMapHa цепа 24 е съответепн па три- 
елементното сдвояване Ms = {(z1, n), (z2, ¥2), (Ез, 4з)), което в изходния 
граф С е максималното по тежест триелементио сдвояване (тегло 6). 

Максималното ΠῸ тежест сдвояване в С се получава. като 

Miax = mvax{M,-}. 

Най-големият брой pebpa ка G, участващи B едно сдвояване M, съвпада с 
величината па максималния поток в модифицирания граф. 

2. Унгарски алгоритъм 

Ще дадем един сфективепн алгоритъм, предложен ΟἹ Кун (γπ- 
гарски математик), за намиране на максимално по тежест сдво- 
яване в биполярен граф С = (X,Y, A). 

Проблемът може да бъде формулиран като задамча на липей- 
ното онтимиране по следпия пачин (вж. параграф 2.1): 

(8.1) maxZZc;jz,-j 

iy 

при ограничения 

Σω,-,-ς 1, zaVieX 

(8.2) Σ ῃ <1, snaVieY 

24 20, за ὶ Ε X, 7εΥ.
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Очевидно този проблем ¢ близ 
има целочислено решение. Яспо 

гава, когато реброто (64), i ¢ Χ 
сдвояване. 

За да бъде pasbpana идеята на 
Ч алгоритъма, ще припомним ледното (вж. параграф 2.1): Задачите ритъма, ще пр 

Maz СХ | Min By 

AX<B|UA>C 

X>0 U>0 

се паричат дуални задачи. Обикновено първата ΟἹ TAX се на- 
рича права, а втората — дуална па първата (M обратно). 

Основният резултат, който получихме по-рано в линейното 
оптимиране e, че пеобходимо и достатъчно условие плаповете 
(допустимите решения) X и U па две дуални задачи да бъдат 
оптимални, е да се удовлетворяват 

Ък до трапсепортната задача и 
С, Че 4; = ] тоганва и само то- 

116 y; участва в оптималното 

(83) U(AX -B)=UAX - ИВ -би 

(8.4) (C-UA)X =CX - UAX <0. 

Следователно UB = UAX > CX. С други думи стойпостта 
па дуалната целева функция (min) e Bumar > ΟἹ стойността πὰ 
целевата функция в правата задача (шах), 

Ако ИВ = СХ, очевидно Х и U ще бъдат оптимални решения 
на съответните задачи. Това с в сила, когато (С - U 4)Х =0. 
Окончателно получаваме следните условия за оптималност 

(8.5) U(AX - В)-0и(С-ИА)Х =0. 

Да формулираме дуалната. задача Ha задачата (8.1) — (8.2) 

(8.6) min Σ ш + Σ ка
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при условия 

(8.7) ш ΈΌ 2 ej, 3aVi,j; 
Uiy v 20, 38 VZ, 7; 

КЪдето дуалните променливи ; са съответни на върховете ге X, а υ на върховете jey. 
Ot направените xomentapn с ясно, че 
а) ако 14; =1, τὸ щ +у в 
6) ако u; > 0, то Σ.τ;,- е Б 

Стартира се от 
адача, така че да и B), като алгоритъмът се опит. ментален) път (вж. параграф 1.5 

Берж) в подграфа, образуван от ребрата, за които Ui+ v; = 64 
Ако такъв път бъде памерен, новото сдвояване ше бъде дао- 

) ще бъдат нарушени. 

разгледаме следпия пример ot [47] за биполярен граф с матрица. на теглата. cij: 

ЛДуално допустимо решение може 
положите vy = 0 и поради щ +v; 
= Uy Ξ 22 ит.н. 

В горпата таблица. е показано едно възможно решение na ду- алната задача. Едпно възможно решение на правата задача е сдвояването M = {(2,a), (4,0)), т.е. %3y = 24 -1. 

да получите като наример 
ец Ξρ щ =32 От ч+) < 02]
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Черт. 2.8 

Обърнете внимание, че условията а) и в) са изпълнени, до- 

като условието 6) не е. На черт. 2.8 а) са изобразени всич- 

ки ребра на биполярния граф, 38 които е изпълнено условието 

τ 0) = Cij- 

Очевидно съществува аугментална верига за сдвояването М 

— веригата 3, b, 4, с. Това с верига, на която "началният и 

крайният връх са ненаситени и след превръщането на тъмните 

ребра (ребрата участващи в сдвоявапето) в светли (пеучаст- 

ващи в M) и οὔρϑτπο — npeobpasypalero на светлите ребра в 

тъмни, ще достигнем до пово сдвоязане, както с показано па 

черт. 2.8 6). 

По този начин получихме едпо ново допустимо решение 

2α = T3p = Tdc = 1 

на npapara задача, 6e3 да се е променило решението Ua дуалиа- 

Ta задача. Условията а) и в) остават удовлстворени, като при 

Това. условисто 6) съответно за връх 3 сега ¢ удовлетворсцо. 

В графа от черт. 2.8 6) пе могат да бъдат пнамерени увели- 

чаващи (аугменталнпи) вериги. При тази ситуация унгарският 

алгоритъм коригира стойпостите Ha дуалните промепливи, Той 

памалява с 6, напр. ὃ = 4, всяко ш и добавя 6 = 4 към всяко
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v; =1, 2, 3, т.е. получава се следната таблица: 

в която ¢ дадсно новото решепие на дуалната задалча. 
Тъй като с 6 = 4 са памалсни дуалците промелливи съответ- 

ни на върховете в Х исбф = 4 са увеличени съответните дуални 
променливи па върховете в У, които са били свързани с ребро 
(юж. черт. 2.8 6)), T.e. върховете, за които щ; + Ὁ) = ед, това 
свойство ще продължава да ¢ налице за тези върхове. Нещо 
повече, промяната на. дуалните променливи води до появата. па 
ребро (3,4), за което из + vy = €34, т.е. реброто (3,4) се включва 
в подграфа, както е показано на черт. 2.9 а): 

От черт. 2.9 а) 
верига d, 3, b, 2, а, 
черт. 2.9 6). 

3a да може да се намират аугментални ве Тавя по подходящ (за компютъра) начин промепливи, в алгоритъма се изпо 
в графа. Ше дадем едно по-форма. 
тъм. 

се вижда съществуването па увеличаваща 
7 КОЯТО ВОДИ ΠῸ Ново решение, показано па 

риги и да се предс- 
промяната. нпа дуалните 

лзва маркиране на върховете 
JTHO Описацие lia този алгори-
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УПГАРСКИ АЛГОРИТЪМ ЗА МАКСИМАЛНО ПО ТЕЖЕСТ| 

CABOABAHE. H”Ul{"_aflumuuw: Нека щ = max;{ci;}, Ε Х; 
v = 0, π; = 00, 7 € Y. ROIICprMpa се подграф, състоящ се OT 

ребрата, за които ч; + е; = ¢;;. 38 Vi € Х се избира първото 
ребро (4,7), такова, че 2 не е съчетано и това ребро се включва. 
в първоначалното сдвояване M. Всички върхове на rpada са 
перазглеждани и немаркирапи. 

СТ.ЪПКА 1. MapKHpaT се всички пепаситени върхове (вър- 

ховете неипцидентни с ребра от М) ТЕ Х с p(i) Ξ 0. 

СТЪПКА 2. Избира се произволен неразгледан, но маркиран 
връх i € X, или 7 € Y, за който я; = 0. Ако такъв няма, се 
преминава. на cmanxa 5, 

СТЪПКА 3. A_x_o върхът, избран в emsnxe 2 ¢ i € X, тогава. 
3a всяко pebpo (i, ), невключено в M, върхът 7 € У се MapKupa 
с р(]) =1 850 u; + vj — ο < пу и се заменя π| с u; + vj - сеу 

Ако върхът, избран в σπισῆκα Зе } €Y, се установява дали 7 
е пенаситеп връх. Ако това е така, се отива на ствпка 4. В про- 
тивен случай съществува ребро (1,4) B M. Маркира сс върхът 
16 Хер(2) - 7. 

Във всеки ΟἹ случаите (i € Х или 7 € У) се връщаме Ha 
ствпка 2. 

СТЪПКА 4. Съществува. (намерена е) увеличаваща. верига с 
край във върха ¢ € Х или 1 € Y. Трасираме тази верига ка- 
To се използва функцията p( ). Увеличаваме съчетанието като 
включваме към M всички ребра, невключени в текущото M и 
отстрапяваме всички ребра, които са в текущото M. 3a всяко 
7 € У полагаме пу = οο. Изтриваме всички маркировки и се 

връщаме на ствпка 1. 

СТЪПКА 5. Изчисляваме §; = ш щ, ἐ € X}, δχ = min{mr; > 
0, 2 Y} u ὃ = min{é, é2}. Извършваме присвояванията: ч; = 

Щ - 6 за всеки маркиран връх i € Х; т) = ; + 4 за всяко 76 У 
¢ %; Ξ 0. Полагаме ; = π; - § за всеки маркирап връх 7 € У с 

”; > 0. Ако 6 = δχ, се връщаме πᾶ ствпка 2. В противеп случай 
сдвояването с максимално тегло е намерено. 

Да се върнем отново на разгледания пример. Да означим множеството от перазгледани и маркирани върхове ¢ L. Първо- чачалното множество OT дуални променливи и първоначалното 
СДВОЯВЕЦЮ са следните:
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СТЪПКА 1. Върховете 3 и 4 ca ненаситени. Маркираме ги с #(3) = 0 p(4) = . 
СТЪНПКА 2. L = {3, 4}. Избираме i = 3. 

CTDBIIKA 3. Mapkupame върховете 7 € Y, т.е. 
p(6) =3, #(е) = 3, p(d) = 3. Новият л-вектор е (6,0,4,6). 

СТЪПКА 2. L = (4, b}. Избираме i = 4. 
СТЪПКА 3. Маркираме j € Y, т.е. p(a) = 4, p(c) = 4. Векто- pPBT T = (4,0,2,6). 

СТЪПКА 2. L= {b}. Избираме + = b, 
(2)СТ71.:7ПКА 3. Върхът b e nacuren. Маркираме върха 2 с p(2) - ὁ. 
СТЪПКА 2. } - (2). Избираме i = 2. 
СТЪПКА 3. Маркираме # 6 Y, т.е. ρ(α) 

(2,0,2,6). 

СТЪПКА 2. Преминаваме KoM стаепка 5, 
СТЪПКА 5. 6 = min{32, 24, 30, 30) = 24; 6, = min{2, 2, 6} = 2; 6 = 2. Върховете 2, Зи 4 ca маркирани. Памаляваме с 6 ду- алните стойности па тези върхове. Добавяме # към vy, Вадим δ ΟἹ 74, 7. и па. Получаваме следния резултат: 

= 2. Векторът T =
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СТЪПКА 2. L = {c}. Избираме 7 = c. . 
ἓ'ΤἙΠΚΑ 3. Върхът с e ненаситен.Преминаваме към cman- 

ка 4. 
СТЪПКА 4. Увеличаваме сдвояването като 66 връщаме на- 

зад: р%с) -4, p$'4) = 0. Векторът 7 = (00,00,00,00). Сдвояването 

M ={ 1,a), (2, )7 (470)}" 
СТЪПКА 1. Върхът 3 е ненаситен. Маркираме го с p(3) = 0. 
СТЪПКА 2. L = {3}. Избираме i=3. " 
СТЪПКА 3. Маркираме p(a) = 3, p(b) = 3, p(c) = 3, p(d) = 3. 

Векторът я = (4,0,2,4). 
СТЪПКА 2. L = {b}. Избираме 4 = b. 
СТЪПКА 3. Върхът b e наситен. Маркираме p(2) = b. 
СТЪПКА 2. L = {2}. Избираме i = 2. 
СТЪПКА 3. Маркираме p(a) = 2. Векторът я = (0,0,2,4). 
СТЪПКА 2. L = {a}. Избираме j = a. 
CTBIIKA 3. Върхът а е Hacuren. Маркираме p(1) = a. 

СТЪПКА 2. L = {1}. Избираме i = 1. 
СТЪПКА 3. Маркираме p(c) = 1. Векторът 7 = (0,0,0,4). 

СТЪПКА 2. L = {c}. Избираме j = c. 

СТЪПКА 3. Върхът 6 8 наситен. Маркираме p(4)=c. 

СТЪПКА 2. L = {4}. Избираме i = 4. 

СТЪПКА 3. Няма нови маркировки. 

СТЪПКА 2. Преминаваме на ствпка ὅ. 

СТтЪпкА 5 6 = min{32, 22, 28, 28) = 22; & = min{4} = 4; 
§ = 4. Върховете 1, 2, 3 и 4 ca маркирани, Изваждаме 6 ΟἹ
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дуалпите стойности Ha тези върхове и добавяме 6 към ¥, и . 
Изваждаме 6 οἹ па. Полученият резултат е следния: 

СТЪПКА 2. I = (4). Избираме + = 4. 
СТЪПКА 3. Върхът 4 е ненаситен. Преминаваме към cman- 

ка 4. 

СТЪПКА 4. Увеличаваме сдвояването. M - 4(3,а), (2,6), (3, 4), (4,с)). Векторът « = (00, 00, 00, 00). 
СТЪПКА 1. Няма върховетЕ Х : KOUTO са ненаситени (всеки от върховете 1, 2, 3, 4 участва в сдвояването M). 
СТЪПКА 2. Преминаваме към ствпка 5. 
СТЪПКА 5. 6 = δι. Край. 

Унгарският алгоритъм има сложност O(n®). 
Приномняме, че сложността па модификацията на Едмондс и Kapn за алгоритъма на Форд-Фалкерсон (максимален поток) с O(m?.n). 

3AZTAYA 8.1. Да се определи сложпостта на предложения в началото па параграфа алгоритъм за определяне максимално по тежест сдвояване, изпол- зващ алгоритъма за поток ¢ минимална стойност.
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3. Оптимални сдвоявания B произволни графи 

МАКСИМАЛНО ПО МОЩНОСТ СДВОЯВАНЕ. | Когато rpa- 

фът G ¢ произволен, той може да не е биполярен, T.c. B пего 

може да съществува цикъл с нечетна дължина (вж. TeOpeMa 

2.1 в глава 1). Евентуалното наличие Ha нечетни цикли пораж- 

да. трудности и прави невъзможно използването на потоковите 

алгоритми както в случая на биполярен rpad. 

Проблемът 32 намиране на максимално по мощност сдвоя- 

ване в произволен граф може да се формулира като задама, Ha 

линейното оптимиране: 

Σ 2(5,7) — max 

( ) 

при ограничения 

У (2(5,9 + а(654)) <1, заМ 
1 

0 « «(ἱ,2) <1, за У ребро (ἰ,7), 

където z(i,7) определя броя на включените в сдвояването ребра 

. 
Очевидно всяко сдвояване удовлетворява ограниченията на 

положим 2(5,7) = 1 
тази задача на линейното оптимиране, ако 

за ребрата (5,7), влизащи в сдвоявалето. За съжалсние оба- 

че, ограниченията па. тази задача могат да се удовлетворяват 

и от пецелочислени стойности па промепливите 2(5,7). С дру- 

ги думи решениетао па тази задача па линейното оптимиране пе 

винпаги задава сдвояване. С редица допълпителни ограпинения 

този проблем може да бъде решен, но това води 1O задамлча. Ha 

линейното оптимиране с твърде големи размери и до пеефек- 

тивпост па алгоритъма. Ето защо ще разгледаме алгоритъма, 

предложен от Едмондс в [46]. 

Основната. идея на алгоритъма Ha Едмондес се базира Ha те- 

opema 5.12 (теорема na Bepx) or параграф 1.5. Според Ta3u 

теорема сдвояването M B произволен граф С е максимално то- 

гава и само тогава, когато в графа не съществувт усилващи 

отпосно M вериги. 
Ще въведем необходимите за целта понятия и терминология. 

1, Ако M е сдвояване в графа G, алтернатиена (редуваща 

сс) верига OTHOCHO M ще наричаме всяка проста верига, B XOATO
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ΟἹ всеки две съседни pebpa едното принадлежи, а другото " 
принадлежи па сдвояването M. Например 

Хме 

веригата a, b, ¢, f, 6 е алтерпативна верига. 
2. Ребрата, включени в сдвояването M ще наричаме тедмну 

ребра, а невключените в M — светли ребра. Ребрата (6,с) и 
(7,е) от горния пример са тъмни, а останалите — светли. 

3. Върховете, инцидентни с ребро ΟἹ M ще наричаме насите. 
ни (тамни), а останалите — ненчаситени (светли, експонирани) 
върхове. 

4. Алтернативната верига се нарича увеличаваща верига (усил- 
ваща, аугментална), ако крайните й върхове са ненаситени. В 
примера, който разгледахме, веригата а, b, ¢, 4 е алтернавтив- 
на верига с експонирани крайни върхове а и 4. Тази верига e 
аугментална, защото светлите ребра в нея --- (а, ) и (с, 4) могат 
да. се преобразуват в тъмни, а тъмното ребро (b,c) — в светло, 
което ще генерира пово сдвояване с по-голяма мощност. 

5.Алтернативно дврво относно сдвояването M се нарича дър- 
вото Т, за което: 

а) един връх, наречен корен на Т, се явява експоцпиран (не- 
наситен); 

6) всички започващи ΟἹ корена вериги са алтернативии; 
в) всички максимални вериги, започващи от корепа на Т, съ- 

: държат четно число ребра. 
В алтернативното дърво всяка верига, започваща от коре- 

на, е алтернативна и нейното първо ребро пе припадлежи на 
сдвояването M, тъй като коренът е експониран връх. 

Да разбием (маркираме) върховете на дървото на два класа 
— ввтрешич и ввншич esprose. ЦПървите ще бележим (марки- 
раме) със символа ”Ш”, а вторите — със символа “out”. Ко- 
PERBT на дървото считаме випаги за "out”, т.е, външен връх. 
Върховете по продължение на всяка верига, започваща от коре" 
на, последователно и алтернативно се маркират с "ш” и "out” 
Например
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Алтернативно дърво T 

(цунктираното ребро ¢ Т) 

in M out 

in м out \\ 
Y ὰ 

out M 

Kopen in out 

---- Ребра от дървото Е Μ 

-ς-- Ребра ΟἹ дървото # М 

--- Други ребра на графа 

Очевидпо всеки ”” -връх е ΟἹ степен 2, а "ощ ” -върховете ca 
с произволни степени. 

6. Аугментално дврво — това е алтернативно дърво (относно 

сдвояването M), в което съществува ребро от някой out-BpbX v 

до експониран връх ч (непринадлежащ на дървото). 

Очевидно единствената верига ΟἹ корепа A0 върха v, допъл- 

нена с реброто (v,u) ще бъде аугментална. В горния пример 

такава e веригата ΟἹ корена до върха u. 

Τ. Hesm (букет) относно сдвояването M се нарича аугментал- 

на верига, на която началният и крайният експонирани върхове 

съвпадат, 1.8. цикъл, тъй като броят участващи във веригата 

ребра е нечетен. Използваният термин идва OT англ. blossom. 

Па черт. 2.10 e илюстрирано понятието цвят (букет):



316 Γλ.2. Оптимизационни алгоритмч 8 графи u мрежи 

7 Ребраот T m M 

- Ῥοδρα отТи g Μ 

---- Ребро на С 

Черт. 2.10 

8. Β процеса на работа на алгоритъма на Едмондс цвето- 

вете се свиват с цел да се получи по-прост rpad. По-точно, 

свиването на един цвят В се ¢bCTOM в замяна на върховете от 

цикъла (цвета ) с нов псевдовръх vp. При това реброто (υβ,1) 

се добавя винаги, когато съществува ребро от връх на цикъла 
до друг връх 4, непринадлежащ на цикъла. Свиването на цвят 
Β ot черт. 2.10 води до 

out in out 
1Φ.-----.--- - . 

Кореп 2 ὍΒ (върховете 3, 4, ὅ, 6, Τ, В8и 9) 

В получения след свиването граф е възможно върхът Up и 
други върхове или псевдовърхове (съответни на. по-рано свити 
дветове) да образуват нов цвят. Този нов цвят отново се свива и 
т.н, Последният цвят By, който не се съдържа в други цветове, 
се парича краен цеят. 

Да разгледаме черт. 2.11 а). Обръщаме внимание, че на 
чертежа не е изобразен целия граф, а част от него и по-точно 
дадено е алтернативно дърво построено в графа, относно сдво- 
яването M (ако това беше целия граф G, сдвояването очевидно
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Цвят By се свива 

до псевдовръх VB, 

Черт. 2.11 

Алтернативно дърво след свиване на цветовете: 

out in out 
————® 

v V2 B, 

VB, = {v3,v4, V5, vs, v7, v, 19) 

По-късно ще станат ясни основанията 38 този процес на. сви- 
ване па цветовете и получаването на максимално M. В алго- 
ритъма след свиването започва обратен процес на ” раздъвтя- 
ване”, т.е. замяна на псевдовърховете с истинските върхове, образували цвета (цикъла). 

Когато един цвят Й е свит, съответният му псевдовръх vp 
се счита за опЕ-връх, за да може структурата на. оставащото 
алтернативно дърво да бъде коректна, T.€. след свиването ал- терпативното дърво да се запазва в получавания rpad.
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Забележка: Обърнсте внимание, че всски връх от един цаят 
B може да бъде маркиран с in или out, Папример връх 4 oy 
черт. 2.10, който е Mapkupan с in (веригата 1, 2, 3, 4), можеще 
да. бъде маркиран с ощ, ако маркиранесто се осъществи чрез ве- 
ригата 1, 2, 3, 9, 8, 7, 6, 5, 4 (дължините на двете вериги са ¢ 
различна. YCTHOCT). 

Лесно се доказва следната: 

> TEOPEMA 8.1. Ако В е yesm с нечетен брой esprose Vg чъ 
е произволен арвт от Vg, то в породения подграф (Ув) севществува 
максимално сдвояване, за което ввреевт V е експониран. 4 

9. Ше дефинираме още €U0 важно попятис, свързано с 8 Π- 
горитъма за намиране на максимално MO ΜΟΙΙΣΠΟΟΊ сдвояване B 
произволен граф. 

Yueapero дврво (hungarian 1тее) — това е алтернативно дърво 
в графа, такова, че всяко ребро на графа, на което единият край 
е ощ-връх в дървото, другият му край e Шш-връх в дървото, 

На черт. 2.12 e изобразено унгарско дърво. 

out in out 

Ocrtanana част Ha 
rpada G, T.e. Go 

Yepr. 2.12 

НТе докажем cera една Muoro важпна Teopema, свързана с ун- 
гарските дървета, Ha която се базира илеята на алгоритъма за 
търсене на максимално сдвояваце. Този резултат ¢ получен от 
Едмонде в [46]. 

> ТЕОРЕМА 8.2. Нека H е унгарско dspeo в графа С = (X, A) 
u Go = (X - Хн) e nopodenuam подграф na G, xsdemo Ху са ввр- 
zoeeme на Jspsomo H. Axo My e сдвояване e dspeomo П и M, 
e максималното сдвояване в Gy, mo pebpama на множеството 
Mg u }Μξ.σ са максимално no мощност сдвояване в С.
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Komenmap: KaTo следствие от тази Teopema е sicmo, че след 

като алгоритъмът намери унгарско дърво в графа G, той може 

а продължи да търси максимално слвояване само в графа Go, 

т.в. в останалата част на, графа G, получена след отстраняване 

на върховете OT дървото и инцидлентиите с тях pebpa. 

Доказателство: Нека мпожеството A ΟἹ ребра на графа 

Се разбито на три подмножества: 

Ан τίσρτρ ί, 2)) Ε Α κ αὶ, 35 € Хн) 

Αμας = {(=i, 1;)(2.2;) € A, т; € Xy nz; € X -Хп) 

Ав. -τίᾷ(αι, ) ;) € Ди x5 € -- Ха 

re. Ay е множеството OT всички ребра ”принадллежащи” само 

па дървото, Анпсо е множеството ребра, на които единият край 

ев дървото, а другият — в останалата част па графа и накрая 

Ag, са ребрата. Ha нподграфа Со. 

Нека 5 е произволно сдвояване в С. По аналогия 5 може да. 

се ра.збие по следпия начин: 

б- нИ бна, U SG@, 

кълето Sg = бПАн, бисо = 5 П Анс, И ба, = S NAg,. 

Тъй като Mg, е максималното сдвояване, то 

(8.8) ιΜ2.} > бва | 

Да означим с ΟἹ rpada, породен oT ребрата Ан U Анса- 

Всички върхове гк € X — Хп, явяващи се крайни за ребра от 

Апс,, ще бъдат експопнирани (пепаситепи) относно My (припом- 

няме, че Муг е сдвояването в унгарското дърво). Алтернативна 

верига, започваща. ΟἹ експониран връх T € Х - Xy (или стар- 

тираща от KopeHa на дървото И, който също е скспониран), ще 

бъде аугмепталнпа, само когато тази верига завършва в друг 

3pbx zx € X -Хи. 
Ho аугменталната верига има ! Η I 

телно, ако първото ребро па тази верига идва ΟἹ експониран 

връх в ш-връх, накрая веригата трябва ΟἹ ош-връх да завърши 

в експонирап. Но дървото П e унгарско, следовалтелно всичките 

ребра в Днс, свързват ш-върхове M2 Н с върхове па X — Xy, 

Te. в графа G’ няма аугментални вериги, т.е. My се явява 

максималиното по мошност съчетание в G'. Тогава 

(89) Ml 219 + Ιϑησοὶ: 

гечетно число pebpa, следова-
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Ot неравепствата (8.8) и (8.9) получаваме 

(8.10) |Ми U M&,| > |81 С бис, ϑοοὶ 2 11. 

Тъй като § ¢ папълно произволно сдвоявапе в G, от (8.10) 

следва,че My U Μᾖο с максималиото по мощност сдвояване 

Β6. « 

10. Алтерпативното дърво има за кореп експопиран връх и се 

строи чрез последователно и алтернативно добавяне па ребра, 

които не принадлежат - припадлежат Ha сдвояването M. 

Crpoenero на алтернативното дърво се извършва докато: 

(*) дървото стане аугментално; или 

(**) на дървото се появява цвят (нечетен цикъл); или 

(***) дървото стане унгарско. 

В случай (*) броят на ребрата в сдвояването M може да 
се увеличи с единица, като се движим по аугменталната вери- 
га към корена на дървото, заменяйки светлите ребра с тъмни 
и обратно. След това, относно новополученото сдвояване, ал- 
горитъмът, започвайки отнамало (всички маркировки се игно- 
рират), строи ново дърво (ако такова съществува) с корен -- 
скспониран връх. 

В случай (**) полученият цвят се свива, както вече обясних- 
ме B 8., и продължаваме да строим дървото. 

От гледна точка па програмното реализиране на алгоритъ- 
Ma, свиването трябва да се разбира като маркиране на всички 
върхове от цвета като ощ-върхове и да сс съхрани undopma- 
цията, че те принадлежат па този цвят. Важно е да се помни и 
реда Ha свиване Ha цветовете, тъй като накрая цветовете трябва. 
да “ разцъфнат” B обратен ред. 

В случая (***) върховете на унгарското дърво и инцидент- 
ните с Тях ребра се отстраняват ΟἹ графа и съгласно TeopeMa 
8.2, алгоритъмът се прилага са останалата част на rpada. 

АЛГОРИТЪМ НА ЕДМОНДАС. | СТЪПКА 1. Ако в графа С 
съществуват поне 2 пенаситени (експонирани) върха, изберете 
един TaKbB връх за кореп. Маркирайте го с "ощ” и преминете 
към стопка 2. В противен случай преминете към ствпка 7. 

СТЪПКА 2. Изберете out-BpbX + от дървото. За всяко ребро 

(,}): 
а,) акоуе експониран — ΠΡΘΜΠΙΙΘΤΘ KbM cmsnxa 3; 
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Щ 

б; ако Ψ ¢ ш-връх -- премипете към стапка 6; 
в) ако у не ¢ ΟἹ дървото и ¢ наситен — п А щ се 

ка 4. сите реминете към cman- 
р . 

C! ῬΠΙΚΛ 3. llamepeua. с аугмептална pepura ΟἹ корепа до 
връх у. Постройте повото по-мощно слноянане. Mr Т ирай текушото ΠΌΡΒΟ и всички марии е с ване. Игпорирайте 

CTDIKA 4. JoGamem M 1 1,1 сс върпете на ствпка 1. 
обавете към алтернативното дърво реброто 

(z,y) и маркирайте връх у като вътре , PRV, ΡΟῸΡ ¥ като вътрешен, т.в. ¢ "Шшт”, Паме- 
рете Ι)ΞὗΡἘ)ΤΟ (v, z), принадлежащо на текущото слвояване M, 
добавете го към дървото и маркирайте връх 7 с "ощ”. 

Axo ὈἼ’ΠΙΟΕἹἩ)’Μ ребро между х и друг ощ-връх, преминете 
към степка §. В противен случай — към стапхка 2. 

СТЪПКА 5. Получен е цвят. Свийте този цвят до псевдовръх 
и маркирайте псевдовърха с "ощ”. Съхранете информация 38 
поредкостта. па CBUBANCTO и преминете към cmonka 2. 

СТЪПКА 6. Връщайте се към ствпка 2 дотогава, докато (¥**} 
с едипственият възникващ случай (упгарско дърво). Отстране- 
те върховете па унгарското дърво и инцидентните с тях ребра 
от графа (вж. теорема 8.2). Полученият подграф считайте за 

граф С и се върнете па. стапка 1. 
СТЪПКА 7. Памерете в последния граф С и във всяко OTCT- 

рансно унгарско дърво оптималното сдвояване Moy по следния 

пачин. Газгънете (? разцъвтете”) крайния цвят B, т.е. послед- 

пия псевдовръх. Изберете в пего онова сдвояване, сирямо кое- 

то върхът T, който се сдвоява с още перазпуснат UBAT, остава 

експониран (вж. TeopeMa 8.1). Продължете процеса Ha "раз- 

пускане” на цветовете в ред, обратен на у;тапопепия ξ стопка 

5, 1.c. в ред, обратен на свиването, докало разцъфнат” всички 

свити цветове и се получи максималпото ΠῸ мощност сдвояване 

в изходния граф G. 

В [50] с далеп алгоритъм 88 памиране Ha максимално по мощ- 

пост сдвояване в произволен граф, чиято сложност е О(п5/2), 

т.е. със същата сложност, с каквато е съотвестният алгоритъм 

па. Хопкр0фт-карп при биполярни графи. 

Ι WAKCHMAJIIO ПО TEAECT СЛВОЯВАТНЕ.| Ще разгледаме 

алгоритъм за памирайпе на сдвояване с максимално тегло в про- 

изволен граф С = (X, A). Алгоритъмът с предложен ΟἹ Едмопде 

и Джонсън в [51], като нис ще сс придържаме към описанието 

47]. в | ] тъм, KaKTO и предишния разгледан алгоритъм, 
Този алгори - 

ивно дърво. И в този случаи се оказва, че сдво- 

строи алтернат 
D er0 M е максмално тогава и само тогава, когато 88 пего ме 
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съществува аугментална Bepura. B този случай обаче, аугмен. 
талната верига се дефипира малко по-различно, като аугмец. 
тацията е свързана не с броя на дъгите, а с тяхното сумарно 
тегло, 

Аугментална верига — това е алтернативна верига, в коя. 
ΤῸ сумарното тегло на ребрата, пеучастващи в сдвояването, o 
по-голямо OT сумарното тегло на ребрата, участващи в сдвоя. 
ването. 

Ясно e, че ако в TakaBa верига светлите ребра паправим тъм. 
ни и обратно, ще получим ново сдвояване M с по-голямо тегло, 
Възможни ca следните три вида увеличаващи вериги: 

а) Μ м 
Фе Q) 

3 10 2 

слаба увеличаваща верига 

6 м M 
.-.——.—.*. 

3 5 2 6 
неутрална увеличаваща eepuza 

в) M 
._—._.—. 

4 5 3 
силна увеличаваща верига 

В горните три вериги с 
Π B M с по-малко ot с 
ващи в M, поради което веригите са аугментални. Очевидно, 

UM ΟἹ сдвояването, а 

1, защото броят на peb- ; е по-малък ΟἹ броя на принад- лежащите на М ребра. С АрУги думи, новото сдвояванес е с по-голяма тежест, а ¢ по-малко pebpa. П
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Нека. ξ;: {Χνὲἷ; еуъ = Ω} е множеството ΟἹ всички подмно- 
жества Ο р на графа, включващи нечетен брой върхове. 
Hexa Tm е МЗОЖ!ЙТВОТО Ha всички ребра, двата крайни върха Ha 
които са OT V. 13 означим с Т множеството Т = {1}, T3, ..., Т.) a € 2, + 1 — броя на върховете във И. 

Ясно e, че никое сдвояване пе съдт ържа. повече от 7, ребра. 
принадлежащи на T P m ῬΡΌ 

Axo α(ΐ,7) e теглото na реброто (4,7) и z(i,) = 1, когато pe6- 
рото принадлежи Ha сдвояването (#(1, 4) = 0, когато не принад- 
лежи), задачата за максимално по тежест сдвояване може да. се формулира като задача на линейното оптимиране така: 

(8.11) 3 (i, 7)а(6,7) — max 
() 

при ограничения 

(812) Z[m(i,j) + 2(7,5)) <1, заМ ε Х, 
3 

(8.13) > @) 5щ т-1, 2, . 5 
еТл 

(8.14) 2(5,7) > 0, за всички ребра (1,2) 

(реброто, съединяващо върховете i и 4 се обозначава чрез (ἰ,2) 

wm (j‘,' 2.) 
Тъй като решаването H 

пеефективно, се постъпва по следни. 
алната Ha тази задача, а именно 

(8.15) Σ ὶ Ἐ ), omtm 

при ограничения 

(8-16) u; +uj + Σ Um > a(i,j)’ 58 Y(4,7), 

mi{i,§)€Tm 

а Ta3W задача. със симплекс-метода е 
я начин. Разглежда се ду-
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(8.17) щ >0, 3aVi€ Χ, 

(8.18) м 20 m=1,2, .., #. 

Двойнствената променлива ш; € съответна на ограничението 

(8.12) за върха i, а двойпствената променлива Uy — на ограни- 

чението (8.13) 38 Т 

Условията. за равновесие на правата и дуалната задача, ко- 

ито получихме в параграф 2.1, в случая ca следните 

(819) o(if)> 0= ξ Ἐ Y, vm=a(i,f)3aV(5) 
mi(i,§)€Tm 

(8.20) щ θ τ Y #(54)+ 2(3,1))< 1, saVie X, 
16Х 

(8.21) за > 0= Y a(i,f)=nm, m=12, .,z 
(i,j)ETm 

Алгоритъмът стартира OT едно възможно решение на дуална- 
Ta задача, в което дуалпите променливи U; и Vp, удовлетворяват 
(8.19) и (8.21) (Началното сдвояване M = §). При всяка итера- 
ция на алгоритъма се изменят сдвояването M и (или) стойнос- 
тите па дуалните променливи, TaKa че ограпиченията на двете 
задачи и условията (8.19), (8.21) да продължават да са изпъл- 
нени, а условиета (8.20) да. се изпълиява допълнително за поне 
още една двойнствена променлива u;. Тъй като има п па брой 
двойнствени променливи τ (колкото са върховете ца. графа), τὸ 
след не повече от п итерации всички условия (8.20) също ще бъ- 
дат изпълнени. По този пачин ще намерим допустими решения 
па правата и дуалната задача, за които са изпълнени всички 
условия (8.19) - (8.21). С други думи, ще получим сдвояване с 
максимално тегло. 

Условието (8.20) — ако двойнствената променлива и; 32 вър- 
ха i има положителна стойност, то върхът Г ¢ наситен, се на- 
рушава само 38 ненаситени върхове, на които съответстват ΠΟ- 
ложителни стойности на двойнствените променливи. Ето защо 
алгоритъмът по същество разглежда връх v, за който uy > 0
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и строи алтерпативно дърво с корен в този връх v. Както ве- 
че видяхме B предишния алгоритъм, като резултат е възможна 
едпа ΟἹ следните три ситуации: 

а) naMepena с аугментална верига; 
6) намерен е цикъл с нечетна дължипа; 
в) построено е упгарско дърво. 

1. В случая а) HaMepenaTa аугменталиа, верига е силна уве- 

личавалщца верига. и това води до увеличение Ha общото тегло Ha 

слвояването и до включване Ha ребро в сдвояването, ишидептно 

¢ v. По този начин за върха v се изпълнява условие (8.20). 
9. В случая 6) памереният печетен дикъл се свива до фикти- 

веп, псевдовръх и алгоритъмът продължава строенето на дър- 

BOTO. 
3. В случая в) се променят стойностите Ha двойнствепи- 

те променливи така, че ограниченията на правата и обратна- 

та задала, πᾶ са налице, да. са налице и ограниченията. (8.19) и 

8.21) с евентуално изключение, т.е. неизпълнение па условията. 

-8.20). Като резултат в алтернативното дърво се добавя ребро, 

невключено в него и в крайна сметка или стойността на Uy се 

памалява до пула (изпълнява се условието (8.20)) или върхът 

ъ става наситен, т.с. инцидентен с ребро от сдвояването. 

Псевдовърховете, получени B резултат Ha свиване на нечетни 

цикли, в последствие се ” разгъват”, като по този начин алгори- 

тъмът поражда. една последователност OT графи ΟὉ, Gi, ..., Gi. 

Ще πᾶπομ едпо по-формално описание HA този алгоритъм. 

АЛГОРИТЪМ ЗА МАКСИМАЛНО ПО ТЕЖЕСТ СДВОЯВА- 

СТЪПКА 1. Нека началното сдвояване е My = ᾧ, всички 

двойнствени промепливи ὕπι са равни па пула, т = 1,2, vy 21 

стойностите на двойнствените променливи щ, г € Х удовлетво- 

ряват u; + иу > a(i,j) за всяко ребро (5,2) (На практика можете 

да. изберете реброто с максимално тегло и BCAKO ч; да бъде 

половипата. ΟἹ това тегло). Полагаме Е = 0 и изходния граф 

обозначаваме с Съ = (ЖХъз Ar)- 
СТЪПКА 2. В Οἱ се избира нефиктивен ненаситен връх v, 32 

който u, > 0. Ако такъв връх пе съществува, GO TO ствпка 6. 

В противен случай в Gy се определя множеството 4“ от ребра 

(Щ), за които 

(822) μ Ἔ ш + Σ Um = a(i,]) 

()ετα 

В множеството А“ чрез алгоритъма 33 строене на алтерна- 
Тивпо дърво се строи дърво с корен върхът v. Лко бъде на-
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мерена аугментална верига GO ТО cmanxa 4. Ако се стигпе до 
нечетен цикъл, GO ТО cmsnxa 4. Ако бъде построено унгарско 

дърво, GO ТО emsnxa 5. 
СТЪПКА 3. (Аугментация) Ребрата oT аугмепталната вери- 

га, участващи B M, сс заменят с ребрата на веригата, пеучаст- 
ващи в My и обратно, Върхът v crana наситен. GO ТО emenxa2. 

СТЪПКА 4. (Печетен циквл) Положете Е = k+ 1. Озпачете 
нечетния цикъл с Ск и го свийтс до псевдовръх ав. Озпачете 

новия граф с С = (Хр, 4x). Озпачете с Mg сдвояването, включ- 

пащо всички ребра, припадлежащи едновременно па Су и Му-1. 
Маркировките па всички върхове от цикъла са еднакви с мар- 
кировката па фиктивния връх ав. Върнете се на ствпка 2 и 

продължете строенето на алтернативпо дърво с KOPEll във връх 
v от Gr (v може да e φπκτπποιὃ. 

СТЪПКА 5. (Уигарско дгрво) Означете с 6 

(8.23) δι = шщ +щ -а6,) 

като мипимумът се взима по всички (ἐ,72), такива че i € Хо се 

явява ощ-връх 38 дървото и върхът j Е Ха с пемаркиран (пе- 

разгледан). Ако няма такива ребра (4,4), то 6) = со, 
Означете с 62 

(8.24) b= ξ...;ῃ{υ...- +щ ай )} 

като минимумът се взима по всички (4,4), такива че ἐ Ε Хри 
7 € Ха са ош-върхове на дървото, които не са свити в сдип и 
същ фиктивел връх. Ако пяма такива pebpa (2,4), то фо = co. 

Озпачете с 63 

(8.25) & = %min{vm}, 

където минимумът се взима по всички MHOMECTBA ΟἹ върхове 
Уа, MOUMIOCTTA па. които е печетпо число и които €a свити в 
псевдовръх @k, който е т-връх па дървото. AXO няма такива. 

ΒΉΡΡΧΟΒΟ, то δ5 = 00. 

Означете с δὰ 

(8.26) 84 = min{u;}, 

където минимумът се взима по всички ош-върхове на дървото 
i€ Χο. Лко пяма такива BLPXOBE, то δὰ = 00. 

W
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Означете с 6 

(8.27) 8= min{dy, 6,, 8y, 6,). 

Актуализирайте стой постите на πνὺς 

по следиия начии: а дуалпите променливи ш и Vp, 

а) променливите ц;, съот т . 
намалете с §; 0 съответни на ощ-върхове па дървото, 

6) променливите U; . i; съответни ца [Π-8’ 
личете с ὅ; а ш-върхове па дървото, уве- 

Π) за всеки фИКГИПС*П Ollt-Bp Y < ἜΧΒ G величет ¢ kY сте ICroBaTa дуал- 

прЗ/[(З?ЛЗЕ?ЗШФЕКЗЖВОН шт-връх в (С) намалете неговата дуална 

Ако § = б, включете в А“ реброто (5,2), за косто се достига 
минимумът в (8.23) (Това ребро сега може да бъде включено 
в строеното дърво, поради ΚΟΟΤΟ' се връщаме към cmenka 2 и 
продължаваме строенпето па алтернативно дърво с корен във 
върха . 

Ако § = b5, в A* сс включва реброта (6,7), за което се достига 
минимумът в (8.24). Това ребро сега може да бъде включено 
в строепото алтернативно дърво, KOCTO ще води до получава- 

не на нечетеп цикъл, поради което се връщаме па степка 2 и 

продължаваме строенето на алтернативпо дърво с корен във 

върха V. 
Ако # = &3, иякоя OT дуалните промепливи ; става пула. 

“ Разгъпете” фиктивиия връх, съответен 1A тази дуалпа про- 

менлива отново до изходния печетен цикъл. Положете Е = k+1. 

Означете получения граф с Съ = (Хь Ax). Означете с My сдвоя- 

ΒΆΠΟΤΟ, състоящо се ΟἹ ребрата πᾶ сдвояването Му.а и онези n; 

ребра от множеството T}, които сдвояват 2n; пепаситени върха- 

ве от V; (оставащият връх B мложството И е сдвоеп, ипцидентен 

с ребро от Mg, Thil като всички фиктивни in-BLpXOBE в Су.-1 са 

сдвосни, ипцилентни с ребра от сдвояването Му-а). Преминете 

M степка 2 и продължете строепето 18 алтернативпо дърво с 

кореп във върха . | 

Axo 6 = 04, TO дуалната променлива. u;, съответпа Ha oul- 

пръх i, става равиа на нула. Torapa в алтериативпото дърво 

веригата, съедипяваща корена v с върха i, се явява поутрална 

аугментална верига. Паправете” ребрата на веригата, неучас- 

тващи в Mg ребра на πᾶ слвояването, а участващите в My - 

пеучастващи. Очевидно върхът v става наситен връх в полу- 

ченото сдвояване, а върхът 1 става пенаситен (неинцидентен с 

ребро от сдвояването), което ¢ коректно поради щ = 0.
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СТЪПКА 6. (Разгвване на фиктивните esprose) Стъпката ce 
изпълпява, само когато Ha cmsnka 2 ca разгледани всички вър. 
хове, за които не е изпълнепо условието (8.20). Разглеждат οο 
всички останали фиктивни върхове в получепия до този момент 
граф. В обратен ред на реда па получаването (по-късно полу- 
ченият фиктивен връх се разгъва по-рано), фиктивните върхове 
се разгъват до съответните нечетпи цикли и се образува макси- мално сдвояване 3a всеки от нечетните цикли. Така, след раз- 
Τ ΒΒΆΠΟΤΟ на всички фиктивни върхове, се получава сдвояване с 
максимално тегло за изходния граф Со. Край. 

От описанието на алгоритъма се вижда (k. в ствпка 5 слу- 
ὍΔΗ 6 = 63), че редът на разгъване Ha фиктивните върхове πὸ нечетни цикли не съвпада с реда Ha тяхното формиране. 

По-строга обосновка, доказателство 3a коректността на ал- горитъма можете да намерите в [47] и др. 

4. Оптимални покрития в графи 

В параграф 1.5 на предишната глава показахме, че ако знаем алгоритъм за намиране на максимално по мощност сдвояване, JICCHO може да се намери покритие с минимална мощност. Беше предложена и KOUKpeTHa процедура 38 това. Тъй като в то- Зи параграф изложихме алгоритми 38 намиране на максимално ΠῸ MOINHOCT сдвояване, следва че с THX и цитираната но-горе процедура от параграф 1.5 можем да памираме минимални по мощност покрития в произволен граф. Ето защо ще разгледаме само въпроса за намиране на минимално по тежест покритие. 

както при алгоритмите за максимални сдвоявания, основна. про- цедура се явява процедурата 38 построяване на алтернативно дърво. Техниката, която се използва, се базира. отново на връз- ката между решенията па правата и дДуалната задача (вж. па- раграф 2.1 и предишния алгоритъм). Алгоритъмът е предложен ΟἹ автора na [52]. 
Нека G = (X, A) е произволен rpad. Да означим, както пре- ди, е У -ТИ, V,, че V2} множеството ОТ всички подмножества па множеството Х, състоящи се от нечетен брой слементи. Да означим ¢ 27y, + 1 броя на върховете във Vi, а с Ш — мно- жеството от такива ребра, че поне един от инцидентните с тях ΒΈΡΧΟΒΘ е ΟἹ И. Ясно e, че всяко покритие трябва да свдвроеа поне ny, + 1 ребра от U,,.
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κ и сега o3 . ; 7 Ἱξ(ἕ(ῖ Я а 0;;1;“1“5[3 с 0(1,1) > 0 теглото na реброто (1,7), и 
пека 452) 1, реброто (1, 4) e от покритието, и #(1,4) = 0 
ако реброто не е от покритието. / / 

Да формулираме и апализираме проблема за намиранле пок- 
ритие с минимално тегло KATO задача па линейпоти не 
както това с паправено в [47]: ипото оптимиране, 

; 

(8.28) > a(i, j)z(i, ) — min 
( 

при ограничения 

(8.29) Y ΊΡ Ὁ τ } 1, saVie Χ, 
͵ 

(8.30) 3 τ } 2а + m=1,2, ч. 2 
(4,5)€Um 

(8.31) 2(5,7) > 0, 3a всяко pebpo (2, 7). 

Очевидпо всяко покритие удовлетворява ограниченията Ha 

тази задача. Пейната дуална. задача а: 

Ζ 

(8.32) Σ u; Ἔ Σ(Πω + 1) — max 

16Х m=1 

при огравичения 

(8.33) шъу Σ Vm > а(5,4), 3a всички ребра (2,4), 

т) Εὔπι 

(8.34) π >0, 3aVie X, 

(8.35) tm 20, m=1, 2, .., #.
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Условията за равновесие па правата и mglémg’:‘;e:?anaqa, Ko. 

ито получихме в параграф 9.1, в случая ca след : 

(836) щ) >0-> щ + ΣΣ τ Ξ α(,2)» 38 ν(1,2) 
πι.) Εὔπι 

(837) ὠ»θΞν Σ Ρ(.,2). 20, =1, 38 νίε Χ, 

jeX 

1.8. върхът # 06 покрива само ΟἹ едно ребро. 

(8.38) wm>0= Σ, а(57)-та Ἐ1, m=1 2, .., #. 

(4.7)€Um 

Следователио във всяко множество върхове с нечетна мощ- 

пост 27y + 1 върха се покриват OT Ry ребра, чиито краища са 

от множеството и от едно ребро, на което единият край принад- 

лежи на множеството. 
В дуалната задача променливата ; е съответна па ограниче- 

пието (8.29), T.e. щ е дуална промеплива за върха i. Дуалната 

променлива U, съответна па ограпичението (8.30), е двойпст- 

вена за подмножеството върхове Илм, което е с печетна мощност. 

Аналогично на предишния алгоритъм и тук построените цик- 

ли с нечетна дължина се свиват във фиктивни върхове ag. Всеки 

такъв псевдовръх а) съдържа подмножество върхове с печетна 

мощност. Дуалната променлива vk, свързана с подмпожеството, 

се разглежда като дуална за фиктивния връх Q. 
ΟἹ ограниченията Ha дуалната. задача следва, че 

μ < m].in{a(ivj)i fl(j, ι)} 

Когато 38 дуалпата променлива ¥; FOPHOTO неравенство е U3 
пълнено като равенство, върхът ¢ се нарича ynasmiuen, а в ΠΡῸ- 
тивен случай -- weynasmuen. Axo ц; = 0, върхът # се нарича 
празен. Ясно e, че ограничението (8.87) пе касас празните вър” 
хове и само празните върхове могат да са инцидентни с повече 
ΟἹ сдно ребро от покритието, Освен това, всеки уплътнен връх 
трябва да бъде съединен с ребро с празен връх. 

Алгоритъмът 38 построяване на. покритие с минимално тегло 
се осъществява на два етапа. Па първия етап се строи сдвоя” 
ване, а Ha втория сдвояването се преобразува в покритие. При
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стартирането на първ .. 
Προἷ A ρζυΐξ; e:'lr:n всички 2(5,7) ca пула, дуалпите 

промепливи ч; удовлетв нула, а стойпостите на дуалпите 

aya. В първия ет оОряват ограничепията на дуалната за- 
fi;m,x v KofiI')ro и He;g}l ξει всяка итерация се взима ненаситен out- 

m-epau;rm'ra или ребро,т;[;?д.и Ζἷιἳἑἔτο резултат OT изпълнението на. 

1eTo, WM дуалните п THO с v, се включва в сдвоява- 
плч:тпеп пърха v, П ромепливи се променят, така че да бъде 

y алната. заЕача . ἓΗ това на първия етап ограничепията на 

дуална трябва. да остават удовлетворени, както и да 
са удовлетворени условията (8.36) и (8.38). 3 

При втория стап най-напред се изключват ненаситените и He- 

уплътнени върхове. След това полученото като резултат OT 
първия стап сдвояване се преобразува в покритие, като в сдво- 

яването се включват ребра, всяко от които съединява уплътнен 
пвръх със съответеп празен връх. По този начип се получа- 

ва покрите, за KOCTO са удовлетворени условията на правата и 

дуалната задача, както и условията (8.36) - (8.38), което гаран- 

тира минималност нпа покритието по отношение на теглото. 
При изпълцението LA първия етап на практика проблемът е 

как да се актуализира сдвоявапето и (или) дуалните променли- 

ви, за да може върхът да стане наситен или уплътнен. За целта 

¢ достатъчно в MHOXECTBOTO ребра, удовлетворяващи ограпиче- 

пието (8.33) като равенство, да се построи алтеряатвно дърво 

с корен във върха . 
1. Ако в резултат ΟἹ прилагане на алгоритъма 38 строене па 

алтернативпо дърво се получи аугментална верига, се прила- 

га познатата процедура - светлите ребра на веригата стават 

тъмни (вклтючват се в сдвояването), а тъмните — светли (изк- 

лючват сс OT сдвояването). Върхът v става ицидентен с ребро 

Q. 

o QCJ ω}ΐἓἓἂιξἴΐωγπτᾶτ па строене па дървото се получи печетеп 

цикъл, τοῦ се стяга до фиктивеп връх, след което продължава 

строспето па алтериативно дърво в получения граф. 

΄ RS Ако в резултат la строене на алтерпативното дърво се 

стигна A0 уигарско дърво, дуалните променливи се актуализи- 

р ка че: 

рат, Та стросното алтернативно дърво може да се добави 

щ-върхът 2 на дървото става уплътнен. 

6)95 а) продължава строенето πᾶ алтернативното дърво 
чая 

В случан ка v, ἃ B случая 6) e намерена неутрална аугмен- 

рха 7. В аугменталната верига 

тъмни и обратно, B резултат на 

за HOBOTO сдвояване, а върхът 7 
сриг 
срребра се "обръщат” B 

ἬΠΡΤ 
което KopL]]’b
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става пенаситен, уплътнен връх. 
От казаното следва, че върхът v в крайна сметка става или 

паситен, или уплътнен, 
Спед свиването VA пнечетните цикли във фиктивци върхоце, 

алгоритъмът за построяване на покритие с минимално тегло 
преобразува обратно фиктивните върхове в съответните изход. 
пи нечетпи цикли. Редът на разгъване на фиктивните върхове 
частично съответства на реда па тяхното получаване., 

По-формално olivcanne на този алгоритъм и пеговата обос- 
повка можете да памерите в [47] и [52]. 

Забележка: В случая, когато 3a теглата не ребрата са допус- 
тими отрицателни стойпости, оптималиото решение на, задача- 
та па линейпото оптимиране (8.28) - (8.31) ще се достига при 
1(5,4) = οο при a(i,§) < 0. Очевидно всяко ребро с отрицателно 
тегло трябва задължително да участва в покритието с минимал- 
HO тегло, а всяко ребро с нулево тегло може да бъде включено 
в покритето с минимално тегло. Ето защо, ако искаме корек- 
THO да използваме предложения алгоритъм, трябва да се Han- 
рави следното. Достатъчно с ребрата с отрицателни тегла да 
се преобразуват като ребра с пулево тегло, След това с пред- 
ложения алгоритъм може да се намери покритие с минимално 
тегло в получения граф с неотринателни тегла на ребрата, Към 
получепното покритие се добавят всички неучастващи в покри- 
тието ребра, имащи до преобразуването отрицателни тегла. В 
резултат се получава. покритие с минимално тегло за изходния 
граф. 

2.9. Алгоритми за задачи от тип СРР 

В този параграф ще продължим изследванията, 3ALOUNATH B 
параграф 1.6 na предишната глава. Tam дефинирахме поняти- 
ето ойлеров цикъл (верига) в неориентиран граф С = (Х,4) и 
дадохме алгоритъм 32 построяване на покриващ графа ойлеров 
цикъл τ цикъл, който минава 10 всяко ребро ma графа точ- 
ΠῸ веднъж. Припомияме, че пеобходимо и достатъчно условие 
34 съществуване на такъв цикъл ¢ всички върхове Ha графа да 
бъдат от четпа. степен. 

Както вече изяснихме в параграф 1.6, Μποῖὸ задачи от прак- 
Тиката се свеждат до търсене па оптимални маршрути в графи, 
при това в повечето случаи пе ¢ нпалице условисто всички вър“ 
хове на графа да са от четна степен. 

В този параграф ще дадем алгоритми sa намиране на решение
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па Taka наречената задача за китайския пощальон. 3a краткост 
ще означаваме тази задача и задачите от този клас с ag евиа- 
турата СРР (англ. chinese postman problem). Knacnqecng фор- 
мулировка на тази задача е: Пощальон трябва да mpsene от 
пощенския офис и минавайки no всички адреси, да се вврие отново 
в офиса, така че да измице мичнимално разст;)яиис” Ila езика на 
графите формулировката на проблема изглежда т;“ька: 

ЗАДАЧА ОТ ТИП СРР. | В граф С да се памери затвореп 

маршрут с минимална дължина, включващ всички ребра на гра- 

фа, T.e. 1O всяко ребро на графа да се премипе поне веднъж, 

като движенисто завърши в изходната точка 8. 

Очевидно, когато всички върхове на графа са четни (четен 

граф), съществува ойлеров цикъл, покриващ графа G, т.в. ци- 

къл, минаващ по всяко ребро точно веднъж и дължината на 

ойлеровия цикъл сс явява решение на СРР. 

Когато съществуват върхове с нечетна степен, в графа няма 

ойлеров цикъл. Това означава, че пякои ΟἹ ребрата Ia графа 

трябва повторно да бъдат обхождани, за да се BbpHeM в изход- 

пия връх 8. В този случай проблемът се състои в това кои ΟἹ 

ребрата повторно да се обходят, така че в крайна сметка из- 

минатото разстояние да бъде минималпно. С други думи СРР е 

сдна типична. оптимизационна. задача. 

При по-нататъшното изложениес, ако не ¢ казапо друго, ще 

считаме, че графът С е свързан и теглата a(i,j) па ребрата 

са положителни (макар че част от получените резултати ще се 

отпасят и за свързани графи с отрицателни Terna). 

Лесно се съобразява, че ако бъдс HaMepel оптимален марш- 

рут на пощальона с пачало и край връх §, дължината на опти- 

малния маршрут в графа не зависи от избора. Ha пачален връх. 

Това с така, защото ако е избратн 3a пачало Ha маршрута върха 

s, нис рано или късно ще преминем през друг връх ἐ; различен 

от 8, откъдето отново ще се върпем в 8, T.C. оптималният мар- 

шрут с начало връх 1 има същата дължина като оптималпия 

Mapmpy'l' с начало 8. 

1. CPP B неориентиран rpad G = (X, A). 

1. Когато графът С е ueTel, както вече споменахме, B него 

има ойлеров цикъл, който дава решение на CPP. Алгоритъм за 

намиране на ойлеров цикъл в неориентиран граф с четни сте- 

пепи па върховете, беше даден в параграф 1.6. 

2. Пека графът С = (X, А) не е четен. При всеки маршрут на
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пощальона за всеки връх T броят Ha "влизанията” във върха е 
равен на броя на "излизанията” ΟἹ него. Оттук веднага. следва, 

че ако връх T е печетен (с нечетна степен), То поне едпо реб- 

PO, инцидентно с този връх ще бъде обходено повторно. Ако с 

1(4,7) означим броя па допълнителните премипавания по ребро- 

то (5,7), пощальопът ще преминава през реброто (%, ,(59+1 

пъти. Повтарното (многократното) преминаване през реброто 

(5,7) може да се интерпретира като паличие па пово, фиктив- 

1o ребро (i,5) в графа С (или нови фиктивни ребва (1,2)). C 

лдруги думи, пощальонът трябва да определи стойностите на 

цпроменливите ((1,7) така, че Σ а(57)4(5, 7) да. бъде минимално. 

Припомпяме, че броят на печетните върхове във всеки графе 

четно число (теорема 1.1 ΟἹ глава I). 

Пека върхът « е нечетен и повторно се обхожда. реброто 

(z,y). Добавянето na това фиктивно ребро z,y) в графа С upa- 

ви Четпа степента Πῶ T и променя степента на връх у — ако 

върхът у с бил четен, след добавянето Ha фиктивното ребро 

(¢,y) степента му ще стапе нечетна. За да изравпим броя на 

# влизанията” и "излизанията” във върха ¥, трябва инцидентно 

с у ребро да бъде повторпо обходено и т.п., докато стигнем до 

друг връх Ζ, който е от нечетна степен (добавянето на фиктивно 

ребро, инцидентно със Z, го прави четен връх). 

С други думи, за да се изравни броят на "влизанията” и 

“излизанията”, за всеки връх па графа: 

а) ако върхът + е нечетен — нечетен брой ребра, инцидентни 

с този връх, трябва повторно да се обходят; 

6) ако върхът T е четен — четен брой ребра, инцидентияи с 
този връх (пулата също е четно число) трябва повторно да се 
обходят. 

ΟἹ казаното следва, че всяка верига ΟἹ повторпи, фиктивни 
ребра, стартираща ΟἹ нечетния връх ¥, задълчително завършва 
в друг връх с нечетна степен, като разбира се веригата може 
да преминава през върхове с четна степен, 

Да означим с Хъда множеството ΟἹ всички нечетни върхове в 
графа С. Нека Р е множеството ΟἹ вериги ;; с крайни върхове 
z; и +; Е Х о4а, такива че пикои две вериги нямат общ краен връх 
и тези вериги покриват върховете Хоаа. Броят на. тези вериги 
очевидно е -ξ-|͵ о4а|. По друг начин казано, Р e съвършено сдво- 

яване на върховете Ха чрез вериги. Ако добавим ребрата на. 
веригата p;; като фиктивни, паралелни ребра в графа G, очевид- 
по ще "удвоим” някои ΟἹ ребрата на G. Изпълнявайки Tona 38 
всяка. верига ρῃ € P, ще получим 5-граф G(P). Тъй като някои
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efipaafla, ‘G MoraT да участват B различни вериги pij, TO някои 

от ребрата могат да се окажат yTPOCHH, учетворени и т.1. От 

паправените коментари следва очевидно верността на следното 

твърдение: 

» TEOPEMA 9.1. За ecexu yuxsa, покриващ G, мооже да се из- 

берв мпожество P, зп което в графа G(P) uma ойлеров покрчиващ 

циквл, свответец на парвончачалния избрац yuxsa e С. При това 

свответстевието е такова, че ако пврвоначалиият циквл минава 

по реброто (га2;) в G, 1 namu, mo e G(P) свществуват Г pebpa 

(peaanomo vl —1 фиктивии) меожду 1; ч Tj, всяко oM които се 

обхожда точно e€dun nom в ойлеровия yuxsa в G(P). Βαριο et 

обратното mespdenue. 
а 

Доказаната теорема автоматично дава идея 32 решавале па 

CPP. От теоремата следва, Че 38 намиране на оптимален мар- 

шрут, т.е. решение ца СРР, е достатъчно да намерим опова 

"верижно” сдвояване P* па върховете 0T Хо4а, което € с ми- 

нпимално сумарно тегло, т.е. даващо минималпо допълнително 

тегло. Намирапето Ha TOBa верижно сдвояванес може да. стане 

TaKa: 

АЛГОРИТЪМ 34 РЕШЕНИ: ТА СРР.| Разглеждаме графа. 

G = (X,,,M,A’), където Xogd е множеството върхове с нечетна 

степен от G, а A’ е множество ребра, съединяващи всяка двойка. 

върхове от Xodd, Т.с. пълен граф с върхове Xodd- 

С нпомощта на алгоритъма па Флойд (параграф 2.3) намира- 

ме най-кратките пътища между всеки два върха на графа G'u 

техните дължини. Да означим с 4; пай-краткия път между пе- 

четните върхове Ii ¥ 2) т.в. теглото па реброто (zi,z;) 5 G 

Тъй като в G’ трябва да памерим сдвояване с минимално су- 

марно тегло, заменяме теглото d;j па BCAKO pebpo B rpada G ¢ 

0—d;;, където й ¢ достатъчно голямо число и прилагаме алгори- 

тъма, за търсене на сдвояване с максимално тегло, предложен в 

параграф 2.8. Очевидно този алгоритъм ще генсрира сдвояване 
ц 

с минимално сумарно тегло за Гграфа С” при тегла па ребрата 

di;. 2 
Те като ребрата B G’ са съответни на веригите, съедипява- 

¢ на G, определянето на верижно сдвоявапес 
щи нечетните върхов 

pa ребрата в графа G, които допъл- 

Р“ с минимално тегло зада 

нително ще бъдат обходепи, така че полученият маршрут да 

бъде оптимален. 

e ——
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ПРИМЕР 9.1. Ха се намери оптималния маршрут на нощальона в следнин граф (пунктираните ребра пе ca от графа G): 
4 6 с 

Граф G: 5 

(плътни ребра) 
4 Граф С() 

(всички ребра) 

а зираме тези тегла 4;,, заменяйки гис θ — dij ( алгоритъма. 32 сдвояване с максимално тегло ( %2 dij сдвояване с минимално тегло), тъй като случаят е достатъчно прост. Всевъзможните сдвоявания в С (без да. актуализираме тТеглата) са: P - {(α,}}, (4, с)) — тегло na сдвояването 34 3 -6. Веригата ¢ мипимално тегло а веригата с минимажо тегло, сдвояваща върховете ἐ μ ς ς (4,7), f,0). Py ={(a,d), (6, с)) — тегло Ha сдвояването 4 - 3 = 7. Р ={(e,¢), b,d)} — Terno на сдвояването 3 4 6 = 9, Сдвояването с мипимално тегло e Py, Следоват елцо добавянето na ребра- 
Ta от TOBA верижно CHBOARANE към графа С ще доведе до графа G( Р,), B който всички върхове са OT четна степен. Ойлеровият Цикъл в графа С( Р)) задава оптималния маршрут на пощальона. С предложения в параграф 1.6 алгоритъм 38 намиране на ой. леров цикъл, намерете този цикъл в получения граф С(Р,). 
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Ше докажем следното твърдение: 

. «а Р“ 
р 511301”1“711/1.21;1 9.2. Пека Р“ 6 верижното сдвояване на нечетии- 

те ввргове шбЪ смичимално тегло. Тогава в графа С( Р“) за вея- 
ко реално ребро па графа С свществува най-много едно фиктивно 

редро. 

Доказателство: Да разгледаме в Р“ две произволни ве- 
риги pij И Рра, СВЪрзващи съответно върховете ) #;) И Tp, Та- 
Папомняме, че това са най-кратките (+; - 1;) и (zp — #4) пътища 
и освен това, че Г“ с верижното сдвояване с минимално тегло. 

Ше покажем, че пикои две вериги Ha Р“ пе могат да имат 
общо ребро, откъдето следва, че никос ребро πᾶ графа G не 
може да бъде обхождано допълнително повече от един път. Да 
допуснем, че веригите р;; и рру от P* ca ребрено пресичащи ce, 

т.в. имат общо ребро, както с показапо па чертежа долу: 
; 2а 

2 

Zp 

Pij s Хае Uy Uy не 2) 

βρᾳ: Tpy e Uy Uy ее Tge 

Torapa очевидно сумарното тегло на TOBa верижно сдвояване 

e включва теглата па всички ребра по ведпъж плюс теглото 

а(ш т) на реброто (u,v). Очевидно обаче, в следствие допус- 

кането, съществува друго верижно сдвояване Ha тези двойки 

нечетни върхове, например 

Pig Т Tiy чееа Uy еее gy 

βρ᾽ : Tpy еее Uy ен 2. 

а сдвояване ¢ по-малко от теглото па предишното Теглото на Ттов ), което U, )5 противоречи па това, че Р“ e верижнпо 
и то TOULO ¢ B U ΠΠΟ с сдвояване с мини умарнпо тегло. а 
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От теоремата. следва, че след прилагането на алгоритъма 3, 
намиране па оптимален маршрут на пощальона, всяко ребро на 
графа С се обхожда. поцне веднъж и пай-много два пъти. 

2. СРР в ориентиран граф G = (X, E). 

При ориентирани графи задачата СРР (за разлика от нео- 
риентирани графи) може да няма решепие. Това се случва 3a 
ориептирани графи, в които има такова множество ΟἹ върхове 
Х! C X, че липсват дъги, изходящи от върховете на миожество- 
то X' към върхове, непринадлежащи на Χ΄. Папример в графа, 
изобразеп долу, СРР пяма решенисе: 

e d 

._JL 
a b е 

Множеството X' = {a,b,e,d} ¢ такова, че отсъстват Дъги с 
цачало връх от това множество и край в множеството върхове 
Χ -- χ', 

Ако пе съществуват такива множества от върхове Х” в rpaga 
G, задачата. за пощальона винаги има решение. 

В ориентирапи графи, както и при неориептираните, броят 
?влизания” на пощальона в даден връх трябва да бъде равен на 
броя ”излизания” ΟἹ този връх. С други думи, ако нолустепента 
Ha входа 47 (2) на произволен връх T не съвпада с полустепен- 
Ta на изхода d(z) на този връх, пощальонът задължително ще обхожда. някои ΟἹ дъгите, инцидентни с + повторпо. По-точно: а) ако d¥(z) > 47 (2), пощальонът е длъжен да обходи повече OT едий път някои OT влизащите във върха + дъги; 

6) ако 47 () > d*(s), пощальонът ¢ длъжен да обходи някои от излизащите OT Σ дъги повече ΟἹ един път. 
ПЪРВИ СЛУЧАИЙ. Графът G = (X,E) 

d*(z) = 47 («) 38 всеки връхт € Х. 
Очевидно в този случай графът G ¢ четен, T.¢. степента Ha всеки HETOB връх е четга и за HAMUPAIC Ha оптимален мартрут може да се използва методът за намиране на ойлеров цикъл, предложен в параграф 1.6. С други думи, при симетрични ори- ситирани графи оптималното решение на СРР се явява същес- 

твувалщия в графа покриващ ойлеров маршрут. 

9 симетричен, т.е.



9. Алгоритми за задачи от mun CPP 399 

ПРИМЕР 9.2. Да се на граф: мери оптимален маршрут на пощальона в следния 

2 3 

βρι 

P2 

3 

6 

Vanonspame предложения метод в naparpad 1.6. Тръгваме or върха 1 и 

се движим (в случал съобразявайки се с посоката на ребрата) MO различни 

дъги, докато отково стигнем във върха 1 (всеки друг връх на графа може- 

ше да. бъде избран 38 lxaqancu}, T.e. докато получим някакъв ойлеров цикъл 

(незадължително покриващ). Например цикълът p1 < (1,2), (2,3), (3,1). 

Ако този ойлеров цикъл € покриващ 38 графа, задачата е решена. B 

тивен случай, дъгите на получения цикъл се изключват (от разглеждане) от 

rpada — както е в нашия случай, цикълът р не е покриващ ойлеров цикъл. 

Избираме друг произволен връх, инцидентен с някоя OT осталалите дъги Β 

rpaa. Например връх 3 и πὸ същия начин се движим, докато получим нов 

цикъл рг = (3,4), (4,5), (5,3). Изключваме и тези дъги от графа (правим 

това, докато мпожеството на оставащите дъги е # й). След това избира- 

ме връх 4 (инцидентен с оставащи, пеотстралени дъги) и получаваме цикъла 

рз = (4,1), (1͵6), (6,4). Отстраняваме дъгите на цикъла рз и в този момепт 

всички дъги на графа пвече са отстранени, По този начин разбиваме графа 

πᾶ прости ребрено непресичаши се цикли, което дава възможност бързо да 

получим покриващия ойлеров цикъл (за подробности виж параграф 1.6). 

про- 

3 4 

” P2 o3 

вия цикъл p1, AOKATO стигнем началото на следващия 

цикъл ра. Напускаме цикъла ρὶ и продължаваме движението в цикъла p2, до- 

като стиглем до началото на следващия цикъл. Всеки път папускаме текущия 

цикъл щом стигием до началото на следващия и т.и. докато стигием до пос- 

ледпия цикъл, който описваме изцяло, след това се връщаме в предпоследния 

цикъл и се движим ло непреминатите негови дъги и т.д., докато достигнем до 

и завършим движението си в началния връх, 
ПЪрПИЯ 

цик”ьл 
" 

В конкретния случай полученият с помощта на циклите р1, ра и рз ойлеров 

цикъл е СЛСЛПИЛТ:
 

(1,2), (2,3), (3,4), (4, 1), (1,6), (6,4), (4,5), (5,3), (3,1). 

Движим се в пър



400 Гл.2. Оптимизационии алгоритми а графи и мрежи 

BTOPH СЛУЧАЙ. Пека cora графът G пе е симетричет, т.е, 
съществуват върхове & € X, такива че ἐ (2) # ἀτ («). 

Както изяснихме в предварителните коментари, в този слу- 
чай някои от дъгите па графа С ще бъдат обхождани повторно 
(неколкократно). С помощта па потоковите алгоритми може да 
се реши задачата Ο 3a оптимален мартрут па пощальона. Π Ὸ 
следиия цачин: 

ИДЕЯ НА АЛГОРИТЪМА. | Да означим ς /(4,4) броя πᾶ нов- 
ториите обхождания па дъгата (4,7). Очевидно /(4,4) > 0, πππὸ 
число. Задачата за ONTUMANCH маршрут може да се формулира 
такал 

(9.1) З a(i,5).f(4,7) — min 

при ограничения 

(9.2) по+Уу ле е+ Τ ,Ὁ. 

Ограниченията (9.2) изразяват условиесто във всеки връх да се влиза толкова пъти, колкото се излиза, KATO при TOBA се ми- нимизира изразът в (9.1). Условията (9.2) могат да се запишат още така: 

(9.3) 2 UG = Да) = ατῷ -- a*(3) = D). 
2 

Формулираната задача (9.1), (9.3) представлява задача 38 TIOTOX с мипималпа. стойност (вж. нараграф 2.5). 
Върховете, 38 които D(i) > 0, представляват източници с предлагале J)(i). Аналогично, върховете, за които 1)(1) < ( се явяват стокове (крайпи пунктове) с търсене, равно на [Π(}}. Върховетс, за които 2() = 0, сс явяват вътрешни върхове па мрежата. 
Формулираната задача 3a ΠΟΤΟΚ с минимална стойност B мре- жа с няколко източника и пяколко стока, както отбелязахме в параграф 2.5, може да се реши кат 

в мрежата. Допълнител- 
всички други източници 
пунктове) са свързани с 

ите (пропускателните способ- 
авния източник 4 са равни ua 

Ui мрежата, а всички стокове (крайни 
дъги с главния сток Т. Капацитет 
НОСТИ) па дъгите, излизащи от гл
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предлагането на съответпия (пеглавен) източник 81. Аналогич- 

10 капацитетите на дъгите, влизащи в главния CTOK Т, са равни 

на търсенето на съответния (не главен) сток ἔ;. 

В получената. по гореописания начин мрежа теглата. (пените) 

на допълнителните дъги от вида (5;,;) и ({;,1) са нула, теглата 
Ha останалите дъги, т.е. дъгите на графа. d, се разглеждат като 

цени за пренпос на потока (капацитетите Ha тези дъги са 00, т.е. 

са пеограничени). 
Тъй като деснпите части на равенствата (9.3) са цели числа, 

то алгоритъмът за поток с мипимална стойност ще renepupa в 

мрежала целочислеп, неотрицателен поток .(1,2) във всяка дъга 

2. 
Ясно e, че оптималните значения /(5,7) па потока миними- 

зират израза (9.1), ето защо след определнето на оптималните 

2(6,7) можем да. построим граф @', в който реалната дъга (52) 

на графа С повторно се обхожда още Л(6,7) пъти. Норади yc- 

ловието (9.3), еквивалептно на условието (9.2), графът С! се 

явява симетричен, т.е. в него броят Ha влизащите и излизащите 

цъги от всски връх е равен. ΟἹ разглежданията, направени Β 

предишния случай, в С” може да се намери покривал ойлеров 

маршрут и той ще се явява оптимално решение на задачата СРР 

за графа G. 

Ше илюстрираме предложепия алгоритъм със следния при- 

мер: 

им оптимален маршрут Ha пощальона за следния 
ПРИМЕР 9.3. Ше памер! 

рафа С ca дадени 
ориеитиран, несиметричен граф G. Теглата nma дъгите в г 

πΆ чертежа. долу. 

Пресмятаме полустепените на входа и изхода за всеки OT върховете на гра. 

фа G, за да определим съответно източниците, стоковете, вътрешните в»ьрх(!; - 

ата и капацитетите на допълнителните дъги, инцидентини с главния "ΒΘ 
3- на мреж T 

главиия сток T, които B последствие ще въведем. точник S и
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ἀ (я) Ξ 8 dt(s1)=1 τ върхът 81 е източник с предлагане 3 —.1 =2; 

47 ( «) Ξ 2 - 4Е(+) — върхът T € вътрешен връх 32 Mpcxfa.m: 

d(y)=1=4d*(y) — върхът у е вътрешен връх 38 Mpt:):a;:a, 

а7(4)-1<4 (4)-2 — върхът ἢ 6 сток с търсене [1-2]=1; 

d7(t)=1<d*(t2) =2 --върхът ἰς € CTOK с търсене Ι1 -- 2| Ξ 1. 

Въвеждаме допълпителен глазвен източник 4 и главен сток Т. На чертежа 

долу е изобразена. получената мрежа: 

> ___>@ 

Числата, приписаки ua допълнителиите дъги (S, s1), (41, T) и (I2,T) ca na- 
Mcpenute 38 тези дъги капацитети. Тези дъги ca с тегло (mena) ниула. Всички 
останали дъги в мрежата са с неограничен капацитет и тегла (цени), указани 
в предишния чертеж. 

АЛГОРИТЪМЪТ 38 търсепе на поток с минималина стойност ΟἹ S до Т, оче- 
видно ще препесе една единица поток по веригата 

(S:sl): (Slvz)r (th2)y (li:T) 

Ha сумарна цепа 11, 

Втората единица поток ще бъде пренессна 1o веригата 

(5,#1), (51,2), (2,8), (t2yt1), (4, T) 

на cyMapua цена 15. 

Следователно f(s1,z) =2, Дт, 1) =2, f(t2,t1) = 1. Във у у 
на графа С величината на потока Да) Ἐ rg " всички други дъги 

Следоватслно пощальопът трябва. допълнително да обходи дъгата (s1,7) 
два пъти, дъгата (z,12) --- ABa пъти и дъгата (ἐ2, 1) — един път, ' 

Добавяпето на цитираците по-горе фиктивни дъги толкова пъти, 
уточнихме, към графа С води до симетричен opuenTupan граф Ο', за койта пече дадохме алгоритъм, намиращ оптималек маршрут на пощальона. 

колкото
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Граф &' 

Решавапето на СРР в смесен граф, T.e. граф с ребра и дъги, 
се решава също с помощта па потокови алгоритми. Ще отбе- 
лежим, че при смесен граф С трябва да се разгледат следните 
три случая: 

1. Графът С е четен и симетричен. 
2. Графът G е ueren, по несиметричен. 
3. Графът G е печетен и песиметричен. 
Първият ΟἹ горните три случая лесно се решава KaTo се при- 

ложат последователно дадените вече методи за симетричен ори- 
снтиран и четен неориептиран граф. 

Алгоритми, решаващи проблема в другите два случая, мо- 
зкете да памерите в [47] и др. 

2.10. Алгоритми 38 задачи ΟἹ тип TSP 

В параграф 1.6. на предишната глава формулирахме понпя- 
тията хамилтонова верига и хамилтонов цикъл в граф С — ци- 

къл, който минава през всички върхове па графа точно ведпъж. 
В практиката ChUICCTRYBA едип голям клас задачи, свързани с 

намиране ца оптимален маршрут в граф. Поради различната 

терминология, използвана в литературните източници, ще фор- 

мулираме следпата задача, която ще наречем (обща) задача на 

тарговския петиик (англ. Travelling Salesman Problem,). За крат- 

кост тази задача ще означаваме с абревиатурата TSP. 

1. Задача от тип TSP. 

Търговец трябва да постои всеки град от даден регион (понпе 

веднъж) и да се върне там, откъдето е тръгнал, като при това 

измине мипимално разстояние (Χ 

Обърнсте впимание, че пр]и[!чГЗР пяма изискване всеки град 

да ¢ посстен точно веднъж. Ттърговецът се стреми да осигу-
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ри поне едно преминаване през всеки град, като осповният му 

проблем се състои в минимизиране па дължината на пътя, т.е, 

за него не е съществено дали ще премипава повече от един път 

през даден град. С други думи, ако минимизирането на из- 

минатия път предполага многократни преминавания през дадец 

град, търговецът ще ги реализира. 

Обръщаме внимание, че в TSP дължината па пътя може да 

се иптерпретира. като разстояние в километри, пена па загуби в 

лева, загуба на време в Часове и т.п. 

Ще формулираме и следпата задача: 

(**) В граф да се памери хамилтонов цикъл с мипимална 
сумарна дължина. 

В по-нататъшните разглеждания, ако не ¢ казапо нищо друго, 
ще разглеждаме свързани графи с тегла Ha дъгите a(z,y) > 0. 

Очевидна e връзката и различията на формулираните задачи 

(*) и g‘ ). 
1. Обръщаме впимание, че оптималният маршрут πᾶ търго- 

веца. не винаги се явява хамилтонов цикъл. 

В горния граф оптималният маршрут на търговеца очевидно 

(1,2), (2,1), (1,3), (3,1). 
Търговецът e посетил всички градове и е изминал възмож- 

HOTO минимално разстояние 4. Очевидно оптималният маршрут 
на търговеца не е хамилтонов цикъл. Оптималният хамилтопов 
цикъл (в случая той е един) с 

(1,2), (2,3), (3,1) 

и неговата дължина е 102. 
2. Има обаче връзка между формулираните по-горе две 3a- 

дачи и тя се дава със следната теорема: 

е
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ΠΟΡΕΜ »ь ТЕОРЕМА 10.1. Ако за веяка двойка вартове (z,y) в графа С 
е изпвлнсно неравенството на тривгвлника, т.е У) в град 

, m.e. 

a(2,9) < α(α, 2) + a(z,y), за Vz £z, 3, 
то хамилтоновият контур се явя ва реш - τ ρα сеществува). решение na TSP (когато ma 

« 

с д,руги думи, ако графът G удовлетворява перавенството па 
551?1;1)*.1,1111ика, OUTUMAJNOTO решепие на (**) се явява решение 

Пе е необходимо πᾶ се търсят алгоритми за решаване на вся- 
ка от горните две задачи. Ако графът С пе удовлетворява пе- 

равепството па триъгълника, дължината a(z,y) на всяка дъга 

(z,9) неудовлетворяваща перавенството, можете да замените с 

дължинпата на най-краткия (z - у) път. Тогава алгоритъмът, 

памиращ оптималеп хамилтонов цикъл (T.e. алгоритъмът 38 

решавапето πᾶ (¥*)) ще генерира решение на (“) — достатъчно 

¢ B това решение дъгите а(+, у) с намалепа дължипна да замените 

с дъгите, участващи в най-краткия път между върховете T и у. 

Ето защо с достатъчно да се памери алгоритъм за решаването 

па (**), което автоматично дава възможност да се решава И *)- 

Обърпете впимание, че ако трябва да се памери хамилто- 

пов цикъл с максималпа дължина, също не е нообходимо да се 

разработва алгоритъм за решавапето на този проблем. В този 

случай може да. се постъпи така (тази техника вече използвах- 

ме в параграф 2.8 и 2.9): Заменете теглалта a(z,y) на дъгите ΠῸ 

следпия начинп 

a'(z, ?/) =0- a(zv у) 20, за V(xa :’/)7 

където й ¢ достатъчно голямо число. Очевидно тогава 

Σ (Ъ,(Ш,З/) - Σ [θ - Ц(Ш,у)] = θΙΧΙ - Σ a(z,y)7 

ве e (w)e0 
чили оптималния XaMUITOLOB цикъл, а | X | 

т на дъгите в цикъла (всеки хамилтонов цикъл в графа 

G = (X,E) съдържа точно |X| дъги). Ясно e, че при предло- 

гсдура хамилтоновият цикъл с мипимална дължина, 
жепата прог ΟἹ дъгите с променени тегла е еквивалентен Ha Xa- 
състоящ Се 
милтоновия пикъл с максимална дължина, състоящ се от същи- 

" с непроменепа дължина. 
те дъги 

където със С сме озна 

N
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В параграф 1.6 и 1.8 дадохме вече условия 3a същестуваца 
на хамилтонови вериги (цикли) и алгоритми за TAXHOTO HAMUDa- 
ne. Няма да повтаряме казаното, по в тази връзка ще добавим 
следното. 

Ако графът не ¢ силно снързап (вж. параграф 1.3), в пе- 
го липсват хамилтопови циьли (хамилтоновият цикъл съдържа 
път между всяка двойка върхове на графа). 

ь TEOPEMA 10.2. Ако epagsm G = (Х,Е) удовлетворява усло- 
вията: 

1. Графет @ e силно севрзан; 
2. а(«) > |Х), saVz € X, 

то в графа G свществува хамилтонов циквл. 4 

Формулираната теорема е удобен начин 32 установяване съ- 
ществувапето па хамилтонов цикъл, тъй като с алгоритъма па 
Флойд или Данциг за ПКП (вж. параграф 2.3) леспо се прове- 
рява. условие 1., а условие 2. се проверява тривиално. 

В бъдеще ще разглеждаме графи без примки и паралелни 
дъги. Хамилтоновите цикли не могат да съдържат примки, ето 
защо добавянето или премахването на примки в графа не влияе 

па съществуването па хамилтонов цикъл. Аналогично същест- 

ΒΥΒΆΠΟΤΟ на паралелни дъги (+, у) пе влияе на съществуването 
на хамилтопов цикъл и отстраняването на всички такива дъги с 
изключение на минималната дъга (+, у) не влияе на дължината 
на оптималния хамилтонов цикъл. 

2. Методи 38 решаване на Т5Р. Долни граници 

В параграф 1.8 споменахме за използването па долпи гранци- 
ΠΗ като удобно средство, за да бъде отчетено отклонението на 
произволно допустимо решение от оптималното. 

В [1] с използването на потокови алгоритми € даден метод 38 
изчисление на долпа граница Ly за TSP, 

Ние ще разгледаме пачин за определяне долна. грапица за 
TSP с помощта на задачата за назначенията (англ. Assignmen- 
t Problem) и задачата за покриващо дърво с минимално тегло 
(англ. Shortest Spanning Tree). 

3a краткост B бъдеще 38 цитираните горе JIBC задачи ще из- 
ползваме абревиатурите AP — задача за назначенията и SST 
— задача за покриващо дърво с минимално тегло. 

Методите, които ще разгледаме, са предложени от Кристо- 
фидиес Н. в [2].
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Задачите АР и 55Т, които вече разгледахме в параграфи 1.5, 
?.2 )u 2.8, се решават просто и ефективно 32 разлика OT задачата. 
TSP. Връзката на тези две задачи ¢ TSP дава възможност πᾶ се 
разработят ефективни методи за решаването па Т5Р. 

1ДОЛНА ГРАПИЦА НА TSP ЧРЕЗ АГР.|Задачата AP като за- 
дача. на линейното оптимиране може да се формулира така 

(104) # ZZC;]'.E;]' - min 
31 41 

при условия 

(10.2) ЕЕ;," = E&j =1,3aVi,j=1, 2, .., п, 
i Ε 

(10.3) ξ Ξξ 0 или 1. 

Условието (10.2) гарантира цикличност на решението — във 
всеки връх влиза и ΟἹ него излиза една дъга. Освен това С = 
{eij] е матрицата па теглата, a [£;] е (п X п)-матрица, в която 
&; =1, ако върхът ; е "назначен към върха г; (работникът «; 

върши работата 1;) и &; = 0, в противен случай. 

Очевидно същаТа схема може да се използва и при TSP като 

приемем £ = 1, ако търговецът преминава директно от град 

z; в град z; и &; = 0 в противен случай. Pasbupa ce, в TSP 

трябва. да се положи су = 00, 34 i=1, 2, ..., п, за да отстраним 

примките., 
От казаното е ясно, че ако към задачата AP, формулирана с 

(10.1) - (10.3), пналожим допълнителното ограничение решепи- 

сто πὰ AP да бъде единствен цикъл (хамилтонов), а пе пякол- 

ко несвързани цикъла, ще получим формулировка Ha задачата 
т5Р. 

С други ду 
пително ограничение 

ми, TSP се получава от AP с добавяне на. допъл- 

(изискване), Добавянето обаче на произ- 

волио ограничение B AP увеличава или в най-добрия случай 

запазва минималното зпачение на г, определено в AP. Следо- 

вателно гл Ha AP се явява долна граница за решението Ha 

задачата TSP с матрина. Ha теглата [cij], т.е. 

Оритаит(АР) < Оритит(Т5 Р).
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ЛОЛНА ГРАПИЦА ПА TSP YPE3 SST. IIe’m ¢ = (x, 4) ¢ 
пеорисптирац граф (матрицата на теглата С е cuMerpyy, fa), 
Ако реброто (z1,79) участва в оптималния хамилтонов g, 

. . ) πᾶ отстраним това ребро от цпикъла. Ще получим верига, съ 
тояща се от n— 1 ребра (напомпяме, че ребрата в хамилтоповия ЦиквъЪл са п), минаваща през всички върхове с пачало 21 U край 
та. Теглото I на минималното покриващо дърво с очевидцо 
долна граница 3a теглото Ha тази Bepura. Следователно 

(10.4) 1(55Т) + c(z1,22) < Optimum(T 5 P). 

B общия случай обаче може да не пи ¢ известно нИ участващите в оптималния хамилтонов цикъл ребра, кое 
ви невъзможно на практика определянето на цитирана 
долна граница. В [53] обаче е доказано, че най-дългот 
в цикъла е с дължина це по-малка. ΟἹ maxg, {¢(z;,s)}, 
е означен вторият най-близък връх до върха ;. 
получаваме следната долна граница за TSP: 

Koe ΟἹ 

TO пра- 
та горе 
0 ребро 

ΚΈΠΕΤΟ с 5 
По този начип 

(10.5) L+ mth{c(:c;, 2)) < Optimum(TSP). 

РЕЛАЦИИ МЕЖДУ TSP, AP И SST. | Нека G ¢ неориентиран 
граф. Да означим с G(TSP) покриващия подграф, състоящ се OT ребрата на графа G, участващи в оптималния хамилтонов цикъл. Да означим с G(AP) графа, включващ всички върхо- ве и ребрата, участващи в оптималното решение Ha задачата за назпаченията. Аналогично с С(55Т) графа, състоящ се οἹ peBpata, участващи в оптималното решение на задачата 55Т. Обърнете впимание па следното. Графът G(TSP) притежава свойствата: 

(1) Графът е свързан. 
(2) Степента na всеки връхе 2. 
Графът С(АР) притежава свойството (2), жава. свойство (1). Следователно, ако за за пазпаченията въведем изискването да (1), това решение ще бъде решение на T търговския пътник. 

. Обратно, 38 графа С(55Т) свойство (1) е изпълнено, но Τοῖ! може да не притежава свойство (2). Следователно, ако за 551 поискаме да се изпълнява и свойство (2) — с изключение 12 два крайни върха (примерно ДИ 23), които трябва да имат 

но не випаги прите” 

решението на. задачата 

се изпълнява. свойство 

SP, т.е. на задачата 32
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степепаъ,пъотхх;шмалпото покриващо дърво ще бъде веригата с мипи% ! 0, минаваща през всички п върха. Ако освен то- ва реброто (zl,xz) участва B оптималния хамилтопов цикъл, то ребрата на минималното покриващо дърво плюс реброто (21, +2) дават решение на TSP, ’ 
ΟἹ направените коментари e JICHO, че са възможни следните два метода, за решаване Ha TSP: 
А) Използва се решението на задачата за назначенията AP 

(за което е изпълнено свойство (2)) и се опитваме да ”подчи- 
пим" това решение Ha свойство (1). 

В) Изнолзва се решението на задачата 55Т за минимално пок- 
риващо дърво (за което е изпълнено свойство (1)) и се опитваме 
да удовлетворим и свойство (2). 

Направените бележки се отнасяха за графи със симетрична 
матрица на теглата. При ориентирани графи въведохме понпня- 
тието ориентирано дърво (вж. параграф 2.2) аналог на попя- 
тисто дърво. В този смисъл всичко, което казахме 38 връзката 
между TSP и минималното покриващо дърво в неориептирани 
графи, има точен еквивалент, отнасящ се до връзката между 
TSP и минималното покриващо ориентирано дърво в случая на 
ориентирани графи. 

НАМИРАНЕ НА МИНИМАЛНИ ХАМИЛТОПОВИ ВЕРИГИ 

ЧРЕЗ 550 [2).|Hexa Т е покриващо дърво в графа G = (X, Α), 

а #е степента на върха #; в дървото Τ. Отклонепието на Т 

0T хамилтоновата верига може да се определи по следните два. 

пачина.: 

(10.6) er=y (df -2) 

или 

(10.7) ετ τ 314 -3|-2. 
1:1 

Очевидно B (10.6) отклонението (близостта) се отчита само 
T 

по върховете, за KOUTO di > 2,HlloxaTo в (10.7) се взимат под 
върхове. Σ 2 

внимание и висящите върхове. ΡΗ хамилтонова верига ет = 0, 

поради KOCTO колкото по-голямо ¢ €7, толкова повече дървото 
T се различава ΟἹ хамилтоновата верига.
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_fla допусием, че сме намерили минимално покриващо дърво в графа G', такова че степените па всички върхове са < 2, 
С други думи df = 1 или 2 32 всички върхове #4 (дървото ππ- ма изолирани върхове). Ако с р означим броя на върховете ΟἹ степен 1, тогава n - р върха ще имат степен 2, Torasa за броя на ребрата в дървото ще получим 

T.e. точно два върха ca от cTemen 1, ап -- 2 върха са ΟἹ cTemen 2, което озпачава, че Т“ се явява хамилтонова верига. Ше илюстрираме казаното със следния пример. 

ПРИМЕР 10.1. Да се намери минимална хамилтонова верига в следния граф. 

1 

Граф G: 
21 

4 25 5 4 5 
С алгоритъма. 3a HaMUpaHe Ha минимално покриващо (пок. цпараграф 2.2) се намира рещшение Ty, на 55Т тегло 10. 

От ueprexa Горе вдясно се вижда, че в Тица dg = 

пните па върховете в дървото са ето гарантира Т да бъде хамилтонова. верига. Следователно
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C други думи, решението па изходната задача ссе явява pe- 

шение на поне една OT следните три подзадачи, ИЗОбраЗСНИ като 

върхове в дървото на решепията, ,nanerio по-долу: 

Върховете A, В и С ca съответни Ha задачи със същите мат- 

рици на теглата като първоначалната. задача, с тази разлика, 

че на указаните ребра е дадено тегло oo, което гарантира изк- 

лючването Ha съответното ребро от решението. 

Да намерим сега минималните покриващи дървета Tmin(4), 

Tnin(B) и Tiin(C), съответни па подзадачите A, Ви С. Резул- 

татите са дадепи по-долу. 

1 1 1 

2 2 2 

3 3 3 

5 4 5 4 
4 J’mm(/l) Tmin(B) mxn(c) 

теглог 29 Terno= 28 Terno= 29 

Следователно за дървото на решенията получаваме:
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пе хамилтонова 

верига 

не хамилтонова хамилтопова хамилтонпова 

nepura верига верига 

Долната. граница на нашата задача е равна Ha най-малкото 

ΟἹ теглата на покриващите дървета Tmin(A), Tmin(B) и Tnin(C), 

T.e. долната граница ¢-28. Тъй като camo Tmin(B) и Tmin(C) 

сс явяват XaMMJTOHOBM вериги с тегла съответно 28 и 29, 10 

Tmin(B) се явява оптималната хамилтонова верига. 
Обърнете внимание, че във възела А по-нататъшни разклоне- 

пия не е нужно да се правят, тъй като дори да получим (вслед- 
ствие разклоняване на А) хамилтонова верига, нейпото тегло 
няма да бъде по-малко от 29. 

AKo в горното дърво решенията на подзадачите, съответни па 
върховете А, В и С не са хамилтонови вериги, избирамсе реше- 
нието с минимално тегло 3a долна граница L и продължаваме да 
разклоняваме тази подзадача ΠῸ същия начин. По-общо, след 
всяко разклопяване за долна граница L се избира теглото на онзи висящ връх (връх, в който не с направено разклоняване), 
който с с минимално тегло. 

В мнпого практически задачи обаче, не само се търси опти- мална хамилтонова верига, а оптимална. хамилтонова верига с фиксирани крайни върхове 21 И +о. Решаването ᾶ тази задача се реализира с гореописания метод, наречен ”branch-and-bound”, но след малка модификация, основаваща се на: 

> ТЕОРЕМА 10.2. [2] Нека С = [c;j] е матрицата на теглата 
(на ребрата) в zpaga G и M е достатавчно голямо положително число (М е по-голямо от теглото на всяка хамилтонова верига).
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Пека модифицираме матрицата na mezaama С no следния начин 
do Ο' 

ἜΝ А 
¢ - с + M, 

/ 
ἀ;Ξο ἘΜ 
иО ᾽ {3a всяко ; # 21 или «) 

035 = 25 + M, 
LN ! . Ст ey =t M, 

οἱ; Ξ ῃ +2M, (3a всяко z; u z; = 24 ИЛлИ #9) 

ij = с (3a всяко 24, #; # #1 или +з). 

Тогава тамилтоновата верига с минимално тегло при матрица 
на теглата ΟἹ е минимална хамилтонова верига с храйни asprose 
Е и T9 при матрица на теглата С. 

Доказателство: Възможни са и TO само следните видове 

хамилтонпови вериги: 

а; 21 U Tz не са крайни върхове нпа веригата; 
6) само следният от върховете T, и «а се явява краен връх 

Ha веригата; 
в) 21 И T са крайни върхове на веригата. 
Теглото на хамилтоновата верига при матрица на теглата ΟἹ 

е по-голямо ΟἹ теглото Πδ същата верига при матрица на Ter- 
лата C с: 

4М — 3a вериги от тип a); 
3M — за вериги ΟἹ тип 6); 
2M — 3a вериги от тип в). 
Тъй като M е достатъчно голямо (по-голямо от дължината 

на всяка хамилтопова. верига.), то теглото (при С) на най-дъл- 
гата хамилтонова верига ΟἹ тип в) е по-малко ΟἹ теглото на 
минималната хамилтонова верига ΟἹ тип 6), а теглото Ha пай- 
дългата хамилтопова верига ΟἹ тип 6) е по-малко ΟἹ теглото 
πᾶ мипималната верига ΟἹ тип а). Следователно минималната. 
хамилтопова верига при тегла С” дава хамилтонова верига ΟἹ 
тип в). C това теоремата е доказана. а 

3. Branch-and-bound алгоритми за TSP 

РЕШАВАНЕ ПА TSP ЧРЕЗ AP.| Както вече изяспихме, pe- 
шението на задачата 32 назпачснията AP с матрица на теглата 
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С - |е;), с = o0 38 Vi, в общия случай се състои определен брой 

непресичащи се цикли (ако цикълът е един, той се лвява опти- 

малния хамилтонов дикъл). Например решението на задамчата 

АР при 8 върха може да е от вида 
1 4 

() /\ Βὢδ 

5 2 8 7 

(т.е. първият работник върши BTOPATa работа, вторият работ- 

пик — петата работа, третият работник — четвъртата работа 

ит.н.). 
Ясно е, че ние трябва да изключим даденото решение и всяко 

друго решение, състоящо се от повече от един цикъл, без раз- 

бира се да изгубим решението на TSP. Това може да се направи 

TaKa: 

МЕТОД НА TIPOCTOTO РАЗКЛОНЯВАНЕ (SIMPLE BRAN-‘ 

CHING RULE).| Този "branch-and-bound”-asropurbM се със- 

тои в следното: ако решението на задачата AP се състои ΟἹ 

един цикъл, този цикъл е оптималното решение на TSP. 

Пека решението на AP съдържа цикъл (21, T2, «е) Е z1), 

който не e хамилтонов. Отстраняването на този цикъл (и всички 
решения, които го съдържат) от по-пататъшно разглеждане, се 
осъществява като поне една ΟἹ дъгите (21, #2), («2, +а), «.. (#в 21) 
се отстрани ΟἹ решението. Отстраняването се реазилизира на 
практика като изходната задача с матрица lla теглата (е) се 
разбие на k подзалачи Py, Py, ..., P, както е показано по-долу. 

В 

Ясно e, че решението на задачата Р), несъдържашщо цикъла 
(z1, #2) « Tk, T1), се явява решение Π ноне една от подзадачи-
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те Ρ 1, Ρ 2y . Ρ 

8 ροιιιεππἆ Ha e % С други думи, оптималното решение Ha TSP 

Ддна. или няколко ΟἹ тези подзадачи. 

Нека слешотода изключим цикъла. с дължина 3 οἹ (“). Ше получим 
дърво Ha решението: 

Ако решим всяка от задачите Py, P, и P3 като задача за наз- 

наченията, да означим съответните тегла па решенията със C1, 

С и Сз. Тъй като C; се явява долна граница за TSP 5 , 

i=1, 2, 3, τὸ L =min{C1, Сз, Сз) се явява долна граница на 

теглото на решението 38 изходната TSP задача. За определе- 

пост, 663 да ограничаваме общността па разсъжденията, да при- 

емем, че С < Сз < Сз, т.е. L τ Ст. Ако решението на задачата 

P, е хамилтонов цикъл, TO това решение ще бъде оптимално- 

то решение Ha началната TSP задача. В противен случай, нека 

папример решепието на задачата 32 назначенията Р) е следното: 

5 1 4 6 

1 ” 
—— 4 

и 2. 3 8 7 

Изключваме цикъла (1, 3, 2, 5, 1) и 0THOBO решаваме подза- 

дачите Py, Py, Py и Py, показани долу:
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€81=00 

Ot чертежа се вижда, че задачата Py е задача, 3a KOATO Ε 
матрицата па теглата па Р) елементът с1з = oo. IloBaTa долпа 
граница се опредля като 

L Ξ πεϊβ{ , C3, Са, Cs, Cs, Cr}, 

кълето със С сме означили Теглата Ha рещенията на съответ- 
ните задачи. . 

Да допуснем, че L = C,. Тогава, axo решението Ha задача- 
та I3 е хамилтонов цикъл, това решение ще бъдс решение на 
първоначалцата TSP задача. В противен случай се извърпва разклоняване във върха Р, по ropeonucanus начин (както разк- лонявахме върха Pi). Процедурата па разклоняване и опреде- ляне па долна грапица се извършва, докато решението па задача с текущо тегло I стане хамилтонов цикъл. Това е решепието, T-C. оптималният хамилтонов цикъл 33 изходната. задача. 

МЕТОД ПА ИЗКЛЮЧВАЩОТО РАЗКЛОНЯВАНЕ. Както из- 

яснихме в параграф 1.8, твърде полезно e разбиването ma за- дачата. F; πὰ ползадачи да се осъществи Така, че всяко допус- тимо решение na задачата Г) да бъде решецие na една и само една от нейните подзадачи, За да се реализира това, се при- лагат CICAHATE правила 32 разклоняване, с цел отстраняване Ha цикъла (21, Ty ..., ἄμ га), водещи до взаимпо изключващи се подзадачи: 

За задачата Р, полагаме c(z1,22) = со. 

3a задачата Р, полагаме ¢(z1,25) = - Μ и (23, «3) = 00.
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38 sanauata P3 полагаме c(z1,%2) = е(Ез, #3) = - и e(z3,24) = ο9 

3a задачата Py полагаме c(z1,72) = е(Фз, #3) = ..- = C(wk—l,xk) = 
-M MC(fik,Zl)zoo’ 

и 

където (-М ) е достатъчно голямо отрицателно число, което га- 

раптира дъгите с тегло (--М) πᾶ участват в оптималното реше- 

ние. 
Това правило на разклоняване води до взаимно изключва” 

щи се подзадачи, тъй като всеки две подзадачи имат поне CAHA 

дъга, изключепа. от рещението Ha едната, но задължително вли- 

заща. в решенисто на другата. 
При този метод на изключващо разклоняване задачата Py ot 

последния чертеж ще се разбие на следните три подзадачи, 

В [2] е даден още един тип разклоняване, който ние няма. XA 

разглеждаме. 

ЕВРИСТИЧЕН АЛГОРИТЪМ ЗА Т5Р.| Разгледаните досега 

методи 88 рсшаване на TSP бяха от т.нар. клас "точни методи” 
— методи, които гарантират получавацне па оптимално решенисе. 
За съжаление алгоритмите, реализиращи тези точни методи, в 
мнпого случаи ca пеефективни и неприложими Ha практика, Ето 

защо, понякога за практически нужди е полезно да се намери ре- 
шение Ha даден проблем, което не винаги се явява оптималното. 
При това с помощта на долната гралица за теглото на опти- 
малното решение може да се оцени колко е отклонението (бли- 
зостта) на полученото решение ΟἹ (до) оптималното. Този тип 
алгоритми, даващи решение на проблема, без гаранция за опти- 
малпост, се наричат евристични алгоритми (heuristic algorithms)_ 

Exun такъв семпъл евристичен алгоритъм, решаващ TSP 8 
следпият: 

Взомете произволен хамилтонов цикъл. Означете с (#;, «а 
.. а) последователпността, в която се обхождат върховете Ν 

графа G.
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u: 

38 4 -- 1,2, .., no1 uj=i41 Ba хамилт 
Ha z; 

С други думи, алгоритъ 
хамилтонов цикъл,
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ни, дискретни, непрекъснати, 

детерминирани, случайни 177 

прост граф 12 

пропускателна способност 

(капацитет) на. дъга. 282 
прости верига, път, KONTYD или 

цикъл 11 

просто разрязващо MHOKECTBO 32 

пълеп биполярен граф 16



Раппшша карта 
Pa3Bunane 
разделящо muomectno 
разделими свързани графи 
разклонение па път 
разклоияваце (branching) 
разпознавателен вариант na 

задача 

разполагане на граф 
разполагане на обекти 

Разпределителен метод 
разрез на. граф 

разрешаващи възли 

разретимост на подзадача. 

разрязана. (пресечена) матрица. 
па инцидентност 

разрязнащо мпожество 

разстояния в граф 

разстояние от тип "връх- 

връх” (BB) 

стояние OT THI 

paa}rbra (pe6po)” (BIO) 

разстояние 
от типц ”точка- 

пръх” (TB) 

paur Ha граф 

ребра на граф 

ребрен граф 

"връх- 

Ребрено ь.тшет 
реб . MM грач 98 ребрено К-оцпетлна„ “ф . 
Ребрено kexpomarpe.. > TPA 19 
Pepeno xpoMa—,—',,:m'e" Ераф ;;9 

10 чис. 0 
Pebpo na дърво ο 180 

ег. регулярец (еднороде") грац 158 
Редунаща се ( 4 1 

"тернативц, 4 верига а) 
релаци: My между TSP, AP и 55Т 92 

Рефлексивен граф 408 
решение (олтимален 14 н нлан) 177 

Светли peGpa 91 
свиване , 874 

свиване па цветопе 332 
свободен pesepn ot време 338 
свободпи променливи 182 

свързан граф 13 

свързан ориеситиракн граф 14 
свързваща. точка. 24 

сдвояване (съчетание 
по двойки) 83, 360 

сечение на графи 20 

силна свързайост 41 

силпа увеличаваща. верига 382 

силно свързан граф 41 

силно свързапи върхове 41 

силио СПЪРЗЗ"И компоненти ка 2 

граф 3, 268 
символ на Ландау 153, м 

симетричен граф 214 
чи 

симетрични дуални залачи а 0 
симплекс-метод Н 

симплекс-метод с естестве! 196 

базис твен 

симплекс-метод с изкус 196 

базис 202 
симпдгкс.таблишд
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указател. 

СИ 163 Тег.ую, дължина, стойност, 

система различни преставители на цена на дъга 12, 222 

фамилията Е (трапсферзала) 88 тегло (дължина, стойност, цепа) на 

корост на нарастване πὰ слож- път 13, 222 

постта на алгоритъм 270 тегяо па дървото 223 

скрити цени 212 теорема на Берж 92 

слаба свързапост 41 теорема на Bune-Komu 50 

слаба увеличаваща. верига 382 TeopeMa Ha Куратовски 136 

сложпост 268 Теорема на Кьониг - Еге- 

сложност на алгоритъм, πὰ зада- вари 89, 91, 107 

ча 268 TeopeMa на Кьониг 87 

сложност па памет 269 Теорема на Менгер 81 

смесен граф g Теорема па Менделсон и Далмедж 95 

собствен полграф 17 Теорема на Ойлер 130 

списък дройки съответни Ha Teopema na Тат 96 

ребра 156 Теорема на Хол 86 

списък на инцидентност 156 Теореми 38 дуалност (двойнстве- 
μοςτὴ 216-221 

списък на ребрата 156 
TeopeMa 88 равиовесието 220 

стаидартна задача 183 
топологическа сортировка 330 

cTenell па важиост па целите 178 
8 транзитивен граф 14 

степен на. връх 178 транспортна. задача. 221 

степен па. достигапе на цели трансферзала 88 

степен (тегло) на важност 178 тривиален граф 14 

стереографична проекпия 129 тъмни ребра 91, 374 

сток (краеи пупкт) 282 L pcene в дълбочина 158 

стохастично оптимиране 178 търсене в ширина. 164 

страци (области) па равнина 131 търсене с връщалне назад 

330 backtraking ξ 
събития 

ackiraximg 143, 169 

съвършени (покриваШИ) сдвоява” τ TACHO място във верига 302 

пия ва 
84 Упгарски алгоритъм (Kyn) 366 

съвършено СДПОЛВЗПС 
49 

съответна подматрица 
163 

съотносими върхове 
: 

съседни върхове 
бра) 7 

съседни дъги (ребра 
131 

ъ ласти съседни 06 
131 

съседни СТРЕНИ 

Β 

5-граф 
294 

(s — ()-разрез 

унгарско дърво (hungarian tree) 378 
упимодуляриа матрица 49 

уплътнен връх 390 

увеличаваща. (усилваща, аугмен- 
талпа) верига 92, 374, 382 

увеличаващи (ненаситени) дъги 284 

Фиктивна дъга. 329
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формула на Ойлер 

Уж:адащл 

130 Yacten случай на задача 3 
фундамелнтална (базисна) матрица. четна компопента в граф 96 

на разрязващите множества. 71 
фупдаментални (базисни) цикли 38 (0,1)-матрици 89 
фундаментални разрези OTIOCHO 

покриващо дърво Т 40 
фундамектална теорема. 217 
J-nacurena дъга. 296 
f-nenacurena дъга 296 
ЛГ-нулева дъга 296 
J-nonoxurema дъга. 296 

Хамилтонов гтраф 118 
хамилтонов цикъл 118 
хамилтокова верига (път, 

маршрут) 118, 409 
характеризация на Barnep, Хара- 

ри и Тат 137 
характеризация на Куратовски- 

Цонтрягиин 136 
хипотеза за четирите цвята 140 
хомеоморфни графи 136 
хомоморфии модели 176 
хорда 22 
хроматичен индекс 150 
хроматични класове 15 
хроматично число 142 

Haar (букет) 224, 375 
целева функция 111 
цена (стойност) на преместване на. 

сдиница. ΟΥ поток NG дъга 283 
цена. (стойност, разходи) 305 
център на граф 353 

циклично ребро 24, 27 
цикломатична матрица (матрица 

на циклите) 67 
цикломатично число нпа граф 23 
никъл 1 
циркулации 318 

2-хроматичен (биполярен) rpag g
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