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УВОД 

# . 
A, Реални числаяа 

B основата Η целия наш курс по математически анализ лежи MHO- 
жеството на реалните числа. Тук ше изброим по-важните, основните 
свойства на това множество.“ 

1. На всеки две реални уинсла а W ὦ съответствува елно реално число, 
наречено тяхна сума, което се бележи с а--й. Когато осъществяваме 
това съответствие, т. €, когато намираме тази сума, казваме, че извърше 

1 ваме действието събиране. То е полчинено на следните изнсквания: 

1} а--5--6-а (ROMYTATHBCH. закан). 

2 (а+#)<+.с--а-(6- с) (acoumaTHBen закон). 

3) Уравненисто - x==b, където а и b са дадени реалин числа, има 
винаги, и то едно единствено решение относно X, Това единствено ре- 
шеяние се нарича разлика на числата b w g Ἢ се бележи с #--а, а дей- 
ствието, чрез косто намираме тази разлика, се нарича изважданес. 

4) Съществува едно единстивено реално число, което се явява реше- 
ние на уравнението а--х--а при всеки избор на реалното число а. Това 
число се нарича нула н се бележи със знака (). 

Преди да продължим списъка на основните свойства на реалинте 
числа, ще направим няколко забележки. 

ACOUMBTHBHEAT закон 2) ΗΗ дава възможност да въведем понятието 
сума на три числа g, b, ¢, която бележим са 1 #--с, като под тази израз 
разбираме числето ( b} ¢, или Bee едно числото а-(5-с). Аналогично 
се дефинира понятието сума на произволен (Ho xpaen) брой реални 
числа @y, а:,....й,, Ккоято се бележи с а;, +аз τ е. +л 

По-нататък o1 дефиницията на разликата b—g е ACHO, че за всеки 
две реални числа ан А 

a-+(b—a)=b, 

* B Допълнението, DOMOCTERO на кран на курса, ¢ показано как множеството 
B реалните числа маоже 23 бъде изградено, като се излезе ат мнвожеството HA рацпно 
валиете часла.



ТЪЙ както пък от дефиницията на числото Ὁ следва, че за всяко реално 
число а ' 

а+0--а. 

Решението на уравнението а--х«-0 се нарича противонпо- 
пдожко число на числото а и за краткост се бележи със знака --а вме- 
сто с 0--а. 

Въз оспова на изброесните дотук четири свойства на реалните числа 
могат да бъдат получени редица други. Така например може да се до- 
каже, че: 

-(--а)-+а за всяко &, 

0=-—0, т. e. числото 0 е противоположно само на себе си; 
a—b=a-+(—b), т. е. всяка разлика може да се разглежда като сума; 
както Ἡ много други твърдения, на коита ияма да се спираме. 
П. На всеки две реални числа а н b съответствува едно реално чясло, 

наречено тяхно произведение, косто сс бележи с ай. Когато осъ- 
ществяваме това съответствие, Τ. е. когата намираме това произвеление, 
казваме, че извършнваме дейставието умножение. При това са из- 
пълнени следните изисквания: 

5) ab=ba (комутативен закон на умножениета), . 
6) (а5)с--а(бс) (асоциативен закон на умножението). 
7) Ако a#0, то уравненисето ах“--Йй има винаги, и то едно единствено 

решение относно х. To се нарича ча C T H O на числата b на и се бележи 
с -:—- Самото действие, чрез косто HAMMPAME TOBA частно, се нарича 
деление. 

8) Съществува едно единстиено число, явянащо се решение на урав- 
неннето ах-за при всеки избор на реалното число a#0. Това число се 
нарича единица и сс бележи със зявака 1, 

Тук могат да се направят забележки, подобни на онези, които на- 
правихме no-pano. Така асоциативният закон при умножението, анало- 
гично на това, което имахме при събирането, ни позволява да въведем 
понятисто произведение на три и повече реални числа а;, d3,....d,, 
касто бележим ¢ ааз... .. 

По-нататък за всяко а40 и ὮΔ всяко Я имамсе . 

b 
a—;:b, a,l=a, 

Yacnoro ; се нарича обратно или реципрочно на чис- 

пото 4. 

Може лесно да се покаже, че 

-:- =a при a0, 

а 

1 T. е. че реципрочното число на чиелото - ea 

“-



Всяко число, коета е сума от единици, се нарича естествено 

чиело. 

За естествените числа въвеждаме специални означения: 

1, 2=1+1, 3=1+1+1 4=1+1+141, S=1+1+1+1+1 B 18 

Ш. Действията събиране и умноженние са свързани помежду CH със 

следното свойство, наречено дистрибутивен закон: 
# 

9) a(b-+c)=ab-t-ac. 

С nomowTa на изброените дотук CBORCTBA могат да се докажат 38 

Βοῖκο реално число а найример следнитсуравенства: 

(--1).а- --α, 0.a=0, —=a. 

1V, Реалните числа могат да се сравняват по големина, Τ. е. има 
CMSICBHIT ΠΗ твърдим, че лалено реално число а с по-малко OT друго. реално 
число b, което твърдение записвамс така: а<«<-Р. В такъв случай казваме 
още, че числото # с по-голямо ет числото g, което твърдение записваме 
н Така: b>a. При това изпълнено е следното изискване: 

10) За всеки две различин реални числа а н b имаме една от двете 
„възможности -- WM а«-А, или b<a, 

Често се употребяват също така знаците 5 и 2. Когато нишем 
a$h, с това твърдим, че с изпълнено или равенството а--#, Ἢ нера- 
венството а<-й. Аналогичио a2 h означава, че имаме ΗΠῊ a=b, или a>-b, 

Ясно e, че от BATHAHOCTTA на двсте неравенства aSbh и aZh следва 
разенството а--. 

Неравенствата a<b, a>b се наричат строги, а неравенствата 
ash azh—HecTporu неравенства. 

Реалиите числа, KOHTO са по-големи oT числото 0, се наричат no- 
ложителни, а ония, които са по-малки от 0 --отрицателни. 
Числото 0 е CAHHCTBEHOTO реално число, което не е нито полбжително, 
нито отрицателно. 

Неравенствата удовлетворяват още «следните изисквания: 

11} Ако а<, #<с, τὸ абес. 

12) Ако asbh, с5а,. 10 ане56-а. 

13) Ако 05а5А, 05с<а, 1o 05ас Sbd. 

Забележка, Свойствата 11), 12) и 13) остават в сила, ако на- 
всякъде знакът 5 бъле заменен със знака <. 

Ката следствия от изброените свойства могат да се установят и 
слединте Таърдения: 

Cyma‘ra к ПРОНЗБСДВШКТО на две положителни числа са също поло- 

жителни числа. 

Ако a>b, то —a<<—b. По-специално, ако a>>0, то --а<0. 

Ако a<b, τὸ b—a>0 η обратно. 

Числота | се подожително.



Y. На всяка двойка числа а им р, където а с положително, а р-- 
произволно реално Ччисла, съответствува едно положително реално 
число, наречено @ в степен р“, което бележим с а”. Осъществяването 
на това съответствие, Τ. €. намирансто на числото ¢, се нарича 0 O B- 
дигане в степен имли степенуване ие подчинено на следните 
изисквания: 

14) a®=1 за всяко положително Число а. 
15) Ако п e естествено число, то «"“--аа . .. a, където броят на мно- 

жителите от дясната страна на това равенство € п. 
16) (аву-- а 34 всяка двоайка положителни числа а н b и за всяко 

реално числа р. 
17) абачееаР? # за всяко положително число а W за веяка двойка 

реални числа р к 4. 
18) (а”И1--а”" за нсяко положително число 4 и за всяка двойка реални. 

числа ри . . 

19) Ако a=1 и p=0, то a1, 

С помошта на тези свойства па действието степснуване могат да се 
докажат още и следните твърления: 

1P=1 за всяко реално число р. 
- 1 . o те —5 3а всяко @0 н за всяко резлно p. 

Ако а| и p<0, те 4?<1, 

Ако 074«< | м p>0, то а!.<1: 

Axo O<u<l и p<0, 10 ай . 
1 Забележка, Koraro степенинят показател р има вила ше ΚΡ- 

1 
дъте н е слно естествено чиело, TAO често BMECTO са” си слузкнм с озна- 

„ 

чениета Δ, което сс чете „каорсин n-TH от а“. Съгласно свойство 18) 
30 BOHKO положително число а имаме 

Γ а .. 

[„! π} ==, ῳ’ίῖ“ =l 

Реалните числа притежаваг по-нататък н еледнота свойства: 

20) Ако а н b са ane положителни реални числа и ако a+ 1, To урав- 
нението @' —b има винаги, и то CAHO единствено решение относно X. 
Това решение се бележи с log, # и се нарича „логаритъм отЯ при 
основа а“. 

Ясно e, че при a>0, g4 1 κ #:>0 имаме 

ащнь --й, 

Лесно се проверява също, че при 23>0 и а+ | са изпълнени равен- 
ствата ' 

loga=1,  log,i==0. 
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Също 138 лесно се доказват равенствата 

log, (be)=log, b+log, ¢, log, —:—=log, b—log,c 

при a>0, a%1, >0 н ¢>>0, както и равенството 

. log (6")=plog b 

при а>0, a+1, >0, p — произволно. 
Връзката между логаритмите на едно и също положително число с,. 

взети при две различни основи а ¥ b, се дава с раненството 

log,c—log,c.logya. 

Това равенство се получава no следния начни: Полагаме log,c—u и 
log,c=P. Тогава от равенството @*=0b8 получаваме В--ор.а“, или В-- 
=a log, @, след xotTo заместваме а и В със съответните изрази. г 

VI. Вече споменахме, че axo a>-0, τὸ —a<0, 1. ¢, че ако а+0, то 
от двете противоположни числа а и --а CANOTO ¢ положително, а дру- 
гото — отрипателно. Онова от тях, което € положително, се нарича 
абсалютна стойност MM модул на числото а и се бележи 
с laj. Mo такъв начин, когато а>0, имаме |а|--а, а когато <0, имаме 
@}~ —a. 

Абсолютната стойност на числото 0 no дефиниция приемаме pan- 
на на 0. 

От казаното лдотук с ясно, че за всяко реално число а имаме 

а5 [ο] и а |е) 

Лесино се устанопива, че за всяка двойка реални числа а и # имаме 

20 la+b| 5 [ω} - bl 

22) Та--6| 2а) -- . 

23) ” labl—la] . |b 

Hexa забележим oute, че, както не е трудно да се ниди, неравен- 
ството |х|<са € равносилно с неравснствата --а«х«а, 

УП. Както вече отбелязахме. всяко число, което с сума от единици, 
сс нарича естествено число. Лесно сс вижда, че: 

24) СумаТа и произведението Ml две естествени числа €4 също така 
естествени числа, 

Следващите две свойства, отнасящи се до сстествените числа, носят 
специални названия. 

25) Принций на Архимед, Не съшествува реално число, 
по-голямо ΟἹ ΒΟΗΗΚῊ сстествени числа, 

Като използувнаме терминологията, въведлена малко по-нататък, 
Това тавърдение може да се изкаже и така: MHOKCCTBOTO от естествените 
числа не е ограничено отгоре. 
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26) Принцип 38 пълната математическа HHAYK- 
ция. Ако COHO множество N OT естествени числа съдържа числото 1 
и ако OT ToBa, че N съдържа п, следва, че У съдържа и n+1, To множе- 
ството N съдържа всички естествени числа. 

Всяко число, което може да се представи като разлика на две есте- 
ствени числа, се нарича цяло число. Всяко естествено Чиело е πῆπο. 
И наинстина BCAKO естествено число п може да се представи като разлика 
на естестнените числа п--1 и |. Числото 0 е съшщо пяло число, тъй като 
например O=1—|, Множеството на €CTCCTRCHHTE чибла съвпада с мно- 
жеството на целите положителни числа. Не ¢ трулно πᾶ се установи, че: 

„ 27) Сумата, разликата ц произведението и две цели числа са също 
цели числа, 

Всяко число, което сс явява частно на две цели числа, се нарича 
рационално число. Всяко цяло число е рационално, тъй като за 

" 
BCRKO цяло число л имаме R ι В сила e твърдениета:; 

28) Сумата, разликата, произпедението и частното на две рацио- 
нални числа са също рационални числа, 

Забележка. Що се отнася 10 частното на две ранионални чис- 
ла, това твърлдение е валидно, разбира се, само кагато ΤΌ частно Ch- 
шествуна, т. €. когато знаменателят му е различен от нудла, 

Онези реални числа, които не са рационални, ес изричат ираци O~ 
нални,. 

За да се убедим, че съществуват ирациопални числа, нека покажем, не 
че например числото „ с ирационално. Да допуснем, че /2 е рацио- 

налко число. Тогава ще имаме „2-- : . къдегто P W ᾧ са естествени числа. 

Можем при това да JONYCHCM, че р и ᾧ са изаимно преости, т. е. че те 
нямат общ делител, различен от | (ака те имаха такъв, ни“ бихме могли 
да го съкратим). От равенстпото p—\f' 24 получанаме pis g2 Оттук 
виждаме, че чиелото p'-'* е четна, откъдето пък зактлочаваме, че Η p & чет 

но чиела, Torasa p—2k, където К е някос сстествено числао. Следавателно 
ще имаме 457292, или 244)?, Сега пък заключанваме, че числото 4“, 
а заедно с него и числото § е четно. И така р и а са четни числа.косто 
обаче протипоречн на това, че ние ги избрахме взаимно прости. Полу- 

ченото противоречие показви, че числото /2 е ирационално, 
В сила © по-нататък следното твърдение: 
29) Гъстота на рационалнитТе м ирационалните 

числа. Ако а и Я са две реални числа и а<«-, то съществуват поне едно 
рационално число г к поне CAHO ирачионално чиело §, такива, че а« <» 
И a<§<h, 

Оттук лесно заключаваме, че межлу“ всеки дне различни реални 

*" Казвамсе. че числото с се намира междлу числата а M b, ако а-1е6«<А вли 
А«е«а. 
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числа се намират както безбройно много рапионални, така и безбройно 
много ирацнонални числа. 

УШ. Преди да формулираме следващото особено важно свойство 
на множеството на реалните числа, ше се запознаем с някои дефиниции. 

Едно множество M, съставено от реални числа, се нарича огра- 
ничено отгоре, ако съществува такова реално число B, че за всяко 
число х от множеството M ΜῈ имаме χ. Числото А се нарича в такъв 
случай горна граница на множеството М. Нека отбележим из- 
риечно, че самото число b може да приналлежи, а може и 3 не принадл- 
лежи на множеството M, 

„ Така например множествота XS от всички отрицателни реални числа 
е ограничено отгоре, тъй катб всяко Число от това множество с по- 
малко 0Τ Ἰπόποτο 0. Числото 0 представлява една горна граница Η мно- 
жеството 5, при това такава, която не принадлежи на това множество. 
Разбира се, числото 0 не е единствената горна граница на множе- 
ството 5 — BCAKO произволно B3CTO положително число е също горна 
граница на 45. 

Изобщо, когато едно множество M от реалки числа е ограничено 
отгоре, To притежава винаги безбройно много горни граници. И на- 
истина, ако b с една горна граница на множеството M, то всяко число, 
по-голяма от b, ще бъде очевидно също горна граница на това мна- 
жество, 

Нека A е cano ограничено отгоре множество от рсални числа. Да 
си зададем въпроса: има ли между иеговите горни граници една най- 
малка, T. е. една такава, която да бълс по-малка от всяка apyra. От- 
говорът на τόϊῃ въпрос (който ие ¢ очевиден) с утиърдителен. В това 
именно се CBCTOM и следното ийвьнрсдвш важно свойстно на реалните 
числа: 

30) Принция за непрекъснатаст, Ако едно множество #7 
от реални числа € ограничекно отгоре, TO между неговите горни граници 
винаги има една най-малка. 

„Тази най-малка гГгорна граница ще наричаме занапред точна 
горна граница. Тогава принципът за непрекъснатост може да се 
иузкаже и така: 

Всяко ограничено отгоре множество ΟἹ реални числа притежива 
точна горна граница. 

Р*азбпрв се, за точната горна граница на едно ограничено отгаре 
множество M от реални числа имаме също Така две нвъзможности — тя 
да припнадлежи нли ла не принадлежи на множеството Л. 

Лесно можем да съобразим, че ако измежду числата X, съдържащи 
се в дадено множество M, има едно най-голямо — да го означим с X, 
TO това чесло е точната горна граница на множеството M. И наинстина 
числото X, удовлетворява неравенството XS X, 38 всяко число х OT M 
и «<дедователно е горна граница на множеството M. Ot друга страна, 
всяка друга ropHa граница & на множеството M удовлетворява нера- 
BCHCTBOTO Р Χ. 
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* Възможно е обаче дадено множество от реални числа да бъде огра- 
ничено отгоре, без то да притежава най-голямо число (какъвто е на- 
премер случаят < множеството OT BCHYKH отрицателни реални числа), 
В такъв случай точната горна граница е число, непринадлежащо на 

даденото множество, 

Аналогично на понятието горна граница се въвежда и понятието 
долна граняца. A именно едно MHOXECTBO M OT реални числа се нарича 
ограничекно отдолу, ако съществува такова число 4, че 33 всяко 
число х от M πὰ имаме а5х. Тогава числото а се нарича долна гра- 
ница на множеството M, Всяко ограничено отдолу множестнво ΟἹ реал- 
5 числа притсжава безбройно много долии граници. Най-голямата от 
тях се нарича точна долна граница! С помощта на принципа 
38 непрекъснатост може да се установи, че тази най-гадяма долна гра- 
ница винаги съществува, Τ. €. че е в сила твърдениета: 

Всяко ограничено отдолу множество OT реални чнела притсжава 
точна долна граница. 

Точната долна граница на едио ограинчено отдолу множество M 
от реални числа може, разбира се, да принадлежи нли да не принал- 
лежи на M, Ако множеството M съдържа сдно най-малко число, то това 
число представяява същевременио им неговата точна долна граница. 

Когато едно множество M от реални числа с ограничено както от- 
горе, така й отдолу, TO се нарича HAKPUTKO ограничено. Съгласно 
казаното това озниачава, че съществунат дис реални числа а и b такива, 
че за всяко чиело X OT M да имаме азха, 

Всяко множество от реалин числа, което не е ограничено, ще нари- 
чаме неограниченоа. Така например множеството от. сстествените 
числа, както и множеството OT целите числа са неограничени (първото 
OT тях не с ограничено отгоре, а второто -- нито отгоре, нито отдолу/ 

1Х. Особено често ще срещаме един специален BHA множества 
от реазлни числа, наречени интервали. 

Нека а к # са дие реални числа и искц @< b, Множеството OT всички 
реални числа X, удовлетворяващи 1:раненствата а«<х«й, ще бележим 
(а, b) и e наречем отворен интервал. Числото g е ляв край, 
а числото #--- десен край на тази интервал. Множеството пък OT чис- 
лата X, удовлстворяваши нерапенствата aXx<$bh, ще бележим (а, | Η 
ще наричаме затворен интервал. Затпореният интервал (а, А) 
съдържа очевидно всички числи OT отворения интервал (а, b), но освен 
тях той съьдържа още Η своите краища — числата а и -b, Интервалите 
(а, 68) к (а, А) се наричат полузатворени (нли полуство- 
рени). Първият от тях е множеството от числата X, 38 които имаме 
азх, а пторият -- множеството ΟΥ опия X, за които имаме - χ Ξ , 

Всички изброени дотук видове нитервали образуват фамилията 
на крайните интервали. Освен с тях ние ще работим н с така 
наречените безкрайни интервали. Това са също специални 
множества от реални числа. Така интервалът (g, οο представлява мно- 
жеството ΟἹ всички реални числа X, 38 KOMTO имаме х->а, интервалът 
{a, o) пък «е CLCTOH от всички числа X, 18 които X2 @. Аналогично нинтер- 

14



звалът (---со, а) се състон от ония реални числа X, KOHTO удовлетворяват 
неравенството х«а, а интервалът (~—oo, a] — OT ония X, за които X<a. 
Най-сетне множеството на всички реални числа CHUIO ще разглеждаме 
хкато безкраен иннтервал, който ше означаваме (--о0о, со). 

-X, # 4 

Черт. 1 

Като използуваме понятието интервал, можем сега да изкажем 
дефинипията на понятието ограничено множество по следния начин: 

Едно множество M от реални числа се нарича ограничено, 
когато съществува някакъв краен интервал, който съдържа всички чис- 
ла от M. “ , 

X. Често за по-голяма нагледнест в ралсъжденията нне ще изобра- 
зяваме реалните чиесла като точки върху сдна права.Това става по след- 
ния начни: В геометрията сс установява, че ако изберем една отсечка 
като единица-мярка 13 дължина, то всяка друга отсечка ще HMA 33 дъл- 
жина някакво положителкно реално число -- рационално, когато измер- 
ваката отсечка с сънизмерима с отсечката-сдиница, или пък ирационално, 
когато е несъмзмерима с нея. Обратно, всяко положително реално чнисло 
може да се разглежда като дължина на HAKOR отсечка, 

Да разгледаме сега сдна права, която € начертана хоризонтално, 
к да си изберсм върху нея една точка, която ще ΗΗ изобразява числото 0. 
След това да си вбемем една отссчка, която ще ни служи за единица-мярка, 
На scaxo положително реално чиело х Ще съответсгнува тогава някакнва 
отсечка — отсечката с дължина х. Ако единият край на тачи отсечка сън- 
пада с точката 0 и я нанесем надясно върху нашата права, то другият й 
край ще съвпадне с HAKAKBA точка, която именно ще изобразява чис- 
лото х. Ако пък панссем съшата отсечка наливо OT точката (0, ще получим 

друга точка върху нашата права — тази точка ше изобразява числото 

-- х (черт, 1). По такъв пачин всяко реална число се изобразява като точка 
ΟΤ разглежданата npasa, Обратно, всяка точка OT тази праза изобра- 
зява някакво реално число — това чиело ¢ полоежително, когато точката 
лежи вдясно 0T точката 0, и отрицателно, когато тя лежи вляво от нея, 
Ero защо в бъдеше много често вместо думата реално число ще употре- 
бяваме думата точка, Самата права пък, върху която нанасяме реал- 
ните числа, ще наречем реална нправа. 

Не е трулно да се съобрази, че ако ¢ и # €3 две реални числа, то не- 

равенствоТо @< b е PABHOCHANO с изискванета точката п да се намира 
вляво ΟΤ точката В върху реалната права. Разстояниего пък между тези 
две точки, ROCTO сс дава с лължината на свързващата ги огсечка и което 
ще наричаме дължина на интервала (а, b), се равнява на b—a. На тези 
именно забележки сс основава оназн нагледност в разсъжденията, която 
получаваме, когато изобразяваме рездните числа като точки. 

Нека въведем ошще сдно понятие, косто ще срещаме чесго по-на- 
татък -- пенятието сколност на число нли, както ше казнаме обик- 
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новено, околност на точка. Ако а е едно реално число, или все 
едно една точка OT реалната права, то BCEKH отворен интервал ΟἹ вялда 
(α---, а--Е), където € е някакво положително реално число, ще наричаме 
околност на точката а. Поради произволния избор на положител- 
ното число Ε € ясно, че всяка точка а притежава безбройно много окол- 
HOCTH.* 

С оглед на нашата бъдеша работа е полезно да отбележим следното. 
Ако £ е положително число,а хи а са две реални числа, то неравенството 

. 

|«---а|-<- Е 

е сквивалентна, както знасм, с HEPABCHCTBATS 

--Εςχ-- ε, 

които пък OT CBOA страна са равносилни с неравенствата 

G Bl X <ol B, 

По Taxup начин виждаме, че множеството от WHCHATA X, удовлетворя- 
ващи неравенството [X—al< е при дадени а и €, Сънпада с отворения 
интервал (а--«Е, g4 ΕἾ, 

Накрая нека въведем за па-голямо удобство едно твърде често из- 
ползувано в съвременната математика означение, Когато едно чиело а 
принадлежи на ладено миожества M. ние записваме този фаКТ Така: 

acM. Като си послужим с това озничение. можем ла изкажем направс- 
ната по-горе забележка по следния пачин:; 

Неравенството |х--а|-75 е равносилно с услевисто хе(а--Е, а--6). 

Β. Некои предварителни свзедения 

I. Никон озпачения: 

. 

а) Нека п е цяло положително число, Прието с пронизвелението 

1.2,.3,... 

да ce азначава накратко така: л! (чете се „п факториел“). От някои съобра- 
жения 38 удойбстно въвеждили! и символа O kaTo по дефинииия 0!--1. 

6) Нека п ¢ произволно реално числа, а Ж — цяла положително 
# " 

число. Символът ( k}(me се A над kM), с който се стначава елин израз, 

* Понякаога с улобно интервалът (.- e, 02) да бъде разглежан същоао като окол- 
ност на ладлена точка @ По такъв начин тоази интервал се явява оконност на нсяка 
точка ὋΤ редлиата права. 
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срешащ се при различни въпроси от математиката, се въвежда с pa- 
венството 

ау πίτ-ὦ Τῆον. . ἐπ - + 1) 

(χ)“ 1Т.3...Е 

Когато не само k, Ho ¥ 1 ¢ пяло положително число Η при това 

-kZn, това равенство може I3 се напише и във вида 

яу πὶ . 

(ι)"ἳᾗ’“-ω: 

Оказва се удобно да се въведе отделно нпшюлът( 

равенството 

# ( °)=1 

за всяко реално чниесло п. 

в) Често пъти дадена сума от л събираеми се записва кратко с по- 
мошщта на CAMM специален символ — символа L. Това е възможно, ко- 
гато можем да напишем израз, в който участвува някакъв променлив 
параметър (например k), така че, като даваме на този параметър пасле- 
дователни стойности, например стойностите от 1 до п win пък ot 0 до 
n—1, да получаваме съответните съберасми от дадената cyma. Ето за 
пример няколко равенства, поясияващи казаното — в дясната страна на 
BIRXO от тях е записана в кратка форма сумата, която ποπροῦπο ¢ напи- 
сана в лявата: . 

ο) с помощта на 

„ 

$in χ +$i0 24е SINAX=s Z:sinkz, 

Ел 

м 

а, +а,+„-+в„.-2п,. 
К «3 

П. Биномна формула на Нютои: 

Ако а ¥ b са две реалниин числа, а л е цяло положително число, TO 

@+or=(g)a (1 |«ъ 3«е ()00 

Това равенство носи названието формула на нютоновия 
бином. Τὸ може лпесно да бъде установена с помощта на прияцияпа 
31 пълната математическа индукция. 

Ἡ- 
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111. Pagmau, Неравенствато |58т х<1х|: 

Навсякъде в настоящия курс, където се говори 38 ъгли, те ше бъдат 
измервани в радиани. Какта e известно, един радиан е големината на 
ъгъла, прятежаващ следното свойство: ако опишем окръжност с пентър " 
върха ἨΔ този ъгъл и произволен радиус, то раменете на ъгъла OTCHYAT 

"Черт, 2 

OT тази окръжност дъга с дължина, равна на дължината на ралиуса. 
Оттук следва, че ако раменете ὰ един ъгъл отсичат OT сдна окръжност 
с център пърха на ъгъла дъга с дължина / и ако радиусът на окръжността 
има дължина г, TO големината нщ ъгьла, измерена н раднани, с равна на 

-Ξ-- Ακὸ радиусът на окръжността е [, то големината на ъгъла, изме- 

гна B диани, е просто вна на /. Така m.m'm:rr BB има големина ре ра 
κ 

2π радиана, правият мъл € Η͂ радниана Η Τ. . 

Нека отбележим следнота ποραδόηςτβο, използуващо ссе по-нататък 
в настоящия курс: 

{sin а| Sla| за Βοῆκο @. 

(Тук а е големината на ъгъл, измерен в радиани,) Това неравенство е 

очевидно, когато ἰα] g’f . Когато п„:ш:.;„ . то се нижда ΟΥ следните геа- 

метрични съображепия? Ако 4 AOB=g й ако опишем седна акръжност 
не 

с цеинтър ( и раднус 1 (черт, 2), то дъгата ВАВ" има големина За, а голе- 
мината на хордата ВВ” е равиа на 2 sing. Ясно е тогава, че ще имаме 

.. « - . 
O-<sin а«-а. При — 2—-:3-5.0 неравенството [βίη af < 191 следва от това, че 

в този случай 0<—-—u~<-§- . # ΟἹ факта, че sin{—u)=—sin a. Най-сетне има- 

ме sin 0=0. По такъв начин желаното неравенство € доказано за всяка 
реално чиесло 4. 
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ЧАСТ I 

РЕДИЦИ И РЕДОВЕ.





ГЛАВА Т 

БЕЗКРАЙНИ РЕДИЦИ 

Целта на тази първа глава от нашия курс е да се запознаем с най- 
основното понятие на математическия анализ — понятието граница. 

По-точно ще се запознасм с понятисто Граница на една без- 
крайна редица и ще изучим неговите свойства. 

§ 1. Редици. Огранячени и неограничения редици 

Ще казваме, че ни е дадена една безкрайна редица (или 
по-кратко — една редица) ὐ реални числа, когато по някакво пра- 
вило на всяко естествено число е съпоставено иякос реално число, Ако 
ς @; означим онова число, което е съпоставено на чиелото 1, с пз-- 
OHOBA, което е съпоставено на чиелото 2, и т. н., изобщо с а, --онова 
реално число, косто е съпостанено на естественото число o, то дадената 
редица ще се записва обикновено така:; 

- 

( йдъ....,.а„,..ь 

Числата а;, а: Ἡ T. K. се наричат членонве на редицата --а; ¢ ней- 
ният първи член, аз — втари и т. .} п-тият член a, сс парича ощенобщ 
член на релицата, Числото л пък се нарича номер или индекс 
на члена 4, 

От казаното датук с яена, че всяка редица се състои от безбройно 
много членове. Разбира co, иякои OT Тези членоне (даже всичките) могат 
да бъдат равни на едно и също реално число, 

Една редица ние считаме 33 дадена, когато ΗΗ е известно правилото 
за получаване на нейните членове. Това правило може да бъде изразено 
по различни начини, Обикновено се дава някаква формула за пресмятане 
на общия член на релицата. Ето няколка примера на безкрайни редици, 
записани по два начина — подробно и посредством формула за п-тия 
им член: 

(0 1, 2,3....m ..., ΜΠῊ 4, ==if; 

@ 2,04, 6,...,2n ..., ππὸ a,=2n; 

3 L, LL... L., или a,=1; 
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1 1 - 1 -- 5 1, еу ра (=P енне» нл α,τε(--1γ ι - 

,„ Ето н-црут npmcim за б»шьайнв редици, при която ттият член 
се записва по по-сложен начин: 

. 1 при нечетно п 
(6) 1, 0, 1, 0,..., кли a,,-_-.{o при четно ; 

πεῖ 
—3— при нечетно п 

M 1, —1, 2, —2,..., или a,= π 

- при четно п, 

О пре нечетно п 
1 1 . (8) 0. x' OIT’ ο. Τ..ι-’ ΠΗ an"" -Ξ:. при четно п. 

Една редица може да бъде зададена н индуктивно, T. е. ΠῸ начин 
OCHOBAH на пълната математическа индукция. Например може да бъдат 
дадени нейният първи член а, м някаква формула за пресмятане на п„ ' 
посредством а,. Така например равенствата 

(9) а,--2, anlzfi_’—l 

дефинират редица, първите няколко члена на KOATO са следните: 

2, 3, 8, 63, 
Или пък може да бъдат дадени o, и а: и освен това някаква формула, 
чрез KORTO а, + 2 ὧδ пресмята в зависимост OT 4, H 4, « .. Такава с например 
редицата, зададена с равенетвата 

(10) a,=0, a;=1, апь:евеещ и 

въз осноава на които получаваме по-подробно 
- 

1 3 5 
0, 15 А 

Най-сетне правилото за получаване на л-тия член на една редица 
може да не бъде записано с каквато и да било формула, а просто да 
бъде изказано с думи. Например да разгледаме редицата, л-тият член 
на която с п-тото (поред) просто естестинено число. (Едно естествено 
числа, по-голямо от |, се нарича просто, когато то се депи без остатък 
само на числото Е к на cebe си.) Ето първите няколко члена на тази 
редяца: 
(11) 2,3,5 711,13, 17,19, 23,... 

22



Една редица 
а,, ао,. .. .. ййне н 

се нарича ограничена отгорс, когато множеството от нейните 
членове, разглеждано като множество от реални числа, е ограничено 
отгоре, T. е. когато съшществува такова число B, че a,<f за всяко п, Чис- 
лото В се нарича тогава горна граница на дадената редица. Ана- 
логична, когато съществува TAKOBA чиело 4, че а,>а 33 всяко A, то реди- 
цата се нарича ограничена отлолу, а числото а — нейна до л- 
на границпца. Най-сетне една релица се нарича накратко огран и- 
чена, когато е ограничена и отгоре, и отдолу, т. е. когато съществуват 
две такива числа а н B, че 38 всички членове на редицата да имаме 05 
Sa, 50 Другояче казано, една DEOMIIA с ограничена, когато съществува 
някакъв краен интервал (а, B}, който съдържа всички нейни членове, 
Всяка релица, която не ς ограничена, се нарича неограничена. 

Когато сдна редица ς ограничена отгоре, тя притежава, разбира сс, 
безбройно много горни граници, една OT които е най-малка --- това с 
нейната точна горна граница. Също така всяка ограничена от- 
долу редица притежава безбройно миого делни граници, една от които 
ς най-голяма --точната ἡ долна граница, 

Лесно се вижда, че редиците (3), (4), (5), (6) им (8) ca ограничени, 
(Посочете за всяка от тях по елна горна и седна долна граница!) Реди- 
ците (1) (2) н (11) ca ограничени само отделу, но не.и отгоре, докато 
редицата (7) не с ограничена нито отгоре, нито отдолу, Следователно 
редиците (1), (2), (7) к (11) са неограничени. 

Упражниения. 1, Напишете пъриите няколко члена па релиците, дадепи със след- 
нитс формули: 

. ! Τ el ππεὶς .! 
R . а й = а ι fin'“”;;‘ 

2. Напишете формули 13 л-тите членаве на редиците: 

o е 3,,_ 

3: Ч;З. Х;З.А-е; 

! 1 1 - 
" ΣΤ 

1 

R В Те 

ме Ъ =23, -3,.. 

Ἄ, Докажете, че редината, дадена с раненвствата (9), с неограничена, Уйътаване: 
Устанонветс с помошта U3 пълната математическа индукция, че а ΞῈ ὶ 

4. Докажете, че редниата, лалена с равенствата (10), ς orpauusens. Упътаапне: 
Използувайте, че 056,51, 05a: 51, и покажете, че ако 05а,51 и 05ч.,151, 10 
05а..1.51, €961 косто направете заключението въз основа на пълшата математи- 
ческа индукция. 

5. Дайте пример 33 редница, която с ограничева отгаре, но не Η отдолу. 



Друг важен пример за сходяща редица ни лава геомстричната. 
прогресия 

() | 4, 9% ¢,....q",... 

Ще покажем, че ако 0<-4<1, To тази редица с сходяща и lim ¢"=0. И на- 
HCTHHA да CH вземем OTHOBO произволноа положително число £ и да CH 
образуваме след това Ἱπόποτο v=log, в. Тогава при n>v or неравен- 
ствата 0<q-<1 и п--м7>О ще следва 4"7“<-1 или, косто е все едно, 4" <4“. 
И така при n>v получанаме | 

[4"--Οὐ =¢"<q¥=¢"%" —s¢, 

т. €. установяваме, че при ло>у е изпълнено неравенството (3). С това е 
установено, че lim ¢"=0, 

Да разгледаме и един съвършено прост, но често срешан пример. 
Нека ΒΟΜΉΚΗ членове на сдна редица са равни на едно и също реално. 
число а, T. е. нека е дадена редицата . 

(5) a a,..,a,... 

B случая a,~a 3a всяко п. Лесно с да се види, че тази редица € сха- 
дяша и клони към а, Дейстаително каквото и ла бъде положителното 
“μόπο £, неравенството (3) с изпълнено 30 псички членове на редицита, 
тъй като то се превръща в очевидното нераненство 

|а---а|«<-в. 

Torana каквато и стойност да дадем на у, например vo= 1, изискването на 
дефиницията за сходимост ще бъде удовлетворено,. И така Ита-а. 

Утюшь За всяка OT ладените редици докажете, че с сходищЩа, н намерете 
границата B 

ι 1 1 
#) 1, Τ' ὐ ι 2-?:-:11 #.. 

1 1 1 1 . . 

Ο И 

1 1 1 . 
в) i, тъе TR (..Пн„н..;-...., 

1 2 3 n 
5 π' Τ' -4„....,п+1.... 
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8 3, Свойства на сходяшите редици 

Нека спрем още велнъж вниманиета си върху дефиницията за CXO- 
дяша релица. Както казахме, ние наричаме едно число а граница на да- 
дена редица 

(l) iy ἄχ s »=osbyyenay 

ако 33 всяко положително число Ε съществува такова число v, че ΠΡῈΣ 

поу да имаме 

@ la,—al <e. 

Числото v, както вече изтъкнахме, зависи от wibopa на числото ε, Не 
трябва да се мисли обаче, че на всяко положително число £ съответствува 
едно единствено число v. Нанстина, ако вземем някое число у такова, 
че при пу да бъле изпълнено неравенството (2), то всяко друго чис- 
ло vy, което с по-голяма OT v, ще притежава същото свойство, Τ, €, съ- 
шото неравенство (2) ще бъде изпълнено M при 77V, 

Друга особеност, на KORTO желаем да обърнем внимание, € следната: 
В дефиницията за сходимост се изисква nepapencrBoro (2) да бъде из- 
пълнено само 30 онези членове ¢, на дадената pcmmn. чийто ннмсра n 

са по-галеми OT някос число ν, За членавсте с по-малки номера не се из- 
исква нищо, те могат A2 бъдат каквитое и да ¢ Всичко тоза ни лава осно- 
вание да изкажем следното твърление: 

Axe в една схойдяща редица nposenus стойнастите на краен брой 
нейни Ччленове, MO сходимаостта NG редицата няма да се Hapyun и гра- 
Huyama й няма да се промени, 

Tona ¢ така, тъй като съгласно направените забележки винаги мо- 
жем да считаме, че сме взсли числото ¥ толкова голямо, че направените 
промени в членовете на редицата Да не се отразяват на верността на 
HepascHCTBOTO (2} при пом, 

С подобни разсъждения можем ла се убедим и във асрността на 
следното твърдение: 

Axe om една сходяща редица премахнем краен брой членаве Wi пък 
прибавим краевн брой HOBU членове към нея, MO получената редица е също 
сходяща и има същата ераница. 

За да формулираме кратко друго едкно προῦτο свойство на схолящите 
редици, ще въведем следното понятие: Ако премахнем HAKOM членоне 
(краен брой wm пък безбройно много) от дадена редица (1) 

G 8y .. ааа 

HO Така, че да останат все пак безбройно многоа членове, и ако остана- 
лите членове вземем B същия ред, 5 κοῆτο те са били в редицата (1), ще 
попучим нова безкрайна редица 

(3) an.: Фа, ..у Йарт-- ча 
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която се нарича подредица на реднидата (1). Тук п. е номерът на чле- 
на а B редицата (1), а числото Х е номерът на а,,, разглеждан вече като 
член на редицата (3). Ясно e, че 

4 ; <R .. S 
Лесно се вижла BATHAHOCTTA на следниото твърдение: 
ἄκο една редица е схаодяща и клони към числото G, MO всеяка нейна 

подредица е също сходяща и ΚΑΌΜΗ също към а. 
И наистина, ако редицата (1) е сходяща и lim a,=a и ако 38 дадено 

подожително MHCAC е неравенството 

la,—al<e 

€ изпълнено при п>у, τὸ при A>>v ще бъде изпълнено и неравенството 

|ал --а| <. 

Това е така, понеже от неравенствата (4) ¢ яскно, че п, 2k, и следо- 
вателко при К»у ше имаме и пу V. 

Всичко тона означава, че Пт ад--а, 
| 

Едно ocnosuo свойство на сходящите редици се дава със следиата 
Теорема 1. Вслка сходяща редица « аграничеца, 

Доказателства, Нека с дадена сходяищшата редица 

- 
0ιᾳ.ῃ:᾿-ι-ῃ“.χιοι 

< граница а. Да вземем числото в--1, От сходимостта на редицата след- 
ва, че ще съществува такова чиело v, че при A7V да имаме 

| [ὠς-“ἀ|.:|} 

ἩΠῊ, което е все едно, 

а--1 ай B o 

Последните неравенства показват, че всички членове OT дадената ре- 
дица, чиито номера са по-големи OT ¥, се намират в интервала (а--), 
а 1) Ако има такияа членове ¢, които лежат извън този интервал, TO 
гехните номера няма да надминават числото у и следователно те ще 
бъдат краен брой. Ясно е тогана, че ще можем да намерим един такъв 
краен интервал (а, Bl xofito да съдържи в себе си както делия иятервал 

(ώ--ἰ. а+-1). Ттака и всияки ония членове 4, на редицата, канто лежат 
въй от тази интервал. Тогана интернвалът (а, В) ще съдържа всички чле- 
HOBC от разглежданата редица. А това азначина, че тази редипца с огра 
ничена, " 

Следствие. Ако οὐμα peduya « неаграпичена, тя е разходяща. 
Сега лесна можем да покажем, че съществуват разходящи редици. 

И наистина въз основа πᾶ горното следствие можем да заключим, че 
например редиците (1), (2), (7), @) и (11) от § | са разходяшщи, тъй като 
нсички те са неограничени. 

Не всички разходящи редици обаче ΟἹ неограничени. Съществуват 
редици, който са аграничени и разходяши. 
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Такава е например редицата 

(%) 1,0, 1,0.... 

Тя е очевкдно ограничена. Ако допуснем обаче, че ¢ сходяща, и означим 
нейната граница с /, та Ἡ двете й подредици 

. Ll,...,1,..., 

0,0,...,0,... 

(първата 0T конто е образувана ΟἹ WICHOBETE й с нечетни номера, а BTO- 
рата — от членовете й с четни номера) ще трябва Ма клонят към [ Но 
ние знасм, че първата OT TAX клони към 1, а втората — към 0. Получа- 
ваме противаречне, KOCTO показва, че редицата (5) е разходяща. 

Следващите няколко теореми изразяват други важни свойства ma 
сходящите редици. , 

Теорема 2. Axo са дадени две сходящи редици 

ς ΟΣ κ ν εκ κ υ ε. 

b.- ь:.....!)„...., 

при xoemo lim a,~fa и lim b,—b, и axo за всяка п имаме a,sb,, то ash. 
Доказателство, Да nonycuem, че a=b. Тъй като числото 

4 N 

Еъ —5— ще бъде в такъв случай положително, ще MOKEM да HAMEPHM 
такава число ¥y, че при N2>V, да имаме |а,--а|« £, и съшщо тъй такова уз, 
че при по>уз да имаме |5,--6|< с. Ако означим с у по-голямото от двете 
числа ¥, и Vi, TO при плу ще бъдат изпълнени и двсте неравенства 
la,—al <& м |b,—>|<e, които могат да се напишат още така: 

) a—g<ag, < a+e и b—e-b<bie, 
Ho 

Torasa при n>v ще получим b,<b-+-e—a—-e<a,, T. e b,<a,, противно 
Ha условиета, епоред xoeTo @,<b, за scuxo n. Полученото противоречие 
ΒΜ показва, че неравенството 5 с HEBLIMOKHO, T. €. че Ξ . 

Следствие. Ако редицата 

By, Ол .. ааае 

е схадяща и Ит а,--а и ако за всяко п имаме а,<1, където | е някаква: 
реално числао, mo и asl 

Дейставително, ако заелно с дадената редица разгледаме и редицата 

Т Ч НЧ 
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жоято, както знаем, е сходяща и клони към /, то, като приложим току- 
O доказаната теорема към тези две редици, ще получим желаното 
"твърдение. “ 

Разбира се, по същия начин можем да се убедим, че от lim а,--а 
&/ a2l следва azl 

Теорема 3. Axo peduyama ” 

(I) al,.az,...,a“... й 

€ сходяща и KAORU към а и ако а<!, mo съществува такова число v, че 
„при N>V е. изпълнено неравенството a,<l, 

Доказателство. Нека §=/—a и нека числото у € BICTO така, 
Че при по>м да имаме |а,--а|<Е --- това с възможно, тъй като а с грани- 
пата на редицата (1). От последното неравенство получаваме 

а,«а-+в--а41--а:-4, 

T. ¢. a,<! при n>v. С това теоремата е доказана, 
Аналогично се доказва, че ако lim a,==a и >/, τὸ 38 достатъчно го- 

леми стойности Ha 7, Τ. ¢ за стойности на п, по-големи от някое чис 
A0 v, ще бъде изпълнено неравенството а, > 

Теорема 4. Нека са дадени трите peduyu 

“(6) αιιᾶἓ,.... ЕЯ | 

( διν Вл ааа 
(в) С„ сгяо..,?“,..-о 

и нека a,5¢,5b, за всяко n, Ако редиците (6) и (7) са сходящи и имат 
обща граница I, то и редицата (8) е също сходяща и клони към |, 

Доказателство,. Нека & е пронизволно положително чиесла. 
Йорвдн сходимостта на редиците (6) 1 (7) ς можем да намерим такова 
число у), че при AV, да имамсе 

ὶ (9) Щ.-П <fl, 

H такова число V3, че при поуз да имаме 

(10) ",.---ἰ τ ε. 

Ако уе число, по-голямо както OT Vy, така W OT уз, то при пу ще бъдат 
удовлетворени и двете неравенства (9) и (10).Тези неравенства са равно- 
силни с неравенствата 

l—e<a,<i+e, l—e<b,<l+te 

Ho тогава при по>у ще имаме 

l—g<a,<¢,5b,<1+¢, 
T. е. l—e<c <</ ὲ или, което ¢ vee една, |¢—I|<e. С това е YCTAHOBLHO, 
че Шп ¢, =/ 

Teopema 5. Axo peduyama 

Фу а:....,а,„... 

30



€ сходяща и клони към а, то редицата 

lali‘ "21[ ...-,I“.! P 

€ също сходяща и клони към |а|. 

Доказателство. Нека в е проязволно положително THCAO. 
CuuiecTByBa такова число v, че при n>>v имаме |а,--а|<Е. Но от нера- 
венствата . 

lal—lal S la,—al 

lal—la,| S la,—al 
ε} 

«<ледва неразвенството 

᾿ 1|σ, [--ἰα! |Sla,—al. 

ὍὌττυκ заключаваме, че при πον имаме също 

ἱ [α,|---ἰα! ε, 
< което теорсмата е доказана. 

Теорема 6, Axo edna от двете редици 

йд. Н:,....Пд...., 

Т“Ц. |62|.͵-η 'αιιν;-- 

жлони към 0, mo и другата също xaonu към 0. 
Доказатедство, Haucruna нека € с произволно положително 

числа., Неравенствата |а,-0|< е н | |а,---0|< е са очевидно равносилни. 
Следователно, ако съществува такова число V, че при A>+V е изпълнена 
едното ΟἹ THX, то при същите стойности на п ще бъде изпълнено и дру- 
гота. 

Като използуваме ΤΑΊΗ теорема, можем да видим например, че 
фразглежданата в предишния параграф геометрична прогресия 

д. 92, 93 .....4",... 

представлява сходяща редица с граница 0, когато --1<:4<1 (а ue camo 
хогато 0<:4<1). И наистина при 4--0 това е очевидно, а при --1<:4<0 
ὉΤ неравенствота |4|<1 следва (както знаем от предишния параграф), 
че lim 141"--0. Оттук заключаваме, че # lim 4"--0. 

Ocobeno полезна се оказва следната 

Теорема 7 (теорема за дейстеня със сходлящите редици). Axo редиците 
а1) а), P T 

( by, ba,....b,,... 

«а сходящи и lim a,=a, lim b,=5, mo peduyume 

(13) a,+b,, axtb:,...,a,+b,,..., 

(14) ay—by, ar—b2,...,a,~b,,..., 

(5) 
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ca също сходящи. В случая, когато ὅ, ἘΌ за вряко п и b+0, сходяща е 

също тъй и редицата 

“ а, , i 
(16) НИ ЕЕ Н5 

Π 

При тава , , 

lim (¢,+b)=a-+b, lim(@,—b)=a—b, lim a,b,=ab, lim ἐ < - 

Доказателстноа. а) Да разгледаме най-напред редипата (13). 

Нека в ¢ едно произволно положително число. Да вземем oule едно по- 
ложително числа &', 34 което по-късно ще уточним как MMEHHO сме го 

избрали. Порали сходимостта на редиците (11) н (12) можем да ерим 

такива числа v, н Vz, че да имаме |a,—al<e’ при n>v, и |b, [«- ε΄ 

при n>v; Тогава, ако у с число, по-голямо както OT Vy, така и ет Vi, 

при п>у ще имаме 

Кв,+ ь-)“-(“““.“ ь„ - Kan“"’a) + (ди"ь)! 

(17) 
S la,—al+ |b,—bl <e'+e'=2¢". 

£ 
Ясно e, че ako вземем s'=~2« „ неравенствота (17) при п>у ше ни даде 

” а b)—(a-+ 8}} <. | 

С това ¢ установено, че редицата (13) е сходяща и че 

fim (g, +b,)=a+b. 

6) Доказателството за сходимостта Ha редицата (14) и Ha равен- 

ството lim (a,—b,)=a—b се извършва по същия начин, като обаче вместо 

веригата OT равенства и неравенства (17) се използува следната: 

Ка,---Б,)--(а---5)|« Ка,--а)+-(8---6,)| 

5 la,—al+1b—b|<&'+e'—2¢e'. 

в) Да разгледаме сега редицата (15), Преди всичко ще отбележим. 

че от сходимостта на редицаита (11) следна сходимостта M на редицата 

144 . |3| ν ееа ) чен 

Тъй като BCAKA CXOAMUA редица, както знаем, е ограничена, ще съще- 

CTBYBA такова положително числа A, за което |а,|<-А при всяко л. Hexa 

cera € ¢ произволно положително число. Да вземем още н положител- 

ното число к”, за което си запазваме свободата да определим по-късно 

как сме ro избрали. Като яземем пред пид сходимостта на редишите 

(11) 3 (12), можем да намерим такива числа V; M уз, че при n>v, ла бъле 

изпълнено неравенството ἰω τ τ εὐ а при по->у;-- HCPABEHCTBOTO 

|8,---6| < е”. Тогава, ако у с число, NO-TOAAMO M OT V), и OT V3, ще имаме 

при поу“ 
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;а,ь.-ащ = ia,b,—a,b + д-ь“"“йь lfi [3.(&.—6)"}'!)(0.—0)! 

<14,| . b, —bl+1b] . le,—al<4 . e'+1bl. z'?s'(d-i-ibfl 

Axo вземем ""’A-{fjm + TO ще получим при пу 

la,b,—abl-(s, 

С това е доказана схолимостта на редицата (15), а също K равенството 
lim a b, --ар. 

г) Най-сетне нека ¢ дадено, че b, 40 3a всяко п и че b+0. Да разгле- 
даме редицата (16). Нека изберем сдно произволно подожително число &, 

а след това още едно положително число €', което ще завискн OT €, но стой- 
ността на коета ще уточним по-късно. Поради сходимостта на реди- 
ците (11) и (12) ше съществуват такива числа V, Η Vi, че да имаме 

|6,--а|< ε' при a>v, н ,--6|< ε' при a>v; Тъй като числото L;J е 

също положително, то отново поради сходимостта Ha ,редицата (12) 

ще съществува н такова число у,, че при N>V, да имаме Ib,-—«bk:l-g—‘- 

откъдето 86!-!6.!(1;3 Wiy ιῤ.ι::-ἱξ.ἰ- Torasa, axo v ¢ число, по-голямо 

OT TPHTC числа V,, Уъ Уу ΠΡῊ A>V ще имаме 

ετ «8 | |4,6- ob + 44 - aby К τ (35 B 
„ - ”ζἷ:ἷἷ“{' δ,}) 51‘:'{ };} (la,— α1.1}-18,--δ}.1α}} 

<3 αἰἼδι +е 1α!γ-- ἀ (1а1 + δ])ε΄. 
. м 

Виждаме, че ако въемем £ = ‘«fwmnpun:wmmuc 
19) +1а1 2 

Поради пронзволния избор на числото € това означава, че редицата 

(16) е сходяща u че lim 22 =-2-. 
ь b 

Теоремата за действия със сходящите редици € едно удобно сред- 
ство 38 намиране границите на някон редици. Да разгледаме например 
редицата с общ член 

. 0=—2—5‘-_5‘+3 

. 3π: . 
. 
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Жакто знаем ot § 2, lim -Ξ--:ο. Torasa 

: S .3y .. . N T 1 1 lim (z— Т+?)=М 2—lim 5 lim —+1im 3. lim — - lim =2, 

lim (3+-—:T)=lim 3+lim - еа -1-=з, 
откъдето. 

. 3 
lim fl.*’—"-f м 

Теорема 8. Axo двете peduyu / , 

all а:,....а.,..., 

’bl! b’)-o-.b...o. 

€a сходящи U клонят KoM една и съща граница i, редицата 

(ls) al‘ bl" a}, ὀἶ “.“5κ5"ῖ al’ bgo .. .ψΨ 

получена om тяхното алтериативно комбиниране, е също сходяща и 
клани към същата граница, 

Доказателство. Да запишем редицата (18) във вида 

01. г:яц.оуси..ое 

Тогава су „1-за, Ἡ €2,=b,3un=1,2,.., За всяко положително число £ 
съществува такова м;, че при 7>V, да имаме |а,-- <€, както и такова v., 
че при по>уз да имаме |b—/|<<e. Нека v’ е по-голямото от двете числа v . 
и V2 и нека v=2v', AKO сега m v, KakTo при m=2n—1|, тъй и при m—2n 
ще имаме ло>у” и следователно ще бъдат изпълнени неравенствата 
la,—l|<e н ἰδ,-τὴϊ τ ε, T. с, неравенството [ς..--ἰ τ . С това теоремата 
е доказана. 

Упражнения. Докажете сходимостта B намерете границите на следните редици: 
жаН , 3 4 " ε8 

L Зе ечи 
Зя w4 ey 2 "! Δ, чгИ 4. LU ετ ча 5. D га + Ту Τ 

1 1 δ. o=i5+tzy+-+ πῷ Τ ᾿ Упътванс: използувайте равенството 

1 

sin пе 
7. а = а е реално число). Упътване: използувайте, че -1< εἷπ ὰ Ξ 1, н 

преложете тсеорема 3, 
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8 

а flz..-..fl.,..- 

«<е-нарича растяща, ако 33 всяко A е изпълнено неравенството 4,5 
2За,.а. Ако, пък а, 2а 33 всяко A, то тя се нарича намаляваща. 
Ра:;щпвнтлщшсретобшттфаттщшиарь 
чените монотонни редици. Ако се BLPHCM отново към примерите 
ot § 1, ще видим, че редиците (1), (2) н (3) са растящи, а редиците (3) 
к (4) — намаляващи (редицата (3) ¢ едновременио и растяща, K намаля- 
ваща). Редиците (5), (6), (7) к (8) от 8 | не са нито растящи, нито нама- 
ляващи — те не са монотонни. 

Всяка растяша рединца е сигурно ограничена отдолу, тъй като fich- 
HENT първи член се явява същевременно к нейна долна граница. Една 
растяща редица ¢6ave може да бъде неограничена отгоре. Аналогично 
една намаляваща редица е винаги ограничена отгоре, MO Ἠς винаги 
отдолу. 

Както видяхме, една редица може да бъде ограничена, без да бъде 
„ "сходяша. При монотонните редици обаче това е иевъзможно. 

Теорема. Всяка ограничена Mowomonna редица е схадяща. При това, 
ако е растяща, тя клони към своята точна горна граниуа, а ако е на- 
маляваща --- към точната си дална граница, 

Доказателство, Нека редицата 

(l) al.flz'..“,d..... 

е растяща и ограничена (случаят на намаляваща редица се третира ана- 
логично) н нека / ¢ нейната точна горна граница. Да изберем едно произ- 
волно положнтелна число ε. Тъй като ἰ е най-малката горна граница на 

редицата (1), то числото /—E, като по-малко от /, не може да бъде горна 
границяа на тази редица. А това значи, че съществува някакъв член dy, 
от рединцата, такъв, че g, >/---Е, ο от монотонността на редицата след- 
ва, че при по>пу. ще HMAME 4, > а.„ откъдета 

l—e<a, а ΞΙ Ξ ΊΕ . 

И така ΠΡῊ n>n, са изпълнени неравенствата ἰ-εςα, τ ἰ ε, конто са 
равносилни с неравевствота . 

[α,--[«ε.Ψ 

Поради произволния избор на числото е TOBA означава, че pcmn 3) 
€ сходяща и lim а,:--/. С тава теоремата е доказана. 

35



Като първо приложение на теоремата за монотонните редици ще 
установим известната теорема на Kan'rop, отнасяща се до редици от 
затворени интервали. 

Теорема на Кантор. Нека е дадена една безкрайна редица om затворени интервали ᾿ 

lay, δ.], (аз, #:),... [α.. δ.1,...., 
Удовлетворяващи следните Oee Ууславия: 

а) всеки интервал om тази редица съдържа следващия; 
6) peduyama om дължините на интервалите клаони към 0. 
Тогава съществува, и то една единстаена точка Ἐ, съдържаща се 

във всичките интервали. 
Доказателство. Съгласно условието на теоремата интерва- лът (а, +4, #, +) € подинтервал на интервала [a,, 8,]. Оттук следват не- 

равенствата и . 

(2) fl.sfl.«g H 6,..,511„. 

Освен това ясно e, че интервалът la,. 61 съдържа всички интервали ΟἹ дадената редица, и следователно 38 всяко п имаме 

(3) а, за,<5,56;). 

Да разгледаме сега” двете чиглови редици 

( a, ax,...,4,,..., 

5 6у ὄχν,ν, by, 
първата от KOMTO е образунана OT левите кранша на дадените ΜΉΤΕρ- вали, а втората — ΟἹ техните десии кранща. Неравенствата (2) показват, че тези две редици са монотонни — първата € растяща, а втората — на- маляваща. От неравенствата (3) пък се вижда, че те са н ограниченна Следователно те са сходяши. Нека lim а,-а, lim b,=B. От неравенства- та q,<b, получаваме а Ξ βι Тогава за всяко п ще имаме 
6 a,2asfss, 

G_S_fi"'"fl. 56,-0.. 

От apyra crpana обаче, съгласно условието 6) на теоремата имаме lim (6,--а,)--0. Оттук следва, че β---ατΞῦ, или а--В, т. е. че редиците (4) и (5) клонят хъм една и съща граница. Ако означим тази обща граница ¢ , To неравенствата (6) ще npematar в неравенствата 

™ ας Ξ ξ b, 
KOHTO са изпълнени 38 BCAKO п и които следователно показват, че точ- ката § лежи във всичките интервали [a,, b,). 
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Най-сетне лесно се вижда, че точката Е е единствената точка с това 

свойство. Ако JOTYCHEM, че някоя Apyra точка Е”, различна от точката &, 

също така удовлетворява неравенствата 

аБ аБ 
то от неравенството |E—&'|<b,—a, н oT условието lim (6.--а,)--0 би 
следвало, че |E—E&'|=0, или E=E’, 1. е. бихме стигнали до противоречие. 
И така теоремата е доказана. 

С оглед приложението на теоремата на Кантор при доказателство- 
то на някон други теореми ще отбележим още следното: 

Каквато и околност (5--5, Е4-5) на намерената по-горе точка § да 
вземем, всички интервали (а,. #.) от редицата (2) с достатъчно ΓΟΠΕΜΗ 
номера ше . се съдържат в тази околност. И нанстина, тъй като 

lim ¢b,—a,)=0, ше съществува някое V, такова, че пря пу да имаме 
b,—a,<8. От неравенствата (7) получаваме 

ξ-αι ἕ b;‘—‘fl” ῥι-“ξ 5 6.--0„. 

Torasa при пу ще HMaMe 

:-0.(8, ь.-%(Б, 

юткъдето | 
Е-6<а,. в ὑ,--ξ:δ, 

А тези неравенства именно показват, че затвореният интервал [a,, b,] 

се съдържа изпяло в отворения интервал (ξ---ὅ, 54-6). 

Упражниения. 1. Да се докаже, че редицата с общ член 

€ сходяща. 

Упътване: Покажете, че ааа а Μ a,<l 

2. Да се докаже, че редицата, чиито членове га зададени с помощта на раве- 
стната 

„ъ 
а ч ), д.аа”” 4 

€ схоляЯяЩА н πὰ се намери границата й. 

Упътване: Покажете, че-редицата с растища и че 2,52 (нперавенството устано- 
вете чрез метола B3 математическата индукция), Границата намерете, като използу« 
вате разенството, свързвашщо а, 4 К а,. 

5 5. Числото е 

В този параграф ще се запознаем с сдна забележителна редица — 

редицата с общ член 
1 „ 

d.r(l f’ ἷ) +



+ 

/н ще покажем, че тя с сходяща. Границата на тази редипа играе важна 
/ раля в математиката. Като използуваме биномивта формула на Нютон, 

ааае () 
ерае я L. 

. n(n—l)..'.(n—u-i-l);.l_ 

. =1+'il'i"1“ll‘f2‘§‘l+‘"+*§!r“~:-!fflfiu-"“:+l 

« : +""+Т:Ти:1.:2“”л-:+1* 

(1= нн (- 0е ἢ () 
1 

Като заместим в последното равенство п с n+- 1, получаваме 

1 1 1 1 1 2 k-1 
a,,=1+ rr"i‘a(‘ “;‘:ri)‘*‘""*‘*x“f ("m)(“‘ m) "(‘—.. 7 1) 

кае ве) 
T ) 

Ho npu k=2, 3,...,n umame . 

1 1 2 k-1 1 1 2 к- 1 

z'f(‘"';)(l“‘;)“'(" я } <fi(’“m)(1“;;1)‘“(1*... + 1)- 

т. ¢. всяко от събираемите, участвуващи B израза 3a g, не надминава 
съответното събирасмо в израза за а,.,. Последното събираемо в из- 
раза 38 а, .,, което не съответствува на никое OT събирасмите в израза 

за a,, ¢ положително. Следователно а,<а,«+, Т. е. редицата с растяша. 

Ot неравенствата 

1 1 2 Е- А 1 Ἡ(Ι"ἷ)('"ἷ)'“(ἷ"“τ“).“:π =2, 3,..., %) 

пък следва, че 
: 1 1 1 1 1 

“-“(1"Н+Т:+3Г:+"”+"Л“1+1+Т+П+"”+2.З...а 

лтза



И така за всяко л имаме а,<3, Τ. е. редицата е ограничена отгоре. Тя ¢ 
ограничена, разбира се, Η отдолу, ТЪЙй като е растяща. Както знаем 
обаче, всяка монотонна редица, която.е ограничена, с сходяшща. 

Границата на редицата с общ чпсв(1+ м;-).ш нарича неперово” 

число н се бележи с буквата е. Може да се покаже, че това число 6 

мрапнонално. Ето първите няколко ΠΟΓΟΒῊ десетични знака: 

=2,7182818284 . .. 

Числото е се BICMA 33 OCHOBA на така наречената естествена (на- 
турална) логаритмична cucrema. Прието с естествените логаритми 
на числата вместо с log, x A2 се означават с In х: 

Упражиесния, 1, Намерете границите на редицяте със слединте обшщи членове: 

1 \mi2 фу 1 К1 

а) (14--;-) : 8} (Ιᾧἷ) НЕ . (1+п+3) . 

k “ 

2. Докажете, че 38 всяко цило число Е имаме lim (H‘—“ ) o gk, 

Упътване : Най-напред установете твърдението за положителии стойности 
на k, като си послужите с пълната математичниа индукция, проведена πὸ отноше- 
нне на k. За целта се възполлувайте от разенстната 

k41 a+k+1*n+aa+k+1=(l 1)( к ) . ς Ἐ Ἐ πἘΛπῈΝ еН: +- 
п п +1 

След това докажете твърдението за пели отрицателни стойности на &, като по- 
пожите k= -л (където х с положително число) и използувате при ну равенствата 

я пе 1 1 1 . 
} - : 

п я я a— 5% 5 
n— 4 „ - # И -- # 

3. Намерете границите на редиците със следните общи членове ; 

Т Ὶ 
γπιἆιι-ι:: Използувайте зад. 2. 

8 6*. Теорема на Болцано--Вайерщрас 

Ограничените редици, както 3HACM, HE са непременно сходящи. 
Въпреки това ограничените редици притежават едно свойство, което е 
Свързано със свойствато сходимост. То с изказана в следната 
N—— 

« Дж, Henep (1550—1617) е шотландски математик, който пръв € въвел лога- 
ритмите в математиката. 
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Теорема на Boauano—Bakepmpac. Вслка ограничена редица притежава 
поне една сходяща подредица. 

Доказателство. Нека редицата 

(1) а„а:„..,а„... 

е ограничена и нека (а, В) е един интервал, съдържащ BCHIKE нейни wie- 
Hose. Да разделим този интервал на две равни части н да означим с [a,, В, | 
сдин OT така получените негови подинтервали, при това такъв,който съ- 
държа безбройно много членове на дадсената редица — поне едни OT 
двата интервала има това свойство, иначе би излязло, че цялата редица 
се състои от KpacH брой членове. Да вземем след това сдин член 4, OT 
редицата (1), който се съдържа в интервала [a,, βι]. Сяед това да раз- 
делим [a,, В,| на два равни по големина подинтервала, да означим с 
[α,, В2| сединия от тях, избран така, че да съдържа безбройно мноаго 
членове ΟἹ редицата (1), и да означим с а,, един член от тази редица, 
жкойто се съдържа B |а«з, В2)| и чийто номер пл; удовлетворява неравен- 
CTBOTO пу>п, (член с Такъв номер сигурно ще се намери в интервала 
[α:, B2], шом като тозк muTepBan съдържа безбройно много членове от 
редицата (1)). Продължавайки по тозн начин неограничено, нне ще по- 
лучим една безкрайна редица от затворени интервали 

) Tl В) [α, β2]},.. e, Β, ... 
Ἐ една редица 

(3) у Чуе ἄρχλελεν 

съставена от членове на редицата (1), такива, че σρκείακς, В,| н 

@ пу Sy, S 
Неравенствата (4) показват, че редицата (3) е подредица на pean- 

цата (1). Що се отнася до редицата (2) от нитервалите [a,, В,), T8, хакто 
веднага се вижда, удовлетворява условията на теоремата на Кантор. 
Следователнио ще същестнува една точка £, принадлежазца на всички 
тези иктервали. Съгласно бележката от края на ὶ 4 33 BCAKO положи- 
телно число € можем да намерним такова число v, че при АКу всички 
интернали [a,, В,| да се съдържат в ннтервала (E—e, £+£). Оптук следва, 
че н всички a,, при K>V се съдържат в този отворен интервал и еледо- 
вателно удовастворяват неразенството 

р„т:[ <e . 

Tosa пък означава, че редицата (3), която беше една подредица на реди- 
цата (1), е сходяща м клони към Е. С това теоремата е доказана. 

§ 7. Необходимо и дастатъчно услевие на Коши 
за сходимост на редици 

Когата искаме, излизайки от дефиницията 18 сходимост, да YCTa- 

новим, че дадена редица с сходяща, нис се сблъскваме със следното 

неудобство --- за да проверим γοποβμέτο на дефиницията, Трябва пред- 
варително да познаваме границата на разглежданата редица. Ето 3awo 
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-интересно е да разполагаме с такова необходимо н достатъчно уславие 
33 CXOZHMOCT на една редица, в което да не става дума за нейната гра- 
ница. Такова с т. нар. условне на Коши, съдържащо се в следната 

Teopeus на Коши. 3z да бъде редицата 

(l) ey 2. .. йуе 

«жходяща, е neobrodusme и деостатъчис 30 велка положителяо число € да 
съществува такова число у, че при M>>V и п»у да бъде изпълнено нера- 
«венството 

|аа--а,|< е. 
Доказателств о. Да установим най-напред необходимостта на 

условието. Hexa редицата (1) e сходяща и а € нейчата граница. Можем 2a 

HAMEPHM такова число у, че при AV да нмаме“ !а.-а!(%- Тогава при 

Ν и πῸ Ν с азпълнено 

|,--а,| = |a,—a+a—a,| 5 |а,-а + |4.-а| <5+ 3¢ 

С това необходимостта на условието е доказана. 
Да докажем сега неговата достатъчност. Ще допуснем, че условието 

на Коши, изказано във формулировката на теоремата, е изпълнено. 
Да приложим това условие при 6-1. Ще съществува такова число v, 
че при NV и т>у AR имаме 

Га,--а|<!1. 

Axo сега фиксираме един член a,, чийто номер т е по-голям OT V, τὸ от 
моследното неравенство ще получим 

dp—l<a,<a,+1 ᾿ 
ΡΗ пом, Tosa означава, че всички членове на редицата (1) ¢ номера, 
по-големи OT v, се намират B интервала (a,—I1, а.„ + 1). А тъй като члено- 
вете с номера, по-малки OT v, са краен брой, то ше можем AR намерим 
такъв краен интервал [a, В|, който съдържа всички членове на реди- 
wmata (1). Следователно тази редица с ограничена. Съгласно теоремата 
μ Болцанао--Вайерщрас тя ще притежава тогава поне една сходяща 
подредица 
(2) Oy o Ouyncony Qugy-n- 

чиято граница нека означим ς а, 
Ще покажем, че peannara (1) e сходяща и клони също към а, За целта 

Да вземем сдно произволно положително число ε. Поради сходимостта 
на редицата (2) можем да намерим такова число v, че при K v, 

3) 

Ὅτ друга страна, съгласно условието Ha Коши, κοῦτο предполагаме за 
мзпълнено, ще съществува и Такова v, че 

@ [α,--α,1 <4 
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при n>v, m>v. Нека сега n>v. Да изберем номера k толкова голям, че: 
да са изпълнени неравенствата K>>v, и т ->у. Тогава въз основа на нера- 
венствата (3) к (4) ще получим 

|а,--а| =18,~ Gy + 80y -а| £ |а,- 44 | + |ащ --а|< +е 
И така при по>у е изпълнено неравенството : 

α.,.--αἱ Ξ е. 

Това означава, че редицата (1) ¢ сходяща и има граница а. С това теоре- 
мата е доказана. 

8 8. Редици, клонящи към безкрайност 

Понякога думата клони се употребява и по отношение на някон 
редици, които са разходяши. А именно оказва се удобно да сс въведе 
следната 

Дефиниция, Ще казваме, че редицата 

( а), ату .. балала 

клони към безкрайност, и ще бележим това така: 

limag,~c0 2 или  a,~o0, 
Kozamo при всеки избор na полаожаателното число А може да се намери 
такова числа v, че при n>v да имаме а, > . 

За да поясним смисъла на тази дефиинция, нека отбележим, че 
числото А се взема ΠΡΟΗΊΒΟΠΗΟ и следователно може да бъде избрано 
колкото искаме голямо. Така че в дефиницията в същност се-иска чле- 
новете на редицата AR могат да станат по-големи OT всяко положител- 
HO число колкото и голямо Да € TO, стига номерата на тези членове да 
станат достатъчно големи, 

Анздлогично: казваме, че редицата (1) клони към минус безкрайност, 
и записваме това така: 

lim a,==—o00 или а,-+--00, 
Ἀ 

ако 26 всяко отрицателно число В съществува такава wucao v, че при 
n>v да имаме а,<В. 

Леско се вижда например, че редиците 

1, 2, 3,...,m,..., 

. 2, 4, 6,...,2п,... 

КЛОНЯТ KbM 00, а редицата 

]y oy --3 Не акя 
KJIOHH KbM --со. 

Ще покажем, че e валидна следната 
Теорема 1. Нека е дадена редицата 

( Ay, , .. йуе 
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и нека a,>0 за ecaxo п. Да образуваме редицата 

2 1 1 1 
@ - τ а) o υ 

з... 

Axo lim a,=0, то hm-—-=m u, обратно, axo lim a,=oco0, Mo ьщ...-о 

Доказвтелство„ Нека lim а,--0. Да си изберем едно цроп. 

вално положително число A. Ако a——Al——. то съгласно дефиницията 38 

uonmapemmecmmynamounmo v,-xenpun:»vmm 

la.—0] <& или, което € все едно, а.е:-- Оттук ще получим Т.>А при: 

по>у. Това означава, че lim —-am. 

Нека cera пък lima,= со. Да вз:нем произволно положително. 

число £ н да сиеобразуваме числото А=--» Съгласно дефиницията за 

редица, клоняща към безкрайност, можсм да намерим такова чвцпо v, 

че при пу да имаме g,>A, T. е. ад>-1-. откъдето получаваме -——-<:s 

l;—»—ok:a 
- 

Следователно lim :-n-_-o. 
" 

Пример. Ако g>1, τὸ 32 геометричната прогресия 

Чъ Ч..-*Фоч.тпеъ 

имаме lim 4"--оо, Нанстина в такъв случай редицата 

1 1 1 
Ж и Ф ж + + 

9 4 4 

5 TCOMETPHYHE прогресия с частно -;.. удовлетворяващо неравенствата 

е.. 

ο ἢ ᾿ , , 
0_(-4-'- < 1. Следователно Шт -ἑ, -0, откъдето Шт 4 --0о. 

Лесно ссе доказват също следните теореми: 

Теорема 2. Нека редицата 

“ἱ' В:,..-,а.,... 

Е сходяща, т. е. нека Шп a,—a, където а е някакво реално числа. Axo 

35 редицата 
by, bs,...,b, ... 

Huame lim b, =00, mo 

lim (@, +b)=c0 
Axo пък lim b,=—o0, mo : 

lim (@, +b)=-—00. 

Teopema 3. Hexa 3a peduyama 

ι 91,.... P



€ дадено, че lim a,=a и нека a+0. Axo за pedyuama 

bl’ b},..e,bn,--- 

имаме Ищ b,=o00, mo npu a>>0 имаме ' 

lim аБ са, 
а при а<0 

lim аВ----00, 

Като частен случай на тази теорема се явява твърдението: 
Ако редицата 

ι ΟΣ κ υ τ бдалан 

ΦΠΟΗΗ КЪМ со, τὸ редицата 

‘-“fl, -с:....,-с,„... 

KIOHE KbM —oo и обратно. 
Teopema 4. Axo за peduyume 

a" a:....,fl,...., 

й„ 6:....,6,„... 

имаме lima,=oo и limb,=o00, mo lim(g,+6)=00 н lim α.ῤ.ΐω. 
Лко пък lim а --0о ἢ lim b,——oo, то lim (a,--b,)==—o0 u lim a b, < 

-m‘. 

Най-сетне, axo lim a,~o00 и lim b,=-—00, mo lim a, b,=—o0, 
Упражиения. 1. Докажете, че Ши (firmoo, 

“2 ” 3 ай 
2. Намерете: а) lim Py Е 6) Цт":-; уу в) lim туе 

) lim YA+ ! +‘~‘{'§_~;_3_; a) fim(Vag 1 -Ja=1) 
мМа+1- я - 

3. Moxaxcre, че редицита, залалена с равенствата @,=3, ааа -1, клоци 
към 00, 

Упътване: С помошта на принципа 33 математическата индукция покажете, че 
а,2а+1.



ГЛАВА П 

БЕЗКРАЙНИ РЕДОВЕ 

Тази глава е посветена на изучаването на понятието Bezl'paen 
ред 0Τ реални чнисла и неговите свойства — едно понятне, тясно свър- зано с понятието безкрайна редица, но играещо твърде голяма само- стоятелна роля в математическия анализ. 

8 9. Сходищи и разходящи редове 

Нека е. дадена една редица от реални числа 
( My, Р Е 
Ахо започнем да събираме последователно членовете на тази редица, ще получим следиите суми: 

Sl‘"l' 

51-и, Физ, 

- - - . - - " 

57 иъе εξ 
BT Η, ” 

Да разгледамсе редицата 

Ако тази редица е сходяща и ако S ¢ нейната граница, TO ние сме CRIIOH- ΒῊ да разглеждаме числота # като число, което се ¢ получило като че 

) | Б Е И 

където μὴ, из,... ca реални wucta, се нарича безкраен ред om феални числа или по-кратко ред. Числата My, Mp,... €€ наричат чле- Hoee на този ped. Сумата 

Зуе чиЗ РИ,



«е нарича п-та частична (парциална) сума на реда. Най- 

«сЕтне, ака редицата от частичните му суми 

) ' Sy Бъе Spuens 

« сходяща и клони към S, то редът се нарича € X ὃ A щ, @ числото 5 — 

„мегова сума. 
„Фактът, че числото 5 ¢ сума на реда (2), се записва с помощта на 

разенството 

"(4) S=“1+llz+ s +|[.+ .. . 

Ако редицата (3) от частичните суми на един ред е разходяща, то н 

-CAMBNT ред се нарича разходящ. 

' Hexa подчертаем, че понятието CyMa Ha ред се дефинира само за схо- 

дяшите редове. Разходящите редове не притсжават Cyma. Ясно е тогава, 

че нзразът (2) може, както показва равенството (4), да се схваща като 

„число само когато той представлява сходящ ред. В противен случай той 

не представлява никакво “HCIO. 
Изразът (2) се записва 38 краткост още и ΠῸ следния начян: 

5) ἑ u,. 

пе 

Лесно се вижда, че съществуват разходящя редовс. Така например 

редът 
46 . 114е 14 чее 

всички членове на който са равни на 1, е разходящ, тъй като редицата 

OT неговите частични суми 

1, 2, 3,....0,..., 

жакто знаем, с разходяшща. 
За да покажем пък, че съществуват и сходящи редове, ще разгледаме 

следния важен пример: Реда 

m 1+q+q§+...+q.“l+.-u 

ще наричаме геометрична прогресия (1. ε. ще употребим 

същото наименование, KOCTO бяхме използували вече за редицата с общ 

член ¢*~!). Ще покажем, че когато чнислото 4 удовлетворява неравен- 

ствата «-1<:4«<:1, редът геометрична прогресия (7) е сходящ. За целта 

да си образуваме неговата мл-та частична сума:



Както знаем от ὶ 3, lim ¢"=0, когато --1<:4<:1. Следователно за такива 
CTORHOCTH на а ще имаме : 

T—¢ T-¢q 1- -а 
И така виждаме, че пря --1<4<1, т. е. при |4|<1, редът (7) е сходящ 

ж неговата сума ¢ ιΙ " T. €. можем да напишем равенството 
.. 

3—1—q=1+q+q Fo b е 
Hexa отбележим BAKOM най-прости свойства на сходящите редове, 

жоито следват непосредствено отпшпдпфштязв сходимост на ред: 
Axo всички членове на един сходящ ред 

<- и и чее Ещ Ἐ - 
Уумножим с едно и също число A, MO полученият ред 

(9) 5 # ш|+ш1+ .. . +ш.+ ... 

« също сходящ и axo S е сумата на peda (8), mo cymama на реда (9) e а5. 
Нанстина, ако 

3.”5“. 4фи24- .. +"-. 

O, =@ty +аи + .. iy, 

τὸ в,-аб, Ἡ от lim 5,--5 получаваме lim сб.--а5. 
Axo са дадени два сходящи реда, съответно със суми 8” и S, т. e, 

аке | 
Ὰ и ие 

S.r-y‘+r!+ .. « +?.+ ἜΝ 

“πὸ pedogeme 

(g +v )+ (U2t ν) - v+ o 
o 

( _vl}+(“2_v2)+ { ц ι) *" 

«а също сходлщи и сумата на първия om тях ¢ 5".|5“, а на втория 
8!-840 

И наистина, ако 

5а-и, йе ийа 

S."”—i’l*f’ ῬΣῈ ττν & У 

0.*(“.+”;)+(ш+ ка)е +(“с+?ц)я 

РА=(*".1”Р!)+(и2- 9;)-}- ... +(Нд“3д), 

10 0,=5".+5.”, p.=5"—S." οτ lim δ΄,-- δ', lim §,""=S"" получаваме 
limg,=S$"+S", lim p,—S5'—S". 

Лесно се доказва също и следното свойство: 
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Яко към членовете на един сходящ ред прибавим краен брой нови 
членове или пък премахнем краен брой от неговите членове, получаваме 
винаги пак сходящ ред. 

Ще докажем сега едно важно свойство на сходяшите редаве. 
Теорема. Axo редът 

(10) ἐ PSSR 7R S 

€ сходящ, Mo peduyama от неговите членове 

(”) Uy "By а.„ Σ 

клони към нула. 

Доказателство. От pasencrsara 

S,=u-tuzt .е ме 
Sn+l=“l+“1+ ... A ' Ὶ получаваме 

(!2) а e s S._'_':—S.-'-"-: "1 

Ако редът (10) е сходящ и ако 5 е исговата сума, ще имаме lim S,= S 
и също така lim 5, ., =S. Оттук lim (S, ,,—S,)=0, което поради равен- 
ството (12) означава, че lim u, 4ι50. Това пък показва, че редицата (11) 
€ сходяща и клони към нула. 

От доказаната теорема следва, че ако редицата от членовете на” 
. един безкраен ред не клони към нула, TO той е разходящ., 

Ката вземем пред вид тази теорема, бихме могли сега още веднъж 
да се убедим, че редът (6) с разходяш, без да прибягваме към редицата 
OT неговите частични CYMM, а само като забележим, че редицата OT He- 
говите членове " 

Е А ПО 
нес-клони към нула, . 

Друг по-интересен случай, когато можем да използуваме същата 
теорема, с следният. Да разгледаме отново геометричната прогресия 

О На 4664714 
H да се занимаем с въпроса за сходимостта на този ред, когато 1412 1. 
Редицата от членовете на реда 

Lgqg*,....¢" 1, ... 
B тази случай не клони към нула, защото, ако бихме имали lim 4"71--0, 
τὸ щяхме да имаме също и Шп |4|"” 1--0, А тава е невъзможно поради неравенството |4|"7 13 1, изпълнена за всяко л, Слелователно при 1421 
редът (7) е разходящ. И така установихме, че геометричната прогресия (7) представлява сходящ ред само ко- 
гато |gi<l. 

Доказаната в този параграф теорема може да се изкаже още и така: . за да бъде един ped сходтщу, пеобходимо е дедицата om неговите членове 
да клони към нула. 

48



Възниква въпросът, дали това условне е и достатъчно, T. е. можем 

як OT това, че редицата от членовете на един ред клони към ” нула, да 

заключим, че той е сходяш. Отговорът на този въпрос е отрицателен., 

За ла се убедим в това, ше разгледаме следния важен пример: Редът 

НЕ е ot 

( 

Torasa ще имаме | . , 

5μῈ1.-} 42.-} Р A 2 с е1 +т-ур >. 

И така получаваме 5я > A, KOCTO показва, че произволно взетото по- 

ложително число А не ¢ горна граница ΜῈ редицата (14), т. е. че тази 

редица с неограничена. Следователно тя не е сходяща, KOCTO означава, 
че редът (13) с разходяш. 

8 10. Редове с неотряцателни членове 

Ако всички членове на един ред 

μ Ἐ. а Ἐτ1. 

€2 неотрицателни числа, то редицата от неговите частични сумя 

Ἷ 5 Y 

. 
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е растяща. Действително от равенството 

Sn м 1=8в+ип *1 

Η OT TOBa, че u, .20, следва неравенството 

3a всяко A, 
, Както знаем, сдна растяша -редица с сходяша винаги KOTaTo € orpa- 

инничена. Ето защо, за да установим, че един ped с неотрицателни членаве 

е сходящ, достатъчно е да покажем, че редицата om неговите частични 

суми е ограничена. Тази забележка ΗΗ дава възможност лесно да уста- 

HOBHM следната важна 

Tmm(mumnmcmmmm}. 

Hexa ca дадени 06a peda с неотрицателни членове 

() μ ἜΠ Σ Ἐ ΥΎ ἘΜ Ἐ τ τ 

# 

2 1"—{-1*3*[---.-—]-»9‘-]-... 

и нека за всяко п € изпълнено неравенството u, S v, Тогава, ако редът (2) 

е сходящ. mo и редът (1) е сходящ. 
Доказателство. Нека 

ееу ие 

S‘”F"‘g“f""z“l“ s ol 

Ясно ¢, че 5,/55,”. Тъй като редът (2) е сходящ, то редицата 

S8 e S 

е сходяща и следователно — ограничена, Ако A ¢ такова число, че 5,7< 

< A за вбяко п, то също така за всяко н ще имаме 5 <A, T, с. редицата 

OT чистичните суми 
# 5/ 5/н БИе 

на реда (1) е ограничена отгоре, Тя обачи:, както знаем, е растяша и сле- 

дователно ще бъде и схоляща. С това теоремата с доказана. 

Нека се убедим чрез някон примери в ползата от токучцо доказа- 

„ния принцип за срявняване, Да разгледаме реда 

| 1 1 1 
ие е ot В ищ чеф e o м ф н g o К же 

(3) Τ ἢ Ἔ g LR TS Т Ε 

Члденовете на този ред са по-малки ΟΥ състветните членове на реда 

1 1 1 1 
Ι.ἰ..ἓ..ξἷ!.ἓ. : ...+ ааа | .. 

. 1 
който обаче с геометрична прогресия с частна 4---;- и следователно е 

сходящ. Въз основа на принципа за сразияване на редове с неотрицателе 
ΜΗ членове заключаваме, че м редът (3) е сходяшщ. 
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Да вземем друг пример -- да разгледаме реда 

1 1 1 1 
ф еуее РК - τῈ 

Ако допуснем, че Ттози ред е сходяш, то като умножим всичките му 
членове с чнислото 2, ще попучпм също така сходящия ред 

2+ + +-*+ +2. l+"' 

членовете на KOHTO са по-големи Шьсьопсгнвте членове на хармонич- 

ния ред 

- 1+..l.+l+l+m+ .!._*. 
2'3 4. п 

Ot принципа за сравняване тогава ще следва, че и хармоничният ред е 

сходящ, което, както знасм, не ¢ BapHo. Това показва, че нашето допу- 
<скане за сходимостта на реда (4) e било погрешно и че следователно 
TOH е разходяш. 

Като се използува принципът 33 сравияване на редове с неотрица- 
телни членаве, могат да се докажат няколко достатъчни условия 34 схо- 
димост и разходимост, известни под HAIBAHMCTO критерии за pe- 
дове с положитедни членове, Ние ще посочим три такива 
критерия. Навсякъде при тяхната формулировка ще се предполага, че 

€ даден един ред 
(5) : +"1+"'+u.+"'n 

всичките членове HA който са положителни числа. 

Τ, Критерий на Даламбер, Нека редицата 

#3 и На +1 
Ό ре ж ж ф 

“ “; НА 
ече 

. На 
« сходяща и нека ьщм-»„.* <. Тогава: 

- 

ака #<:1, редът (5) е сходящ; 
ака (>1, редът (5) « разходящ: 

Доказателство. Нека Ιππ-“- ==l Да BICMEM такова чис- 

ло ¢, косто удовлетворява неравенствата /< g<1. Както знаем от една 
теорема за редиците (теорема 3 ат § 3), ще съществува такова число V, 

че при пу да имаме '-';“-! <q. Hexa π:»ν. OT неравенствата 

хъдето Ке произволно естествено число, получазаме (чрез почленно 

умиожашв и съкращаване) м S g, НЛИ 
Uy ' 

u...;.n:u,,q . 
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Това показва, че членовете на реда 

(6) μη,. ὰ ἘΝΗ 12 е Ε κ τῈ " 

са по-малки от съответните членове на реда 
и “..q+u~.qz+.n+““.q‘+1n’ 

който е геометрична прогресия, умножена с постоянното число U, . Тъй 
като 0<4<1, тази прогресия е сходящ ред. Оттук въз основа на прин- 
ципа за сравняване заключаваме, че редът (6), а следователно и редът (5) 
ς сходящ. 

Hexa cera lim #121 =[>1, Torasa ще съществува TaxoBa число V, 
L] 

че ";η}ι при поу. Ако πρν, ще имаме Uy« >и, при n2n,. И тъй 
" 

редицата 
. 

. 
П.„ “Q‘+Ig--e’ "Q’-a}.filvaeo 

€ PACTAIIA и следователно (тъй XATO първият й член е положителен) не 
клони XBM нула. Значи и редицата OT членовете на дадения ред (5) не 
клоня към нула, Следозателно този ред € разхолящ. 

П. Критерай un Коши, Нека предположим, че редиуата 
2 “ 

и,, Vi, iy, ае 
" 

е сходяща и че {ἶπὶ ψίμιτοὶ, Тогава: 

ака 1<1, редмт (5) е сходящ: 
awn 131, ребът (5) е разходящ. 

- 

Доказателстно. Ако Ши „и,/<1 и ако 1<49<!, то съще- 
- 

ствува такова WHCHO V, че при Μ Ν да umame \Ju,< ¢ или и,<4“. Tosa 
покалзва, че за JOCTATHMHO големи (по-големи OT V) номера п членовете 
на реда (5) са по-малки от CLOTHETHMTE членове на една сходяша гео- 
метрична прогресия. Следователно редът (5) съгласно принципа 33 срав- 
няване е сходящ. 

» 

Ако пък lim „/и,-/2>1, за достатъчно големи номера п ще имаме 
. 

Vi,>1, T. e 4>, Оттук виждаме, че редицата от членовете на ре- 
да (5) не клонки към нула и значи той е разходящ. 

Ш. Критерий на Paabe — Дюамел. Да определим числота a, om 
равенството 

( Yagr 1 ἑ 

и da образуваме след moea peduyama 

oy, 20 30,,...,00,,... 
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Нека тази редица e сходяща и нека lim па,--/. Тогава: 
ака Г>1, редът (5) е сходящ; 
axo #<1, редът (5) e разходящ. 

Доказателство. От равенствота (7) получаваме 

Нека limna,=/>1 и нека ц с число, удовлетворяващо неравенствата 
I>p>1. За достатъчно големи номера п, по-точно за по>у, където V е 
подходяшо избрано число, ше нмаме πα,»μ, откъдето получаваме 

щ-““п+8>ри-*1! 

а оттук , 

. "“ι“("“ἷ“η и„„::»(р.-[) " εὶ 

Нека n,>v. От неравенствата 

o ме (па +1) мм > μ 1) thay 11, 

(па+ 1)ty 11 < (Mg + 2) ааа >(И-- 1) и 
* 

. - . « - - - - - - , . . - . . 

(Mo +К) Uy sn—(My+h+ 1) ааая > μ — 1) e 140 

където К е произволно ECTCCTBEHO число, чрез почленно събиране полу- 
чаваме . 

Mg bha, = (Mg +К + 1) ийае 2(И 1) (U, ε + o ак) 
откъдето “ 

, ПА ll.. . 

} R PR T Е РЯ +k‘&'m 

Виждамсе, че всички частични суми на реда 

ааа Р Чаа 777 ἘΜ 7 

не надминават едно постоянно число, T, е. редицата от тези частични 
суми ¢ ограничена отгоре. Това показва, че ΤΟΊΗ ред, който е с положи- 
телни членове, ¢ сходящ. А Torasa сходящ ще бъде и редът (5). 

Нека cera lim na,=/< 1. Тогава ще съществуна такова у че при пу 
да имаме по,<1, значи 

Ω ΜΗ «а < а ка 
BaR 

flfl“((n“{'* 1)“. g, 

Да вземем mg>v. От неравенствата 

Ay thng <(By + 1) κ . <е τ (πο +К) Un, 14, 
валидни 33 BCAKO €CTECTBEHO число K, получаваме 

i 
fl.,u)-n,u..“ i 
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Оттук виждаме, че членовете на реда 
# 

® И τ А Ὑ il 

са по-големи OT CLOTBETHWTC членове на реда 
Moty Mglly . o by, . 
ра Ὴ Ο Ν ὙΠ 

Последният ред обаче е получен чрез премахване на първите N, на брой 

членове на разходяшия хармоничен ред H умножаване на BCHYKH оста- 
нали негови членове с побтоянното число Η ἰ — значи той също е раз- 
ходящ. От принципа 38 сравняване на рсдове с неотрицателни членове 
заключаваме; че редът (8), а значи и редът (5) е разходящ. 

И така трите критерия за сходимост и разходимост на редове с 
положителни членове са доказани. 

Нека отбележим изрично следното: Ако при прилагането на който 
и да било от изказаните три критерия установим, че границата / ¢ равна 

на 1, то този критерий не ни дава нищо и въпросът за сходимостта на 
реда (5) остава открит. 

Най-сстне заслужава да обърнем внимание на факта, че при прила- 

гането на критерия 8 Раабе- Дюамел излизаме от израза —;‘“ - Съ 
“ 

зция, който участвува и в критерия на Даламбер. ETo защо към критерия 

на Раабс--Дюамсел прибягваме обикновено, когато критерият на Далам- 

бер не може да нн TIOMOrHe, например, когато lim -:“ 
“ 

.. . 

Пример 1. Да разгледаме реда ‘Z%‘. Torasa ще Hmame 
Β.Ἱ 

1 1 
- Ц e еее н 

IV e ) 
Ho -Ξ-ζἱ M оттук заключаваме въз основа на критерия на Даламбер, 

че разглежданият ред с сходящ. 

На {π + 1)1 
ΙΙΙ!Ἱ“- -—-li П!)"“ - : Ш (-l-l)' 

Пример 2. Разглеждаме реда Е% . Тъй като 

lim Г - lim -2 Ν . 

те този ред е сходящ съгласно критерия на Коши, 

Пример 3. Да разгледаме реда 2-:-,- . За този ред получаваме 
Π 

“



iy (π τ 13 πβ τ TN " 

Тук Im Ἐ τ ὶ така че критерият на Даламбер не ни дава резултат, 
Прнлвгамс критерия на Раабе- Дюамел. За целта от равенството 

„ 1 

К . 1 lim na,:hmz" L} 
φ 

Тъй като 2:»], то редът е сходяш. 
” Упрптц. Да сс изслелва дали €A сходящи нпи разходящи сдедните редове; 

я πίπ + ἢ Ν 
1. ΕΙΝ 2. Σ ΕΝ 3. "! 

тя а A=} 

, к - E 

4 ” 5 amt 1 g ot A : (2лу! ” ( Г 3а и 3а +1 [T | ΓΤ ще) 

.. : o - 
wf n . 1yt 1 

+ Σ" (n‘+‘i) ᾽ . (Ι "ἷ) > ἴξη - 1)2я мя тя) п 

1.3.5...(Ся- ἢ 1.3.5...Qn—1 1 
1. Σ 2.4.6... 2а ” 1. Σ 1.4.6...За п же 

#. 

8 11. Критерий на Лайбниц 
Критерият на Лайбниц се отнася за редове, чинто членове си сменят 

Шоследователно знака. Той гласи: 
Axo редицата om паложителните числа 

-.(l) My, И.е а iy, .. 

€ намаляваща и клони към пгла, MO редът 

Ω Uy—tty ity oo ξ Щщ Ἐπ:: 

Ε сходящ. " 
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Доказателство. Да означим с S, п.тата частична сума на ре- 
да (2). При направеняте предположения 33 редицата (1) ще имаме 

Бъя v 1= ιΞΞ- τ , -τἶς, + ) 50, 

S еае 
Sra 17— Spn Е 

S.’tut -1 2 :Szn . >S}n .,g Sk' 

Първото заключение, което MOXEM да тщ OT тези неравенства, 
€, че редяпата . 

Оттук получаваме 

() δι» Зуе δὲκ εὰ γενν 
€ намаляваща, а редицата 

@ Sy Зе а δμνονν 
е растящша. По-нататък от очевидните неравеяства 

5,аб.<ба 125) 
заключаваме, че тези две ре са ограничени и следователно са схо” 
дящи. Ако редицата (3) клони към δ΄, а редицата (4) — към 5”, то по- 
ради неравенството 5,<5з, а ще имаме 5"55”. А като вземем пред 
вид монотонността на редиците (3) и (4), ше заключим, че 

Ο Ὑ 

Тогава за всяко н ще бъдат в сила неравенствата 

0SS5 -- S8, 15 или 055 —~5"Su,. 
Тъй като редицата (1) клони по условне KLM нула, OT последните не- 
равенства следва, че S = 8", т. €. че редиците (3) н (4) клонят към сдна 
и съща граница. Но тогава и редицата 

S S8, 

OT частичните суми на реда (2), която с получена от комбинирането HA 
редиците (3) и (4), ще бъде сходяша. С това е доказана и сходимостта 
на реда (2). " 

Нека забележим, че от извършеното доказателство можем да Η1- 
влечем още едно заключение. A именно ако 5 с сумата на реда (2), 1o 
от неравенствата 5,55255, . ще получим 

5 05 5 1--355 5 алу Иу 
а ὍΤ перавенствата 5255255 ще имаме 

(δ) ΟΞ 5-- ' 265 ка Зу Шуя 

Това можем да резюмираме по следния начин: Axo 

. и, +и3+. . -*%u_-{- ΝΗ 

е един ῥἁὐ. Уудовлетворляващ условгвията na критерия на Лайбниц, те за 
неговата сума 5 и инеговата частична сума S, имаме 

[5---ν Ξ . «а |. 
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Нанстина неравенството (5) ни дава горното неравенство за не- 
четни, а неравенството (6)--за четни стойности на п. 

С nosomrra m критерия на Лайбниц можем например да покажем, 
че редът 

11 1 L= πτῆητ-ῦ (=D e 

« сходящ. Навстина всички условия на критерия TYK mnam.mmm. което 
се проверява непосредствено. 

memammmmmmmmmmz 

8 12. Абсолютно сходяащи редове 

Както знаем, сумата на красн брой числа не се променя, когато 
PAIMCCTHM πὸ произволен начин сьбирасмите --в това се състои така 
нареченият комутативен закон μ събирането. Този закон обаче ς е 
залиден при безкрайните редове. За да поясним това, AR разгледаме 
следния пример. Редът 

ааа oy , 
( 1-—~-§--¥T-;-+--'f(r-!)' ‘7+~--. 

И 
както видяхме, ς сходяш. Да означим с S, неговата л-та частична сума, 
а ¢ 5-- неговата cyma. Нека сега разместим членовете му по следния 
вачин: да вземем най-напред пъранте два положителни члена, след 
Това --- първия отрицателен, ποςπὸ -- следващите два положителни, 
сдед това — следвашия отрицателен и т. н. Ще получнм реда 

1111 
{2) I+T—?-i*§—1—:’---§“§'"' 

Axo а, е п-тати частична сума на този ред, за частичните му суми OT 
BHIAA су ще имаме 

а 1 Е А Ч 1 1 1 
°“=(ITT_T)+(?+T‘T)"’ +(4k-3 ι’"":ι) 

! 1 1 Ε +(...:-3+ -.„1......). 

Да разместим събираемите в първата скоба, а всеки OT изразите B оста- 
маните скоби да намалим, като използуваме, че 

1 + . 20%-2)  2(4%-2)_ 1 
T_3T4k—1 - Ὦ Π Ἐ Ξ аЕ ει Z&k—1 
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Ще получим неравенството 

и 1 Е Н : 1 1 1 1 

косто може да се запише така: 

1 
03„:* —3' +Sh‘ 

Без да изследваме въобще въпроса, сходящ лн е редът (2), или е paixo- 
дяш, ясно €, че ако той « сходящ и неговата сума € O, последното неравен- 
ства ще ни даде 

) oz 8. 

И така редът (2), получен чрез разместване на членовете на pena (1), 
или е разходящ, или е сходящ със сума, различна от тази на реда (1), 

Този пример кни показва, че като разместваме членоветс на елин схо- 
дящ безкраен ред, ние рискуваме да променим с това METOBATA CyMa. 
Нещо повече, може да се покаже даже че има случаи, когато членовете 
на сдин сходящ ред могат да бълат разместени по такъв начин, че HOBO- 
полученият ред да бъде разходящ. , 

Има сдна нажина категория сходящи редове обаче, при които можем 
да разместнаме по произволен начин члепонвете им, без с това да про- 
меняме суми?е им. Тона са т. нар, абсолютно сходящи редове. 

Дефиниция. Един бПезкраси ред 
(4) μ Нае нЩЧе 

се нарича абсолютноа с хойлщ, ако редмъп 

5 ПЕ ЕА κ εο 
съставен от абсолютиите стайности на неговите членове, с сходящ. 

Нека отбележим, че в тази дефиницияне се говори нищо за сходи- 
мостта на реда (4). Ета заща ще установим следната 

Теорсма 1. Вееки айсолютно сходящ ред е сходящ. 

Доказателество, Нека с mapeno, че редът (4) е абсолютно., 
сходяш. Ще положим 

+ ш!%Щ., щ :[Н!!--Р!. 
« 2 “ 2 - 

Лесно се вижда, че 
05т,5)|ц)| n 0w, . 

Да разгледаме редовете 
6 . ЕЕ Р e 
и 
( Wy ἘΗ Σ Ἔ Ε ен 

Това ca два реда с неотрицателни членове. При това л-тият член на ΒΟΘΚΗ 
OT ΤΑ͂Χ нс падминава л-тия член на реда (5), който по условие € сходящ. 
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Съгласно принципа 33 сравняване HA редове с неотрицателни членове 
редовете (6) н (7) ще бъдат също сходлящи. 

Но ot равенството 
" ὰ yWy 

е ясно, че редът 
μι Tl .+и.+. .. 

се получава чрез почленно изваждане от редовете (6) m (7), н следова- 
телно и той ще бъде сходящш, което HCKAXME да докажем. 

Всеки сходящ ред с нсотрицателни членове е абсолютно сходящ. 
He ¢ TPYAHO A2 посочим н по-интересни примери. Taka например редът 

() ι-.ἓἷ ..’.......ξ.(-ιγ-ι...{.... 

¢ абсолютно сходящ, тъй като редът, образуван от абсолютните стой- 
HOCTH на членовете My, както видяхме в § 10 (пример 3), е сходящ, 

Съществуват обаче сходяши редове, Xowto не са абсолютно схо- 
дяши. Такъв ¢ например редът 

. - 

ЧН 
9 1 -Ξ“ὖ--ῖ e ot 1) .“+„. 

Съгласно критерия на Лайбниц Toit е сходяш, но редът от абсолютните 
стойности на членовете му е хармоничният ред, който, както знаем, с 

разходящ. 
Hexa обърнем внимание на това, че извършвайки доказателството 

на TeopeMa |, ние установихме еледкото твърдение: 
Всеки абсолютно сходящ ред маже да се npedomasu като разлика 

на два схадящи реда с неотрицателни члепове, 

Именно това обстоятелство ще използуваме при доказатслството на 
следната TeoPema, която изразява CAHO характерно свойство на абсо- 
З ютно сходящите редове,. 

Теорема 2. При абсолютно сходящите редаве е α сила комутатиа- 
ният закон. 

Доказателство. Нека редът 

{10) "ιἦ“'“;.-ξ-. .. e .+.- . 

¢ абсолютно сходящ и има сума 5, Трябаа да покажем, че ако редът 

а) и Щ 4o gy Зе 
¢ получен от реда (10) чрез произволчо разместване на членовгте MY, 
Τὸ той е също абсолютно сходлящ и има сума S. 

Преди всичко нека уточним: когато казваме, че редът (11) е получен 
ОТ реда (10) посредством разместване на членовете My, нис разбираме 
ὈΠΕΠΉΟΤΟΣΙ редът (11) ¢ съставен от членовете на pena (10), като всеки член 
на реда (10) участвува, н To ο веднъж, в реда (11). (Нека подчертаелм, 
че редицата от членовете нг реда (11) не с подредица на редицата от 
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членовете на реда (10)-- К-тият член на реда (11) е ετ член на реда 
(10), но неравенствата M, _, <M, които бяха задължителни при образу- 
ването на подредица, тук не са изпълнени-) 

Преминавайки към самото доказателство на теоремата, ше раз- 
гледаме най-напред случая, когато даденият ред (10) е ред с неотрица- 
телни членове. Нека ХК е произволно естествено число H а) е ЖХ-тата ча- 
стична сума на реда (11). Ясно e, че ако вземем естественото число т 

достатъчно голямо, TO т-тата частична сума S, на реда (10) ще съдържа 
всички членове на сумата а,. Тъй като всички членове на сумата §, 
€3 неотрицателни, то ще имаме o, S 5.. От друга страна, редицата от 
частичните cymu Ha реда (10) ¢ растяща, поради xocro имаме 5.55. 
Следователно а,55. Това показва, че редицата от частичните суми Ha 
реда (11) е ограничена отгоре. Понеже тази редица също ¢ растяща, 
тя ще бъде сходяща, При топа, ако нейната граница, т. е. сумата на 

реда (11), e o, то ще имаме σ 5 S, 
Ние можем обаче да разглеждамсе и реда (10) като получен от ре- 

да (11) чрез разместване на нсговите членове, Тогава горните разсъж- 
дения ще ни доведат до неравенството SS0. Оттук заключаваме, че с 
в сила равенството a=35, По този начин теоремата е доказана за случая 
на редове с неотрицателини членове, 

Нека cera редът (10) с произволен абсолютно сходящ ред. Тогава 
ще същестнуват два сходящи реда с HEOTPHUATCIHE членове 

(12) Т Т Ἐ τ 
и 
(3 Wb Р Е 

такива, че U =V, Ако 5" и 5” са съоветно CYMHTC на редовете (12) 
и (13), то §=5—8", Съгласно доказаното редовете 

(14) "a“’} аЕ ὑ 0 

Ἠ 

(15) „ Wy, + “"’I +*.м ф Wag +u- 

we бъдат също сходящи и също ще имат суми сьответно 5” и 5””. Оттук 
следва, че редът (11), явяващ се разлика на редовете (14) и (15), ще бъде 
сходящ ¥ неговата сума ще бъде раниа на 5"--565”--5, Що се отнася до 
неговата абсолютна сходимоаст, тя се вижла OT неравенството (ищ| 5 

Ξνα +щ Η OT сходимостта на редовете (14) и (15). С това теоремата е 
доказана докрай. 

Ще отбележим накрая, че с в сила и следната 

Теорема 3. Axa редът 

и!+ц1-»;-„.+и. e 

е абсолютно сходящ., то неговата сума удовлетворява неравенството 

. ι < 

: ᾿ 

Ξ:“ιἷξΣἶ“πν 
Ιῃ.τ.ι Ϊ а



Унражниения. Посочете ΚΟῊ OT редовете, написани по-долу, са абсолютно схо- 
дяши, кан €3 сходящи, BO не абсоглютно, и кон са разходяшн. 

-- - 

а 1, —pa PR Ίο ς τ - Σ Ξ 
юее а 

ааа 2.4... 2а τ ριι1.3...0Χ»-- ) 1 
3 Σ( ””T“‘.s..‘."m.-“r)' м Zl‘ R v vy i 

] 

- й e 2 й | ͵ ‘. 

DNV . & D1y ‘(m) 
P ] 

M Uyt bty 
н 
(2) Vb vadee В 4 

Редът 

(3) μ Ἐ Σ ἐ Wy, 
където . 

" Μ T Μ ς Ἔ Ε A 

по дефиниция се нарича ред, получен от умножаването на pedoseme ( 
й (2) по правилото на Коши. Както се вижда, n-THRT член на реда (3) npen- 
ставлява сума OT BCHYKH произведения ΟἹ вида шг, 38 конто i+j=n-1, 
По-подробно записан, редът (3) следователно изглежда така: 

ц; X CREE PN BN (TN v ahinyvy) 

+ .. +(и1ги+“3г- -x+;“ ‘f‘“."l)‘}'“- 

Предмсет на настоящия naparpad с следната TEOPEMA, която я изве- 
стен смисъл оправдава дадената по-горе дефиниция. 

Теорема ва Komm. Axo редовете (1) и (2) ca абсолютна сходящи и 
имат суми съответно 5 и 5”, mo и редът (3), получен om тяхното умна- 
Ἄκώθανε, е абсолютна сходящ и сумата му е 5Х15". 

Доказателство, По уславие двата реда 

@ Ш |+ { Ὑ Ju = 
н 

(9 +е А Ἐ 0 
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са cxoasum. Ето защо, ако означим т-тата частична сума на реда (4) 
със а,”, а Β реда {5) — със 6,”, ще можем да намерим такова число K, 
че за всяко п да имаме o, <Киа, < . Да разгледаме cera реда 

" (6) фе +е а| et | +е 
Ако със а, означим неговата л-та частична CyMa, ще имаме 

“ „ 

U= Σ | Wy Ἱ'Σ |а АИТу РИ Т | 
k=1 К.) 

539 (П Ἔ еааа +е 114) 
К1 

ξ(ἔ";} Ἔ f”xl Фе Ι“ιυ(}νἱἱ + ΙΡ:Ἱ -{-----ξ-}γ.ὶ):σ.' σ."-ςΚξ 

Виждаме, че редицата ΟΥ частичните суми на реда (6) е ограничена от- 
горе, Следователно тя е схоляща, значи и редът (6) е сходящ. Това пък 
означана, че редът (3) е абсолютно сходящ. 

Остава да се занимаем с въпроса за сумата 5 на реда (3). Да озна- 
чим с 5,” п-тата частична сума на реда (1), с S, --- на реда (2) Η ς S, -- 
"на реда (3). 

В случай че редовете (1) к (2) «а с исотрицателни членове, лесно сс 
проверяват неравенствата 

Snssn' Sn“ Sszl‘ 

От тези неравенсгва Jaxmovasame, че SS8'S'S S и следователно S= 
-55", 

B общия случай нска образуваме реда 

О (N Ἐ SRR А Я 
получен чрез умножаване на редовете (4)  (5). Тъй като това ca редове с 
неотрицателни членове, съгласно това, косто току-що видяхме, сумата 
oT реда (7) ще бъде равна на пронзведението на техните суми. Така 
че, ако а,“ е A-TATA частична сума на реда (7), τὸ 

(8) limg,*=limao, а,”, 

където σ,' и а,” са, както к по-рано, п-тите частични суми на редовсете 
(4) х (5). 

Да разгледаме разликата 5.--5/5,”. Ще имаме 

15.--5,/5,И | =luy и ааа)е χῈ +o ) 

5 5 vl ЕА |+ АНе 1, ) (193] o3 Ἔ Σ ἘΠΡ) 

=0, 0, -6.“. 

Оттук поради (8) заключаваме, че lim (S_--S,"S,“):D, T. e че limS,= 
=lim §,'S5,”". И raka §=5'§". С това тсоремата с доказана. 
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Упражнение. Покажете, че чреч умножавзне на редовете 

14 Не Ве 

Π В! " ..-.Р.. : 2!.?.. .}.Ξ.!..}.ιιἼ 

жкъдето а и В са две реални числа, cruramé до реда 

2 
l+°+fi F_E%P)__*_....’__.;”._ P 

Докажете също, че тези редове ca абсолютно сходящи.





ЧАСТ 11 

ДИФЕРЕНЦИАЛНО И ИНТЕГРАЛНО 
СМЯТАНЕ НА ФУНКЦИИ НА ЕДНА 

НЕЗАВИСИМА ПРОМЕНЛИВА 

5 Математически зяажал





ГЛАВА Ш 

ФУНКЦИИ. ГРАНИЦИ НА ФУНКЦИИ 

Понятнето функционална зависимост € едно от най-основните в 
математиката. То е и едно OT онезн понятия, които играят главна роля 
в нейните приложения. В тази глава, след като разгледаме подробно 
дефаницията на понятието функция и след като се спрем на няковспе- 
циални категорин функции, ше въведем и подробно ще изучим важното 
понятние. граница на функция, лежащо в основата на ΓΟ. част от на- 
зпата по-нататъшна работа. 

§ 14. Функциик 

Понятието функция T течение на вековете ¢ KIMCHRNO CBOETO съдър- 
жание. Съгласно съвременното схващане считаме, че ни с дадена една 
функция, когато на нсяко Число х OT едно числово множество M е съпо- 
CTABCHO с помощта на някакво правило по едно реално число /(х), Мно- 
жеството M се нарича дефиниционно множество нли де- 
финиционна област на дадената функция. То най-често с един 
интервал или пък е съставено от два или повече интервала, но може да 
има Η по-сложен вид. 

Понякога се пише bure у--/(х), където х с аргумент или не- 
зависима променлива, която „се мени“ в M к на всяка стой- 
HOCT на която отговаря сдна функцконална стойност на зависимата 
променлива у. 

И така, когато се дефинира сдна функция, трябава да бъдат дадени: 
първо, множеството M, в косто тя с дефинирана (т. е. нейната дефи- 
ниционна област), W, втаро, правилото, според което на всяко чисно х 
от М с съпоставено някакво число /(х). Много често обаче дадена функ- 
ция се зАписва с помощта на някой математически израз, без да се cuo- 
менава изрично коя е нейната дефиниционна област. В такъв случай се 
подразбира, че тази функция с дефянирана за всички рсеални числа X, 
33 KOHTO има смисъл напнсаният израз. 

Така например функцията 

() f(x)=x*2 

€ дефинирана за всички рсални числа X, T. ¢. нейната дефиниционна 
област е нитервалът (--со, со), Същото се отнася 33 функцията 

67



(2) Sf{x)=sinx; 

тя съшщо € дефинирана B интервала (—oo, оо). Функцията пък 

(3 ГЛОе 

е дефининрана само 33 неотрицателни стойности на X, Τ. е. нейната де- 

финицнонна област е интервалът [0, со). 
Ако разгледаме функцията " 

Ф . Ле 

та тя не е дефинирана при х--0, Следователно нейната дефиниционна 
област © съставена OT двата отворени интервала (--оор 0) м (0, оо). Де- 

финиционната област пък на функцията 

(5) Л (*3“-*:?*:.-3-:5:5- 
¢ съставена от отворените интервали (—oo, --1), (--1, 2) и (2, oo), Тя не 
се дефинирана за чнисдата --1 и 2, тъй като за тези стойности на х знаме- 
нателят на написания израз става равен на нула. 

Във всички посочени примери правилотОо за пресмятане на функцио- 

налната стойност /(Х) при дадено х е записано с NOMOLUTA на някакъв” 

математически израз. To може обаче да бъде зададеноа B по по-сложен 

начин, като се използуват два или повече математически изрази или пък 
по някакъв друг начин. Така е кепример при функцията 

х2 при 2z -1, 

(6) f(x)-—{ 1 при χί --, 

дефинирана в интервала {--τοῦ, со), или ΠΡῊ функцията 

' - Е при —1Zx<0, 

(N f(x):i 0 upn  x=0, 

| npu O<xxl, 

дефинирана в затворсения интервал [—I, 1), 
Най-сетне правилото, с помощта на което се задава една функция, 

може да бъде и такова, че на всяко X от дефиниционната област M да 

съпоставя едно и също число €, т. е. да се записва с равенството /(х)-С 
за всяко х от M, Такава функция сс нарича конеТанта. 

Понякога ¢ особено удобно T, Hap, графично представяне на функ- 
циите, при което дадената функция се изобразява с помощта на крива, 
лежашща в една равнина. (Тук думата крива Трябва да се схваша в доста- 
тъчно широк смисъл.) Това изобразяване става по следния начин: Нека 
е дадена една функция f(x) с дефиниционна област M. Да разгледамсе 
една равнина с правоъгълна координатна система Оху B нея. На всяко 
число X от M можем да съпоставим една точка OT равнината, именно 
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точката Р с абсписа х и ордината y=f(x). Когато х описва множеството 

M, точката Р ще опише в равнината друго множество (една „крива“), 
което ние наричаме графика на дадената функция. На черт. 3 e mo- 

казана графиката на функцията /(х)-х?, на черт. 4--графиката на 

-1 0 < 
- 

Черт, 3 Yepr. 4 

функцията, дадена ¢ равенството (6). а на черт. 5 - графиката на функ- 
цията, дефинирана с равенсттото (7). (По-точно на чертежи 3 и 4 са 

Черт. 6 

построени само части OT съотвстните графики, тъй като самите гра- 
фики се простират в същност до безкрайност,) 

Нека отбележим, че не всяка линия в равнината може ла се раз- 
глежда като графика на някоя функция. Така например линията, която 
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с показана на черт. 6, не ¢ графика на никаква функция, тъй като евен- 
туалната функция, която тя би представяла, би съпоставяла например 
на точката х. две различни функционанни CTOHHOCTE — нещо, което 
противоречи на самата дефиниция на понятието функция. За да бъде 
една линия графика на някаква функция, необходимо е тя да притежава 
следното свойство: да не съдържа различни точки с еднакви абсециси. 
Това свойство може да се изкаже още и TaKa: ако една права, успоредна 
на оста Oy, пресича дадената линия, то тя я пресича само в една тачка, 
Лесно ¢ впрочем да се види, че това свойство е не само необходимо, но 
H достатъчно, т. €. че всяка линия, притежаваща това свойство, CC явява 
графика на някаква функция, ’ 

§ 15. Ограничени функции. Монотонин функции 

Казваме, че една функция /(х), дефинирана в някакво множество M, 
е ограничена OTrope, ако множеството от нейните функцно- 
нални стойнвости, разглеждано като множество от реални числа, е огра- 
ничено отгоре, Всяка горна граница на това множество се нарича го р- 
ка тграница на далената функция, а неговата точна горна граница — 
точна горна граница на функцията. Аналогично сс въвежда 
понятието функция, ограничена отдолу, както H понятието 
долна граница н точна долна граница на функция. 
Koraro една функция ¢ ограничена както отгоре, така и отдолу, ние я 
наричаме накратко ограничена. 

И таки сдна функция /(х) с дефиниционна област M ¢ ограничена, 
когато съществуват такива числа 4 и B, че за всяко х от M да са изпъл- 
нени неравенствата Αὶ ς Γ(Ξ . 

Всяка функция, която не с ограничена, CC нарича неограни- 
чена. 

Ето някон примери. Функцията f(x)=sin х, дефинирана в интер- 
вала (—oo, со), ¢ ограничена, тъй xaTo —1Ssin х51 28 всяко х. Функ- 
цията пък /(х)--х2, дефинирана в същата абласт, е неограничена (по- 
точно тя не е ограничена orrope). Да отбележим впрочем, че функция, 
която е неограничена в една област, може да се окаже ограничена, когато 
я разгледаме в някоя по-малка област. Така функцията /(х)--х2, която е 
неограничена в интервала (—o0, 00), е ограничена например в интервала 
[0, 3] — числото й е нейна долна граница, а числото 9 -- нейна горна 
граница в този ΜΗΤΕΡΒΆΠ, 

Една функция /(х) се нарнча растяща Β дладена област M, ако 
при Χ, τ Χ, където х; M хз са две числа OT M, имаме винаги /(х;)5/(х2). 
Когато пък от HepaBeHCTBOTO х)«ха следва строгото неравенство 
S(x)=<f(x2), функцията се нарича строго растящав M, 

Аналогично една функция /(х) се нарича намалявашща в M, 
ако OT X, €M, х.еМ и х, «-хз следва, че f(x,) 2 f(x2), и съответнострого 
намаляваща, когато ΟΥ x,<:x» следва Jf{x,)>f(x2). 

Растяшите м намалявашите функции се наричат с общото име мо- 
нотонНни функции. 

« 
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Примери. Покажетсе, че функиията /(х)--х“ е строго растяша 

в интервала [0, oo), а функцията / (x):-i—c строга намаляваща B MHTED- 

вала (0, со). # 
Лесно е да се види, че степенната функиия /(х)--2“ , де- 

финирана в интервала (0, oo), с CTPOro растяша B този интервал, KO- 

гато a>0. Наинстина нека 0«<-х)«<ха. Тогава от неравенството i‘ >1 
1 

«а 

ж 
Аналогично се убсждаваме, че функцията f{x)=x% е строго нама- 

ляваша в интервала (0, oo) при α--Ὁ, 
Също така лесно се проверява, че показателната функ- 

ция /(х)--а“ при a>1 « строго растяща в интервала (—oo, οο). Дей- 
ствително, ако X,< Xz, TO OT неравенствата a>1 и Xr—x, >0 следва 
g >1., Оттук получаваме g'ti—gh—a* (@ 5—1)>0, 1. e. ач«ая, 

Аналогично се вижда, че функцията /(х)--а“ при 0<a<1 е crporo 
намаляваша в интервала (—oo, ool 

Функцията f{x)=sin x, където ъгълът х е измерен в радиани, © 

строго растяша в интервала ἰ- S ’2‘] Нанстина, ако 

Σ 

следва неравенството ( ) =], откъдето χ " <IX2%. 

. τ бЕм<х5 ; , лесно се вижда, че 

Ἀ X3 + Xy “ Ж. -- #) n 
e И 0(---5--5 7 - 

Ho тогава ot равенството 
# 

. . х Ῥ X " Хае X 
$in x;—sin Χ, 2 cos нне sin Е 

заключаваме, че sin xr—sin x; >0 или sin χ <sin хо. 
Функцията f(x)=cos х ¢ строго намаляваща, KOTATO я разгледаме 

в интервала [0, π]. Наистина ot неравенствата 0Sx, <x:En се получават 
неравенствата 

<О еи υ 0-:::-“5*-2:“ < K. 

Тогава 
. Xy 4 Жу ς Xy — Xy 

cos.\,—cosa,»—.-—-hm-—'z sin =", 

T. е. €OS X3<COS χ. 
Също така лесно се вижда, че функцията f(x)=1g х е строго растяща 

# « ж | в интервала («-5- , "2“)* Именно, ако — 3 <%, Х < - 10 0<xa— 
—Xy=. % н Тогава ще имаме 

sinx; sin 1 - κὶ Π - tgx,—tgx, = 2 за „„ 57 Χ. (05 Χ, < 50X, ζ05 х, δίπίχ: — х) 
CO05SXx; ( х) ΚΟΞ X3 505 Ха COS Xy 05 Ха 

откъдето g x1<lg Ха 

>0, 
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Най-сетне функцията f(x)=cotg х пък е строго намаляваща, когато 
A разглеждаме в интервала (U, π). Това сс вижда от равенствата 

d}tgx cot x_r.osx, cosx; cCosXpsinx, —cosxsinx; ὀ sin(x,— х) 

2 #х sinx, sinx, 5 x, 51Π Χ 515 х) 518 χ 

Ясно e, че при O<x;<xa<w ще имаме O<xr—x, <R, откъдето 
cotg x2—cotg х <0, т. е. colg xa<colg x,. 

Увпражиения. 1. Покажете, че QyaEQuaTs f(x)n.?"_ е неограничена в интер- 

вала (0, 1). 
2x4-5 

zmmncnfimmlmmpnrpmnmmj(x-n,:z в 
х 

митервала [, 3] 

3, Монотонна ля е функцикта f(x)=gin х в иктервала [0, κ]}} 

4, Покажете, че функцията [(x)=sin* х е mopmm:mwnmm,—;-l 

§ 16. Обратин фуикции 

Една функция f(x). дефинкрана в някое множество M, се нарича 
обратима, ако за различин стойности на X от M приема различни 
CTORHOCTH, т. е. когата от х,фха следва /(х.)#/(х2). Това условие, 
разбира се, нс винаги с изпълнено, Ясно е обаче, че то ще бъде удовле- 
творено, ако функцията /(х) € строго растяща или пък строго намаля- 
заща в множеството M. И така всяка строго растяща, както и всяка 
строго намаляваша функция, е обратима. 

Нека f(x) ¢ една обратима функция с дефиниционна област M и 
нека Х с множеството от нейните функционални стойности. Да си вземем 
CARO число ¥o 0T N, Съществува, и то едно единствено число X от M, 
за косто /(хо)-- ¥, И наистина, ако допуснем, че има H друго число X 
ΟἹ M, различно OT X, 38 косто /(х,)-- Уу Ще получим /(хо)--/(+х;), косто 
с исвъзможно. И така на BCAKO число у ΟἹ У можем да съпостаним по 

сдно число х or M, удовлетворяващо равенството /(5)- у. Това числе х 

зависи, разбира се, OT у и поради това можем да го означим « φί»). По 
този начин дефинираме 8 Л есдни фуинкция. Тази функция сс нарича 
обратна на функцията /(х). Множеството N ΟΥ функционалните 
стойности на / (х) служи за дефиниционна област На обратнита функ- 
e φί»}, докато пък дефинационната област A на /(+х) се явява множе- 

. ство ΟἹ Ффункционалните стойности За ф(у). 
От дефиницията 33 обратна функция е ясно, че за всяко ¥ oT N е 

изпълнено равенството 

Ζίφ)ξ», 
T, €. числото «р(7/) се явява решение на уравнекието f{x)—y относно χ. 
От друга страна, ако х принадлежи на M м аке fi(x)=y, τὸ ще имаме 
Ф(у)--, т. е. за всяко х.от M aue бъде изпъплнено равенството 

ψ{Π0.}}-- - 
T2



Пример. Да разгледаме функцията /(х)-х” в интервала [0, со). 
Τ като тя е строго растяша в този интервал, тя е и обратима в Hero. 
Коя е нейната обратна функция? Лесно е да се види, че това ¢ функ- 

пията @(¥)=+'y, дефинирана в областта [0, οο). И наистяна множе- 

Yepr. # 

ството N от функционалните стойности на функцията /(х)--х“ ¢ интер- 

валът [0, со) и за всяко число у OT Този интервал имаме (Jy)t=y. 
Ясно ¢, че axo функцията /(х) е obparuma и φί } с нейната обратна 

функция, 1o Ф(у) от своя страна ¢ също обратима и нейната обратна с 
функцията /(х). 

Както вече отбелязахме, neaxa строго растяща функция /(х) e обра- 
тима. Лесно с да се види при това, че нейната обратна функция ply) e 
същоа строго растяша. Нанстина нска у, -/(х,), у:-/(х2) и нека y, <y, 
Torass @{r,)=x, И ф(уз)--х; Ако допусием, че X, 2 X 10 бихме полу- 
чили /(х,)2>/(к2), т. ¢y, 2 γὲ, което не с нярно. Следователно х, « Хо2, 
T. ¢ φίν, ) φίν). И така функцията @(y) с строго растяща. 

Аналогично се установява, че обратната функция на една строго 
намаляваща функция е съшо строго намаляваща. 

Да отбележим оше, че axo «#(у) с обратната функция на дадена функ- 
ция /(х), τὸ очевилно графиката на @(y) ще получим, като вземем гра- 
Фиката на /(хХ) н разменим ролите на осите Ох и Ov. (Това ще постигнем, 

к 
като занъртим координатната снстема Оху на ътъя 5 в TIOCOKA, противна 

Ba тая на часовииковата стрелка, и вземем огледален образ на графи- 
ката отиосно ординатната 0с.) На черт. 7 с показана графиката на функ- 
цията Дх)-х? при x20, а на черт. # — графиката на нсйната обратна 

Ффункция o(x)= \/x. 
B Е 15 виляхме, че функцията /(х)--4“ ¢ строго растяща при o>} 

в строго намаляваша при 0-<а<1. Следователно винаги когато а->0 
® а+1, функпията «“ с обратима. Нейната обратна функция с функцията 
@(x)=log, х, Тя очевидно е дефинирана camo в muTepBana (0, οοὐ, тъй 
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като функцията /(х)--а“ има, както знасм, само положителни стой- 
ности. От свойствата на обратните функции получаваме равенствата 

a'o:.r'__;x при x>0, . 

Ἰος, αἴξεχ за βοηκὸ х. 

Освен това непосредствено получаваме и заключението, че функцията 
Ф(х)--ор, х ¢ строго растяща, когато a>-1, и строго намаляваща, ко- 
гато O<a«<1. 

Видяхме също, че функцията f(X)=S5in X, където ъгълът X € измерен 
Ἀ « в радиани, € строго растяща в интервала [- а -2-] Следователно тя 

» + 

¢ обратима в този интервал. Нейната обратна функция се нарича „аркус 
синус от х“ и се бележи така: агс sin х. Като си спомним дефиницията. 
на понятието обратна фупкция, Можем да кажем: arc sin х € онзи ъгъл 
(той е единствен), който, измерен B раднани, се NAMHDA в интервала 
[--ξ- , .;. Ι и който има синус, равсн на х, (Както знаем ΟΥ геометрията, 

такъв ъгъл сигурно съществува при |х|51.) Като miemame пред вид 
свойстРата μὰ обратните функцин, идвамс до следните заключения за 
функцията агс sin х: 

1) тя с дефинирана в интервала [—1, 1); 
2) ποῆμητο функционални стойности се намират в интервала. . 

е 
3) тя с строго растяща:; 

4) валидни са равенствата , 

sin (агс sin X)—x при --Ἰ 5х51, 

arcsin(sina)—x при -%5.*:5%- 

Функцията /(х)--с035 х, както видяхме, с строго намаляваща и сле- 
дователно обратими в интервали [0, π]. Нейната обратна функция се 
нарича „аркус косинус OT х” и се записва Taka: агс ¢os х. Следователно 
агс €OS Х € ъгъл, който, измерен в раднанн, се HAMHPA в ннтервала [0, #1 
и κοῆτο им косинус, равен Ha х. (Такъв ъгъл сигурно съществува при 
|<|<51 н той с сдинствен.) Ясно e, че: 

1) функцията агс со5 х с дефинирана в интервала |--1, И; 
2) нейните функционални стойнастни се намират в интервала [0, π]; 
3) пя с строго намаляваша; 
4) валидни са равенствата: 

cos {arc со5 х)--х при --15х51, 

аге со5 (cos x)=x при 0<x . 
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Аналогично се въвежда и функиията агс 15 х, обратна на функция- 
᾿ π 

τῷ ig х B интервала (- ξ . T)’ а също така и функцията агс сощ х, 

обратна ὰ функцията cotg х в интервапа (0, x). При това се вяжда, че: 

1) функцията arc tg х е дефинирана в интервала (—oo, ©0); 
2) нейните Ффункционални стойности се намират Β интервала. 

(е 
3) тя е строго растяща; 
4) изпълнени са равенствата 

„ tg{arctg X)=Xx 38 BCAKO X, 

arctg{tg x)=x при --ξ-(.ι'«:ξ . 

За функиинята пък агс сощ х имаме: 
1) тя e дефнинирана в интервала (—oo, оо); | 

2) функционалните й стойпости се намират в интервала (0, х); 

3) тя с строго намаляваща; Г 
4) валидни са равсиствата 

cotg(arccolg х)--Х ἜΠ нсяко X, 
. 

arccotg(cotg х)--х при 0<-х<. 

Уипражиечия, 1, Обратима лни е функииата fix)— ξ. лефицирана при x40, н 

ако с обратима, то ΚΟΝ ¢ нсйната обратна функция? 
" 

Ι λ 
2. Пресметвете в (радаани): arcsin -, " Arcsin 1, arc sin(“-“-,‘)' arccos |1, 

1 1 | 
arccos 0, arccos 7е аге cos (-τ.;)- μες ἴᾳ (--1), аге 1 /3, arctg 0. arccotg0, 

щ « - 

1 g) « 

arceotg| — » arcsinlsin-. |+ arcsinsinn), arccos{cos 2я), аге щ 1183 77 |е В( \;3') ( 3 {sinx), аге σον ( } 8(8 4) 

κ π π 
ιπ:ω:(ωεδἷ)- π:ωτε(ωιε-ἶ)- ιτς:οεᾳ(ωκε:ὶ-τ,-)- 

3. Да се изразят посрелством ж: 

а) sin (агс cos «х); 

Решение. а) Полагам: аг соб х --0, Torama 05а5я и cosa=x Имаме 

sin (arccos х) = 5ἴίδα = V1 совта = „ — 2. 

65) sin (2arc cos x); в) cos (Загс sin х); 1 sin (атс 14 х); 

2) cos {arc τῈ х); ΕἸ sin (arc 18 х) ж) со5 (Загс 1Ὲ х). 

4. Ди се докаже тъждеството 

« 

шш-;.г.--„*; —arcsinx при -1«< х«<1. 
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к x 
01 x % 1, — 1, cnempa—— <a< 5+ Имаме arctg 7 

” “ 
Решение. [lonarame arcsinx = a. Тогава ——z—sa:«‘.—z—:sinnnx. 

. 
х sing 

—a V1 -sinfa 
= Arc tg {{8 а) = α = arc 5 χ. 
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5. Докажете тъждеството 

х 

L4 χἢ 

твбпт=шйвх при всяко X, 

Ἄ, . 

6. Докажете, че 

| 1 ὄ χ Zarctgx при ха0 
агс cos x={ uEisx пра x = 

-~ 2arcigx при x5 0. 

Решение. Полагаме arcig х = α, Тогава --;-(0(%и Щ = x 

Ἀ 
а) Ако х =2 0, 10 ιιπἁοιυεαζΐ: 0 5 За« к. Тогава имамс 

# 

1е 1--ща 
цсшг;-а=псшзт=тт(ш2п) - За, 

6) Ако х = 0, 10 Ιιί:“.ἱθ " --”--ςπ:;.ο.ο:;.-πςπ. Тогава 2 

Ἰ.- χϑ 
FC COS {15 = агс cos (cos 2а) = аге (ῸΝ (cos (— За)) « -- За. 

7. Дакажете, че 
. 

я darctgx при «х21 
а 

arcainnt*—%,m 2arcigx при -1 B x5l 

w - τ-π- 28rClgx прих 3 - L. 

8. Докажете pancHCTROTO 

1 1 1 n 
arcig 5 | arcip ς аге ( 8 1 

9, Докажете, че нко а >0, а 1, b 0 + 1, τὰ 

10.Решете уравиението 

. log, х log, Зя = log, 16 x.



§ 17. Елементарни фуанкцян 

Някон oT функпните, KOHTO често срешаме, са добре изучени от- 
давна и поради това е прието да се отделят в категарията на T, нар. 
елементарни функцин. Тук спадат преди всичко рацнионал- 
ните функициин. i 

Към класа на рационалните функини се причнисляват най-напред 
всички функции-константи и функинята /(х)--х, а след това всички функ- 
ΠΗΡ, XOHTO могат да се получат от тези два вида функциин (константите 
и функцията х) посредством неколкократно прилагане на дейставията 
събиране, изваждане и умножение — това са целите рационал- 
HE функцин, кли полиномите, Лесно ¢ да се съобрази, че вссеки 
полином инима вида 

J(x)=a,"+a, X'+ dayx+a, 

Числата a,, @, 4 ,..., ρ се наричат коефициенти на дадения полином 
(а, се нарича още и свободен член). Ако а,#0, то полинвомът € от п-та 
степен. 

Константите се разглеждат като „частен случай от полиномите, а 
именно като полиноми OT нулсва степен. Основание за това ни дава 
обстоятелството, че всяко число С може да се напише още н във вида 
Cx® (където х е произволно число, различно от 0). 

Най-сетне ше получим всички рапионални функини, ако тръгвайки 
от функцията /(х)-Х. и константите, позволим да бъдат извършени не 
само действията събиранс, изважлане и умножение, HO и лействисто 
деление. Ясно е тогава, че всяка рационална функция има вида 

(t) 
f(x}zbflq_x”..h

f&_‘xfl-“l + .. +_Ofl 

T. € тя с чистно на два полинома. Когато полиномът, който ¢ B знамсе- 
натсля на тази дроб, е най-малко от първа степен, т. ¢, когато той не ес 
константа, функцията (1) се нарича дробна рацнонална фун κ- 
ция. 

Ако пък, тръгвайки OTHOBO от функцията /(1)--х и константите, до- 
пуснем освен четирите аритметични действия (събиране, изваждане, 
умножение и деленис) да бъдс нзвършено и действието коренуванс (кли, 
косто с BOC селио, действието повдигане на дробен степенен показател), 
ще получим фамилията на нриционалните функцин. Ето 
няком примери 33 ирашионаяни функцин: 

S(x)=y'x при хо0; 
3 

S()=2x+1+5Jx+1 при x> —1; 



Ирационалните функции също се причисляват към категорията на 
елементарните функции. Рационалните и прационалните функции пред- 
«<тавляват частни случан OT Τ, нар. алгебрични функции“ (те 
не изчерпват обаче класа на алгебричните функции). 

Към категорията на елементарните функции се причисляват също 
и следните функции: 

показателната (експоненциалната) функция а”, където а>0 н 4:}], 
която.е дефинирана 32 всяко х; 

нейната обратна-- логаритмичната функция logx, където a>0, 
а#1, дефинирана при x>0; 

тригонометричните функции Sin X, COS X, 15 х н Colg x; 
техните обратни функлин arc sin x, arc cos x, arctg х н arc cotg χ. 

KaxTo ще видим по-нататък, всички CHCMCHTADEM функцин прите- 
жават някои твърде „хубави“ свойства, конто ги правят удобни за работа. 

518.Гтицфущщп 

Нека разгледаме функцията / (х)--х 50 - . Тя не ¢ дефнниравв при 

=0. Да си зададем обаче въпроса, какво ствва с нейните функционални 
стойности, когато даваме на х значения, все по-близки и по-близки до 

числото 0. Тъй като пронзведеннето х Sin 'Zli' се състой ΟἹ два множителя, 

първият OT XOHTO € X, а вторият получава стойности между --1 н 1, ясно 
¢, че за нсяко х (касто с различно от 0) функционалната стойност /(х) ще 
се намира между —X и х. Геометрически това означава, че графиката на 
тази функция ще сс намира между правите с уравнения y==—X н уед 
(по-точно в ъглите, образувани OT тези ππὸ прани и съдържащи оста Ох -- 
вж. черт. 9). Ясно е тогава, че като даваме на х стойности, все по-близки 
Ὸ инула, на тях ще отговарят такива точки ΟἹ графиката, Конто се приб- 
лижават BCe повече до начилото на координатната система. Графиката 
като че ΠῊ „се стреми“ към тази точка. Функционалните стойности /(х) 
пък ¢ стремят“ към числото О0. Hue ще дадем на тези разсъждения 
строга форма, като въведсем HOHATHETO граница на функция. 

Преди всичко иека обърнем внимание на обстоятелството, че макар 
точката Xo—0 и да не принадлежи към дефиниционниата абласт на раз- 

1 
глежданата функция /(х)-5 sin — (която се състои от двата отворсни 

интервала {—oo, () к (0, со)), Hue Mcmcm да оставим х да се праближава 

« Алгебрична се нарича такава функция у-/(х), която Уудовлетворява някос 
уравнение относно у OT вида 

Pl Р () P (х3-0, 

кълето Р(х), Р - o), ..., Р,(х) са полиноми на X с цели коефициенти, T. €. такава 

функция, която, поставена на мястото на у в TOBA уравнение, го превръща в тъжде- 
стнво., 

Всяка функция, която не с алгебрична, се нарича трансцендентеа. 
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към тази точка. Това е така, тъй като точката ху--0 има свойството, 

състоящо се, казано накратко и немного тачно, в това, че съществуват 

точки от дефиниционната област на f(x), намиращи се произволно 

Близко A0 ху Ние нзразяваме това свойство на точката X, като каз „ 

Yepr, 9 

ваме, че ΤΝ сс явява точка на сгъстяване за дефиниционцата област на 
7 . Точното съдържание на това понятие се дава със следната 

Дефимиция. Едно числа ху ще наричаме точка на сгъстяване 

за дадено числово множество M, когато във вслка негова околност 
(ху--6, χο 8) се съдържат тачки от M, различни om ху 

Да отбележим, че самата точка X, може да принадлежи, а може H 
да не принадлежи на мниожеството M. Така например, ако множеството M 
с отвореният интервал (а, b), To τούκατα а, също както и точката b, ще 
бъде точка на сгъстяване за това MHOWCCTBO, въпреки че тя не се съ- 
държа в него. След тези предварителни бележки ще дадем следната 

Дефинициая. Нека /(х) e една функция с дефиниционна obsacm M и 
нека X o е точка на сгъстяване за M. Ще казваме, че числота 1еграница 
на gynxyuama f(x) при x, каонящо към ха (или че /(х) клани към 1, 
когато х клони към Xg) и ще записваме тава така: 

lim f(x)—1, 
XXy 
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axo при всекц избор на положителното число € може да се намери та- 

xoea числа 5>0, че om ъус ловията хеМ, х+Ха и |х--Хо|<:6 да следва не- 

фравенството 

ММОод--Д«<е. 

Тъй като числото в € произволно, дадената дефиниция WIHCKBA, 

грубо казано, разликата между стойностите на функцията Л() и чис- 

лото ἰ да може да стане κοπκοτὸ искаме малка (no абсолютна стойност), 

стига да вземаме такива значения на х ΟἹ M, които се намират доста- 

тъчно близко до ха-- колко близко, това именно се определя от чис- 

лото ὅ, (Разбира ce, 6 зависи от ε.} 
Ясно е ΠΡῊ това, че числото §, за KOCTO сс говори B тази лефиниция, 

когато то съществува при дадено 5;»0, не ¢ сдинствено, Ако намерим 

сдно такова число §, всяко друго положително и по-малко от него число 

ще има същото свойство. 

. Възниква веднага въпросът, възможно ли е две различии числа / 

к /3 да удовлетворяват разглежданата дсфиниция, T, е. да бъдат и двете 

граници на /(х) при х, клонящо към X, Да допуснем, че това с възможно. 
fy—1 

Torasa, вземайки с! 2‘—1-, ще HAMCPHM такива положителни числа §, 

и 52, че при xeM и X % х OT неравенството |х--х.|<6; AR следва неравен- 

ството 
( | =<, 

а OT неравенството |x—x,|=< 82 AR следва HCPABCHCTROTO 

} Ἐ-ἰ €. 

Тогава, акох 44 χο с такава точка OT M, за която имаме CAHOBPCMCHHO 

Ιχτ- χοῖ τ δι и |хе-ха|<6з, то ще имаме 

а1 СН () #5 А Γ)--ἰὐ <26l —1al. 

Получаваме противоречивото неравенство |/,--/:)<-!:), xocro по- 

хазва, че нашето допускане за съшщестнуване на ΒῈ различин граници 

на Д(х) ¢ било погрешно. 

И така една функция /(х) не може да притежана две различни гра- 

мици при Χ клонящо към ха (където X, € точка на сгъстяване 3а дефи- 

няционната област на /(х))-- 1Я или клони към една единствена грани- 

ца /, или въобще не клони към никаква граница. 
„ 

Сега можем да покажем, че нацстина функцията f(x)=xsin- ., 

дефинирана 13 всяко х40, която разгледахме NPEIH, клони към 0, xora- 

та х клони към 0, според дадената от нас дефиниция. (Очевидно точ- 

ката Xo—0, макар и непринадлежаща на лефиниционната област на pas- 

глежданата функция, се явява точка на сгъставане за тази област.) 38 

да установим; че fim (х ;;ῃξ):ο, трябва да покажем, че axo €0, то съ 
Хел 

шествува такова положително число §, че ог неравенствато [xj<é да 
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следва при x+0 неравенството [χ 5 ix [{-- ε. Ho целта ни ше бъле no- 

стигната, ако вземем ὅ--ξ, защото при |x|<& имаме 

'xsin-l— - ἰχὶν ἷεἱπ-ι-Ιε{:Ι«::ε. 
. ! Σ l « 

Да вземем друг пример--да разгледаме функцията f{x)=cos χ 
H да покажем, че тя притежава граница, когато X клони към 0, и че тази 
граница e 1. Нанстина да вземем едно ΠΡΟΒΊΒΟΠΗΟ положително HMC- 
70 Ε. Веригата от равенства и неравенства“ 

Ν X » « . « « 

|с95 х-- || «: |-- 005 Де Zsmz-.i—=zfsm-i-l - | ειπ-ἷ}ξλἹ -ΙἹΙ-ΞΜ - 

ни показва, че ако изберем §=¢, то при [χ| - , т. е. при [x|<e, ще бъде 
изпълнено неравенството jeos х--1|< . С това е доказано, че 

limcosx=1. 
ΓΤ } - 

В току-шо разгледания пример точката хо-:0, към която клоне- 
ше х, приналлежни на пефиниционната област на функцията /(х)--с05 х 

„ (тази дефиниционна област е MHOKECTBOTO WA всички реални числа). 
Нещо повече, читателят навярно с забелязал, че числото |, явявашо 
се граница на тази функиия при х, клоняшо към 0, не е нищо друго освен 
стойността на фуцкицията сох х при x=0. До същото число бихме достиг- 
нали, ако аместо да търсим 1438 гракница, просто бяхме заместили X 

¢ 0 в израза cos x. Нека велнага за отбележим обаче, че незшата не винаги 
са таха прости -- не винаги границата на една функция, когато х клони 
към някоя точка х. от нейната лефинишионна област, може да се по- 
Лучи по такьъв лесен начик. Така например, ако вземем функцията 

Ν 
х при x40 

Ν при x—0, 

дефинирана τῷ всяко X, виждаме, че Иги /(х)--0 докато, от друг а стпа на 
P ] . 

инмиме {(0}--. Сле дователно him f(x)+/(0) 
2-«й 

Нека към 103 първеначални QU IR OTHOCHO NOHATHETO Гграмина 
на функиия 23 дебавим сще и сдледнато: ἀκὸ функинята F(X) € конгтан- 
та, т. е. ака имаме [(ΛῈ С за βοῆκὸ х (където Се някакво чиело), To вел- 
нага се вижда, че 10 всяки точка v, ше бъде изпълнене т /(х)- €, т. e 

Ъъе Ny 

Ше С-С. 
.:-хр 

Пео-нататък ще ни бълаТ MHOLO подезни следните ane теореми: 
Теорема 1. Нека f(x) ¢ ойдена фринкция с дефиницианиа абласт M 

# 

“ Тук winoTiypase NOTHITOTO ни неравенствоа 5ти S и, налилно за ксяко а, 
когато ъгълът й с измерси в радиани. 

& Математически занали 
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нека Ха е точка на сгъстлване за M и нека lim /(х)--!. Axo редицата 
еХ 

(l) Ху, X200 eusXpgssns 
се състои om числа, принадлежащи Ha M и различни om X, и ака тя Kio- 
ни към Ху MO редицата 

(2) Д1) χ .. flx), ... 
е също сходяща и каони към . . 

Доказателство, 3u да докажем, че f(x,)—/, трябва, като из- 
берем произволно положително число £, да намерим такова число v, 
че при пу да имаме |/(х,)--|<-е. Тъй като lim /(х)--/, ние можем да 

] 

HAMCPHM най-напред HAKAKBO положителио число B, за KOCTO при xeM 
и X Χο OT неравенството |x—xol -8 да следва неравенствота | f(x)— Д« €. 
Or друга страна, OT сходимостта Ha редицата (1) пък следва, че съще- 
ствува такова число V. че при пу да имаме [Χ--ολ οἱ τὸ, Тогава е ясно, 
че при по>м ще бъде изпълнено неравенството 

1/(3.3..” < £, 

Τ. е. HAMEPEHOTO число у има желаното свойство. С това е установено, 
че редицата (2) клони към / , 

Валидна е също така следната теорема, която # известен смисъл е 
обрата на току-шо доказаната. 

Теорема 2. Hexa [(xX) е функуил ¢ дефиниционна област M и нека 
Xo е точка на сгъстяване за M. Ака за велка редица 

Ха Xy κ γννν Xyyonn, 

която се състои oM числа, принадлежащи па M и разаични om Χο, и която 
клани към Xg, съответнати редица ont функционални стайности 

f('rl)tf(xl)wc«...f(xg)..-. 

е сходяща и клони към |, mo границата га / (x) съществува и e равна na |, 
Хее 

Доказатенестнво, Да аземем пвотволно положително чис- 
ло £, Трябва да покажем, че съществува положително число 8, такова, 
че при xEM и XX, от неравенството |х--х|<6 лда следва неравенство- 
To |/(х)--«<:ке. Да допуснем, че такова число ὃ не съществува, т. е. че 
никое положително число не притежава Toea свойстао. Няма да при- 
тежава това свойство тогава и числото | и следователно ще съще- 
ствува поне CAHO число х, OT M, различно OT X, което удовлетворява 
неравенството |х;--хо|<:1, но за което |/(х,)--!>#. Аналогично ще съ- 

1 ществува някос X : OT M, ха+ X, 32 което имаме EAHOBPEMENND [τ2-- ποὐ <5 
и ((х2)-# ε. Изобщо 32 всяко п (където п е цяло положително число) 
ше съществува такова X, OT M, удовлетворявашоа неравенстнвата X, + X, 
и 1x,—x,,l<:-;-, 3a което |f(x,)—/[2e. Да разгледаме cera редицата 

Χχν S Χρ κννν 
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1 
Ot неравенствата |х.--жхо| «ττ ¢ ясно, че Тя KIOHK KbM Xo. Тъй като 

освен това имаме X, €M н X, %X, 32 всяко A, TO OT условията Ν тсоре-. 
мата следва, че редицата . 

Л) fix2),. ... f(x),... 

клани към /. На Tosa е невъзможно, Thil като неравенството |f(x )| 2, 
изпълнено за всички членове на тази редица, противоречи на дефини- 
цията за граница на peawna. И така напранвеното допускане, че не съще- 
ствува числа 6 с желаното свойство, е било погрешно. C това теоремата 
€ доказана. 

Тези две теореми ни показват в същност, че 32 понятисто граница 

на функция можем да дадем още и следната 
Дефиниция. Нека /(х) е дефинирана « множеството M и пека ха 

е точка на сгъстялване за M. Ще казваме, че функуията f(x) има граница, 
равна на §, при х, клонящо към X, когата при scexu избор на редицата 

КТ Е ЕИ 

състояща се om течки, принадлежащи па М и различни ат хау, коялтао 
клони към ха, съответната редица 

Л fx), .. f(x), ... 

€ сходяща и xaonu към ἰ 
Ясно € от изложеното, че тази нова дефиниция на понятието грачи- 

ца на функция, коята ще наричаме дефиниция на Хайне, ς екви- 
валентна на първоначалната дефиниция, която ще наричаме дефин и- 
ция на Кошн." 

“Karo използуваме дефиницията на Хайне, лесно можем сегь да 
посочим пример за функция, която не притежава граница, Да разгледаме 

функцията /(х)- 4 L (черт, 10) н да се запитаме има ли тя граница, 

xorato х клони към 0. Да допуснем, че тази граница съшествува и че е 
равна μ някакво число /. Тогава, като образуваме редицата 

2 , 2 2 

Ξ 3κ ᾿(2η- Оя 
$ 4 a N 

хоято OMEBHIHO клони към 0, ше заключим, че редицата ΟἹ съответните 
функционални стойности 

Зк τἴβπ - Пе ) - κ - 
m—2—-: S[n-—i—-nuw БП 3 .... 

пе 

“ Komm (1789—185T) н Хайне (1821--1881) са извсстни математици, иматщи 
голсми заслуги 33 изграждането на съвременняте понятия на матсматическия анализ 
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е сходяща и клони към /. Но тази редица е в CHUIHOCT редицата 

11 1, —1,..., 

KOATO, KAKTO знаем, е разходяща, И така достигнахме до противоречие, 
- “ Ι 

Следователно lim 5щ -- не съществува, 
х « 

Hept. 10 

Дефиницията на Хайне за границиа на функнция ни позвалява лесно 
да установим верпостта Ml следната теопрема, KOATO многократно не 
изпоувелзме по-нататък. 

Теарема 3, Нека ca дпденн две gyt () ий #(А7), Kowmo изнии едина 
и съща дефинициапаа ойлист M, ий цека ха е тачка па сгъстлване за лща- 
леестаото M. Ака фушариене х) п оа(х) s грайнци, кагата х клани 
къл Ху те фтакуаине [(Χ}- А) Л) ж) ХОП е(у сме притемеават 

-, . 151 ΔΡΒ ἩΡΗ х. 32 авнилаща κ Ao Съцнина се Ρ к за фуйкицята ξ. а 

случалч, касгата А “ Д пл Δ v, # Н е(хУ10, ο това. ика hm П(х3- / 
oy A X 

и И φ χἹ 0, те валийци еа слешииине равешиива 
А жл 

lim| Χ жаХ +m, 
Ае 

εὰ | () -#(А)-1-т, 
ке . Ха 
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lim [ £(x)g ( Ξ ίνη, 
o Ry 

Нанстина na разгледаме например случая на сумата f(x)+g(x). 
Да вземем произволна редица 

Π 

xtr х!е**-тхд-**.! 

състояша се от точки, принадлдлежаши на M и различни OT X, която 
клани към Xo Тъй κατὸ lim /(1)--/ я lim #(х)--т, то двете редици 

Ж.Ж Х--ха 

' f('rl)'f(xz)q--'-1f(x.l)l"‘0 

X{x;)f 8(.’62) PE .g(x.} ааа 

€3 сходяши и при това пързвата от TAX клони към [, а атората — към т. 
Тогава peamuara 

Луе (х,), fivd+gled) ... flx)+elx). ... 

ще бъде сходяща н ше клони към /+т. A това означава, че 

lim[ Χ} Ἐ Δ} Ξ 1 Ἐπεν “ 
ΓΤ 

Аналогично се третират и останалите случаин на теоремата. 
Съшщо така просто се установяват, като се използува пак дефини- 

цията на Хайне, и следните две теореми: 

Теорема 4. Нека / (х) и g(x) имат една и съмща дефиницианна област M 
и нека Xy € таочка на сгъстяване за M, Axo за всяка х om M е изпълнена 
неравенстаота /(х)5#(х) и ако границите him f(x), lim g(x) съществу- 

Ае К. хе 

lim f{siglime(x) 
ΓΟΝ еж Ὰ 

ват, то 

Теорема 5, Нека mpume функции /(х), g(x) и х) имат една и съща 
дефиниционна obracm M и нека за асяко х om M имаме 

Диюя < Mx). 

Axo х е точка на сгъстчване за M и axo границите lim £{x) и Не #() 
съществуват, ката при това имаме ка -2 2y 

Ш f{x)=limlr{x)={, 
Ko By Ч 

Mo съществува и границата lim g(x), за каято също usame 
ке а 

. Вщ g (λ)τ-- . 
£ty 
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Hexa добавим още една полсзна 
Теорема 6. Axo f(xX) и #(х) са две функуии с абща дефиниционина 

област M, а х. е тачка на сгъстяване за M и ако lim f(x)=0, а функция- 
ΕΝ 

та g(x) е ограничена & HAKOR околност на X o, то Ит [{χὉ 2(х)--0. 
Хее 

Доказатеяство. Преди всичко нека уточним, че когато го- 
ворим 38 ограниченост на функцията е(х) в някоя околност на точката хо, 
ние имаме npen вид, разбира се, само ония точки OT тая околност, които 
приналлежат на нейната дсфиниционна област. Ето защо условието 38 
ограниченост на g(X) тук означава, че съществува такова положително 
число 6,, щото при XeM н |x—x,| <8, е изпълнено неравенството |9(х)1 S K, 
където К е някаква положителна константа. Да вземем едно произволно 

Е 
положително число ε. Тогава числото κ Е сЪщо положително. Тъй като 

lim 7(х)-0, то съществува число 5:>0, такова, че от ниеравенството 
ке 
х--хо|<6:з и OT условията хе и х4 х да следва wepascucipore |/(х)|< 

< -;.. Ако d e по-малкото ΟἹ числата &, и 62, то при xeM, χ Ἐ ΧοΉ[χττα ἰ ὃ 

ще имаме 

IS8 = (И ()] <-4 К. 

Тъй като & беше произволио BICTO положително число, OTTYK следва, че 

lim f(x)g(x)==0. 
аъл 

Пример. С помощта на тази теорема лесно се установява на- 

пример, че lim х sin ᾖ =0, Наистина, от сдна страна, lim x=0, а, 
х.й x4 ле 

OT друга страна, за всяко х имаме |sin ;ᾗἹΙξ Ι. 

Ще завършим този параграф със cneguara 

Teopema 7. Axo /(х) има 2panuya, когато х клони към дадена теч- 

ка ха те фуйикцилта [(x) е ограничена в нлкал окалност {(Xg— 8, Χαὶ ) 
на точкати X, 

Даказателство. Нека M с дефиниционната област на /(х) 
м нека Шт/(х)-/. Да Βισμομ числото кс--1, Можем да намерим такава 

1-.!. 

положително число 6, че когато χελί, χέχο и (х--ха|--6, g8 имаме 
((3)--|<1. Ho тогава за всички стойности на X от отворения интер- 
вал (χο--ὃ, χοῦ 8), които приналнежат на M и са различни от X, ще 
бъдат изпълнени неравснствата 

I—1<f(x)<i ], 

XOMTO показват, че функцията /(х) е ограничена 8 тоя интервал,“ 

« Тук, както и при леорема 6, имаме пред вид CAMO онези точки OT ннтернала. 
конто приназлесжат ua лефинициониата област на {[{λ]. 
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Като следствие от тази теорсма можем да заключим, че ако елна 
функция не е ограничсна в никоя околност на ладена точка ху То TH си- 
гурно не притежава граница, когато х клони към Xo. Такова например е 

1 повелдението на функцията / (х)-- . Около точката x,=0, 

Упражнении, 1. Докажете, че при всяка Ха имаме Н х-- уа. (Оттук ше слелва, 
Ay 

че за всяко цяло паложително число м имаме lim хя -л.) 
аеу 

2. Докажете, че ако limf(x) =/ 8 ако >0, 10 НА 7 Т) = „ Упътва- 
.!'!J,. t-&]‘ # 

не: използувайте, че 

3. Полобно на задача 2 ποκικεῖε по-сбшщото твърление: Ако lim f(x) = 
Ае хъ 

- π 

н ако I >0, τὸ т „// (х) = «Т ὰ всяко μῆπὸ положително числа п. Упътване: 
Е 

използувайте равенството 

b -(а-- ааа b AL, 
4. Намерсте границите : 

. x% 2 а Sx 4+ 6 . Ἀδ..Ἰ 
а) ,lf:': ey s 9 ЧТ: Реу В) l:f_‘:l PL 1 

3 3 

гу Не Ж ΝῈ χ ..,'Ξἷ; a) lim ffll - 'T_.lfl X e tim mx" ‘sm_x. 
. « ες ῇ « д-»й Б 4 

§ 19. Разшнрецне ΜῈ понятнето граница на функини 

С оглеа на по-удобин пресмятания се оказва целссъобразно ли раз- 
шШирим понятието границиа на функция, като в някои случан говорим за 
граница и когато тя не съществува B смисьл на дадената в предишния 
параграф дефиниция. 

Ще започием със слелната 
Дефиниция. Нека ¢ дадена функуилта /(х) ¢ дефиниционна област M 

U нека ха е точка на сгъстчване за M. Казваме, че функуията /(х) кла- 
ни към безкрайноаст ΡΗ X, кланяща към Xg, и занисваме тава 
mara: 

ππὶ f{x)= oo, 
Ao Xy 

аке при всеки избор на положителнота числа A може да се намери такова 
положитеална числа 8, че при хЕМ от пнеравенствата х+Ху, и ἰχ - - 
да caedaa неравенствота Ло>а. 

Тъй като числото А може да сс вземе произволно голямо, тази де- 
Ффинипия изисква, нНакратко казано, стойностите на функцията f(x) πὰ мо- 

- 
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гат да CTaHaT колкото пожелаем големи, стиГга да вземаме такина стой- 
HOCTH X, които ο достатъчно близки 1O точката X, 

Аналогично: ще казваме, че f(X) клони към минус без- 
крайност при X, клонящо KoM Хр (където ху е тачка на сгъстя ване 
за дефинициощната област на f(x)),u ще записваме moaa така: 

lim f(x)= - o0, 
Е-еха 

ако за всяка отрицателно число В съществува такава число 50, че 
при xeM, х+ха и |х--хо|<6 да имаме /(х)< В. 

Пример 1. Да установим, чет -Ξ,-::πο. 38 целта да изберем 
Хне 

произволно положително число A, Ако вземем след това δ;;ἳ то 

при |(х|<:6, T. с. при !х!()л. ще имаме π”ς“ξ“ . ΟΥΚΕΔΟΤΟ ;'3.3,4. 
Пример 2. Да покажем, че lim log, x=-—o0 при a>1. Ако B ς 

х.й 
пронзволно отрицателно число, да си образувамсе числото 8--ай . Kakro 
знаем, функцията log, х (когато a>1) с дефинирана и строго растяша в 
нитервала (0, оо), Тогава от неравенството |х|<:5, което в случая (по- 
неже х трябва да бъде положително) се превръща в неравенствата 0< 
<x<3, следва неравенството log, x<log, ай -- B. 

Лесно се вижда верността на следнита теорема, чието доказател- 
CTBO може да бъде предоставено на читателя. 

Teopema 1. Нека функуиите / () и 2(x) имат една и съща дефиницион- 
на област M и нека x, е mouxa на сгъстлване за M. Тогава: 

а) ако Лх) е ограничена в ΜΉΚΟΝ окалнаст на таечката Ху MO 

npulimg(x)=oco  имаме т ( f(x)+g (x)] = οὦ; R, жка 
при li_flg(x)m — 00 имаме 115511[ J(x}+g(x)] = -τ οο; 

6) nxa_‘h;n} S(X)=a и Eflg(x)-—r o, mo 

npu a>0 имаме 3.'."3 ) (x)= oo, 

- при a<<0 имаме ΞἙ 7 (x)g(a.}:-— -0 

в) axo 1:11‘: Ζ γξω, l‘iflg (r)=u00, mo 

,Ι.ἶ"ζ κ η =0 κ ζξζπἔ ( αγπτοο, 

Пример 3. Имаме li:g(cosx 4 х)е —oco. Това се ви;кда or 
равенствата limcosx—=1 и limlnx= —oco. 

к-й 2=l



- s X - 
Пример 4. Имаме lim = -τοῦ, Нанстина знаем, че П со5 х | 

дей ἢ х-.й 
. | 

в ъе 
До друго разширение на понятието граница на функция достигаме 

с помошта на следната 
Дефиниция. Нека фъункцуията [(x) е дефинирана в μακοῦ иштервал 

om вида (а, со). Казваме, че /(х) клони към числото ἰ когатоа Х клон и 
към безкрайност, и записваме mosa така: 

lim f(x)}=—1, 
Y 

ако при всеки избар на полаожителнаото числоа € може да се намери та- 

кова числа K, че за x> K да е изпълнена неравенството |/ (х)--# <5, 
Ясно е. че смисълът на тази дефиниция © Такъв: стойностите HA 

функиията /(х) ще станат колкото пожелаем близки до чиеслето ( (тъй 
като £ можем да аземем колкото понскаме Малкао), стига да вземем 
стойностите на аргумента х достатъчно големи — колко именно ΓΟΠΌΜΗ, 
това ссе определя от числото К (което число естествено ще Зависи от 

избора на £). Другояче казано, стойностите на /(х) се приближават 
все понече към числото /, когато х става все NO-TOARMO, T, €, когато х 
«клони към безкрайност“. 

Аналогично: казваме, че функиията /(х), дефинирана « някой интер- 
ваа om вида (—oo, й), клони към / при X, клоцящо KoM минус 
безкрайност, u записваме mosa ὑ Σ 

lim f{x)==1, 
Ἀ - τ 

ако за ecaxe €0 същестауаа такова числа N, че при x<<N da имаме 

ОЦ < е. 

Пример 5 Ще покажем, че ИШт -: -й, Нека £ ¢ произволно па- 
X ο 

, а 
дожително число й иека Κ--ἑ. Тогава πρ x ==K, т. €. при х >е Ще има- 

1 1 
ΜΕ- --«εἃἪἃ κοῦτὸ може да сс напише още Така: Т-.о L. 

Пример 6. Ako а > 1, 1o lim a*—0. Нанстина нека #70 и nexa си 
Ж s 35 

образуваме числото ХУ-Чов, ε. Тогава при χ ХУ поради монотонността 
на Функцията «“ ше имаме θ - ηἴοτενδ τεριρερετονς Следоватслно при 
х< Х с изпълнено нергвенството |4“--01< ε, 

; к . 
Пример 7. Да покажем, че limarc tz х —==. Нека £>0 и нека си 

Ἄ - 
- 

δραλνβαμε числото K=1g (-:-—c). Axo х>К. To поради това, че dynx. 

Ццията агс1рх е растяша, ще имамс агс те х аге tg K=arc tg[tg(fz——E)] = 

Ἀ9



5 π = 5~ —¢. От друга страна, имаме и arc tg х«----. Следователно 0« ἦ-- 
—arc tg х«<:Е при x>K. ” 

По подобен начин се устанонява, че lim arctg x= — ..‘;L . 
Tl s R - 4 

Естествена се явява по-нататък и слелната 

Дефиниция. Нека функцуията /(х) е дефинирана & интервал om вида 
(@, со), Ще казваме, че /(Х) клони към безкрайност при х, 
KAOKAWO към безкрайнаст, и ще записваме това така: 

Τ|πὶ fl.\‘)a со, 
не Ὶ 

ако тза вслко положително числа А moxce да се намери такова числе K, 
че от неравенствота ΧΌ Κ да следва wepasencmeomo 10 }» . 

Аналогично се дефинират равенстната 

lim f{x)= —o0, lim f(x)=o00, lim f{x)= — σο. 
ΓΤ L нфл 

Пример 8 Axo a1, то lim а”-- оо. Действително ла вземем npo- 
ае й 

изволно положително число A и да си образуваме след това ἡμόποτο 
K=log, A. Поради монотонността на функцията «“ OT неравенството 
x2=K me следна ай ак ποαίθδωλι Α, 

Пример 9. Ако u>>0, 10 lim x* —oo. И наистина нска A с произ- 
е« вя 1 

волно положителйо число н нека К. A%, Както знаем, функицията χ τ 
се строго растяша в интервала (0, oo), когато α2.Ὁ, Ето защо при χ ο ὶ 

] 
ще имаме X% > Κα — (44 o . 

Mpumep 10, Ako a1, то lim log, χ τ оо. За да се убедим н това, 
еа 

да вземем произволно положителиео число Д и ла си образуваме чис- 
лото K—a4, Поради монотонността на функнията log, х, когато е из- 
пълнено неравенствота X Ὁ» K, ще бъде изпълнено н неравенството log v - 
Σοῖορ, К-ор, ай — A. 

Важно е да отбележим, че теорема 3 от предния параграф. отнасяша 
се 10 границите на сума, разликаи, произнведение и частно на две ΦΥΗΚΉΜΗ, 
остава в сила, когато границите, 30 които се говари я нея, вместо при X, 
клонящо към една точка Xy се BICMAT при X, клонящо към со (или пък 
към --0о). Същато се отнася и до следващата теорема 4, а теорема 5 
не само остава валидна, когато границите в нея се пземат при х-о0о 
(или X——00), HO CLINO и когато самите тези граници са равни на oo 
кли на —oo. Най-сетне теореми 6 и 7, хакто и теорема | от настоящия. 
параграф, запазват своята валиднаст при X—o0 И х-е--оо, След като в 
тяхната формулировка изнскването за ограниченаст на f(x) в някоя 
околност на точката X, се замени с изискванета /(х) да бъле ограничена 
в някой интервал OT вида (p, со) за случая х-оо, съотастна ΟΤ вида 
{(—o0, 4) 33 случая x-+—o0, 
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Всички тези забслежки, както Η очевидните равенства lim С 
ее а 

=lim C=C, където С ¢ една константа, разширяват възможностите за 
К е 

използуване на споменатите теореми при решаването на конкретни 

задачи. 

Пример 11. Да се намери границата lim 
„е } 

мем пред вид теорсма 3 от # I8 и пример 5 от този параграф, по- 
лучаваме 

и 31 
W5 Karo взе- 

3 1 1 1 1 
Ἔ щ а О а -- ж i 

2x? - 3x 4} , πΤ χ χὲ 1-3 т+х x 2 
И чЕ п 4е —lim 3 =73 
By " жъл 3 + - ΕΝ 3 + ς. . ,.- 

х х 

. х 
Пример" 12. Покажете, че ELnl ;--.;0, като използувате Teope- 

ма 6 от 5 18 (отнесена 3 случая х-есо) и пример 5 от този па” 

раграф. 
Пример 13. Hexa f(x)>0 и нека lim /(х)-0. Покажете, че 

ей 

1 . . . 1 
lim <-- ка o0, Покажете също, че ако lim Л(х)-Йй, 10 lim —— = oo, 
I‘-Ql’.[{:) " Ἱ--ιιι}.( ) ! l-l.flf(x’ 

Пример 14. Покажете, че axo lim f(x)=o00, то lim f{x)--() 
M Хе Xy 

R също така, че axo lim /(х)- со, 10 lim ' o 
пе .. 1 

Понякога се интересуваме какво с поведението на дадена функция 
1 , когато х клони към дадена TOMKR ху, #ставайки обаче нинаги no- 
ΤΟΠΗ͂ΜΟ OT Xg, ἩΠῊ, както казваме оше, когато клони към Yg ОТДдЯСцО, 
С оглед на това даваме слелната 

Дефиниция. Калваме, че Fix) клони към числото |, vocamo х 
каани omadsche към Ха, Н Зиписваме mosd така: 

- him f(x)—1, 
B, ЕК 

ака.за всяко Ἐ» съществува такова 6 >0, че от перавенствата Χα Χ 
<х.а46 да следва перавецствето |/(х)-4|- ж. 

Аналогично: казваме, че /(х) клдни κααὶ ἱηρ х, кланящеа om- 
ἄπδὺ към Xy и Ззаписваме това така: 

lim f(x)—1, 
ANy, T Ку 

axo за всяко ε:»Ὁ съществува такава 8>0, че при χῳ--ὃ ι χτχα 00 имаме 
()l <c. 
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По подобен начин се въвеждат и равенствата 

im f(x)=00, lim f(x)=—o0, lim f(x)=o00, lim Л(х) <-о0о, 
Rty жа X g, χΌ Ха Ἄπτεχο, Х Ха ἄσαχο, Х жр 

Пример 15 Да покажем, че lim 3 -оо. Нанстина нека А с произ- 
х-.й, ¥ 
X8 

волно положителко число. Да пвземем 8:%. Ясно e, че при O<<x<<d 

1 
τ ¢ при 0<х< :! ще имаме --7>4, с което желаното равенство с до- 

каза но. 
: 1 

o подобен начин сс установява, че hm - --ο. 
х«.й, 

х«ефй 

Ясно e, че ако за някоя функция /(х) съществува границата lim /(х), 
Koo Ky 

TO ше с.шествуват и границите lim 7 (Χ] и lim f(x), като при това ще 
еХа RirX, еж К р 

умаме 

( lim f{x) = lim Л(х)-- На f(x). 
Koy, ХХа A Ny, К Ха ХХа 

Обратно, ако аветеграници lim /(х) и lim f(x) съществуват и са равин 
еху К Xy KebXy, Хе А 

помежду си, TO OTTYK следва същестнуването и на границата lim f(x), 
ката, разбира ce, равенството (1) ше бъде също изпълнено, пе 

Възможно с обаче границите Нм /(Х) и lim f{x) да съществуват, 
А А а Ἄ ί, Ἀ Ὸ Ха 

без да бъдат равни помежду си, В такъв случай границата Ит /(х) не 
Хне 

съществува, Такъв е например случаят ¢ функцияга 

χ π ε, 
¥ 

дефинирана при x4 0, ча която, KUKTO лесно се вижда, имаме 

lim f(x}——1, lim f(x)=1I. 
« -ев, х«й хк-й, х.>й 

Karo се върнем отиова към доказаните в предния параграф теоре- 
ΜΗ за граници на функции, ше отбележим, че след CLOTBEI NN естествени 
изменсения във формулировките, които читателят сам може да извърши, 
те остават палидни, когато навсякъде в TAX иместо X, клонящЩщо към X, 
вземем X, клонящо към Χ отдясна ΠῈ пък X, KAOHAILO КЪМ X, ОТЛлЯВО). 

„В края на този параграф ще се спрем на няколко теореми, отнасяшщи 
сс до монотонни GYHKIUMI, хоито капомият (както по своята формули- 
ровка, така й по самото си доказателстно) теоремата ΟἹ Е 4 12 MOHOTOH- 
ните редици. 

Теорема 2. Axo фуикцията f(x) ¢ растяща и огратечена отгаре 
в omeopenus интервал (a, b), mo тя притемжава еграпица. когата х клани 
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отлява към b, и тази граница « равна на нейната тоачна горна граница 
« интервала (а, b). | 

Доказателстнво. Нека. / ς точната горна граница на /(5) 
в интервала (а, δ). Да си вземем произволно положително число с. 
Числота Г--Е е цпо-малко от най-малката горна граница и вече не е горна 
граница на функиинята /(х) Ще съществува следователно поне една 
точка x, ὍΤ интервала (а, b), за която /(х,):>.--с. Нека сега 8=>b—ux,. 
Ясна e, че 6>0. От друга страна, от монотонността на /(х) е ясно, че 
при X, <x<b ще имаме f(x, )£ f(x). И така, когато х удовлетворява 
неравенствата Xy τ χ b или, което € все едно, неравенствата b—8<x<h, 
ще бъдат изпълнени неравенствата 

"Lt Ρ ξ SIS L<Ltr, 
откъдето 

L—g< 00 Υ41.-Ξ ε, 

или |7/(х)--1|«< е. Следователно Ет J ἔκμ.ι. г 
п--й, а 

Mo подобен начин сс доказва и следната теорема: 
Ако функцията /(х) е растяща и ограничена атделу в отворения 

интервадл (а, b)Y, mo тм има граница при X, клончща отдлнено към а, и тази 
граница е равна на нейната тачна долна Φρα в даденич интерваа. 

По-нататък, като разсъждаваме аналогично, можем да установим 
и следните две теореми: 

Ακο функиичта / (х) « растяща и ограничена отгоре в някай интервал 
ат suda (а, с0) й ака #. се нейната тачна copna граница, то грапицата 
Щ f(x) смществува и ¢ равна na .. 
чня i 

Ако фупкцуилта Л() « Ρ й аграничена πιθθαν « плкой ийгтер- 
вал ет вида (oo, й) и ака # « иевйпата φ йолпа гранича, то грани- 
yama т Γ{Χ} смиуеставува # е павна на 1, 

ф - - 

Читателят лесно ше формулира Сам георечи, апалогияни на последе 

ните четнири, HO отнасаши се до намаливаша функция Γ(ΑἹ. 

Упражиения. Намерете граници! е: 

: μ τ αϑ 
Lobim τ ме 2. Ве " Ρ ” 
P ¥ oo ΓΤ “ ϑωφία 4 ἴ 

αὐ . х . х 
4. hm =, ι 5 Πηὶ - и 6. ππ| 
РИ B % .. е | ξ κ «е | 

?, Нк B, и смя = 1=« . 9 Не А АН Ае) 
Е ек 5 Ее < e ο 

10, 1 Е . н “ 2а ОО . : o . . Hm oy e s . h e З 
иЗе | . а λὰ Ζ 7 ащ ΣΑΞ - Χ ἘΣ 

1, Karo използкватезюнятисто релеча, клоняща към - 20 (i към --2о), лайте 
дефинигии 38 равенствата 4144е) я духа на дефининцията на Хайше οὐ 4 18 за равен- 
ството ἅπτι (л) /. Във βούκη O γαὴ ὐφ τμητο случан обмис ете какви изменения нъ 

o К. 

Формулиревките и локазателстната на гпеореми ἐ μ 2 τ αὶ 15 μ непбходими, Ἢ да 
устаневите, че зсяка от лалсните от вас зефиниии с сканаалентна на CHOTBCTHATE ле 
финиция ΟἹ настояшния параграф. 
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8 20. Две забележителни граници 

, В този параграф ше се занимаем с намирането на две граници, нграе- 
щк важна роля в голям брой задачи от анализа, 

Най-напред ще покажем, че функцията / (.τ):“'ΐ . дефинирана при 
x+0, има гранипца, когато х клони към 0, и тази граница е числото | 

Черт. 1 

За целта иска предположим на първо BPEME, че О(хс%. и нека раз- 

тледаме черт. 1, където X AOH~x, Ясно e, че 

лицето на л ОАЙ-лицето на сект. ОЯ8 < лицето на ΔΟΒΏ. 

Ако означим с 7 PAAKYCA на окръжиостта на черт. 11, ще нмаме 

1 . . 1 
-i-r.rsmx‘(—f«r х 2тг.г!3х. 

откъдето получаваме последователно 

sin хе х, 

х 1 

! <sin х <cos х 

м най-сетне 

( 1 ::-!’i':f >>со05х, 

Неравенствата (1) ние получихме при 0<:x<-;-, HO тъй като sin{—x) 

=—$in X, а со5 (—x)=c0$ x, TO веднага сс вижда, че те ще бъдат изпъл- 

нени и при — —-<x<0. И така неравенствата (1) са валидни 38 всяко 
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x40, косто принадлежи на инТервала (—% ξ) Това е достатъчно, 38 

да извършим нашите по-нататьшни разсъждения. Найстина, както 
знаем в § 18, имаме lim со5 x=1. Остава да използуваме теорема 5 от 

2D . 

4 18, за да заключим, че 

А сега ще потърсим границата на функцията / (х]=( I+ -;-)‘ при х, 

ἘΠΟΉΠΙΠΟ към 00, н ще покажем, че тя съществува и е равна на числото е. 
“"Това впрочем е 38 очакване, тъй като това твърденние € естествено οδοῦ- 

| “ 

зцение на известния ни факт, че редицата с общ член а„=(| +~;) е схо- 

дяшща и клони към е. 

Нека вземем едно произволно положително числео Е и нека пока- 

жем, че съществува ἹΞἹἸΟΒΒ положително число A, че. при x> А да имаме 

1(1 + a«:;-)‘-ei«:c. 

рае Преди всичка, като вземем пред Βμπ, че редиците ь„..(х + ῖἷ) и 
1 . 

c.—(l +-„ ᾖ) Ο сходящи и клонят M JIBETC към €, можем да на“.рим 

такова положително число v, че при л >у да ΟἹ изпълнени неравеснствата 

111 1 " 
Ι(Μ T) -εἶ«ςε и Ἐ(Ι-ε-"-»-) -el(a 

HIH, което € BCC същота, нсравсмвгмш 

(2) c—a<(l+—:—)"' '~::o+e, в-сс:(!-а-г-н)-(е-з-в. 

Нека сега A=v ΕἸ и нека х е някос число, удовлетворяващо неравен- 
€TBOTO χ , Да изберем след това цялото положително число л по такъв 
начин, че да имаме Ξ χ Μ ἘἸ, (Ясно e, че това винаги е възможно.) 
Torasa ще получим последователно следните неравенства: 

1 

πεῖ 

1 1 «--Ξ-' 

1 1 1 

НРуе С В Р 
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От друга страна, тъй като x> A, 10 нН >Му-+1, или n>v. Като вземем 
пред вид неравенствата (2), изпълнени за BCAKO х>А, ще получим 

' е-вч:(1+ —l—-)x'(e-{-e. 

x 4 1 
И така за всяко x>A4 имаме I(l }T} —t С Е. С това даоказахме, че 

lim (1 + —;-)’z.e. 

Не с Tpyamo да се уверим, че имаме също т |1 %—-l- “е И на- Ρ P g 
Хел 

HCTHHA, ὅκο положим х<---,, получаваме 

lim (1+—x'—)"=1im( —-‘-)"‘mim L 
Ἀ-“““-“οὐ Ге ῖ 

Уаражнения. Намерете граннците ; 

„ ожма2х Ε Ν Т 
ι. fim -------» И Т ς 3. т пе 

х у ἰδὴ ка « 

н ὙΠ 5 i , 6. НА 1 - cosx 
. 1πὸ . и 5 НА х cotg К. . и ия 7 

ай sin б5х " ей хе«й A 

а Π Δ᾿ - 05 X , + 1 
Ἴ. {π|π|χ 55 - " #. Ш й . 9, аге 7. ὑ 
Ε « К щ N - ἦ а.--й, л 00 “ . ; 4 

10, % SR TR а 1 Е Y ) , — , Ὶ κ - ияао 107 Sgazarc % "y 2)3 ме х J T число 

. + IS Ν Г ра 
12, {ὲπὶ ι-τ-ι . 13. 10 Ιἰ Н| M, вт Ее) ” 

Же с & 4 # #.. Х7 B Χ 
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ГЛАВА 1У 

НЕПРЕКЪСНАТОСТ 

Понятието непрекъснатост на QYHKUMA € едно от най-характерните 
понятия на математическин анализ, Макар че [0 неговата съвременна 
дефиниция се с дошло сдва след изминаването на дълъг път, в една или 
друга форма то зинаги с нграло важна роля в математиката. Непрекъс-” 
HATHTE функпиин притесжават редица свойства, KOHTO ги пралят Твърде 
удебни за работа. 

- 

§ 21. Непрекъснати функции 
Ἂ 

“ Въвеждайки понятТието граница на.функция и дефинирайки сим- 
вола: Ига /(х), ние преднолагахме, че X, е точка на сгъстяване 3а дефие 

Ἄσ ς 

нициониата област M на /(х), но не изисквахме непременно тази точка 
да -принадлежи на M Нека сега спрем вниманието си именно на случая, 
когато точката ¥y е точка от множеството M. В тази случай съществува 
функционалната CTORHOCT /(х) и естествено възниква BLADOCKT, дали 
тази стойност съвплала със стойността на lim /(х) при условие, че тази 

Же Ха 

граница съществува, Когато тези две стойности съвпалат (а както IHACM 
ΟΥ § I8, тока не винаги ¢ така), казваме, че функцията /(+х) е непрекъс 
ната B точката х . Така например доказаното в § 18 равенство lim cos = | 

д.й 

изразява непоекъснатостта на функцията со05 X в точката xg=0. 

И тъьъй ние въвеждаме слелната 

Дефиниция. Нека /(А) е функция с дефиниционна област M и нека xg 
е точка om M. Ще казваме, че функуичта /(Х) е непрекъсната 
в таочката Ху ако тя притемжава гранпница при X, клапящао към Xy, и ико 
при това € изпълнено равеиствата 

lim f(x)=f(x,) 
Хее 

Разбира се, тази дефиниция има смисъл само когато точката ха 
съдържайки сс в M, се явява същевременно и точка на сгъстянване 33 мно- + 

жеството M (в противсн случай няма да можем да говорим 38 грани- 
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цата lim / (х)). Възможно е обаче (магар че ние рядко ще срещаме по- 
Д 

добни с;гучаи) една точка да принадлежи на дадено множество M, без 
Az бъде негова точка на сгъстяване. Такава Тточка се нарича изоли- 
рана точка на множеството M. 

Ако дефинициониата област M на една функция /(х) притежава 
изолирани точки, приема се, че /(х) е непрекъсната BLB всяка от тези 
Точки. Допълнената по този начин дефиниция 32 непрекъснатост ни 
позволява вече да поставим въпроса 33 непрекъснатостта на далена 
функция /(х) във всяка точка от нейната дефиниционна- област. 

Като си спомним дефинициите на Коши и на Хайне 33 понятието 
граница на функция, лесно съобразяваме, че дефиницията 34 непрекъс- 
натост на сдна функция /(х) в дадена точка X, може да се изкаже ошще и 
по следните два начина: 

Функцуията /(х) с дефиницианна област M е непрекъсната в точ- 
ката ху om M, ака за асяка положителнда числа к съществвва такова 
полаожително число 8, че при ХЕМ от неравеиствата | х--х.|<: ὃ да следва 
неравекствотао |/(х)-/(х,)|< Е (дефиниция на Коши). 

Или: Функуията /(х), дефинирана в областта M, ¢ чепрекъ ната 
а точката X, от M, ака за всяка редица om числа 

х.. х:....,х„..... 

принадлежащи на M, KOAMO клони към Xy, смипветиата редица om функуиа- 
пални стаойности 

. 

ΖΔ. ЛДха. . „Л(х.) ... 

е сходяща и клони към Π Χ (дефиниция на Хайне). 

Послиедните двс формулировки на дефиницията на понятието непре- 
къснатост имат това предиместно, че обхващат, както лесно се вижлда, 
не само CAYMUN, когато ха Ε точка на сгъстяване, MO и случая, когато тя 
е изолирана точка за множеството M, 

Дефиницията на Коши познолява дла сс Дале просто геометрично 
тълкуване Hu понятието непрпекъснатТост. Нанстина нека f(x) е непрекъс- 
ната в точката X, И нека £ € едноа положителино число, Таганва съгласно 
гази дефиниция неравенството | (X} (хо < gy косто с еквиналентно с 
неравенствата 

F(x0) - ο (хо)-е, 

се изпълнено 3а всички Тоачки X, Уудовлетноряващи  перавенството 
хе ἐ τ , Т. е. За всички точки х от дефиниционната област на /(х). 

коита принадлежат на отпорения имитерпал (ху, -8, x4 |6), Геометри- 
LUK това означава, че оначи част ot графиката на функцияга 7(5). 
KOA 10 CLOTHETCTAYBA на 1OIM ингервал, се намира B хоризонталната иви- 
ца, заключена между правите с уравиения y—f{xg)—e и y—flxgl—¢ 
(черт. 12). Тази ивица с Телкова по-тясиа, колкото по-малко е чис- 
лото ε. Числото 8, определяшо интервала (χο--ὃ, Χ 18), зависи, раз- 
бира се ΟἹ £ - когато & ¢ твърдсе малко, ὃ също може да бъде много 
малко. 

98



Когато една функция f(x) не е непрекъсната в някоя точка X, от 

cBoATa дефиниционна област, казваме, че тя се прекъсва или че е 

прекъсната B тази точка. ' 
Ясно €, че една функция f(x) с дефиниционна област M ще бъде 

прекъсната в дадена точка Xo OT M, когато χρ € точка на сгъстяване 38 Μ' 

. Черт. 12 

Ἰωιτοτμ...!π{ᾳ)ϊπιπααωιμω пък същестаува, но 

ерзпщт!(хд. . 

Knmmmficmm.nfil%fiemnm,nehmnn/(x}:mu 
с HCOPCKLCHATA B точката Xo=0. Ако MCKAMC да NOCOTHM пример 3a функ- 
‘XM, която € прекъсната B някоя точка OT своята дефиниционна област, 
"достатъчно ще бъдс да си припомним функцията . 

която вече разгледахме н за която имаме lim /()4+/(0)-- тя с прекъс- 
ната в течката ха--0, и 

Понякога сс налага да решим следната задача: Дадена е фунхкция- 
T8 f(x) с дефиниционна област M и точка X, непринадлежаща на M, 
HO явяваща се точка на сгъстяване за M, Искаме да дефинираме функ- 
цията /(х) допълнително в точката X, и то по такъв начин, че да по- 
лучим функция, непрекъсната B тази точка. Ясно ¢, чс тоза ¢ възможно 
само когато съществува границата lim f(x) и че 8 такъв случай нашата 

цел ще бъде постигната, щ"щ;?-“ьщ 7 (κ,)-:ἱἰπυ(χ). 

„Така например, ако фупцшп/(х)-„х sin --- двфшрнвашощи 

х«0, m допълнително пря ха-0 с pamm 7(0)<-0, ще 
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получим функция, дефинирана вече за всяко X, която при това с непре- 
късната в точката X,=0. Това е така, защшото, както знаем (вж. 6 18), 

lim х sm—‘—--o. 
хе.й 

Ако обаче разгледаме функцията f(x)= sin%-, ,nqbrmnpani също Taxa 

camo при x+0, то какнвато и стойност да й припишем за тачката х--0, 

тя ще бъде прекъсната в тази точка, Thil като rpanxmmlimsin-l-, както 

видяхме, не съществува. 
Една функция /(х) се нарича непрекъсната отляво B да- 

дена TOWKA ха OT своята дефиниционна област, ако тя притсжава гра- 
вица при X, клонящо отляво към точката Xg, и ако Шта /(х)--/(х.). 

Хелу жа 

Аналогично f(x) се нарича непрекъсната OTANCHO в точ- 
ката хо, ако притежава граница, когато X клони отдясно към X, Η ако 
llmf ()ε . 
еа . Зе «а 

Ясно ¢, че ако една функция /(х) с непрекъснвата в дадена точка Χρ, 
то тя ¢ непрекъсната W отляво, и отдясно в тази Touka и че, обратно, 
ако тя с непрекъсната както отляво, така н отдясно в точката х., TO тя 
е непрекъвната в нея. А 

Една функция може обаче да бъде непрекъсната н само отляво ἩΠῊ 
пъ само отдясно в някоя точка, Така например, като вземем пред вид 

това, което знаем от § 18 за функцията x—;-—l—' заключаваме, че функ- 

цията. 

-1 при х--0 

1 при х-0 

е непрекъсната салмо отдясно, но не и отляво при ха-0. Функцията пък 

3 хе при x40 
h(x)= х Ρ 

10 при "x=0 

не € непрекъсната HUTO отляво, нито отдясно B точката χοτοῦ, И трит 
тези функции €2 прекъснати при ха--0. 
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§ 22. Основнин свойства на нешрекъсватите функцни 

Едно просто, но Ттвърле често използувано свойство на непрекъс- 
натите Ффункиии се дава със следината 

Теорема 1. Axo f(x) e непрекасната в точката ха и ако f(xo)+0, 
то съшществува такава околност (ху--й, ху--й) на тази точка, € която 
функцичта F{x) не си мени Зпака. ' 

Доказателство. εκ /(х.)>0. Да cu образуваме положител- 
Σ 

но число z:_-f < ). Ot непрекъснатостта на функцията f(X) в точката x, 
следва, че можем да намерим Такова число 67>0, че при |х--хо|-<6 да 
имаме 

Я Л (ха) !‘-“E-ff) и 
- 

OT последното неравенегво получанаме 

„) е А) - П(хо), 
откълето 

Следователне при ταίχρ--ὖ, ху 165) имаме f(x)>0. И така функцията 
0 остапа ποπὸ “ителна ча ΒΟΜΉΚΗ стойности на х ΟΤ интервала 

Аналогично се разсъжданва в случажн, когато /(хо)< 0. 

Като вземем пред нил лефиницията на нонятието иепрекъснатаст 
на функция, от една страна, и като си спомним, OF друга страна, теоре- 
ма 3 τ § 18, веднша получаваме сделната 

Теорема 2. Ако фъункаиште f(x) и е(х) са непрекъснати в дадена 
точка Xo, то функциите Γ(Χ} g(x), S(X)—g(x), /(Ме(х), а & случаа, кагато 

. м . Blxg) %0, и функиилта %—”» са съща така непрекъснати в тази тиачка, 
Накратка казано, тази теорема твърди. че сумата, разликата, про- 

извсдението и частното на две непрекъснати функиции са също непрекъс- 
нати функции. 

Следващото cocficiso на непрекъснатите функаини, ни което ше 
се сирем, сс отнася 10 1 наг смъставни функини. Преди всичко необхо- 
ἌΜΜΟ с да изясним полятиет.о съставна фунхиция. 

Нека Fix) е слна функичя с дефиниционна област M, а /(1) е някон 
друга функиия с дефиниционна облист А. Ако всички функинонални 
CIOHHOCTH на функицията /(1) са числа, приназлежащи на M с.ството M, 
TO 34 всяко ΟἹ Х можем да си образуваме #Е(7(1)). Така получаваме оче- 
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видно еДна функция на / с дефиниционна област N. Тя се нарича с ъ- 

ставна функция ΜΠῊ още функция от функция. 

Taxa например, ако F(x)=sin х 3a всяко х, а f(r)=--lTnpnt=L=0,To 

FIf(f)]=sin—+-npx 140. Axo F(x)=yx при xel0, се), а f(t)=1* при 

te{(—o0, 00), To FIf (1)]=+/12=|t] 3a всяко . . 
Относно съставните функции е B сила следната 

Теорема 3. Ако функцуилта Е(х) е иепрекъсната « точка xo, а функ- 
цията f(t) ¢ иепрекъсната в mouxa ty и ака Г ((а)-- Ху Mo съставната 

функуия Фф(1)-- FIf(1)] ¢ непрекъсната в тачката га. 

Доказателство. Нека разгледаме произволна редица от 
TOYKH . 

(l) “l' ‘2,54.,‘-,..., 

принадлежашщи на дефиниционната област на /((), която клони към [, 

Поради непрекъснатостта на функцията /(1) в точката /,, редицата от 
съответните Ффункпионални стойности " 

» 

(2 ль /а) Σ 

ще бъде сходяша и ще клони към /(г4). Ние можем обаче да разгледаме 

редицата (2) като съставена от числа, принадлежащи на дефиницион- 

ната област на функцията F(x). При това тази редица клони към X, 

тъй като no условне имаме /(()-- ху Тогава порадзи непрекъснатостта 

на функцията #(х) в точката X, редицата 

3 Ρ (}}, /а ... /а - - 

ще бъде сходяща и ще клони към Flxg). Редицата (3) обаче moxe да се 

напише още така: 

“!1)» Ф“:) R np(f.), .. 5 

Нейната граница ΠΡῊ ΤΟΒᾺ с равна на φ , понеже ρ( 1 ) Ε 7(10}}-- Flx,) 
Това именно означава съгласно дефиницията на Хайне, че съставната 
функция «(1) с непрекъсната в тачката /у . 

Haxparko доказаната TEOPEMA се изказва Taxa: Непрекъсната функ-“ 

ция ат непрекъсната функуция е смца непрекъсиата функуия. 
Следвашата теорема третира въпроса за непрекъснатостта на обрат- 

HHTE функции. 

Teopema 4. Axo функуията /(1), дефинирана в coun иийтервал D, 
е строга растяща (или пък строго намаляваща) « тези интервал, MO 

нейната обратиа функция чх) е непрекъсната във всички тачки UM (804~ 

та дефиницианиа аоблаат. 
Доказателетвоао, Нека /(/) е строго растяща функция. (Слу- 

чаят, когато /(г) с строго намаляваща, е аналогичен.) Да напомним, че 
всяка CTporo растяща функция ¢ обратима и че нейната обратна функ- 
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ция ©{X) е съша строго растяша. Да означим ¢ N множеството от функ- 
пноналните стойности на функцията /(1), което се явява дефиниционна 
област на функцията φίχ). Нека x, с произволна точка от N и нека 

: @{xg)=1,. Ще разгледаме случая, когато точката ἔρ е вътрешна за интер- 
вала D. (Случаят, когато f, ¢ крайна точка за този интервал, се разглежда 

Черт. 13 

по съшщия начин с несъществени изменения.) Да си вземем произволно 
положително число ε. Можем да считаме, че £ е толкова MANKO, че точ- 
Хите 1а--С W fo+ & приналлежат също на интервала D. Нека Дта--)--Х. 
и Г(15 + 6)-- ха. Ясно e, че X, χ χ. Да изберем след Това едно поло- 
жително чисело 8, Толкова малко, че интервалът (X,—8, x,+8) да се съ 
държа изияло в интервала (x,, хз) (черт. 13), Ако сегахе N и| х-- х |«< 
<3, τὸ ще бъдат изпълиени неравенствата X τ χ χ Оттук поради 
монотонността на функцията ф(х) ше получим ф(х,)< ф(х)< p(x2). Но 

ф[.!д]г-!д-гтф(хвъ-»а. lp(.l‘z :;"0 ὶ Бтф(хв) *%-8. 

И така получаваме, че ΠΡῊ xe€N и |х--хо|<6 имаме 

φίκχο}--Ἔ < φίλ) - щ(ха)+Е, 

1ф) plxo)| τ ε, 
С това е устаковена непрекъснатостта на функцията @(x) в произволно 
взетата точка X, OT нейната дефинишионн: област. 

откъдет 

5 23. Непрекъсватаст на елементариите фуцкции 

Както ше вилим в този параграф, оказяа се, че всички елементарни 
Функиин са непрекъснати. По-точноа казано, всяка от тях € непрекъс- 
ната във всяка точка от своята дефиниционна област. 

193



Преди всичко лесно се установява непрекъснатостта на рационал- 
ните функции. Най-напред всяка функция-константа /(х)--С е непрекъс- 
ната за всяка точка х. Наистина, каквота и да бъде положителното чис- 
ло g, неравенството |Лх)- (ΧΉ}} τ , което сега се превръща в очевид- 
ното неравенство ἰ --Ο τ Ε, е изпълнено за всяко χ. Ясно е тогава, че 
както и 13 B3CMEM положителното Число 6, 10 ще уловлетварява из- 
искванията на дефинишията на Коши, 

По-нататък също така лесно се внжда HENPCKLCHATOCTTA на функ- 
пията /(х)-- х за всяко χ. Действително, ако Х. е произволна точка върку 
реалната права, а £ е произволно положително чиело, то достатъчно е 
да вземем ὅξξε, за да видим, че когато |х--хъ|«<6, ше имаме 

| I = ()| х--хо|<е, 
откъдето следва, че функцията /(х)--х е пепрекъсната B точката х.. 

Като вземем cera пред вид теорема 1 от § 22, углърждаваща непре- 
къснатостта на сумата, разликата, пронизиедениета н частното на две 
непрекъснати функцни, можем да заключим най-напред, че при всяко 
пяло положителноа число п функцията /(х)--2” като произведение ΟἹ не- 
прекъснати функции е също непрекъсната за пвсяко χ. След това, като си 
спомним, че общият нид на полиномите с 

Дх)ах а (X e ах--аа 
виждаме, че всски полином с непрекъсната функция за всико χ. Най- 
сетне всяка рационална функция като частно на двеа полинома е също 
непрекъсната във псяка точка от своята дефиниционна област, 1. е. нъв 
всяка точка, за KOWTO не става пула полиномът, намираш се в знаме- 
натели. 

Преминаваме към показателната (експоненциалната) функция 
/(х)--а“ (където a>0). Ще покажем на първо място, че 

(1 lima*~=1. 
Хй 

Нека най-напред a1, Да пземем едно произволно положително 
число ε, Разбира се, можем да считаме, че <21, Да си образуваме οὐσα 
ToBa числата log, (1—e) и log, (1 1 €). Като яземем пред вид, че при 
а1 фуикциящ а“ ¢ строго ристяша, ще заключим, че при 

() Гов(1---5)<7х< 08 {{ - εἢ 

имаме 

{3 ее « | —g, 
Първото от числата Т0#,(1--1) и 109,(1--Е) « атришилелно, а RTOPOTO — 
положително, Поргди това с ясно, че ако 6 ¢ па-малкото OT чиеслата 
llog, (1—2)| н log,(1 +€), τὸ ΟἹ иерапенството |41<:6 ще следнат неравен- 
ствата (2), а оттам -- и неравенствата (3), които пък са равносилни с 
неравенството 

ot -- το΄ 
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ὰ 

С това равенството (1) е установсно при a1, 
Случаят, когато 0-<7а4<:1, се свежда към току-що разгледания, KaTo 

се използува равенстваотоа 
1 

axzi:fl"}x - 

к като се вземе пред в L че B този случай ¢ '>1. Korato e=1, равен- 
ството (1) е очевидно. 

Доказаното равенство „1) в съшност ΒΗ показва, че функцията 
f(x)==a" е непрекъсната в точката x,—0, тъй като «#.-1, Но orryk лесно 
можем да установим нейната непрекъснатост в произволна точка X, 
Нанстина това се вижда OT равенствата 

{1πὶ αὖ Ξ- {πΠππὶ ал " ο ττ айе ΠΠπ' & 2ае ате, 
ΓΤ 2wty жа 

4 

Функицията log, х. къдета а>>О н а+ |, neq инирана при x>0, е обратна 
на строго растяшата функция αὐ ¢ дефиниционен интервал (--оа, 00) и 
εοο пепрекъсната съгласно теорема 4 от § 22 във всяка точка OT 
своята дефиниционна област. ᾽ 

Cera вече с твърде десно да се покаже иепрекъснатостта на степен- 
ната функция /(х)--х“ при произволен степенен показател a, дефини- 
рана при x>0. (Jocera ние сме доказали нейната непрекъснатост CAMO 
когато а е μῆπὸ число.) Нанстина, ако ¢ « някое положително число, 
различно от единица. в сила е равенството χ ετ or косто непре- 
къснатостта на функцията /(хХ)-л” следва B3 ocnosa на теоремата за 
непрекъснатост на съставни Ффункини. Оттук пък непосредствено се 
получава непрекъснатостта на всички ирационални функции — доста- 
тъчно с да се използува непрекъснатостта на рационалните функции и 
на функцията /(х)--х“ при дробен степенен показател и най-сетне Teope- 
мата 38 непрсекъснатостта на съставните функции. 

За да изчерпим всички елементарни функции, OCTABA да се зани- 
MACM още с четирите тригонометрични фуинкции и техните обралтни. 

Да разгледаме функцията sin х и да вземем произволна точка X, 
Лесно се вижда верността на следната верига OT равенства и неравен- 
ства: 

. : χ ! ! ῳ х- X , isinx—sina, =2 cos -;—*-’*i sin 2 <2.1 1_29_1___ А-- Х| 
2 2T 

Ясно е тогава, че ако € € произнолно положително число, TO достатьчно 
€ да вземем ὅττε, 32 да имаме |sin x—sin Xy <k при |хе-х|<8. С Toma ¢ 
установена непрекъснатостта на функцията δἷπ X я MPOMIBOAHO пзетата 
тачка X, 

Па-апалогичен начин се вижда, че и функцията COS х « HENPEKLCHATA 
3a Beawo х. Що се отнася 30 фунЕешиите 1е х и COlg X, то ΒΟΉΚΗ ΟἹ TAX с 
непрекъсната за всяко х от своята дефиниционна област. Тава се вижда 

518 ῸΝ х ОТ равенствата tg x—_ и cotg x= чщу 888 OCHOBA на теоремата 3a 
непрекъснатостта на частното на B2 нейоекъснати фЪ“НКЦШЪ 
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Най-сетне функциите агс sin х, arc cos x, arc tgx Η arccotg х като обратни на страго растяши функции, всяка OT KOHTO е взста B някакъв интервал, ще бъдат също така непрекъснати 32 всяко х OT своята де- 
финиционна област. : , 

ЗМЧтитюрешптрвтттъфут | 

Когато една функция /(х) с непрекъсната във всички точки на да- дено множество M OT реални числа, накратко казваме, че тя е непрекъс- 
ната в множеството #7. От непрекъснатостта на една функция следват 
редица свойства. Особено пважни заключения за свойствата на една 
функция могат да се направят, когато тя е непрекъсната в краен и за- 
TBOPEH интервал. ' 

Така например, makap между непрекъснатите функции да се срешат както ограничени, така и неограничени, оказва се, че е в сила следната 
Teopema 1 (теорема за ограниченост), Ако една функуия Γ(Χ е пе- 

прекъсната а крайпил и затворен интервал (а, b), mo тя е дграничена 
& тази инчтервал. 

За да си изясцим по-добре смисъла на това 1взърдение, нека посочим 
HHKOH съвсем прости примери, OT които се вижда, че заключението на теоремата може да не бъде вярно, ако са нарушени някои OT нейните 
условия. Функцията / ("‘)’”7'; „ макар и испрекъсната в интервала (0, 1) 
€ нсограничена в него, Функцията пък, дефинирана с равенството 

! i nph x40 

|0 npu x=0, 
g(x)= 

€ нсограничена даже в затнворения интервал [0, 1) 
Тези примери, разбира ce, не противорсечат на теорема |, тъй като 

в първия OT тях интервалът (U, || не е затворен, а във втория функиията 
g(x) ¢ прекъсната в точката xp=0, 

Преди да формулираме следвашата теорема, да ΔῊ гледаме още 
някои примери. Когато ни с дадена една функиия /(х), cCieCIBEHO въл- 
никва въпросът, притежана ли Тя най-голяма (максимална), съответно 
най-малка (минимална) стойност. Разбира ce, ако функцията не е orpa- 
HHYCHA отгоре, тя не може да има максимална стойност. Ho тя може da- 
не притежава най-галяма стойност даже и кагата е ограничена. 

1 И нанстина функцията / (х)=!-х например «е ограничена отгоре B 
„безкрайния интервал (I, са), ТЪЙ като всички нейни стойности са по- 
малки от 1. Тя обаче не притежана максимална стойност, тъй като с 
строго растяша в този интервал, което се проверява нспосредстаено. 
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Такава ситуапия може 13 бъде налице даже и в краен интервал. 
Да разгледаме например функпията g(x)=x? в интервала [0, 2). Тя е 
очевидно ограничена, тъй като всички нейни стойности са по-малки от 4. 
Ho тя също не притежава махксимална стойност, 3aWlOTO, KakTo и ла 
изберем точката х, OT интервала [0, 2), винаги можем да намерим друга 
точка ха Такава, не 05х)у«<ха«2, откъдето х,2<х2, или 9(х,)<#(х2). 

. По същия начин можем да сс убедим, че и функцията 

. х при 05a<2 

b(x)fl{o при х-2, 

дефикнирана в затворения интервал [0, 2], не притежава най-голяма стой- 
ност. . ! 

Разбира се, аналогични забележки, придружени със съответни при- 
мери, могат да бъдат направени и по въпроса за CHLUKCTBYBAHETO на 
най-малка стойност на дадена функиия. 

След; всичко това е очевидна важността на следната ' 
Teopema 2 (теорема ня Вайершрас). Axo една функцуия /(х) е nenpes 

къснаща в крайния и затворен интервал [a, b), та тя притежава една 
най-голяма и една най-малка стойнаст. 

Както знаем от теорема |, щом функцията /(х) се непрекъсната B 
крайния Ἡ затворен интервал [a, b), то TR е ограничена, Тона ще рече, 
че множеството OT нейните функционални стойности с ограничено. 
Като сн спомним една от забележките, конто направихме при въвсже 
дането на понятието точна горна граница на множество OT реални числа, 
заключаваме, че най-голямата стойност на /(х), ако съществува такана, 
трябва да съвпада с точната гарна граница на тази функция. Аналогично, 
ако. функцията /(х) npurcaana най-малка стойност, тя трябва да съв- 
пада с нейната точна долна граница. 

Ето защо теоремата на Вайершрас може да се изкаже и по следния 
начин: 

Axo функуията /(х) е непрекъсиата в крайния и затворен интервал 
(6,.6), то тя достига в този интервал както своята точна горна ера- 
ница, така и своята точиа долна грапица. 

Друго важно свойство на инепрекъснатните функцин се дава със след- 
вата 

Теорема 3 (теарема на Boauamo), Ако функцията [(x) е непрекъсната 
8 един краеи и затварен интервал (а, А) и ако /(а)+/(6), а А е число, на- 
миращо се между /(а) и / (6). mo съществува поне edua тачка u в интер- 
saga (a, b), за коята /Д(а)-3. 

“ Другояче казано, dynxumara f(x) трябва да получи поне веднъж 
нсяка стойност, намираша се между f(a) и /(6). По-специално, когато. 
S(@ и f(b) са две числа с противни знаци (т. е. когато едното OT TAX 
¢ положително, а другота -- отрицателно), функцията /(х) трябва ла 
Стане равна Ha нула най-малко за една стойност на х междуан #. 
.. C помощта на формулираните дотук теореми можем лесно да на- 
Правим важнии заключения, отнасяши се до множеството от функционал- 
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ните стойности на една непрекъсната функиция. Нека най-напрел аземеч 
една функция f{x), която е дефинирана и непрекъсната в някой краен и 
затворен интервал (а, A] и ис е константа в него. Тя ше бъде ограничена, 
както знаем от теорема 1. Ако Д и / са съответно нейната точна горна Β 
нейната точна долпа граница, то съгласно пеопрема 2 ще съшествуват две 
точки «х; Ἡ X2 от ингервадла (а, #), за които ще имаме /(х,)--/ и Д) .. 
Тези две точки са различни, защото, ако те съвпадаха, бихме получили 
[=L, т. ¢ f(x) би била константа. Да разгледаме сега точкит: X, и х 
като краища на cAuH краен и затворен интервал. Тъй като функинята 
О0) с непрекъсната в този интервал и тъй като тя получава в краишата 
му стойностите /н L, Τὸ съгласно теорема 3 тя ще кзема и всика стай- 
ност, намираша се между пези две числа. А тъй капо, от друга страна, 
никоя стойност на функиинята /(х) не може да бълде по-малка от Г или по- 
голяма от L. то заключанаме, че множеството 0T функиноналните стой- 
ности на f(x) трябва да съвлада със затворения интервал [/, 1]. И така, 
ако една функция ¢ дефинирана и ниепрекъсната в KPACH и затварен 
интервал и не е константа, 10 множеството от нейните функинонални 
стойности представлява също красн и затаорен интернвал. 

” Като разсъждаваме по подобен начин, макар н малкоа по-сложно. 
можем да се убедим, че изобщо, когато една функция с дефинирана i 
непрекъсната в интервал от произнолен вид и не с константа, множе- 
ството от нейните функционални стойности е също интервал. 

За да фюрмулираме по-кратко следващото важно свойство на не- 
прекъснатите функини, ще пъведем предзарително един нов термин 
Ако функцията /(х) е ограничена в дадено множество M и ака L е ней- 
T4 точна горна граница, а / — нейната точна долна граница, когато х 
се мени в M, 10 числото L . ще наречем осцилация на функинята 
Jix) в множеството M, 

Ползата ΟἹ въвежданета ML този чермин, както и от теоремата. 
която ΠΡΕΠΌΤΟΗ да формулираме. 1е се види една по-иалатък, когато се 
запознаем с дефиницията на понитиета определен интеграл. Нека οἵ᾽ 
бележим само, че ако /(х) « функция, лефинирана н някое множество M 
и ако х”и х” са две точки o1 M, та стайността на израза 1М(х7- { 
не надминава осцщцилацията на /(х) в M. И нанстина, ако / е точната 
долна, а #. -- точната гарна гран ца на Π ΔἸ АГ и ако от лвете чиела 
ΖΧΎ и /(х") първота напйример € по-малко или равно на второна 
ще бъдат изпълнени нсравенствата 

Ξ ΞΙΧἯΞΕ, 
откълето 

χ Ζ А) ΧΞ . 

Nocacanara 1еорема, на коаято ще се спрем π 103n параграф, ¢ ¢ 

ната: 

Теорема 4 (теорема 32 равиомерната иенпрекъснатеет), 4ко фъунки:ч 
ma Т() е непрекъсната в едии краен и затварен интервал (а, bl v ако Е 
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е положително, числа, то интервалът |а, а) маже да бъде разделен ка 
ть“шттеттпотшнш,щшттш 
yusma на f(x) да бъде по-малка om ε. ' 

Тазин TeopeMa може да бъде изказана още н така: | | 

” Axo функцуията f(x) е непрекъсната. 6 крайния и затворен интервал 
(а, В) то за всяко положително число Е съществува такева положител- 
но число 8, че във всеки подинтервал на [a, А) с дължина, по-малка om 8, 
Ww[(x)flagm—m@n& , 

..~ HauCTHHA нека сме си избрали едно произволно положително Чис- 
ло & H нека след това сме разделили интервала [a, δ] на краен брой под- 

' „мнтервали по тахъв начин, че във ΒΟΣΚῊ от тях осцилацията на /(х) да е 
- ε Π 

по-малка от положителното число <. Да означим с 6 дължината на 

най-малкия от тези подинтервали и да си вземем след това произволен 
подинтервал (а, В) на интервала. (а, b], но такъв, че неговата дължина 
p—a да бъде по-малка от 6, Съгласно теоремата на Вайерщшрас, ако L 
к ( ca съответно точната горна и точната долна граница на f(x) в интер- 
вала (а, В), то ще съшествуват в този HATEPBAT две точки X’ н X'/, такива, 
че f(x)=L н /(х")-1. Тъй като разстоянието между точките х ¥ х” ' 
е.по-малко от 5, те или лежат в един н същ подинтервал OT онези, на 
KOHTO сме разделили интервала (а, ), или пък се намират в два. съседни 
подинтервала. В първия случай числото |/(х7--/(х”)| няма да надми- 
нава-осцилацията на /(х) в съответния подинтервал, която е по-малка 

οτ .;. „Във втория случай, като означим с [p, 4)  [g, r] двата съседни под- . 

интервала, съдържаши точките X' и х”, и предположим, че например 
x'ep, 4], x"'elg, г), ще имаме 

ме /ае S ()= L@+ /9)- Ἢ 

S —S @1+ 1/ (4)-- " < S+ =e 

И така н н днвата случая L—/=f(x)—f(x")<e. 

< ‘Hexa cera, обратно, като изберем едно произволно положително 
„ЗиСсло €, знаем, че съществува такова число 6, че осцилацията на /(х) 
A% ¢ по-малка ΟἹ Ε във всски подинтервал на (а, A] с дължина, по-малка 
ОТ 6. Да разделим интервала (а, А) на краен брой подинтервали така, 
яс-Дължината на всеки от тях да бъде по-малка ΟἹ 5. Това лесно може 
A8 бъде постигнато. Достатъчно е например да разделим (а, 5) на п 
равни части, като вземем п толкова голямо, че да & изпълнено неравен- 

»--а CraoTo - <8, Torasa вън всеки OT така получените полдинтервали 

о-цилацията на /(х) ше бъде по-малка от €. 
Mo този начин сс убеждаваме, че дадените по-горе две формули- 

POBXM Ha теорема 4 са HAHCTMHA еквивалентни. Използувайки втората от 
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тях, лесно получаваме следното твърдение (което впрочем също е екви- 
валентно на теорема 4): 

Ако функуцията /(Х) е непрекъсната в крайния и затворен иитервал 
la, δ]. то за всяка положително число 5 съществува такова положител- 
но число 8, че при x'ela, 5) и x"'ela, 5) om неравенството Jx'—x""|%b 
следва иеравенствато [7(5.}Ὑ-( "Ἤ Ξ ε. 

Доказателствата на формулираните в този параграф теореми 38 
непрекъснатите функции са изложени в следващия параграф. 

Упражнения. 1. В трите примера 0Τ стр. 106—107, nommm съпържанието на 
теоремата на Вайерщрас, кито една or функииите £(x), #(2) и #(1) ве притежанва най- 
голяма стойност. Посочете кое OT условията на теорсмата с нарушено във всски от 
тези примери. 

2. Определете осцилацията на функцията /(1)--5 х в интсрвала (—oo, 1 οο}. 

Също в нитервалите [0, =], [o, «;‘-] в [..!;..η .Ξ..] 

2. Ῥατπέπετα иптервала {0, к) на подинтервали така, че осцилацията на ᾧνηκυμα. 
, 1 

та /(х)-с05 х във ΒΟΘΚΗ OT тях да бълес по-малка 0Τ 2. 

8 25", Докязателства на теоремите от 8 24 

Тук ще изложим доказателствата на формулираните в преди.ония 
параграф четири теореми. Във псички тези доказателстна, както чита- 
телят ще види, OCHOBHA роля играс тесоремата на Кантор, която устанеа- 
вихме в § 4. 

За да не повтарямес ΒΟΌΚΗ път, MEKL напомним, че и четирите тео- 
реми, които APCACTOM да докажем, бяха изказани при едно н също пред- 
положение — далена с една «функция /(х), непрекъсната в крайния и ἜΠ 
творен интервал (а, b). 

И така, без ди повтаряме самите формулировки на теоремите, при- 
стъпваме към излагане на техиите доказателестия. 

Доказателство на теоремата за ограниченост. 
Трибва да докажем, че функцията /(х) ¢ ограниячена в нитервала |(а, bl 
Да допуснем противното — че ти не ¢ ограничена в него, Да разделим 
този интервал на JAC равни части с помошщта на точката ¢, която «е сре- 
дата My, Ясно €, че ако фуикцията /(х) би била ограничена п дната 3a- 
творени интервала [a, €] и (е, b, 10 тя шеше да бъде ограничена и я 
интсрвала |(а, #). Следаоналелноа T4 е неограничена MOHC в един ΟἹ тези 
два интернала, който ще означим за удобство с [a,. δὲ], Ако сега р2а- 
деним интервана fo,, b)) на две равни части, TO също така поне в едната 
ὍΤ неговите две половини, която ще означим ς |аз, bz, /(х) ще бъде не 
ограничена. По-нататък ние можем да разлелнм н (а:, #:) на две равни 
части и T, н, По такъв начин получаваме сдна редица от затворени 
интервали 

[ам ьз]т [02; bZ]a- τ ey [flm b,,]... . s 

всски OT които съдържа следващия и BLE всски ΟἹ които функцията f(x) 

е исограничена. Освен това !з.-в.п-;-, {b—a) и следователно lim{b,—a,) = 
“ 
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=0. Според теоремата на Кантор ще съществува една точка ξ, принаде 
лежаша на всички тези интервали. На ξ е точка от интервала (а, b), 
така че функиията /(х) с непрекъсната в тази точка. Съгласно дефини- 
цията Ha Коши 38 непрекъснатост, като вземем числото < 1, ние можем 
да намерим такова положително число 8, че при |х--5|<-6 да бъде - 
пълнено неравенството |/(х)--7(2)|<1. Това ще рече, за всяка точка х 
от интервала (£—38, 5 25) имаме 

ДЕн1<До</(64+-1. 

: Тези неравенства nokainat, че функцията /(х) е ограничена в интер- 
вала (ξ---ὅ, ξ +6). За достатъчно големи стойности на п обаче съгласно 
бележката, която направихме п края на § 4. интервалът [a,, ὁ.} ще се 
съдържа в интсрвала (ξ---ὃ, ξ +8) и следователно /(х) ще бъде ограни- 
чена н в нитервала (а,, 5,). Това обаче противоречи на начина, MO който 
постронхме тези интервали. Полученото противоречие показва, че на- 
шете допускане 33 неограничечостта на функцията /(х) в интервала 
[a. b] ¢ била погрешно. С rosa теоремата е доказана. : 

Доказателство на теоремата на Вайерщрас. 
Ще докажем, че функинята £(X) притежава най-голяма стойност, което, 
както виляхуге, е pasHOCH/ING с TOBA да покажем, че тя достига своята 
Тачна торна граница. Аналагично се доказва, че /(А) достига и точ- 
ната си долна граница, 

И така нека [ с точната ropua граница на /(х) в нитервала (4,5). | 
Да разлелим този интервал на двс равни части (а, с) н (се, #). Ясно ¢, че L 
€ торна гГраница на функинята /(х) както в интервала [a, o), така и виптер- 
вала (е. #). Поргдан зова, ако L, с цейната точна горна граница в (а, с), 
а Г --- Точизта й торна граница в (с, 4, 10 нито сдно от тези ABE числа 
няма ла налминава L. Ако и дисте обаче биха билки по-малки ет L, τὸ 
но-голямото ет тях би иредетанляцело ropua граница на /() в целия 
интернал (е, А), при това такана горна граница, която е по-малка OT пай- 
мадката горна грояица. Tosz ¢ пенмзможно, Следоналелио поне едно 
от числата L, и Ly е равно на L, т. €. чиелотао L е точна горна граница 
на f(x) ве само в кизераглда [, b), но също н в поне сдин от двата интер. 
вала (о. с) и (е, 5). κρῆτο ще означига с [a,, b} Ака сега разделим интер- 
вала (а, b,] на гаъе равии части, TO O1HOBO ще вилим, че поне в сдна 
еТ двсте негови половички, която ше означим с [a,. #2), числото L се 
HBSIRG точна горна грациил на /(х). Pazzeasme след това (аз, #:) на две 
равни части н 1, и. Получаваме една редица от затворени интервали 

la,. &), (аг. #2) ..... Ге 8], ..., 

BLE ΒΌΘΚΗ OT κομ 0 τούθητα горна граница на фунхцията /(х) ¢ равна на L. 
Веднага сс вижда. че :ази редица уловлегворява условията на теоремата 
на. Кантор. Следователно съществува една точка &, съдържаща се във 
всиаките интерасли {o,. #. Ще покажем, че /(5)--Г. Разбира се, ине 
знаем, че f(E)<L. Да допуснем, че /(2)<4. Можем тогава да вземем 

ва число L', xocro да Удовлетворява неравенствата /(Е)<1/<(. 
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Ако разгледаме сега функцията o{x)=L'—f(x). то тази функция е нетре- 
късната в точката £ и освен това има в тази точка положителна стой- 
ност, понеже Фф(5)- / ДЕ)>0. Тогава съгласно теорема 1 от § 22 ше 
съществува такава околност (E—8, E-+8) на точката £, във BCHYKH точки 
на която ше имаме p(x) >0, т. с. L'—f(x)>=0, или /(13)<:1.". Това показва, 
че числото L' е горна граница на f(x) в интервала (2--5, E-+8). На при 
достатъчно големи стойности на н интервалът (а,. #.) се съдържа из- 
цяло в интервала (ξ --ὅ, §--5), поради което L’ we бъде горна граница 
на /(х) и в интервала (а,, b,). Това обаче ¢ невъзможно, тъй като L' < L, 
а L беше точната, т. е. най-малката, горна граница на f(x) в (а,. b, 
Полученото противоречие показва, че нашето допускане Κ{8}- } e mo- 
грешно, Следователно f(E)=L. И така f(x) достига своята точна горна 
граница . 

Доказателство на теоремата на Болцано. Hexa 
J(@)#f(b) и Ае число, намиращо се между /(а) и /(6). Трябва да пока- 
жем, че съществува точкай ΟἹ (а,6), за която f(a)=A. Нека разгледаме 
най-напред случая, когато /(а)<0 и /(6):>0, B този случай ще покажем, 
че в интервала (g, b) има точка @, за коята /(а)--0, Да допуснем, че та- 
кава точка не съществува, Тогава, ако разделим интервала. la, 6) на”Тва 
равни подинтервала (а, с) и (с, ], To единият от тях ще притежава свой- 
ството функцията /(х) AR получава в краитщата му стойности с NPOTHBHH 
знаци. И нанстина, ако f(c)>0, то това ще бъде интервалът (а, с), ако- 
ли пък /(с)<0, такъв ще бъде интервалът (с, 6). (Случаят 7 (ὠτῦ ὁ μῈ 
ключен, тъй като допуснахме, че /(х) не става никога равна на нула в 
интервала [a, b)) Интервала с това свойство да означим с [ay, 8,). Ако н 
него разделим на деа равни подинтерзаала, то OTHOBO елиният ΟἹ тях 
ше бъде такъв, че функцията /(х) ше получава стойности с .противни 
знаци в неговите крамша, Този подинтервал ще означим с (ез, #2), ше 
разделим след това и него на две разни чести и т. M. Получаваме една 
редица OT такива затворени нитервали. - 

[al‘ bl]% [flz, 62], -ὶ-'ι[“ω ьц]о- Y 

че B краишата HA всеки OT TAX /(х) получава стойноеги с противни зна- 
ΠΗ, Тази редица удовлетворява условията на теорсмата на Кантор и 
следователно определя една Touxa Е, съдържаша се във всички тези 
интервали. Тъй като функцията съгласно нешето допускане не ¢ равна 
на 0 за никоя точка от интернала [a, b), то /(5)#0, т. е. Л(5)2>0 или 
/(5)<0., Да pasgnename случая f(%)>0. (B случей че /(2)<0, разсъжде- 
нията са аналогични.) От непрекъснатостта Ka /(х) в точката Е и ΟἹ не- 
равенството /(6)>0 следва, че съществува такъз инзтервал (E—3, Е--4), 
в който за всяко х имаме f(x)>>0. Тъй като [a,, b,] се съдържа изцяло в 
интервала (ς--ὃ, Е-+-А), когато # с достатъчно голямо, то 18 такива стой- 
HOCTH на п ще имаме едновременно /(а,)>0 и /(5,)>0. Но ние бяхме 
избрали интервалите (а,, b,] така, че функинята /(х) да получава в краи- 
щата им стойности с противни знаци. Получихме противоречие, което 
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Ἄ 

показва, че нашето първоначално допускане е погрешно, B следователно 

съшществува поне една точка а от (а, δ), 33 която (а)<-0. 

Остава да разгледаме ofums случай на теоремата. beme дадено, 

че /(а)4#/(6) Можем да прнемем, че f(a)<f(b). (Случаят f(a)>f(b) 
ваналогичен.) Тогава f(a) <2 < f(b). Разглеждаме функцията ф(х)--Дх)--А. 

Тя с очевидно непрекъсната в интервала [α, 5) Освен това ф(а)<0 и 

#(5)>0. Следователно съществува поне една точка O, намираша се 

между а Ἡ b, за която имаме @(a)=0. Οττυκ получаваме /(а)--А. С това 

теоремата е доказана. : 

Доказателство на теоремата 3a равномер- 

ната непрекъснатовст. Нека & е” произволно положително 

число. Трябва да установим, че интервалът (а, #) може да бъде разделен 
« на краен брой подинтервали така, че във всеки OT тях осцилацията на 

функцията /(х) да бъде по-малка от ε. Да допуснем,че това € невъзможно. 
С Ако разделим интервала (а, Я) на два равни подинтервала (а, «) и (е, 51 

% ἄκὸ всекн OT тях би могъл да се раздели от своя страна на краен брой 
подинтервали, във всеки от които /(х) да има осцилация, по-малка от £, 
та-с това бихме получили едно разделяне на целия интервал [a, А) на ча- 
сти, коеста има същото свойство. Тъй като допуснахме, че това е не- 
възможно, TO поне един от двата подинтервала (а, «| и (с, 6) не може да 
бъле разделен по казания начин. Да означим този подинтервал с a,, #; 1 
м да разглеламе слец това неговите две половини. Поне едната от тях, 
κόπτο ще означим с (аз, Β, също така не може да бъде разделена на 

полинтервали по желания начин, Като разсъждаваме все така, ни: ще 
получим една безхрайна редица от затворени интервали 

(@, Б (аз. b3}, а δεῖγννος 

KORTO удовлетворява условията ни veopemata на Кантор. При това нито 
ἘΛΗῊ o1 интераалите (е., Я,) не може да бъде разделен на подинтервали 
така, че осиилацията н функицията /(х) във всеки” от тях да бъде по- 
малка от £ Оттук следва. разбира се, че осцилацията на /(х) въч всски 
ἘΠΜῊ от интераалите la,, Я,| « по-голяма или равна на € Съгласно 1eope- 
мата ὰ Кантор съшествува елча точка £, съдържаша сс във всичките 

“ 
интерзали Та,. 5] Да си образуваме положителното чиедо 4е Поради 

непрекъснатостта на функиинята /(х) в точката 5 ще съществува такона 
числа 670, че за всяко х от интераала (1--5, 5 : 4) ще имаме |/()--/(2)1 

< 
(»3 . WM 

SE =< Дх)«< [E@+5 

3a достатъчно големи стойности на п обаче интервалът [a,, b, ще се съ- 
- Щържа изпяло в интервала (---, £-+48). Ето защо за такива стойности 

Ha п числата f(E) -—;i " Л ...§- се явяват, както TOBA се вижда OT πὸ- 

следните неравенства, съответно Горна и долна граница на функцията 

‘H&Mmmm 11;



7 ) в πητορβαπᾷ [a,, #,). Тогаза осцилацията на Sf(x) в този интервал 
няма да надминава числото . Ν 

(πξμ-ξ-)ξ-(ζ(ξ)-ᾧ)--ξε-ε 
и значи ще бъде по-малка ΟΤ ε. Но във, всеки от интервалите fa,, #.) 
осцилацията на /(х) беше по-голяма или равна на €. Полученото проти- 
воречие показва, че нашето цървоначално допускане е било погрешио. 
С това теоремата, е доказана. 

ῃ 

ὰ 

8 26.“ Равпомерна nenpemuroc—r | 

Hexa една функция f(x) ¢ непргкъсната B едно множество M от 
реални числа. Ако BICMEM няког положително число €, TO за вгяка точ- 
ка х, от M ще същесгвува съгласно дгфиницията на Кошяи за непргкъс- 
натост такова положително числа §, че OT неравенството |x—x,|<§, 
където xeM, да следед церавенсгвото |f(x)—f(x,)]<e. Ясно с обаче, че 
това число 6 ще зависи в нашия случай не само OT числото €, но к ΟἹ точ- 
ката X; -- когато избираме по различни начини X, в множествота A, 
8 също може да поплучава различни стойностн. Особено важен е случаят, 
когато числото 8 може да бъде избрано независимо OT точката х., т. е. 
когато при произволно избрано >0 съьъществува такова положително 
число B, че за всички точки X, принадлежащи на M, от jx—x,|<8 (при 
ΧῈ ΜῈ да следва |/(х)-/(х, |«< εὶ В този случай ще казваме, че функцията 
S(x) e равнамерна непрекъсната в множеството M. Веичко ToBa може 
да бъде изказано със следната 

Дефиниишия. Една функция f(x) се нарича равномерно непре- 
късната « dadeno anoxcecnng M от реални числа, ако за всяко по- 
ложитедно числа с съществува такаова положитедлна число &, че за всеки 
две точки X' и Χ΄ " om M, удоалетаорлаащи неравенството 

Ix'—x""| <8, 
е изпьлнена неравенството 

' () —f (x| <k. 

Kato пример 33 pasHOMEPHO непргкьсната функция можем A4 по- 
сочим функцията /(х)-:5т х, разгледана в цялата своя дефиниционна 
област -- ниитервала (—oo, со), Ако в € произволно положително число, 
то изискванията на дефиницията за равномерна непрекъснатост ще бь- 
дат удовлетворени при 8-:е. Нанстина, каквито и дас числа х и х” да 
си вземем, ще имаме 

. . . I_.?O х! .. xl“xll 

|а χ' —sinx"'}=2 ‘smx 2L\ . .ШБ“%Е" [521 

откъдето виждаме, че OT неравенотвато |X'—x''|<d или -- всг една — 
от неравенството |x'---x"'|<C€ следва неравенството |sin x'—sin χ [-Ξ εἰ 
Тук числото 8 беше определено от нас в зависимост OT €, но независимо 
от избора на точките X' и х”, които бяха произволно взети B интервала 
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(---6о, oc). Tosa показва, че функипнята f(x)=sin х е равномерно Henpe- 
късната в този интервал. 

Една функция /(х) може да бъде непрекъсната в някое множество M 
от реални чясла, без да бъде равномерно непрекъсната в него, дори ко- 
TATO това MHOXECTBO е един краен ннтервал. Нашпнв, нека вземем след- 

ния пример. Да разгледаме функцията / (x)-~ Тя e непрекъсната B 

интервала (0, 1). Hexa допуснем, че тя е и раввомврно непрскъсната B 
този интервал. Тогава, вземайки си e=1, ще можем да намерим такова 
положително число 8, че за всеки две точки X’ и-х” Ot mrrcpnana (0, 1], 

изпълняваши неравенството [x—x“|<6 да pmame | ‘—-r]e;l Нека 

сега х“ € такова число, принадлежашо на интервала (0. l], за косто да 
+ l . δ #. . ὗ . #. ’s " 

имаме χ ; B χ'-ς-, И нека хл +-. Тогава [χ΄.-α Ι---:ίὃ и сле- 

дователно трябва да имаме Ιἑ- Ξ’ 1<1. Това обаче не с така, тъй като 

8 8 

1 1 1 1 ΕΗ 7 " 
|-l - τ τ - RGN 

1 
И така функцията /(+х)-- < не € равномерно непрекъсната в иптерпала 

“ 40, 1], макар и да € непрекъсната в иего. 
Оказва се обаче, че асяка фупйкция, непрекъсната в едии ΚΡΟΘΗ и за- 

творен интервал, « и равциамерна пепрекъсната 8 този иийтервал. 
Η нанстина точно ΤΟΒᾺ е съдържението на твърдевнието, формули- 

рано в края на 5 24 и получено като следствие от теоремата за оецила- 
цните. Именно поради това тази теорема ние нарекохме още терргма 
35 равномерната непрекъснатост. 

Упражнения. 1. Покажете дирсктно, т. с. без да се позавзвате UA тгоремата 
за равномерната непрекъснатост, че функцията F(X) = x7 ¢ рамноамерно пепрекъсиата 
в интервала (0, 2) 
(0 2). Покажете, че функцията /(х)-42 не ¢ равнамерио кепрекъсната в нитереала 

o0 

115



. ГЛАВА У 

ПРОИЗВОДНИ. ПРАВИЛА ЗА ДИФЕРЕНЦИРАНЕ 

Понятието пройзводна лежи в основата на онази част OT мате- 

матическия анализ, коята HOCH . названието диференцинално смятане. 

То е било въведено преди около 300 години от Нютон (1642—1727 1) 

и Лайбниц (1646—1716 г.)-- създателите на диференциалното и инте- 

гралкото смятане. Те са дошли до това понятие независимо един от друг 

и по различни пътища, Лайбниц го е въвел, решавайки задачата 33 де- 

финиране на понятието допирателна към графиката на функция. У Ню- 

тон пък то се е появила, когато пожелал 3 въпеде понятието моментна 

скорост на движеща се матернална точка. 
В тази глана ще се запознаем с дефиницията на понятието произ- 

водна, както и с най-простите свойства на функцните, притежаващи 

производна. Ще изведем UAKOH основни правила 33 намирането на произ- 

водните Η ще покажем как може да бъде пресметната произволната на 

нсяка елементарна функция. 

Β 27. Производна 

Нека ¢ ganena функцията /(х), дефинирака B иякоя околнаст на сана 

точка Xo Това ще рече, че точката ху притежава околност (Ха--8, o~ a1, 

съдържаша се изцяло в дефинициониата област M на функиияла () 

Такава точка ще паричаме вътрешна за множествата M. Специал- 

но, когато A « иилзервал, ненчки негови тачки с изключение на кран- 

щата MY са вътрешни съглисно тази дефиниция. 

Да ралгледаме графика га на функцията /(Х) в рзанината с коорли- 

натна система Оху, На точката X, of оста Ох опговаря пючката 

Pl x o f{xo)) 0T графиката на функцияла. Да вземем иякоя друга тачка х ΟἹ 

оста Ох, приналлежаща на дадената околност на точката ху , Π нся 

отговаря точката Р(х, /(х)) от графиката, ι 1очки Py и Р опреле“ 

лят една права +, секуща на дадената графика (черт. 14), Уравнението на 

гази секуща, както е известно OT аналитичната геомстрия, < 

X m η- Sl L8 2L g, 
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където k(x) и m(x) са функцин на х, дефинирани B някоя околност на една 
точка ху Ако дадем на х една фиксирана стойност и разглеждаме Е 
¥ т) като текущи координати, то уравнението (2) ще бъде ypaBHeHH: на 
права. Когато х се мени, коефициентите-в това уравнение ще се изменят, 
така че и самата права с уравнение (2) ще се мени. Ако двете функцин 
k(x) н m(x) притежават граници при X, клонящо към X o, B ако lim #(х)--К, 

X, 

lim m{x)=m,, To естествено е да приемем по дефиниция, че променли- 
Ха 

вата права с уравнение (2) клони към правата с уравнение 
- 

(3 n=k&+my, 

KOTATO х клони KBM X, . 
Да се върнем сета към нашата секуша s с уравнение (1). Коефициен- 

тите в това уравиение са функцик на X, Ако го напишем във вида (2), 
то ще изглежда така: . 

η :“-!“-““““““(ΐ Ξ ’;:"') ξῈ (κὡ-ξ-ἐ---ἆ-...ξ - ζ: ) 

Тук имаме 

Х(З)ш!---(х) =S, m(x)mf(xo)w-*-—-—-——-—-g-f (':3 AL )х„ 
.-.х. 

Ясно e, че функциите Х(х) и m{x) ще имат граници ΠΡῊ X, клоняшо към Χο. 
когато функцията 

и : x“"xg 

OPHTEXABE граница при X~ X, 
Тази граница, когато съществува, MIPAC, както ще видим, важна 

роля при много въпроси в математиката. В същност нис достигнахме по 
тазки начин до OCHOBHOTO понятие на диференциалното смятане, което се 
въвежда със следната 

Дефиениция. Казваме, че функцията f(x) ¢ диференцуема в 
дадена вътрешна точка Xo от своята дефиниционна област, Koramoe съ- 
ществува границата 

: ( - .) . 
® 1.1-:2. кХ 

Тази граница се нарича праизво дна на функцуията f(x) € точката x, 
и се бележи с Г(х.). 

Следователно графиката на сдна функция f(x) притежава допира- 
теплна в някоя своя точка Pyx, f(x,)), когато функцията f(x) с дифе- 
рвшгзш в точката X, При това уравненисто на тази допирателна 
me е 

Ф N—f ( Ξ / (хоЕ--ж). 
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Велнага можем да лалем известно геометрично тълкуване на / ( ο). 
Числото / (х.,) представлява т. нар. ъглов косфициент в уравнението (6) 
н ше бъде равно, както знаем от аналитичната геометрия, на тангенса 

„на ъгъла, който- допиратслната сключва с положителната посока на 
оста Ох. - 

До MOHATHETO производна можем да CTHTHEM M MO друг път — при 
решаването на една 334347 от механиката, а именно залачата за дефи- 
нирането на понятисто моментна ско рост на точка, движеща се 
праволинейно. Нека точката P се движи върху една насочена права Η 
нека нейното движение е еднопосочно. Положенисто на точката Р върху 
правата се определя от разстояннето й ОР до cnua фиксирана точка O, 
Нека разстоянието ОР е известно във всеки момент, T. €. нека то да бъде 
далено като известна функция /(1) на времето /. Ако разгледаме два 
различни момента г. и 1, то частното 

᾿ П - Х() 
ечу 

представлява отношениета на изминатия OT точката Р път OT момента 1, 
до мамента г гъм дължината на интервала от време, през който тя се 
с движелз. Това частно се нарича, както знаем, средна скорост на дви- 
жението 33 периода OT време от момента fg 10 момента f. Естествено ¢ 
тогава да потърсим границата 

и ако тя съществува, да я наречем CKOPOCT на движението на TOY- 
ката Рв моментат.. Тази граница, както вече знаем, не е нищо 
друго освен производната / (1.). 

Нека отбележим оше, че частното (4), с помошщта на което дефини- 
рахмс / (х.), често се записва и другояче. Полагаме h=x—x, и полу- 
чанаме х--х.,+й. При това с ясно, че изискването X AR ΚΠΌΜΗ към Хе 
с равносилно с изискването Й да клони към 0. Ета зашо производната 
Τ Ίχ може да се дефинира и с равенството 

. „„ Ζ ίας + Я) - / ixg) ХА)е На Пе В 
f ( 0) #ф й 

Ние ше си служ м както с единия, тъй и с другия начин на записване. 
Нека вземем един пример за пресмятане на производна. Ще по- 

кажем, че функцията /(х)-ж” е диферснцуема в лочката xp=3, и ще 
пресметнем нейната производна в тази точка. Имаме 

и 2. ищ 60) 743) 229 ЕЦ 1 3)--6. 
л.3 Χ. 3 жа - 3 жаА 

И така търсената пронзводна съществува и е равна на 6. 
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Като см спомним дефинициите на границите lim φίχ) u lim o{x), 
Хее К e Xy Хел Ке 

естествено идваме до следпата 

- Дефининция. Казваме, че функуията f(x) e диференцуема 
отдясна в точката X, когато съществува границата 

im Ш(„хд?.. или Нм 9 Π еА 
же Ἀ Χὰ X — Xy Buall, ἀν “ 

Тази граница се нарича дясна производна на f(x) в точката x, 
м се бележи с Г «(х.). . 

Аналогично: казваме, че функцимта /(х) е диференцуема 
отляво в тачката Χῳ, когато съществува границата 

lim S {x) - j:_(“'n)‘ или  lim S (х. + Н) = [(χοὶ . 

кХу K<, х Κκονῇ, #й 

Тази граница се нарича лява производна на /(х) в точката x, 
μ се бележи с / (χρ). 

Ясна e, че за да говорим за дясна произподна на елдна функиция 
J(x) в дадена точка хо, не е нужно -тази точка да бъде вътрешна за де- 
финиционната област на /(х), т. ¢ /(х) да бъде дефинирана непременно 
в някоя околност (ха--6, х. |8) на тази точка, Достатьъчно с тя да бъде 
дефинкирана в някой иктернал от вида X4, χ δ). Такъв интервал ще на- 
ричаме занапред дясна OKOMHOCT на точката Xy Аналогично за 
лява производна може да става дума нинаги когато функцията /(х) 
с дефинирана в някоя лява околност на точката X, Т. C. в някой 
нъстервал от вида (ха--6, х.). 

В бъдеще понякога ще твърдим, че далена функция /(х) с дефини- 
рана и диференцуема в някакъв затворен интервал [a, b). В такмва слу- 
чан диференцуемостта на /(х) в крайните точки на този интервнал 
трябва да се разбира в смисъл на едниостраниа (T. €. лява, съответно 
дясна) диференцуемост. Същото се отнася за диференцусмост на функ- 
ция в интервал от вида (а, #) ΜΗῊ (a, #). 

Лесно се разбира, че ако една функция /(х) кма производна в дадена 
точка Xg, Τὸ тя притежава също и ляна, к дясна производна в тази точка 
и при това 

Y " ι =f ὐ О 
Обратно, ако функцията /(х) има както лява, така и дясна производна 
в една точка Xy и ахо тези две производни са равни помежду си, то тя ¢ 
диференцуема в тази точка, като, разбира се, пак е в сила равенството (7). 

Няком функции обаче, както ще видим, може да притежават както 
пява, тъй и дясна производна в дадена точка X, без при това тези две 
ΠΡΟΜΊΒΟΠΗΗΜ да бъдат равни помежду си. 

Съществуват ли функции, KOMTO B инякоя вътрешна точка ΟἹ своята 
дефиниционна област не са диференцуеми? Отговорът на този въпрос 
ще се получи съвсем CCTECTBCHO, след като се запознаем с връзката, 
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която съществува между двете важни понятия — непрекъснатост и ди- 
"ференцуемост. Тази връзка се 488 със следната 

Теорема. Axo функуията f(x) e диференцуема « дадена точка Χο, 
то тя ¢ и непрекъсната в тпази точка. / 

Доказателство. Or условкето е ясно, че функцията 

φ (χ)-Ξ- 

- дефинирана πρ XX, притежана граница, когато х ΚΠΌΜΗ към хо И 
че lim @(x)=f"(x,). Тогава от равенството 
х 

S (x)=f(xg)+ @(x) (х--ха), 

залидно UPH X#Xo получаваме 

Ш £ (%) =f (xg) + т @ (x) . lim (x = xg) = £ (o), 
жка жъл ееа 

косто показва, че функцията /(х) е непрекъсната в точката хо. 
Аналогично може да се докаже, че от съществуването на лява (съ- 

OTBETHO дясна) производна на сдна функция /(х) в дадена точка X, следе 
ва, че /(х) ¢ непрекъсната отляво (съответно отдясно) в тази точка, 

Ясно е от казаното дотук, че за да бъде една функция /(х) дифе- 
ренцуема в една вътрешна точка X, OT своята дефиниционна област, 
необходимо ¢ тя да бъде непрекъсната в тази точка. Следователно, ако 
HOKAMS да получим пример за недиференцуема функция, достатъчно с 
да вземем функция, която с прекъсната B някоя точка хо. 

Черт. 16 
* 

Една функция /(х) обаче може да не притежава производна B дадена 
точка X, и когато с непрекъсната в тази точка. Нека вземем например 
Ффункцията /(х)-1х| (черт. 16) к нска χοτξῦ, Тогава 

аА [χ] 
X —x, x 
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"При x<0 m‘c%’? =1, а при x>0 получавамв-;- =1, Ясно ¢ тогава, 

че дадената функрия притежава в точката X,=0 както лява, така и 
дясна пронизводна, а именно 

У0у 11 1 £ (0)е tim 11 .. 
леф, х«о Х χ-τῦ x20 # 

109 - /0) 
« 

не съществува, т. €. d;ymimna S(x)=|x| не е диференцуема в точката 
Xo=0, макар ¥ Да ¢ непрекъсната в тази точка. 

Да вземем друг пример. Функцията 

1 
xsin— Ппря x40 

S (x)= “ 
0 πρη a=0, 

o знаем (аж. § 21, crp. ‘99—100) с непрекъснката B TOMKATA ' Xo=0. 
нея при ха<--0 имаме , 

. 1 
, 109 - /0) χ 

еу ЕЕ И 

Ние знаем обаче (вж, # 18, стр. 83—84), че функцяята sin ξ“ не притежава 

граница при х, клонящо към (, Следователно функцията /(х) не е ди- 
ферсенцуема в точката м.--0. При това тя не притежава в тази точка нито 

лява, нито дясна производна, тъй като функцията sin -Ξ.κικτο лесно се 

вижда, HAMA граница н когато х клони само отляво ΜΠῊ пък само OT- 
дясно към 0, 

Тезк примери показват, че инспрекъснатостта на една функция B 
дадена. точка ха не е достатъчно условие 33 нейната диференцуемост. 
И така изискването 38 диференнуемост € по-силно OT изискването за не- 
прекъснатаост. , 

Накрая в този параграф нека отбележим, че освен чрез знака /(+х) 
проинзводната на една функция /(х) се бележи още и така: 

af ) м #7. 
ах 

а когато сме положили у--/(х), също и чрез 

, или dy 

У dx 
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и частното на две диференцуеми функцин, “ 
Teopema 1. Axo функуиите и(х) и ν( ) ca диференцууеми в mouxama Xg, 

mo функуията f(x)=u(x)+v(x) e cowo „диференцууема в masy точка u 

S (xe)=u"(xo)+v'(x,). 

Доказателство. Hamcrana ᾽ 

ка 

7 (ха)- Вю LD Ξ LG у ¥+ #() - и (хо) + (е) “ 
P X - Ха 

:.-.Ιἰπἆ и(х)- и (х.)+нш ¥ (x) - v{x,) 

еж ХХ -z, х - ха 

s X - x. 

ЧИЯ 
Теорема 2. Axo функуиите u(x) и v(x) ca диференцуеми в точката Ха 

то функуията f{x)=u(x)}—v(x) е също двф;рвкцуема & Xou 

S (xo)=u'(xg—v"(x,). 
Доказателство, Итз;к " 

7 a=tim РС) - () р 0 - #() Ξ κ - + (ха)) 
хл X - Xy ΓΤ Ε X - Xg 

< а "Ὲ =2 C)_fjm Θ О )y ey, ееа е жеа и 
и 

Теорема 3. Ако функуиите и(х) и W(x) ca диференцуеми а точката хо, 
то функцуията Κ (х)-ш(х) v(x) е също така диференцуема в тази точка й 

S (xd=u'(xo) νιχὼ Ἐυχὸ ν (ха). 

Доказателство. Действително 

. „ LX) < ὐ ущ κΟλν Σ — ¥ (x)¥(x,) / ) а Ра 69 
—lim #00 т () < и (х,)т () + и(х,)т () - w(xe) у (ха) 

ΓΤ Ὰ . X - Xy 

«: На [‘—-.-..L."g =2 o)y () () "9 Ξ 2) се ] 
ΓΤ - «а ] 

=lim 6) = ¥ (%) ~Hmv(x)+u(x°).lim:w - 
е Tty еа - s,



Функицията т(х), коята е диференцуема, в точката X, ше бъде, . както 
знаем, н непрекъсната в нея. Следователно ще имаме - 

lim νίχ)ξε ν(χῳ. 
Хеъ 

Ето защо получаваме ” 

Γαώξυϊχῷ γίχ ) Ἐμίχ υ νχῳ. 

Теорема 4. Ако функциите u(x) и v(x) са дпферекцуеми в.точката хо . 

и ако осаен това νίχ ) : ῦ, 70 футсшпш/(х) π(.τ) е също диференцуема 

« тази точка и при mosa ᾽ 

. . (ΚἹΗΧ.Ἱ-Η(ΧἨ(Χ) 

S в) Ν 
Доказателство. Да отбележим най-напред, че функцията v(x), 

която е в знаменателя, е непрекъсната в точката X, (поради това, че ¢ 
диференцуема в тази точка) и следователно ще бъде различна от нула не 
само в точката ху HO H в цяла една околност (хо-, хо+6) на тази 

точка (BX. теорема Lorfi 22). Ero защо частното ν(( ; CHTYPHO ще има 

ὉΜΗΘΒΙ͂ Β някоя околност на ху Да пресметнем сега производната на 
тази функция. Имаме . 

- 

- , κὦκα 
, im - ἰ ц V3 ¥ () " ("0"}_‘,’,‘3_ Е ετ Ν 

—=lim Im;‘ μ(χ)ν !хд -- μ(χὼν 

Ἀ N ?(X) ( о, KXy X . Xy 

- 1 lim “ (x) ¥ (Xa) — и (Xg) ¥ (Xy) + и (хо) ¥ (Xe) — й (x) ¥ Ο) 

ι’ζ .᾿1᾽ ΓΟΝ Х - х„ 

Ν 1 и {x) -- и (ха) Ν ν (αἹ --ν (x,) 

ак {ππ| ἐ а и) и С а u ] 
μ' (χρὴν (Xo) — ()у () | 

+ 

.„ ОЕ 
« 

Формулите, получени в доказаните четири теорсеми, обикновено се 
записват накратко по следния начин: 

(μ-ν) τον +v', (u—v) τεα' —V, 

“ )" μἷν - . oy =v (“- 
Преминаваме към извеждане на важната формула за производна 

на съставна функция. 
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Теорема 5. Ако функцилта Ни) е дифг;;ст;уема в точката Uy, а 
функцията / () e диференитема в точката ху и axo [{xq)=uq Mo cvcmas-, 
ната функция Фф(х)-- Е(/(х)) е диференцуема в тачката х. и при това 

() φίχ ) - F'(ug)f ἴχο). 

Доказателство. Да си образуваме функиията 

Е) — Е ч) 
(2) ψίυ)ε:--τ τ θ 

дефинирана при и+иу, Понеже lim ψίμ)-- ΄ (μρ)}, τὸ като дефшшраме 
ΓΤ 

допълнително ψίμ) при U=y с равенството ylug)=F'(1,), ще получим 
функиия, нспрекъсната в точката Wy 

От равенството (2) получаваме при u<u, равенството 

(3) Ε[ωγ.-- Ε(μο) ει ψ(μὴ (и--и). 

При това с непосредствена проверка сс убсждаваме, че то е изпълнено 
не сама при Wi, BO н при и-йа. 

Да пристъпим сега към пресмятансе на производната на съставната 
функция ( х). Като вземем пред вид равсиството (3), ще имаме 

TN =@ (xe) РИ = FIf(x)] ψιΓ( Ὴ Τ — [x)] s s A , 

X - Ха Х - Ха х-хд 

Оттук 

@’ (xg)=lim ... =limy Л( . lim ’l"..:_f,{;{n), 
ΓΟΝ «е ΤΝ е«а 

Ho функиията ч|/ (1) ¢ съставена с помошта на двете функции ψίμ) 
кн f{x), първата от KOMID с« непрекъсната ¥ точката му а втората — B 
TOMKATA X, (непрекъснатостта на функиичта /(х) следва от нейната ди- 
ференцуемост). При ο /(хо) иму Torasa въз оспова на теоремата за 
непрекъснатост на къставни функции заключаламе, че функиията ч( /(х)) 
е непрекъсната в TOMKATA τ И че следователно 

ππὶῳ Л() м {Π 9 = ψ F и) 
T 

Окенчателно получаваме 

φίτω - Ε (v 

κοῦτο трябяаше ὰ се докаже.“ 
- 

Има μ случай, коагата πνρατα ρασε ῖ il хази теорема меже ла се o - 
Β значителна по«цижто - τ « аЛучаят, кегати L TOMEHTC ат някой околнаст 

на X, е изпълнена неравенствота П1 П(а,), ΤΌΗ клучай е налмце например, когато 
ФфУнкцията П1у к обратима - по-лецизланиа, κΤ 13 е« «трого монатонна в някоя 

окоаляост B2 пичката o, Гогаяа μ ασ Σ (1) слеляз непосредетвени от ачевилияна 
равеаство 

ΕἸΠ - ΕἸ ΦΙ ЕИ с0 - ве 1 - а 
х - Xg Fixy- жра X - Ха 

0T усаовиетоа П1 ч. й OT забслежкаиа, че поради непрекъснатостга на nbyuannna 

Fix) в точката x, имаме Нт/Се {ΠΠπ]. 
Зе ς 

125



При работа с тази формула обикновено записваме получения ре- 
зултат по-кратко с помошта на следните равенства: 

у--Е(и), u=f(x), у --ЕЧи)л. 
Следва една теорема, отнасяща се до пресмятане производната на 

обратна функция. Тук ще формулираме и докажем тази теорема. само 38 
един специален, но важен случай, въпреки че тя е вярна и при по-обши 
условия. " 

Teopema 6. Нека функцуията f(x) е cmpozo растяща (или cmpozo на- 
маляваща) в един интервал D. Ако тя е диференцуема в дадена вътрешна 
точка ху па този интервал и ака f'(xq) £0, mo нейната обратна функция 
φί») е диференцуема в точката y;—f(x,), ката при това 

. 1 
Ф () Яе 

Деоказателство, Нека забележим, че поради строгата си мо- 
novounocT функцията /(х) е обратима в интервала . Поради непрекъс- 
натостта пък на /(х) дефиниционното /множество на нейната обратна 
функция @(y) (което съвпада с множеството от функционалиите стой- 
ности на /(х)) е също сдин интервал 0. От друга страна, лесно е да 
съобразим, като използувамс NAK строгата монотониост на /(х), че шом 
точката хо с вътрешна 33 ннтервала D, тоачката γὺ ще бъде също вът- 
решна за интераала Й,, Tosa ни познолява да разгледаме въпроса за 
диференцусмостта на функцията φίν) в точката o Знаем, че 

φ' () На #03 - 200}, а ека ¥ Ра 

Нашата цел е да покажем, че написаната граница съществуна и да я 
пресметием, От дефиницията на понятието обратна функция следва, 
че за всяко у ΟἹ дефиниционната област на ф(у) имаме y—=f[o(y)). Ετὸ 
заше ' 

φῷ - е0) φΦὼ) 7904) , 
# - Уе 7189051 - Ле) 

Функцията ф(у) като οὔρατιμε μ една обратима функция е също обра- 
THMR и следователно нри }Ὲ пу ще нмамке ¢{p)+ «(у). Това ни дава въз- 
MOKHOCT да напишем последното равенство във вида 

еА -φ Н 
у 119 0}} -- δΙΦ Ω) 

QL) -- е() 
От друга страна, уесловието за диференцусмост на функцията /(х) в точ- 
ката X, ни дава , 

ῳ 7 0 ) - [( χ o, o 
Ho функцията ф(у), κακτὸ знасм от Teopemz 4 на § 22, е непрекъсната в 
тачката y,. Ето защо 

Hm Ф (¥)=9(¥,). 
ееа 
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Най-сетне πὰ забележим, че от равенството уь-/ (х.) получаваме 
о(ха)- Х.„ Поради това ще имаме 

Ит Ф (у)-- χ. 
4 еа 

Всичко казано дотук ни позволява I3 получим следната BEPHra от 
равенства: . | 

, н TN ey 1 

S АИ A T By A Ο 
φ — ψίνο) 

щ e - еа 
еу ff'()‘)l » f(_o_ (%3 

с което теоремата с доказана. | 
Да отбележим накрая още, че равенството (4) може да се запише 

и така: 
1 

Π =T 

§ 29, Производин на елементарните функция 

Сега ше пристъпим към получаването на формули, KOHTO ни позво- 
ляват да пресмятаме производиите на всички елементарни функции. 

Най-напред ше пакажем, че произволната на всяка функция-кон- 
станта ¢ равниа на нула. Наистина нека /(х)-(С τ BCHKO х н нека ха с 
една произнолна точка ot ргалната праза. Имаме | 

х + т τ еущ €= C 
"(Χ9}.- Ш S ке те N 

j ( а,) P й L ] : 

И лака получаваме формулата 

) €y -0. 

След това нека пресмстнем производната на функцията fx)=x", 

кълето степенният локазател п е цяло число. Да разгледаме най-напред 

случая, когато п е παπὸ положително число. При произволно x, ще 

ммаме 

—lim - 
=D h 

(1) (2 e н а) kD) - 
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И така при пяло положително п за всяко х имаме 
(2 (x") =nx""? 

Hexa cera л e пяло отршштелно число B х+0. Като използуваме 
правилото за ПРОНЗВОДВЗ на частно и вземем пред вид, че числото —n 
ше бъде в този случай положително, получаваме 

Ἅ 0.Я)е 

(х.у-(х" )E—L'_xg'-fifl‘{"-"""’ 
Най-сетне, ако п--0; то при x40 имаме X'=x°=1, Т. е. функцията. 

SJ(x)=x" ¢ константа: Cnemmmuummnpnmomnmrm 
mz:mmfi@mfl@)mmmmflmm 
mna)emmmmmmmmnmmmamr 
nmmox-ho ᾽ 

птштштомттфутш/(х)щтх, 
TO при произволно X, MMAME . 

fo (x‘)ulim w’lm hl(x! + K) - цш 

.. ра 
А 

2ш(3о+т ᾳίπ-ἓ- 'ιὶι-’-’- 
, : А 2 -Ι т м == ‘l.“ “Ξζπἆ cos ({,-{- ) НЩТ (ῸΒ X, 

Ако [(х)-ШЗ X, TO ще получим: 

Г (хдвтз ξΐἃ.ἑ,ἓἰ Ν (е + :) cos x, 

ф ] 

- 23 Χ.'ἰ--ἐ- gin—-*- ,in_h_ 
lim 2 2 lim si LA N 2 ; 

= - ; - 11 8in | X, -.-| « Д e ΞῈ - Β Π X 
а й f = ] (ο 2) A0 ..З.. " 

2 i 

И така 38 всяко х получаваме формулкте 

(3) (sin x)'=cos x,  (cos x)’=—sin χ. 

С тяхна помощ веднага ще изведем формули за функциите tg χ Ἡ colg χ. 
И наистина 

„„ {sinx (mx)'mx—{mx)‘sinx cos® х + 5162 х 
(tgz)::( ) T costx ΕΝΗ ” 

cos x\' _ (cosx)’ sinx — (sinx) cos х 
(Mlgxy‘(finx) " sin® х 

НЕ АИ . 1 | 
sin? х ПО sindx 
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(4) {tgx) = Eli?’ (cotgx)’=—fi:,x : 

Сега можем лесно да намерим формули за производните на обрат- 
ππτἁἓ онометричните За целта ще използуваме теорема 6 
ot § 28. 

Hexa @(x)=arcsinx и нека x, ¢ точка, Удавлетворяваща неравен- 
ствата —1<xo<l. Ако arCSinXe=us TO Xg=siDu, Ἡ - Е μ Σ, 
Като вземем пред вид, че функцията ф(х)--аг: sin х ¢ обратна на функ- 
пията f(u)=sinu и че f(ug)=cos uy>0, ще получим | 

1 1 Ε S УЦ ЗИЯ НН Ф(х.т) ОЕ РЧ ре ИИ ес ) 

И така за всяко х OT отворения интервал (--1, 1) имаме . 

1 
ν1- ' 

Hexa отбележим, че функиията arc sin х e дефинирана B затворения 
интервая |--1, 1], но формулата (5) е установена само в отворения интер- 
вал (—1, 1). Може да се покаже, че функцията агс sin х изобщо не с ди- 
ферениусма в точките хл--| B X=1, 

Функиията @{x)=arccosx е обратна на функцията f(u)=cos u. 
*AXO Xo € OTHOBO някоя TOMKA OT OTBOPEMMN интервал (-- , 1) и axo 
AT COS Xo=Ug TO Xo=COSH, Η O<up<x. Тогава f'(ug)=—sind,+0 н 
поради sin w, >0 ще имаме 

(5) (arcsinx) = 

{6) . (arc cos х) == T = 

3a функцията аге со5 x, XOATO, KAKTO знасм, е дефинирана в затворсния 
интервал |--1, 1), може съще да се покаже, че не ¢ диференцусма в точ- 
Κῆτὸ х----| κ х-|. 

Функцията ф(х)--аге 1g х ¢ обратна на функцията / (и)-1е u. Нека x, 
€ пронзволна точка OT реалната права и нека агс 18 хо-иму. Тогава 

“ 
Ха uy и —-;«::uoc:;- - Evo зашо ще получим 

, 1 S ,ῃᾳ0.ὌἜΚ.. 
Ф (Ko = s = с0 = ετ =1 ха“ 

¥ Матемятаческя анализ 
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Следователно за всяко х имаме 

# l Н 

( (arctgx) = ;. 

Функцията @(x)=arc cotg х пък ¢ обратнч на фунбцията / (и):со:в ι- 
Ако χο е произволно реално число и ако атс οοΐβὶ Xg=iy, TO Xy=COIE иа 
B O<uy<x. Тогава ще имаме | 

Щ НН НЕК НЧ Л. T 
¥ () иу С В ме ра T Е е 

Получихме за всяко х формулата 

: . 1 
(8) ες (arccotgx) = “T+ s 

Нека cera сс занимаем с лбгаритмичната функция. Най-напред да 
разгледаме функцията f(x)=In χ (т. нар. „естествен логаритъм“, T. е. 
логаритъм, чиято основа с числото е). Тя е дефинирана, както знаем, 
в интервала (0, oo). При x>0 ще имаме 

а Хе ЪЙ 'ln(| .f..) „“” 
Ю (ха + #) -- Inx х е 1., А у 

v e G 
Ха 

x # 

Ако сега положим 2:5 ; . TO ясно ¢, че при h>0u A0 ще имаме -0, 

а при #<0 н Я-0 ще uMame z~—oo, Ще покажем cera, че функцията 

7(х)-Щ х е диференцуема в точката Xy както отляво, така и отдясно. 
Наистина 

« 1 ι -—R.L.. fl.‘-l——g 

"t:;l.i..l?.m(l-*-?)_‘eme Ὰ 
Ἐ 

„ а(ха + А) —lnx, ἰ . А у "(χ Y= Ш : = -hmln(l -—-)" 
S AsD, καῷ й Хел-.д, k<D + , 

Тъй като дясната и лявата производна се оказаха равни, то следва, че 
функцията f(x)=In х е диференцусма в точката xo Ho x, беше произ- 
волно положително число. Следователно за всяко x>0 е установена 
формулата 

® (nx)y =—--



Не е трудно сега..да получим формула за пронзводната на функция- та /(х)--Юв, xupm a>0, а+1. Достатъчно е да използуваме равенството 
log, х=% . Получаваме - . . . 

) (е =<, 
! r.e.d:ymmme’ceomnpammmmnpommm 

а С помощта на формула (11) н ᾷ теоремата за производна на съ- 

Най-сетне нека разгледаме к степенната функция f(x)=x" при x>0 Ἢ при произволен степенен показател, Ще видим, че формулата (2), „жоято бяхме извели 38 цели стойностн на степенния показател A, остава 

() кл κ =ne*®x(inxy пя мя . а Т еи 
Като прилагаме формулата (2) при дробин степенни показатели, ние ще можем да пресмятаме пронзводните на всички нрационалин Ффункции. По такъв начин, както виждаме, нис разполагаме с формули, конто 

(Су -й (cos:) = —sinx, 

(") =nx""1, (igx) = Εἶεξἷ 

(ма х) =cos x. (cotgxy =— 2 -- 
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1 
(aresinx)’ =—= fqa . (arctg XY = 

' (πσωικ)’ε-ῄἷ-'ᾗ-;--μ | (вгссоъвх)”=--1::,- 

(Ὑ =¢" ' ., (@y=cna ς 

„ (Inx =IT~ ! (log, x) = ἑ;" " 

Ще добавим тук и формулите m"§ 28: 

(u+v) =u’+v', (u—v) =u' --ν', 

T @) =v v (-;'-'—)' =f'—'-'-;';~"—': » v40. 

. 

\y-rF(u), u=f(x), y'=F(u).v. 

Упражневия. Да се ANMEPNT производияте на следните функции: 

. »γ-επ-- 2. y=2s44x-7. Ν 

1 1 

ЕА + ууу 
# 

2-1 
5 » τ χετ' 6 хе Е 

3 
Р B ν 2а +3 

9, y-=xsing 10, p=sinfy. " 

. y = 2а х 4 sinx® + sin2v. 12, у Wg2x 4+ 12 . 

13 ι X 14 (я са5 х 
« = ἌΓΟ ΤΗ Jl-xi „ + #. 

" ιξ ὰ 16 v = arcsin 22 
15, y - . У аге уулу 

2 2х+1 T+x 
17, y—:yi-.nn:lg—a— 13: уе ве 7, 

19. y=e-5, 20, уо-- а (я ([6 χἢ]. 

εἰ — ῥ- 
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22, y=x* (Решение: Имаме а р - х 10 Χ, 

1 1 
—’—-y‘ ztnx-l-x—-;;-» y=x(lox 4+ 1 

23, умж(1 + ау τ 

1 ψ 24 χ. х 
ае el m - . U= R ч н чРЧ 

1 1+ xJ2+ 22 1 х 
# = нне р нне мя τ тт . 

By AT чее iy а 

26, y=e"" χ. ψῇ- к) при [χ| «1. 

͵|... ᾿ 
27. хуе Загс щ 1-:;щпп].(!, 

ST =38 

1 
28. y=larcsiny (Vi - νΓΞ) при [χ| -ἰ. 

1 
Отг. у « чее . 

- )’ = Jl_xl 

χ κ Ὶ 

-- А ай 10 zlmmsx_i 1 — o 0 ' 

. 2O o 9е 0ers 
аге со5 х 

Отг. = 

8 30. Послелонателни производни 

Ако функиията /(х) е лиференцуема в един интервал (т. €. BLE нсяка 
HeroBa точка), то нейната производна /(х), чията стойност, ри чра «с, 

ще зависи OT точката X, сс явяна също така функция на х, дефинирана в 
“този интервал. Тя 0T своя страна може също да бъде диференцуема. Ней- 
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ната пронзводна се нарича втора производна Η функпията 

70 κοὲ бележи с / ὐ шс%“(когато пишем y=={(x), тя се бе- 

, ε3 
пежи също ису” или с ἀ’: ). Производната пък на втората производна 

(ако съществува) се нарича трета производна Ha f(x) и т. н. Изобщо 
птата производна на дадена функция у--/ (х) се дефинира като 

" 

знаците 7{ , еа у μπῃ ΐἆἔ - Производната /(Х) сс нарича ошще 

първа производна на f(x). Понякога се присма самата функ- 
ция /(х) да се разглежда като своя „нулева“ производна, тъй че /”! (x)— 
-/(х). 

В някои случан с помощшта на принципа M3 пълната математична 
мндукция можем да получим формулн, даващи обшия внид на последо- 
вателинте производни на една или друга функция. Ето някои примери: 

1. Нека f(x)=¢€". Имаме /(х)--е“ и ако /"Цх)--е“ за някое n, 10 
Г Щх)--е“. Следователно 

S (x)=¢" при n=1, 2,..., 

ἨΠῊ даже no-obuio 

Л ) εῖ при п-0, I, 2,... 

2. Hexa f(x)=In(l+x). Имаме f‘(x)ui-_—;;; при хо>--1. Като na- 

мерим няколко последователни производни, лесно се досещаме, че 
общият вид на производните ще бъде 

- -Й Еу ч 

M ο - ИЕИ st 2, x> =) 

3a да се убедим B правилността HA тази формула, Aonyckame, че тя е 
вярна 33 някос A, и чрез диференциране получаваме 

7Ὲ (){-οὐ ἔὅτ Чя а +)у 

=(—= 1) = D (=) (1 +2)"" V= (— 1) — 5 а + х ” 

Получкхме същия резултат, 1o който щяхме да достигнем, ако във фор- 
мулата (1) бяхме заместили п с п+1. С това тази формула е доказана. 

3. Нека f(x)=sinx. Ако диференцираме няколко пъти тази функ- 
ция, ще видим, че всички намерени производни удовлетворяват равен- 
ството 

T (x)=3in (х+п -ξ-) . 
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: - . ' . n 
По-специално TO € BAPHO при A=, тъй като (sin x)'=cos x=sin (x+ z) . 

Освен ToBa веднага се проверява, че ако € изпълнено 34 някое цяло по-. 
ложително число A, TO ше бъде BAPHO B когато заменим л с п--1. С това 
нашата формула с установена за всички цели положителни значения 
на п. Тя е вярна впрочем и при п-0, axo под / (х) разбираме самата 
функпия /(х). И така имаме , 

fi“)(x)=sin(x+n —2—) при n=0, 1, 2. 

Увпражиения. Hamepere mpum’n за л-тите производни на функциите : 

1 
L ааа)е еи 2. f(x)=sinax. 3, /(х)-- созах. 4 f(x)=sintx. 

1 

5 а)ууу 6 S@W—a Τ, 70 - ἰοξ, α. 

8 31. Диференциал 

Понятието диференцнал, което на BPEMETO се € считало 34 едно ΟΤ 
основните понятия на диференциалното и инвтегралнотоа смятане, днес 
нграс второстепенна pons в анализа. В известен смисъл, особено що се 
отнася до диференцниалното смятане на функциите на сдна променлива, 
може да се каже, че неговото вънеждане изобщо не ¢ необходимо. Поня- 
тисто производна сс OKAIBE напълно достатъчно, за да бъдат формули- 
рани всички по-съществени резултати OT тази част на анализа. . 

Нека /(х) ¢ фунхция, дефинирана в някоя околност на дадена точка χ. 
Да вземем иякоя друга точка х-Л, принадлежаша на същата OKOMHOCT. 
Числото Я сс нарича нарастване на аргумента и се бележи 
понякога (макар и немного удачно) ¢ А χ. Разликата пък между функцио- 
налните стойности /(х-+#Я)---/ (х) се нарича нарастване на фун к- 
цията и се бележи с А / (х), а ако сме положили у-/(х), същои ¢ A у, 
Следователно имаме 

А у-/(хХ-А x)}—f(x). 

Axo функцията /(х) ¢ диференцуема в точката х, то, както знаем, 
хъм нейната графика може да се прекара допирателна в точката Р(х, /(х)). 
В близост с тази точка графиката на функиията не се отдалечава много 
OT своята допирателна и с известно приближение можем да считаме, че 
когато нарастванета А х с малко, тя съвпада с нея. Това ще рече да за- 
меним истинската функционална стойност /(хХ-НАх) с една приближена 
стойност, отговаряша на съответната точка от допирателната. Уравне- 
нието на допирателната е 

ῃ- ()=S"(x)E—x), 
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където 1) кн Е са текущите координати. На точката Е--х--А х от оста Ох 
отговаря точка от допирателната с вр,щшдга η -/(хХ4+/ () Ах. Тази 
MMCHHO стойност на. ординатата приемаме 38 приближена функционална 
стойност., В такъв случай за нарастването на функцията получавамс 
следната приближена стойност: 

! FO)HF () Ax—f (x)=f'(x)A x, 
която- наричаме диференциахл HA функцията /(х) в точката х н 
която бележим с ἐ (x) или с dy. И така имаме 

( 4/(х)-/” (x)A х, 
- . 

2 dy=f"(x)A x. 
ι \ 

(Η τερτ. 17 нарастването A у се дава в отсечката P'Q, а диференциалът 
бу--с отсечката P'T.) 

Axo вземем функцията /(х)--х, τὸ равенството (1) се превръща в 

— един резултат, който е CLBCCM очевиден н от геометрични съображе- 
ния, тъй като в този случай графиката на функцията (която е права ли- 
ния) съвпада със своята допирателна, Това ни дава основание да запишем 
равснствата (1) н (2) във вида 

4 df (x)=["(x)dx, 
W 

&) dy={"(x)dx, 
ΒΠῊ най-просто във вяда 

(6) ' dy=y'dx. 

Hexa отбелсжим, че оттук за y' получаваме 

. dy 
Y =2 

EOCTO напълно се съгласува с един OT l’tpl{fi“flfl‘c по-ракно от нас начини 
за означаване на производната. 

Нека още веднъж подчертаем, че макар А х и dx да са равни по- 
между си, А у и dy в общия случай не съвпадат н нис можем да заме- 
ствамс А у с dy само когато работим приближено. Връзката между А х 
и Ay, от една страна, B ах и ду, OT друга, се дава OT дефиницията на 
понятието NPOMIBOAHA, която може да бъле записана така: 

d : A () ет7 . 
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Ay фу 

Това равенство означава, че разлЛиката A—i—;fir която с функция на A х, 

клони към нула, когато А x-0. С други думи, за функцията 

Ay dy е. Ф(Ах) 222 
нмаме Шп «(А x)=0. 

Ах-й 

Черт. 17 

От равенството (8), като вземем пред вид, че ах--А х, получаваме 

Θ) А у ду+Ах.4А x). 
Равенството (9) показва, че кагато А х е малко, А у нанстина твърде малко 
сс различава οἹ dy, тъй като разликата между тях представлява произ- 
ведение, първият множител на косто е A х, а вторият ¢ функция, която 
XAOHM към нула при А χ -ῦ. 

За диференциалкте на функцниите са валидни някон формули, ана- 
логични на съответните формули за прокзводните. Така например, 
ако щ х) и у(х) са две диференцуеми функции, то 38 тяхната сума имаме 

dlt(x)+v(x)]=[u(x) + иСхуГах е и"(х)4"(хах 

=u'(x)dx+v'(x)dx=du(x)+dv(x). 
ЗПолучената формула, записваме кратко Taxa: 

du+v)y=dy+dv. 

AHATOTHTHO се установяват формулите 

Aty )= du—dv, 

d{uv)=vdu-+udv, 

d ΕΝ vdu — ийу i 

Π S 
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Нека cera е дадена съставната функния у-ДЛДеФ(х)). Ако положиъм 
μτε φίχ), ше имаме 

' | dy=y'dx=/"[@(x)].9"(x)dx=1"(u)u'dx, 
нли окончателно 

ду--/ (изди 

— една формула, която по външен вид не се различава от формулата (5), 

въпреки че тук и не с независима променлива, а функция на X. 
Диференциалът dy на една функция y=f(x) сс нарича още ненн 

първи диференциал. Неговият диференциал пък се нарича 
втори диференциал на функцията у н се бележи с #Зу. Анало- 
гична се дефинират диференциалите от по-висок ред, които бележим 

с ϑν, d*yu 1. н. При това се уславяме при намирането на втория ди- 
ференциал, третия диференциал и т. н, на далена функция да разглеж- 

даме dx като константа. Така получавамс например 

азуау)-(аууУах-(у"ахуахн-(у"ах)ахну”х“. 

(Нека забележим, че изразът (dx)® се бележи за краткост с ώτ3, Той не 
бива да се смесва с диференциала на функцията Х“, които се бележи 
с 4(х2), Аналогично (4х)2, (dx)* н т. n, се бележат съответно с 4х23, dx* 

ит. H) 
С помощта на принцила за математическата индукция лесно се уста- 

новява следната формула за л-тия диференциал на една функция у--/ (: 

ἀ" γ-- )." Δ, 
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| ГЛАВА VI . 

OCHOBHHM TEOPEMH НА ДИФЕРЕНЦИАЛНОТО CMATAHE 

Тази глава е посветена на някалко теореми, играеши основна роля 
в математическия анализ. Като се запознаем с тези теореми, ние ще се 
убедим във BAKHUCTTZ на понятието производна на функция. Така на- 
пример ше видим как простото познанане на знака Μ производната (или 
по-общо на няколко последователии производни) на дадена функция 
ни дава възмажност да направим заключения 33 характера на измене- 
MHCTO на самата функция, 33 характерните особености на нейната rpa- 
фика. Ще се запознаем също така с формулата на Тейлар, Hrpaciun важна 
роля при много въпроси от анализа, както W с теорсмите на Лопитал, 
представляващи удобно средство 33 HAMMPANHC границите на функциите 
в редица случай. 

§ 32. Локалин екстремуми. Теореми на Ферма н Рол 

Понятията локален максимум и локален минимум се срещат при 
много въпроси от анализа и неговите приложения, 

Дефинияция. Ще казваме, че функцията /(х) има локален мак- 
симум в HAKOR вътрешна точка X, от свочта дефинициониа област, 
когато съществува такава околност (ху--6, xy+8) на x,. съдържаща се 
в дефиниционната otisacm на f(x). че за всяко х om тази околност да 
имаме ΓΟῸΞ [(χῳ. 

Аналогично f(X) ще има локален минимум & Ха KO2AMO X, 
€ вътрешна mouxa за дефиниционната абласт на функцията и xozamo 
за всяко х от някоя окдлнаст (ху-4, х.+6) на точката x, е изпьлнено 
не равенството Лх)2 /(х.). ' 

Локалните максимуми и локалните минимуми ще наричаме с общо- 
TO име локални екстремуми. 

На черт. 18 е показана графиката на една функция, която има лока- 
лен максимум в точката х: и два локални минимума — B точките X, 
B X, 

Hexa отбележим, че axo enna функция f£(x) има локален максимум 
B дадена точка Xo, то стойността B B тази точка е максимална в сравне- 
нме със стойностите, ΚΟΉΤΟ тя приема B точките ΟἹ някоя околност на Χον 

ечн Ъ 
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HO не непременно в сравнение с всички нейни функнионални стойности. 
Другояче казано, един локален максимум не е непременно най-голя- 
мата стойност на разглежданата функция. Аналогична забележка важи 
H 33 понятието NOKANCH "минимум. “ 

Разбира ce, една функция /(х) може да притежава локален екстре- 
мум в дадена точка X,, без да бъде непрекъсната в тази точка. Така на- 
пример функцията 

0 при x40 

f(x)-—-{l при x=0 

има очевидно JTOKANCH MAKCHMYM B точката Xo—0, κατὸ същевременно 
е. прекъсната B тази точка. | 

Също така една функция, конто ¢ непрекъсната в дадена точка х., 
може да HMA локален екстремум в тази точка, без да бъде диференцуема 
в нея. Такъв ¢ сдлучаят например с функцията /(х)- |х|, която има ποκὰ- 
лен MEHEMYM при x,—0 (черт. 16). Както знаем, тя е непрекъсната, Ηὸ 
не ¢ диференцуема в тази точка, 

Когато обаче една функция /(1), имаща локален скстремум в някоя 
точка X, € диференцуема в същата точка, нейната праизводна / (х.) 
не може да бъде производна. В сила е следната важна 

Теорема на Ферма. Axo функуията /(х) e диференцуема в една вът- 
решна тоечка Xq от своята дефиниционна област и ака тя има локален 
екстремум & тази точка, mo Г(х.)-0, 

Доказателство, Да разгледаме случая, когата /(х) има ло- 
кален максимум в точката х (случаят, когато тя има локален минимум, 
се разглежда аналогична). Тогава ще бъде изпълнено неравенството 

а ΤΟΞὼ 
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13 всяко х OT някоя охколност (ха-8, ху а) на точката X, Както знаем, 

дясната н лявата производна в точката X, се дефинират с равенствата. 

Ι; (J‘)= На 109 - f(xn)’ f" (x‘)- lim 7 (ὺ- [(χο). 

еа жеа Ἀ Ха хъл хе ἌἈπ- Fo 

Ако разгледаме частното 

@ и 

38 стойности на X, приналлежаши ὰ интервала (χ--ὅ, xo+58) н съще- 

временно по-големи OT Χρ, ше ΒΗΠΉΜ, че числителят с отрицателен AN 

нула поради неравенството (1), а знаменателят ¢ положителен. Оттук 

заключаваме, че - 

7 χὠξο. 

Да разгледаме сега частното (2) 33 такива значения на X OT интер- 
вала (χυ--δ, х.4-6), конто са по-малки от X, Числителят с пак отри- 

цателен MAM нула, HO сега и знаменателят с отрицателен. Поради това 
закточаваме, че и 

S (x920. 

Mo условие функиията f(x) ¢ диференцуема в точката x, Следова- 

телно / (xgd=f _(xg)=f"{xg). Μ така имаме едновременно f'(xg) 50 

и Г(х.)20. откъдето получаваме окончателно /(хо)-0, 
Като ( спомним геометричното тълкуване на производната, лесно 

€ да дадем геометрично тълкуване и на твърдението OT теоремата на 

Ферма. Kakro знаем, допирателната към графиката на една функция 

/(х), прекарана през точката РДх. Лх.)), има уравнение 

η-] {xg) "Ι Χ οὐ(ξ-τα ). 

Теоремата на Ферма установява следователно, че допирателната, пре- 

карана през точка от графиката на f(x), в която функцията има екстре- 

мум, € успоредна на оста Ох (черт. 19) (при условие, ралбира се, че тази 

допирателна същестаува, т. € че функцията /(х) с диферснцусма в съот- 

ветната точка). 

Теоремата на Ферма може да сс фармулира оше така: 

Ака функцуията f(x) e диференцуема « тачката ху mo-2a да прите- 

жава тя лакален екстремум в тази точка, неайходима е проилвадната й 

Я (ха) да бъде равна на нула. 
Ето зашо, когато искаме да намерим локалните екстремуми на ня- 

кая midepeHnyeMa GyHKUMA, ние обикновено най-напред намираме ней- 

ната производна и търсим ония точки, в които тази пронзводна е нула. 

Таова са единствените точки, в които е възможно да имаме екстремуми. 

Анулирането на първата произволна в една точка обаче не е още 

достатъчна условие 33 съществуването на локален екстремум. Така 

например функиията /(х)--х2 има производна, равна на нула при хо-<0. 
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Въпреки това тя не притежава нито максимум, нито минимум в тази 
точка: Тава се вижда 0T обстоятелството, че във всяка околност Η 
ToukaTa хо--0 се намират както положителни, така и отрицателни чис- 
ла, а, от друга страна, имаме /(х)>0 при x>0 н f(x)<0 при х<0, докато 
7(0)--й (черт. 26). ᾽ 

С намирането на достатъчни условия 32 съществуването на ло- 
жален екстремум ние ще се занимаем по-нататък. 

Друга основна теорема на диференциалното смятане е следната: 

Черт. 19 

Теорема на Рол. Axo функцуията /(х) е непрекъсната « крайния и 

затворен интервал {a, b] и е диференууема в отворения интервал (а, В) 
и ако oceen това /(а)-/(6), mo смуестваува поне edna точка Е, намираща 

се между а u b, за която /"(Е)--0, 
Доказателство, Тъй като функцията /(х) е непрекъсната Β 

един краен и затворен интервал, то тя с ограничена. Да означим съот- 
ветно с L и 1 точната й горна и точната й долна граница в интервала 
(е, δ]. 

Ако =L, то поради неравенствата [ f(x) S L, изпълнени за всяко х ” 
ot интервала (а, b], функцията /(х) ще бъде константа в този интервал. 
Тогава нейната производна е нула в целия ннтервал (g, b) и теоремата 

с доказана. 
Остава да разгледамсе случая, когато (</. Съгласно теоремата на 

Вайерщрас съществуват две ΤΟΊΚΗ X; и хаз OT интервала [a, δ], такива, 
че fx,)=1u /(х2)-- .. Понс една от тези две точки с вътрешна за интер- 
вала (а, δ]. И наистина, ако допуснем ΠΡΟΤΉΒΗΟΤΟ, Τ. €. ако имаме х;--а, 

x:=b ИЛИ ПЪК x,=b, Ха--а, τὸ 0T условието /(а)--/(6) бихме получили 
I=L. Нека x, е вътрешна точка за интервала (а, b]. Но f(x,)=/. Тогава 
функцията /(х) ще има очевидно локален ΜΗΒΉΜΥΜ в точката х,, поради 

хоето съгласно теоремата на Pepma ще имаме f(x,)=0. Ако пък х, е 

крайна точка за интервала (а, δ], то точката ха ще бъде вътрешна, В та- 

къв случай това ще бъде една точка на локален максимум и следова- 
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Телно пак по TeopeMata на Ферма ще имаме /”(ха1)->0. И така във всички 
«случан съществува точка Е между а н b, за която /(Е)--0. | 

Геометричното тълкуване на теоремата на Рол е същото, както 
лпри теоремата на Ферма. То се състон в това, че при направените в γοπο- 
BHETO на теорсмата предположения съществува такава точка от графи- 
ката на дадената функция, допирателната в която е успоредна на оста Ох. 

§ 33. Teopema за крайните нараствания м следстаня 

С помошта на теоремата на Рол се установява следната теорема, 
засмаша важно място в диференциалното и кинтегралното смятане. 

Теорема 3a крайните нараствания. Ако функцуията /(х) е непрекъс- 
| ната в крайния и затворен интервал (а, 6) и е диференцуема в отаорения 
unmepsas (а, #), mo съществува поне една точка Е между ай b, за която 

а) re=L-fa, 
Доказателство. Да въведем помощната функция 

Тя с също непрекъсната в ннтервала (а, ἀϊ и лиференцуема в ннтервала 
(а, b). Лесно се пресмята при това, че #(а)-- Да) и Фф(6)--/(а), И така има- 
ме φία):- φίδ). Значи функцията ф(х) YAORICTBOPRBA всички условия на 
Teopemara на Рол и следователно ще съществува поне една точка Е 
между а н b, за която #Ф (Е)--0. Ho 

. # . /(ь) " f в) 
ф (х)е / (х)-- _‘5*_——;(‘"‘ 

Orryr получаваме 

@ (ἢ)- γ(ἢ--2 2 . Ξ 79 o, 

. ь - гае) 
€ κοῦτο теоремата е доказана. 

Нека отбележим, че теоремата за крайните нараствания представ- 
„пява едно обобщение на теоремата Ha Рал, която се получава веднага B 
случая, когато с изпълнено равенството /(а)--/(6). 

. Равенството (1) често се записва и другояче. 3a целта се полага 

h=p ὰ θ--:Ξ 5 Оттук получаваме E—a=0(b—a), или E=g--0h. А--а” 
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Ot неравенствата a<§<b е ясно, че 0<9-<1. Тогава равенството ( 
ше се запише така: 

raton=Lath-s@, 
ἩΠῊ окончателно 

с “ 74 ἘΠ)--  ()τελ а+-05), 
тойешо,тшрапюосщжлу(»и!. 

Черт. 20 

В равенствота (2) Я е положително чиело (тъй като имахме А А--а). 
Леснио ¢ да се убедим обаче, че разликата Л(а+/П)--/ (а) може да се npen- 
CTABH NO същия начин и когато & е отрицателно (етига, разбира ce, функ- 
цията /(х) да удовлетворява условията на теоремата в интервала 
(а--Я, а). И нанетнина да положим” в гочи случай а ~h—a,, a=a, i h,, 
където Й, ----Й, и следователно Й, >0, Torusa 

f(a-{k}*—fffl)“"f(lh}'—f{d, " h.' - “}f‘f*(fl' “'ὓἠι} 

-ὐ (Ἱ εΘ τ а -(1-.--η}]. 

Да положим още [--ῦ΄ .θ8΄. Тогика получинаме 

ЛДа-+А)--/(а-- #/а θ'}ὴ. 

При това от неравенствата (-:8-:1 елелва, че Ὁ: 8 | И така равен- 
ствота 

Sla+h—f(a)—hf"(a . Bh), 

където 0 е подходящо подбрано число, YAORACTBOPABAMIO YCIOBHETO 
0<8<1, е валидно винаги когато функцията/(х) е диференцуема във 
всички точки между @ м а--Й и освен това € непрекъсната B самите точки а 
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свързваща двете храйни точки A(a, /(а)) и #(6, /(5)) от графиката на. уравненме | 

Отравсвтототоевш.чьтщттаторвш.ийп теоремата за крайните нараствания твърди, че съществува поне една 

която имаме 

Г) е0 S, ) 
X~ ς 

Ho f'(2)=0 no условие, откълето F(x)=f(x,). Тъй като Ттачката х беше произволно азета в интервала D, 1o всички стойности на функицията ChB~ падат, т. е. TR € константа, 
Hexa отбележим, че 3a интервала D тук не на ничение — той може да бъде красн или безк 

€ затворен (или пък полузатворен), то достатъчно е условието. f'{x)=0



ренцуемостта на функцията /(х)--достатъчно е в тези точки тя да 
бъде само непрекъсната. 

Следствие 2. Ако функуията f(x) е диференцуема в един интервал D 

и axo f'(x)=0 за всяка х om D, mo /(х) e растяща в този интервал. Axo 

Τ ΥΌ за вслка вътрешна тачка х om D, mo / (х) е даже строго растяща. 

И наинстина нека X, и X2 са дне произволни тачки от интервала D 

H нека х) - хз. Като приложим теоремата за крайните нараствания по от- 

ноашение на интервала [x;, х2), получаваме 

х) аУ () (xz—xy), 

където Е ς точка, намираща сс между X, и хз. Верността на нашето твър- 

дение слсдва непосредствено OT това равенство, тъй като от f(E)20 

следва /(х,)5/(х2), а от ['(§)>0 следва Л(х.)</(ха). 
Аналогично се доказва, че ако за някоя функция /(х) имаме /(х)5 0 

за BCAKO х от даден нитервал D, τὸ /(х) ¢ намаляваща в този интервал, 

а axko /Г(х)<0 за всяка вътрешна точка х на D, то тя е даже строго на- 

маляваща. 
Тук съща можем да забележим, какго и при следствие |, че когато 

интервалът D ¢ затворен (или полузатворен), не с необходимо да се из- 

исква функиията /(х) да бъде диференцусма в неговите крайни точки, 

достатъчно с в тези точки тя да бъде само непрекъсната. 
Нека покажем неднага с някон примери как могат да се използуват 

доказаните дее следствия ог теоремата за крайните нараствания. 
Да разгледаме функцията 

F{x)=arc sin x-j-arccos х, 

дефинирана и непрекъсната в 3aTBopenHA- интервал [—1, 1). Тя с дифе- 
ренцусма в отворения интернал (--1, 1) и нейната производна ¢ 

! 1 1 

Пе а уее 
Оттук с NOMOLUTA на основиата теорема на интегралнато CMATANE заклю- 

чанаме, че /(х) ¢ константа в затворения интервал [—1, . 3a да пре- 

сметнем стойността на тази константа, достатъчно е да дадем на х 

някоя фиксирана стойност OT тези ка*тсрвал: например да вземем х-0. 

Получаваме 

7(0)--агс 5 О+вгссоь0=.;“„. . 

По 1034 начин за всяко х от интервала [—I, 1] доказахме тъждеството 

. π 
arcsin х--агс со5 Х = - " 
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, Cnencreme 2 пък може да се използува за установяване на някон не- 
равснства. Нека да покажем например, че 

_ tgx>x при O<x<—3-- в - 

3a пелта да разгледаме функцията f(x)=tg x—x в интервала [0, -;᾽)΄ 

1 1 — tost “ гау S X 
7 (x)‘mix—l cosi x 

Ясно ¢, че /(х)>0 при 0<x< . Следователно функцията £(x) ¢ crporo 
растяща и 18 всяко X OT OTBOPEHRA mepaan(o, -'-;-) ще wMame £ (x)>£(0), 

T. е. ἴῈ x—x>0, аткъдето получаваме желаното неравенство. 
Да вземем още един пример. Да покажем, че 

e2l+x 33 всяко х. 

За целта образуваме функцията f(x)=e'—l—x. Имаме f(x)=e*—I1, 
Τ (x)=¢€". Тъй като f"'(x)>>0 за всяко х, то функцията f*(x) ¢ строго pa- 
стяша в интервала (—oo, со). Но /(0)--0, следователно имаме /"(х)<0 
при x<0 и/ (х)>0 при х>0. Това пък показва, че функцията / (х) ¢ строго 
намаляваща в интернала (—oo, 0) и строго растяща в интервала [0, oo), 
Следователно тя достига в таочката х-:0 своята най-малка стойност, 
която ¢ f(0)=0. И така за всяко x40 имаме f(x)>0, т. е. в--31--х>0 
или е>14+х. При х--0 последното неравенство преминава в равен- 
ство, По такъв начин сс убеждаваме във залидността на HEPABCHCTHOTO, 
което трябваше ла установим. 

Упражненяя. Т. Като използувате основната теорема Η имтегралното смятане . 
докажете следните тъждества: 

l+x 1 κ - = i - -1 1, 1. "“'Jl«x τ arcsinx + — . при ах< 

1 i 
2. arcsin-z——Wl-;-x—Jl-x Ξε τ arcsinx при — 1z х = 1. 

; “ 
Зшзьцх--з-дрпоах:;! 

3. aresin2x* -- |) τὸ 
. х - Zarcsinx - τ - при 1 = x = 0, 

4. Също така с"помощта на основната теорема на интегралното CMATARE дока- 
жете OTHOBO тъждествата, дадлени в залачи 4, 5, 6, 7 от 4 16, 

П. Докажетс следните неравенства: 

x* μ 1. eosx‘:.:l——z—nmmx. 
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. 2. :шха?"--б-прв xz0 

3 _2__53511.: 1 πρεῦ < x5 —. " R χ 51 ΒΡ -73 

4. (15+x)"2 14+nx при х2--1 и при произволно цяло- положително число A, 
5. (14+x* 2 14nx за всяко x, ако не четно число, 

4 34. Обобщена теорема за крайните нараствания 
(георема на Koum) 

Теоремата за крайните нараствания може да бъде обобщена. А имен” 
HO валидна е следната теорема, OT която като частен случай се полу“ 
чава теоремата на крайните нараствания. 

Теорема на Kowm (обобщена теорема за крайните нараствания). Axo 
функуиите /(х) и g(x) са непрекъснати в крайния и затварен unmepsas 
la, А) и диференцуеми в omaopenun интервал (а, В) и акс К Λ Ἐ за асяко х 
om (a, b), то съществува поне една тачка Е, намираща се между а u b, 
за крято е изпълнено равенството 

а) fR_ ἐ ) - Ύ 
£ g -- καὶ (αὺ 

- Доказателство, Преди всичко нека отбелсжим, че знамена- 
телят #(6)--4(а) на частното, което е в дясната ΟἹ рана на равенството 
(1), е сигурно различен or нула, Наистина, ахо допуснем,.Чче gla)sg (ῤ), 
то функцията g(x) би удовлетворяваяла условията на теоремата на Рол. 
Тогава би съществувала някоя точка OT отвореция интервал (а, #), за 
която производната g'(x) би била равна на нула, а това противоречи на 
условието на теоремата. | 

Да преминем сега към самото доказателство на теоремата, косто 
впрочем по своята идея не се различава ΜΗΟΓῸ от доказателството Mt 
;eopmnn за крайните нараствания. Да τ образуваме помощната 
ункция 

φ()--Λ)- 05 ¢ () (а). 
Веднага се вижла, че тя е непрекъсната B интервала (а, А) и диференцуема 
в интервала (а, h). Освен това имаме (а)--/(а) и (b)=/(a). т. c. полу. 
чаваме φ(α)-: φίδ). Функцията φίχ) удовлетворява слезанателно усло- 
вията на теоремата на Рол, Ще съществува Torasa някаква точка Е ΟἹ Ο1" 
варенция мнтервал (а, b), за която « (Е)--0. Ho 

φοῶ-σω- Θ Ξ Σ gy, 
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43 

1 

CTERICTO 

' , , 10) - [(α . p ς , Ф (ξ)- " (Ὁ)-- To—g@ & ®=0, 

ἘΠΕ най-сстне Ν 

Γ(ξ)ἓἶίὐ) τ Ν 

„Както вече споменахме, теоремата 38 крайките нарастваниня може 
да се получи като частен случай на токушо доказаната теорема. На- 
истина нека /(х) е една функция, непрекъсната B интервала [a, А) и ди- 
ференцуема в интервала (а, b). Да разгледаме освен това K функцията 
g(x)=x. Като приложим теоремата на Каши към тезн две функции и вземем пред вид, че gla)=a, g(b)=b, както и това, че g'(x)=1 за всяко X, 
заключаваме, че съществува точка ξ от интервала (а, b), 11 която имаме 

&) _re-ra 
1 e 

Ho това не е нишо друго OCBEH равенството, което ни дава теоремата 
за крайните нараствания. 

Ще дадем тук и cano следствие от теоремата на Коши, което ще 
използуваме по-нататък, 

Следетвие. Нека /(х) и #(х) са две функции, дефинирани и п--| пъти 
диференцууеми « някоя околност D на edna точка а, kamo при това #(х)+0, 
#0)+0, ..., 2" (х)#0 при х+а. Да предположим осаен moea, че 

Л(а)- / (а)-- / (@) == ΛΗ (a)=0, 

gla)=g"(a)=g" (@)= =g (a)=0, 

Tozasa за всяка х am D, различно om а, имаме 

ге) еф) 
@ F(x) ЕЕ) 

където Е е някаква mouxa, намираща се междуаи Χ. 
Нанстина, като вземем пред вид, че / (а)--#(а)-0, и като приложим 

теоремата на Коши, ще получим 

.ὦ ῶ - LG 
.0) μ(χὶ -- ( #(у 

хъдето £, е точка, лежаща между а и х. По-нататък поради условието 
S(@=g'(@)=0 ще имаме 

L&) _f @) /е 6 
εὐ ἐ συπ εο & &) 
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където ἔ; е подходящо избрана точка, намираща се между точките а 
н Е, н следователно между а H Χ. 

И Taxa чрез двухратно прилагане на теоремата на Коши почущмв 

fix) f ” 
7 (Е:) 

Ако продължим да разсъждаваме по същия начин, след като приложим 
n+1 пъти теоремата на Коши, ще достигнем Ao равенството 

1е 5) 
ТЕ 

където ξ е точка, която се намира между точките а и X, 

Β 35. Теореми на Лонитал 

Доказаната в предишния параграф reopema на Коши се използува 
33 получаването HA няколко теоремни, носещи името теоремин на .10- 
питяал. Това са теореми, отнасящи се до AAMHPAHETO на границата на 
частното OT две функции в случан, когато не можем да приложим тео- 
рема 3 от ὶ 18 било поради това, че функцията в знаменателя има гра- 
ница кула, било пък поради това, че функциите, които разглеждаме, 
клонят към плюс или мийус безкрайност. 

Първа теорема на Лонитал. Нека функуиите / (х) и #(х) са дефини- 
рани и диференцууеми в илкоял околност NG едиа тачка а, като при mosa 

“(х)4+#0 при x+a. Нека освен moga [{d)==g(a)=0. Ака zpanuyamalim ..„,(. %) 
я-ка Е () 

съществува, те същестаува и границата lim ПО ге изпълнено ра- 
х B (X} 

венството 

Доказателство. С разсъждения, аналогични на онези, които 
извършихме в началото на доказателството на TeopeMata на Коши от 
предишния параграф, можем да се убедим, че g(x)+0 при х #а. Това ни 

позволява да образуваме частното ге) при x#4a. 
#() 

Нека ссга х ¢ точка, принаднежащ
а 

на далената околност на точ- 
ката а м различна от а. Поради условието /(а)-- #(а)--0 можем да пишем 

а) ΣΌ ΕΟΝ 
£ εῆ ὰ 

От друга страна, като приложим теоремата на Коши към нинтервала, 
определен OT точките а M X, ще получим 

( 104 -7(9 !*(Е) 

@ O’ 
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където Е е някаква точка, намираша се между а ¥ χ. ΟἹ равенствата (1) 
и (2) е ясно, че . 

ка Е0 BB 

Ho когато X клони KbM 4, quara'fi също ше клонк към а. Ето защо, 

ако lim L& τοί, то ше нмаме lim -, %) _1, a следователно н lim AL . 
жааа “ (I) Ее к (ξ} ;...ἓ(’τ) 

С това Ттеоремата е доказана. 

От изложеното доказателствоа се вижда, че в съшщност не с необ- 
ходимо функините /(х) к g{x) да бъдат диференцусми в точката а — 
достатъчно е да са диференцусми при х+а, а в точката а да са само не- 
прекъснати. Съшщо така с ясно, че доказателството запазва своята сила 

и в случая, когато функцините /(х) и #(х) удовлстворинват условията на 

теоремата само MO отношение на някоя лява или пък дясна OKONHOCT на 
точката а. В такъв случай границите, 33 които се говори в теоремата, 

трябва да бъдат взети ΠΡῊ X, клонящо към а отляво, съответно отдясно. 
Ние си служим с първати теорсма на Лопитал за намиране гранни- 

цата на частното на две функини в случаите, при които не можем μ 
приложим Teopema 3 от 5 18, тъй Xato функиията g(x), която « в знаме- 

нателя, клони към нула при X, клонящо към а (това следва от условието 
#(а)--0 и от непрекъснатостта на g(x) в точката a). Числителят f(x) 

клони μ към нула. Ето защо условно казваме, че първата теореми 
Ό 

на Лопитал се OTHACH до неопределени изрази от вида + 

Втората теорема на Лопитал пък се отнася до неопределени изрази 
f Ἰ 

oT вида — - Нейното доказателство ¢ вече по-сложно. 

Втора теорема η Лопитал. Нека функуиите f(x) и #(х) са дефини- 
рани и диференцуеми пание при χ ὰ а някоя околност ца точката а и нека 

при x#a имаме g'(x)+0. Нека oceen това lim f{x)=lim g(x)= 4 oo (това 
s g s ] 

означава, че всяка o1 Гграниците {πὶ /(х) и lim #(х) може да бълде било oo, 
ей Хф 

6 ] 
W10 --оо). Ake същестаува границата А!:,т " те същестаува и 2pa- 

2 Y3 

Huyama hm‘%——i и тези две граници са равни помежду cu, T. е. 
Хй " ΥΤΎ Ν 

ищ ) . μῃ /200 

Доказателство. Нека 

3 Не) .. 
9 ]:.13::” (х) . 

Ще разгледаме най-напред случая, когато X клони едностранно, например 
отдясно, към точката а. Нека с е произволно положително число. След 
TOBa да вземсм друго положително число δ΄, което ше определим по- 

# 
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късно (R което ще зависи от избраното в). Съшествува такова положи- 
телно число O, че за а<х«а46, да имаме 

го 
#7 (х) 

Ако фиксираме точка X,, удавлетворяваща неравенствата 4<X, <a+ 8§, 
38 всяко X, взето тъй, че а«х«х., ще имаме въз основа на обобщената 
теорема на крайните нараствания 

(4) - Γῶ, 
¢ ) —g(x) £ 

жъдето Е ¢ точка, лежаща между х Ч Ха H 38 която следователно също 

# 

—'! |<e'- 

Taxa , 

(5) " }ξ-ἔἓ--! Ι«:.ε'. 

От равенстваото (4) получаваме 

ALY 
г0) 9) _re. 
.0) χ χ ὦ 

#() 

s 

κ ге " 0) пе ῶ (6) ка 2 T R 
& 

Тъй като lim f(x)=lim g(x)= + 00, вторият множител B дясната страна 
. Ж Х«а 

на последното равенство клони към 1, когато (при фиксирано x,) х 
клони към а. Ето защо ще съществува такова 8 >0 (можем естествено да 
считаме, че 5<:6,), че при a<x<d да имаме 

᾽ 10) 
:(Е).„ ще ζ t“ 

o [ 
ο 

Тогава, като преработим равенството (6) и вземем пред вид (5) и (7), 
получаваме . 

/ / ™ Ε (χιὺ 

x) ,, (L@ Щ 093 
%) ’l (:*(:) "”); ! 

70 

ге 1- z____(x.)) ι-.- ξ 
еищ | Е) р PP , élr l] TG + | T 1 j<e’(14e)+ 1 εἰ΄. 

7 ) Γιὰὶ) 
АКо cera приемем, че е” удовястворява неравенствата 0<e’< 1 н εἰ - 
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{XO€TO очевидно е възможно, тъй като по този начин ε' се определя в 
зависимост елинствено от ε, ше получим 

е -Ц<е(2+)<е 

при a<x<a+3. Това означаза, че lim /= 
f 5 ка хъе Е 

( У =1, с което равенството (1) ¢ установено и теоре- 

=}, По подобен начин се 

вижда, чен Hm 
χκα, х«ай 

змата с доказана. 

От самото доказателство е ясно, че тесоремата с вярна и когато ней- 
HATE условия са изпълнени само по отношенние на някоя лява или пък 
дясна околност на точката 4, а в заключението става дума за едно- 
<странна Хпри х клонящо отляво, съответно отдясно към а) граница. 

Като следствие от изложените две теореми на Лопитал могат да 
<е получат още 8¢, които ние ще наречем трета и четвърта Теорема на 
Лопитал. При тях става дума 18 граници на функции при X, клонящо към 
безкрайност или към минус безкрайност, т. с. фигуративно казано, точ- 
ката а е заменена с безкрайността. Едната от тези теореми се отнася 

0 
до неопределени изрази OT вида - а другата — до неопределени изралзи 

oo 
OT ΒΗΠΑ͂ -- - 

o 

Tpera теорема ня Лопитал. Hexa фунецияте f(x) и g(x) ca дефини- 
рани и диференцуеми в някай интервал от вида (р, 00), като #(х)#0 и 
ὐφ ¢ този интервал, и нека 

(8) . Ш Л(х)-- те (У-0. ' 
Ж чек . не ае 

а Тогава, axo същестаува границата [ἰπὶ те ще съществува и гра- 
W ι f [.!* 

xm;amahm”’ τῶ и ще бъде изпълнено равенставота 
X ае # 

Четвърта теоресма на Лопитал. Нека функцуиште f(x) и g(x) ca де- 
финирани и диференцуеми в някой интервал om auda (p, са), Kamo при 
това #(х)+#0 н # (х)4#0 ¢ тази интервал. Нека освен тава 

hmf(.x)—hmg(x)—_i;m 

Axo cswecmaysa границата lim ξ ξκ}) 

tim i(‘; и тези две граници ca равни помежду cu, T, е. 
A 

те ще съществува и границата - 

im Е .т[“(х) 
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Нека покажем папример как третата теорема сс получава просто с 
помошщта на първата теорема на Лопитал. Да предположим,че lim ;ἔ;ἷ-.-.[ 

ο 

Полагаме х=71- и разглеждаме функциите F(r) и (((), дефинирани такат 

Е(1)-Д (—;*)n G(r)=g( :-) при 1:0; F(0)=G(0)=0. Тъй като при ¢, кло- 

нящшо към нула отдясно, :— клони към oo, поради условието (8) ше имаме: 

lim #(1)--0-- #(0) и Шт G(1)=0=G(0). Това означава, че функциикте #(:) 
“.,ὐ 120 , > 0 

и G(f) са непрекъснати в точката 0, От друга страна, при f+0 имаме 

lim =¥~/ Но 

С това теоремата с доказана, 
Аналогично с помощта на втората теорема на Лопитал се -доказва 

четвъртата теорема на Лопитал. 

Третата и четвъртата теорема на Лопитал остават, разбира cc, 
BCPHM, ако условията им са изпълнени в някой интервал от вида (—o0, ру 
H ако навсякъде 8 тях границите се вземат при X, клонящо към ~—00. 

Пример 1. Да потърсим границата lim;"-c;'i" . Можем да прило- 
X} 

жим първата Teopema Ha Лопитал: 

.. 
т arcigx —lim 14 х 

=1. 
ф Χ х.ф 1 

Пример2. Да намерим границата lim tgx In x. Предстаняме про- 
Χφ x>0 

¥ прилагаме втората теорема на. изведението 15 Χ In х във вида 

. Лапитал. Получаваме 
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. χ . κἰηξχ . . κἷηχ 
= Ш —=—lim = —lim sinx =0. 

хей, x>0 cotg х 2l 20 __ =0, хъ « еО χαὸ х 
5102 х . 

Пример 3. Да намерим гГранипата hm—- Прилагаме: 

третата теорема на Лопитал и получаваме 

-Ж ω κ{ . 

- еа < ерщ 117, 
« 

нь — are Е ИИ 

2 м 1 х 

след което прилагаме два пъти четвъртата теорема на Лопитал. Имаме: 

142 .. 2x . 2 
lim ееее ἑ πι - =lim —=0. 

P ο C! Kz l’: Σ ο С: 

Когато две функции f(x) н g(x) клонят към безкрайност (при х 
клонящо към някоя точка а, или пък при X, клонящо към 00 ἩΠῊ --- оо) 

тяхното частно Ц-;- може да има различно понедение — да притежава 
“( 

или да не притежава граница. Най-сетне самото то може да клони към 
безкрайност. Това ни дава основание ла сравняваме тези две фуинкции 
по отношение на ..οκυροσππ", с която всяка селна OT тях клони към без- 

крайност. По-точно даваме следната дефиниция (ше я изкажем за слу- 
чаЯ X~+00, оОЧчевидно € как трнбаа да «е изкажс тя в случаян Χ - τ или 

Χ- τ ο Σ 
Дефиниция. Ако за даете функуии Γ(ΧῚ и #(х) имаме lim /(х)-- т g(x) 

Ае е 

s=o00, ще казваме, че Γ(ΧῚ клани по-бързо към безкрайнает от #(х), 
GRO 30 тяхното частно имаме 

hm { _ o 
ЕН 

- 

Както знасм от § 19 (примери 8, 9 к 10), за функциите log, х (къдета 
а>1), x* (кълето a>0) и αὐ (където a>1}) имаме 

lim log, x =00, lim x*= oo, lima* 004 
ἄ #а ека 

Ще покажем сега, че при х-.оо най-бавно клони към безкрайност пър- 
вата OT тези три функеции, а най-бързо — третата, Наистина, като из- 
ползувамсе четвъртата теорема на Лопитал, ще получим 

1 1 
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. P 
lim ееее οο, 
X 1984 X 

И така функуията x> (където a>>0) клони по-бързо към безкрайност 
om функуията log, х (където a>1). . 

Да сравним cera функцията х“ с функцията а“ (където a>1). Axo 
положим « =32, то ще имаме x=log,z. При това ясна €, че при х-+оо ще 
ламаме Ζ2-κοο, Ето защо, като използуваме получения вече резултат, ще 
жмаме ) 

1 λὰ 

а Ζ εἷ ) 

ШЧ. -x; :ΞΙΞ (log, n* ἁχἜ (ЮП: z щ и 

<С това e показано, че функцуията «“ (при a>1) клони па-бързо към без- 
крайност от функуията х“ (при а:>0). 

x -1 sinx — х gx—x 1, Не . 2, Н ееее н . lim -- жа ἱπα чщ # 3 х 0 ὰ — X 

X0V ф хе . D5 4 7.Ν 
“ im Ν o 1 o ——— В s. lh . — А 

L-n (" " |)᾿ κι-ὶι-":, x:slx и С u 

6. lim x*. (Упътване; Предпарително логаритмувайте.) 
xeall, хъфй 

гу LR 
7. Ш e I 8. т х 9. limx?* ΓΤ Σ ω Кее Σ ка 

« ΄ " Μ 

. пе (1+-%,~) . 0 ця е+ - ве 
ееа 

ξ " 

К. 5 - аге х 

пщ {--ἰ..-...1.ἡ. Ε: " (шх =1 - Jim 'n‘""““) . ефе μ 

1 1 
"Отговори : 1, 3, 2, те -2 4 € 5 0 6.1 7.0 81 9% 1 

10, 1. 1L 0. ц; .е *. 

§ 36. Формула на Тейлор 

Нека вземем един полином от и-та степен 

(1) J()=a,x"+a,_, A" '+t ς х +a, | 

Ако Лнференштраме равенството (1) м пъти, ще получим последова- 
Телно 
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᾿( ) πα, Х7 (n-1)a, а х е 4 За,х+1. g, ” 

Г (XD=n(n—1)a,x* 3 +(a—1)(n —2)a,_ X" 344214, ( { - Ο Ε Ε Ε e e e e e e 
7 Y(x)=an-1)...3 2. x+(n—1)(n—2)...2.1 

Lrom=n@—1)...3.2.1 .a,. 
Като заместим в равенствата (1) и (2;1 x ¢ 0, ще получим | 

JO)=a, f'(O)=1ta, f"(0)=2!a,,..., е71 O)=(r—1)1a,_,, 

SO0y =n'a,. 
Виждаме, че косфниинентите на полинома /(х) ce изразяват чре 

стойностите на /(х) W на неговите производни в точката O, Тогава ра- венството (1) може да бъде записано H по следния RAMHN: 

i 

(3) а τ χ ὦ а Δ а 
Н ! πὶ 

Ние можем да обобщим тази формула, като BPHEMEM произволна. 
точка а да играе ролята на точката 0, За целта да положим x=a-+k 
и f{a+hy=lh). Функцията 

oM =uafa+h)+a, ((α.. ) 5 5 'a;e~»+a,(a-,-h)+a, 
€ очевидно полином OT п-та CTENCH HA променливата A и слелователно. 
съгласно формула (3) ще имаме 

Ф QU=+ P А 3а а 0 

От apyra страна, 

Ф () /(а Ἐ), @ (h)y=1"(a+h), @ (N)=f"(a+h),. 

o' ( τ ο вя) 

«.. 

м CACNOBATEIHO 

9(0)- Д(а), Ф (0)«/ (а), #” (0)- / (а),.... ¢™(0)=S"™(a). 
Тогава равенството (4) се написва така: 

(5 7а+ « Да)+ f-l“f" D L0, 
N, косто е все едно, така: 

Ф S а ча) " 9 ау + Π gy, 

Равечствота (5), както M равнасилното на Hero pasencrso (6), се нарича формула на Тейзор. Hutepeeno e, че тази формула 
може да бъде видонцзменена по Ттакъв начин, че да запази своята сила Ἐξ само 32 полиноми, но и за твърде широка категория от функции. "По-точно ще вилим, че дясната страна на формулата на Тейлор може да 
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Бъле допълнена с още едно събираемо, наподобяващо по своя вид оста- 

налите, и то така, че HOBOTO равенство да бъде валидно за всяка функ- 

ция, диференцуема Δ-Ὲ пъти в някоя околност на дадена точка а. На- 

ἬΟΤΒΗΒ в сила е следната 

Теорема на Тейлор. Да предположим, че функцията / () притежава 

първа, втора и т. н. до (n-+1)-ea производна в някоя oxomocm (α---ὃ, a+8) 

ὰ една точка а (тази околност може в частнаст да съвпада с уялата 
„реална права). Ако х е една тачка om тази окалнаст, MO евалидно е ра- 

венстадто " 

с) SO~ @R k)t L ar + Π } α--αγ, 
където Е е mouxa, намираща се между a u Χ, 

Доказателство. Да си образуваме функцията 

есд-Л(а)-/4)-719 (x~a)= х - α)" 

Жато диференцираме, получаваме последователно 

PP Ее еа 
φ - - (а- В ка)е LG a7, 

......... * & * 3 % # + % 2 W & m K £ & B & & A к = 

9t (x) " (x)—f"(a). 

Ясно e тогава, че 

Ф(а)-ф (@)= φ΄ (@=--=9¢" (a)=0. 

Да разгледаме също к функцията Ψ (x)=(x—a)"" ! 3a нея umame 

чееи) (x—a)’, ¥ (х(я ( кеа) 72 ..., 

ч” (x)=(n+ 1) (x—a) 

Следователцо. 

ῳ (α}-- ψ' (α)--ἶψ " (@)="-=w"(a)=0. 

Като прилюжим към функцикте o(x) н ц (х) следствието от теоремата 
на Коши, което доказахме в края на 5 34, ще заключим, че съществува 

тачка E, нкамираша се между а и X, 3а която имаме 

е00) 954) 
У) ИТе) ” 

еее е() ееу v



Като вземем пред вид, че ф (х)- /1 (x) и ме (х)(а+1), 
aoay4asame 

. я) й. 

χω-χώ- ПО α--ὦ.-.. еау В кау 
мли най-сетне 

@ Τ Ξ ) 7 8 -+ 

Равенството (7) се нарича обща формула на Тейлор (за 

разлика от формулата на Тейлор за полиноми). Последното събираемо 

” в дясната CTpaHa . 

Гу .а+1) + 

Ее G+ iy 0еу 

Ф e 
ятъг τ ) ! 

<е нарича остатъчен член. 

Ясно e, че формулата на Тейлор за полинами се явява частен случай 

<t обшщата мула на Тейлор. Нанстина, ако f(x) е полином от πιτὰ 

«тепен, τὸ { P(x)=0 за всяко X, така че остатъчният член ще изчезне. 
+ 

Формулата на Тейлор често се записва м другояче. Ако положим 

хе-а+й и Θ:ξ - :. ше нмаме E=q-0h, като.при това е ясно, че 0 ще 

удовлетворява ;epanemmn 0<0<1. Получаваме равенството 

Г Ха [ (@) o, Л (α + 883 
4) f@rh=f@+LD hg g LD LRI e, 
жосто, разбира се, също носи името формула HA Τοῆΐπορ. 

В случая, когато a=0, формулата на Тейлор apunofumt axna 

@) μ ) υ Ο 
) τ ο τ Е Ἐ Е 

м сс нарича формула на Mar;}opeu. 

Феормулата на Тейлор кграс важна POAR B анализа. Така например 

HOE ще я използуваме при доказателствота на теоремите OT следващите 

Ди параграфа. Освен това тя служи, както ще видим по-нататък, за 

основа. на понятието Тейлоров ред на функция. 

5 37. Дастатъчви услории 38 локален екстремум 

Виляхме, че axo една функция, дефинирана в някой интерзал, е M- 

ференцуема. в дадена вътрешна точка от този интервал, TO анулирането 

на нейната първа производна е необходимо условие, 38 да притсжава 

Тя локален екстремум B тази Touxa. Това условие обаче, както сс убе- 

Дихме, не е достатъчно. Cera ще ладем достатъчно условие 32 съществу“ 

зане на локален екстремум- 
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Теорема 1. Нека функуията f(x) e дефинирана в един интервал ш | 

πέκα х. е бътрешна точка om този интервал. Да предположим, че f(x) 

притежава първа и втора.произвайна в някоя околност HA Xo и че emopama 

производна { (x) е непрекъсната в точката xo. Ако /(х)--0, a f"'(xo)#0. 

то функцията / (х) притежава локален ейстремум в тази точка, който 

при mosa е максимум, квгато Г (хо)<0, и минимум, xozamo Г (х)>0. 
Дохазателство. Да приложим към функцията /(х) форму- 

лата на Тейлор за Точката хь като запишем остатъчния член с помощта. 

на втората производна на функцията. Ще нмаме 

Ω χω-ουε ξ x ς L8 α- ο 
където Е е някаква точка, намираща се между хо и χ. Поради условието 

S'(xa)=0 ше получим , 
@ FO~f =152 ка 
Имахме no условие /(х)4+0. Да pasrnesame caysas, xorato f"'(xg)>0. 

Тъй като функцията / (х) с по условие непрекъсната B точката ху TR Ше 

остава положителна в някоя OKOAHOCT (ха--8, хо+-8) на тази точка. Ако 

сме взеяи X от тазн OKONMOCT, Τὸ Е като точка, наммраща сс между хо 

¥ X, също ще принадлежи на този интервал. Тогава ще имаме Г5)>0 

м развенството (2) показва, че за всяко х ὍΤ «интервала {xg—B, х 46) & 

изпълнено ncpawtlc]'wm 

! Τ } Χ. 

Това означава, че функцията /(х) има локален MHHUMYM в точката ху. 

' B случая, xoraro / (х)«<0, като разсъждаваме NO същия начин, ще 

стигнем до заключение, че /(х) има локален максимум B Ха 
“ТГази теорема не може A% ни помогне, ако 34 някоя функция 70 

имаме { ἴχ0)- } χ. Ето защшо ше приведем м следната 

Теорема 2. Нека функуията f(x) ¢ дефинирана 5 един интервал ш 

притежава първа, «втора и трета праилвадна « илкоя OKOMOLM на една 

вътрешна точка X, като при това mpemama й производна { (x) e не- 

прекъсната в Xq. Ака Г(хо)«/"(хо)--0, а / (хо)+0, mo /(х) не притежава 
локален екстремум в тачката Xg. 

Доказателство. Ще използуваме пак формулата на Тейлор. 

Имаме 

F=f G+ х) ка ч+ LR ке 50 
φ 

където Е е точка, лежаща между ха И Χ. 

Тъй като /(ха)-/ (ха)--0, получаваме" 

) 7ω--οὐ- ς 9 - 
Знаем, че "(х4)+0. Нека разгледаме случая, когато ( {χΧ}»Ὸ (случаят, 

когато Г"(ха)<0, се разглежда по същия пачин). Kato разсъждавамс, 

ΚΆκτο в теорема 1, се убеждаваме, че съществува такава околност 

(хъ--6, Хал 6) на точката X4 че когато х принадлежи на тази околност, 
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да wmame /”"(5):>0. Да разгледаме сега равенството (3). Когато х при- 

надлежи на интервала (χυ--ὅ, хо+6), но е по-малко от X, ще имаме 

J(x)<f(x,). Когато пък x, оставайки в същия ннтервал, е по-голямо 
OT х. изпълнено ¢ обратното неравенство f(x)>f(x,). Това показва, че 
функиията /(х) няма нито максимум, нито минимум в точката X, 

Като разгледаме внимателно доказателствата на теоремите 1 и 2, 
става ясно, че разсъждавайки DO посочения начин, можем да установим 

следната обшща " 

Теорема 3. Нека функуията [(x) e дефинирана в един интервал и 
притежава първа, атора и т.н. до п-та произвадна, аключително 8 някоя 
околност на една точка ху вътрешна за дадения интервал. Нека освен 
това / (х) е непрекъсната ¢ χο Да предположим, че ! 

Γ(ἆᾷ):]"(ΧΒἸΞ'":
:Ρ-""(Μ.-ΗΟ 

u че /"Чх)#0. Toasa: 
axe п е четно, mo функцията /(х) има локален екстремум в точ- 

ката хо. който е максимум, кагата Γ xg<0, и минимум, xozamo 
Χ (xg)>0; 

axo пе нечетно, mo функуията /(х) HAMG локален екстремум & точ- 
ката χ А 

Пример. Да се намерят всички локални екстремуми на функция- 
та f{x)=2sin’ х, Имаме /(х)--3 sin? х cos χ. Тъй като sin x=0 при хе те 

(m=0, +1, +2,...) н cos x=0 при x=(2n+1) Σ (1=0, 4+1, +2,:..), 

Н 
1 

7O точките, B KOHTO f'(X) става нула, са всички TONKH OT вида xuk-—’i‘— 

k=0, 11, 42,...). Ho f7(x)=6 5щ xcos? x—3 sin? χ 1 лесно се npo- 

m.ncf”(k ;)-.-.о за четни стойности на k uf"(lc ξ-)-ι-ο 38 нечет- 

ни стойности на k. Пря mu/”(k;)-a—z. когато К има вида k=4s4-1, 

LA (k -;-)-::3 за стойности на К от вида k=4s-+3. Най-сетне { (А)-а 

=6 cos® χ---2} 52 х со5х н f’”(k ;)*0 при четни k. Всичко това ни 

дава основание да направим следното заключение: функцията f(x)= 
'-'-Sln" X HMA локални CKCTPEMYMH CAMO B точките OT вида 

΄᾿ 

::ιπω-ηζ- (Е-0, +1, +2,..) 

H тези екстремуми са максимуми при k=0, +2,... к минимуми при 
k=41, +£3,... Всички максимуми са равни на |, всички минимуми 
са равни на --1. 

Нека забележим обаче, че HAMMPAHETO на локалните екстремуми на. 
сдна функция може ла бъле извършено и без помощта на теоремите, из- 
ложени в този параграф. Достатъчно €, когато е дадена някоя функция 
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J(x), дефинирана и диференцуема в един интервал, да изследваме (ко- 
гато това ¢ удобно) само изменението на знака на нейната първа произ- 
водна B този интервал, Τ: да определим онези подинтервали, в KOHTO 
тези пронзводна € положителна, м OHEIR, в комто € отрицателна. След 
това. остава да CH спомним, че знакът на производниата ма едниа функиня 
показва ΚΟΓᾺ тази функция е растяща и кога мамаляваща. Тогава лесно 
ще намерим тояките, B каито функцията има докални екстремуми. . 

Упражнения, 1. Намерете локалните екстремуми ня следните функцни: , 
1.-Γ(χγτα χ. χ -1 2. f{x)=sin За--2 sin x. 3 Г0 χ Ὰ 

TL1. OT всички правоъгълници с дадено пящце 5 намерете онзук, който има най- 

2. mmm%mm@mmm:fimmr,mm 
mfianmmmpmmmgmwm:qmmnmm 
мост | 

. 

§ 38. И:т.поп:, йдлъбнатост, нефлексии 

Korato една функция f(x) е диференцуема в някоя вътрешна точ- 
ка X, от своята дефиниционна област, нейната графика притежава до- 
пирателна в точката РХ /(х)). Ще казвамс, че f(x) екзпъкнала 
в точката X, ако можем Β намерим такава околност (x,—B, хо+65) 
на Xg, че частта OT графниката на £(x), отговаряща ὰ точките от тази окол- 
ност, да лежи над допирателната в P, Ще наричаме f(x) вдлъб- 
ната в точката х., когато. съществува "такън интервал ἰχο--δήχο δ), 
че частта от графиката на /(х), отговаряща на точките OT този интер- 
вал, лежи под допирателната в Py, Най-сетне, ако f(x) не е uuro из- 
пъкнала, нито вдлъбната, ще казваме, че тя нма.инфляесксия в Τοῦ- 
хата х, Самата точка P, ще наричаме в този случай инфлексна 
точка Μ графиката на f(x). ᾽ | 

На черт. 21 е показана графиката на една функция, която с изпък- 
нала в точката Xy, вдлъбната в точката X2 Ἡ има инфлексия в точката X;. 

Във връзка с въведените понятия ще докажем две теореми: 
Теорема 1. Нека функуията /(х), дефинирана « един интервал, е 

диференцуема даа пъти в NAKOS околност на една вътрешна точка X, 
от.този интервал и нека ГЧх) е непрекъсната « χῳ Axo /"(х):>0, mo 
Л() е изпъкнала, а ака / (х)<0, тя e адлъбната в mouxama х.. 

Доказателство, Нека / (х.):>-0. Тъй като по условие /(х) 
€ непрекъсната B Xy, тя ще бъде положителцна във всички точки на някой 
интервал (Χ0--ὃ, x,+8). Да вземем сега една точка х от TO3M интервал, 
различна от х,. Съответната точка Р от графиката ще мма ордината 
JS(x). Тази ордината ние можем да изразим чрез формулата на Тейлор 
по следния начин: 

а) годе /) а =)+ L (x—x . 
Tyx Е e числа, намиращо сс между ху ¥ X, и следователно принадлежи 
също на интервала (ха--6, х.+6). На същата точка х от рсалната ос 
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Черт. 21 

Като извадим почленно равенствата (1) н (2); получаваме 
ф 

!(х)-у--,г-,-*?-(х-хт. 

Но/(5)>0д, следователно F(x)>y, κοέτο показва, че точката Р сс намира 
по-високо οτ точката T, Тъй като Р отговаряше на пронзволно х OT интер- 

вала (το--ὃ, xo+8), заключаваме, че графиката на /(х), отговаряша. на 
Този интервал, се намира над допирателната £, T. е. че функцията /(х) 
е изпъкнала в точката Xg 

Случаят, xorato 7 χ ο) -, се разглежда аналогично. В този случай 
ндваме до заключението, че f(x) е вдлъбната в точката X\ 
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- Teopema 2. Нека функцуията [(x).e дефинирана в един интервал и е 
"диференцуема три пъти в една околнаст на вътрешната 30 този интер- 
вал точка x4 Нека освен това Г (х) е непрекъсната в х.. Ако Г(х.)--0, 
а 7 Ἰχῳ Ἐ0, то функуията f(x) има инфлексия в точката x,. 

Доказателство. По условие имаме /”(хо)#0. Да разгледаме 
случая, когато 7 (ха):>0. (Случаят, когато / (χο , се третира по съ 
щия начин.) Поради кепрекъснатостта. на /”(х) в точката X, ше съще- 
ствува интервал (ха-6, ха-6),.във всички точки на който ”() ¢ по- 
ложителна. Ако фега вземем едно х OT този интервал, TO на него ще 

отгаваря една точка Р от графиката Ha функцията, чиято ордината /(+х) 
Μόπομ да изразим посредством формулата на Тейлор така: 

Ἷ 

() Τω-Γοὐτξβθα- Ξ = ὐ + LR (х- ж. 
Тук Е е число, намиращо се между Xy и X и следователно принадлежащо 
същ така на интервала (χυ--ὃ, χοῖ δ). На х отговаря една точка Т от 
допирателната f, прекарана към графиката в точката βρίχο, f(x,)). 
Ординатата на точката T, пресметната от уравнението на допирателна- 
та, ще бъде и 

(4) , “у ( Ἐ (X Hx—x,). 

Като вземем пред вид, че f'(xg)=0, и извадим почленно равенствата 
(3) 5 (4),. ще получим 

70 =y=L58 - 
: LY ре 

Първият множител от дясната страна на TOBA равенство !Т:Ш с 

пастоянио положителен, докато вторият (х--х)? си мени знака в за- 
BHCHMOCT OT това, дали имаме X=X, ИЛИ X<X, Това показва, че точ- 
ката Р ще ссе намира над допирателната [, когато х се намира вдясно 
OT ху M под нея, когато хе наляво от Xo Следователно фунхцията f(x) 
има ΒΗΦΙΠΕΚΟΜΗ͂ в точката Xg „ 

5 39. Изследване на функции 

Теоремите, с канто се запознахме B тази глава, ни предоставят 
удобни средства за работа, когато Mckame да изследваме особеностите 
на дадена функция /(х), чиято дефиниционна област е един ннтервалп 
или се състон OT няколко интервала. При това ние считаме, че познаваме 
тези особености, когато сме определили пединтерваляте от дефини- 
ционната област на функцията /(х), в ΚΟΉΤΟ тя е монотонна, когато сме 
намерили нейните локални екстремуми, когато сме изследвали къле 
тя е изпъкнала, къде с вдлъбната, в KOM точки има инфлексия и пр. Ba- 
жен момент от изследването на падена функция /(х) представлява също 
определянето на нейното поведение при х-коо или при х-+--оо (B слу- 
чай че тя е дефинирана в безкраен интервал). 

Във връзка с последния въпрос се въвежда следното понятие: 
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Казваме, че правата с ураенение 

а y=kx+1 

е acumnmoma ὰ paguxama на функцията / (х) npu х-+со, axo 

@ tim [ (¢)— (kx +1)]=0. 

Черт. 23 

Аналогично правата с уривнение (1) е асиматата на графиката na [(x) 
при х-.--со, QKD 

%)) Дия [f(x)—(kx+D]=0. 

Геометрически рапенствата (2) и (3) ὰ равносилни с изискването раз- 
стоянието РО (черт. 23) между една подвижна точка Р с абсциса х от 
графиката на функцията /(1) и точката Ο със същата абсциса от прапвата 
с уравнение (1) да клони към нула при х-оо (респективно при X ----0о), 

Специално, когато уравниението (1) има вида 

}‘HI. 

Τ, е. кагато празата, която τὸ предсгавя, е успоредна на оста Ох, го- 
ворим за XOPHIOHTAIHA асимптота. В тази случай условието (2) или (3) 
сс свежда до изискването да съществува границата lim £(x), респективно 

Же 

границата П / (х). 
„ чещ енн 

Графиката на exHa функпия /(х) може ла притежана и вергикална 
асимитота, т. е. да има 32 асихмптота права, успоредна на оста O, с урда- 
нение от вида 

X=M. 

Това се случва, когато /(х) клони KbM 00 или към —00 при х, клоняшо 
OTARCHO ἩΤῊ пък отляво KbM точката ха-т,. Геометрически ситуацията 
в случая се изразява в следното: хогато абсцисата х на една подвижна 
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точка Р от графиката на функцията клони към хь точката P се бтдале- 
чава все иовече от оста Ох (както казваме, „отива в безкрайност“), mo- 
точно нейната ордината клони към oo или —oo, При това разстоянието. 
между точката Р и съответната точка () със Същата ордината, оТ верти- 

: Hepr. 24 

калната асимитота клони, разбира ¢e, към нула (черт. 24), тъй xato 
TOBA ‘PAICTORMME е равно на [χ--- οἱ. , | 

След тези предварителин белсжки нека видим с няколко примера 
как практически се извършва изследването на функциите. 

L Функциита y=x2. Дефиниционната й област ¢ (—oo, οο). Имаме 
) Ξεζχ. Тъй като у <0 при х<0 к γ»Ὸ при x>0, 10 функцията у с строго 
намаляваща в интервала (—oo, 0) м строго растяща в интервала (0, oo). 
В точката xo=0 тя достига своята минимална стойност. у(0)--0, Освен 
това имаме »'(0)=0, следователно оста Ох се явяна допирателна към 
графиката ὰ функцията в точката (0, 0). По-нататък виждаме, че y''=2, 
Тъй като y*’>0 за всяко х, то функцията у с изпъкнала в цялата CH де- 
финиционна област. Най-сетне имаме lim y—lim у--оо, Графиката на 

ΕΥ͂ Ε Ὶ 

тази функция с показана“  на черт. 25, При чертането на Τ3» графика 
вземаме пред вид, че функцията y=x2 е четна, Ὑ. с. удовлетворява усло- 
вието. p(—x)=y(x). Това показва, че графиката й ¢ симетрична OTHOCHO 
оста Оу. : 

- 

“ Графиките, дадени на чертежите от този параграф, са построени така, че да 
се видят по-характерните осабености на разглежданите функини, без да са полажени 
спецнални грижи ΤΟΊΗ графики ла бълат точни, Последното чисто техническо из- 
искване 13 точност читателят сам би могъл AR осъщестови, като начисли коордяанатите 
на достатъчно голям брой точки от съотиетиите графики. (Нека обърнем вниманяес . 
освен това, че 33 удобство в някон OT чертежите, като например черт, 9, 10, 38, 42, ca 
нзети различни мащаби нърху осите Ох и Op.) 
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Забележка. Графиката на функиията y=x? с парабола. Свойствата 
на тази крива — една от T. нар. криви от втора степсн, се изучават в 
аналитичната геометрия. 

2. Функинята у-х?. ” Дефининионната й област с интервалът 

{—o0, οο). Имаме у --З3х2. От неравенството у 20, изпълнено за всяко . 
следва, че функцията у ¢ растяща в пелия свой дефиниционесн интервал- 
Освен това ¥ --бх, ТЪЙ че 3" <0 при x<0 и γν΄ >0 при x>0, т. е. функ” 
цията е вллъбната в интервала (—oo, 0) и изпъкнала B интернвала (0, oo). 
При x=0 имаме у(0)--0, ¥'(0}=0, у (0)--0. Следователно" графиката на 
функиията минава през точката (0, 0), има в тази точка за своя допира- 
телна оста Ох н притежава инфлексния в същата точка, тъй като у””(0)- 
--640. Графниката е симетрична спрямо началото на координатната си- 
стема, тъй като функпията у-х? е нечетна, T. €. удовлетворява равен- 
ството у(--х)----у(х), Най-сетне имаме lim у--оо, lim y=—o0, Графи- 

еф iy 

ката ¢ показана на черт. 26. 

3. Функцията уе /х. дефътицишшатв й област e [0, o0). При 

x>0 имаме γ»΄ - J.r , » - 'B Тъй като у >0 и ¥ <0, то функция- 
ч 

та уе строго растяща и вдлъбната. Имаме p(0)—0. Когато х клони към 0 
атдясно, у” клони към 0o, което показва, че когато сс приближаваме 
по графиката към точката (0, 0), допирателната сключва с оста Ох ъгъл 

все по-близък до — - Най-сетне имаме lim уе оо, Графиката с показана, 
2 Γ а 

на черт. 27. Тя представлява част от една парабола — параболата с 

ypaaacmm γ»ῆωωχ, KOATO € CRCTABCHA OT графиките Ha функциите y=Jx 

И уее X, 

4. Функпнята y—sin χ. Дефиниционната й област ς (—oo, οὐ). 
Тъй като функцията € периодична с период, равен на 2x, достатъчно с 

да я изследваме например в интервала [0, 2π|. Имаме ) =cos х, γ᾽ ΄ -Ξ 
ш«ящ х. Като вземем пред вид изменението на знаците на производните 

¥ M ¥ (1. €. като изследваме кога всяка от тях е положителна и кога 
" 

отрицателна), JAKTIONABAME, че функиията уе растяша в интервала [0. 2.l R 

in 
намаляьашща B интервала |-. 5| и OTHOBO растяша в интервала 7. 27| » 

!длъбнаш с в интервала (0, π} и изпъкнала в иннтерайала (х, 2π). В точ- 
Зя 

ката x=» - функиията има локален MAKCHMYM, в точката x=°, — πο- 

кален миинмум Β точките x=0, х-п и х--2я тя има инфлексия. (Πυ- 
следното твърденис проверете, като пресметнете стойностите на γ᾽ 
¥ Ρ за тези точкн.) Стойностите на производната γ΄ (0}--1 м y'(x)——1 
показват, че допирателна към графиката н точката (0, ()) с правата с урав- 
нение y—x, а в точката (к, () — правата с уравниение y—-—x | π. Гра- 

Фиката е пвказана на черт. 28. Тя се нарича, както е известно, си н Y- 
ΟΗ Δ. 

Изследването на функиията соз х не представлява нешо ново, тъй 

167



. Ξ »" 
като от равенството COS X=Ssin (x+-2-) е ясна, че нейната графика е съ- 

щата синусонда, отместена спрямо оста Оу на разстояние, равно на Ξ . 

Графиката на функцията COS X с показана на черт. 29. ' 

5, Функцията γεῖε x. Дефиниционната област е съставена от 

всички отворени интервали ΟἹ вида ( ;-+1т. -;ч-+ (К+ 1)1:) . kmacro К 

взема всичкн цели стойности. Тъй като функцията ¢ периолична ¢ пе- 

риод π, TO достатъчно € да я изследваме B кой да е интерзал OT гор- 
кя „ а Ν 

ἨΜΗ͂ вид, например в интервала ("’"‘2“* -Ξ-) . Имаме y'= а . - 

sinx π κ 
а Функцията у с растяща в ицтервала | —=, < ). вдлъбнатае в 

“ 
-~ 

Ζ 

има инфлексия. Допирателната в тази TOMKA е правата с уравнение 
y=x. Освен това знаем, че lim 1 ¥~ —oo, lim (g хе-оо. Следователно 

ивтервала (--ξ-.ὓ) и изпъкнала в интервала (0. "). В точката (0, 0) тя 

“ „ я я 
А чеф o s Д ее i Ди ая ) 

3 2 ΠΗ εῚ 

графиката има ΒΟΡΤΗΚΆΠΗΝΜ асимпТати — както при точката ,;:...:., така 

+ 

м при точката х--- (а следавателно и изобщо при всички точки OT 

вида X=—+kn). Г фиката е симетрична TOTHOCHO началото на KOO 
73 - ра „е симетрична „относио овр- 

динатната система, тъй като функцията 13 х ¢ нечетна. Тази графика с 

показана на черт, 30, : 
Изследването на функцията COLE х не съдържа нови маменти, тъй 

като cotg χετ---ἰρίχ + -ξ-). Графиката Ηὰ функцията сощ х е показана 

на черт. 31, 

6. Функцията y=arc sin х, Дефиниционнцата й област е [—1, . 

При --1<х<1 имаме )"=V,: _j;-)’"r—“.;%.;j. Функцията е растяша. 

Тя ¢ вдлъбната в интервала (--1, 0) и изпъкнала в ич+гегазата (0, 1) 

В точката (0, 0) графиката й има за допирателна правата с уразнение 

y=x. Функцията агс Sin X с нечетна, следователно нейната графи«а ¢ 

симсетрична относно началото на координатната система,. Тази графика 

¢ показана Π черт, 32 | 

Разбира ce, изследването на функцията агс sin х би могло да се из- 

върши и другояче — само вьз осноза на факта, че тя ¢ обратна на ᾧγηκ- 

цията 51 х. 

Изследването на функцията агс COS х се извършва по подобеч на- 

чин. Нейната графика е показана на черт. 33. 

7. Функцията y=arc g χ. Дефиниционната й област е (—o0, oo} 
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Функцията с нечетна, следователно нейната графика е симетрична от- 

носно началото на координатната система. Имаме y'= LI, ”” а 
и 

2 
ὍΠ Функцията с растяща в интервала (—00, со), изпъкнала е 

з интервала (--оо, 0)ъ е , длъбната в интервала (0, со). В точката х--0 тя 
ἬΜΒ инфлексия. Правата : уравнение у--х е допирателна към графи- 

ката в точката (0, 0). Ocsen тева имаме lim y=—— 
Дне ие 0 

дователно графиката има две хоризонтални асимптоти — правите с 

Ууравнения у-- --'2- Hy= -Ξ- Тази графика е показана на черт. 34, (Из- 

«<ледвансто μῺ функцията агс tg х би могяо д. бъде направено и само 
въз основа на това, че тя е обратна на функцияга ἴ x.) 

Функцията атс cotg х се изследва по полобен начин, Нейната rpa- 
фика с показана на черт. 35. 

8, Функцията у-е”. Дефиниционната й област е (--оо, со). Имаме 
Ууе γ τ е“. Следователно функцията е винаги положителна, растяща 
Ἢ изпъкнала. При това имаме lim е -0, lim е“ >.оо, Следователно гра- 

ΓΤ Ὶ аке 

фиката има сдна хоризонтална асимптота — оста Ох, към която тя се 
приближава при x-+—oo. Графиката е показана на черт, 36. 

9. Функциита у-- х. Дефиниционната й област ς (0, οοὐ, Имаме 
[ , 1 " : 

ен В ЕИ Функиията е растяща и вдлъбната. Тъй като lim у-----09, 
Хй κ ἢ 

графиката има една вертикална асимптота — ocTa Оу, Имаме освен 
TOBA hm im у oo, Графиката ¢ показана на черт. 37, (Функцията e обратна 

на функцнпта еа 

10. Функцията у-т»*- х--9х41. Дефиниционната й οὗ et с 
{--οὐ, οἡὐ Имаме ' -311-6х--9-.13( r-—lt-—.‘i) κ - Dx—2, ”” 
--б(х--1). Като изследваме знака на ¥, заключанваме, че функцията у 
Θ растяща в интервала (—o0, --1), намаляваща и интервала (--1, 3) и 
OTHOBD растяща B интервала (3, оо) Яевсно e, че тя ше има локален м:т 
CHMYM в точката X, τ|--- м локален минимум в точката хл-3. Като раз- 
гледаме пък у”, виждаме, че функцията у се ндлъбната в интервала {---οο, |) 
M изпъкнала в интервала (1, сою). Точката xy-—1 е инфлскена. Най-сетие 
Ммаме lim y=—oo lim y—oco. Графиката е показана на черт, 38. 

Ἐ ο Ἵ Де Yy 

π 
lim γε --. Сле- 

+ 

+1 11. Функцията уа; дсфкнпцнокната й област е съставена 

ὍΤ интервалите (—o00, -Ξ-) и ( 5+ ) Имаме lim }f—m, lin; y::?a. 
Ν —- e xa.::.T. Же -г,хъ — 

- - - 

Следователно правата с уравнение х-- -3-- е една вертикалниа асимптота 

на графиката на функцията. Ot друга страна, имаме lim y=lim y--l , 
Бе е Е а - 
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Ε 

1 
косто показва, че правата с уравнение y=—2— € хоризонтална асимптота. 

По-нататък намираме yf_a:_i_n.f, откъдето заключаваме, че функицията у 
е намаляваща и в двата интервала на своята дефиниционна област. 
Тъй като имаме ур!!-- αἶΐ:ῇἷ’ функцията у ще бъде вдлъбната при х<3 - 

Ἐ язпъкнала при х)--;-. Графиката с показана на черт. 39, 

Забележка. Графиката на разглежданата функция с хипербола. 
Хиперболите са частен случай от т. нар. криви от втора степен. Техните: 
геометрични свойства се изучават B аналитичната геометрия, 

12. Функпията yn;,%—l. Дефиниционната й област ¢ (—oo, o). 

Намираме y'= 1,-ι „ -3а+)0-0) o, изследваме знака на у” КО Ry τ 
заключаваме, че функцията у € намаляваща ΠΡῊ χ - ---Ἰ, растяша при 
-<х< 1 и oTHOBO намаляваша при x>>1. И така тя притежава локален 
минимум в точката х)----!1 и локален максимум в точката χ;-- ͵, По- 

Ν : Тъе ς ἐ 

нататък намираме γ"“'“ὖἆωὗἷ Θ“ᾳἜζἓ᾿ι᾽ἶ(ὖ: V). Следователно функ- 
цията у ¢ вдлъбната π интерпала (—oo, — . 3), изпъкнала в ннтер- 
вала (--./3, 0), отново вдлъбната в интервала (Op „/3 ) н отново изпък- 
нала в интернала (3, со). Освен това имаме Нт y=lim y=—0, следо- 

Ο Σ ΟΤῚ 

вателно оста ΟΧ се явява асимптота на графиката ΠΡῊ X—+—o00 и при 
х-+оо, Забелязваме също, че функцията у € нечетна, следователна гра- 
фиката й ще бъде симстрична OTHOCHO началото на координатната си- 
стема. Тази графика ¢ показана на черт. 40, 

13, Функиняза _,.,f:;? . Дефиниционната й област е съставена 

от интервалите (--оо, 0) и (0, соо). Имаме lim y=~o0, lim у-- т ;πιὓ. 
Хея B it ря 

И така оста Оу ще бъде вертикална асимптота, а оста Ох — XOPHIOH- 
тална асимитота на графиката на функцията у. По-нататък намираме 

Ν Χ -Ὲ 2 , χ е ; . Като изслелваме измененисто на знака на γ᾽, заключа- 

ваме, че функцията р е намаляваша в интервала (—oo, ---2), растяша в 
интервала (—2, 0) и намаляваща в интериила (0, oo). B точката x,=—2 

. x43 тя прилобива един локален минимум. Тъй kayo γ΄ " -- 2 ааа τὸ функ- 

цията у е вдлъбната при х«--3 и изпъкнала при x>—23. Графиката с 
показана на черт. 41. 

х) 

ае За+2” 
вена от интервалите (—oo, 1), (1, 2) и (2, со). Имамс 

14. Функцията у-- Д сфиниционнала й област е съста- 
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кълето x;=3— /3, x;=3+/3. Следователно функцията уе pacTama 
.при X<<X;, T. е. B интервалите (—o0, 1) к (I, х,), намаляваща e при 
Xy Χ Χ, T. е. в интервалите (X;, 2) K (2, X2), и OTHOBO растяща при 
χ. T. €. B интервала (X2, со). Тя има локален MaxCHMYM B точката Ε 
Ἢ локален минимум в точката x: Нека обърнем внимание още и на об- 
стоятелството, че y'(0)=0, което показва, че при x=0, T. е. в точката 
(0, 0), графиката има за допирателна оста Ох. После намираме у -- 

""Z{ff x;;:i;):y‘ Тъй като KBAOPATHHAT полином 7x2—18x+12 не 
се знулира 33 реални стойности на х и следователно с винаги поло- 
жителен, TO заключаваме, че функцията у ¢ вдлъбната в янтервалите 
( -οὦὐ, 0) к (I, 2) н е изпъкнала в интервалите (0, 1) к (2, со). Имаме 
освен това lim γπτοο, lim γε----οῦ, lim y=—oc, lim γεξου, Следователно: 

el Xe) - χ͵ ῖ x>0 н α 2 Ἀ-πῈ, же 

правите с уравнения х--1 и x=2 са асимптоти на графиката на функция- 
та у. Имаме също lim у----оо и lim γτ- σο, Като извършим делението 

Е ] #н 

на полиномите, намираши се в числитсля и в знаменателя на функция- 
та у, получаваме « 

: Tx-— 6 
@ y=x+3ta ey 

; Ἴκ - 6 - Ἴχ - & 
Тъй n‘rgla: α' Ὴ 3 _-Ilf.nl L T =0, T0 paneHcTBOTO (4) ни по- 

казва, че правата с уравнение у--х |3 се янява асимптота на rpa- 
фиката ὰ функцията у при х-«--ое И при х-«оо. Графниката ¢ показана 
на черт, 42, 

ж . 18, Функциита у-- ; . Дефиниционната й област ¢ (—oo, oo} х1+1 
„ χ.9 ἢ 

Имаме у ἘΞ Σ следавателно функцията е растаща, Нейната 

графика има в тачката (0, 0) за допиралелна оста Ох, тъй като у10)-0, 
Намираме след това 

.. ЗА χ 4x(x+§i’f)(x—\13-)‘ 
" " ἰχ ἢ)} П . Y 

OTKLACTO заключаваме, че функцията у е изпъкнала в ийтервалите 
(—o0, — /3) м (0, «3) н вдлъбната в интервалите (--./3,0)и („. во), 
Имаме lim y=—o0 к lim y=oo. След като извършим деленисто в израза 

енне) еак ааа 

2. 
2уе получаваме 

( шау- 1% 
2 ετ а 

. Ὕ . 2 " Тъй като lim . ;,х, Г“”"“ " ἷ-ἱ --й, oT равенството (5) се вижда, че 
Σ Σ . " Де к Π 

правата с уравнение y—2x ¢ асимптота на графиката на функцията γ. 
Да отбележим HAKpas, че графиката е симетрична относно началото на 
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координатната система, тъй като функцията р е нечетна. Тази графика е 
показана на черт. 43. | 

16. Фувкцията y-—-—-j 2 ἓἷλ . Дефиниционната it област е (—oo, oo). 

(x* + ПУ 

вала (---со, ---Ξ-) и растяща в интервала (——2—, со). Тя има един локален 

1 н A dx—2 С ΜΗΒΉΜΥΜ -- в точката X= — —- . Намираме уе — ὐ ν, 

dx—xNx—x;) =343 Ш ЛЗЖМЯТ. Функцията у ш> W—,nflflox, --*-*вш . #3 т # ун ¥ 

С ъдлъбиата в интервала (—oo, X,), изпъкнала B интервала (x;, х) 
к отново вдлъбната в интервала (x οο). По-нататък виждамс, 
че lim y=—| u lim y=1. Следователно правите ¢ уравнения у----! и 

Же нне A жя 

y=1 ca две хоризонтални асимптоти на графиката на функпията у — 
първата при.х-.--соо, а втората при х-.со, Графиката с moxazana на 
черт. 44, " 

εἴ 

17. Функцията ν-- . ” Дефиниционната й област се състои от 
х 

интервалите (---оо, 2) и (2, оо). Имаме у*ье“(-зг-;;, ; следователно функ- 

цията у е намаляваща при x<3, т. ¢, в интервалите (—o00, З и (2 ,3} 

и растяща при х->3, T, ¢, в интервала (3, oo), Намираме y;‘fk‘i{.}“_“‘%fi;fifi“ . 

Тъй като е“ >0 и x*—6x-+10:-0 за всяко х (последното перавсн(:тва след- 
за от това, че каадратният тричлен х2--6х-410 не се анулира за реални 
значения на х), то знакът на у” зависи само от знаменателя. Следава- 

телко функцията у е вдяъбията в интервала (—-00, 2) и изпъкнала в интер- 
вала (2, со). Имаме освен това lim y=0, lim y= oo, lim уото<--оа, lim уе 0а. 

Ж асетниаТ че е A2 χα ке χξ 
И така оста Ox с хоризонтална асимптота, а правата с уравнение х-2 — 
вертикална асимитота на графиката μ фуикцията у. Графиката е пока- 
зана на черт. 43, 
» 

18. Функцията y=x+sin x, Дефиниционната й obnacy ¢ (—oo, 0о). 
Имаме y'=1 1} cos χ. Тъй като у =0 за всяко X, то функцията у с растяща 
При това y'(x)—0 при х-(2541)я (k=0, .1, +2,...). В съответните 
точки графиката ше притежава допирателии, успоредни на оста Ох, 
По-нататък имаме y’'=-—sin χ. Функицията у ще бъде изпъкнала във 
всички интервали от вида ((2А4--1)я, 2ΚπῈ и вдлъбиата във всички интер- 
вали от вида (2kx, (21-|- )κ), където k=0, 41, +2,... Във всички точки 
OT вида x=an (л--0, +1, +2,.,.) функцията у ще има инфлексия, тъй 
като у (пк)--(0, γ΄ (пи)40. Графиката е показана на черт. 46, 
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Упражиения. Да се изслелват функпиите: 

x 43 
- . 2, = . 1, уе — Зх. ¥ р 

уъ + 4 _( _2) s уе Е 

. - 

7. y=sinx+cosx, B y=xe 2, 

Черт. 27 

9., ул + arctgx. 

Hepr, 26 
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- —— Е . - 

Черт, 29 

Черт. 30 
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¥ Y =arccolg x 
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Черт. 40 

Чера. 41 
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ГЛАВА УИ 

НЕОПРЕДЕЛЕНИ ИНТЕГРАЛИ 

Понятисто неопределен интеграл възниква съвсем естествено, KO- 
гато си поставим 38 задача да дефинираме действието, обратно на дей- 
ствието диференциране. Оказна се обаче, че методите за извършването 
на това действие, което сс нарича интегриране и се състом в намира- 

HCTO на сдна функция, на която познаваме пронизводната, са много по- 

сложни, отколкото методите за диференциране. Ние ще се запознаем 

постепенно с различни методи, позволяващи ни да интегрираме HAKOH 
CNCUBASIHHE, но все пак достатъчно широки класове от функции. 

Β 40. Дефкиниция н най-прости свойстваА 
на неопределените интеграли 

Нека с дадена функцията /(х), дефинирана в един интервал, Ще 
казвамс, че функцията Е (х), дефинирана в същия ΜΉΤΟΡΒΔΗ͂, сприми- 
тивна функция или неопределен интсграл на функ- 
пията /(х), ако F(x) с диференцуема в този интервал и Р()-/ (х). 

Така например функцията Ρ(.κ)π--;- х? ¢ примитивна на функцията 

7(х)--х2 в интервала (—oo, co). В същия иитервал функцията Flx)=sin х 
сс явява примитивиЗа на функцията f(x)=cos χ. 

Когато сдна функция /(х) притежава поне една примитивна F(x) 
в някой имитервал, то тя притсжава тогава и безбройно много прими- 

тивии в същия ннтервал, тъй като всяка функция от вида F(x)+C, къ- 

дето С е константа, ще бъде също примитивна на f(x). И наистина, 
ако F(x)=f(x), 10 (F(x)+C)'=f{x). Лесно ¢ да се ниди при това, че 
други примитивни функцни дадената функция /(х) няма, А именно 
валядна е следната 

Teopema, Axo Е(х)е примитивна na функуията /(х) в един интервал, 
то всяка друга примитивиа на /(х) има вида Е(х)4-С, където Се ня- 
каква коистанта. 

Докхазателство. И нанстина нека Ф(х) с произволно взуста 
примитивна функиия на /(х). Да разгледаме функцията Фф(х)--Ф(х)--Я(х). 
Hmame @'(x)=0(x)}—F(x)=f(x)}—(x)=0, T. е.ф(3)-- Ο за всяко х от 
лалсния интервал. Тогава съгласно основната теорема на интеграл- 
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ното смятане функнията @(X) € константа в този интервал, т. е. ф(х)-С, 
κπὶ Ф(х)--Е(х)--С, откъдето Ф(х)--Я(х)+С.” 

За да отбележим, че функцията F(X) е примитивна на дадена функ- 

ция /(х), пишем 

. F(x)=ff (x)dx. 

При това записване функиията ДХ) се нарича подинтегрална 

функция. 
По-късно ше покажем, че всяка функция, непрекъсната в един HHTED- 

вал, има примитивна в този интервал и че следователно символът 

f f(x)dx има смисъл винаги когато ЛД(х) e непрекъсната. 

Тази глава ше бъдс посветена на методите 33 пресмятане на при- 

митивните функции. Във важността на тази задача ще се убедим по- 

нататък — когата в следвашата глава изучаваме теорията на т. нар. 

определени интеграли. , 

Намирането на примитивните функини на дадена функция /(х) се 

нарича ннтегриране на f(x). В основата на HHTCTPHPAHETO на 

функините или, както ше казваме още, на пресмятането на неопределе- 

ните ннитсеграли лежи следната таблица: 

. # 

]х*а.щ%д„ь
с (а+ -1). ]%т!п:х! Ε (x+0) 

. 

fsin х Ол а —cosx+C, fcosxd.\:nsin.t-i-c. 

d dx 

aosxx =tgx+C. Sty = OB 

je’ dx=¢ +C. fi%-:arc tg x+C. 

᾿ dx . 
.--ΞΞ.- -- -τ-ατοπχὶζ. 
Г | 

- ἐ εχ к„ а| Ο (а+0). 
N ка 

Естествено всяка OT тези формули може да се прилага 33 такъв интер- 

вал, за κοῆτο е дефинирана съответната подинтегрална функция. 

. Доказателството на формулите в таблицата е очевидно. Ще no- 

кажем само как сс установява втората от тях. Трябва да проверим, 

че при x+0 имаме (In x| »;-C)'=-};. Накстина в интервала (0, со) имаме 

In (|x}|+C)'=(n |x])'=(n x)'=—l—. а в интервала (—oo, 0) получаваме 

In (Jx|-+ CY'=(n |x{)’=(n (—x))'= ....ξ.::ἑ. 
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Постепенно ще се запознаем с методи за пресмятане на различни 
ΒΈΠΟΒΟ неопределени интеграли, като във всички случан ще се стремим 
да т сведем търсения интеграл към един ἩΠῊ няколко от табличните 
интеграли. 

Обикновено константата С се изпуска--- не се пише, но се подраз- 
бира. | 

Първата формула от таблицата на OCHOBHUTE интеграли веднага 

ни дава възможност да пресметнем редица интеграли. С нейна помощ 

получаваме” например 

fx‘dxm—%—x‘, 

dx _ -3 - 1,,,.___1.., τ | dx=—x τ 

B случая, когато подинтегралната функция е константата 1, с по” 

мощта на същата формула или още по-просто чрез непосредствена про” 

верка получаваме 

f dx==x. 

Hexa f£(x) и g(x) ca две функции, притежаваши примитивни функции 
в някой wutcpsan, Тогава тяхната cymu --функцията f(x)+g(x), също 

притежава примитивна K при това имаме 

( [υ͵ωῶ εο άκ- [f@)as+ [ε0)άν. 
Също така, axo /(х) има примитивна, а K € константа, то функцията 

К/(х) HMR също примитивна и с в сила равенството 

2) Ге/одах-к f £ dx. 
Верността HA паследните две рарвенства се установява мнадго просто, 

Наистина имаме 

(Гходах+ [« )ά -(Глодах) +(fe ) dx) =1 (8 ). 
което показва, че функцията 

Гл 09дах+ [σο)άκ 

е примитивна на функинята / (х)--#(х). С това с доказано равснството 4 

Равенството (2) пък следва от равснствата 

184



(« //(3ах)-#(/ /(о9ах) =kf (2. 
Равенствата (1) н (2) вече Η позволяват да пресмятаме някон най” 

прости неопределени иктегрални. Ето някон примери: 

Гах+зу da= |(45 +12х4+9)ах 
=4 | ἀχ 12 | хах+9 | ах 

Упражиения, Да се пресметнат следмите книтеграли: 

4 

Ξξ: f-fidx: f{x+3)’d:; f"’*‘zn; f""“‘*z“""d,. 
x х 

ξ 41. Впасянс под знака на диференциаля 

С оглед на по-голямо удобство при пресмятанията уславяме сс 
За следното: 

Ако @(x) е диферснцуема функция, ще пишем 

а) [ e (хах« [ fxyd o). 
Korato прилагаме това pascnciso, ще казваме, че BHACHAME 

функцията 9'(x) под знака на диференциала илк че 
извършваме действието внасяне под знака на диференциала, To се съ- 
CToM в това, че вместо функцията ф (х), която ¢ пред диференциала, 
написваме под диференциала една нейна примитивна функиня, С други 
думи, интегрираме функинята @'(x). Ето защо можем също да пишем 

) [rme dx= [Πυ) 41φ } Ἐ6], 
където С е произволна KOMCTAHTA. 

Също така ще имаме (въз основа на равенствата (1) н (2)) 

k[fmdo=[krmdom=[rrdko= Глсда еС0 +С1, 
” където k н С са константи, а @(x) ¢ диференцуема функция. 

Ето няколко примера за внасяне под диференинала: 

f 510 х 205 xdx— f κἷπ х sin x; 
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fxln xdx=-;—flu xdx*; 

f(zx—}-l)’dx: ;n-f(z.x+l)’d2x=-;—-].(2c+I)’d(zx-}-l). 

Hexa забележим ome следното: 3a всяка функция, притежаваща 
примитивна в някой интервал, имаме очевидно 

а/09ах- /(3ах. 

Ot друга страна, за всяка диференцусма функция f(x) е изпълнено 

Jdro)= 1. 
Тези двс pasencrsa ни показват, че знаците | и 4 взаимно се унищо- 
жават. . 

Ползата ot действието внасянс под знака на диференциала се вижда 
ACHO OT следната 

Teopema, Нека 3a някакъв интервал D имаме 

(3) Π ΤΝ 
ко (1) ¢ диференцуема функцуия, дефинирана в някой интервал Р,, 
стойностите на колто принадлежат на интервела D, mo в интерва . 
ла I}y имаме 

4) [{Πφ } 4φ ).- ΡῚΦΟ. 
Доказателство. Преди всичко интегралът от лявата страна 

на равенството (4) може да бъде написан така: 

(5) Леале (9аг. 
От друга страна, като използуваме правилото за диференциране на 
съставни функцнии н вземем пред вид, че в инитервала О имаме Е(х)-/(х), 
ще получим равенствата 

Те -- #” φ Ф () lo())e’ (1), 
валидни за ΒΟΙ͂ΚΟ г от . Виждаме, че производната на функцията 
#Я14(1)), намираша се в дяската страна на равенството (4), с равна на 
подинтегралната функция на интсграла (5). С това теоремата е дока- 
зана. 

Тази Tcopema ни позполяна, накратко казано, във всяко равен.тво 
OT вида (3) да заместим променливата хе произволна диференцуема 
функция ф(1) (стига стойностите на тази функция 18 принадлежат на 
интервала, за който е валидко равенството (3)). По-специално всички 
формули от нашата таблица на основните интеграми запазват своята ва- 
лидност, ако заменим в тях навсякъдс променливата X с някоя диферен- 
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пуема функиция Ф(1). Тази именно последна забележка заедно с действието. 
внасяне под знака на диференциала ни дава възможност нече да пре- 
смятаме ΜΉΟΓΟ неопределени интеграли. 

Ето някон примери: “ 

1 f e xdx= -1 f e dr =t e, 

2. f'sinxcosxdx::fsinxdsinx:—%—(sinx)‘:—'— sinix. 
2 

3. xdx flix; Ifd?:xf')=l“lfl(l+x*) 

!:м"ПЗТ чау 10 ( х) при x>1. 

5. fsmzxdx- ! ffimlfdlxa—-;-coszx 

6. f(lx+3}’dx=-;~f(2x+3)’a'1x= ;-Ιμω;νάᾳχω) 

:...ἑ... (2х43у. . 

7 ]„/2:-4-1дх--:;--[ф:х-.:-мг.ш-“д-[„/й.т-ма(зхн) 

=1 @+ D7, 

(а>0, —a<x<a). 

10, fsin’xdx=—fsin= xdcosx—e—f(l—cos’x)dcos.x 

s~fdmsx+fcos’xdcosx—-«cosx+~; cos? χ. 

ll.fsinzxdx fl—?szx dx %fdx—-.l,—fcoslxdx 
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17 1 1. 1. 
==-z—x—- e cos 2xd 2x= 5 x—--z-' sin 2x, 

12. fcos‘xdxzfl +°°szxd -—~fdx+ fwstdx 

=_2—x+-z-fcos2xd2x-=-z—x+—3-sin2x_ 

dx 

dx " ᾖἷἷ digx κ 

13. SiNXCos X simxcosx | ПЕ Εἳπἔἱεκὶίθς.κΐ). 

cos¥ x 

47 
« х 

14 [- = dx - сов 3 %7 
И sinx " х x х" “ 

236 < соз 5 ι τ ι τ 

] х 
=In 18 -1.--‘ (0<x<x) 

. κ ΧῈ = 
15 f х d( z)_,.. 

“ | Ὅο κ “ 
am(x + -2-) 

Or задача 14 получаваме 

С!х X « Γ n я [2πτ Μ{ (е) 
Упражиения, Да се пресметнат следните ицтегралн: 

x* xdx 

L fol + xdx. 2. f xsz dx. 3, 1—;—-“. 

4 

« f 3 - 5. [х:*х! и 6. ft"d:. 7. fe"' xd x. 

Ν 

dx dx xdx хаж 

.' " ,‘ S ч 'ot ееае * ἹἹ. ————— 

14 
12, 7- х„ 13, f::os‘ xdx, W, fsin Sxdx. 15. ]в:п*:хад. 

+ X 

16 dx а х 
“ | sin3x 17. foeosxe™ " gy, 18 |а хах. | 
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8 42, Интегриране по части 

Важно средство за пресмятане на неопределените интеграли € Τ, нар, 
формула за интегриране по части. 

Нека щ х) и у(х) са две функцини, диференицуеми в един интервал D, 
Тогава, както знаем, 18 всяко х τ Д имаме 

( ν( ) =u"(x)v(x)+ w{x)v'(x). 

Tosa равенство показва, че функцията щ(х) +(х) ¢ примитивня на функ- 
пията 1 (х) W{x)+u(x) v'(x). Следователно имаме 

πμμμ)-...-] ¥ (x)v(x)dx+ fn(x)r'(x)dx, 

косто MOXC Π се напише аще Taxa: 

u(x)v(x)=[v(x) du(x)+ Ги () dv (x), 

ἈΠΕ окончателно 

(1) [μῷ dv(x=u(x) s (= [ (x)du (). 

Равенството (1) се нарича формула 38 ннтегриране B O 

частк. Ние ше прибягваме към нея, когато желаем да пресметнем инте- 
грала, който с в лявата страна на равенството, но интегралът, написан в 

дясната му страна, с по-достъпен за пресмятане. Ето някои примери 

1. fln.\ dx=2x Ъпх--.[хкппх-х!пх-]хш:гдх 

.—--xlnx—fdx-zlnx—x_—:x(lnx—n (x=0). 

2. f.tlnxd.xfl-;«flnxdx’::-;l;-.s‘lnx-—-%«fx*dlnx 

3. [xcosxda= [ xdsinx=xsinx— [sinxdv=xsinx+cosx. 

4. |ке аке Г хаетеже - |е dx=xe'—e" 

5. |е чпл адх- [οἰπ χ εἰ - εἰ явх- Ге ая х 

--z’sinx—ff‘msxdx.—e’sinx—fcosxde" 

sc‘sinx«e’coszc-e-fe’dcosx 
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е“ sinx-e’cosx—fe’sinxdx, 

откъдето получаваме „ 

fe" 5 х dx= -%—-c‘(sinx—cmx). 

Аналогично пресмятаме f е“ cos xdx= -5;- € (sin x--cos x). 

6. Φορμυπατὰ 38 интегриране по части се използува при пресмята- 

нето на следните често срещани интеграли: 

където a>0. 

Ние ше пресметнем подробно първия от тях (начинът за пресмя- 

тането на другите два ¢ аналогичен). Имаме 

и ИИИ а τ χ 219 
fJa‘+x dx=x ψαϊ - χὶ fdeE’-i—x‘ χ ψα:} χὶ 2а 

ε- Ν х.*,са....;в: - _——;-_ SP— 

ХЛЕ + f = dx=x ψαϊ Х fJa‘-]—x’dx 

+a* J;f‘f.,.‘?i:x „Е х ай Ίη ΧῈ άἆ’ᾧἜἹ-Ι{α’ψἑἀ. 

" 
“- 

ФОттук 

f\/a‘-}—x* dx= Ξ [χ х ча а χ + Ja‘-i—xil]. 

7. След xaTo се запознаем с общия метод 38 интегриране на ра 

цнионални функции, ще видим, че твърде често при това интегриране 

се достига до интеграли от вида 

ах щ 

(@ + xp’ 

където а е HAKAKBA константа, а п € цяло положително число. Ето как 

чрез известни преобразувания, между KOHTO и използуване на форм -лата 

38 WHTETpHPAHE ΠῸ части, пресмятането на този интеграл, който за крат- 

кост ще означим с Л. може да. се сведе към пресмятането на интеграла 

1 В 1:



-.--а:]„-1 2a' х(а ху dx? 

=-£Ti__,—%fx(a’-{-x‘)“d(a’-}-x*) 

1, 1 -t 
‘—"a'"--t“mf‘d(“’“’) | 

= T ра -уай [ω Ό Ν ?FTE')'_'] 

аЕ I s τε η 
И така получихме CACAMATA рекурентна връзка: 

I =‘_~l_ 2л — 3, 1 х 

Tt τ - ер AT 

KaTo приложим този метод π---ἴ пъти, ние ще изразим I, в крайна смет- 

«а посредством интеграла 

който сс пресмята непосредствено. 

Уаражиения. Да се пресметнат слелните нитеграли: 

1. fr’lnxdx > 2. [xsinxdx. 3. [κεὶ χ. 

4 Ι.}.:'"""ι-:(::»«.ΐἕι. 5. ]„/:Т.?дх ς- ψξκας- Я 

6. jarcigxdx. 7. fxarcl.xdx. 8. fx’m:tgxdx. 

9. fmzin}dx. 10. fxmsinxd.r. 1. fx’mslnxdx. 

dx dx й 

12. f—(t—;—;;;r 13, m 14, fc“smhdx. 

При пресмятане Ha кнтегралите 

{1) T а [:in" xcos"xdx, 

хъдето т H п са произволни цель числа, постъпваме по различен начив 

в зависимост от разните случан, които могат да се представят за стой- 

HOCTETC HA m K . 
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Преди всичко ще отбележим, че пресмятането на интеграла .. 
сс извършва веднага, ако m=1 или п--), Наястина имаме 

1.„,=!:йп“ х с08 х dx= fsin" xdsinx= 

ΕΌ 
ετ х при pfuln 1 

) Inisin x| при m=-—1, 

I,,,,mfninxcos'xdzs —fcos"xdcosx= 
- 

l ηὁι 
" ει 605 х при πὲ --ὶ 

—Injcos x| при na=-—1, 

Ако поне един от степенните показатели т и A € нечетно положни- 

телно чнело, например пе-2А41, където К € цяло положително число, 

то пресмятането на интеграла /, „ Може да се сведе към разгледакнкия вече 

случай по следния начин: . 

I;,n,lmfsin"xcos‘“‘ xdx=fnin‘xcas"‘ xcosadx 

..f sin ™ x (1 —sin? x)* cos xdx. " 

Karo развнем (1—sin® ху no формулата на нютоновия бином, нме ще 

представим /а 5,y XATO сума на интеграли от вида / ,. 
Аналогично постъпваме с интегралите OT видяа Ллщ (където К 

€ цяло положително число), XOMTO пък представяме като сума на ΜΉΤΕ- 

грали от вида / . 

Пример 1. fnin‘.xcos’xdx 

=fsin‘ xcos* x d sin x=f sin® х (1 —sin? х) d sin x 

\=fsin°xdsin x—zfs.in‘xdsinx +fsin'°xdsinx 

=—.:,- sin” x— -ξ-- sin® х +-:Т sin't x, 

B ofums случай пресмятането на интегралите J,, M3IMCKBA извс- 

стни преобразувания. Ние ще посочим начините за получаване на три 
рекурентни формули, с помощта на които можем да доведем пресмя- 
тането на всеки интеграл от вида (1) докрай. 

I. При т+#--1, като използуваме формулата за интегриране по 
части, можем да преобразунаме интерграла [, „ по следния начин: 

I,,,,-:fsin" xcos” xdx 
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R . 1 - R 
-fsm"‘xcos" lxdsinx= E—+-l~fcos" ΕΥ͂ ΓΤ ἐ 2 

1 -1 Tl ] 
fl:m cos*~1 xsin’ х πεὶ fsin"'“xdcos -t x 

sin™*t xcos*t x4 τ fsin"".: cos"~? x dx. 
т«+ 1 т+1 

И така получаваме , 

(2) а ае :_ T " Π } xcos™”! x+; :11 Тъ 5 - 

Аналогична при л+--1 получаваме 

. + — - - l 

(3) l-.-=-.“ τ 1 sin™ ! х cos” 13+: «1 Ι--ι."ι' 

П. Винаги можем да преобразуваме [,, по следния начин: 

Г . а ]:Зп“хш“д;:а*хп!вйп“** x(1 —cos? x)cos" χ дх, 

откъдето получаваме 

(4) С ΛΌ ι"’ιι-ι.ιῄ“ 

Аналогично се получава 

(5) Im tfilmn-z-ts-bo«r : 

Да отбележим, че като използуваме фо рмулите (2), (3), (4) н (5) 
можем да изразим интеграла .. при тф#--1 посредством интеграла 

Ιιιι.ιι .3 й при πὴ--ὶἰ -- чрез интеграла In . 

Ш. Когато m<0 и n<0, за препоръчване ¢ (ако изобщо се налага 
някаква преработка в дадения интеграл) да се зацочне със следното пре- 

образуване: 

1„:!:5::*; cos® х йл =fsin‘xcos'x(sin‘x+cos’ x)dx, 

OTKBJCTO получаваме 

(6) Imn"—“’ πε-ς }. ιιἦ’“!ιιμ 5.}" 

JlecHo е да се ΒΆΠΗ, че с помощта на формулите (2), (3), (4), (5 в 
(6) можем да сведем пресмятанета на всеки интеграл от вида (1) към 
пресмятането на сдин ἩΠῊ няколко OT следните интеграли: 

f sin χ dx, f cos x dx, f ,ΞΞ. s f :::х , 

. 5 х х х 
]зшхсомдх, fm dx, f.‘f" dx, 4 __, 

« 51 

Ὶ ах ἄ 
fSln xdx, fcos’xdx, ἷἰἶἐ-: “ -[ШЗХ Π 
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което вече се извършва непосредствено. 

Пример 2. fsin‘xms‘xdx 

=-fsin3xcox‘admsx=-——} 112 ха со х 

# 

= ---;- sin? xoos’x-l-%—-fcos‘x dsin®x 

1 , . auTxlnfixcos’x+fnn*xms‘xdx 

1 ΄ # 

1 . . К ееу 502 xcos* x -+ | sin? xcos? x (1 —sin? х)ах 

% B . e ==——3-sm’stl‘x+ sin*xcos® х ἐἶχ-- fmn‘xcos‘xa‘x. 

Оттук nomywasame ' 

(M ' [Jsin*xcostxdx=— —%—siu-‘ х cos? x+-;-—fsin’x 2052 хах. 

Остава да πμοἑωεπιεπ иктеграла 

| f 52 x cos® x dx, 
което ще направим отделно. Имаме 

fsin‘xcos’ xdx= -fsin xcos? х 4 cos х —%fsinxdms’x 

m-—-;'—sinxcos’x+-;—~fcos*xdsinx 
а 

ε, : | =-.-3»-зшдсоздх+ +]сов*хах 

= ---;- sin xms’x—fm}- cos? x (1 —sin? х) dx 

. 1 . = —-;— sin х cos? x " Т/соа*х εἶχ - -'—-fsm’.x; cos?xdx, 3 

откъдето 

(8) fsin’ х 0052 xdx= — —%—sinxcos’x«}--i—f са5 х dx. 

Най-сетне . 

Θ) f cos? xdx= 3~ f (1+cos2x)dx=—2-x+ ,-sin 2x. 
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От равенствата (7), (8) и (9) получаваме стойността на търсения интеграл. 

Пример 3. o x 

d 

πἰαῖχ - - ςοοῖχ , [simx dx 
"Ι ΠΈΣΟΣΣ 6.1:-]“.:4:-*- sinx T 

decosx +f—£—= e [ 

Тъй като DPECMATAHCTO на интеГрала Ι:ὶπ.τ ни с познато (sx. пример 

14 ot 4 41), можем да считаме задачата 34 решена. 

Пример 5. fm‘ dx 
cos х 

_fm‘x(l — cos х) εἰχ :Ιἳ: dx-fsin’xmsxdx 

1-(58*: . | - 

- sz dx—fsm xdsinx 

. 1 . 
-- 5'η X — —— 50 χ. 

« 3 

dx 1 Ν dx =fenax —fmsxdx—-j--sin x~fm 

dx 
Достигнахме до иктеграла. f P който знаем да пресмятаме. 

Нека да забележим накрая, че понякога, като използуваме една или 
Apyra тригонометрична формула, можем да опростим пресмятанията 
на даден ннтеграл от вида (1), без да прибягваме към нито сдин от по- 
сочените методи 18 преобразуване на този ннтеграл. Taxa например 
хнтегратът 

f sin? х cos? xdx, 

KOHTO MEC пресметнахме, KOTATO разглеждахме пример 2, MOXE по-просто 
Да бъде пресметнат така: 
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fsin’x cos? ;gdx:—:—[‘(z sin x cos ?x)"dx 

m-—}—- fsinz 2x dx= -ἔ- (l—c:ostlx) ах 

;-?Г]дх--%г]шс%хд ἄχ - -ἔ-;-τἓἴ sin 4х. 

Упражиения. Пресметнсте нитегралите : 

sin® 1 fsin’xm'xd‘x. 2 [{33:3 ««-. 3 fain"xd‘x. 

sint х dx 
4. fcos‘.tdx. | 5. fem‘x‘z‘ &ffin’x' 

dx К а А 
> εο х * ) sin?xcos?x 

8 44, Интегриране чрез смяна на променливята 

Един метод, който твърде често се използува при пресмятането 
на неопределените интеграли, с т. HAP. интегриране чрез смяна на про- 
менливата или интегриране чрез субституция. То се основава на след- 
ната 

Теорема. Нека функучята /(х) е дефинирана в един интервал. D, 
а функцуията ф(1) e дефипирана и диферленцуема в интервала Dy, като 
при това производната й ф(1) ¢ строга положителна (или пък cmpozo 
отрицателна) в mosu интервал. Да предположим още, че множеството 
om стойностите na функцуията ( } съвпада с Ὦ, Axo за интервала D, 
€ изпълнено равенстаото 

m Sriemdem=r@, 
mo 32 интервала D имаме 

@ [Πογαχ-- Εἰψ Ὶ, 
където y(x) е obpamuama фупкуия на функцуията Фф(1), 

Доказателство, Преди всичко нека отбележим, че ΟἹ усло- 
BHCTO, наложено на ф (г), следва, че функцията «ф(() е строго монотонна 
и следователно обратима в интервала Я,, Да напишем още веднъж 

L paseHCTROTO (1) B следния вид: 

Л/еае (di=F ). 
Така написано, то ни показва, че 38 всяко г OT D, имаме 

(3) | | ἘΛη Ξ Ἂφ }φ ().



За да докажем равенството (2), трябва да установим, че функпията 

Fly(x)] е диференцуема в интервала D н че нейната производна е равна 

на £ (x). Като приложим правилото 38 диференциране на съставни функ 

ΜΗ н като вземем пред вид равенството (3), получаваме 

{εἰψ(.}}}" Ξ- Еуу ()= Ле (v (N9’ ч (2). 

Тъй като () е обратна функция на функцията φίῶ, то, от една страна“ 

me имаме @{y(x)]=x, а, от друга страна, съгласко правилото за дифе- 

ренциране на обратни функцин ще получим 

# фе —l__ - 

“ (х)"е” [ν (.}} 

Следователно 

(Fly (0N} =/ (9" ν ΟἹ ев - 0 
С това теоремата с доказана. 

Тази теорема е в известен смисъл обратна на теоремата от 5 41. 

Наистина, докато там видяхме как можем да пресмятаме интеграла 

ῳ [ rie@ndo. 
когато познаваме интеграла 

. Jrwax. 
тук, обратно, получавамс BLIMOKHOCT да пресметнем втория OT тези 

два интеграла, когато знаем първия, 
Теоремата за смяна на променливата ще използуваме, когато же- 

лаем да пресметнем HuTerpana (5) и когато можем така да подберем 

функцията @), удавлетворяваща YCIOBMCTO на теоремата, че интегра- 

лът (4), получен чрез заместванс на х с Ф(1), да бъде по-достъпцен 34 тре- 

Tipane. След като пресметнем интеграла (4), връшаме се OTHOBO към 

променливата X, като в получения резултат заместваме ! с функцията 

y(x), обратна на фуикцията φί!). Обикновено при решаване на задачи 

от този тип казвамс, че извършваме субституцията хе ф(1). 

Пример |. Нека да решим интеграла 

fJa’ ~xdx (6>0) в uutepsana (—a, a). 

Да направим CyOCTHTY (MATR х--а 54щ f, където Γ се MEHM B интервала 
« . . 

(-ἷ, %) В този интервал имаме (a sin /) --а со5 :9 и сс проверява 

лесно, чЕ условията на теоремата са изпълнени. Тогава ще имаме 

Р(г)=]ч5а5-в1 “2 1 dasinl:a’f\fl*-sin’fcostdl 

—_-aifcos*:dt-a’f-'f ?"2’ dtzi;-fdt-t- —‘f:»fcosztdh 
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. -%М-*“-ЕШЪ* _‘;.x.g.-‘-'—fimmu 

-f—t+—a—sint\/’i . ' 

Ofipam ва функинята х--а εἰη 1 е. очавидно фувкцията arcsm— 

дефинирана в интервала (—a, а). Ние я получаваме, като решим, твц 
„да се каже, DABCHCYBOTO х--а 815 1 OTHOCHO 7. Ето защо пишем {-- 

=arc sin - им заместваме B получения резултат. Като вземем mpen 

вид, че 5щ f==—, получаваме г 

а х « i ],/;а:;щ„--д-шш + 1= 

=-‘—';—aresm Ξ--Ι--Ξ- @ —x3, ! 

Пример 2. Да пресметнем интеграла 

а ι Ι(-ἶ-ξ,ἷ, (a>0) 
в интервала (—oo, 00). Moxem да направим субституцията X=alg . 

nncrotmummnmcpnm( :, 2) Туктше(а!в!)вшч >0. 

Въз основа на TCOPCMATA за смяна на променливата ще получим 

FO= [t Ге е |а 
1 

= e ΗἹΡ“ mnzta ( Ἴ) 

Ofipamm функция на x=a1g ¢ ¢ функцията r=arc tg-- дефинирана 

за всяко х. Ето защо за целия интервал (---00, οοἹ ще имаме 

#х 1 “ 

@+ 2 ("“3“"* o а х-) | 
С помощта на една проста субституция се пресмятат лесно HHTe- 

гралите от вида 

Δ χ ΕΡΧ Ἐ 

хкъдета р и а ΟἹ константи, удовлетворяващи условието р?--44<:0. (Това 
е случаят, в който, както с известно, квадратното уравнение х?--рх+-а--0 
няма реални корени.) В този случай можем да направим субституцията 

. (7) x——..[——p—p 
2 
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” която ΗΗ позволява да се освоболим OT члена OT първа степен B знаменае 
теля. Нанвстина ше имаме 

, Ρ ( . ....-- 

; d( 2) 4 f + 
-——'-P——T-—F—‘—-—'“_—“z p— εμά - 

A £ 2 _ 2 мР (x 2) +р(!- )+ч ея . п 

Тъй xaro константата ‘l}'fi е положителна, имаме интеграл OT вида 

dt 
чч | 

който се пресмята непосредствено, Стойността на търсения интеграл ( 

ще намерим, като в получения резултат заместим гс х+-5. Това е обрат- 

ната функция на функцията” :--*;-. която намираме просто, като решим 

равенството (7) относно 1. ” 
Пример 3.. Да пресметнем интеграла 

Тук pi—4g=—7, следователно нитегралът € OT разгледания по-горе 

тип. Правим субституцията х--:-ъм;-» и получаваме 

3 
а| + —= 

( 3) ж П 4 4 
ЗА 3 71 e 

{- } -{ )5 [5ὉτὉτ T+ 
2 

4 р 

=3 Х 2 аге = 
щ (31...)*4.1 аА 

V7 

Тъй xato (л е ᾧ, τὸ получаваме окончателно 

ах 2 ае 2χ - 3 
Ιύ-π-ω “Ἡ" Ξ Ν 

Субст итуцията (7) Ὴ позволява ΠᾺ извършим пресмятането Η на 
интеграли от вида 

8 - . НА 
е .[н/х=+рх+6 

ΠΡῊ това тук тази субституция ни довежда винаги до резултат, T. 6. 
тук не с необхолимо да се правят някакви предположения за р н ¢ (освен 
онези, XOMTO осигуряват подкоренният израз да бъде положителен B 
даден интервал). 

199



ὶ 

Пример 4. Нека прерметнем интеграла 

ах 

Гуе = > 
Правим субституцията х--1--1 и получаваме 

) - - Ly 
Ji—DP+20-D -3 fJ πἘ γ - 41. 

На ἱξαχ- ΕἸ, поради което получаваме 

Ι“;'}-ΞΓΞΞ:-.-Ἴ:ἹΜΧ-Ι- 1 +Jx1+2x—8 is 

Упражиения. Пресметнетс интегралите: 

ах дх . 

L Ге К А г |е 
.. | ) Τ Ν 3. 1 аХа . Ее) 
ах ” dx 

5. | <у ЕЕ . . 
x4+ x4 и f χ χ 

8 45. Интегриране на рациопални функции 

Ще се запознаем с сдин общ метод, който ни позволява да интегри- 
раме всяка рационална функция, Както знаем, общият вид на една ра- 
ционална функция с 

#02 -» 

() o 
N i ῃ 

където Р(х) м Οἰχ) са полиноми, От алгсбрата ¢ известно, че ако сте- 
пента на P(x) е по-висока ἩΠῊ равна на степента на О(х), можем да из- 
вършим делението на полинамите и да получим представянето 

/0 τ 
Tyx S(x) н R(x) ca също полиноми, при TOBA степента на Я(х) е по-ниска 
от степента на (О(х). Тъй като интегрирането на полинома 5(х) не пред- 
ставлява проблема, можем OT CAMOTO начало да допуснем, че в предста- 
вянето (1) на рационалниата функция f(x) полиномът в числителя Р(х) 
е OT степен, по-ниска от степента на полинома в знаменателя O(x). 

Също Taxa ΟἹ алгебрата е известно, че полиномът О(х), както всеки 
полином, може да бъде разложен на прости множители от първа и 
втора степен, Τ. €. да се представи във вида 

() Q(X)=C(x—af(x—b¥ ... (x*+px+q)... 

Tyx C,a, b,...,p, 4,... са реални KOHCTAHTH, а степенните показа- 
телиа, В „..,2.,... са цели н положителни, При това числата а, b, . .. 
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са PCATHHTE корени на YDABHCHHETO (004--0, Следователно множителите 

от първа степен ше липсват, когато това уравнение има само комплекс- 

ни корени. Множителите OT втора степен пък отговарят на комплекс- 

ните корени на уравнени“то ((х)-0, когато то има такива. Както знаем, 

комплексните корени а цва по два имагинерно спрегнати. На всеки 

B3 имагинерно CUIPErH 4TI корена ше отговаря сдин множител от втора 

«<тепен в разлагането (2), «хойто те анулират. Поради това. множителите 

от вида х14рх--4 ще удовстворяват условието pi—4q<0 и няма да 

могат да бъдат разложени на множители от първа степен с реални 

хкоефициентя. - 
Като се има пред BRI разлагането (2), може при направените пред- 

лоложения за степените на полиномите Р(х) н О(х) да се покаже чрез 

разсъждения OT алгебричен характер, конто ние няма да привеждаме, 

че рационалната функция (1) се разлага в сима ог следния вид: 

᾽ x-af (x-a*! x—a 

B By B 
3 ш„я а Вщ .58 
3 x — P +(x—b)’“f+ +х- 

Mx+N, .~ Mx+N Myx+ N, 
(t‘+px+e)"+(x’+px+ql’““ ЪЕ р +4 

, 

“l’ - - - - - . « . - « . . « . - - - . 

Отделните събираеми в дясната страна на това равенство сс на- 

"ричат елементарни дроби. Те са два вида — едни, конто отго- 

варят на множителите OT първа степен в разлагането (2) и имат в чис- 

лителя си константа, и други, които отговарят на множителите от втора 

степен в това разлагане и MMAT в числителя си линейна функция. При 

TOBR на всеки множител от разлагането (2) отговарят толкова слемен- 

ἼΔΡΒΗ дроби, колкато с стойността на негавия степенен показател. 

Разлагането (3) свсжда интегрирането на рационалната функция 

Τ към интегриране на слемсентарни дроби. Те са, както вече отбеля- 

захме, два вида. Елементарните дроби от първия вид, Τ. е. от вида 

A 

G —ar 

<е интегрират непосредствено. Що се отнася до слементарните gpoba 

OT втория BHA, Τ. е. OT вида 
. 

- 

Mx + N , 

{τ + рх 44 

TO тяхното интегриране се извършва чрез субституцията x=f—-;-- (тази 

"субституция, разбира ce, е излишна, когато p=0). Получаваме 
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Axo положим 3——5—'—’:=aa (това можем да направим, тъй като 4g—p?>0) 

к N—7- M=K, последният интеграл се разлага Ha следнвата сума: 

' , tdt ф 

| м f(t‘ + a’)i+Kj(t' р 
ΠΈΡΒΜΗΤ OT тези два интеграла се пресмята веднага, като внесем { под 
знака” на диференциала, а с пресмятането на втория се запознахме B 
§ 42 (пример 7). | 

” Разбира се, пря този метод не € достатъчно само да се намери раз- 
лагането (2) и след това да се напише разлагансто (3). Преди да при- 
стъпим към HUTETPHPAHCTO на елементарните дроби, трябва още да 
намерим констанвтите A,, A2,..., 4., 8,, Ba,..., Bg... . M\, N,, M:, 
Na,...M,, N, ,.... xowto участвуват в разлагането (3). Пресмята- 
нето на тези константи може да CTANC по различни начини. Mue ще no- 
кажем при комкретни примери как сс извършва това. Обикновено започ- 
ваме с това, че в равенството (3) сс есвобождаваме от знаменателя и 
получаваме равенството на два полинома. По-нататък можем или ла 
дадем на х HAKOM конкретни стойности, или пък AR приравним коефи- 
циентите пред еднаквите степсени на х B полиномите OT лявата Η OT дяс- 
ната страна WA полученото равенство. И при дната начина се получават 
числени равенства, в които остазат като неизвестни търсените констан- 
ти. Те се пресмятат по правилата за решаване на системи уравнения. 

Ще илюстрираме казаното с няколко примера. 
Пример 1. Да се представи като сума на елементарни дроби 

функцията 

/(х)“;г;!“-“ X -6 

Най-напред нашт caame paa.uarauei'o X34 x—f=(x—2¥x-+13), откъдето 
имаме 

1 4 B 
x4+ χ - ὃ х-2+х+3. 

След освобождаване от знаменателя получаваме 

1-.4(х4-314- B(x—2). 

Като положим х--2, намираме Az-!-, а при X=—3 получаваме 8---.ἰ 

Следователно 

» 
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g — Пример 2. Да разложим Ффунхуинята 

м 8 + 1 

| f(x)‘i“-i-i?g-axu-x' 

Тъй κατὸ степента на NOAHHOMA B числителя е по-висока OT CTCHERTA. 
на полинома в знаменателя, най-напред извършваме делението ¥ полу-. 
чаваме 

а38 .Ἱ 6x* +3x+1 

= U T ey z*+3x*+3323+x 

| а 
След това разлагаме функцията Р%ПЪЗТХ%"?. на елементарни дро- 

би. Поради разлагането x*-+3x343x+x=x(x+1)° ще имаме 

622 + 3х + 1 A B, B, # - ааащ а а 
τ ЗА 430+ x καὶ +(:+l)’+(x+1)'+x+l' 

откъдето получаваме 

вха+Зх+ 1е А(х 1)24 B, x+ Bax(x+ 1)+ Byx(x+ 1)2. 
След. "разкриване на скобите приравняваме коефициентите пред x3, 

ΧΞ х, както и свободинте членове OT двете страни на полученото ра- " 
венство: 

44+8,-6, 

зА+8:ч28,-0 

ЗА+В,+8:4+8,-3, 

A=1. 

Оттук намираме 
As=l, B,=8, Bi=-—13, В8,-5, 

Следователно ще имаме окончателно 

- #х 4 | 8 13 5 

χὶ +3х»+з.х=+:“ "‘3‘*""“‘“ x+ 1) (x+1f Тя 

Пример 3. Да разложим на елементарни дроби функцията 

242+ 3 

T =y 
Поради разлаганета х2-.Х24 х--1-щцх--1(х24-1) ще имаме 

х + 2х+3 я Mx4+N 
— e i 

фу чуу χ ὶ еч 

откъдето 

хъ4 2χ- 3 A(x 2 1) χ Ν x—1). 

Kato приравним коефицниентите пред еднаквите степени на X, полу- 
чаваме 

A+M=1, —M-+N=2 A-N=3. 
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Оттук намираме ' 
A=3, M=—32 N=0. 

CreqosaTenHo имаме 

. X4 2x 13 3 2x 
ре ие ие e, . 

1 

х4.1” 
Пример 4. Да разложим функинята / (x)= 

Имаме 

X е( 42х2 4 1)+ 233 = (14 1) —(V2x)2, 
откъдето # 

| =42+ D) (2 =V + 1), 
И така ще имаме 

1 - Mx+ N + Px+ @ . 

Rl χ κει Суя + 
Като се шобощ от знаменателя, получаваме 

΄ I=(Mx+N)(x* = ψ2χ - 1)+ (Px+ Q) (x* ν 2χ +1). 
Чрю сравняване на κοἁφκπκἁπτπτἁ JAOCTHraMe до следната система 
уравиения OTHOCHO неизвестните константи: 

M4 P=0, 

N+Q+J2(P—M)=0, 

M+ P+J2(Q—N)=0, 
N+4+Q=1, 

Ta:m CHCTEMA е очевидно еквивалентна HA системата 

M+P=0, N+Q=1, 

1 
M——-Pfl-—-,—.nl N— :0- 7 ο 

ι τ χιδὲέἐὁ ι χατ 
¥+l ΣΩ͂Σ e ὥἄχαι 247 -2z 41 

Упражнения, Да сс пресметнат следните интсграли: 

” dx 1 x+1 ! 
. jx*+$x+4' O . lnx+4l 
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2. e #. ОТГ. 
=+ DPix—-10 ” x4+ 1 

3 Ἐἷἷ’ἐἓἷξἷ (;rr —;—trctg.z-t--%—lnw.. 

4. ΙΡΞΞ-Ι Отг. -ἕ-!πἓἑἆἷ-ἷψ-ζ “"Ἕ“ 

s, fld:l- | Отг. ἑᾗ.ωἷἱ-;-ὕξξ-ξῄ-ἁῃ";ξἕξ. 

“ 
. 

. |2 om. - μ |- Σ ει 

. [([ΦΞΞΞ3 . om ';““F%“‘fi;?‘fmwk\/;" 

. Ιἓᾧἓ-ὶ-ὶπ. Отг ,з%вгвци;!-ъ%тч::;;!. 

9. j.x“:l" Οττ. ἑ}ἷἳπἕ-ἐξἕξἓ-ἔωῃ:ὔὗπσηχ. 

8 46. Иитсгриранс на иякои ирационални функции 

За разлика от това, което имахме при рационалните функции, 3a 
интегриране на ирационалинте функими HC съществува общ метод. 
Нешо понвече, по-голямата част от ирационалните функции притежават 
такива примитиани, конто изобща не могат да се изразят чрез слемен- 
Ттарните функцин. Само 33 MAKOH спешиални категорин ирацконални 
функции съществуват методи за интегрирането им. Общ. принцияп ¢ на- 
мирането на подходяща субституция, която позволява да сведем пре- 
смятането на даден интеграл от нрационална функция към пресмятане 
на интеграл от рационална функция. Ще се спрем на някон от тези спе- 
циални категории ирационални функции, 33 KOHTO това € възможно. 

Най-напред ще разгледаме такина ирационални функции, в които 
променливата х и няколко нейни радикала 

- Ν " 

\11“, \/1.3,..., an‘ 

. 

са подложени само на т. нар. рационални действия, т. с. на действията 
събиране, изваждане, умножение и деление. Тук my, n2,...,n, са цели 
положителни ἡμόπα, а My, т2,....т, са цели числа. Функции от този 
вид винаги могат да бъдат интегрирани. Това става, като вземем най- 
малкото общо кратно Х на числата ay, mz,...,N, и направим субсти- 
туцията 

x=t* 
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Τίρις тази субституция всички радикапни преминават в степени на [ с 
цели степенни показатели. Като вземем пред вид, че 

dx=kt*~dy, 

«става ACHO, чвслвдсубстпуштащеполушцтрпотшжщ 
«функция ня 1. | й 

Пример 1. Да пресметнем интеграла . 

-(-“;-'ἱ--)- при x>0, 

Х„ εὶ 

Правим субституцията x=1° н свеждаме дадения интеграл към πητὸν 

трала " . 

Gfmdl. 

Описаният метод MOXE да се използува м при функции OT по-сложен ” 
мид, а именно при такнна функцик, при кокто BMCCTO радикали на X 

имаме рв.,шпщтв:шоя дробно-лнпсйщфутяшхшвшвдп 

(тук а, b, а,, b, ca константи, удовлетворяващи условието аь.-„а.ь-ьо) 
Предполагаме, че тези радикали 

" i 

1) J ax + Ву J ах + й \m ¢x+ Π 
ax+h) ' ax+h ) v У аА 

(където числата M1y, M2, ..., 0, mnnnmmnnommrrmn am,m,.. 
m, са цели) са подложени само на рационалните действия. ererpxpa 

HETO на функции OT този вид става чрез CYGCTHTYIMATA, определена OT 
равенството . 

ax 4+ b ᾽ 

@ ЕКТИ 
къдета k с най-малкото общо кратно на числата Ny, M2, ..., п,.„ Наистина 
ΟἹ равенствотоа (2) получаваме „ 

ьдь -Ἔ 

(3) == а, 1* 

И така х сс явява рационална функция на /. Освен това всички радика- 
ли (1) преминават в степени на # с цели степенни показатели. Най-сетне 
от (3) получаваме 

я < ай — а: к- 

така че н множителят, който идва от dx, ни донася една рационална 
функция на {. В резултат получаваме интеграл от рационална функция 
на . 
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Пример 2. Да се занимаем с интеграла 

1- А +Т 
. —_— dx при x>0. 

ж. ¥ 1 

“ Посредством субституцията - . 
х41-1, 

жоято ни дава x==1%_], дщештшегршипщ:двтдщщ 
тлотрвшош фуящп 

{ ΕἸ 

Пример 3. Да разгледаме интеграла 

ψετι 
Ιῄπ-}ἷ-ἅκ при x>1. 

Представяме дадения интеграл във вида 

ж-правим субституцията 

x4+l ' 
! . те 

Оттук получаваме 

хшш. 
"1 

Пресмятаме (3a удобство) предварително dx и получаваме 

Torasa даденият кнтеграл сс преобразува в интеграла 
t— 1)t . tdt . 

—‘fcw Ty ὴ -1y d"—‘f(u- Π {{--Ὁ 

Упражнения, Да се пресметнат следните итсграли: 

3 

dx . 2 l+\f£—-\lx—" 
- . я 

14-3: RN 

. Г 

f Ja?(l + JF) 
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5 ]„Й-х.ь;“ 6: Ι"-μξἷἷῖ““' 
1+ νχεὶῖ 

i—x dx -z - „ N а . Г 

5 47. Субституция на Облер 

Интегралите от вида И 

m [καὶ Jai T bx + 9 dx, 
където R(x, ax24+bx+c)e един wipas, в който променливата X и ре- 
дикалът „ах“-Бх4с са подложени само на рационалните действия, 
също могат винаги да бъдат пресметнати. Това става с помощта на 
три субституции, наречени субстиктуции μ Ойлер, 

1. Първата -субституция на Ойлер може да се изпол- 
зува, когато a>0. Тя се дава с равенството 

(2) „ам Е Бх + сез„/ах+1. 

След повдигане в квадрат двете страни на това равенство н проста пре- 
работка получаваме 

f'_t . 

Е Т 
Виждаме, че х се представя кате рационална функция на г. Замествам 
намерения израз за х в дясната страна на равенството (2) и изразявам 
радикала axi+bx+c съща като рационална функция на 1, Най-сетне 
производната на X, която ще се появи в израза 32 dx, като производна 
на сдна рационална функния ще бъде също рационална функция на г. 
От всичко това € ясно, че след направената субституция ивтегралът (1) 
сс превръща в интеграл от рационална функция на г 

Пример 1. Да направим в интеграла 

f—-_——_*’“*‘j‘ ἘΣ gy (x>0) 

субституцията 

„К Зу + 2=x+1. 

Намираме 
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Тогава даленият интегран преминава в интеграла 

1 (а-2(+ ΤΑ͂ 
Σ [{.-- 2}{ι-- ξ «4. 

П. Втората субституция на Ойлер може да бъде m- 
ползувана в случан, когато квадратното уравнение ax?+-bx+c=0 има 
два различни реални корена. Axo тези борени «а а н B, то, както зааем, 

᾿ "Ἴ ax?+-bx + c=a{x—a)x—P). 

[ Втората субституция на Ойлер се дава с равенството 

Q) Va(x—a)(> —B)=t (x—a). 
Ot равенството (3) след повдигане B квадрат M съкращаване на мно- 

жителя х--а получаваме 

af* — Ва 

Хе Πβ- 
. 

И така х с представено като рационална функция на /, Като заместим 
така намерения израз за х B дясната страна на равенството (3), ще по- 

лучим радикала ψαχ -Бх-+с, също изразен като рационална функция 
на г. Най-после и изразът 32 dx ще представлява една рационална функ- 
ция на 7, умножена с #. В резултат след извършване на субституцията 
интегралът (1) ще се преобразува в интеграл от рационална функция на . 

Пример 2 Да разгледаме интеграла 

dx 
fox‘_—h—_3 при 5;»3. 

Тъй като x%—2x—3=(x+1¥x—3),
 

можем да направим субституцията 

Vix τ DNx=3)=1(x+1), 

откълето намираме 
F+3‘ 

1 

По-нататък получаваме 

v’a?‘—{—bx«:-r-— г ( 1 
Ο βδε1λ -ιὴὶ 
Ρ-Ι)"{’-Ι 
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Разглежданият интеграл след субституцията ще ни даде интеграла 

4 

l 2]1' + 3 : 

Ш. Третата субституция на Ойлер може да се нз- 
ползува, когата ¢>0. Тя се дава с равенството 

пл в 

« Jaxdithxte=xt+Je. . . 

След повдигане в квадрат и съкрашаване на х получаваме 

“е . 
-а 

x=b—2vet 
‘l 

OTEOBO получихме X, представено като рационална функция на f. He- 

говата производна ще бъде също рационална функция на f. Като за- 
местим израза за х в дясната страна на равенството (4), ще получим 

и радникала /ax?+bx-+c, изразен като рационална функция ня /. Всичко 
това Wi убеждава, че след извършване на горната субституция нитегра- 

лът (1) ше се превърне в крайна сметка в интеграл от рационвална 

функция. . 
Пример 3. Да разгледаме интеграла 

f „ Σ 

хе A x T 

при х и да направим субеституцията 

VE—xFlmxt 41, 

Получаваме 
ως 2,4} 

=1’ 

откъдето 
= gy €204 1 P+t +1 

“Χ“Ἱ“Ἱ-“Ἱ“'μ:χ t== аШ 

Ἀ 
Ἄ 

(Е- т 
# 

След заместването стигаме до интеграла 

#4141 
гаглуа+ ““ 

Упражнения. Да се пресмегнат следните имнтегралк : 

1 j‘ dx . o ‘g_dx-l_ 

“ Л P r3x - 4 ЕА Ру 

f dx . om Хме . 

а+ 0V х+1 Π 2.χα χ χεὶῖ 
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4. —;fi—d& Отг., Ш(х-!-ч/?-ъ:-щч» :2- 

x4+ Fx+1 
5. dx. 

5 48. Иктеграли or диференциален Gumom 

Ще се спрем на още една категория ннтеграли от працнонални 
функции, а именно на интегралите ΟἹ вида 

а) [χ (@ +by ах, 
където степениите показатели т, п K р €A рационалнин числа, а 
коефициентите а н b са пронзволни, различни от нула, конставти. Тези 
WHTCIPATH носят името ннтеграли OT диферсанциален 
биком. Има три случая, в конто тези интеграли могат да бъдат пре- 
сметнати. 

Първи случай. Числото р ¢ yado, ancnyuflmme най- 
много два радикала на X, именно X™ M х”, към които са приложени ра- 
цнонални действия. Следователио интегралът спада към разгледания 
вече от нас пързи Тип интеграли от ирационалин функции (вж. § 46) u 
неговото пресмятакс ни ¢ познато. 

Втори случай. Числото ”-*-:-3- е уяло. В този случай правим 
субституцията 

χ 4 #-1, 

Тогава 
1 

xfi(t—nb)n 

ἀχ-- ἰ (:--13)-: П . 

След заместването получаваме , 

ι-Η 

--f ....... Т τ' { de. 

Първият ΜΗΟΆΟΙ͂ΤΕΙ под интеграла е рационална функция на !, тъй като 
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1 степенният показател "~'—'f;— —1 e цяло число. Ирационалност Moxe да 
вмаме само ако числото р.е дробно (което е дбпустима). Но в този слу- 
чай пак имаме интеграл от разгледания първи тип интеграли от ира- . 
ционални функции. н 

Пример 1. Да разгледаме интеграла 

. f‘h:"dx при x>0, 

Тук имаме m=—1, n=4, pm—é—‘-. Виждаме, че числото 

правим субституцията . 

- 

т 

п =0 е цяло я 

Получаваме | 

x=(t—1)"* 

1 - 
ἀλττι (1—1) 4d1. 

След заместването стигаме до интетрала 

И К 4 j A 

който, KAKTO знаем, се пресмята с помошта Ha субституцията 
ι 2 Г--2, 

Получаваме следния кнтеграл ет | A0 функция 
1 μ 
Ν - - ’. 

2 ]н* 1 ф 

41 Трети cayuail. Числито 2'_"_ |-р € уяло. B Tom случай, axo 
- 

напишем интеграла (1) а следния вид: 

fx"'”‘" {a--bx "V dx, 
) туе 1 и полежим mi-+np=m,, —n=n,, p=p,, ще нидим, че числота ‘“1 

цяло. И наистина имаме 

m+l_m4np+l ὑἐπι Ὴ ᾽ 
m -π i ”—“4‘}’)‘ 

KaTo вземем пред вид ToBa, което извършихме във втория случай, 
заключаваме, че субституцията . 

а 

ще ни доведе A0 интеграл от познат тип. 
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„ Пример 2. Да разгледаме интеграла 

fx ἆ 1 χ ах. 

Тук m=1,n=3, p=?;-. Числото ф+р;1.е цяло. Ето защо предста. 
-вяме дадения интеграл във вида 

х-341-1, 

: 1 
. . x=(t—1) 7 
я 

1 -4 
аХл -- 1 {{- 1 de. 

Така стигаме до интеграла 

2 

1 “ 
_'3"_[ { - ξ dr, 

mfi:ro. както знаем, се пресмята посредством субституцията (--и?. Тя 
ни довежда до интеграла # 

u? 

- f (@ =1y du. 

Доказано“" ¢, че Xorato 3a някой интеграл or диференциален бином 
не е налице нито сдин от разгледаните три случая, той е нерешим, T. €. 
Той представлява функиня, която не може да се изрази чрез елементар- 
ните функции. Такъв с например интегралът 

« 

ΠΡΗ който имаме m=0, n—4, Ρ:-ἓ" {“:l = -Ιι ω-;-ι Те : 
Изобщо при пресмятанета на неопределените интеграли, т. е. при 

намирането на примитивна функция на ладена функция, ние считаме 
Тази залача за решена, KOTATO намерим тази примитивна, изразена по- 
средством една или няколко елементарни функции. Далеч не воякога 

} 

“ 33 първи път това с направил големият руски математик П. Л. Чебишев а821--1894). ὰ P 
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обаче търсената ΠΡΗΜΉΤΗΒΗΔ (макар Ἡ да знаем със CRFYDHOCT, яе тя съ- 
ществува) може да бъде изразена по такъв начин, В такъв случай сим- 
водът 

Лу одах 
ни дефивира една трансценвдентна функция, която не се изразява чрез 
слементарните функцин. 

Освен За нитегралите oT диференциален бином, неспадащи към 
moimmummemnmu,mmucnnpemmmmompe- 
делени интеграли, че не MOTAT A2 бъдат изразени посредством елемен- 
тарките функцин. Такива са напрщмер интегралите 

fc"dx. Isinx‘flx. fmsx’dx, !%4:, fm“dx, eo:x dx. 
« 

а също и BCCKH неопределен нитеграл, който може да сс преобразува в 
някой ΟἹ тях посредством една WM друга субституция, в която участву- 
зат хамо елементарин функции. 

Упражиения ἴ. Пресметнете следните мнтеграли : 

L д2 4 ο 2е [τ- К 
а -- x% ᾿ 

2. [:../нгп Отт. -:"*Х*ч/! ?+-%-ш ://:%::! 

3 1 32 
. 4:-1/3“ Отг z(4+\/x)°f. 

ψψὰ 
. ! 

3 

& _5_‘!.“_ afl‘____-_a.“l:, 

а.„у 

ЮП. Покажете за всеки от следьащите MCOUDCACACHH имвтсграли, че нс може да 
бъде мзразен посредством елементарните функцни (като го преобразувате, ако има 
нужда, чрез подходяща субституция в някой интеграл, за който тава с доказано). 

4 
dx 3 J 142 L аещ 2. [χεντῊ ах. . Ἀ τὸ χ. T f ΝΤῈ ах 3 [ - 3 ὰ 

ах 3щ х “" 
4. f o х 5. f 7—;-— dx. 6. _x..dx.



§ 49. Интеграли от рацноналиин функини на SipX m COSX 

Интегралите ot ΒΕΠᾺ 

(1) f R(sinx, cosx)dx, 

където R{sin x, οος х) е израз, в който над 5щ X и COS X са извършени 
само рационалните действия, могат винаги да бъдат пресметнати в 
интервала (--я, я) посредством субституцията 

x=2larctgt, 

XOSTO TH превръща B интеграли OT рацнонални функции на f. 
Нанстина имаме : 

l:tg—;‘ . 

ΟἹ друга страна, ΠΡῊ —R<X<RK са изпълнени равенствата 

« 
2щ 1- 182 

500 Хае 7е 208 хл -ἷ- 
1- 4 3 1+ Ὁ’ΐ Ὶ 

Оттук. получаваме 

s 2t 1.. μ (2) SinX=p—=g 008 Хл εΤ᾿ 

Освен това 

и εἶχτε 2 dr 

Ясно e, че след заместването на sin X, cos х и dx B интеграла (1) ще no- 
лучим интеграл от рационална функция на [, 

Пример 1. Интегралът 

ах 

]24-3511:4-005: 

посредством субституцията x=2 arctgr и формулите (2) се преобра- 
ΞΥΒᾺ в интеграла 

Ν “.« 
2421413 

_Hm да отбележим, че XOraTo sin х и €Os X YYACTBYBAT B израза 
R (sin x, cos х), повдигнати B степени CAMO с четни CTCOCHNH показа- 
тели, за предпочитане ¢ субституцията ” 

хе-агс 19 1 

хоято позволява да пресметнем интеграла (1) в ннтервала (—-%, —;—)‘ 

Tyx имаме 
t=1g Х 

« 
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2 # ец ξ ο Ὴ ὐ Ὶ τ 
- 

получаваме 

К #. 2 2χ-- А S 3) . уея С0 Хе 

Ot друга страна, , 

. dx=q i wdh 
така че интегралът (1) OTHOBO ще премине B интеграл OT рапионална 
функция на г. При това. лесно с да се съобрази, че в този случай субсти- 
туцията х--агс (g X ще ἘΜ доведе до такава рационална Ффункция, в 
която съставлявашите я полиноми са OT по-киска степен, отколкото 
ония, до конто бихме стигнали, работейки със субституцията x= 
-2 агс Щ , 

Пример 2. Да разгледаме интеграла 

dx 

14 Βιπὲ χ 

Като прилагаме субституцията X—arc Щ/ и използуваме първата от 
формулите (3), стигаме до интеграла 

« 
2е Ε 

Субституцията пък x=2arc 5 } преобразува разглеждания интсграл 

в китеграла 

ς δ Я 
2_[ μ TLE 1 dr. 

Упражисяия. Пресметисте следните интеграли: 

1 а . dx . Ὰ sinxmsx_d 

. 5+ 45 х 2. | 55 х + ваб х И J@ v ТУ И 

4 dx Ν 1 + саб х 4 

" J8—4dsinx + Tcos х G в х + 2c08 χ 27 

в. sin® χ 

1+sin‘~’x 7. 4smix+§ms’x 
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ГЛАВА VIl 

ОПРЕДЕЛЕНИ ИНТЕГРАЛИ 

Понятиесто определен интеграл € едно от най-централнияте не само 
B математическия анализ, Ὸ н в математиката въобше. Задачи, чието 
решаване води по естествен начин до това понятие, са били разглеж- 
дани оше в древността. Все пак сс счита, че то ¢ било въведено в окон- 
чателен вид през ХУП в, от двамата създатели на диференциалното и 
иинтегралното смятане — Нютон и Лайбнииц, които са работили неза- 
висимо един от лруг. Основният техен резултат се състон в тясната 
връзка, която те са установили, че съществува между такива две на 
пръв поглед стояши лдалеч CAHO от друго понятия, каквито са понятията 
опрелелен интсграл M производна на функция, В какво именно се изра- 
зява тази връзка, представнляваща едно ΟἹ най-забележителните откри- 
THR в математиката, ние ще ΒΗΔΉΜ, когато се запознаем със съдържа- 
HHECTO на важната теорема, паречена B чест на нейните велики открина- 
"тени теорема на Лайбниц и Нютон. 

§ 50. Една задача за лице на фигура 

Нека ς дадена една неотрицателна функция /(х) дефинирана в 
крайния и затворен интернал (а, δ), Нейната графика ше се намира 
изцяло над оста Ох. Да предположим оше, че /(х) е ограничена в този 

интервал, и да си поставим задачата да пресметнем лицето на фигурата A, 
Ззаградена o1 графиката на функиията /(х), оста Ox и правите с урав- 
нения х--а н χξ (черт. 47). 

Залачата, която току-що формулирахме, B същност не е добре по- 
ставена. Тя не може да има смисъл, докато не сме дефинирали самото 
понятие лице на фигурата А. Разбира ce, когато това е иякоя позната ни 
OT сдементарната геометрия фнигура, например многоъгълник, HHC 
знаем какво се нарича лице на тази фигура. B общия случай обаче Това 
е понятис, каето предстои да бъде дефинирано.” 

" Тази задача -- задачата за дефиниране на понятието лице на фигурата A, 
€ частен случай от по-общата залача — 23 се дефинира панятнето лице 33 няхоя до- 
статъчно щирока категория равиинни множестаз. Ние ше се спрем върху тази по- 
обща задача н гл. XL 
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И така ние искаме да определим едно число /, което да наречем 
лице на фигурата A. Разбира се, това число не може A2 бъде произвално. 
Слпелдващата конструкция ще ни подскаже на какви условия трябва да 
отговаря то, Да разделим интервала (а, b] по произволен начин на под- 

Yepr, 47 

кнтервали (черт, 48), Точките на делениес ла означим с х), X2,..., Ха 1е 
Ако положим още @== X, b=X,, то интервалът (а, 5) сс разделя на следните 
подинтервали: . 

(l) [хт х!]я [x!' x:]l’ ... 1[х. „ . х„]. 

Тъй като функцията f(x) е ограничена в интервала [a, b), тя ще бъде 
ограначена и във всеки негов подинтервал. Да означим с M, точната 
горна граница, а с т; точната долна граница на /(х) в πητερβᾶπα 
[Xi .1» Х| к да образуваме сумите 

- " 

(2) -ἷ"Σ т (ху--34.4), Ξ:“-Σ M (2~ а) 

ф | =1 

Тези две суми се наричат CLOTBETHO малка и TONNAMA сума Ha 
Дар бу зла функцията /(х), отговарящи на разделянето (1) на интер- 
вала (а, 5) на подинтервали. Те могат много лесно да бъдат W3- 
тълкеувани геометрично. Да разгледаме сумата s. Всяко ποῆηο събираемо 

Черт. 48 . 

mx,—x, ) Moxe да бъде изтълкувано като лище на едни правоъгъл- 
ник — правоъгълника, за основа на който служни отсечката, определена 
върху оста Ох от точките х,. | WM X;, а 98 BMCOYHHA — отсечката с дъл- 
жина т . Тъй като за всяко х от интервала [x; 1, ХД umame /(х)>т). 
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#сно ¢, че този правоъгълник изцяло ще се съдържа във фигурата, 3arpa- 

“ дева от графиката на функцията /(х), оста Ох н правите с уравнения 

# 

g
,
 

Черт, 19 

вид и очевидно се съдържа във фягурата A. Тази многоъгълник HHC ще 

наречем вписан във фигурата A (черт. 50). 
Ката разсъждаваме аналогично, можем да изтълкуваме 5 също- 

като лице на многоъгълник. Това ще бъде един многоъгълник, който 

пък изпяло съдържа фигурата 4 и който ще наречем описан около A. 

Той също е съставен OT п правоъгълника, отговарящи на л-те подинтер- 

вала в разлелянето (1) (черт. 51). Височината на всски OT тези правоъгъл- 

ници ¢ равна Η точната Горна граница на функцияти /(х) в съотвстния 

подинтервал. | 

И така на всяко разделяне на интервала (а, 5) на подинтервали от- 

таварят чрез описаната конструкция два многоъгълника — единият — 

зписан във фигурата A, другият -- описан около нея. Естествено е да 
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I, xoeTo желаем да наречем липе 
на фигурата 4, да бъде по-голямо ΗΠῊ равно на лицето на вписа- 
ния H по-малко или равно на лицето на описания многоъгълник, т. е. 

15/55,. 
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понскаме търсеното от нас число 

« 

рвали може да бъде 

32 Черт. 

ο разделянето на интервала (а, А) на подинте 
осъществено по безбройно мното различни начини. При всяко такова 
разделяне ние желасм да бъдат изпълнени неравенствата (3). Възможно 
ли е Това? За да отговарим ΜῈ този въпрос, ще забележим най-напред, 
че неравенството 
( 1545 

€ валидно не само когато 5 и 4 са малката и голямата сума на Дарбу, 
разделяне на интервала (а, А| на подинтер - 

валк (Η когато TO с очевидно), HO и когато малката CYMA § е взета при 
отговарящи на едно и също 
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едно разделяне, а голямата сума 5 --при друго. Действително s с ли- 
дето на някакъв многоъгълник P, съдържащ се изцяло във фигурата A, 
2/:S — липето на друг многоъгълник O, който пък съдържа изцяло фи- 
гурата A. Ясна ¢, че многоъгълникът О съдържа изцяло многоъгъл- 
ника P, от което веднага следва неравенството (4). (На черт. 52 е по- 
казан един пример — € х;”, x3', X', Ха Ха” са отбелязани точките, които. 
осъществяват едно ΟἹ двете разделяния Ha интервала (а, 5) на подинтер- 
вали, ас х,”, ха”, х ”-- точките, осъществяваши другото.) 

" Нека вземем сега едно произволно разделяне на интервала (а, b] 
на подинтервали и си образуваме съответствуващшщата на това разделяне 
голяма сума на Дарбу 5. Съгласно неравенството (4) сумата 5 ще бъде 
по-голяма от малката cyma на Дарбу s, образувана при кое да ¢ разде- 
ssme на интервала (а, b). Това означава, че множеството от малките 
суми на Дарбу, косто ще получим, когато разгледаме BCHIKH възможни 
разделяния на интервала (а, 6) на подинтервали, е ограничено отгоре н 
че 5е една негова горна граница. Да означим с / точната горна граница 
на това множество. Тогава ще имаме " 

5 155. 

Но сумата 5 беше произволно взета голяма сума на Дарбу. Поради 
Това неравенството (5) покавзва, че множеството от големите суми на. 
Дарбу е ограничено отдолу и че числото /е една негова долна гранница. 

Ако означим с / HCTOBATA точна полна граница, то ше имаме 

(6) 11 - 
Съгласно неравенствата (3) търсеното от нас число / трябва да бъле 

CAHOBPEMEHHO горна гракица на множеството от малките суми на Дарбу 
и долна граница на мниожеството OT големите суми на Дарбу. Следо- 
вателно то трябва да удовлетварява HepaBeHCTBATA 

() 15151. 
Ако имаме /<], τὸ съществуват безбройно много числа за /, за конто 
са изпълнени неравенствата (7). Когато обаче за някоя функция имаме 
I=1, 10 търсеното число 2 се определя RO един-единствен начин. В този 
HMEHHO случай ще считаме, че за фигурата A може да се дефинира поня- 
THETO лицсе и под ΠΗ ΠῈ на фигурата А ще разбираме числото J=I=]. 

8 51. Дефиниция на определен иитеграл 

Това, което извършнхмс в предишния параграф, с почти всичко, 
необхолимо 33 въвеждането на понятието определен интеграл. Остава 
да добзвим оше малко, 38 да дойдем до дефиницията на топа важно 
HOHATHE. 

Hue разглсждахме B предишния maparpad една неотрицателна и 
ограничена функиия f(x). Сега ше се освободим от предположенисто 
за неотрицателност. Нека с далена функцията /(х), за която ще пред- 

221



положим само, че е дефинерана и ограничена в крайния н затворен 
минтервал (а, 5). Да разделим, както н преди, този интервал по HPOH3- 
волен начин Η краен брой подинтервали. Тези подинтервали пак ще 

означим така: г 
# 

{) ἴχοι х [χιν 21 PR © а Хар , 

където χοτεα и X,=b. Като означим отново с M, и т;, съответно точната 
торна и точната ΠΌΠΗΝ граница на /(х) в интервала [x, _,, х,), нне обра- 
‘::;yaame мадлката н голямата сума на Дарбу, отговарящи на разделянето 

1). Те са 

(2) # Σ т ( ра) S=Z M, (x—x;_y). 

=1 ' ἐξαὶ 
Ἦ 

“Сега обаче не можем да дадем такова просто геометрично тълкуване 
на сумите # к S, както в случая, когато /(х) е неотрицателна. 

Функцията /(х) беше по условие ограничена в иниинтервала (а, δ]. 
Да означим с { една нейна долна граница и да разгледаме функцията 
@(x)=f(x)—I. Ясно e, че +ф(х) ¢ неотрицателна, Освен това, ако т,” и 
M|’ са CHOTBETHO точната долна м точната горна граница на функцията 
o(x) в интервала [x,_, х,), то не е трудно да се съобрази, че ще имаме 

т/ету-, M =M -], 

Оттук получаваме | 

, Σ Ν M=M+1 

Torasa сумите (2) могат да се напишат по следния начин: 

н ξ (т.*-л-п(х.-х.-.ътдтк (х.-х...дм;(х.н-х.-д- 

3) 

5 ::Е(М( +1) (.τ,-κ,-,}πΣΜ,’ (хд-х,-,)-*-!Е(х,-х,-,). 

е ἐπεῖ ἰ--Ἱ 
# 

Обаче 
. 

(4) Σ (уе Ха)е Хал X+ X, χ b X, —X,_ =X, —X;=b—a 
=1 

Axo cera означим с «” и δ' сумите на Дарбу за функцията φίχ), orrosa- 
ряши на разделянето (1), равенствата (3) ни дават 

(5) ὅΞ 5 (8--а), 

5-- 5΄ .(1(δ---ἰ. 

Тъй като функцията φίχ) е неотрицателна, то, както знаем OT предиш- 
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ния параграф, множеството от сумите 5” с ограничено отгоре. Нека / 

& неговата точна горна граница и нека Г пък е точната долна граница 
на ограниченото отдолу множество OT сумите 5”. Ние знаем, че 

4 rsr. 

Като вземем пред ΒΜΗ равенствата (5), заключаваме, че MHOKECTBOTO 
ὋΤ сумите 5 ¢ също Така ограничено отгоре, а множеството от сумите 5 
< ограничено отдолу к че ако означим с / точната горна граница на пър- 

вото, а с 7 точната долна граница на второта от тях, то ще имаме 

{) ш 
1-Г+Щ(8--а). 

Torasa от неравенството (6) и равенствата (7) следва, че 

® 151 
И така 3a всяка функиня /(х), ограничена в интервала (а, ὁ], дефи- 

нирахме две числа --- ὑποποτο /, явяващо се точна горна граница на 

множеството OT нейните малки суми на Дарбу, и числото /[, представля- 
жващо точната долна граница на множеството OT нейните големи суми 
на Дарбу. Първота от тези двс числа ще наречем доален интеграл, 
а второто --горен интеграл на f(x) в интервала (а, b). Неравен- 
ството (8) показва, че За всяка ограничена функция долинят кнтеграл 
не надминава горння, Когато за дадена ограничена функция /(Х) с изпъл- 
нено равенството 

9) I=1, 
ще казваме, че тя синтегрусма в интервала (а, #). Числото 

I=I=1 
сс нарича определен ннтеграл μ /(х) в TOW интервал и се 

озвачава така: 

f 1(χ) χ. 

Числото а се нарича долна граница, а числото & --- горна граница 
на написания определен интеграл. 

Нека обърнем виимание върху следното: Определеният интеграл, 
жакто видяхмс, с едно число. Поради тона e безразлично с какна буква 
е означена нсзг:ннсишта променлниа3 B nommrcrpammm функция. Tosa 

ще рече, че BMECTO f J(x)dx можем A3 пишем f Т( или 

jf(u)du ET Η 
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Ние Beug видяхме как може да се изтълкуна геометрично опреде- 
леният интеграл, когато функцията /(х) е неотрицателна. В общия слу- 
чай това тълкуване не с валидно. Въпреки това обаче съществуват из- 
вънредно много възможности това число да бъьде изтълкувано по един 
или друг начин, като бъде свързано с най-разнообразни въпроси от 
областта на приложенията на математиката.По-спешиално голям брой 
въпроси от физиката водят именно до опрелелени интеграли. 

Нека подчертаем oilie веднъж, че нис въведохме понятието опрелелен 
интеграл само за функции, за които е изпълнено равенствато (9), и тези 
функиции нарекохме интегруеми. Не всички функции, ограничени в Jancy 
интервал, са интегруеми, Така например функцията, дефинирана в 
имнтервала [0, 1) с равенствата 

- ЛД(х)--й0, когато х е ирационално, 
J{x)=1, когато х е рацнонално, 

не е интегруема. Действително, както и лда разделим интервала [0, 1 
на подинтервали от вида (1), във всеки от тях /(х) има точна долна 
граница, равна на 0, и точна горна граница, равна на 1. (Това с така, 
понеже както рационалните, тъй и инрационалните числа, както знасм, 
са разположени навсякъде гъсто върху реалната npasa.) Тогава 

5 Ео.(.т.-х.„,)ь-..о. 
« 

„ 

=¥ S““‘Z 1o(x, =%, )= X, —Xg=1, 
( | 

И тъй псяка малка сума на Дарбу ¢ равна на (), а всяка голяма сума на 

Дарбу ¢ разна на |. Следователно 1/--0, f==1 и Ξ 
В следващия параграф ше видим, че нсяка функция, хкоято € непре- 

късната в краен и затворен интервал, « интегруема в него. Оттух ше 
следва, че фигурата 4, каято ралглеждахме в прелишния параграф. 
има лице винаги когато неотрицателната функция /(х), чиято графика 
я огражда отгоре, е непрекъсната. 

Сумите на Дарбу, с които си послужихме, за ла дефинираме onpe- 
деления интеграл, представляват очевидно елио CPLACTBO за неговото 
пресмятане. Да «е следва този път обаче е трудно и неудабно за работа. 
И βος пак в някои спецкални случан, например, когато функицията 7 (х) 
с консталпа, това πὸ е сложкно. Накстина нека /(х)--С за всяко х в интер- 

па. fo, Б). Както и да разделим интервала |а, #| на подинтерваали, въп 
всеки ΟἹ TAX точната горна M точната долна граница на функцията oo 
равни на С. Тогава за сумите на Дарбу ше получим 

=2 Clx;—x,_,)—C(b—a), 

ἐξ ῖ 
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S=Z C(x,—x;,_)=C(b—a). 
ἑξαὶ 

Следователно какяо всички малки, така и всички големи суми на Дарбу 
са равни на С(6--а). Оттук следва, че ; 

i 

» 

. ]Cdx=C(b—a). 
# 

И така нне вече познаваме стойността на определения интеграл, когато 
подинтегралната функция ¢ константа.“ По-специално получаваме pa- 
звенството , . 

" fdx=b—a. , 

. ) 
По-нататък ше се запознаем с cfim общ метод за пресмятане на 

определените интеграли, с който можем да си служим винаги когато 
подинтегралната функция /(х) e непрекъсната. Този метод се основана 
на споменатата вече теорема на Лайбниц н Нютон. 

Засега ще отбележим само, че излизайки OT самата дефиниция на 
определения интеграл, можем да YCTAHOBMM лесно следното иегова 
свойство: 

Ако функиията f(x) е интегруема в интервала (а, Б) и ако за всяко х 
ὋΤ този интервал тя удовлетворява неравенствата 

(10) πξ Ξ M, 
те 

» 

а) т(ь„-взз[лхшх;мюиа). 

Достатъчно ¢, разбира се, ла разгледаме случая, когато M е точната 
горна, а т — точната долна граница на f(x) в интервала (а, b). Ho то- 
гава числото М(А6--а) се явява една специалия голяма сума на Дарбу за 
функцията /(х). а именно онази, която съответстнува на случая, при 
който интервалът (а, А) « „разлелен“ на един-единствен подинтервал — 
на самия себе си (този случай не се изключва в нашата дефинипия). Чис- 
лото mib-—a) се ярява пък малката сума на Дарбу, отгопваряша на съ- 
шото това „разделяне“. Определеният интеграл обаче е горна граница на множеството от малките суми и долна граница на множестното OT големите суми на Дарбу. Оттук веднага следват неравенствата (11), 

* B случая, когато С0. тази резултат напълно се съгласунва с геометричното Тълкуване на опрелеления интеграл, тъй като фигурата А в този случай представлява правоъгълник с основа, равна κ Я--а, и с височина, равна на С. 

15 Матемактически 2852081 
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Κατο следствие τ току-шо доказането ТВЪРДСШВ получаваме: 

Ако f(x) e интегрусма в интервала (а, #) и ако f(x)20, те 

Наинстина в тази случай можем да вземем m=0 и да приложим лявото 

от неравенствата (11). ' 

ΞΗ.Μ::ΜΜὉΜ 

Както Βε ς споменахме, към категорнята на интегруемите функции 

спадат всички непрекъснати фуйшщ;. Това именно е съдържанието на 

теоремата, която Сега ще докажем. 

Теорема. Axo функуията f(x) е непрекъсната # крайния и затворен 

интервал (а, b] те тя ¢ интегруема в тази unmepsad. 

Доказателство. Както знаем, от непрекъснатостта на функ- 

цпията /(х) в крайния и затворен интервал (а, А) следва, че тя е ойрани- 

чена в този интервал. Hexa / и / са съответно долният и горният интеграл 

на функцията /(х) b интервала (а, δ]. Трябва да докажем, че те са равни” 

помежлу си. Да дапуснем противното. Поради неравенството (8) от пре- 
Ге 

дишиня параграф това означава, че /«< /. B такъв случай числотов = т 

we бъде положително. Ще си спомним сега теоремата за равномерната 

непрекъснатост от § 24, Съгласно тази теорема можем да разделим 

интсрвала (а, 6) на краен брой подинтервали по такъв начин, че във всеки 

ΟΥ тях осцилацията на /(х) да бъде по-малка от £ Нека тези подинтер- 

вали са 

[Хо, х]]ч [х:я Х2] .. .. Ιλ'- -1ι᾽χιι]ι 

XBbACTO ха-а и X,—b. На това разделяне на интервала (а, 5) на под- 

интсрвали ше отговарят една малка и една голяма сума на Дарбу. Това 

са сумите 

„ “ . 

(1) 3‘2"‘1(-":“-"4-:) и Ξ"'“Σ“ι(ἆκι'“κι-ι)ι 

#4 #44 

където с т; ¥ M, са означени съответно TOMHATA долна и точната горна 

граница на /(х) B интервала (х, _y, х,). От дефиницията na долния и гор- | 

ния интеграл следва, че . 

“Ξ1, 1SS, 
От тези пък неравенства получаваме 

) I-Is5—s. 
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Като извадим почленно равенствата (1), ще получим 

STJ=Z M; (Χ;-Χ.--ι)'"Σ т {χὶ -х,-1) 

#1 #1 

22(4![:““"*1) (xi—xi 1) 
=t " 

Ο разликата M,—m, не с Нишо друго освен осцилацията на () в интер- 
вала (х, . х,). Следователно ще имаме 

S-—-.r-::sz (x—x;,_)=¢(b—a). 
=1 ς Ε 

Като сн спомним как Бяхме избрали €, последното неравенство добива. 
вида . 

(3) ᾿ 5--5 «1-- I 

Ho nepuencmn (2) к (3) си противоречат. Cnemna:mo нашето пър- 
воначално допускане е погрещно; И така имаме J=/. С това теоремата 
е доказана. Ν 

Нека да подчертаем, че условието за иепргкъснатост на сдна ᾧγηκ- 
ция € само достатъчно условие за иннтегруемост. То не с необхолимо 
В същност категорията на интегруемите функини € далеч по-широка OT 
тази на непрекъснатите. Така може да се покаже, че ако една фуцкция с 
прекъсната в краен брой точки на един интервал н ΠΡῊ това с ограни- 
чена, тя е интсгруема B този интервал. Друго достатъчно условие за инте- 
груемост е усдовието функцията да бъде монотонна в даден кразч и 
затворен интервал. 

8 53. Суми na Риман 

Нека отново да разгледаме една функция /(х), дфриччрача и огра 
ничена в някой интервал (а, ). Да разделим ичтервала [a, 5) на краен 
брой подинтервали и във всеки от тях да изберсм по едча точка. Па 
такъв начин, ако подинтервалите на разделянето са 

Π 

[xfl! х[]! [“τλν -ΐῖι "." 5 т[х- -1+ *тп]ь 
Π 

където ху--а, X,=b, To ние ще имаме п точки Е.,, Ез,...,Е „ избрани 
така, че 

X, 1 55,5х, при i=1,2,...,n 
Су мата 

m - 0= Γ(ξ)αι--αι-)



се нарича сума на Риман. Тя зависи очевидно от начина на разле- 
лянето на интервала (а, 6) на подинтернали и от избора на точките 
ξι, Бъе нн ἕων . 

Ако образуваме сумите на Дарбу 

отговарящи на същото разделяне на интервала [a, 3], то поради не. 
равенствата | 

т SfE)SM,, 
изпълнени За #-1, 2,...,л, ще получим 

(2) 1505465 
И така сумата на Риман по своята стойност се намира винаги между съот- 
ветните суми на Дарбу. 

С помощта на риманвовите суми кие ше формулираме и докажем 
сдна теорема, която ще се окаже твърде полезна за непосредствено 
следващата наша работа. Предварително обаче ше въведем оше едно 
nousTHe. , 

Нека ни е дадена една безкрайна редица от раздсляния на интервала 
la, А) на подинтериили. Това означава следното: Най-напред сме раз- 
делили по някакъв начин [, Я) на подинтервали, Получили сме едно раз- 
деляне, KOCTO сме нарекли пърно, След това но някакъв нов начин OT- 
ново сме разделили (а, А) на подинтервали — получили сме друго pa3- 
деляне, което сме нарекли второ, н T, н. 

Да означим сега с 5, дължината на най-големия от подинтерва- 
лите, получени при първото разделяне, с ὅ. -- дължината на най-голе- 
мия от подинтериалите, получени при втарото разделяне, и T. н.. изоб- 
WO с 6, — дължината на най-големия OT подинтервалите, получени при 
п-тото разделяне. Ще казваме, че пи е дадена сдлна издребнявашща 
редица OT разделяния на интервала (а, 5) на полинтервали, 
когата релицата ΟἹ числата 

ὀμ δἓ;-!-ιδ ее 

ΚΠΌΜΗ към нула, 
Лесно можем да посочим примери за излребняваши редици от 

разделяния. Такава редица можем да получим, ἈΚῸ например при пър- 
BOTO рачделянс разделим интервала (а, 5) на дес равни часли, при вто- 
POTO ὰ три ривни части и T. н., изобщо при н-тато разделяне ro раз- 
делим на Μ 3 равци части, Тогава б„ш:;-!“ ие ясно, че lim §,—0. 

Друг пример за излребияваща редица ΟἹ разделяния можелм да 
получим по следния начин: При първото разлелине лелим [, А) на две 
равни части, при второто делим всяка ΟἹ тях също на по две равни части, така че интервадът е разделен на четири PABHM части, при Τρέτοτο раз- деляне т1ой се оказва разделен на осем равни частТи и Τ. 0, Тук пък имаме 
s ξ ὰ 
0,= 5 ¥ OTHoBo lim 6,--0. 
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Да преминем cera към теоремата, 38 която вече споменахме. 
. Теорема. Нека функцията / (х) e непрекъсната в крайния и затворен 
интервал (а, b). Axo е дадена една издребняваща редица om разделяния 
на интервала (а, b) на пбдинтервали и ака при всяка om тези разделяния 
си образуваме по една риманава сума за f(x), mo редицата om maxa πὸ Η͂Ρ- 
чените риманови суми 
З Е Р НИ 

» 

е сходяща и клони към интеграла f S{x)dx. 

Доказателство. Hexa Ее едно произволно положително число. 
Трябва да намерим такова число V, че при N>V да имаме 

в 

4 σ,-- | fix) dx;c:a. . е| 
Ще използувамсе теорсмата за осцилациите ot § 20. Съгласно тази 

теорема ние можем да намерим такова число 5->0, че във всекин поинтер- 
вал на [a, ὁ] с дължина, по-малка от 8, осцилацията на Лх) да ς no- 

£ малка OF положителното число ;—— - ΟἹ друга страна, дадена e една 
яздребняваша редица от разделяния на ннтервала [a, b] на подинтер- 
аинли. Това ще рече, че ако 

alo 62.4-.,8‘.-.c 

са дължините на максималните nn.m«mepmu, получени при последо- 
ватслинте разделения в тази редица, то lim §,=0, Torasa ще съществува 
такова число v, че при пу ше имаме 6,<-6. Нека сега разгледаме л-тото 
разделяне на нитервала (а, #). На него отговарят сдна риманова сума o, 
W двс суми на Дарбу s, и 5,, 72 KOHTO са изпълнени следните иеравен- 
ства: 

(5 5,250,535, 

Знаем също, че , 

(6) :,ξ[;ςχ)άχξε,. 

От неравенствата (5) к (6) получаваме 

Ϊ ;-_ 1 

(7) o.—-J fix)dx £8,-3,. 

: а 

Ако подинтервалите на пл-тато разлеляне cu 

[хвч x!l‘: [.*:„ _I‘:] κ κ [хт..р хд!т 

кълето хо-а, X,=b, то сумите 5, и §,, подробно написани, са 
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ὧ᾽ι᾽᾽᾽Σ т (Хха-- 2а) 3.=2Мг (, τ χ. 
i=1 153 

Тук, както винаги, с т; и M, сме означили CLOTBETHO точната долна B 
точната горна граница на / (х).в интервала [x, _,, Х,). Тогава 

е ае З (М, т) (x;~x,_,). 
фе 

Нека сега предположим, че n>v. Тогава ще бъде изпълнесно неравен- 
ството 6,<6, т. €. най-големият подинтервал при л-тото разделяне ше 
има дължина, по-малка от 6. А това значи, че дължините на всички пол- 
интервали при това разделяне са по-малки от # и че слелователно, съг- 
ласно нзбоеа на числото 8, осцилацията на S{x) във всеки OT тях ще 

бъдсе по-малка or -Ξ, - Тогава от равенството (8) получаваме 

" ᾿ ΓῚ | 

E с 
(9) 5.“3.“Сь - “Σ(ἵ:“ἳι-ι)”ἧ;α (b—a)=c. 

. 

Най-сетне от (7) и (9) следва, че при п»у е изпълнено неравенството 

& ] 

o,— ff(x)dx l"‘: Ε, 

- ! 
ь 

косто показва, че редицата (3) с сходяща и клони към [ fx)dx. 

а 

Hue ще използуваме тази теорема н следващия параграф, за да до- 
докажем няЯкои основии свойства на определения интеграл. Тя обаче 
има н важно самостоятелно значенис. Така ивпример при много въп- 
POCH OT физиката естествено се достига A0 риманови суми, след което с 
помощта на току-що доказаната теорема се преминава към определени 
интеграли. 

§ 54. Основин свойства на оиределените иннтеграли 

Свойствата на ойределсните интеграли, конто ще докажем в този 
параграф, в същнаст са валидни винаги когата интегралът съшествува, 
Τ. е. ΠΡῊ произволни интегруеми функции. Ние обаче с цел да onpo- 
стим нещата ще установим тези свойства само в случая, когато подинте- 
гралните функцни са непрекъснати. 

Преминаваме сега към формулирането и доказателството на тези 
основни свойства. 

L. Яко [(x) e една функуия, nenpexscnama « интервала (а, b}, а С e 
едно реално число, MO 
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Ε » 

а) f Cf(x)dx=C f f(x)dx. 
“ 

Доказателство,. Ако интервалът € разделен на подинтерва- 

лите . 
(l) [l'm x,], [хр х?] .. -з[хъ -1 'xfla 

където Xg=4a, X,=b, и ако във всеки ΟἹ HHTepBanuTe [x,_,, x;] e избрана no 

една точка £, то можем да образуваме римановата CYMA O 33 функцията 

f(x) и римановата сума с” за функпията С/(х), които ще бъдат съот 

ветно 
ὰ 

o= Zf (B () 

( 

& 

o' = 9) Cf (G- а) 
-1 

HAcuo ¢, че . " 

(2) a'={a, 

Hexa cera, ¢ дадена една издребняваща  редицша OT разделяния на 

интервала (а, δ] на. подинтервали, като същевременно при всяко OT тези 

разделяния ¢ избрана н по една точка B съответняте подинтервали. Ако 
означим римановата сума, отговаряша на -тото разделяне за функ- 

цията f(x), със а,, а тази за функинята С/(х) със в,”, TO съгласно pascH- 

ството (2) ще имаме 
g, =Ca,. 

Оттук, като използуваме TCOPEMATA OT предишния naparpad, заклюнча- 
ваме, че ¢ в сила равенството (1) 

П. Axo функциите /(хХ) и я(х) са непрекъснати в иитервала (а, δ], mo 

» » А 

(1) f (f (x) + g(x) dx= ff(x)dx f g(x)dx. 

Дохазателство. Ако е лалено някое разделяне от вида (1) 

на интервала (а, 5) на подинтервали H е избрана по някакъв начин по една 

точка Е, във всски от подинтервалите [x; _,, Х,), то можем да образуваме 

римановата сума с” за функиинята /(х), римановата сума o' За функция- 

та #(х) и римановата сума с за функиията /(х)-+#(х). οο e, че 

к 

σ᾽ - Σ fiE) (xi—x;. . 

i=1 
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1 

σ-- Σ Π(ξι) ЪЕ (&;)] (xi_xn-l)' 

ве 

Следователно 

З) g=g"}g", 

Hexa вземем cera една издребняваща редица br разделяния на интер- 
вала (а, b] на подинтервали и нека на и-тото разделяне отговарят рима- 
новите суми: с,” за /(х), 0,” за g(x) и o, за f(x)+g(x). образувани при 
един A същ избор на точките Е,. Тогава съгласно равенството (3) ще 
получим 

0,=0,'+0,", . 
откъдето OTHOBO въз OCHOBA на TEOPEMATA OT предишния naparpad идва- 
ме до заключенчето за BEPHOCTTA Ha равенството (П). 

Ш. Axo f(x) и g(x) ca две функции, пепрекъснати в интервала [a, #) 
и удовлетворлващи перавенството ! - 

ф . Sx)sgxn) 
за всяко х от MOIN интервал, Mo 

b b 
(Π1) fj:(x)dngg(x)dx. 

Доказателство, Axo е извършено разделяне от вида (1) на 
кнтервала (а, 5) на подинтервали и с направен избор на точките & и 
тях, то за римановите суми с” на 7 (ΧἹ и а” на #(х) ще имаме 

А 

. o' = D) (5, 34) 
( 

κ 

σ΄" :Σἔ (&) ( μ 
Π 

откъдето поради HEPABCHCTBOTO (4) ще получим 
(5) а! <а”. 

Да вземем сега една издребняпаща редица ot разделяния на [a, А) 
на подинтервали и да означим със в,” и 6,” съответна римановите суми 
за функциите /(х) и g(x), отговарящи на п-тето разделяне и образувани 
при сдин и същ избор на точките &, Поради неравенствотоа (5) ще имаме 

6.' éfi"”» 

откъдето, прибягвайки отново към теоремата от предишния параграф, 
ще получим неравенството (Ш). 

IV. Axo f(x) е една функуия, пепрекъсната в [α, 8], то 
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< f 0 dx. 

Неравенството (I') "ледва от неравенствата 

fxs Д) B - Ξ } 

и ot свойството (Ш). 

аУ) f f(x)dx 
|3 Н 

; 

V. Axo функцуията /(х) е непрекъсната а интервала (а, 6) и axoc 
е една вътрешна точка от този интервал, те 

v f 70 )άχ-- f e "Ἠ'.ΐ Ω 

Доказателство. Нека интервалът (а, ¢] е разделен на подин- 
тервалите , 

(6) [πο΄, χιΊ. AN RPN Ха § 
а интервалът (с, #) -- на полинтервалите " 

M ἱχε , αὐ' 1% Х .. еа χ ἢ, 

където Ха =4, ХХа =¢, Ха =b. Ако вземем всички подинтервали — 
както тези, които участвуват в разделянето (6). така и онезки, които уча- 

ствуват в разделянето (7), ще получим едно разделяне на целия интер- 
вал (а, Б) на подинтервали, KOCTO ще наречем получено от обединяването 

на разделянията (6) и (7). Hexa си изберем по една точки 5,” във всеки от 

интервалите [х;.... χ Ἱ и по cana точка ἔ ἰ във асеки OT интервалите 

|Ху χ Ἴ и си образуваме след това римановите суми 

А 

а! Σ μ ( а 
#251 

ч 

0= G, а) 
#1 

Като съберем с” н в”, ние очевидно ще получим сдна рияманова сума 

за функцията f(X), отговаряща именно на Това обединено разделяне на 

интервала (а, А) на полинтервали, Ако означим тази сума със O, то ще 

имаме 
( а-а -а”, 

Нека сега с далена една издребняваша редица от раздселяния на 

интервала (а, ¢] Η подинтервали и една издребняваща редица от раз- 

деляния на интервала (с, δ]. Като обединим a-TuTe разделяния Ha (а, е) 

и [c, b, ще получам едно разделяне на целия интервал [a, b). По този 

233



начин получаваме една редина от разлеляния на интервала (а, #), която 

очевидно е съшщо издребияваща. Ако означим CLOTBCTHO със а,”, @, 

и G, римановите суми на f(X), отговарящи на п-тите разделяния на 
интервалите (а, ¢}, [c. #) и (а, δ], образувани при някакъв избор на точ- 

ките Е и Е,”, 10 съгласно равенството (8) ще имаме 

σ,Ξεσ, ' Ἐσ, ΄᾿ 

Остава най-сстие отново да се позовем ἨΔ теоремата от предишния 
параграф, за да получим равенството (V). 

Разбира се, с помошта на принципа 33 пълната математична инлук- 
пия можем да обобщим равенстнвото (V) 32 случая, когато интервалът 

(а, b} с разделен на т подинтервала от вила 

Ι“! cl]! [εἰ! ('2] Σ [Cm -1 b]r 

кълето т € произволно цяло положително число. В този случай ше имаме 

[ . “ Ъ 

f () dx= f лозуах+ f FOX) dX 44 f f(x)dx. 
« a “ а 

За да допълним списъка на оснавните свойства M4 определените 

интеграли, иска добавим тук и свойството, което доказахме в края на 
55, ᾿ ᾿ 

ΨΙ, Axo Γ(λὺ е интегруема а unmepsaaa [a, ΒἸ и ако т и M са съотает- 
но една нейна долна и сдна нейна горна грапцца в този интернал, mo 

#» 

η m(b-.a)gff(x)dng(b-a). 

Към всичко изложено в този параграф ше добавим следното 
Символи 

» 

) |/едах 

ние дефинирахме засега сама когато € даден един интервал (а, 8], в 

който разглеждаме интегруемата функция /(х). Това we рече, че трябва 

да имаме ἀ-τὸς т. е. долнала граница на интеграла Tpabsa да бъде no- 

малка от горната. Оказни се обаче целесъобразно да дадем смисъл н 

символа (9) и кагато долната граница на интеграла е по-голяма от гор- 

ната, и даже в случая, когато горната и долната граница са равин. Това 

се постига, като най-напред при @>b дефинираме символа (9) с помошта 

на равенството 
[1 а 

(10) f i) dx=— f £ ix)dx. 
᾽ # & 

T}’K в дясната Щ*ршш на paBCuCTBOTO имаме Onpcnéflc}i интеграл, ΡΞἸ’ 
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биран в смисъла на нашата първоначална дефиниция, тъй като b<a 
(предполагаме, разбира се, че f(x) е интсгруема в интервала [b, аф. 

Ако искаме сега да дадем смисъл на символа (9) в случая, когато 
a=b, и то Taxa, че равенството (10} да остава в сила и в TO3W случай, 
идваме по необхолимост до дефиниционното равенство 

Π 

( ff(x)d:r=0. 

Целесъобразността Ha дефинициите, които ладохме с помощта Ha 
равенствата (10) и (11), сс вижла от следното: Равенството (У), което 
доказахме в този параграф, бе установено от нас при условие, че точ- 
хите а, b и с удловлстворяват неравенствата a-<c<b. Лесно може да се 
провери сега, като сс вземат пред вид равенствата (10) к (11), че равен- 
ството (V) остава в сила при всякакво взанмно разположение на тач- 
ките 2, & н с,бсз да сс изключва и евентуалното съвпадане на някои от 
тях (стига, разбира ce, функцията /(Х) да с дефинирана и непрекъсната 
BLB всички интервали, които се определят от тези точки). 

§ 55. Теорема 12 средияте стойности 

Една проста, HO полезна теорсма при определените интеграли с 
сдедната ! 

Теорема 38 срединте стойности, Axo, функуията /(х) е непрекъсната 
8 крайния и затворен интервал |а, b), mo съществува поне една точка 5 
в този интервал, за конта е изпьлнена равенството 

# 

а) j f()dx=f(E)b—a). " 

Доказателство. Да означим ¢ / и M CLOTBETHO точната долна 
и точната горна граница на /(х) в интервала (а, Б)|. От неравенствата 

те мм 

следва, както знаем, че 
в 

m(b—-a).fiff(x)a'x:_{,\»l (b —aj. 

Оттук получаваме 

(2) ms* =M, 

Поради непрекъснатостта Ha f(x) съществуват, KAKTO JHACM OT теоре- 
мата на Вайершрас, ase точки x,, x: ΟἹ интервала [α, b}, 3a които 
{3) ες Д(ху)еет, flen=M, 
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Можем да считаме, че тези две точки са различни. Наистина, ако x,=—x;, 
то бихме имали m=M, откъдето би следрало, че f(x) е константа. Този 
случай обаче може да се изклюни от разглеждане, тъй като теоремата 
тогава с очевидна. И така точките X, и X; определят един интервал, 
По отношение на Този ннтерваля нис ше приложим към функцията f(x) 
теоремата за междинната стойност от § 24. Кате вземем пред вид ра- 
венствата (3) и неравенстната (2), ще зактлючим, че същеставува поне 
сдна τοῦκα £, намираща се между X, H X2, 38 която € изпълнено равен- 
ството , 

ff(x) dx 

Б) —- 

Оттук се получава равенството 

| ь 

() |тгодахелф-а | 
" ' | 

и теоремата е доказана. 
Нека да отбележим, че доказаното равенство може очевидна след 

умножаване с {--- да се инапише пвъв вида 

[ S (x)dx= [(E)(a - b, 

Следователно pasenctsoto (1) остава валидио независима OT TORA, дали 
долната граница на интеграла с по-малка OT гоарната или обратно — при 
единственото условие /(х) AR е непрекъсната в затворения интервал, 
определен от Тези две TOMKM, ' 

Korato функцията /(Х) e нсотрицателна, na равенството (1) може 
да се даде просто геометрично тълкуване, Наистина то изразява това. 
че в интервала (е, B} съществуни точка Е със следното свойства: лицета 
на фигурата, заключена между отсечката с краища а и b върху оста Ох, 
вертикалниите прави, минапащи през тези две точки, и графиката ὰ /(х), 
с равно на лицето на прапоъгълийка с основа съшата отсечка и висо- 
чина, равна на /(5). 

5 56. Теорема на Лайбниц и Нютон 

С важната тепрема на Лайбниц и Нютон, заемаща пентрално място 
Β диференциалното и интегрално смятане, се устаповява в случая, Ko- 
гато f(x) с непрекъсната функция, едиа проста връзка MEKIY понятията 
определен и неопредлелен интеграл на /(х)--- дае понятия, стоящи твърде 
далеч едно OT друго по начина на свосто въвеждане. 

Съдържанието на тази теорема, както и илеята за нейното доказател- 
CTBO имат ярко изразен геометричен характер, който особено просто се 
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вижда, когато функцията /(х) ¢ неотрипателна. И нанстина нека 4634 
e една функция, дефинирана и непрекъсната в един интервал D, и нека a 
€ някоя точка от този интервал. Ако X € друга точка от интервала D, 
10 /(х) като непрекъсната в крайния и затворен интервал, определен от 

Черт. 53 

Точките а н X, ше бъдсе ннитегруема в този интервал. И тъй за всяко х 
0T D можем да си образуваме определения интсграл 

.].л:)т. . 

Стойността на TOTH интеграл предстанлянва оченидно AN функция ΜῈ х“ 
дефинирана в интервала |(а, А). Да означим ΤἈΝ функиня с #(л), Оказва 

” се, че тя е примитивна функиия на /(х) в интервала D, 1. e, че имаме 
#Е χ Ξ Д х) за всяко х o1 D, За да се убедим в това, трябва да разглс- 
даме израза 

( ᾿ Ρὶ.ἷἓ *.*;”.Е*.Ез? 

и да видим, че при произволно Y, от 0 той клони към „(«к.), когато A 
клони към нУула. 

Нека функицията /(х) ¢ неотрицателна и wexa Я--0. Torasa Flx o+ Я) 
и Flx,) могат да бълат тълкувани KaTo JHUA, сто защо и разликата 
Ε(χ τ Ἐ - ΕἸ Χ можем да разглеждаме като JTHUE — именно като лице 
на фигурата, показана на черг. 53. Ако положителното числа Я с малко, 
стойността на F(x) B инзервала [x,, Χχο τ #) nopanu непрекъснатостта на 
Fix) малко ще се отличава от Л(х.), порали косто и лицето на разглеж- 
даната фигура ше бъле приблизително равно на лицето на правоъгъл- 
ника, имащ основа, равна на Л, и височина, равна на /(х.). Другояче 
казано, разликата Е(х.-Л)-#(х,) ще бъде приблизително равна на 
hf (xg). а частното (1)--на f(x,). При това грешката, която ΠΡΆΒΗΜ, 

А 
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вземайки това число за истинска стойност на частното (1), чще става все 
по-малка, когато вземаме все по-малки стойности за Я. Това навежда на 
мисълта, че частното (1) клони към /(хо), когато Л клони към нула. Как- 
TO ще видим веднага OT изложеното по-долу подробно доказателство, 
този резултат е верен и 0c3 предположението за неотрицателност Ha 
71од. 

И така ще установим следната 

Теорема на Лайбииц и Hioton, Лко функцията Г(х) е непрекъсната 
в един интервал D, те функцията 

- 

() F(x)= f доа 

е диференцуема в таози unmepsan и за всяка х от D е изпълнено равен- 
emaomo | 

3 Fi{x)=f(x). 

Другояче казана, F(x) е примитивна функция na /(х) 4 интервала D, 
Доказателество. Нека х се произволна точка от интервала D, 

Ако х--Й се друга точка OT този интернвал, то ше имаме 

. “4.А # 

ЕЙШ-%[]!(;);[;- ff(f)dy] 

- а-)-# д-нь 

l |а f χώαι-- ]лош] /0е 

Като приложим към последния интеграл теоремата 32 средните 
стойнасти, ще получим 

където Е ς HAKAKBA точка, намараща се между х и х4+Л. Ако оставим Л 
да клани към O, то точката Е ще клони към χ. Ето защо, като вземем 
пред вид непрекъснатостта на /(х) в точката X, ще получим 

Е) а 2+ 09 и ле) 19 
. 

С това равенствато (3) е установено и теоремата е доказана. 
Нека отбележим впрочем, че ако Й е kpaeH и затварен интервал от 

вида [a, А), то, както е ясно OT направените разсъждения и както TOBA 
се съгласува с нашата уговорка от § 27, равенството (3) трябва да се 
взема в точките а и Я съответно в следния вид: 
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Ε τ , Е (6)--/(6). 
Теоремата на Лайбниц и Нютон ΜΗ дава един прост начин за пре- 

смятане на определените интеграли ΟἹ непрекъснати функциии. Наистина 

нека да пресметнем стойността на интеграла 

» 

@) : [ f(x)dx, 

къдета /(х) е eana функция, непрекъсната B интервала [a, δ]. Axo абра- 
зуваме функпията Е(х), дефикирана с помощта на равенството (2), 
ще имаме - 

“ „ 

f 70 ἀκ - Ὲ (b). 

И така задачата е да сс пресметне #Е(6). Ние видяхме, че Е(х) е сдна при- 

митивна на f(x). Но функицията /(х) има безбройно много примитивни, 
BCRKA OT KOHTO, както знасм, се различава от #(х) с константа. Нека 

познавамс някоя (коя да с) примитивна функция Ф(х) на /(х) в πητερ- 

вала (а, δ]. Ще имаме 

Е(х)-Ф(х)+ С, 

€4 да пресметнем константата С, нека вземем х--а, Получаваме 

Ε(α)τ- (a)+C. 

Ho #(а)--0, следователно С----Ф(а). И raxa за всяко х OT интервала 

[e. #) « изпълнено равенството 

Е(х-Ф(х)-Ф(а). 

Сиециално при х--6 ще получим 

| F(b)—® (b)— (a), 
ΠΗ QKOHRATCTHO 

& 

) f 1 (x)dx=®(b) - (a). 

От излоаженото се вижда, че 33 да пресметнем определения интеграл 

(4), трябва да пресметнем най-напред неопределения интеграл 

f fix)dx, 

т. е. да намерим сдна примитивна функция @ (x) на функцията f(x), след 

което да приложим формулата (5). Тази формула за по-голямо удобство 

при прилагането й се записва още и по следния начин; 

в 

. 

b 

f f(x)dx=" @ (x) 
а 1 е 
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където под {ὧ(.ι')! : разбираме разликата Ф (6)--Ф(а). 

Примери. 

π' в 

1 

{ dx 1 " .. 

1. J1+x*_ arctgx o—arctgl "”'ἓο“ΐ 

n 

T 

i 

- т ";“ 2 

2. fsin‘xdx_a -2-f(l-mszx)dx=~lz-jdx—-%-fcosldex 
n « а 

2 т 2 2 

Ε κ 

" Ξ 1 т | x| с еЯ χ аЕ) 1 ,0--0γ-..-.2. 
5 ΐ 2(2““2) 4(0 ο) 5 

« n -2 -2 

2 2 

i !lnxdx—-»lxlnx!:-fxdlnx 

ι 

2 

~(2In2—1n 1)—‘fd.x“-2ln2-]x ]’uzlnz_l. 
1 

"Нека отбележим, че равенството (5) остава валидно н когато a>b 

при условие, че /(х) ¢ непрекъсната B интервала [b, а). Нанстина тогава 

ше имаме 

| 7одах-- [ J() dx= --1Ф4(а)--Ф(2))- Ф()- Ф(а). 

. Най-сетне равенствота (5) с очевидно, когато a=h. 

От теоремата на Лайбниц и Нютон се получава следното еле д- 

ствие: . " 
Ака функцията /(х) е дефинирана и диференцуема, а нейната про- 

изводна е непрекъсната в един иитервал D и ако а е точка om този интер- 

вал, те за всяко х om D е изпълнено равенствота 

(6) / (=S @)+ j'f' ( 

Действително функцията: /(х) € една примитивна на своята произ- 

водна f’(x) в wHTepsana D и равенството (6) ce получава непосредствено 

от формулата (5), приложена 32 подинтегрална фууцкция f'(x) към ΜΗτερ- 

вала, определен от точките а B Χ. 
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Уапражнения. Пресметнесте слелните определени интеграли: 
- π 

T т 
. 2 dx + . 3 отг. = 2. . 1 502 хах ΤΓ. f х Ὅτ Ι“““'δ 

Ε 

τ 

n 

T 4 

3. fsin‘xms’x dx. Οτ, 3° 4. [sin‘xdz Οττ, .;.. 

# N 

-3 
2 Г 2 

dx 2447 γ--ϑῷΨ 5, . Отг. ю . 6 ξ ах, Om. 2/8 + 
Jx*-r} 3 [ 

+2 а 4 „3). 
3 4 έ 

dx 1 я х _l_ ΕΝ 

! fn T Ot “ |а O™ty 
- 1 в 

8 57. Смяна на променливята в апределените интеграли 

При пресмятането на определените интеграли понякога е удобно 
да се прибегне към смяна на променлинвата. Тя се основава на следната 

Теорема. Нека функцуията /(х) е непрекъсната в интервала (а, b], 
а функуията φί } с диференцуема и притежава непрекъената праилводна 
в edun интервал (а, В). като нейните функцианални стойнасти npunad- 
лежат на ицтервачла la, #). Нека oceen mosa 

pla)=a, φίβ)-- , 
Таегава ¢ « сила равенството 

ь в 

а) f Fyde= f Лейлав(). 

Доказателство. Равенстваота (1). коета искаме да докажем, 
може да сс запише във вида 

5 5 Ἂ 

) j f(x)dx= f Ле (dr. 

Да разгледаме функциите 

Εω- f f(x)dx 
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@(s)= f Πφ φ' ( . 
Ε 

Първата от тях ¢ дефинирана в интервала [a, ), а втората — в интер- 
вала (а, β]. Съгласно теоремата Η Лайбняц и Нютон те са диферен- 
HYCMH и 
(3) Еи)-/ () при asush, 

ΦῸ ) Πφ φ τ пря e Ss5p. ” 
Нека си образуваме сега съставната функция Flo(s)), която очевилно 
¢ дефинирана и диференцуема в интервала (а, В), н нека пресметнем ней- 
ната ΠΡΟΜΊΒΟΠΗΒ, Като вземем пред вид равенствата (3), ще получим 

. {Ε|φ(5}}}" = ΕἼφ( ) ] φ ) 7 φ(5}}Φ (5)=D(s). 
Виждаме, че" двете функции ЕТф(+)) н Ф(5) имат една и съща производна 
8 интервала [α, B}, следователно те се различават с константа B този 
интервал. И така ще имаме 

@ Flols))=®(s)+ C. 
38 na пресметнем константата C, нека дадем на # стойността a. Ще 
получим 

Flg(a)]=®(a)+ C. 
Ho 

Flp(w)]= Fla)=0, @ (a)=0. 
Следователно C=0 и равенството (4) придобива зида 

Flo()])=0 (s). 

Ако дадем сега на s стайността Й, ще получим 

Fle@®l=2 @), 
или поради условисто φίβ)-: : 

#Е(6)--Ф (В). 
Последното равенство, написано по-подробяо, ни дава равенството (2), 
което пък, както нече отбелязахме, не ¢ нищо друго OCBEH, другояче 
записано, равенството (1). 

4 

Пример. Да пресметнем интеграла ᾗ{ Jat—x%dx mocpeacraom 

субституцията х--а Sin /. Функцията а 517 ще разгледаме B интервала 

[ο. —;—] Имаме 

μ =a . 5 

и лесно се вижда, че ΒΟΒΉΚΗ условия на теоремата 33 смяна на променли- 
вата са изпълнени, Тогава 

asin 0-0, asin 
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Уя . Ξ Ξ 
[ Vi dx= ! „Е εἴατι dgsint=a? af cos? t df 

Ε «а " 
2 . T . T 

=n’f‘+§“mfil=—;— а:+т[ш52ши 
5 ὄ 

а κ 

аА |. 1 μδκ 
=7t ta|sin2| =% 

Упражиения. Пресметисте следните определесня иктеграли: 
ΓῚ 3 

1, 5[ (e — χ dx. Orr. ἶ.'ἷ.ἑ!'.. 

я 

H 4 2. | рае o, --. + cosx 
33 

Ι 
. 

ах 1 κ A . Отг. e т + . !хч-п . ге Y3V 

5 58°. Murerpanma форма на остатъчниия член във формулата 
на Тейлор. Форма на Коши 

Формулата на Тейлорп, валидна за функции /(х), Диференцусми 
ΠῈ пъти в някоя OKOMHOCT на точката 4, има, както знаем, вида 

Τωπ ῶ ἘΞ =)+ L5 (x—ap 4 V@ oy .. ΗἹ 

Изразът ! 
..2) . а) В ау 

сс нарича остатъчен член във формулата на Тейлор. Както ще видим, 
осталъчният член R, може да бъде записван и по други начклк и Тона 
обстоятелство се оказва полезно при редица въпроси, при KOHTO се 
използува формулата на Тейлор. Когато R, с изразен чрез рапенството 
(1), казваме, че сме занисали остатъчния член във фермата на Лагранж. 

Ще покажем сега, че ако f™* (x) е непрекъсната в разглежданата 
околност на точката а, R, може да се запише във формата 
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Q) Вуе f (=1 SO D (1) dt, 

наречена интегрална форма на остатъчния член. Нанстина, интегри- райки последователно по части, получаваме 

τ Га-улеоауан [σ- ῳ 

= 
n! =0 SO Of - Гл O аку 

{τ 
ἓ--ξς“-ξΐ'" (α)-ἑ-ᾗ“ξ-ᾖ.[(π-:)'“']ω(ι)άε 

-.__Jfl:_’ (σ) 1 < Ε " 

N n!m(x—-rflr.-'}- i;'-:rmf(x...;)' 1л ”(!) 

«) 
. 

= —_f-(.;.%n)_ (x‘“'fl)‘-i—'?;‘,_}n! }(Χ- [).„1!(.-"(,) : 

" 

1 "- " . 

Π ffl п(е 'J(::fl(x—a)" 

м 

— .- . 1 η -- 
" Ε Ν {᾿ι(ῃ-᾽-᾽2᾽}᾽!](λ᾽-|) ARGV 

Най-сетне, като пъемем пред вил, че 

f S @)y di— f (x)~ (a), 

ще имаме 

SO~ @+ L (к- ае ау 
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ἐπτ [ G-, 

orn;mo следва равенствота (2). 
Интегралната форма на R, позволява да изведем още един запис 

на остатвчния член. Наистина, ако към интеграла в дясната страна на 
равенството (2) приложим теоремата 38 средните стойности, ще по- 

. Лучим 

κ,-- Σ ι - ερ χ ) -а), 
където Е е точка, намираша се между точкитеа н х. Ако Β:Ξ-Ξ-:. το 

0<8<!1 и ше имаме Е--а+0(х--а), Тогава R, ще придобие вида 

с) κ,- Ее В уее) 
Wi, axo x—a=h, вида 

@ в Ξ 8 я = уе"ца+0А). 
Когато използуваме този начин Ἢ изразяване на Ж,. казваме, че сме 
записали остатъчния член във формата на Коши. 

5 59. Интсграли в несобствев смисъл 

Ако една функция /(х) с дефинирана и непрекъсната в някой интер- 
вал [a, b), който е отворен отдясно, или пък с дефинирана в интервала 
[a, δ], но е непрекъсната camo в интервала (а, b), то тя може и да не бъде 
интегруема в този интервал. Тя ¢ обаче непрекъсната и следователно 
интсгруема нвъв всски интервал от вида [a, β], където а«й<-6.Встествено 
с тогава да се запитаме дали интегралът 

g 

f f(x)dx, 

който прелставлява ΦΥΗΚΠΜΗ на B, дефинирана в интервала [a, b), при- 
тежава граница при В, клонящо отляво към b. Ако тази граница съще- 
ствува, то ние ще я прнемем по дефиниция за стойност на янтеграла 

b 
{1} ff(x)zix. 

който ше наречем интеграл в несобствен смисъл или по- 

кратко несобствен интеграл, а 38 самата функция f(x) ще 
казваме, че е интегруема в несобствен смисъл в интервала [a, 6). Казва 
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се също в този случай, че несобственият интеграл (1) есходящ. И така 
Ттой се дефинира с равенството 

& B 

f f)de=1lim [ f(x)dx. 
b, b 

- 3 

Axo пък границата, написана в дясната страна Ha това равенство, не 
съществува, то казваме, че и несобственият интеграл (1) не съществува 
или че ¢ разходяш. На един разходящ несобствен интеграл не се 
приписва никаква стойност, така че символът (1) в такъв случай не пред- 
ставлпява никакво число. 

Аналогични разсъждения ΜΌΓΔΤ да се чшаправят, когато вместо 
ннтервал от вида (а, 8) имаме интервал от вида (а, δ], т. е. интервал, 
отворен отляво. Естествено несобственият интеграл на една Функция 
7(х) непрекъсната в нитернала (g, 6), ще се дефинира с равенството 

в ь 
/(х) dx= lim S(x)dx. 

й-ъй, а 

. - 

Пример . Фуи:циятв/(х)м:/ш е дефинирана м непре- 

късната в интервала [0, 1), следовяателно може да се постави въпросът 
за сходимостта на несобствения нитеграл 

1 

-;‘L—.a Jim f—%-f:::—znm 

=3, TPz 
И raxa разглежданият несобствен интеграл € сходящ и HETOBATA стойност 
е равна на 2. 

Пример 2. Функцията / (x)=— е дефинирана м непрекъсната в 

интервала (0, 1]. Cera ще имаме 

-—-l:m dx_ {1π| 
. К. . 
Inx =lim (—Ina) 

а.-ю.а::ъо Х а-0,а>0 йъй, ( 

Но границата, до която достигнахме, не съществува (тя € равна на со) 
и следователно несобственият интеграл 
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ах 

J : 
¢ разходяшщ. 

Съществуват още един вил несобствени интеграли — T. нар. несоб- 
ствени нинтеграли в безкрайни граници. Ако една функция /(х) е дефи- 
нирана н непрекъсната в някой интервал от вида (а, oo), то тя е инте- 
грусма във всеки интервал от вида [a, р), където р>>а. Можем тогава ла 
се занимаем" с въпроса, дали интегралът 

# 

f лодах, , 

който е функция на p, дефинирана в интервала (а, оо), притежава гра- 
вица при p, клонящо към безкрайност. Ако тази граница съществува, 
то ние я означаваме така: 

@ f £ (x)dx, 

M я наричаме несобствен янтеграл в граници OT a ὸ oo, 
Казвамсе също, че несобственият интеграл (2) е сходя щ или че функ- 
цията /(х) с интегруема в несобствен смисъл в интервала (а, ео), И така 
имаме по дефиниция 

f Ὶ χ = lim f (x)dx. 
’—em 

Ако границата, коята е в дясната страна HA TOBA равенство, не съще- 
ствува, то несобственият интеграл (2) се нарича разходящ и не му 
се приписва никаква стойност. 

Аналогично по дефиниция имаме 

f / (x)dx=lim f{x}dx. 
‘-m_m 

хкъдето /(х) е функция, дефинирана и непрски:ната в интернала (—oo, а). 
Най-сетне, когато сдна функция f(x) ¢ непрекъсната 33 всяко х OT 

реалната права, въвесждаме следното дефиниционно равенство: 

o 0 

![(х)дх=][(х)4х+ъ/-](х)дх 

Интегралът в шата страна Ha това PABEHCTBO € сходяшщ, когато са схо- 
дяши ¥ двата интеграла, написани в дясната му страна. 
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Пример 3. Да разгледаме несобствения нитеграл 

ах - ах “ 
+.:*_hm/l+ —hm arclgxlo-hmarctg = 

И Taxa интегралът € сходящ и HCTOBATA CTOHHOCT е T . 
L3 

Mpumep 4. Да се занимаем с несобствения интеграл 

- 

ах. 

« 

. 

Тук получаваме 

г[--нш -—--hm ΠῊΝ =lim In p= oo, 
peroal ι реъ 

„ Следователно разглежданият несабствен интеграл ¢ разходящ, 
Ако две функции /(х) и #(х) са интегруеми в несобствен смисъл B 

някой инфервал, то тяхната сума f(x)-+g(x), както и тяхната разлика 
7 Ἐ - ἰ са също интегруеми в несобствен смисъл в този интервал. 

Това се отиаяся както за несобствени интеграли в крайни граници, така 
M 38 такива, ΚΟΗ͂ΤΟ са взети в безкрайни граници. 

Действителио, ако /(х) и g(x) ca интегруеми в несобствен смисъл 

например в интервала (а, b), 1o 

в в 8 

lim ( +g(x))dx— lim 1 f(x)dx+ lim g(x)dx, 
β- ι й<а Bt й < “ὺ b, 8<е 

" ᾶ 

Β в и 4 

lim [f(x)-g(x)jdx—= lim | f(x)dx— Ш g(x)dx. 
β'»δ. В«<а 7 й--в. fi»:ba В-ей, ь-:ьп 

Тъй като границите, написани в десните страни на тези равенства, съ- 
ществуват, ще съществуват и границите, написани в левите им страни. 
При тоза ше имаме 

» » & 

f U () +g@)dx= f Fxydx+ f g(x)dx,



]П(х)-;(х)] a'-\‘»——'ff (x)d’x—fg(x} dx, 

Ако вместо интервал от вида [a, #) имаме интервал от вида (a, b, раз- 
съжденията по същество остават съшщите, По подобен начин разсъжда- 
вамс н когато имаме несобствени интеграли в безкрайни граници. 

Упражнения. Установесте сходимостта или разхолимостта на слезните несоб- 
ствени нитеграли: 

dx π НЯ 5 еея Οττ. < ΝΤῈ Ζε -. χἰ 3 
=1 

2‘ Ν 
р 

2. f 1+ x4, Drr.v’f-l--é.n—fiarflg!’z- . 2-x 2 3 
а 

-. 

3. dx . Отг. In7 
s34 dx - 5 

dx . к 4. f(l-{lr"}‘ Оп. - 

s, fx’f"dx. Оте, 2, 

а 

8 60. Принцип за срявниване при несобствените интеграли, 
Абсолютна сходимост iR несобствени иитеграли 

Понякаога е от значение да знаем дали даден несобствен интеграл 
с сходящ или не, без да се интересуваме ог неговата стойност. В такъв 
случай с желателно да можем да отговорим на този въпрас и без да при- 
бягнаме непременно към самата дефиниция за несобствен интеграл., 
(За да приложим дефиницията, нис трябна, както знаем, ла пресметнем 
преди всичко един неопределен интеграл --което JOPH когата сме B 
състояние да го извършим, може да бъде свързано с дълги пресмятания.) 

В това отношение извънредно полезна е следната теорема, която е 
в известен смисъб аналогична на принципа за сравняване на редове с 
неотрицателни членове. Ние ще я формулираме за случая на интервал 
от вила (а, δ), като е ясно как ще изглежда тя в останалите случаи на не- 
собствени интесграли. 

Теорема (праниип за сравняване на несобствените интеграли). Нека 
функциите Г(х) и #(х) са дефинирани и непрекъснати в интервала (а, b) 
и NEXA за всяко х от тази интервал са изпьлнени неравенствата 
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ῳ ο 0570940 
Тогава, ако несабственият интеграл f g{x)dx e сходящ, mo cxodswy e 

а 

b 
и несобственият интеграл f F{x)dx. 

# 

Доказатселство, Да разгледамс функциите 

B B 

p(m=ff(x)dx и G(B)-—-afg(x)dx, 

дефинирани за всяко В от интервала [a, b). Kato вземем пред вид неот- 
рицателнастта на f(x) н #(х), лесно ¢ да се убедим, че F(P) и G(P) са ра- 
стяшщи. Наистина, ако aSP, «В2«-#, 10 | 

В β В 

F(fiz)—F(B.)mff(x)dx-ff(x)dxa-aff(x)dxg 0, 

В By йз 

С(Вд)нбфд)-[д(ж)йк-]д(х):[хь-[д(х)дхг;о. 

“ . By 

Освен това or неравенствата (1) следва, че 3a всяко В oT иинтервала [a, В) 
имаме още 

(2) Ε(Ρ}5 ΟἹβ). 
Дадено e, че границата lim G(B) σνιμοσταγμα. Поради монотонността на 

В-ей, βτὸ ῃ 
функицнията G(B) оттук следва, че тя ¢ ограничена отгоре. Като вземем 
пред вид неравенството (2), заключаваме, че и функцията Е(Й) ¢ orpa- 
ничена отгаре в интервала (а, #), Поради нейната манотонност това е 
достатъчно. както знаем от теорема 2, 6 19, за да твърдим, че грани- 
uara lim F(fi) съществуна, което именно μοκᾶχμο да установим. 

fi—ob, р-:.ь 

Преди да направим HIKOM приложения на доказания вече принцип 
за сравняване Ha несобствени интеграли, ще въпедем едно понятие, 
което напомния понятието абсолютна сходимаст на безкраен ред. 

Ще казвамс, че несобственияг интеграл o1 една функиия f(x)ea b co- 
лютно сходяш, когато несабственият интеграл от функцията 
I/ (x}| е сходящ, 

Казва се Β този случай също, че функицията f(x) сабсолютно 
интегруема в несобствен смисъл в дадения иинтервал. 

Лесно е да се види, че всеки абсолютно сходяш несобствен интеграл 
с сходяш. Нека покажем как се установява това я случая на несобствени 
интеграли в крайни граници. Случаят на интеграли в безкрайни граници 
се третира по същия начин. 
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И така нека /(х) е непрекъсната функция в ивтервала [a, b) и нека 

песобственият интеграл е 

е схоляш. Да разгледаме двете помошни функцни 

x(x)slf(x)l;ftx) и h(x)= If(x)lz—!(x)‘ 

Те удовлетворяват неравенствата 

ΟΞεΟ Ξ Χ, 0sA(x)=1/(X)I 

и следователно съгласно приншипа 33 сравияване са интегруеми в не- 
собствен смисъл в интервала [a, b). Ho тогава ще бъле интегруема в 

несобствен смисъл н тяхната разлика. Имаме обаче 

#(х)--Я(х)--/ .x). 
И така несобственият интеграл 

» 

f f(x)dx 

¢ сходяш, косто трябваше да докажем. 
Една функция /(х) обаче може ,да бъде интсгруема в несобствен 

смисъл в някой интервал, без да бъде абсолютно интегруема в него. 

Така изпример нятегралът 

ф 

3 f LR 
« 

а 

ς сходяш, но не абсалютво схоляш. Преди всичко нска лабележим, че макар подинте- 
гралната функция да не с дефанирана при x—0, тя притежава граница, равна, както 

Зинасм, ΒᾺ 1, когата х кдони към 0, Ето зашо, считайки, че сме дефинирали изралза 

ъ 

χ даопълнително при х-0, приписвайки му стойност |, нне получаваме /KA функ- 

Иня, която всче с нс сама дефинирана, HO и непрекъсната в целия интервал [0, + со), 
включително ἢ в лсвия му xpafl - точката O, По такъв начин е ясно, че интегралът (3) 
He ς нессобствен πὸ отношение на лявата си траница — тона е едян песобстасн инте- 
Грал я безкрайни граници, длаефиниран, както зиаем, NOCPEACTHOM равенството 

.. # 

Ф ! m: dx = lim f Ἴ“ ах. 
B а 

Да се завимаем с интсграла, стояш пед знака lim в горното разенстао. Съг- 
ласно казаното по-горе това с едиин обикновен определен интсеграл, Той може да се 
прерабсоти така: 
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0 0 
' т 

3 

ч Ρ 
— [ sinx 4 cosx | [ со5 х 

Ра х а α 9 
T = 

1 
" 

т 5 
= ἰ sinx Ρ  feosx 4 

—‘—"x Ж .- Ῥ Т «. 

ф я 

т 

От попучените пакрая три събирасми пъраота е число, независешо ΟΥ Ρ. За вто- 
cos I рото събирасмо поради HEPABSHCTOOTO —p—'?l] 5 - имаме 

со5 1{π| Р o, 
Ие Ρ и 

созх) 1 За да изследваме третото събирасмо, ще излезем от неравенството | -- | = ) 
и ше забедежим, че несобственият интеграл 

- 

dx 

х 
.41 

2 
€ СходЯЩ (това се провсряша непосредствено), Оттук въз основа на принцила 13 

ῚΣ 

| соз х | сравияване на нссобствени интеградли заключавамке, че и иитегралът ! Ἐ dx 

Γ 

cos х Ν е сходящ. Това пдък означава, че иссобстиеният интеграл '—;y*dx е абсолютно 

o 
сходящ им значи сходищ. Следанателно границата 

- съществува. По тази начин се убеждаваме, че границата, написана B дясната страна 
на равенството (4), съществуна, т, €. че несобственият интеграл (3) е сходяш. 

Нека видам сега, че този интег рал не е абсолютно схоляш, т. ¢, че гранцицата 

6) lim {158.1} 

μώ
 

A
 

[ ]



не съшществува. Да си вземем елно произволно положително число 4. След това, u3- 
ползувайки факла, че хармоничният ред © разходятш, да въемем цялото положително 
число п толкова ΓΌΠΗΜΟ, че да имаме 

1 1 1 
1+-2ч+*3-+“*+ u“>3-4. 

" К ка я ͵ (*—% м 

Ξ 2 Е [Ξἰπ χ | аха D Ἔ f [58 х | 4х = 

k=1 Т А (.ι--:-π 

„ „ „ 

ЗА НЕ ἢη] St а К. A== k) 

И Taxa 38 всяко положкително числа А можем да намсрим THKOBA P, че да EMAMC 

4 Ξ 

f .Ῥ’.'Ξ’,;Ξ...Ἰ- dx > A, 
8 

Това показва, че границата (5) не съшествува (тя е равна на oo), 

ΓῚ 

“ т 
Стойността на интеграла f . -_;-"dx не можем непосредстиено да пре 

а 

сметнем, Thil като подинтегралната фуцкиция не притежана примитнана, изралянизаша 
се чрез слементарните функини, ( елин начин 33 пресмятяне HA тази интеграл ще 
сс запоънаем н 5 B4, 

§ 61. Kpurepum 18 сходимост н разходимеост на несобствени 
интеграли 

Принпипът 33 сравняване на несобствени интеграли може да се из- 
ползува за получаването на някои достатъчни условия 33 интегрусмост 
и HCHHTErpyemoCT на функция я несобствен смисъл, HIBECTHH KATO кри- 
териин 34 CXOAMMOCT или разходимост на несоб- 
ствени интеграли. Ние ще приведлем четири такива критерия, 

L Аке функцичта f(x) е непрекъсната в иякой интервал om вида 
(а, #) и ака тя удовлетворчва в този интервал неравенствотоа 

ш ж) Ее 
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където A е положителна константа и 2,<1, то несобстаеният интеграл 
ь 

f F{x¥dx e сходящ. 

Действително, ako покажем, че фу € HHT ем куе егруема Β 

несобствен смисъл в разгдеждания нинтервал, то от принципа 33 сравня- 
ване на несобствени интеграли ще следва, че /(х) ¢ даже абсолютно ннте- 
груема в същия интервал. Непосредственоа се получава 

» 4 
4 . wlx A . и 

<у dx=4 Не e . e e Т { - } 
f (ὁ — x)* a-o.acbf (b — x> 1-- А g uppeb (6= L 
ΓῚ L ] , 

A Ap-a —- lim [(Ὁ --β)}}- . -ο( - α)}-.}- 1-*::*».345( β (ὃ -- αὐ" Ὦ} T 

и желаното THLPACHHE е установено. 
В случая, когато имаме ннитервал от вида (а, b], неравенството (1) 

трябва да се замени с неравенството 

"Λ а 
Тук, разбира ce, също се изисква ла бъдат изпълнени условията А >0 
A<l 

От доказания по-горс KPHTEPHA можем да получим CACAHOTO след- 
ствие, косто с no-yaobuo ἨΛ работа: 

Следстине. Ако f(x) e nenpexvenama в интервала (а, b), респектиано 
в интервала (а, #), и ака границата 

lim f(x) (b -х)).. 
τ πὸ Х« 

респективца границата 
lim  f(x)(x—a)*, 

Ке Υ] 

ь 
съществува при някав A<<\, mo несобственият иитеграл f Ζ )γἘάχ e 

а 

сходящ. 

Действително нека /(х) е непрекъсната в интервала (а, b) и нека 
съществува  първата от  написаняте граници. Тогава функцията 
S(x}(b—x)*, а следователно и нейната абсолютна стойност | f(x)|(b—x)* ще 
бъде ограничена в някой интервал от вида (6--5, b). От друга страна, 
непрекъснатата функлия |f(x)|(b—x)* е сигурно ограничена в крайния 
и затворен интервал (а, 5—38]. Оттук следва, че тя € ограничена в целия 
интервал (а, δ), т. e. че съществува такава положителна константа A, 
която удовлетворява неравенството 
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S N—xPS A4 
<3 BCHYKE точки OT този интервал. Ho последното неравенство е оЧче- 

вядно равносилно с неравенствотао (1). 
Случаят на WHTepsan от вида (а, 5) се разглежда аналогично. . 

Пример 1. Да изследваме сходимостта HA несобствения интеграл 

1 

ΣῈ χξ 
f\ll—fl ὰ 
в . 

(Интегралът ¢ несобствен, понеже подинтегралната функция не е дефи- 

мнирана при x=1.) Имаме 

T 
fm:’Jn i чЕ 

2 

S —x)? = Гу 

« непрекъсната в точката x=1, то тя CHIYPHO притежава граница при 

" χ x<1. Тук A=1/,. Следователно разглежданият интеграл е схолящ. 

Пример 2. Нека разгледаме несобствения интеграл 

1 

f [ὰ xd χ. 

ῳ 

(Интегралът е несобствен, тъй като In х не с дефикниран при x=0.) 

Да вземем κος A2 с число A, удовлетворяващо неравенствата 0<13.<!1, 

м да потърсим границата 

"Тъй като функцията 

lim χλίπ х. 
), x>0 

Kato положим х-- : + ще имаме (вж. § 35) 

, : 1 1 .= Int lim Ха x=lim -ἰ 1 < Шщ Е . 
«--ἢ, χπνῷ χ | ἐ ῳ Е 

1 

{nejoBATENHO интегралът J а xdx е сходящ. 

П. Axo функцуията f(x), непрекъсната в интервала (а, b), удовлетво- 

рява а MO интервал неравенстаото 

@ Rz 
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където А е положитедна константа, то несобственият шатеграл 
ь # 

f S{x)dx e paixodswy. - 

а 

Накстина да допуснем, че този интеграл ¢ сходяш. Тогава въз основа 
ка йринципа 33 сравняване ще заключим, че несобственият интеграл от 
функцията 3 Ξ - € също сходящ в интервала (а, δ). Обаче чрез непосред- 

ствено пресмятане получаваме 

в 

fb"’ dx=A Lm f_fl_:—zl lim ш(ь-х)” 
т веъ pcbJ P — X ΓΤ . 

=—A lim [In(b—P)—In(b—a)]=rco. 
posb, B<b . 

И така нашето допускане за CXOAMMOCT на разглеждания несобствен 
интеграл е било погрешно. Следователно той с разходяш. 

Да забележим, че когато се касае за интервал от вида (а, 5), нера- 
венството (2) следва да бъде заменено с неравенството 

' γωῶς, 1е 
KBACTO A е пак положителна константа. 

Доказаният критерий 38 разходимост па иссобствени интеграли 
съшщо позволява да се изведе ΟἹ иего едно следствие, което се оказва 
Удобно за работа. 

Следствие. Нека /(х) ¢ непрекъсната а интервача (а, b), pecnexmuano 
в цичтервала (а, b). Яко границата 

Ши ДХ8 . 
(T N 

респективно гранищата # 

lim Κ (αγ(α -- σὶ, 
el κ 

съществува и е различна от иуда (1O се позво.1ч9ва дл бъде равна на oo 
Π 

или на --со), те несабетасниля шикеглад j fivkds « разходяш. 

Π 

Пример 3. Да изследваме схолиместта на несобствения интеграл 
+ - 

[ 24+ 1 d\" 
- ὅχ + 6 

ὃ 

(Този интеграл е несобствен, тъй като знаменателят на подинтегралната 
функция става нула при x=2,) Имаме ' 
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x4+l 2. } 
2-35x+6 ἰ[χ-- 3)(. -- ἢ 

- 

: Тъ като фунхцията 
м 2x & 1 7 _2x+1 

Ἐ ΞΈΤΕ Ξ Ξ ΤΙΣ 

. сочевилно непрескъсната в точката x=2H получава в тази точка стойност, 

различна ΟἹ нула, тя ще притежава граница, различна от нула при х-+2, 
x<2. Заключаваме, че разглежданият несобствен интеграл е разходящ. 

Ш. Axo функуията f(x) « непрекъсната s интервала (а, со), където 
a>0, и ако в този интервал удовлетваорява неравенството 

s 
където A e положителна константа, а > 1, mo несобственият интеграл 

: f f{xMdx е cxodmy. 

. A 
Действително достатъчно с да покажем, че функцията ---е MHTC- 

« 

, rpyema’ в несобствен смисъл в птср-!.п [a, со). Това се вижда обаче 
веднага с непосредствена проверка. Накстина имаме 

ах A » 
ὶ йх т A Ц = e lim | А 

f.l’" p ῖ;ἴ це λ,-ιι-ιιι- - 

Оттук въз основа на принципа за сразняване следва, че функцията f(x) 
е даже абсолютно HHTErpyema в интервала (а, oo). 

Ще дадем и тук едно следствисе ΟἹ току-що даказания критерий 38 
сходимост, удесняваща нашата работа с несобствените интеграли. 

Слелствие. Axo функцуията /(х) е непрекъсната в интервала (а, oo) 
μ ако съществува границата 

ππὶ x* f(x), 
E e o] 

където ).>> 1, mo несобственият иктеграл f 70 εχ e сходящ. 

Пример 4. Да разгледаме несобствения MHTErpan | 

x =3 
[ 
e 
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Имаме 

съшществува (T4 е разна на 1), интегралът е сходяш. 
Пример 5 Да разгледаме интеграла ” 

к 

5[ e χ. 

Да взьмем A=2. Както знаем от § 35, имаме lim # .--0. Оттук следва, 
Ε. е“ 

че разглежданият несобствен интеграл е сходяшщ. 

ГУ, Axo функуията /(х) e непрекъсната « интервала (а, со), където 
a>0, и удаовлетворява неравенстаото 

f(x)?;T 

при A — положителна коистанта, mo песобстаеният интеграл f J{x)dx 

е разходящ. , 
Действително, ако HonycHem, че този интеграл е сходящ, то ще бъде 

я 
сходящ и интсгралът OT функцията ” Той обаче ¢ разходящ, тъй като 

ямаме 

f--—dx_.Ahmf-- .альтъш х 
F- 2 

o 

KukTo и при по-рано разгледаните критерии, ще приведем едно след- 
ствие от получения критерий 33 разходимост, косто с удобно 38 работа. 

” А а (lnp —1In @)= са. 
а еааа 

Следствне. Axo функцията Г(х) е непрекъспата в unmepsasa (а, ва) 
и ако границата 

Lim xf{x) 
Xt 00 

съществува и € различна от нула (на се допугка да бъде равиа на oo или 
м. 

«-0а), MO несобственият иитеграл j ТОдах e pazxodaw. 

Пример 6. Да разгледаме интеграла 
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Имаме 

"Следователно кнтегралът е μπωππί 
Пример 7. Да изследваме сходимостта на интеграла 

-y 

dx | 
Inx 

. 

Ὅτ 5 35 знаем, че lim 1:_}':?' Следователно интегралът с разходящ. 
Ε ς «а 

Упражиения, Установесте сходимостта или разходимостта на следните не- 
собствени интсгралн : 

ῖ 2 4 

dx х dx 
1. J‘;“ 2. S dx. ἶ. !m 

»/2--.: 

π 
1 К n Tsi!l 

« 4 со5 х x 

4. f ἀξῷ а + 3 Е 5. [ ἰχ dx . f ху “- 
Μ“ а 8 

аке Т ащ а .. 7. [;+x,+ldx ι.]'--τ,---: 5. {π͵ττα.. 
ι o 

4 x4+ X 
10, -Ξ 4 11, 4 " : bf: x 5[ 2Е x 12 [x ка 

#х 

13. | аав ху ᾿ 

5 62”. Интегрален критерия на Коши 18 редове 
с положителни членове 

Понятието несобствен интеграл ΗῈ позволява да получим следното 
необходимо и достатъчно условие 33 сходимостта ΗῈ един безкраен 
ред с положителни членове, известно под нмето 

Интегрален критерий на Коши за редове с положителни членове. 
Axg функуията /(х), дефиичрана и непрекъсната в unmepsaza [l, oo), 
£ положителла и памаляваща, те безкрайният ред 
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с) ПО 
е схадяц mozasa и само тогава, когато несобетвеният интеграл 

@ Ι 709ах 

е сходящ. ) | 

Доказателства. Наистина имаме 

(3) J‘ 7 (x)dx=lim ’[ Ο dx. 

Тъй като поради монотоннестта на функцията /(Хх) в интервала 
[k—1, k] ca изпълнени неравевствита {(1- - Σ 7 (1}, ше имаме 

А 

5 |᾽ [(x)dxn s ) ( -- ἢ, 
.. 

откъдето поради равенството (4) гелучаваме 

!(2)+!(3)+ш»4*/(::)5]![„1:3:1.: -7(}.} 2}. bt Дие ηᾗ 

: 

От тези неравенства, като вземем пред вид равенството (3), е ясно, че 
ако редът (1) е сходящ, сходящ ще бъде и интегралът (2), а също, че и 
обратно — OT сходимостта на интеграла .(2) следва сходимостта на 

реда (1). ' 

Пример. Да изследваме pena 

фъ 

(5) Σ π1:υι ᾿ 
Е 4 

За целта да празгледаме в иинтервала [2, со) функцията / (х):х;„ : 

Тя с очевидно положителна и намаляваяна B този интервал, Съгласно 
интегралния критерий на Коши редът (5) ще бъде схолящ или разходяшщ 
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а зависимост ΟἹ това, дали е сходящ ἨΠΕ разходящ несобственият нн 

грал 
- 

Ф | ! — 

=lim(In(ln p)—1n(In 2))= oo 
еже 

и πξῖι несобственият интеграл (6) € разходяшщ, значи разходящ € и pe- 

дът (5). 

261



ГЛАВА IX 

” . РЕДИЦИ ИРЕДОВЕОТ ФУНКЦИИ. СТЕПЕННИ РЕДОВЕ 

В тази глава, след като въведем понятнето равномерна сходимост 
- B докажем няколко теорсми, отнасящи се до редици и редове от функ- 
цин, ще се спрем спедиално на т. нар. степенни редове, които играят 
важна роля както в математиката, така и в нейните приложения. Ще се 
запознаем с разни мстоди, позволяващи ни да прелставим дадена 
функция като сума на CTCHEHCH ред или, както се казва, да развием тази 
фуинкция в степенен рел. Едно такова представяне, когато то е възможно, 
има голямо както чистоа теоретично, така и практическо значение по- 
ради това, че то ни дава възможност да получаваме приближени изрази 
за дадената функция, KOMTO представляват полиноми. А полиномите 
(или целите рационални функцин), както знаем, се явяват в известен 
смисъл най-простите функции — в смисъл, че при тях променливата х 
€ подложена само на най-простите аритметични действия — събиране, 
изважданс и умножение. Основно средство 34 развиванс на функциите 
в степенни редове се явява познатата ни от гл., VI формула на Тейлор, 
която ни довсжда до понятието Тейлоров ред на функция. 

§ 63. Pamnomepna сходимост 

Ако с дадено едно множестно M от реални числа и ако на всяко 
естествено число и съпоставим πὸ една функция f(x), дефинирана в M, 
то ще получим редицата от функции 

( Μ ) 50О .. .„ЛОд,... 
. 

При всяка фиксирана точка х от M редицата (1) представлява една ре- 
дница от числа, която може да бъде сходяща или разходящша. Множест- 
BoTO N от ония TOYKH X, за KOHTO редицата (1) е схоляща, сс нарича нейна 
област на сходимост. Границата на редицата (1) зависи, разбира 
се, от X и представлява следователно една функция на X, дефинирана в 
множеството Л. 

Да разгледаме сега eana редица от функции от вида (1) с област на 
сходимост N и нека Дх) е нейната гранична функция, Съгласно дефини- 
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пията 33 сходимост на редица ΟἹ числа, ако х е точка от А,а ве положи- 
телно число, то ше съществува някакво число у такова, че при N>V 

ше имаме ᾿ 
ῶ . Lfx—fx)| <. 

 Ясно ¢ при това, че числото у ше зависи OT TOBA, как сме избрали точката 
хи числото ε. Особено важен е обаче случаят, когато редицата (1) e 
такава, че числота у може да бъде избрано независимо OT точката X. 
Така идваме ἈῸ следната 

Дефиниция, Нека редицата от функуии 

( LGOI, ί, И 
κ сходяща 3G всяко х от едно множества N и нека [{ΧῚ е нейната граница 

 Казваме, че редицата (1) е равнамерна сходяща &N, ако за 
вслко полажително число Е съществува такова число Ν, зависещо само от 

Е но-не и от X, че при по>у неравенството 

@ μ —f(x)<e 
: € изпълнено за асички точки х om К. 

, Пример. Да разгледамсе редицата от функции 

sin Зу sinnx 
Σ Σ Σ 

ч - n 
5 X, еж 

Лесно ¢ да се види, че нейната област на сходимост е интервалът (---са, 00) 

ἨῸπ ς граничната й функция ¢ константата (), Hemo повече, тя с даже рав- 

номерна сходяща в този интервал. Нанстина нека ¢ >0 и нска си обра- # 
i 

3yBAME числота V=, При поу за всяко X ще имаме 

Тук числото у бе избрано само в зависимост OT €, а неравенството 

Е 
ι ! 

се изпълнена при ло>уза всички числа X от интервала (— oo, со), Следова- 

телно изискванията на дефиницията за равномерна сходимост са удов- 

летворени, 
Що се отнася до съществуването на редипи от функции, ΚΟΉΤΟ не са 

равномерно сходящи, то в слелващия параграф ще пдосочим пример 38 

тахава редица. 
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8 64. Три теоремни 35 редици от Ффункции 
# 

Значението на понятнето равномерна сходимост се вижда от важ. 
ната роля, която TO играе B теоремите, с KOHTO ше се запознаем B ΤΟΊΗ 
параграф. 

Първата ΟἹ тези теореми разглежда следния въпрос. Ако сдна ре- 
дица от функции ¢ сходяща за всяко X от едно множество N и ако всички 
нейни членове са функция, непрекъснати B N, можем ΠΗ да твърдим, че 
граничната функция ще бъде също непрекъсната в N? Отговорът на този 
въпрос в общия случай ¢ отрицателен. В това се убеждаваме от следния 

Пример, Да разгледаме редицата от функцин 

Χ, ж И .. # 

в затворения интервал [0, 1). Всички нейни членове са непрекъснати функ- 
ции в този интервал. Както знаем, тази редица (която е геометрична про- 
гресия)-клони към ( при 05 χ ε! При х-- | пък ΒΟΉΜΚΗ нейни членове са 

на ἴ Η тя клони към |. Й така редицата с сходяща в затворения ин- 
тервал [0, 1]. Обаче нейната гранична функция - 

| Onpu 05х«<1 fx)= I при x=1 

не с непрекъсната в този интервал — тя € прекъсната B точката X== |, 
Този пример показва, че не аинаги гура гицата на сдна редица от не- 

прекъснати функция е също непрсекъсната,Толкова по-интересна се явява 
следната 

Теорема 1. Axo редицата 

(i) L(x)lfi(x)» L .L(X). ... 

от функуии, непрекъснати в едно миожество N, е равнамерно схаодяща 
в N, та граничната й функция f(x) ¢ също непрекъсната в М. 

Доказателство. Нека x, е точка от N. Ще покажем, че Л() 
€ непрекъсната в тази точка. За целта да вземем произволно положител- 
на О εἰ Тъй като дадената редица от функцини € равномерно сходяща, 
ще съществува такова число у, че при 42>V неравенството " 

κ )-- 7 }} <5 
ще бъде изпълнено 33 асички точки х от Ν, Да разгледаме cera някоя 
функция f,(X), номерът п на която удовлетворява неравенството M >V. 
Това е no условие функция, непрекъсната в точката X, Следователно 
съществува такова положително числао O, че за стойностите на х от N, 
32 KOHTO имаме |х--х|<6, е изпълнено неравенството 

κ ο) - - - 
Torasa при |x—x,| <8 ще имаме 
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[(х)-](хв)]= ;(х)д!в(*с)+[я(х)-!.(х0)+ f. xfl)-f(xb)i 

εΕ 

3 

τ С И 

Х ча 

ет функции, непрекъснати « един краен и затворен интервал [a, 8]. Ако тя 

« равномерно сходяща в този интервад и 71} « нейната гранична функция, 

то редицата от определените интеграли 

» 

]:!,(х):!х. .I.f,(x)dx,.“. ff.(x)dx,... 

€ схадяща, като npu това 

в в 

lim ff.(x)dx --ff(x)dx* 

- в 

Доказателство. Преди всичко нека забележим, че както знаем 

ὋΤ Teopema |, граничната функция Л х) ше бъде също непрекъсната н сле- 

дователно интегруема в интервала [a, А). 
. с 

Нека £ ¢ елдно положително число. Тогава чнелета -----ὀ € също 

положително и поради равномерната сходимост ще съществува Ттакова 

число у, че при поу ще имаме 

- N Е 

)~ Ζ τ 5 
“ 

38 всяко х ΟἹ интервала (а, 5). Това неравенство показва, че числото , < 

е горна граница на функцията | С(И <), кагато n>>v, Ето защо при 

Ν ще имаме 
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z_ff..@;) dx—jf(X)‘dx!j'f{f.(x)—f(x)] “’Ιἷ 
а а 

# 

в 

- f ()= f(Ndx< Σ (b—a)=e, 

с което теоремата се доказана. 
Полученият презултат може да се запише още и така: 

b в 

lim f £, () dx— f limf, (x) dx, 

порали което тази теорема се нарича съшщо теорема 38 грани- 
чен преход под знака на интеграла, 

Теорема 3 (теорема за почленно диференциране). Нека редицата от 
функции ες | 

ле ( PR A ¢ s N 

е схадяща в сдин интервал D и клани към Дх) и нека всички нейни членове 
са диференцуеми, G праизводицте им -- непрекъснати функции в този ин- 
тервал. Ако редиуата om произвадните ; 

Π .. „() .. 

е равнамерно схадяща в О и клани към ф(х), mo функуията Дх) съща е 
диферсицуема и 

() () 
за acako х от D, 

Доказателество. Да си вземем една точка а от интервала Ὦ, 
Ако х с произволно взета точка ΟἹ D, то, както знасм (формула (6) от 
§ 56), ще имаме 

1 )=/, @)+ f Ω | 

Следователно 

lim;,,(x):limf_(a)—}-limff..'(')dfi 

AKO разгледаме редицата ΟἹ производните B затворения интервал, опреж 
делен от точките а и X, TO към нея можем ΠΗ приложим теоремата за 
почленно интегриране, Ще получим 

709- 2(4)+ f o (r)de. 
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въз основа на теоремата на Лайбницн и Нютон заключаваме, че- 

. flx) e диферснцуема в точката х и че /Чх)--(х). Тъй като х беше избрано- 
произволно в интервала D, теоремата е доказана, 

. 

§ 65. Редове от функцпии 

Множеството N от точките X, за KOHTO е сходящ ΠΆΠΕΗ ред ΟἹ функ- 
Г | " 

) ()t μ:Χ Ἐ Ὶ. . Al .., 

зе нарича негова област на сходимост. Cymara на реда (1) e 
очевидно функция на х, дефинирана в N, 

Понятнето равномерна сходимост съвсем естествено се пренася 
за редовете от функции, Ще казваме, че редът (1) е равномерно. 
сходящ B множеството N, когато редината от неговите частични суми 

« . 

» »S!(x)flsi(x)!"'tS.(x)pcca. 

€ PABHOMEPHO сходяща B Л. 
Теоремите 1, 2 и 3 от предишния naparpad веднага ни дават следва- 

. щите три теореми, отнасяши се до редове от функцин. 

Teopema 1. Ако всички членаве на реда 

ицх)+иДх)+...и(х)+... 

санепрекъснати функции в една миджестцав N и ako moil ¢ равномерна схо« 
дящ в N, mo иеговата сума 1(x) е също непрекъсната функция в N, 

Теорема 2 (теорема за почленно иптегриране). Яко педът 

( με(χ}} и) , X & I I 

членавете на койта са непрекъснати функции в затворения интервал 
[a, А). е равномерно схадиш в този интервал, mo редът 

ь & . 

fu, (r)dx-%—fu,(x)dx ее }]π.(κ)ά.τ«ι---- 

“ ™ а 

сходящ и axo сумата на реда (1) е τά Χ, mo имаме 

ь Π " в , 

fu(x)de«fnt(x} ах+ [ид(х)с!х-д.--„-;-]и.(з):!х ἐπ τ 

- а 

Teopema 3 (теорема за nowaenno диференциране). Нека редът от функ- 
ции 

εἰχ τ μείχ) εὦν τ 4 & S 

е cxodmy в един интервал D със сума щх) и нека всичките му членове са 
диференцуеми функции, а произвадните им -- непрекъснати функции # 
mozu интервал. Ако редът 

ἘἸΈ μ (α}: L e (0 ) 
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Ἔ равномерно схаодящ в D, то функуията х) е диферениуема и за всяко 
X om D имаме 

„и(х)--и, () (X)L (X)L 

Всяка oT тези TPH теореми се доказва, като се разглела релицата 
OT частичните суми на дадения ред и към тази редица се приложи ChoT- 
BETHATA теорема, отнасяща се до редици от функции. 

” Съществува едно твърде удобно достатъчно условис за равномерна 
«сходимост на ред от функеции. To се дава със следната 

Teopema 4, Нека е даден редът от. функуии 
{)). ) ι )Ὲ Ἐ λ ! .., 

# 
дефинцирани в едно множество N, и пека за всяко х от N и за всяко п 
са изпълнени неравенствата 
Q) „С) | £a,, 
където а, са някакви положителни константи, Ако числовият ред 

(3) а, #а +...+4а.+... 

€ схадящ, mo даденият ред om функуии (1) е равнамерно сходялщ в М. 
Доказателство. Преди всичко or неравенстната (2) н ΟΥ прин- 

ципа за сравняване на редове с неотрицателни членове следва, че редът 

ἐ () и ( 4 .. иО .. 

Ἐ сходящ 34 всяко х ΟἹ N, т, ¢. че редът (1) е даже абсолютно схояш Β 
множеството N, Нека и(х) ¢ неговата сума. Да въведем следните озна- 
чения: 

5)е ()4 w(x)+ 4w , 
O,y |1а:-+... 4, 

По yenosue редът (3) е схоляш. Това знаяи, че числовата редица 

0]!“2:.-4.“..-4: 

€ сходяша и клони към някаква граница с. Да вземем едно произволно 
положително число εἰ U.Lr: съществува такова чнисла v, че при поу да 
имаме 

Ισ,---σ! - εὶ 

Тогава за всяко х от N при п»у ще имаме 

15,С0--ча(х)|-- ν ὐ ξ « o) 4 ... | 
5 () а « ХУ .. 
ааа χ |-...7-а--б. <E, 

A това означава, че редът (1) е равномерно сходяш. 
Пример. Да разгледаме реда 

4) . r_{_sinz_r ) , ἈΠ παὶ 
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От неравенствата 

B от сходимостта реда 

. 

която се устанонвява лесно чрез критерия на Раабе--Дюамел, следва съ-” 
гласно Teopema 4, че редът (4) е равномерно сходящ. 

. 

8 66. Стеменни редове. Област 18 сходимост 

Степенните релове са елна спепнална категория редове от функции. 
Важната роля, която те играят в математическия анализ и неговите Πρη-- 
ложенния, се обяснява с обстоятелството, че техните частични суми пред- 
ставляват полиномн. 

Общият вид на един степенен ред е следният: 

(у ау нах--ажх 14 4аж .. 

Числата а @y, аз....й,.... се наричат негови косфициенти. 
Множествота от точките, 33 които € сходящ един степенен ред, се 

варича негова област на сходимост. Тя може 43 съвпада с мно- 
жеството на всички реални числа. Такъв е случаят например със следяня 
степенен ред: 

: ж . 
(2) L4 Ἐ ἘπῚῈ ς Ее 

Π 

Наистина нека x40 и нека към реда 

” + | 

приложим критерия на Даламбер. Имаме 

; ие .4 ol μ L3 . 
"Ш(шм):“* n“z')*hmn =0 

Получената граница ¢ по-малка ot |, следавателно редът (3) е cxozmu, 
а това ше рече, че редът (2) е даже абсолютно сходящ за всички X 40, 
Но той очевядно е сходяшщ и при x=0, И така степенният ред (2) е сходящ 
33 всяко X, Τ, €. негава област на сходимост Σ интервалът (--оо, со). 

Има елна стойност на X, 32 която всеки степснен ред е сходящ — 
тава е числеото (. Съществуват -обаче степенни редове, които са разхо- 
дящи за всяка друга стойност на χ. Ето пример 18 един такъв ред: 

(4) 1+ χ 3!е Ае 

Ако образуваме при х#0 отношението 
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тиждаме, че 34 достатъчно големи стойноста на п ΤῸ става по-голямо 
ют 1. Оттук получаваме неравенството 

(я x]", 
- / 

иизпълнено 38 BCHYKH стойности на п, по-големи OT дадено чиело. Това ня 
показва, че редицата 

1, 1x], 2t{x)3%,..., а| ,.. 

не може да клони KbM нула. Ho Torasa няма да клони към нула к реди- 
цата от членовете на реда (4), който следователно ще бъде разходяш. 

" M raxa неговата област на CXOAMMOCT се CLCTOE OT една единствена 
точка --- точката 0, 

Разгледаняте два прямера представляват, така да се каже, крайните 
,«случан, KOWTO могат да се срещнат при степениите редове. Съществуват, 
разбира сс, степенни редове, чиято област на сходимост не съвпадас ця- 
лата реална ос, нито пък се състон само от точката 0. Такъв пример ни 
дава познатата геометрична прогресия 

Ὧ Txtxid ., И 

KOATO представлява един степенен ред, сходяшщ, KAKTO знаем, при |х|<1 
и разходящ при |х|21. Неговата област на сходимост е следователно 
отвореният интервал (--1, 1), 

Ние ще покажем (и това е извънредно важен резултат), че областта 
на сходимост на един степенен ред (когато тя не се свежда 10 единстве- 
ната точка 0) е винаги интервал, H то интервал OT специален вид, Преди 
BOCHMKO ще дакажем следната 

Teopema 1. Axo степенният ped 

а,-нахна,х14... . 1 . 

е сходяшщ 30 точката Xq, me тай е exedmy, и mo абселютно, за всляко X, 
Уудовлетворлваще неравенството |х|-<1х). 

Доказателство. От сходимостта на Числовия ред 

Qo+ a8, Xg 1-азха+...+ахи+... 
следва, че редицата OT нсговите членове 

а аХу йХу ..., й Ха ае 

клони към нула. Поради това тя е ограничена и можем да намерим та- 
кова число A, че 23 всяко л да бъде изпълнено неравенството 

(6) |а,х."|<я. 

Нека сега x, е число, удовлетворяващо неравенството |х, |< |х.|. Тогава ; 

числото 4*-5 -‘;: „ ще удовлетворява неравенствата 054-<:1. Да разгле- 

даме сега реда 
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{7 NN 5 PN 7S TR ι A A е. 

3a неговия общ wieH ах,“ имаме 

х- 

е 

От полученото HEPABCHCTBO Η OT принципа за сравняване на редове с 

ясотрицателни членове следва, че редът 

(8) lagl+ la, χ + е221 +-...-+ |а " ... 

« сходящ. Действително неговият л-ти член е по-малък или равен ΗΒ п-тия 
член на геометричната прогресия 

4л94+49414...+49"4+... 

жоято е схоляща, тъй като ΟΞ φ . 
Това означанва, че редът (7) ¢ абсолютно сходяш. Тъй като точката 

x, беше произволна точка, удовлетворяваща неравенството |X, |< |х.), то 
теоремата е доказана, 

От тази теорема следва, че когато един степенен ред ¢ сходящ за 
всяко X, той с и абсолютно сходящ 18 всяко X, 

По-нататък от нея следва също, че ако даден степенен ред е разхо- 
дящ за някое X,,-TO той е разходящ ¥ 33 всяко X, удовлетворяващо Η6- 
равенството |x|> х,|. 

Сега е лесно да се установи следната важна теорема, която лава OT- 
товор на въпроса 32 вида на областта на сходимост на един CTENCHCH ред. 

Теорема 2. Нека с даден един степенен ред 

{1} а,+а.х+ах . а +... 

Тагава μά той е абсеакитно схадяц за всяка X, или е схадлц саме при 

x=0, или най-сетне съществува една положитеална числа г със следното 
свайство: при |х|«<: г редът e абсалютно сходящ. а при |X|>r с разхадяшщ. 

Доказателство, Hexa допуснем, че ладеният ред нито € аб- 

«олютно сходящ 33 всяко X, нито пък € сходящ само в точката х--0, 
Трябва да покажем, че в такъв сдучай съществула положително число 

г със свойството, изказано във формулировката на теоремата. 
Да означим с M множеството от ония числа X, 33 които редът (1) 

е сходяш. Ако допуснем, че тава множество не е ограничено отгоре, 

ше заключим, че редът (1) ¢ абсолютно сходяш 32 всяко х --случай, 

κοῦτο ние изключихме. Нанстина, каквото и число х да си BICMOM, чи- 

слото |х| няма да бъле горна граница на множеството M. Значи ще съ- 

ществува число X,, което приналлежи на M (т.с. за което редът (1) e 

сходяшщ) и за което имаме [χ} τ χ,. Но тогава съгласно теорема | редът 

ще бъдс сходяшщ и 38 точката X. 
Следователно множеството M е ограничено отгоре. Да означим с 

г неговата точна горна граница. Тъй като А съдържа числото 0, To 
числато г е неотрицателно. Ако бихме имали обаче г--0, то редът би 

бил сходящ само при х-0 — случай, който също изключихме. Наистина 

Е 

“ 
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при r==0 редът е разходящ очевидно 38 всяко положително X, ο той ще 
бъде тогава разходящ и 38 всяко отрицателно х -- OT неговата сходимост . 
38 някое отрицателно число X, би следвала сходимостта му и за-всички 
положителни числа х, по-малки ot |x,l 

И така r>>0. Нека х е число, удовлетворяващо неравенството |х|< r, 
Torasa |x| няма да бъде горна граница на множеството M, т. €. ще съ- 
ществува число х, от M, такова, че | x|<x,. Оттук следва че редът ( 
е абсолютно сходящ в точката . 

Ако пък X € число, 38 което |x|>7, TO можем да вземем такова число 
Xy, Че да имаме r<x;<|x|. Ако допуснем сега, че редът (1) е сходящ 
в точката х, той ще бъде сходящ и в точката X;, което противоречи на 
дефиницията на числото г. ͵ 

По такъв начин установихме, че степенният ред (1) е абсолютно схо- 
дящ при |х|<г и разходящ при |x|>r. С това теоремата ¢ доказана. 

Положителното число 7, което въведохме при доказателството на 
тазн теорема, се нарича радиус на сходимост на дадения сте- 
пенен ред. Прието с да се счита, че когато CAMH степенен ред е сходяш 38 
всяко X, той има радниус на сходимост X=00, & когато € сходящ само 32 
точката 0, неговият радиус на сходимовт ¢ r=0. По такъв начин можем 
да говорим 38 PAANYC на сходимост при всеки степенен ред. 

Нека отбележим, че в теорема 2 не се говори нищо 38 схолимостта 
на реда (1) в крайните точки на интервала (—r, г), В действителност ние 
и не можем да изкажем никакво общо твърдение, отнасящо се до тези 
две точки — редът може да бъде сходящ в едната ΟἹ тях и разходящ b 
другата или пък да бъде сходящ и в двете, ἩΠῊ най-сетне разходящ и B 
neere, , 

И накнстина геометричната прогресия (5) ни дава пример за стеренен 
ред, който има радиус на сходимост, равен на 1, и κοῆτο е разходящ в 
двете крайни точки на интервала (--1, |), 

Ето още два примера, които ще ΗΗ убедят, че действително са 513- 
можни и другите два случая, за конто споменахме: 

Степенният ред 

: ха 9) ἘΈΞΎ τ0. 
има радиус на ΟΧΟΠΉΜΟΟΥ γ-}, Действително достатъчно е ла го разгле- 
даме за положителни стойности на χ. Като приложим при x>0 критерия 
на Даламбер, имаме 

Оттук следва, че при 0<x<1 редът есходящ, а ΠΡῊ χ ] — разходяш, 
което показва, че имаме r=1. При x=1 редът (9) е разходящ, тъй като 
в този случай той се превръща в хармоничния ред, а при x=~1 той 
¢ сходящ съгласно критерия на Лайбниц, И така неговата област на 
сходимост е интервалът [—1, 1). 

Да разгледаме най-сетне степенния ред 
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2а хе (10) πιξ РР В ее 
При x>0 получаваме 

Оттук въз основа на критерия на Даламбер заключаваме, че редът (10) 
е сходяш при 0<x-<| и разходящ при x>>1 и че следователно неговият 
радниус на сходимост е r=1. При х--! получаваме реда 

1 1 1 
Г аА ЗИЯ 

38 който с помощта на критерия на Paabe — Дюамел ce установява, че 
¢ сходяш. Но тогава редът (10) ше бъле даже абсолютно сходящ и при 
хе---). И така неговата област на схолимост с затвореният интервал 
[---ἃ, 1l | 

Ще отбележим накрая, че от теорема 2 можем да изавлечем още и след- 
HOTO 

Caencrame. Axo степенният ped 

ot X4 @yx bl а .. 
има радиус на ехадимост г. mo той ¢ равномерно схадящц във всеки иитер- 
вал om вида |---с, «<), където O<c<<r. (Когата г--оо, moda mespdenue е 
вярио за всяко положителна число τ 

Нанстина твърденнието следва OT сходимостта на числовия ред 

laol+ laycl -+ lazed|+...+ |а |4+.... 
ΟΤ Teopema 4, 5 65 и от иеравенствата 

la | S la.c’l, 

изпълнени за всяко X OT интервала [—c, εἰ. 

Упражнения. Опрелелсте раднусите на CXOAMMOCT на спедиите степении редове: 

„ " 3 2 - - D 
L] [ T3 | [ =] 

ек е - 

(2m! я! в . « Do . Зу ф 
ΓΤ --τ | те 

- хя с11.3.5...(и-1 
? Zm-nzn RS Σ 2.4 .ἃ..τπ “ 

я .. 

18 Математаичести авалил 
273



8 67. Диференциране на степенинте редове 
“ 

Ако диференцираме почленно даден степенен ред 

( apta,xtaxis., +ax+..., 

TO B резултат ще получим OTHOBO един степенен ред, а именио реда 

@ ΓΟΝ ἈΝ Σ 
38 тези два реда с Β сила следната 

Теорема 1. Степенните редове (1) и (2) имат един и същ радиус на 
сходимост. 

Доказателство. Нека означим радиуса на сходимост на реда 
(1) ¢ r, а този на реда (2) с 7', Да вземем сдна точка X, OT интервала 
(—r’, r’). За тази точка редът (2) ¢ абсолютно сходяш, T. е. сходяш 
с редът , 

l Ἐ З|азха [-Ἐ...Ἔπ|α, χ M+ 

Ако умножим този ред с числото |X, |, ще получим сходящия ред 

144 |+ З|а2х, | .. Ἐ πία, χ Ἔον 

Torasa от очсвидните неравенства 

]a,,x,'[ é n Iaqxlnlr 

изпълнени за BCAKO 7, и OT принципа 32 CPABHABANE на редове с неотрица-” 
телни членове ще следва, че редът (1) ¢ абсолютно сходящ за точката х,. 
Тъй като това беше произволна точка ΟἹ ннтервала (—r', r'), TO редът 
(1) се оказва сходящ за всички точки от този интервал, Следонателно не- 
говият радиус на сходимост r не може да бъде по-малък от +”. И така 
имаме 

(3) rsr. 

Hexa cera x, е Touka от интервала (—r, 7). Да BIEMEM едно положи- 
TENHO число X, Уудовлетворяващо неравенствата |X,|<xo<r. Редът 
(1) ще бъде абсолютно сходящ за точката X, Поради това редицата ΟἹ 
неговите членове 

G, а,Хо азХо .. .. X", . .. 

ще клони към нула B спедователно ще бъде ограничена, Нека А е такова 
число, за което е изпълнено неравенството 

jax "l £ A4 за всяко п. 
Да pasraemame pena 

(4 o]+ 12a, x|+ tna”,::;“"| e ж.. 

|а | к ga образуваме числеото g~ . 38 общия член на pexa (4) имаме 
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Като вземем пред BEA, че 0<4<1, и използуваме критерия на Даламбер, 

 убеждаваме се, че редът 
1424447 14... 

& сходящ. Неговата сходимост, разбира се, няма да се наруши, ако ум- 
1 . A 
ножим всичкитЕ MY членове с числото А Ето защо OT неравсиството 

'ml 2 | Ξ "“"ᾳ--ιὓ 

жоета вече доказахме 33 ΒΟΙ͂ΚΟ A, и от принципа 33 CPABHABAHE на редове 

с неотрицателни членове ще следва сходимостта и на реда (4). Това 

означава, че редът (2) ¢ абсолютно сходящ 33 пронзволно взетата 

точка X; от интервала (—r, r). Следователно неговият радиус на схо- 

лимост с най-малко равен на г, T.C. имаме . 

5 . 

Ot нверавенствата (3) и (5) получаваме най-сетне 

- r=r, 

-косто искахме да докажем. 
Нека полчертасм обаче, че макар степенните редове (1) н (2) да имат 

един н същ раднус на сходимост, техните области на сходимост могат 

M да не съвпадат. Това ще рече, че в крайните точки на интервала (—r, г) 

двата реда могат да имат различно поведение. Така например степсн- 

ният ред 
х.. x* 

1Ὲ 5+ 3 At Ἐ Ο Я 

както видяхме в миналия параграф, има за област на сходимост интер- 

вала |--1. 1), докато полученият OT него чрез почленно диференциране 

степенен ред 
ЕЕ Е а ς 

е разходящ при х---!1 и яма 32 област на сходимост отворения ин- 

тервал (—1,1). 
Степенните редове са особено улобни за работи поради валидността 

на следната 
Теорема 2 (теорема за диференциране на степенините редове). Сумата 

JIx) на един степенен ред 

{l) ag+a‘x+a2xz+ .. Σ a‘x"{" ... 

€ диференууема функция 13 вслка вътрешна точка от неговия иитервал 

на сходимост и при това 

{6) Γίχγεξα, +2а,х+ ... +na,x"" 14 ... 

Доказателство. Както знаем or теорема 1, penosere (1) и 

(2) имат един н същ радиус на сходимост г. Нека хе(--г, г) и некас с 

число, удовлетворяващо неравенствата |х|«-е<-г. Съгласно следствието, 
което получихмс в края на предишния параграф, степенният ред (2) ¢ 

равномерно сходящ 8 интервала |--е, ¢]. Тогава въз основа на теорема га 
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за полченно диференциране HA редове от функции ot 5 65 заключавамс. 
че функцията Дх) е диферениуема в точката х и чее в.сила равенствотс, 
(6). Тъй като х беше произволна точка от нитервала {—r, г), с това тео- 
ремата e доказана, - 

От тази теорема следва по-специално, че сумата на елдин степенен ред 
с непрекъсната фУНШИЯ във всички вътрешни точки ΟΥ неговия ватервал 
на сходимост. 

В заключение нека отбележим, че ако интегрираме почленно стс- 
пенвния ред : 
() “gotaxbaxi . фажх 4 ..., 

чийто радиус на сходимост € £, полученият стеленен ред 

я а el (M B X+ <3 +ay -ty e 
има същия радиус на сходимост, тъй като редът (1) се получава o1 него 
чрез почленно диференциране. Нещо повече, въз основа на теорема 2 
можем да твърдим, че сумата на степенния ред (7) представлява една 
примитивна функция на сумата на степенния. ред (П в интервала(--г, #) 

8 68. Тейлоров ред 

Доказаните в предишните параграфи свойстна на степенните peaose 
ги правят твърде удобни за работа, Ето защо, както вече имахме случая 
да отбележим, твърде с желателно дадена функция /(х) (когато тона ес 
възможно) да бъде представена, поне за някоя част OT сваята дефини- 
ционна област, KATO сума на степенен ред или, както се казва оше, ла 
бъде развита в степенен ред. 

Един основен метод за постигането на тази UCA е използуването на 
т. нар. тейлоров рел. 

В § 36 бяхме доказали, че ако Дх) с функция, a4 1 пъти диферен- 
цуема в някоя околност ΜῈ една точка ¢, то за всяка точка а-Й ΟἹ тази 
околност с налидна следната формула, наречена формула на Тей- 
лор: 

1)) /(“4**)“/(0)-1»!;%*9]:4....-|. !*:!(Ф„. 'R, 

Изразът R, се нарича остатъчен член и нима вила 

ἐπιῖ . 

@ #.Ъ (a+0h), 

където 8 е число, намиращо се между О н 1 
Нека сега с дадена една функция Лх), която e безбройно много пъти 

диференцуема в някоя околнаст (а--6, а +8) на eaHa точка а (тази окол- 
HOCT може да бъде п частност и интервалът (— o0, + 00)). Ние можем да 
напишем тогава формулата на Тейлор при всяко цяло положително 
число л, Tosa ни навежда на мисълта да си образувамс следния степс- 
нен ред на променливата Л; 
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9 @+l <Се а SV и .. 
Този pea се нарича тейлоров ред Μ функцията Дх) относно точ- 
ката а. Ако означим с 5, неговата (п-+ 1)-ва частична сума, то формулата 
на Тейлор ни дава 

м f(n+h)_“sn bR, 

Ясно e, че ако 38 някоя CTOHHOCT на Я имаме lim R,=0, To ще umame н 
tim 5,--Да--), т. с. редът (3) ще бъде сходяш и неговата сума ще бъде 
равна на Ла--Я). За ония точки а + OT интервала (а--5, а--65), за които 
това с изпълнено, ние казваме, че функцията Лл) се разавива в тей- 
лоров ред, Обикновено това €A точките от някой интервал от вила 
Ча--6,, а--5,), явяващ се подинтервал на интервала (α---ὃ, w+35). В та- 
къв случай казваме, че Лх) е развиваема в тейлоров ред в околността 
(σ--ὅι, а--5,) на точката а или по-кратко, че f(x) се развива в тейлоров 
ред около точката а, 32 точките от споменатата околнаст имаме 

Ὥ Πία ) /а) L@ h+r“,“}- пъе + 19) gy .. ε: πὶ 

Ако паложим а ὁ A= x, равсиството (4) се написва така: 

0) πω-ς- @+ @+ e ау ч L@ А ау +е 

В специалния случай, xorato a=0, получаваме т. нар. MAKAOPCHOB 
ред на функцията Дх), който има вида 

. " . «6) ο + а Θ и 
B този случай ла остатъчния член R, имаме 

хе.! . 
) R.‘:mfl' (8 x), 

където 0-:8-<1. 
Когато 32 всяка точка х or някой интервал (--6, 8) ¢ изпълнено ра- 

BCHCTBOTO 
, " . 

«8) 70) ) И а р а 
казваме, че Д х) се развива © маклоренов ред в този интервал, Това ще се 
Оосъществи, когато за всяка от тези стойностни на х остатъчният член K, 
клони към нула. 

Ние ще получим сега маклореновите развития на някои конкретни 
функции. Тези степенни развития се използуват често в математическия 
анализ, 

Да разгледаме функцията Дх)--е“. Тъй като за нея /"Чх)--е“ и сле- 
дователно /”Ч0)-- | за seaxo π, то нейният маклоренов ред € следнияг: 

1 1 1 , 
(9] 1+ ”1”!х+пхх+."+ st ’T.T"' 
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Ние изследвахме този ред B § 66 и видяхме, че той с абсолютно сходящ 
за всяко X, Т.е. че неговата област на сходимост е интервалът (--оо, o). 
Cera ще покажем, че неговата сума за всяко х е равна на #«”,т. е. че в 
целия интервал (--со, 00) е изпълнено равенството 

Ἔ 

(19) ἐπιε ЧНе S , 
Както видяхме, за целта трябва да изследваме остатълния член 

х!т% 

| R, =TT ΓΟΝ 

Нека х с произволно число. Имаме 

an - R S5y e 
По-нататък разсъждаваме NO следния начтг Изразът Μἷ ἷ;, представ- 

лява общият член на един сходяшщ ред, тъй като редът (9), както отбеля- 
захме всече, с абсолютио сходящ за всяко х. Но редицата от членовете 
на всеки сходящ ред клони към нула. Следователно имаме 

Оттук и от неравенствато (11) следва, че lim #.-<0, С тава ¢ доказано, че 
функцията «“ с развивасма в маклоренов ред в интервала (—oo, со), 

Да вземем сега функцията ЛДх)-<айт χ. За нея имаме (вж. § 30) 

f"’(x)-am(x+n-~) (n=0, I, 2,...). 
+ 

Оттук получаваме 

[ (0)=sinn3 при n=0, 1, 2,... 

Имаме /21(0)-0, / ( 11) (0)=(—1)*, k=0, 1,2, .. . Следователно Maxao- 
реновият ред на функцията sin х ще бъде следният: 

" х . Ν а 

Яе аяу 
Остатъчният член тук е 

Ν χ ὶ . = . 

Κ--- м ШП(ЗХ-%*ЮТ)“ 

ИЕ и 
а + DT 

От неравенството 

42 

по същия начин, какта по-горс, се убеждаваме, че lim R,=0 за всяко х 
И така функцията Sinx ¢ развиваема в маклеренов ред B интервала 
(--оо, o0). Следователно за всяко х е изпълнено равенствота 

- 
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ЕЕ χϑ 
sznx-l—!-—-j-;-:-s-; ----- ἰ-- ДИТ ае 

χόπ-ὶ +. 

1я - 017 

По подобен начин получаваме и маклореновото развитие на функ- 
цията со5 х, To е следното: 

cosx=1=3, ἐὰτ----Ἐ{-- 1) Gy Ἐπ' 
и € валидно също така B интервала (— oo, οο). 

Да разгледаме и функцията flx)=(1-+x)", където те произволно ре- 
ално число, дефинирана при х7>--1, Лесно получаваме 

Г(х)-ащте-1) . . (πῈ--πἘΠ1Ὰ1 Υ̓Τ Ν n=1,2,... 

SO =m(m=1)...(m—n+1) при n=1,2, 

Като използуваме означенията 

" т(м-!)...(т-в+!) 

() 

Оттук 

ще запишем маклореновия ред на функцията (1--х)” по следния начин: 

(12) l+fi%+hkw'+()f+ 

Изследването на остатъчния член тук показва, че lim R,=0 npn 
- χ. И така функцията ( Ν с развиваема н маклоренов ред 
в интервала (--1, |). За всяко х от този интервал с изпълнено равенството 

(1.3) (14.х) « | + (“Ι' )x-f (”;)xi Де + (’”)xfl_{.... 
- 

Наистина нека х е число от интервала (—I1, 1) н нека представим R, 
във формата на Коши, която получихме в § 58% Ще имаме 

в ае а фу и1 407", 
. 

или 
_mm - П. те) L ]~ B --а L L (TI‘ (1-θ.χ)5 τ 

- 
Катао вземем пред вид, че (1<1 и 0<8-<1, виждаме, че 0::l < и че 
- 4-8х 
ako т 1, та =8 Ξ (| - Х7 а ако Β, то (14 0 5 } 
5а1-+)|х Yl Следователно при m< 1 имаме 

(14) ‘R s!mm-llf (m—flfl "'Ι{Ι- χ - ι 

а при т>1 

, imim - 13).. {πὶ - п) еа т1 (15) IR &~ ——————— ЗА Λ Ὰ ΕἸΧῈΆ 

Ако към реда 
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(ΙΘ Σ !msm”l)‘;i-(’"“'n)! Xin*l 

L 25 1 

приложим критерия на Даламбер, виждаме, че Toit ¢ сходяш. Следова- 
телно общият му член клони към нула, Оттук вьз основа на неравен- 
ството (14) (при m< 1) или (15) (при т > 1) заключаваме, че lim R,=0. И 
така равенството (13) е в сила за всички х ὍΤ отворения интервал (--1,1). 

Нека забележим впрочем, че равенството (13) е валидно и 3 x=1, 
когато т21. Нанстина при m>1 и x=1 редът (16)е също сходящ, както 
можем да се убедим с помощта на критерия на Раабе — Дюамел, u за- 
ключението се извършна отново въз основа на неравенството (15). При 
m=1 пък равенствота (13) е очевидно за всяко х (B дясната му страна в 
този случай всички събираеми след второто са нулн). 

Редът (12) се нарича биномен ред. Равенството (13) предстан- 
дява очевидно обобщение на формулата 

(14) A+0"=14(V)x+(F) 2+ 4(7) x™, 
вадидна, когато те цяла положително число, Hauciuna, когато т ¢ 

m 
цяло положително число, косфициснттс(„) са равни на нула при 

n=m41, m+2,... и равенството (13) преминанва в равенството (14). 

Уаражисния. Като използувате степснните ῬΘΊΝΗΤΗΝ на Φγιιιἑιπιιπτι' e, 5 αὶ 
cas х н (14+х)", намерете степсминте разнитин и паосочете интервалите, в KOMTO те 
€3 валидни, за следните функцин: 

1. f{x) .“ 2, ()я sin 2x. 3 () соч χ. 

4, 1(х) = sin* х, S, f(x)-sin2xcosx. 6. f{x)> coslIxcosx 

I 1 ше . А /(д)вптх)ь Β. f(lew' 9, f{x)mvffl-qnx. 

Π 
4 

10, )Ό ψιὲΠΡὺ-- 28, 1, „() е e 

5 69. Други начини за развиване на фуакции 
в стецении редове 

Освен използуването на тейлоровия или маклореновия ред съшщест- 
BYBAT и други начинни Ддадена функция Дх) да бъде развита в степенен ред. 
Нне ще посочим чрез конкретни примери HAKOH от тях. 

1. Един такъв метод е преди всичко използуването на познатата MM 
формула за сумата на геометричната прогресия 

m I S I e + 
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залидна при --1«<я«<1. Ето няколко примера, поясняващи как се из. 

жършва това. 

П ример!. ФункинятаДх)-- ἱἶ τ Се представя като сума на една - 

теометрична прогресия по следния начин: 

r}?=x—xz+x‘-m+(—n‘xfl+m при 11<1. 

Mpumep 2 39 функцията ЛДх)-- 21!:- имаме 

x _x 1 oxfy 2.2 0 А e 
ΤΗ τ 2 ““3(* уъуе Уе ) 

1+Tx 

. 2 2 2 . 3 
‘-*3‘~§;*x’+‘33-x:+"*+(“17’ '3..: ж ..*”" за 1Х|*-:-2-*" 

Горният метод може ла бъде използуван к след предварително раз- 

лагане на функцията на сума от елементарни дроби, Evo едии пример 33 

такъв начия на работа. 

Пример 4 За да развием в ред функцията ](х)--:,?:г;. у най- 

напред я представяме като сума ΟἹ две елементарни дроби. Получаваме 

ЗИ . τ 
τ στ 1 τξι ὰ τ 

Имаме 

1 -1-=--1-(1 φ χ ее +е) при [χ| τ 
4 х-1 ΕἸ т ᾿ 

м 

ЛЦЛА 
4 x+3 4.3 1+—:€— 

3 

Ἴ x А x* 
"—4—3-(1—--3-'1-37""‘?—'(-*1)' *3*„+ ) npu x| <3, 

юткъдето 
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, 1 2 хя -1--3-(-3*- ξ““ὕζτ-“'-ὖ-(“' П“ ае ) 

5 ? " ποττχτ φ o ((—1)‘ τοτ-- )x"+--- при [x]<l. 

П. Друг метод 38 развиване на функции в степенни редове е методът 
на почленното интегриране. Ниес ще ro приложим за получаването на две 
важни развития, ΚΟΉΤΟ често се използуват в математическия анализ. 

Най-напред да разгледаме Ффункцията“ Лх)- т (1+x), дефинирана 
при x>>—1. Като диферениираме, получаваме ['(χ).-.ῖ ;_x Ho s orsope- 
ния интервал (--1, 1) имаме 

пе a_,.‘ e Σ 

Ако ннтегрираме почленно степенния рел, написан в дясната страна на 
това равенство, ще получим CTENCHEHA ред 

# ] Ω) χ Ἐ Y а 
Този ред има съшо така радиус ча сходимост, равен на 1, а 38 всяко х 
от ннтервала (---1, 1) неговата сума φίχ) съгласно теоремата за диферен- 
циране на степенияте редове има производна, равна на сумата на реда, 
който интегрирахме. Следователно ф (х) ""fil-'x' 

Двете функции Лх) и @(x) имат сдна и съща пронизводна в ΒΗΤὸρ- 
вала (--1, 1) и еледователно тяхната разлика е константа в този интер- 
вал. За да пресметнем тази константа, да дадем на х стойността 0. Тъй 
като ЛО0)--0 и 4(0)--0, то заключаваме, че Дхо)--ф(х) в интервала (--1, 1). 
И така получихме равенствота 

, 2 : At 

(1 +x)=x—5 ἘΝ οο { 1 а 

валидно при —l1-x<' 1. Може да се покаже, че TO OCTABA BANMANO и за 
точката х-1, 

Нанстина при 0-<х«<:1 редът (2) удовлетворява условията на 
критерия на Лайбини, Ето защо съгласно бележките, ΚΟΜΊΟ направих- 
ме след доказателството на този критсерий в § 11, ше имаме 

) l 5 х.. 1 " 

При x—1 горното неравенство преминава в неравенството 

]ш 2-(! -- "ἕ“““ὗ'""ἳ“(- 1y-t ;) 

” 
iln{l E-X)— (x—‘*i;--{-..._.*,( ]}fl—x“' 

1 

З 
откъдето получаваме равенството 

2а нне Ке ες 
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Като втори пример ше разгледаме функпията Лх)--агс tg χ. За ней- 

: . 1 
ната произволдна/ (X}‘"lT.};i имаме 

1 
1+ xt 

' 
=1 — ене (— 1) x¥ 4 пра -1<х< . 

Като интегрирамсе почленно степенния ред OT това равенство, получа- 

ваме степениния ред ; 

Е . 
(3) Ке εἰς (=D e 

чиято сума ф(1) ¢ диференцусма B внтервала (—1, 1) и има 32 производна 

в тозя интервал сумата на реда, който интсгрирахме. И така @'(x)= Ι -;Χ, . 

Ot равенството / "(х)-- ф1(х) заключаваме, че функциите f(x) u φίχ) се раз- 

личават с една константа B интервала (—I, 1). На тъй като f{0)=¢(0)=0, 

то тази константа с нула. И така имаме Дхж)еар(х), т. е. получаваме раз- 

витието 

х) х! хаь! 

(4) arclgx=x—— - 'S"“"“H"'r'z;‘T'f E 

валидно при --ἰ χ Ξ 1. Moxe да се покаже, че 10 € валидно и при x=1, 

и при x=—L 
Haucruna, ако 0<x<1, 10 редът (3) удовлетворява условията на 

критерия на Лайбниц, поради косто ще имаме 

χἳ.οὶ xi Β ὴ τ 
При x—1 получаваме 

1 1 1 
„ахс:з1-(1--з-+-м+(-1)”=, Τ Ι)Ἱξ, τ 

огкъдето следва равенството 

1 1 1 

(5 arctgl=1——=—+ ς = (=) e e 

Πὼ този начин виждаме, че равенството (4) е BAPHO при X= 1. То с вярно 

и при x—=—1, защото при замяна на х с --х двете страни на равенството 

(4) само си сменят знака, Нека забележим, че равенството (5), като Βιο- 

= 

мем пред BRI, че агс 18 ] =—, може да се запише и така: 

] L= ааа Ре) Ч ἴ 

ΠΙ. Най-сетие степениите развития на HAKOM функцни могат да се 

получаТ и посредством метода на. почленното диференциране. Ще по- 

кажем това с сдин пример. Да вземем функцията Ax)= τίἑτ)’ . Забеляз- 
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мваме, че тази функция е производна на функцията φίκχ) = 

жоято имаме развитието 
plx)=l4x4-x34 . .. 

валидно в интервала (--1. 1). Torasa, ако Шфсрснцирвме почленно този 
«степенен ред, HETOBATA сума съглаено теоремата за диференциране на 
«степенните редове ще бъде равна на ф (х) всъщия интервал, Но ф (х)--Дх). 
И така получаваме развитието 

(Т:“„- 1434 3534 oo Voo, 

валидио при --|«-х« . 

Упражиения. Да се развият в степенни редове следиите функинн, като се посочат 
- съотвестните интервали, в конто тези ризвития са валидни: 

1 х+1 . ττν 2. /()- Fow τ 3 f(x)=»x=~ o 

x4+ 1 Зе 
4. /) = m{m:n' 5. ( а (14+х?), 6, } τ [α τ χ 

1, 70.) - 

7. () ч. аге ῆ B, f(x)=InT- x% 

% 
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ЧАСТ Ш 

ДИФЕРЕНЦИАЛНО И ИНТЕГРАЛНО 
СМЯТАНЕ НА ФУНКЦИИ НА ДВЕ 
НЕЗАВИСИМИ ПРОМЕНЛИВИ





ГЛАВА X 

ДИФЕРЕНЦИАЛНО СМЯТАНЕ НА ФУНКЦИИ 
НА ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ 

Дефиницията на понятисто функция на две и повсче независими про- 
менливи в логическо отношение не се различава съществено OT дефини- 
цията на понятието функция на една променлина, Що се отнася до ди- 
ференциалното и интегрално смятане на функциите на няколко незави- 
сими променливи, то макар до голяма степен и да се развива по обра- 
зеца, който ΗΗ дават функциите на една променклива, все пак в редица 
пунктове изисква разработката на HAKOW нови иден и методи. Оказна се 
обаче, че с достатъчно тези нови моменти да се разпият за функциите на 
две. променливи, след това те по правило без особени затруднения се 
пренасят за функциите на повече променливи, Поради това тази глаца 
с посветена почти изключително на функциите на две независими про- 
менливи, 

Теорията на функциите на няколке променливи, разбира се, има не 
по-малко значение за приложенията на математическия анализ ΟΥ тазн 
на функциите на една променлива, тъй като природните процеси, които 
ОотТделните ΠΑΥΚῊ изучават, MHOTO често ни довесжлат A0 нсобходимостта 
ОТ разглеждане на функции, зависещи именно от ияколко, а не сама OT 
една променлива. 

8 70. Точки в равнината н в п-мерното пространство 

Преди да преминем към изучаването на функцните на две и повече 
независими променливи, ние ще се погрижим най-напред да придадем 
известна геометрична нагледност (доколкото това € възможно) на на- 
Шите разглеждания подобно на това, което правехме при функциите 
На една променлива. Torasa изобразявахме различните значения нааргу- 
мента като точки OT елна права, а на функционалните стойнасти съпоста- 
BAXME точки ΟἹ сдна равнина, като получавахме по този начин т. нар. 
Графика на дадената функция. Подобно нещо е удобно да бъде напра- 
вено при функциите на две променливи. Що ς отнася до функииите на 
TPH и особено 10 функциите на повече от три NPOMCHAMBH, там геометрич- 
Ната нагледност вече се губи. Въпреки това редица идеи, почерпани от 
теометричния наглед, който имаме при фъункциите на ABC променливи, 
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запазват своята сила и при функциите на произволен брой ΠΡΟΜΕΉΠΗΒΗ. 
Ето защо най-подробио ше се спрем именно на функциите Ha две незава. 
сими промсенливи. 

Казвамсе, че ни е далена функцията Дх, у), когато на всяка двойка 
числа (х, ), взети ΟἹ HAKAKBO множество M, е съпоставено съгласно ня- 
какво правило едно трето число, което означаваме с Лх, у) и наричаме 
функционална стойносТ. Множеството M, което в случая представлява 
множество ΟἹ двойки числа от вида (X, |), се нарича дефиницион- 
HO множество Win дефиниционна област на дадената 
функция, 

Тук, както виждамс, ролята на „аргумент“ играят двете числа х 
и у или по-точно двойката числа (X, V), взети при това в определен ред -- 
числото х с първата KOMAOHEHTA, а числето у — втората компонента на 
аргумента. Ето зашо говорим по-точна за наредена двойка 
реазлии числа (x, у), Като си спомним, че реалиите числа изобразявахме 
K4TO точки от една права, естествено стигаме до идеята  наредените 
двойки числа пък да изобразяваме като точки OT една равнина, в която 
с въвелена прапоъгълна координатна система Oxy. Тогава на всяка двойка 
числа (х, у) ше съответствува точката, за която тези две числа се явяват 
коорднинати относно вънедената координатна система, Τ, €. точката с 
абсииса х и ордината у. Обратно, на исяка точка OT равнината ще съот- 
ветстпува една наредена двойка ревлни числа — двойката, образувана 
o1 абецисата и опрдаинатата на тази точка. По такъв начин ние можем ви- 
наги когато става дума 30 нарелена диойка числа да употребяваме тер- 
мина точка в равиината. Също така, когато говорим за множество 
ΟἹ наредени двеойки реални числа, можем N0 си служим с израза мна- 
жество OT точки в равпината, 

Понякога подобно на това, което се прави в геометрията, ще озна- 
чаваме дадена точка п равнината с едниа буква (обикновено главна ла- 
тинска). Например 1е казваме: ладена е точка Р. Axo при това нскаме 
изрично A отбележим и координатите на тази точка, ще я записваме, 
както в аналитичната геометрия: Р(х,у). По такъв начин разполагаме 
с Три различни начина 30 означаване MU една и съща наредена двойка 
реални числа, 

Що се отнася до графичното представяне на функция на две незави- 
сими променливи, то 32 неговото осъщестаяване се налага да npuber - 
нем вече до тримерното пространство, Тоава става по следния начин: 
Преди всичко аналогично на това, което имахме по-горе, наредените грой- 
ΚΗ реални числа сс отъждестаяват с точките на тримерното пространство, 
в косто ¢ въпсдена CAHA правоъгълна координатна система Охуг, така че 
на тройката числа (х, у, :) CLOTRETCTBYBA точката с абсциса х, ордината у 
и апликата Σ и обратно. (Тук също, разбира cc, дадена точка (x, y, :) 
може да ὅμπο записана във вида Р(х, у, :) или пък просто чрез #.) 

Нека е ладена елна функция f(x, у) с дефиниционна област M. Мно- 
жествота М като множество от наредени лвойки реални числа може да 
бъде разглелано като MHOKECTRO OT точки, лежаши в координатната pas- 
нина Оху μ TPUMEPHOTO пространство (черт. 54). AKO Cera означим със 
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ς Ффункционалната стойност f(x, ¥), т.е. ако въведем равенството 1-- 

=f(x,¥), то на всяка точка Р(х, у) от M ше бъде съпоставена по сдна 

точка OT пространството — именно точката S(x, ), 7). Korato точката 

P се мени B MHOACCTBOTO M, точката 5 ще опише B пространството едно 

Черт. 55 . 

множество (една „повърхнина”, както бихме казали), коестоа и представ 

лява графичното изображение на дадената функция (черт. 55). 

Hexa отбележим οις, че B математиката ¢ пряста следната абстрак- 

ция: каквото и μ бъде пялото положително число н, наредените N-OPKE 

реални числа от вида (χ,, Xaye--o+ X,) също така се разглеждат ката 

„точки“ B едно MPOCTPAHCTEO — те образуват Τ. нар. п-измеримо или л- 
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γ(Ρ' 

за 
(1) P, P - κ ι еИУ 
A2 наричамс по дефиниция разстояние между тези дас точки,” Нека отбележим, че когато имаме дес точки от реалната Npasy, която разглеждамс като едноизмеримо пространстно, T, е. когато са ни да- AcHu две реални числа х”и х”, формулата (1) ни nana 

rix', x")msf{x' — XY = }’.τ’-,κ"ξ. 
резултат, който също така сс съгласува с нашата представа за разстоя- ние, тъй като числото |κ΄.-- " пе е нищо друго освен дължината па интер- вала, определен от точките х” и х”, 1, €. дължината на отсечката, свърз- ваща тези две точки. 

Пониятието разстояние между дис точки ни позволява по съвсем сстествен начин да дойдем и A0 TIOHATHETO 33 сходяша редица от точки в я-мерното пространство, Именно щ калааме, че редиуата от тачки 
(2) Py Py, .. P.... 
е сходяща и клани към дадена точка . когато разстоянието между точките Py и Py клони към нула, т. е. когато редицата om числа 

(3) Py, Р,), НР РА,...,. P, Р.),... 

е сходяща и има за граница числота 0. . 
Горната дефиниция може да се изкаже и Другояче. За простота да разгледаме случая на двумерното пространство. В тази случай редипата 2) може да се запише подробно по следния начин: 

Py(xy1, )ι), Pyxsya), ..., Р(хь ), ..., 
а обшият член на редицата (3) ще има вида 

* Koraro в п-мерното пространство е въведено разстояние по показавия нпачин, TO се нарича п-мерно свклидово пространство, " 
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r (P Р) ОТ 5 
кълето с х Η Vg Ο означени координатите на граничната точка P, Като 
вземем пред ΒΗΠ, OT сдна страна, неравенствата 

Ε Ξ J(xl-x,)z-i—()’k—y,? 

[¥a—Yol S V’{xk —X Ἐ, - } . 

а, от друга, неравенството 

%/(хъ“хв):+(3ь-1в)25 Xy — Χοὶ ἜΤΡΙ τ )}οῖν 

става ясно, че условието редицата (3) да клони към нула е равносилно с 
YCAOBHCTO да клонят към нула редиците с обащи членове |х,--х.| и |а--|. 
Това пък OT своя страна означава, че изискаанетае peduyama с абир член 
(х.. У0) да клаони към точката (X, ¥o) € равносилна с изискването двете 
редици om рейялни числа 

КТ ЕЕЕ ЕИ 
«“ 

- 

ΎΝ 
да бъдат сходящи и да кланят съответно къл Ху й Vo, 

Разбира ος, всичко това важи не само 38 редица OT точки в равни- 
ната, HO и за редица от точки я пространство с произволен брой изме- 
рения. ΠῸ този ΒΜΗ условието за сходимостта на една рсдица от точки 
в A-MEDHOTO пространство се заместна с условисто за сходимост 
на п редици DT реални числа — именио редиците, съставени OT съответ- 
ните компоненти на точките ΟἹ дадената редница. 

Ясно ς сега, че ако една редица от точки 

PI'PZI"‘IPL'I"‘ 

& равнината (или изобщо & п-мерното пространствао) ¢ сходлща и клони 
към точката P, то всяка нейна nodpeduya 

Po, Poyoo oo Py 

€ също сходяща и клони също към Ῥ. 

ΞἼΙ.ΜΜΜΝ 

Понятието околност HA точка, което бяхме въвели за точките OT pe- 
алната права, може да бъде въведено за точките ΟΤ произволно п-мерно 
пространство. При това неговата роля във въпросите на матсматическия 
анализ е даже по-очевидна именно когато разглеждаме точки в про- 
странство с две или повече измерения, OTKOAKCTO при точките от реал- 
ната права. 

Да се сирем отново на двумерното пространство. Нека с дадена точ- 
ката (х. ¥o). Да разгледаме един квадрат D (ς произволна дължина на 
страната), страните на който ΟἹ успоредни на координатните оси н който 
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има за. център (т.„:г. пресечна TOYKA на диагоналите) точката (x,, 1) 

(черт. 56). Миожеството от всички точки, влизащи B Този квалрат, но 

нележащи върху страните My, ще наречем околност на “-1ката 

(ха. Уо). 

# 
4 
: 

ο Π 
+ 
H 
Н 
Π 

! 

' 
ι . 

Черт: 56 

Ако дължината на страната на квалрата D означим с 26, 10 ясно 

€. че условието една точка (х, у) AR се съдържа в споменатата окол- 

HOCT € PABHOCHAHO с изискването да бъдат изпълнени двете HEPABCHCTBA 

Jx—xpl <8, } -- υ τ , 

Тъй като същеставуват безбройно много квадрати OT посочения вид, 

всяка точка в равнината ще притежава оченилно безбройно много окол- 

RoCcTH,® 
Mo аналогичен начин се въвежда понятието OKONHOCT и за точките 

OT пространствата с по-голям брой измерения. В тримерното про- 

странство ролята на |квалрата се изпълнява ΟἹ куб със CTEHN, успоредни 

на координатните равнини, к с център точката (Xg, Уе 2). Течките (X, . Σ), 

лежащи Β такъв куб, се характеризират с трите неравенства 

|хееха 18 ly—yol <8, |<--2а|-. 

Β п-мерната пространстно говорим условно за „п.мерен хиперкуб“, 
ΜΜΗΤῸ точки имат координати, удовлетноряваши неравенства от слелния 

вид: 

Ξχι--ἷιῦἷ““ἶ 61 ‘x.’._xiol‘:av .... lxn;_xnnl < 8. 
. 

- Това не е елинственият начин за въвсждлане на DOMRYHETO ΟΚΟΠΉΘΟΥ на лочка в 

гавнината. Често например под околносл на една такава точка се разбира мнажествато, 

състояшо се OT точките, която влизат в един кръг с център задената точка и ΟΗ Β: 

лен радниус, но не лежат върху KOHTYPHATA му окръжност. От гледише абаче на въпро. 

сите от математическия анализ тази пачин на въвсжлане Η понятието околност не с 

съшествена различен от анзи, който вече посочихме Η към който ше се придържаме н 

тази курс. 
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Специално в случая, когато n=1, Т. е. когато нашето пространство е ре- 

алната права, торните п неравенства се CBCKIAT до единственото нера- 

венство , 

. Ех-х 0 ὶ <8, 

което е изпълнено 18 всички числа X от отворения интервал (ха--06, 

χ -8). По такъв начин се убсждаваме, че въвеленото токушо понятие. 

околност e обобщение на OHOBA, с KOCTO си служехме по-рано. 

Използувайки понятието околност на точка, лесно можем да се 

убедим, че дефиницията на понятието сходяща редица OT точки в л- 

мерното пространство, която далохме в предишния параграф, може да 

се изкаже и Така: 
Редицата от течки « п-мернато пространстнко 

PLP., v Pl 

€ сходяща и клони към тачката P, ако за всяка околност D на точката 

P, съществува такова числа v, че при Ку всички тачки Р, от редицата 

се съдържат в D, 
Cera лесно ще стигием до дефиницията на някои понятия, отнасящи 

се до взаинмното разполдожение на точки и множества, Тези понятия пък 

OT своя страна ще ΒΗ позволяг да дадлем удобна характеристика на ця- 

кои пидове множества от точки, играещи нажна роля но-нататък., 

В дефинициите и разсъжденията, кониго следваг де кпая на гтази 

параграф, с безразлично κάκι с броятг на измеренията на BPOL  ранството, 

косто разглеждаме — те остават н хила за произволно H-MEPHO про- 

странство. 

Нека н едно пространетво € ладено някакнво множество M, Една 
точка Р om същата пространства се наричавът ре ш на за мпожест- 

вота M, когата тя пратемжава ттакава икалнаст, канта се ΘΗ Wi~ 

цяла om точки, принадлежащи на M. Една точка ( се нарича вънлатна 

2а М, ака притгжява аколнаст, Θ се изцучло ат тачки, итршии)- 

лежащи на M, Най-сетне ейна точка R се нарича кантурна за мпа- 

жестваота M „йка тя пе е ните аьтр%шиа. HUTHO външна за M, 

Лесно « да се съобрази, че условиета една Touxka да бъде контурна 

43 дадлено множества M може 14 се изкаже още така: #слка нейна дкол- 

наст съдържа както oy от M, така и точки, непринадлежащи на M. 

Оттук пък слелзза, че ако R е слна коитурна гочка Ha множестиеато M, 

могат да се намерят 8 редици ΟἹ гокки — сдната! 

РР .. 

. 

съставена ог точки ΟἹ ἡξι . лругата 

Ql‘ Q:rtr:¢QAi~--a 

състояшща сс OT точки, непаиналлелаици на M, които релици клонят (и. 

дьете) към Точката Й. (Поелоставяме доказателството на ἰἸΤ 

На черг. 57 са паказани елно множестао M в раавнииа й три гочки 
Р. О й R, явяващи се CLOTBETHO вътрешна. външна и контурна точка W M. 
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Множеството от всички кантурни точки на дадено множество 
M се нарича контур на това множество, а множествато от всички 
негови вътрешни тачки --- негова вътрешност. 

От изложените дефиниции е ясно, че всяко множество съдържа всич- 
XH свон вътрешни точки и не съдържа никоя OT свонте външни точки. 

ой 

Yepr. 57 

Що сс отнася до контуриите му точки, TO някон OT THX MOTAT да му при- 
надлежат, други — не. Именно това последно обстоятелетво ни довежда 
до спледните две дефиниции: 

Едно мнажество от точки се нарича отваеренео, кагате те не 
съдържа нито една своя котпурна тачка (m, е. когато те сътпада със 
своята вътрешиност). | 

Една мнажество от точки се нарича затваарено, Kuramo mo 
съдържа всички сваи контурни точки (т, €. когата съдържа своя контур). 

Разбира ce, дадено мниожество OF точки може да ие бъде нито отво- 
рено, нито затворено, Това ще бъде гака, когато TO сълържа само част 
OT своите «контурни точки, но не всичките. 

. Примери: L Точките, лежащи в един кръг B PABHKHATA, но не и 
върху ограждащата го окръжност, образуват отворено множество. 
Hue ще napuyame това множество отаорен кръг. Точките пък, ле- 
жащи в CAMH кръг, BICT заедно с контурната му окръжност,образуват 
затворена множество, което ще наричаме 1A THOPCH кръг, Анало- 
гично ще употребявамсе термините OTBOPCH квалрат, затворен кпадраг, 
огтворен многоъгълник, затнорен многоъгълник и пр. 

2. Нека е дадена с«дна права в равнината. Kol са нейинте контурни 
точки? Какво мниожества ¢ правата? 

3. Дайте примери на ΟΥ̓ΒΟΡΌΜΗ и затворени множества в тример- 
HOTO пространство. 

4. Ако вземем множеството, съставено OT всички точки на разглеж- 
Дданото пространство, т.е. цялото пространство разглеждаме като езно 
множество от точки, TO това множество няма кантурни точки, Слелова- 
телно TO с едновременно отворено и затварено. 

Лесно може да сс докаже CACAHOTO свойство на затворените мно- 
жества: 

Axo миожеството М е затворенцо и ако редицата 

Ρῃ Pz‘,.~.,qu-..., 
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съставена от точки, принадлежащи на M, е сходяща и клони към P, 

то точката Р cswo принадлежи на M. 

Наистина във всяка околност на точката Р се съдържат точки P 

от ладената редица -- това са точки, приналлежащи на M. Оттук е ясно, 

че точката Р не е външна 33 множеството M -- тя € негова вътрешна или 

контурна точка, Множеството M обаче е затворено и слелователно то 

сълпържа както всички CBOM вътрешни, така и всички ' CBOM контурни точ- 

ки. Следавателно точката Р принадлежи на M. 

В същност вярна с и обратнато — ако една мнажество М съдържа 

граничната точка па всяка схадяща редица, съставена от точки, принад- 

лежащи на M, то това чиожества e затварено. (Нека читателят сам 

докаже тева,) 
Ще лЛадем още следната дефиниция: 
Една множество ORI точки « равнината се нарича пограничено, 

когата me се съдържа изуяло в някай каадрат. Едно миожество от точки 

в тримерната пространства ве вграничена, кагата се съдържа изуило « 

някой куб. ) 
Лесно можем да се убседим, че както B равнината, Тъй н в Тример- 

ното пространство тази лефиниция с равносилна със следната: 

Една множество епграничена , когато разстолнията на всички 

негови тачки 00 някоя фиксирана точка (например до пачалеато на коар- 

dunamuama система) не падминават дайена положително числа, 

Така изказина, лефиницията запазва валидността си за произнолно 

п-мерно пространство, 

Примери, Всски OTROPCH, както и всеки затворен кръг в PUBHK- 

ната, прелстапляви ограничено множество, Всяка, права я равинищшта с 

неограничено множестно, Ивицата ет равнината, заградена между 86 

успоредии ирави, съшщо прелетаялява пример за неограничено множество., 

5 72. Непрекъснати фупкини 

Понятисто ограничена функция се пренася δεῖ изменсния 

1а функциите на няколко проментиан. Елна такава функция се нарича 

сограничена, кагата т ограничено множествотоа ат нейните фуикшш- 

нални съойности. Тачната горна граница на това множество се нарича. 

чочна 1орна граница на самата функция, а гочната му долна гранинца — 
гочна долиза граница на функцията. 

Важиста понятие непрекъснатост на функция на няколко прамен- 

ливи се въвежаа, както и при функините на елна променлиза, поесредством 

две еквивалентии дефининии -- на Коши и на Хайне, Ще ти изкажем 13 
случая на IBC променливи, 

Дефинициия на Кошт, Фтикуичта f1X,¥) се парича непрекъсната 8 

сгдча течка (X, т) 0т своята аефичиционна пдласт M. ако за всяко по- 
даожителна числа Е Ἀ ΙΒῊ гтиакова положителна чиело δ. че T вслка 

таечка (Х, viem M, за келгна га я сила неравенстаата 

жее жа τ уее - ὅ,



е изпълнено U неравенството 

1f(x, ) =f (o Уе <t. . 
Дефиняция na Хайне, Функуцията Лх, ¥) « непрекъоната в moukama 

(χο» Уа) от дефиниционната cu област M, когате при всеки избор на ре- 
дицата у 

('r‘! .y‘ )О ("cl' .}‘2) Σ Σ (-’τιμ Уд] еп 

състояща се от точки от мнаожеството М и клоняща към тоачката 

Χ. ¥o)y съответната редица от ф„в:нкиишшлпи стайности 

| f(xh.rl)a f(xh?z).--,.f(’xp)‘g)u-: " 

е сходяща и кдони към [{Χοὸὺν Υ). 

Ако дадена функимни /(х, )) с непрекъсната в една точка (ха. ) 
и ако разгледаме функцинте на сдна променлива «Фф(х)--/(х, У0) и ( у)-- 
=f(xg, у), получени чрез фиксиране на единия от аргументите, тези лве 
функиии очевидно ще бъдат непрекъснати — първата в точката ху а 
втората --”в точката yo. Както ще видим обаче u следвашия параграф, 
от непрекъснатостта на функините O(X) и () CLOTBETHO в точките х Η 
Уь още не следва недрекъснатостта на функцията /(х, у) в точката χ. ¥4l 

Както и при функциите на една променлива, лесно се установява, 
че ако две ᾧγηκηη /(х. У) и #(х, у) са непрекъснати B дадена точка 
(х. ¥g) TO сумата, разликата, произведението и частното ΜῈ тези диес 
функции са също непрекъснати фУункции в тази точка. Разбира ce, когато 
става дума за частното, трябва да се предположи още, че # (Ха, У) # , 

Също така ¢ разсъждения, подобии на анези, коита извършихме при 
функециите на една „променлива, се доказва и следното просто, но пажно 
свойство на нспрскъснат ге функции: 

Axo функуията /(х, у) е непрекъсната « mouxama (X, Vo) и ака 
Л(ха Ха) Ἐ, то съществува такава околност на тачката (хо. .). 8 
която функуиячта не си мени знака, 

[Mo-cnomen с въпросът за пренасянето на теоремите ΟΥ § 24 към 

функции на ἄμ и понече променливи. Въпреки това се окалва, че след 
подходящо препелактиране, коста впрочем не € много очевидно, те също 
Остават в сила., За три от тях, и именно за теоремата за ограниченост, за 
теоремата на Balicpupac и за теоремата за равномерната непрекъсна- 
тост, ще покажкем още сега --п наетоящия параграф и в 5 74*, каква фор- 

мулировка илилобиват в случая на две променливи и KiK се доказват в 
тпози случай (а лмепното пространсгво нещати стоят аналогично). 

Нека объьонем анимание на гива, че BuLB всички 1ях условието ладена 
функция 7(х) да бъче непоскъьъснита в един краен и зетворен интервал 
Ге, B]. се заместла с условието дадена функция 7(х, г) да бъде непрекъс- 
вата в едно ограничено и затвеорено множества A в рапнинатТа (такова 
множество се иарича компактно множество), 

Теорема за ограшиченост. Лко функцилта Лх, у) e инепйрекъсната # 
едло огланичена и затваренда мнажества M, тя е огпаничена я M, 
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на множест 

диаметър, 

Γ 2е 

Е , пол 

ΜΗ “ 

Θ 

ае , П ! τ ὖ 
слейва неравенството 

"Джр а) Длъ 1 τε, 
- - 

Функция, която притежава изказаноо по-чоте свойства в някое MO~ 

жества M, се нарича равиомерно непрекъсната в M. Етозащо 

теоремата може да се изкаже Π и така: 
Ака една функция Г (х, ¥) е непрекъената « рграниченота п затворено 

множестяао M, тя е и равнамерно испрехъспата в M. 

Дакалателството на формулираните по-горе три тсореми ше бъле 

изложено в 74 Що сс отнися 10 тепргмата на Boanano ΟἹ § 24, нейното 

прекасяне 32 фуакииин μῺ две M повече пломекливи ще отложим 14 πὸ- 

чататък --- то ¢ инзправено в § 98,



§ 73*. Teopemn на Кантор и на Болпшо-»шерщж 
в равинната 

Теоремата на Кантор, коята доказахме.в ὶ 4, след полходящо видо- 
измененисе на нейната формулировка може да бъдс пренесена и за лп- 
мерното прастранство. Ще я формулираме н докажем за равнината (в 
случая на произволно H-MEPHO пространство нешата стоят аналогично), 

Множеството от точки (X, у) в равнината, YHHTO координати улов- 
летворяват. HEPABCHCTBATA 

asx<h, cSysd, 

където a<b и с<-4, представлява едии затворен правоъгълник със CTpa- 
HH, успоредни на координатните оси. Именно 33 такива правоъгълници 
се говори в теоресмата на Кантор 38 равинната, коята следва, 

Теорема. Нека е дадена редицата om 3ameopentl правсъгълници 
ἐ 

- 

( D, #,,....Я.,.... 

където правоъгълникът D, « зададен с неравенставата 

() , χ oSysd, 
и нека са изпълнени следните уславия; 

а) за всяко п правоъгълникът D, съдържа пракоъгълника D, .. (т. ¢ 
D, ., е част om Ὦ} 

6) im(b,~a)=0 ий lim(d,~c)=0. 
Wi L #и 

Tocasa съществува, и mo edna еданствена тачка (€, n), съдържаща гсе 
във всички праоадъгълници от редицата (1). 

Доказателство. HIMCKBAHETO правоъгълникът D, μὰ Cb- 
държа D, .. се изразява фактически чрез неравенствата 

Π"ξθῃι.. ba'lébmc r',,§f,,.., dnlggd‘, 

Ο"Γη'κ заключавиме, Че; както редицата ΟΥ интераалите 

[“м ь!]о [02» ь:] еле ,.аш ьп]* τ ὰ 

така и редицата ΟΤ интервалите 

[[.11 dl}» [c’a‘.f аз] Σ ’Ic.m dn]i .. . 

удовлетворива условията на теоремата на Кантор от § 4. Следователно 
ще съществуват едно сдинс гвено число &, съдържащо се във всичките ин-. 
тервали (а,, #,), и едно единствено число 1), съдържащо се BLR веичките 
интервали (е,, d,]. Тогава точката (&, ц), чиито коорлинати удоялет- 
вариват 33 BCAKO м неранвенствата 

nfi‘igba " Η-η адз 

ше ce съдържа във всичките NPABOLIJIHKUK D, от релицата (1), като при 
това тя ще бъде очевидно (поради сдинетвеността на числата Е k1) M 
единствената точка с това свойство. 

С това твърдението в теоремата € установено. 
С оглед на приложението на тази теорема при доказателството на 
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теорсмите на предишния параграф ше направим, както и при теоремата 
на Кантор o1 # 4, още следната допълнитслна бележка: 

„При условията на горната теорема, каквато и околност U на точ- 
᾿ ката (Е,тп) да вземем, всички правоъгълници D, с достатъчно големи HO- 
мера се съдържат B Ul “ 

Нанстнна нсека U с квалрат, зададен с неравенствата 

E—8<x<i+d. n—8<yp<n+b. 
Nopanu условието 6) на теоремата ше съществува такова число V, че при 
RV да имаме 

b, —a,-28 н д.--6.<6, 

Τ, е. страните на правсъгълника Й,. зададен с неравенствата (2), при 
n>v ще станат по-малки от 8. Тъй като точката (£, п), явяваща се цевтър 
на квадрата U, ¢ в същото време Ἡ точка от D, а страните на квадрата 
U имат дължина 23, ясно ¢, че при пу правоъгълникът D, ще се съдържа 
изцяло в И. , 

Теорсмата на Болдцано--Вайерщрас се пренася без изменение за 
редици от точки B равнината (и изобшо в п-мерното пространство). 
При това и нейното доказателство остава по идея същото. И така в сила 
се следната 

Teopema ня Болпано--Вайсршрас. Ясяка ограничена редица ат точки 
в равнината 

РА Ру РО 
притежава паис една сходчща пойредица. 

Доказателство. Teit като редицата (3) е ограничена, ще съ- 
шествува мякакъв затворен праваъгьлник [ със страни, успоредни на 
координатните оси, който съдържа всички нейни точки, Да разделим 
този правоъгълник на четири еднакави по-малки правоъгълинка м да озна- 
чим Ὸ By един от тях,/избран така, че да сълдържа безбройно много точки 
от ладената редица. Нека P, ¢ сдна тачка аг редицата (3), принадлежаща 
на Й,. Да разделим след това и Й, на четири еднакви привоъгълника 
и да означим ¢ D) един o1 тях, в койта се съдържит безбройно много точки 
от редицата (3), а ¢ Р,, - слна такава точка OT тази релица, която се 
съпържа в Й, н 32 която освен това имаме п.>п,. Продьължавайки по 
тази начин, ще получим една резица окг затворени правоъгълници 

(4) D.Dy....Dy. ... 
която Уловлетваряви очевидно уславията Mt теоремата Ha Кантор, и 
слна редица OT ΤΟΜΚῊ ' 

fS) }ψιι'-;λρῃ..«.ν.Ρπιι--ιι 

която е подредица на резицата (3), Нека Р с« онази елинствена точка, KOHs 
то съгласна леоремата на Кантор се съпържа пъв всички правоъгълници 
Dy, и нека U е произволна околност на точката Р. Съгласно бележката, 
EOSTO направихме след доказателството ка тепремата на К:МППР, ¥ 

досталтъчно големи CTOHHOCTH Hi Х ΒΟΜΗΚῊ провоъгълници D, а cacaosa- 
телно и всички точки P ще се съдържат 8 U Това означава, че педицата 
(5). която ¢ полредина на редииата (3), е схоляша и клени към Р. По та- 
къв начин теоремата е доказана. 
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5 74*. Доказателства.на Теоремите от § 72 

Преминаваме към доказателството на трите теореми, формулирани 
в предишния naparpad. Както ще видим, осповна роля тук играе доказа- 
ната от нас в § 73* теорема“на Кантор в равнината. й 

Доказателства на теоремата 38 ограниченост. 
Далено e, че функцията /(х, у) е непрекъсната в ограниченото и затворено 

множество M. Трябаа да докажем, че тя ¢ ограничена. Да допуснем че 

функцията /(х, у) не е Оограничена н M. Да язсмем един квадрат D със 

<страни, успоредни на КООРДННЕТННТС оси, съдържащ O раниченото мно- 

жество M, и да го разделим посредством средните му линин на четири 
еднакан по-малки квадрата. Поне един &1 тези четири квадрата — да 10 

означим ¢ D, --- ще съдържа такава част M, от множеството M, в която 

функинята /(х, у) не ¢ ограничена — в противен случай тя би била огра- 

ничена в M. Да разделим Й, също тъй на четири еднакви по-малки квал- 

рата (представляващи — всеки OT тях, вече една щшестнадесета каст от 

D) w даозначим ς D, сдин от тях, избран така, че, функцията f(x, ΕἸ πὰ 

бъле неограничена в онази част M, от M, която се съдържа в него (такъв 

квадрат D, сигурно има, иначе /(х, у) би била ограничена в M,). Про- 

дължавайки по този пначин, ние ще получим сдниа редица от затворени 
квалрати , 

Dy, Dy, Ве . 

удовлетворяваща очевидно условията и TeopemaTa на Kantop. При тонва 

всски от тези квадрати D, съдържа такава част M, 0T множестното M, 

в която функцията /(х, у) не е ограничена. Ако (5, п) ¢ онази единствена 

точка, която според теоремата на Кантор се съдържа BB всичките квал- 

рати D,, и ако U ¢ произволна околност на точката (§, n), то"съгласно бе- 

лежката, която направихме ЙСППСРЕДСГВШ!П след доказателството на 

тази теорема, всички квадрати D с даостатъчно грлеми номера ще се 

съдържат в U, Оттук следва, че във исяка околност на точката (ξ,η} 

се сълържат точки от M, откъдето пък заключаваме, че тази точка не 

може да бъде външна — ΤΗ с или вътрешна, или XOHTYpua за M. Но мно- 

жеството M с затворено, следователно τὸ съдържа не само всички свон 

вътрешини, 1O и всички свои контурни точки. По този начин се убежда- 

ваме, че точката (Е, ἢ) е точка o1 M, 
Понеже функцията /(х, у) е испрекъсината в точката (£, п) ще мо- 

жем да намерим, прилагайки лефинцицията ua Коши при e=1, такова по- 

дожително число 8, че от пнерзвействата 
- 

{ [χ--- | - , е|«< 

33 ΤΟΜΚΗ (v, у) ΟΥ M μὰ слелва неравенствота 

) (л) S η}-:1.. 
Hepancucersara (1) определяг един квалпат U, явявиш се OROMOCL 113 

гочката (3. n). За достатъчно големи стайпости на л квалратът D, а сле- 

довалелно и множеството M, ще се съдържат в L, Слезователно за 
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всички точки (X, у) от M, ше бъдс изпълнено неравенството (2) което 

може 8 се запише още така: 

ДЕлр- 1< Дху/у)< ДЕЛ+Т. 

Оттук виждамсе, че функцията / (x, у) е ограничена в множеството M,, 

противно на свойството на това множество тази функция да бъде неогра- 

инчена в Hero, Полученото противоречие показва, че нашето първоначал- 

Ὸ дапускане, според косто функцията /(х, у) с неограничена в множест- 

вото M, е било погрешно. C това теоремата с доказана, 
Доказателство μ теоремата на Вайерщрас. И 

тук е ΠΆΠΘΗΒ една функиия /(х, у), непрекъсната B ограниченото и затво- 

рено множествао M. Съгласно предишната теорема функцията ЛДх. e 

ограничена в M. Hexa L е нейната точна горна, а /— нейната точна 

долна граница в M. Ще докажем, че числото L се явява стойност на функ- 

цията /(х, у) 32 някоя точка от множеството M (аналогично се доказва 

същото за числото . 
Да вземем, както в предишната теорема, един квалрат D със страни, 

успоредни на координатните OCH, съдържащ множеството M, и да го 

разделим на четири равни части. Поне един от така получените по-мал- 

ки квалрати — нека го означим с Dy - ще съдържа такава част M, or 

множеството M, в която точната горна граница на функцията /(х, г) ς 

равна на L (ако това не би било така, 10 точната горна граница на f(x, +) 

в цялото множество M би била по-малка ot L). Разделяйки D) също на 
четири равни части, ше означим с Й, един такъв от новополучените още 

NO-MAAKH квалрати, че и в съдържащата се н него част М, от мниожеството 

M функцията /(+х. у) да има точна горниа граница, равна на L, и т.н. 

Получаваме редица ΟἹ затварени квалрати 

. .. Р...... 

всеки OT KOMTO съдържа такана част M, ΟΥ множестнвато M, в която функ- 

цията f(x, ¥) има за своя точна горна граница числотхо L. Тази редипа 

OT квадрати YAORICTROPABA условията на теоремата на Кантор, значи 

същшествува някаква точка (5, 1), съдържашща се 558 всичките квалрати n,. 

Както в предишнатиа теореми се убеждаваме, че точката (&, } принад- 
лежи на M. 

Ще покажем, че ЛЕ, п)-- #. Да допуснем, че тони кне € BAPHO и че сле- 

„дователно имаме f(E, п)< . Ако L, ¢ такова число, че FE W=L,=<L, 

10 вземайки пред вид, че функинята f(x, Ἐ - е непрекъсната B точката 

(., ц) и че ξ n)—L, <:0, ше намерим такава околност U на (ξ, п), че 

да имаме /(х, т)--/.,«<:0 за всички точки 01 1230 околност. Но за доста- 

тъьчно големи п квадратите [, а значи и множествата Μ се съзлържат 

изцяло в (/. Слелователно за всички точки (х. г) ΟἹ M, ще бъде в сила не- 

равенствота П(х, "Ἐ - , 20, или всс едно неравенстваото 

.ἶ{-τ-: J‘) < 3 

което показва, че числото L, е горна граница на функцията f(x,)) в 

множеството M. Ho това ¢ невъзможно, тъй като ἐφπ, а L е точната, 
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г. е. най-малката горна граница на /(х, у) в М.. Полученото противоре- 
чис сс дължи на допускането, че /(6, n)+ L. Ф ледователно това допускане 
е погрешно; в сила:е ревенството /(Е, W=L. ‘M. тажа функцията /(х, +) 
достига в M своята точна горна граница L. Както вече казахме, анало- 
гично се установява, че тя достига п M и своята точна долна граница /. 

Доказателство на теоремата за равномерната 
непрекъснатост. Отново е дадено, че функцията f(x, у) e непре- 

„ Жъсната в ограниченото н затворено множество M., Нека £ e сдно поло- 
жително число. Трябва да устаповим съществуването на такова положи- 
телно число 8, че във всяко подмножества на АГ с днаметър, по-малък 
от 8, осцилацията на функцията f{x, у) да бъде по-малка ΟἹ €. 

Да допуснем, че такова число 6 не съществува. Това значи по-точно, 
че каквото и положятелно число § да BICMEM, BHEATH можем ла намерим 
такова подмножество на M с диаметър, по-малък QT 8, в което осцила- 
цията на /(х, y) е по-голяма или равна на ¢, Следователно ше съществу- 
ват подмножества 

Mh М:.„..М„... . 

на MHOXCCTBOTO M, такива, че AHAMETLPLT на M, с па-малък OT . 85 

същото време осцилацията на /(х, у) във нсяко от THX е по-голяма MR 
равна на €. 

Да вземем, както и в предишните две теореми, квадрат D със страни, 
успоредни на координатните оси, който съдържа множеството M, и 
да разлелим този киадрат на четири еднакви по-малки квалрата. Поне 
сдин OT тези квадрати -- да го озпачим ¢ D, -- 1е има общи точки ¢ белз- 
бройно много от множествата M, Ако разделим D, също тъй на четири. 
сднакви по-малки кнадратчета, отново ще намерим между тях поне един 
да 1O означим с Й,, -- който има абщи точки с безбройно Muoro от мно- 
жествата М,. Продължавайки така, ще NPOCTPOKM една редица OT чатна- 
рени квадрати 

ῃμ 03.,...-, 0.140ц 

всеки един OT KONTO има обши точки ¢ безбройно много OT множествата 
М,. Тази редица удовлетворява очевидно условията на теоремата на 
Кантор. Следователно ще съществува една точка (Е, п), съдържаща се 
във всичките квадрати D, Както и преди, можем да се убедим, че тази 
Touka принадлежи на M. Тъй като функцията f(x, ) е непрекъсната B 
тачката (£, п), ше същеставува такова чиело 5, че πρη 

(3) Ix«fi{«*’fi, !)’——fl"’:fi: 

xorato (x, у) « Touka or M, да umame |/(х, γ)--]'(ξ,η)!-::-ἕ-. нли всс едно 

Неравенствата (3) определят една околност U/ на точката (5, η}. 
Да разгледаме и по-малката околност Ρ на (£, п), определена чрез не- 
равенствата 
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Ако пе достатъчно голямо, квадратъг D, ше се съдържа във V¥, Да Β: 
мем в D, eaua точка (x,. у.), принадлежаща на та:ова множество M, 

1 
чийто номер Х удовлетворява неравенството % Ту (това можем да.на- 

правим, тъй като D, има общи точки ς безброино много от множест- 
вата M,). Тъй като една точка от M, --- Toukara (X, Г) — се съдържа B 
околността Г на точката (£, ), то цялото множество М,, чийто диаметър, 

1 δ 
както знасм, е по-малък от Е и следавателно по-малък OT . ще сесъ- 

- « 

пържа в по-голямата нейна околнаст U/, която беше заладсна чрез не- 
равенствата (3). Това се вижда от факта, че IR всяка Touka (х, у) 
or M, ше имаме 

1 5 
|к εξ Ξ Ίχ τ Е Χ, -l <L +-5 <8 

# 'ι ὃ 

i}' ““'Π ξἰ ἴ!"“}’.ἷ 1 вУд-Пь(С " ф+ 2‘:5 

Оптук заключаваме, че за всяка точка (X, т) Ot М.цюбъдвт изпьтшни не- 

равенствата (4): Следователно числата /(Е, n)_ и /(Е, п)+ са σμοῖ- 

ветна долна и гарна граница на функиията / (т у) в множссшото M, 
OTKLACTO пък слелва, че осцилацията на /(х, У) в M, HAMA да надминава 
чиелото 

(т. n+ ;-)—(n:g. ητ....ζ.)-.ξ.ε, 

1. ὶ ще бъде по-малка от £, Тази осцилация обаче беше по-голяма илни 
равна на ε, Полученото противеречие завършвна доказателството на 
теаремата. 

5 75. Частни пронзводни 

Нека с дадена функцията f(x, у) с дефиниционна област M и нека 
(хъ κ ) € вътрешна точка 32 M. За стойности на X, близки до X, точките 
(х, у) сигурно принадлежат на M. Ако разгледаме функцията /(Х, у) 
33 такива точки, 10 поради това, че втората им координата е постоянна, 
ще получим в същност функцията, зависеща само от х. Нека означим 
тази функция с φίλ), Т. е. да запишем 

Q)= Дх, yo)- 
Тъй като функцията @(x) ¢ сигурна дефинирана B някоя околност 
(ας -ὃ, ха+6) на точката X, TO можем да поставям въпроса за нейната 
диференцуемост в тази точка. Ако производната ῳ (х.,) съществува, то 
казвамс, че функцията /(х, у) едиферснцуема частно относ- 
но X B точката (х., Vo) а самата производна (ф (х,) наричаме частна 
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производна OTHOCHO х Ha функцията /(х, +) в точката (хо. 1.} 
и я бележим - ) 

' ὃ Γ(χο, 
Л (%0 #) нли #:%.ЗТ?).. 

Когато не желаем да отбелязвамс точката, B която сме лиференцирали, 
може да пишем просто 

. af 
FARE ox 

: 

илн най-сстне, ако сме положили 2-Дх, +), пишем 

dz # 
Z‘ или a} " + 

Аналогично, като излизаме от функцията 

v (.ν):!(-ἶω _}'}, 

дефинираме частната произвоадна на функинята /(х. +) 
OTHOCHO у B точката (xy, У.). Тя е равна на производната у (у.) (ко- 
гато тази производна саъщестаува) и се бележи 

ὁ Γίχρ, #9) , ле Кел S, (5o yo) нли е 
нли по-кратко 

͵ 7 
{ owm „ 

а ако сме положили 2-/(х, 3}, също й чрез 

. Σ 
Ζ,. или , 

¥ д): 

Като си спомним дефиницията на понязтисто производна на функция 
на една независима променлива, ше получим равенствата 

e я 
" . 

. . х #. ω- К. + 

7 (ха Ра)е т „ъ #. γὲ) - Γίχρ +е) 

, : Су Vo “ by — fix,, Ха) 
S, (ха уо)“-":!чт“ AL ; Ле ) . 

По аналогичен начин се лефинират частните цроязводни и при функ- 
ините на повече от две променливи. Така за функиията ши-/(х,у,: 
те ще бълат три на брой и ше се означават 

du ὧδ фе . # # 

ж. f,. . ,fg μ Ке д;? . ‘,:: . 

3a разлика ΟἹ частните производни производните на функциите Ha caHa 
променлива се наричат обикновени производни. 
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Практическото намиране на частните производви на дадена функ- 
цня на две или понече променлниви се извършва по правилата за диферен- 
циране на функции Ha една променлива, като се взема пред вид само оная 
променлива, по отношение на която дпферешшрамс. а останалителро- 
менливи се разглеждат като константи. 

Примери: 1) Ако z=sin (х14-у), та 

z,'=2xcod (К14.у2), гу 8Зу οος (х14-у3). 

2) Ако π:πιτπεε-ἷ-. το 

< . .1 r_ T Xy 
Mo πιδισίεις ю ааа : Υ͂ Α͂ 

За функиинте на една променлива беше в CANA теоремата, съгласно 
която от Диференцуемостта на една функция /(х) в дадена точка X, 
следва нейната непрекъснатост в същата точка, Тук би могло да се до- 
пусне, че от съществуването на двете частни пронзволни / х o) Η 
И ο po) ще следва непрескъснатостта на функцията /(х, у) в точката 
(ха ¥o). Следващият пример обаче ня показва, че тоза не € Така. 

Да разгледаме функцията /(х, у), дефинирана с равенството 
i 

x5 D= 
38 всички точки B PABHMHATA с изключение на точката (0, () и отделно де- 
финирана в тази точка с равенството /(0, 0)=0. Лесно ¢ да се види, че 
тази функция с диференцуема частно както OTHOCHO X, така и OTHOCHO у 
в точката (0, 0). Нанстина имаме 

170, 0)=lim Л. 9 - Θ 0) _yp0-0_, 
b0 . Я 

¥ μ ἘΣ Ι(Ο.Η“{ω,ὥ-. о-0 0 0 fin L0 н Ὑ 
Or apyra страна ofiaq&. функцията /(х, у) не ¢ пспрекъсната B точката 
(0,0). За да се убедим в това, да разгледаме редицата OT точки 

га ка а, ь (Ξ.. .2..),.... (Τ. Т) 

която очевидно клони към точката (0,0). Ако допуснем, че /(х,)) е 
непрекъсната в тази течка, ΤΌ съгласно дефиницията на Хайне редицата 

ха, п./(-;-. -;-).---./(;.. 1) 
n 

ще τρεῦπα да бъде схоляща и да клони към /(0, 0), T. €, към 0. ο това 

не е Taka, тъй като 38 всяко п имаме ! . Д. 1- Следователно HE~ 
а B 2 ἐ 

пията f(x, у) ς прекъсната в точката (0, 0). 
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Упражнения. 1. Намерете частните произвадни на слелните функиии: 

L. z=x*+ »-- Заху. 2, =2t 
. « 

3, zalhtg—;“ 4,z = χεῖν, 
ἐ 

Β. z=In(x? 4 у) + аге X 6. 1§ = . # Ξ Ν ¥ g у „“ и - arcig -y 

7. ὦ = x?ysin{xyz). Β, κ χγῖ, 

П. Проверетсе, че фупкцията 

χξ — у 
Σ = πε τ # 

X4y 

удовлестворява ураанепието 

7 аг с 
Еуу 

\ . 

8 76. Yactan производни OT NO-BHCOK ред. 
Равенство па"смесените производини 

Частните произволни ἢ , у) и f,'(x, у) ва "дадсна функция Γ(α, ? 
се наричат оше пъряийи частни проаизводни на тази функция. 
Когато съществуват във всички точки ΟἹ някаква област в равнината, те 
представляват също така функцин на хи Β Ὴ като такива могат CBLLIO да 
притежават CHOM частни произнодни. Тези произволни се наричатвтори 
частии производни на функинята /(х, у). Те са четири на bpoi 
и сс получанат по следния начин: От £ (х, у) чрез диференциране отиосна 

х получаваме Да(х, ¥), а чрез диференциране о!носно у -- производната 

χ г). От £, (хХ, у) пък цолучаваме съьответно Л. (х, +) и /,ах.). Те 
сс означавиат още и така: 

} КА ὀ | 
χ Taxoy ” dyox o’ 

или ако сме положили 2--/(х, у), така: 

аг &z ἘΣ 42 

oxt ” dxay “ ayex ” йу ” 

Макар че вторите частии производин на сдна функция на лве про- 
менливи са четири на брой, две 0T тях, а именио т. нар. „смесени произ- 

A% а2 

водни“ / Η *;1‘; „ «е окалзват, както ще вилим, равни DO между си във 

всички TOYKH, в KOHTO те са непрекъсиати. Следоватслно при Това до- 

пускане за непрекъснатост имаме в същност само три BTOPH частни про- 
изводни, В това се състои съдържанието на следнага 

Теорема. Ако частните Нраизвадпи Д Ax, у) и ЛДХ, у) на дадена фупке 
ция #(х, ¥) съществуват в някоя аколнаст па точката (X, У) и ако те 

са непрекъснати « тази точка, те в сила е равеиството 
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f-:.v (ха, J’n)=f;x(xm Vo) 

Даказателство. Ще излезем от равенството 

) ( (xoth, yot-k)=f (xgt+h, Ἐ {{{πῸ . Ἐ ΚΥ -Ξίχῳ Уе 
=[f(xo+h, Κ. Ἐ ) ς yot KIS (¥o+h, yod—f χ ῳ 7γω), 

Ἔ което Л H Х са някакви ΠΡΟΒΊΒΟΠΗΟ взети различни от нула величини, 
които обаче засега ще разглеждаме като постоянни. Ако въведем функ- 
циите 

Ф(Х)=](х. ?о"*“,с)-!(х. J’o)o 

v =S (xo+h, ¥)—f(xo, }), ΄ 
то равенството (1) може да се напише във вида 

) Ф (Xo+h)—9 (X0) =¥ (¥o+k)— W (¥o)- 
Като приложим към двете страни на равенството (2) TeopeMaTa 38 Kpait- 

ните нараствания, получаваме 

(3) Аф (xo+6, h)=ky' (re-+8,k), 

кълдето 0, н 0, ca числа, намиращи се между 0 и 1. Ho равенството (3) 

може да се напише по-полробно така: 

#Г (х.+8,Я, а k)—1," (x40, h, уя 

и 

(4) 

-К Σ (xo‘{':"« Yo +8,K) =1, (xq, ¥ +9;K)]. 

Hexa сега разгледаме функцните 

РО (ха 8А. Я | 

9(х) “[р. (х, y°+9,k). 

С тяхна помащ равенството (4) се превръша B следното равенство: 

(5) В Ρ ο К)- Ρ Ο Ω =k [ (xg+h)—q (Χρ)}]}. 

Като приложим отиово теоремата за крейните нараствания, този път 

към лвете страни на равеиството (5), получаваме - 

(6) АК р (3 1 8,k)=khg' (xg+0, h), 
където 0,1 0, ca max числа, намиращя се Mexay 0 u , Karo maemem пред 
вид дефиницията на функциите ( +) и 4(х), равсиството (6) ще ни даде 

( НЕ (ха+0,Й, ¥o+0,k)— hk f,, (Xo+0,0, yo+0,k). 

Нека ссга съкратим множителя Ak и най-сетне, като се възползуваме от 

обстоятелството, че Л и Х бяха язсти произволно, да ги оставим дакло- 

нят към нула. Ще получим 

H 

Ἂ 

(5) lim f" (х.+8,Й, yo+8,K)— fimf:x(xa +8,Я, yo-1-0,k). 
Ач-ей, κακὸ А-.й, К-«3



Поралди непрекъснатостта на функциите {ζ {x, ¥ и f;;(x, У) в TON- 
ката (xg, ¥o) равенството (8) ни дава окончателно 

Л (Foy Уъ)е Гу хь γο). .. 
Твърдението в тази теорема може да бъде изказано и така: Праи 

условие, че търсените частни производни на дадена функция са непрекъс- 
нати, редът на диференцирането няма зиаченне (т. е. все едно с дали ще 
диференцираме най-напред относно X, а след това OTHOCHO у или обрат- 
HO -- и в двата случая ще получим един и същ резултат). , 

По-нататък във всички общи разглеждания ще считаме, че усло- 
вията OT Тази теорема са изпълнени, и ще приемаме винаги смесените 
производни за равни помежду CM, 

Частните производни на вторите частни производни на далена функ- 
пия на няколко променливя се наричат нейни трети частни производни 
и T. н, Разбира ce, ако с изпълнено условието за NCTIPEKLCHATOCT, прави- 
дото, според което редът на диференциране ¢ без значение, остава в 
сила. В такъв случай например третите частни произволни на функ- 
цията 2=f(x, у) ще бъдаТ всичко четнри на брой, а именно 

фе Pz 4 02 х 
P S . sm— 

oxd ' ὀχξ ду ὡκχ oyt gy 

Всичко казапо в този параграф 30 функции на лве независими про- 
менливи по очевидсен начин се пре! ася и за функции на повече от две про- 
менливи. Начинът на означаването на частните произнодни при такива 
ΦΥΗΚΉΜΗ е ясен, а що се отнася /0 TCOPEMATA за равенство ΜῈ смесените 
производни,тя също остава валилиш, Така,ако flx, ν, 2) е функция на три 
промсенливи, за която например втогите частни производни /,; (х, у, 2) и 

ἶ;. (х, », 2) съществуват в някоя Ооколност на елдна пвътрешна точка 
χον Yo, 2) OT нейната дефиниционниа област я са непрекъснати п тази точка, 
то като разглеждаме функцията щф(х, :)-Дх, ¥q, 2) ( получена посредством 
фиксиране на втората променлива) и приложим към тизи функция на 
Asc променливи доказаната току-що теорема относио точката (X, I,), 

„ ще получим ψζ.,. (x4 :„Зтч»:-„ (Хан 2а), Което ачевидно не е друго оевен ра- 
” венствота 

f::(xnr Yo zo)‘“"’f;x(xm Yoo а) 

Изобщо за вторите частни производни на разглежданата функиия ще 
имаме при предиоложението за непрекъснатост слелните равенства: 

К Ρ ΔΓ ΔΓ АН А А 
ὑκὸν дудх“ дуадг ὑξὸν ὑτὸς дх а: 

За третите пък частии производни (пак при предположението за непре- 
къснатост) ше са в сила вече голям брой равенства, например равенст- 
вата 

δ 4 8: Г 
аХ ду  Oxodydx ὀνῦχΨ᾽ 

308



" , #/ #2/ af #Г 8/ 

570y0:  dxd:dy дудгох ὁρόχος . 0zdxdy 010y dx ” 

както и MHOTO други. Аналогични равенства могат да се напишат, раз- 

бира ce, Β 32 частните NPOHIBOIHH OT по-висок ред. 

Упражиетен. Т. Намерете вторите частни пронизводии на следните фув:цн:и! 

ε, с „Е 2,z ( + 5. 3, ие ς 

11, Hamepere всички втори и трети частни производни на функцните: 

1. с а (ху). 2. ε-.ξ..;..ἔ.. 3, u= e, 

TIT. Tiposepere, че ᾧγεκιμπατε: 

а) &= хе + ух + У 6 :-х:бв%+-;но 

FAORACTBOPRBAT съответно уревценията: # “ 

a) Ξ“ἓἕἑ-ἔ-ΐ;-θ; 6) ῤζἑφπγἶἓξ-ᾧμἓἓ-ο, 

8 77. Диференциранс на съставии функции 

„ Нека функцията #(х, у) е дефинирана в някоя околност на една точка 

(χον ¥o) OT равнината и нека са дадени OCBCH това две функции на една 

променлива /(1) и я(1), които са дефинирани и иепрекъснати в някоя окол- 

ност на M3 точка г. OT реалната права. Ако при това Ο изпълчени ра- 

венствата /(1)-хо и g(fo)=)p TO порали непрекъснатостта на функ- 

циите { ие с ясно, че когато ге близко 1O 1y, стойностите на /(1) ugll) 

ше бълат блилко CLOTBETHO 0 χ И ¥y Това означапа, че точката OT pas- 

нината (/(1), #(1)) ще бъле близко до точката (Χ , У) и следоватедлно ще се 

намира в дефиниционната област на функцията #(х, v). Това ΗΗ дава въз- 

можност ла си образуваме 18 такива стойности на / wipasa ЕТД1), χ η ν 

който очевинлно представлява вече функция, зависеща само от 1. Тази 

функция наричамс съставиа функция. За съставни функции от 

ΤΟΊΗ вид е пвалидна следната 
Теорема. Нека функуията F(X,¥) притежава непрекъснати първи 

частни праизвадии & ичкая околност на тачката {Xq, у,). Нека асвен това 

двете функуии /(1) и #11) са диференцуеми в точката ty и удавлетворяват 

равенствата . 

Sl =xe #й) а 

Torasa състланата фун“ция 

ей #Е(3, g(r)] 
е диференцуема в тазчката ἴᾳ и при mosa 

{1 ΦΊ 9.)=Г Съ УУ) Еу Су 38 (o) 

Деоказателество. Знаем, че 
“у 9 #е() 

φ ί'π}-ξἱ-εξ А



Като вземем пред вид дефинипията на функцията ф(2), ще имаме 

е. +#)-е(,) Е + A в (1 + #) - Е () κ (}}. 
в 3 

Да полдожим | | ” 

® ае) )=k,  g(to+ M) —g(t)=1. 
Оттук 

fGotB)=x0+k,  glto+h)=yo+i. 
Като използуваме тези означения и направим HAKOW NPOCTH npcobpaly- 
вания, ще получим 

φίί, ἐ ) - е(0) Fxe+k, yo+ D - Е (х.. γρ) 
й " & 

(3) 
ς ᾳας + К. γῳ + /) - Ε (ха. γᾳ + ) +f_{‘o‘ Yo + 
I σεανε: — Ν 

Да въведем помошниите функции 

Х)е Εἰχ, yo-+i) 

φίν)-- Flxg, +). 
Като си послужим с тях и използуваме теорсмата 30 крайните параства« 
ния, получаваме следните  рапвенства: 

Fixy-bk, та+--Е(ху, Yo "}).-- plx g+ k) plxg) 

l} - F{xn» Уд) . 

A 

н 

@ 
=kp'(Xo+0,K)=kF '(Xo 40k, yot- 1) 

Η 

() F(xo, Κς Ἐ ἢ-- Εἰχο, γο} τ 20 , Ὁ ἢ τ φί ο 

ἰφ Ο Ὁ )= Ρ (ха 14 8 

където 0, и 0, са две числи, намиращи се между O н . 
Като вземем пред вид равенствати (3), (4) и (5), а също и равенет- 

вата (2), ще получим 

ей + #) - Ф) (6) ле а 

Ξ Ρ ἰ (x,4 0, k, yo+{)[(fnfl;‘:_£_flp) 4 Fr' {Xo: Μ-Ἐ-Θ;ἶ)...᾽' 

Функциите /(1) и ρ( ) поради условисто за лиферениуемост са не 
прекъснати в тоачката 7, OTTyk следва, че когато h—0, ше имаме също 
k-0 u -0 

Нека cera 3 двеге страни на pasencinoro (6) вземем rpannua при Я, 
клонящЩо към нула. Като си спомиим, че произподните #. х. г) и Е/(х, у) 
са непрекъсквати в тоеката (¥4, Га), а функциите /(1) и #й1)-- диференцусми 
в точката 7y ше залзим, че равенството (6) преминана в желанстоа равене 
ство (1) 
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Резултатът, получен в тази теорема, се написва по-просто, когато не 
желасем ла отбелязваме точките, в които са ваети произволдните. Така, 
ако положим 1-- F{x, ¥), хе-/(1). y=g(), равсиството (1) ше се напише B 

следния вид: 

“.„- ка χ' —y 
(7) " ὄ х+ду и 

Ако вместо фъункпията Fix, т) разгледаме ΦΥΗΚΉΜΗ на три яли пове- 
че променливи, то като разсъжлаваме N0 полобси начин, ше получим 
формула от CPOACH вид, дясната страна на κοῆτο ше съдържа толкова съ- 

бирасми, колкото с броят на независимите променливи. Например, ако 
2= Flu, v, w), u=f{t}, v=g{1), м--Я(1), 10 ще имаме 

От apyra страна, вместо функциите /(1) и #(1) съшщо можем да взс- 
мем функини на дае или повече променливи. В такъп случай формулата 
(1} (кактоа н нейното доказателство) не се променя същестнвено. TpaGea 
сама при нейното записване обикновените производни да се чзаменяг с 
частни. Таки, ако :- Flu, v}, u=f{x, у), у--#(х, у), 10 ше имаме 

д.:-д:д“д Σ фъ 
дх  Фи ах ὧν дх 

Най-сстне, ако с помощта на функините Я(и) и /(х, у) си образуваме 
съставиата функиия Z— Д (х. 1}], 10 намирането на иейните частни про- 
изаодни става въз аснова на теоремата 34 дНфСРС“ЦИРШШ Hit съставиин 

функции ΟἹ глава У, # 28 (тъй като 1¥K €OHATA от незавнеимите HPOMEH- 
диви считаме 33 постоянна величнна). Ще имаме 

ar e αν а/ ὮΣ .. а 8/ 
ς ΊΤΑ Уу и ау - ΄ [f(x, MG 

или по-кратко, зко положим n—F (¥, v} 
- 

Ще отбележим още, че като приложим пеколкокразно правилото 33 
диференииргне на съставни функини, можем ла намираме и частни про- 
изводни ΟἹ по-висеок гсп.Тзк:: испример OT рапсистастоа (7], κῶτο вземем 

az 
прел вид, че не самао функцията I, нс и нейните частии производни ж“ 

« 
ὃν а CLCIaBAN функиии, ме получих 
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=д,: " 0822 .. #82 οὁ . Н fix +26§.§; J"‘f"‘,‘y—‘}’z“}-a}-x +5;y . 

Пример 1. Ако са дадени дветс функцин #Е(х, у) к f(x), ¢ помощта ва конто ¢ образувана съставната функция 

=Flx,f(x) - 
ме oF  oF и ; | ¥ # 

Ζ Ηἆ"'"ὖ'[ (Х), Ι 

a‘f Ε 

ще имаме 
, R 

По-нататък ще получим ивпример за: ::;; 

г ме ме Е Ρ .. 443 , . = е.. ! ὑχξ 4 ди“ +4xy ди ov + gyt +2 
Намерете останалите втори частни производни! ъ 

Пример 3. Нека посредством функцията Flu) си obpasysame съ- ставната функция 

z=F ( :-) . 

Karo положим 38 краткост μ-- :-. ще имаме 

- р е к н ДИ κ τ F (и), oy =5 F . 

Kato диференцираме ::} OTHOCHO X, получаваме 

422 1 =2 Ῥ #7 (и). 
Намергте apyrure две втори частни пронзводни! 

Упражиения. 1. Нека 2=F(x, У) x=5in%, p=cosls. Hamepare =1 

x ὁδ а: otz 2. A:o:uf'(u).uanrclg y ' а се аамеркгш* дхау κ 8у 

Е СИЕ 
axt ” dxdy “ Ο 
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8 78. Тотален диференцнал 

Нека ¢ дадена една функция /(х, y), дефинирана в някоя околност D 
на точката (x4 У) Η непрекъсната в тази точка. Да празгледаме двете 
"точки (хо-Я, o) И (Хъ Κον Е), първата от конто сме получили, като сме 
дали на абсцисата x, някакво нарастване A, а втората — като сме дали 
на ординатата ¥, нарастване Х по такъв начин, че тези две точки също да 
спринадлежат на околността D. Ако въведем означенията 

x1=x°‘§*h. }'z=y°%“k 

и 

zp=f(xq. Уо 2 =f(x;, yo z2;=f(xg y2). 
TO и трите точки (X, Уу To), (X1, Ра 21) H{Xy, Гъ 7) ще лежат пърху NO- 
върхнината 5, явяваща сс графика на функцията :-/(х,г). От ана- 
литячната геометрия ¢ известно, че равнината, MHHABAWA през тези три 
точки, има уравненне 

(1) (фл н 

където £, ἢ κ ( са текущите коорлинати. 
Ако оставим нарастванията Л и Х да клонят към нула, TO X, ще клони 

ΚῸΜ х. 8 у;-- KM у, Поради непрекъснатостта пък на функцията 
Л(х, у) в точката (X4, г) както 7, така н 2, ще клонят към га. Това ще 
рече, че точките (х., Vo, 2;) Η (Ха ¥y, 73) ще клоняг към точката (ха. Vo 
o). Какво можем да кажем 33 равнината, която се дава с урависнието (1)? 
Тя, разбира се, ще променя овоето положение, тъй като коефициентите B 
уравнението й, KOHTO са в смщност функции на ἡ ἢ K, ше се менят. Въпро- 
CBT е: дали тези функцни притежават граница, когато Л и К клонят KbM 
нула. Да напишем по-подробно тези коефициенти: 

П ξ в аЕ Ν e Бе а (o). 

(2) v “ Я х) - δίσῳ μ 
Xy — Xy А 

и 

(3 „л ῳ S5 Зе + Е) - (у Χ 
¥y~ ¥a k , 

Ясно e, че изискването тези функции да притежават граници при 
h—0 н k-0 не с HHWO друго освен изисквансто функцията /(х, у) да при- 
тежава частни производни както OTTIOCHO X, тъй н OTHOCHO у в точката 
(хъ Уа). В такъв «лучай поданжната равинна, дадена с уравненнето (1), 
ше клони към едно гранично положение — към равнината с уравпение 

(4) / (x4 аЕ -х,) S 3 (ха ¥ed M= а) 

Съвсем естествено ¢ да наречем тази равнина допирателна рав- 
нина към графиката на функцнята /(х, у) н точката (х.а. Yoo 24). 

В близост ¢ точката (хо. Уъ га) графиката на функцията f(x, у) не е 
Твърде огдалечена OF допирателната равнина, прекарана B тази точка. 
С известно приближение можем 33 някоя малка OKOJHOCT на точката 
{xe Уе) да заменим частта от графиката μ функцията Лх. ¥). коята 

3413



събответствува на тази околност, със съответната част OT допирателнала 
равнина. Това ще рече, че ако парастванията Ах и Ау ca твърле малки, 
ние 116 заместим функционалната стойност /(х.-+Ах, Ἐ Ἐ Ау) със стой- 
ността на апликатата на онази точка ὍΤ ЛО."ИРЗТЕЛПВТЕ! равнина, която 

съответствува на точката (ху-НАх, γο ἐ Ау). Тази стойност ние пресмя- 
таме от уравнението (4) и получаваме 

гР Ха Σ Х7 (0, ¥e)AY. 

Тогава нарастванеста па функцията 

Az=f(xg+A X, γυ-ἘΔ})-- / (X У) 

ще бъде заместено с приближената стойност 

гИ (X0, Y)AX+S, (Ха Jo)A Y. 
Тази приближена стойност HHE наричаме тотален аиференцнал 
на функцията z—f(x, у) в точката (х., 3o} и бележим с dz. Написан вече 
не специално 38 точката (х.. г.), а за пронзполна точка (X, +), в която съ- 
ществуват частните производии {, (х, у) н , (x, ¥), 10/ има вида 

а:- Г (х., ЗА Χ Έ ἰ (х, УАу, 

При функцията /(х, у)-- у ще получим 

dx= LAx40.Ay, 

а при функцията /(х, у)-- " получаваме 

dx=0.Ax+1.Ap 

Слелователно Ax—dy и Ay=dr. Ето защо тоталният диферснциал на 
сдна функция :-/(х, 1) обикноцено се записва във вида 

а: (х, νγ χ τ ἐ (х. ¥)dy, 

или по-кратко 

de oL 0z ς 
(5) 4: .ἆὼ ! ὖὠ“ 

При функциите на повече OT две променливи тоталният лиферен- 
циал се въвежда с подобна формула, ARCHATA страна на която сълържа 
толкова събирасми, колкото е броят на независимите променливи, Така 
за функцията и--/(х, ¥, :) ше имаме 

да .. и ὃν ς 
ие ἀχτε τ Чу τ 2. 

Както при лиференциалите нл функциите на една променлива, н 
TYK MOTAT да се изведат сънесм лско формулите 

(6) d{u+v)=du+dv, и 
(7) d (- vVy—du—dv, 
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(8) d{u)=vdu-+udv, 

им vdu — udv 

(9) а - Ξ и v 

кълето и и ¥ са функцни HA две или повече променливи. 

Да разглеламг съставната ᾧγηκιιπα 2= Е(/ (1), g(1)]. Нейният диферен- 

пнал като диференциал на функпия на една променлива ще бъде 

- ) da=z’ d’- 

От друга страна, ако приложим z=Ftx, у), x=f(1), y=g(), то съгласно- 

правилото 38 дифергнциране на съставни функцки ще имаме 

Следоватслно 

Получихме формула, която ΠῸ външен вид ие се различава ὉΤ формулата: 

(5), макар че сега х и у не €3 вече исзависими променливи, а функции на 1. 

Също така, ако имаме 2- Е(м, +), u—f(x.p), v—g(v, у), τὸ 32 тотал- 

ния диференциал 

на съставната функция 

τ Е(Ах. Уъ #() 

ще получим 

или окончателно 

Отново получихме формула от типа на формулата (5), въпреки че тук 

вече u и v са фунхции на аве независими променливи и εἰ и ὧν са техните 

тотални диференциали. 
Ax0 пък имаме :--Йи), и- / (х, ), то за oz ще получим 

# ῄ # # 

ἀτ-- Е (и) 5= ах+ Е () %’_d} -- Ε' (ἢ (ξᾗζ d.r+7dy), 
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ἘΠῚῊ най-сетне 

ῳ dz=F'(u)du, 

Фформула, която по, външен вид изглежда точно както формулата за ng. 
ференциал на функция на една незавнсима променлива (въпреки че тук 
«и е тоталният диференциал на функция на две променлниви). 

Пример. Да намерим тоталния диференциал на функцията 

= 2. z==grclg τ 

Имаме ͵ . 
Ν | κ xdy ~ уйх 

i d e П ! - е 

Тоталиият диференциал на Функция на няколко променливи се Ma 
рича ощше инсин първи тотален andepenunan Тоталните ди” 
ференциалн" от по-висок ред се възеждат последователно: вторият то- 
тален диференциал е тотален диференциал на първия, третият е тотален 
диференциал на втория и т. н, Те се означават CLOTBETHO ς 42:2, d’z и пр. 
При тяхното “прссмят;и:с диференциалите на независимите променливи 
се приемат за константи. ς 

Нека намерим например втория тотален диференциал на функйнята 
Ζ f(x, у). Имаме 

шгвашз).».а(г; dx+’§.} dy) 

>z 42 , Rz Mz 

ς ааа Ф1 а LW р йХ +“д,ду“,дд»* = o dy. 

С помощта на принципа на математичната индукция лесно се устано. 
вява следната абща формула за м-тия тотален диференциал на функ 
цията 1-/ (х, у): 

АТ Е " БАК - ΓΤ : 
Шга(о)д?:!х”-%ч([)-дх„„,»д-у-дх“ ‘dy+~-~+(")d—y;-dy". 

Упражнения. Т. Намерете 1оталния диференинал ΜῈ функцията: 

, s=xy у х, 2. :=-:;:::.:.. Ἄ, чш аге i’: 

П. Hamepere втория тотален диферснициал из функцията: 

L 2= xe?, 2,z aresin ——— - 3, ш -- —1—_.- . 
и „А 4 υ „Е у + 2а 
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8 79. Неявии функцин 

При много въпроси от анализа и неговите приложения срещаме ᾧγηκ- 
ἨΜΗ͂, при KOKTO зависимостта между независимата пременлива х и зави- 
симата ¥ е зададена с помощта на някакво равенство, косто не искаме 
нли не можем да. решим относно у. Такива функции се наричат неявни 
функцияи. Тяхното въвеждане CTasa с помошта на следната 

Дефаяниция. Нека #(х, у) е функцуия с дефиниционна област M. Каз- 
ваме, че уравнението . 

6 Fix. y)=0 
onpedean у xamo неявна функуия на х в едно мнажество Р върху реал- 
ната. пнрава. ако съществува инякаква функуия у--Дх), дефинирана в D, за 
която са изпълнени следните 08¢ условия: 

1) за всяко х om D точката (х, /(х)) принадлежи на М; 
2) за всяко х om D имаме 

Е(х, f{x))=0. 
Самата функиия у-/(х) се нарича неявна функция, апреде- 

лена от уравнението (1), Накратко казваме, че тя удовлетворява 
тоца уравнение. 

X 
Taka например функиията 1= ΤΙ - . дефинирана за всяко X, се оп- 

релеля като неявна функиия от YPABHEHHCTO υ X ур--д-0, 
Функцията пък у-. |--х?, дефинирана ΠΡῊ —1Sx =<1, се определя 

неявио OT уравнението х yi—1-0, 
Не винаги обаче една нсявна функция може явно да се пресметне, 

както в дадените два примера. В повечето случай Това е невъзможно и 
имснно тази с причината за вънеждзането ΜῈ CAMOTO понятисе неявна функ- 
ция, Такъв е например случаят с неявната функция у--/(х), определена 
от уравненисто «“ --р?-0, 

При това не всяко урцанение ΟἹ вила (1) onpeacan пеявна функция. 
Уравнението 

Ἐ |0 

например не се удовлетворява OT никаква функция, 10 не определя ни- 
каква неявна функция. 

От друга страна, слно уравнение може да опредсля не само една». 
а повече нсявни функцин. Така уравцението 

хъщ τοῦ 

се уловлстворява както 01 функцията р--. 1--А2, тъй и от функцията 
y——ny { x% Те и двете са неявни функини, определени OT това урав 
нение. 

Тук няма 32 се спираме на въпроса, кога едно уравиение от вида (1) 
определя HauCTHHYE една неявна функппв. Отговорът на този въпрос, 
както и на аналогичния въпрос относно неявни функции, опрелелени ΟΤ 
система уравнения, ше бъде лален Β 5 #1”. Сега ще се спрем само па вьп- 
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роса 32 пресмятането на произволните на дадена неявна функпия, кога- 
то знаем, че тя същесгвува и е диференцуема. 

Нека неявната функция у--/ (х), дефинирана в един интервал D върху 
реалната права, сс определя от уравнението 

(1) Е(х, y)=0. . 
Ще предположим, че функцията F(x, у) притежава непрекъснати частни 
производни спрямо х и спрямо ¥ OT толкова висок ред, колкото ни € не- 
обходимо за нашите по-нататъшни пресмятания, а също, че н функцията . 
7 («х) притежва първа, втора и т. н. производни. От дефиницията на паня- 
THETO неявна функиция знаем, че ако в ранвенството (1) заменим промен- 
ливата у с/(х), то ще се превърне в тъждество, T. €. ще бъде изпълнена 
38 всички точки х от интервала D. Това означава, че функцията, написана 
в лявата му страна, ще съвпада с константата ( в този интервал. Слелова- 
телно HCHHATA производна също ще бъдс нула, Като лиференцираме по 
правилото за съставни функции и помним, че у е функция на х, получа- 
ваме 

oF еЕ , 

Оттук . . 

Ε 

ἜΝ Ν 
| YT ToF o 

Ε 
{Tyx, разбира ος, трябва οἷμο да се предположи, че g—-} & 0. Условия or 

TAKBE вид ние ще считаме н разглежданията OT тази и следвашщия пара- 
граф винаги 38 изпълнени.) 

За да намерим γ᾽, можем да излезем OT намерения израз за γ᾽ 
или пък да диференцирамсе равейството (2), което е също тъждество. 
Вторият от тези два начина ни дава 

#Е #F , FF ., aF 

oxt 2 ау Y Ра УПу 7 0. 
Оттук след заместване на у” с намерената стойност пресмятаме г”” 
Mo този начин можем да пресметнем всяка производна на функцията 
y=/(x). 

Пример I. Hexa р се определя като неявна функция на X OT ypas- 
пението 

sin ( Ἐ 90Ὲ - ν--, 

Като диферсицираме, получаваме 

(3) со5 (χτ У)у --0, 
откъдето 

. 
. 1 — еаА + ) 
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По βάτατεκ диференцираме равенството (3): 

πος π (Х УУ с cos{x+ ο р! ' =0, 

0‘!]{]:3121'0 след заместване Π ͵1΄᾽ с намерения H3IPA3 получаваме 

.у„ мИя + т) 
= e се 

Π cos({x + ! 

Π ρ᾽π мер 2. Нека г ¢ неявна функция на х, определена от уравне- 

нието 
(4) :2:1*!-5.2: , 

Като диферснцираме, ше получим 

e 24y )-Зуу--0. 
откъдето 

N ааау 

Y=gy 

От уравнение (4), което нсявната функция у превръща B тъждество, по- 

лучаваме ¥t yi поради косто можем още да пишем 

N 2y 

Y=y 
Hamepere »™! 

Hexa cera разгледаме уравцението 

B косто участвуват три променливи, Hue можем подобно.на това, което 
имихме преди, A0 определим (при MIBCCTHH уеловия, на които тук няма 
да се спираме) едната от тези промсилипи — например =, като неявна функ- 

ция на останалите две. Но това ще бъде вече функция на две промен- 

Π 

Дефиниция. Ypasnenueno 

(5 Flx, y, :)-0 
опрейсая Σ като нечана функуия на X и у я илкал ойласт N в равнината, 

κ съществува функциия 1--ЛД(х, ¥), дейинирана & N и удавлетварлваща 
слейните уславия: 

1) за ecaxa точки (х, у) om N тоечката (х, v, Л(х, ¥)) принадлежи на 

дгфиницианната айласт на функцията Flx, г. 2); 

2) за асяка точка (х, у) om N е изпъь.лиено павенствата 

Е(х, ν, fix, γ)}ττῦ. 

Mo аналогичен начин се дефинираг o неявните функцин на повече 
от две променлиеви, 

Намиранета на производните на такива нсявни функции става по 
съшщия начин, както при неявните функции на една променлива, CAMO че 
сега ше става дума за частни производни, Нека например памерим 
« е 

ау B, 33 неявната функция =, опредедена τ уравнението (5). Като sac- 
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мем пред вид, че след заместването на T с тази функция в уравнението (5), 
TO се превръща в тъждество, и като диференцираме това тъждество от- 
BOCHO X, ще получим | 

Ε ΕῈ %z o 
dx ez κ O 

Оттук 

: oF 
éz_ ς χ 

4 ΠῈ 
ὶ oz 

Karo диференцираме пък OTHOCHO ¥, ще имаме 

OF ека 
' ду ‘ordy " " 

откъдето , 

8Е ай / 
% _ Uy | 
СКА 

Ο 

Намирането на частни произведин OT по-висок ред става чрез по- 
нататъшно диференциране на намерените изрази, 

Пример 3. Нека : се определя като неявна функция на х и у OT 
уравнението 

cosix + 008ty с052: н , 

Диферснцираме oTHOCHO X и получаваме 

—2cos x$inX—2cO8T8inz - '-;—i-=0. 

иди 

sin 2х4+ 5 2:.:%;0, 

откълето 

ς sin2x 
ах : sinl: 

Аналогично чрез диференцниране на даденото уравнение относна у 
получаваме 

gz sin 2y 

йу sin 2z 

Намерете вторите частни производни на ! 

Упражнения. [, Huavepete у” и у“" 18 неявната функиция у, определена OT слелните 
уранвнелия: 

1. χ' а 3aty 2 0. 2. ая gty g 
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3. ωὕ“πΐψβ-υςις-ξψ:θ. 

Σ с r= Ζ n—x—a i 1& :"-3:’* 1. 2. < = Y, 3. 2 In У + l. 

ΠΙ. Hamepere всички първи н втори частни проязводни на неявната функция 7, определена от урависнията: 

L x4y 1 .. χ: =0, 2. x4+ y4z=¢% 
- 

. 

ξ 80. Неявни функини, определени от системи уравнеция 

Когато вместо едно уравнение, съдържащо две или повече промен- 
ливи, са дадени няколко уравнения, разглеждани съвместно като система 
уравнения, можем при известни условия да определим от тази система 
вече не сана, а няколко неявни функцин, При това е необходимо броят 
на всички променлниви, участвувашни в ладената система уравнения, да 
бъде по-голям от броя на самите уравнения. Тогава пък браят на неяв- 
ните функиии, KOMTO се определят ог ладената система уравиения, е 
развен на броя на уравниенията. 

Ще ce спрем по-подробно на най-простия случай — случая на сикте- 
ма от дас уравнения с три променлиан. 

Дефиниция. Нека F(x, 3, 2) и Сх, ¥, <) ὰ две функуии с общи де- 
финициониа област M. Ще казваме, че системата уравнения 

( Ех, v, 1)-0, ” Gix, у. 1)--0 

определя у и : като нелвни функции на х в иякое миожестао D върху пейл- 
ната права, ако съществуват две функуии y=f(x) и z=g(x), дефинирани в 
D и удовлетворяващи следните изисквания: 

1) Σ всяко х от D точката (x, S(x), #0)) принадлежи на M 
2) за всяко х om D имаме 

Flx, ЛДх), вх)-0 и G(x,[f(x), g(x))=0. 
Като предположим, че функциите #Е(х, y. :) н бс«х, ¥, <) прите:ка- 

ват всички частни производни, XOMTO са ни необходнми, и че ΠΕΞΒΗ τῈ 
функции у-/(х) н 1--8(х) също са диференцусмя, ще покажем как се 
пресмятат производните у”, τ΄, у”, 2, н T. н. Като вземем пред вид, че 
след заместването на променливите у и г B системата уравнения (), 
CLOTBCTHO с неявните функции /(х) и #(х) двете уравнения на тази си- 
стема сс превръщат в тъждества, ние диференцираме тези дае тъждества 
и получаваме 

OF еЕЕ . δᾷ G, o .. (2) Ἀ 8,} T T =0 ox Tay Ἐ : ῦ, 

ΚΌΕΤΟ е нова CHCTEMA OT две уравнения. Ако разгледаме у” и 2’ като не- 
известни, ние вижламе, че това е система ΟἹ първа степен с две нензвестни, 
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която знаем да решаваме. Така намираме у” и Σ΄, Ако искаме да нам . 
cera у” и Ζ΄᾿, диференцирамс уравненията OT системата (2). Получаваме 
Две вови уравнения, в които след заместване на ” и г” с намерените из- 
рази ще останат като неизвестни само у” и г”. Това ще бъде пак една си- 
стема с две уравнения от първа степен с двс нензвестни. Решаваме я и 
намираме у” н г”. 

Пример !. Нека y Η х се определят като неявни функини на х OT 
системата уравнения 

yitzi=x? 
X4 y-bo=2, 

Диференцираме и получаваме 

откъдето намираме 

Диференцираме по-нататък и пресмятаме γ΄ и :”. Получаваме caen- 
ните изрази: 

M АТ ς (x 4 γχξίχ +) 
Куе ау =2 Ψ - } 

Да pa:mena\iae още и CAYHAN, HA неявии функция, определсени със CH- 
стема OF две уравнения с четири нсизвестин. 

Дефикнниня. Нека Е (x,p, u, V) uG(x, у, и, v) са две фупкции с обща 
дефиниционна област инкакво миожество M в четиримернато простран- 
ства, Ще казваме, че системата уравнения 

) Е(х, y, w, #)--0, σία, y, u, v)=0 

Onpedean и и у като неявни функуии на X и у 8 някоя област N s равнината, 
ако съществуват две функции и-/(х, у) и v=g(x, у), дефинирани ¢ N, xou- 
Mo удовлетворлнват следните условия: 

I} за всяка точка (x, у) om N точката (x, y, f(x, ¥). #(х, ¥)) при- 
надлежи на M, 

2) за всяка точка (х, у) om N имаме 

Р(х» » f(xn }‘)» g(xo y));‘fl и Gix, » !(х. У). g{x» )’))"’0- 

„Намирацето на частните производни на дефнинираните по този начин 
две неявни фукнкции се извършва чрез диференцирауце на равенствата (3), 
конто след заместването на и и ¥ CLOTBETHO с /(х, у) и g (x, у) се превръ- 
шат в тъждества. Като диференцираме OTHOCHO X, ще получим 

дЕ+дЕди ФЕ ὃν 
ди dx ὧν дх 

аб 4G δὰ Βὖὼ 

ЗА За ЗИТ -0, 
o < Тук нензвестнии са търсените частни производни % B 5~ . Тъй като те 

-0, 
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участвуват B една система уравнения ΟἹ първа степен с две неизвестни, 
тяхното намиране не представлява вече, принцяпно казано, никаква 
трудност. Като диференцираме пък равенствата (3) относно у, ще полу- 
чим. 

OF ὁξ ди дЕМ 

oy ая oyt ау 70 / 
а oG де ..+.......+99.д;=о„ 
ὃν μ dy " b 

ди фе 
Тук нензвестни са o Y- Ocrasa да решим получената система 

уравнения OTHOCHO тези HEHIBECTHM.’ 
Що се отнася до пронзводните от по-висок ред, пътят 34 THXHOTO пре- 

смятане е ясен. Той води винаги N0 решаване на CHCTEMA с две уравнения 
от първа степен © две HEHIBECTHH, 

Пример 2. От системата уравнения 

N X4 Y=}y 

. ЩИ 

Y 

% M v се определят KATO неявни функции на х и у. Като диференцираме 
дадените уравнения относно х, ще получим 

еи ὃν 

. П χ κ 

i вози ди sinucosy йе T, . e e e s 
¥ siny ox sinfy  dx 

откъдето пресмятаме 

ди 5ИТе 4 ysinucosvy dv  sinv{ycosu — sinvy) 
. Θ ——— 

дх ysin(u +v) ах  ysin(e+v) 

Намерете ἓ πἔ- , като диференцирате дадените уравиения OT- 

HOCHO у и решите подучената CHCTCMA OTHOCHO търсените производни., 

Упражнения. Т. Намерете γ᾽ и τ΄, ако у н г са нсявии Ффункции, определени от 
с леднете системи уравиення: 

1 x* 4 P + 2 τ 3 хуг . со5 х + 005 у + 2052 -- 1 

и X4 y+2r=a. r‘-}»y’-{—z’-—-l. 

П. Hamepere първите частви производни на неявните фулкции Ν и ¥, определсни 
OT следните системи уравнения: 

ху 4w 1 " а 2uy = | 

1. x-i-y_z_ 2. γελτες " =1x 1 

и +е 1+ + В



§ 81." Теорема за съществуване ня неявни  функцни 

Този параграф е посветен на формулировката и доказателството на 
теоремата за съществуване на неявни функцни. (Впрочем тя слъ“ържа п 
една твърдение за единственост, поради KOCTO може да бъде даречена 
теорема за съществуване и единственост на неявни функцик.) Най-на- 
пред -- в теорема |, се разглежда случаят на неявна функция, опреде- 
JIEHA от едно единствено уравненние, след което общата теорема 38 съ- 
щшествуване на неявни функции — теорсма 2, се доказва по метода на 
пълната математична индукция, като сс използува теорема 1. Изложе- 
ното доказателство е HAMCTHNA доста дълго, но почива на твърде ясна и 
естествена идея. Нека забележим още, че се касас за едно твърдение OT 
локален характер, т. е. твърдение, отнасящо се не A0 цялото дефиницион- 
но множество на разглежданите функции, а само до някоя-околност на 
една точка от това множество, , 

С цел да обърнем внимание върху най-характерните моменти във 
формулировката на теоремата, ше я изкажем най-напред в най-простия 
възможен случай — случая, когато сдна нсявиа функпия на една промен- 
лива се определя от едно уравненние от вида Е (х, y)=0. В този случай тя 
се Фформулира така: : 

Teopema. Нека функуията Е(х, ¥) ¢ дефинирана и nenpexscnama в някоя 
окдлност D на точката (х. yo), а частната й производна F,'(x,y) съ- 
щестаува и също е непрекъсната в D, като при това Е(ху vo)=0 и 
Еу (хо yo) #0. Тогава съществуват такова положително число ὃ и такава 
функцил / (х), че: 

а) функцуията f(x) е дефицирана и непрекъсната в интервала 
(ха--б, хо+6); 

6) (ха)-- а: 
в) при χείχο--ὃ, Xxq1-8) точката (х,/(х)) принадлежи на D и при 

гтова Е(х,Дх))-0; 
! г) Л(х) e eduncmeenama Жункция, yoosremaopasawa изискванията а), 

6) и в); . 
Д) ако vacmuama производна F;' {x, у) съществува ие нспрекъсната 

D, mo Дх)е диференцуема в (ха-6, х., 46) и при mosa 

Ο А Щ 
70 )ππ ве Ταὴ 

Тази теорема се янява частен случай ΟΥ следната 
Teopema 1. Нека функуията F(x,, . . ., X)) e дефинирана, неп рекъс- 

ната и притежава непрекъсната частна производна F,'(x,,...,x.,¥) 
€ някоя околност Р на точката (x\°, -..., x,%)°) в (т4-1)-мер- 
ното пространство, и нека Р(х!о Ἐ55π τχιι”, .Vu) Нов Fr Ὅ“ι“; .. . х.,“, },0)* 0. 
Tozaea съществуват makasa околност U на moukama (x,°,. .., χ « 
ni-MepHomo пространство и такава функуия f(x,, ..., x,), че 

а) функцуията /(х, , ..., χρ е дефинирана и неррекъсната в U, 
6) £(x°..., x,0=)" 

324



в) за (Х.,....Х.„ЕС/ имаме (х,..., х Ax,,....x. 008D и 

(Ι} Ρἱχι---υχω.ἶἷχμ---.ἕιἷζὔ“-οζ 

г) flxy,...,x,) e единствената функция, удовлетворяваща изисква- 
нията а), 6) и в): 

Д) ако частната производна Е (х......х.. У) съществува и е не- 
прекъсната в Ὦ, то съществува и е непрекъсната в U частната произ- 
водна f,,'(x, ..... Х„) като при mosa 

. Ffltx....., Хм { (σι.....ς A‘...)) 

@ f’t(x““" χ,} . (Xl sesy Ха AT r,,)h 

Доказателство. Ще считаме, че околността D е зададена с 
неравенствата 

кае |«< , . .., кае ] κ 1y—y,)<d, 

Където d“- 0’ Ще предпопожпм освен това, че F,'(x,% ..., x,°% )0 
(случаят Е (% ... Х8 0)50 се разглежла йналогично). Тъй xato 
фуинкцията F Жуе а Ха ) € непрекъсната в точката (x,% ..., X V) 
то ще съществуна такова p -0 (иожш πα вземем ρ.-: , че при 

кае ρινν,,, ае o o B 
44 имаме 

(3 Е Хае Ха У) 220, 

Тогава or неравенството Ε χ 2 .., Х8 y1=0, изпълнено при 
ye{3P—p, »θ1. ρὴ, заключанаме, че функиията ф(у)-- РХ , χ , ", У) ¢ 
строга растяшп п интервала [0 τ ρὶ у 0 pl. Тъй като @390, то ше 
имаме Φ(ι р) но φοσρερθ, .е В χ γδιρ)λτὸ и 
Filx, ааа Хй м ер) О0. Поради непрекъснатостта пък 83 функция га 
Fixg, ... X0 У) 8 D можем μὴ намерим такова 8:0 (8--р), че от исра- 
венствата 
ф b, ~x, «<6, .. кае Ἐ τ 

да ὐ τ неравпенствата ᾿ 

( Είχι. е X -р)20 и Flxy, ..., х Yo4+p)>0. 

Миожеството OT точки (X, ., .., х) в M-MEPHOTO пространство, удавлет- 
пворяваши неравенставата {4), прелставиява една околност на точката 
{x,% .. х) Ние ше означим тази околност с U и ще дефинираме в 
нея една функииня /(х;.,.... Х.) по следния начин. Нека (ха .. ХА) 
с произволно взета точка ΟΤ U, която ще считаме фиксирана ἨΛ момента. 
Тогава можем да разглиеждаме Flx, ..., x,, #) като функция само на 
у - да означим тази фулкция с + (). Нериавенството 43), при ю;ь.ено ьът 
точкала (х,”, .. . 8.7, У) сегалат ни даде Χ 1 : за ке) p. у ) 
което показва, че непрекъснатата функция () е строго растяща в интер 
вала |19--р.у8 . gl От неравецствага (5) обаче имаме у19--р)<08 и 
у--р)>0, Оттук следва, че същшествуза, и то едлно единствено + асела ), 
намирашо се между ,х”-р и 1-р. за което е изпълнено раненството 
iy -0 т. е. Εἰχ уе X, ¥ )0 Това числоа у” ще приемем за стойност 
на функцията #(х;,,.... х) в избраната точка (х,”,.... Ха Ἀ 
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" И така вече дефияинрахме функцията f(x,,..., X,) в множеството 
U. От самата дефиниция е ясно, че f(x,%,..., х.8)--18, че за всяка 
точка ( ,...,X,) от U имаме (х) ,.!., х f{Xy, .. .. Χ, ) ε, както и че 
е изпълнено равенството (1). С това са установени твърденията 6) и в) 
на теоремата. ' 

Cera ще noxaxem, че функцията f(x,,...,X,) е непрекъсната във 
всички точки на множеството U. Нека вземем отново една точка 
( .. а Х.) от U и нека y'=f(x,", ..., x,"). Да вземем и едно произволно 
положителко число ε. Можем да считаме, че сме взели Е -толкова малко, 
че да имаме й--р«< γ΄-- н γ Ἐ ες 4 p. Това с възможио, тъй като - 
—p<<y « 4-р. Ако разгледаме отново функцията (у)-- F(x,",...,x2", +), 
то поради равенството х(у)--0 и поради това, че () е строго pactswa, 
ше андим, че x(y '—e)<0 н x(»'+e)>0, . e. Flx,',...,x., y—E)<0 
и F(x,",...,x,, ¥ +в)>0 Използувайки още веднъж нспрекъсиатост*та 
на функцията F(k,,...,%,, у) в D, ще намерим такова чнала δ":»Ὁ, че 
OT неравенствата 
(6) , хуе |«< 6 , .. Ха |<6” 
да следват неравенствата , 
Ф Flxy .. Ха V—8)<O0 и Е(х. .. Ха У-НЕ)>0. 

При това можем да считаме &’ взето толкова MANKO, че точките 
(χι,. .. Х.), удовлетворяващи нсравенстната (6), да не напускат I, От не- 
равенствата (7) сега заключанамесе, че за всяка точка (X, ,....х.), чиито 
координати YAOBACTBOPRABAT  нсравенствата (6), сдинственото число у, 
намиращо се между )?--р н ῆ ρ, 32 косто е изпълнено равенството 
Εἰχι , 0.0 Ха ¥)=0, се намира между у”--е и 4+-е. Тъй като това число 
у ке с нишо друго освен f(x, ,..., Х.) 70 получаваме 

|Лх......х„)-](х,*,...,х,„т(е. ' 

С това с доказана HENPEKLCHATOCTTA на функинята F (X, . ..., X.) в npo- 
изволна точка на. множестното U, т. ο, доказана с н TELPACHHETO а) на 
теоремата. 

Пристъпваме към доказателството на твърдениета г), Да допуснем, 
че в някоя околност (/“ на точката (x,%,...,x.%), която бколност мо- 
жем да считаме съдържаща се в U, ¢ дефинирана една различна от 
{(x,....,x,) вепрекъсната функция f*(x, ,...,х.), такава, че да имаме 
!.(хк е-.*гх-а)гуо 

Г(х„.,.,х„, Ρ(λἷι,---μἵκ)):ο 

33 всяка точка (x,,...,x,) or U* Това, че функциите f{x, ,....x,) й 
РСу . ..., х) са различни, означава, че 32 някоя точка (x,',...,x. ') от 
U* имаме 

]-(.231. M # x-‘)*f‘(xlli B | xml)' 

Да разгледаме точките {x,",..., χ , къдета 0815 и 

x =x4+1(x,'—x9), Ck=1,2,..., m, 

у да означим с т точната долна граница на ст ойностите на I, 38 които 
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(8) УСО у ееа ХКАЕИуе ХА) 

Ясно ε, че 12.0. Ако т->0, 10 33 051«т ще имаме /(х.”,.... х!)-- 
=f*(x,". ..., x,'). Като вземем прел вид непрекъснатостта на фувкииите 
716ι,... Х.) и РЧу .. .. „ х„), заключаваме, че ще имаме също 

. Луе Ха AL LTI Ха“). 

Оттук е ясно, че 1<!1. Ако γ᾽πζίχιτιι ος Ха 9=f*%x*,...,x,7), 10 
й-тр«< y*<3®+p. Ето 33110, опирайки се отново върху HCOPCKLCHATOCTTA 
на двете разглеждани функции, ще можем 13 намерим такова 5,>0, 
че 1--6, < | и при т«:1<т-6, ла бъдат изпълнени както неравенствата 

Y—p< Ду х.3< 4p, 
така н неравенствата 

»πρα ["(χρνοςς, x )<V +p. 

Ho тъй като при т«<1:14+6, точките (х,",... . х) приналлежат на 
U*, а следователно и на U, 10 ше имаме н равенствата 

Ε(χρδρος,, () е , ))- 0 

Е(ж а х 0!, х.!))0, 

Както лнаем обаче, за псяка 1ouxa (х;,.... х) ΟΤ U съществува" меж- 
Ay уб--р и 304 p една единствена стойност HA у, за която € в сила равен- 
ството 

и 

}:(ττι κ κ .\‘_,. }')fin. 

Оттук заключаваме, че при τ 1< 11 &, имаме 

ПОуя Хау ЧЖИ а Ха) 
и следователно точната делна граница на стойностите /, за които е 
изпълнено неравенството (8), не може да бъде по-малка от t+35,. Tosa 
противоречи обаче на ояределенисто на числато т, Полученото проти- 
воречие показва, че нашето лопускане 38 CLUICCTBYBAHETO на функция 
["χ,, ... X2} Е посочените fno-rope свойства ¢ било погрешно. С това 
е Завършено доказателството на TBBPACHMETO г) 33 единственост. 

Най-сетне да се занимасм и с твърлението 1), Да допуснем, че не 
само частчата производна F,'(x,,...,X,, }}, HO също тъй за някаес # 
и частната пронизводна F, (X, ,..., X.. У) съществува и € непрекъсната 
в D. Ще покажем, че в такъв случай функцията flx, ,.... Х.)е andepen- 
цпуема частно относно х, във всяка тачка (/. Нека (x; ,....x,) ¢ произ- 
волно взета точка от ἐ Ἢ нека точката (Х, , ..., Хая X+ Хреран е КА 
където h#0, принадлежи οο на U. Ακὸ (x,,...,X)=F # 
Яуе X v X~k X, .y, ..., XJ=y+k, To въз основа на равен- 
ството (1) ще имаме 

Fix,,....xq y}—0 
и 

Ε(χι а а Xy gy ἀρτῆς X0y 0o, Ха УЧК)-0, 
Тогава ше получим



97 Ра еаХ . Xy, #еа .. Хщ y+K)~F(xy .. Ха ) 
Ἐ G . еа Х а . (TP еа Хл ὙΈΚΕ - Ε(αὶ .. . Ха У 

Ч Са o X Κ ἘΚΈ -ρίαρ ..у хщ У) ΄ 
ἝΙ!Ἑ.;Ἰ (х: тт.-"ъхд-м х1+ e.!hv х: ει ,...,Х-. .Н*Ю 

+КЕ (X150, χ ἘῈ 0%), - - 
където 0< 8, <1 и 0< 0,<1 (последното PABCHCTBO € получено с помошта 
на теоремата на крайните нараствания, приложена поотделно към двете «“ 

 рразлики, написани в средните скоби). 
Следователио ще имаме 

К Ν г;..(х„.... Хеъ в Я, Kisgrosrg X ¥ +) 
. ἜΠ Еу (X ooy Xy ¥ + , 5) 

Karo вземем npea вид, че , 

ἑ:{ζχ, ΕΝ х,-!-/:,х,..„...,х.)т/(х, уе s Xy 

ще получим | 

+ 

- 

“т ,(1“3..»„. Xj=1y «) 4 ἃς ιἴμυιωι Χ”Ἰ »J'(x..“.. 1-) 

Ἀ..« й ᾿ 

F;‘(xh'-'o Ха + el "» Kistansny Xy ¥ 4 k} 

F;{-fh”w Ха У + 93“-) 

- == - |im 
А 

Оттук, като използуваме TOBA, че поради непрекъснатостта на 
fix,, ..., Х„) имаме ξί , k=0, заключаваме, че функицията Κ(Χι,....., x,)e | 

диференцусма частно спрямо X; в произволно MICTATA точка (х. ,...,.х.) 
H че 

. F;‘(-l'uuw Ха ¥) 
| Хре еча Хае = Ἢ 

fl(( i ¥ т) Ι',’[Χῃ-.-ι Жщ ” 

С τοβᾷ ς доказано и равенството (2). OT това равенство се вижда н непре- 
къснатостта на /, х ,... , x,) B U. По този начин тсорема Г е доказана 
докрай. 

Общият случай, при който срещаме неявни функции — случаят, KO- 
гало няколко исявни функции се определят CAHOBPEMCHHO OT сдна си- 
стема уравнения, е предмет на следната по-обша 

Теорема 2. Нека функуиите 

(9) F;I(xl“'-lxmn)"1»---.}"). k—i,z,....n, 

са дефинирани, непрекъенати и притежават непрекъснати частни npouy 
водни OMHOCHD праменливите ¥ (Р-1, 2,....,1) в нлкоя околност D на 
точката (х.“,... . X% %, ...,2% в (т |-п)-мерпото пространство. 
Да предполажилм още, че 

(10) Fefx® е А Ке .. 0, м)е Кее 2, н - 
« 
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Fus o Ν 
а) ПТ P ) 

’ἔ μ 3 . . . 

къдета 
# ” а , . Еъе (Е ) (5% .. %% 2% .., 29, k=1,..., n, i=1,..., п . 

Тогава съществуват такава околност U на точката (x,°,...,x.%a 
т-мерното пространство и такива функции 

12 Μίχενννος χ k=1,2,...,n, 
че: 

а) функциите (12) са дефинирани м нетр къснати в U: 

6) fi(x’.... x)=p"2a k=1,2,....m 
в) 32 (x,, ..., Х.И имаме 

(13) (χετονν Ха Л ееа Ха) е.„уе еа хе 

и 

’(1‘1} fi(x"\. . H.l'.,f,(xl .. ..X”),...,f;{x. ,„...Х.,))ЧО.,С“*Д 2...-, ", 

г) функцуиите (12) образуват eduncmeenama система om п функуии 
удавлетваоряваща изискваниячта а), 6) и в); 

Д) ако за някое # частните прдизводни на функцицте (9) относна 
променливата х, съществуват и ca непрекъснати в D, mo « U съществунат 
и са испрекъснати частните производни на функуиите (12) отнаено x,. 

Доказателство. Ще докажем теоремата по метода на пъл- 
ната математична индукциня, приложена OTHOCHO п. При n=1 теорема 2 
преминава, както васднага се вижда, в доказанаТа вече теорема 1, Нека 
сега по>|. Ще допуснем че reopesa 2 е вярна винаги когато броят на функ- 
циите (9) (κοῆτο с равен на броя на променливите ;)е по-малък OT 2, и 
це разгледаме случая, който ни е даден във формулировката на теоре- 
мата. 

Ще считаме, че множеството D, 33 което се говори в условието на 
TEOPEMATA, е опредслено ог неравенствата 

ре Х « (i=1,..., т), уу У «а (j=1,..., п),. 

където 430, 
Тъй казо детерминантата, написана в лявата страна на неращвенство- 

те (11), е различна от нула, то пеоне един от нейните слементи ще бъле 
съшщо различен от нула. Нека такъв е например #. „ По-подробно запи- 
сана, ще имаме 

(Fg),;'. (“ἕξοι “ππῳ x-or .νιο’ ..у .1"..33“#0- 

Това неравенство на дава възможност, прилагайки теорема I, да намс- 
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᾿ 
. 

рим едно положнително число δὶ, по-малко от 4 и една функпвя 
g(xn- .. Ха Ураучаниа zyn..“l)q такива, че: 

1) тази функция е дефинирана и непрекъсната в (m-+n—1)-mepuars 
околност U, на точката (x,°,...,x,.°, »9%.... Y% _1), определена чрез 
нсчавенствата | 

|8< 6, (i=1,..., m), ‘y}’yj°l<§l (f"-‘]‘ln--- n—1}); 

2) изпълнено е равенството" 

(15) υ е .0 а 0 
. Е (р. <. Хня Ψιν ετ еа J’n-i)‘:yn; 

3) 33 всяка точка {τι ,. .., Ха Ууя а 1) OT U, имаме 
(16) ЕЛ Xy )ιν κ ι Ῥ В(Ха1 а .. Хая γὰ κνννν . }Ὲ 
и 

“7) Р.(х, ....,х„. » ааа T g(xl----v те yl~~“1.]"n-l))=0; 

4) функцията 20X, ..., X Уе ееа А .) е nmndepennyema частно 
OTHOCHO промейливите ¥y, ..., ¥, ; в U; и нейните частни произволни 
са непрекъснати в (7,, като при това имаме 

(18) L хе γη А )= < Вл (=) 1 ἕῃἶχιμ-η Χ.ω}'ι.---. )α-ι)--“"ῥ"-:(}π аяу е ). 

Да разгледаме сега при k=1,2,..., n—I функциите 

(19) С € PRI Ха R Ул . а) 

=F(Xy , . .. Ха Yy ει а еал Е(Жра че на Хая ϑχν κ ενν #. а)) 

и да се убедим, че тези п---1 на брой функции удовлестворяват уславията 
на TeopemaTa в околността Uy на точката (x,% ..., %% »,°,.... ¥ , ) 
Тяхната непрекъснатост и диференцусмост OTHOCHO у .. .., Y, . как- 
TO и непрекъснатостта на техните частни производни в U/, се виждат вел- 
нага. Ot равенствата (15) и (10) пък следват равенствата 

Gt(xiofi‘“' xm°9 ylou- .. УЗ-Ц“-“-“О. k‘—»l,..., n—1. 

По-нататък нека 

аь1=(с|.);*1 (х.“д ...у хцй. }’ι“. .. У:мв)л 

където A=1,...,n—1; j=1,...,n—1, Вземайки пред вид pascucTsaTa 
{18); получаваме 

Ὴ 
" Gu.J“Ft.I Fk-F‘ - 

. 

Ето защо ше имаме 

- 61.1 в . G’l.n-l 
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F!.I-Fl -FT.. s » Fl.n-l_Flm ?.::j!‘ 

F, Funr 
F.-I.I_Fl-l.a ᾗ: * . Fa-l. .-177# ве :.. 

Ε, Fpou- Fua=Fi.g2 ... Fa,=F,= 0 Ὶ 

= 
F, Е.а- 

Ρι-Ι.Ἱ"Ρι-Ι - ᾗΞ'Ξ : Ρι-'ἰι ι-Χ-Ρι-Ι.ι ;:.. 0 

le .. Fa--nal 1 

ι .. ЧИИА Еъ 
ΓῚ 

и Ε Ν 
Fu«t.k м Кея Ἔ 

#.. 

Flol м F.tl-l 1 

1 Flol - Fl--fl 

Ξ Ἐ- Ν e Έ +0, 
- 

1 F..l е+ Fn.n 

По такъв начин виждамс, че функциите (19), чийто брой e п--1, найстина 
удовлетворяват всички условия на теорема 2 в (/,. Следователно ще съ- 
ществува в т-мерното пространство някакнва околност U на точката 

(x,%, ..., x,%, определена ет неравенствата 

le-‘-?{‘of'fifa (i=!, 2......-, т). 

в която са дефинирани n—| на брой функции 

(20) рае а Ха k=1,2,..., 81, 

като при това: 

1) функциите (20) са непрекъснатни в (/; 
2) Β сила са равенствата 

(21) Л( .. а x.90=3° k=1,2,..., п ; 
3) 38 (х.,..., Х„ЕИ имаме 

(32) (-:1:--4-9%;„/1(3] =--..х.1 ..... ,f.,,(x“..*,x,‘))e(fl 

B . К 1 
25 Guxy ooy Ха ilXy ooy Ха) o Sy рае ееа )0, 

k=1,..., З 
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Нека ccra дефинираме в U функцията /(х, .. .., х) чрез равенството 
(24) };{.\’1 L -»xm)”_g(xl LR ’χην.ἶὶ(χτ 2. -*тхм)з ... ад-:(х: .. -,.х„);. 

Ще проверим, че системата or функции filx, , ..., х) k=1, 2,... πὶ 
в KOATO освен функциите (20) е включена още и функцията (24), удовлет- 
ворява твърденията на теоремата 2, отнасящи се A0 функциите (12). в 
околността U 5 точката (х,”,..., x.%. Непрекъснатостта на функциите 
SFulxy, ... Х.„) В множсеството U с. очевилна, значи твърдението а) е из- 
пълнено 

Поради равенствата (15), (21) и (24) ще имаме 
„ 

!п(хдп! 1y Χω“)π};'"". 

Последното равенство заедно с равенствата (21) показва, че и Твърле- 
нието 6) е изпълнено. 

За всяка точка (X, ,.... х) принадлежаща на U, от (22) и (16) след- . 
ва (13), а от равенствата (19), (23), (17) и (24) следват равенствата (141. 
С това се доказано и твърдението в). 

Що се отнася до твърдението д), неговата проверка (извършена чрез 
математичца индукция OTHOCHO п с помощта на равенство (24)) вече“ не 
представлянва трудност и може да «е предостави на читателя. 

Най-сетне ще се спрем на твърдението г) за елдинстгисност. Неговото 
доказателство, KOCTO само ше скицираме, CC опира на следното допъл- 
нително твърдение: . 

Околността U на точката (x,", . . ., x,%), за KOATO се говори във фор- 
мулировката на теоремата (Η която вече: построихме по-горе), може да 
бъле определена по такъв начин, че да притежава следното свойство: 
съществува положително чиело P, такони, че за всяка точка (x, ,....х.) 
от U единствената n-opka числа ; ,... „ а удовлетворяващи неравенц- 
ствата 

# 

γιββπρτνμε ι ερ, (ἀτῖ, ς п) 
й равенствата 

рк(х1 ey Ха )*;.-„-.У.)-Ч] (К-=1,...:л), 

€ п.орката, състояща се ΟΥ числата 

)’fi'—‘fi(x“-«-,x..) (1.-.1ς , »ἢ, 

Изказаното таърдение може да бъде доказано N0 метода на пълната 
математячна яндукция (при 1--1 то бе установено при доказателството 
на Teopema |), След това TALPACHIETO г) на теорема 2 се доказва с по- 
мошта на разсъждения, полобни на онези, с които локазахме твърде- 
HHETO г) на теорема |, 

Така доказателствота на теорема Зе завършено. 
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| 

82. Формула на Тейлор 32 функини на две променливи 

При функциите на пдве променливи съществува формула, носеща 
ямето формула на Тейлор, която е полдобна на познатата ни 
формула на Тейлор за функиии на елна променлива и която се извежда 

«сименно с помошта на споменатата формула. 
Ὶ Нека функцията f(x, у) е дефинирана и притежава частни производни 
до (п-+-1)-ви ред включително в някаква околност D на точката (X4, у) B 
нека всичките й частни произволни €2 непрекъснати в тази околност, 
Да вземем друга точка (χρο τ ἦ, yo+k), лежаща също в D, След това πᾶ 
образуваме функпията 

olt)=f(xo+ht, yo+ki), 
където B и К разглеждаме като постоянни, а £ — като промснлива. Ko- 
гато променливата г се мени в интервала [0, 1], точката (xo-+ht, yo+kt) 
ще описва отсечката, съединяваща точките (ху γὼ и (ха++Я, yot+k), и 
следователно също ще лежи в околността D. Поради условията, на които 
подчинихме функцията /(х, y), огтук следва, че функцията Фф(/) ще бъде 
дефинирана н п--1 пъти диференцусма в интервала [0, 1], Това ни дава 
право ла твърдим, че формулата на Маклорен 

ей)-9Ф(0)+779Ф (он;.-ф"(он + τφ (0)+ R, 

€ валидна 33 BCAKO [, удовлетворяващо нсравснстват 0515 1. Тук имаме 

ДКИ {55}} R, = =T ф (0 t). . 

където Ве useno, намиращо се между 0 1. 
При 1-- ) получаваме 

(1) е(1)-9(0)+ 9 O+ 597 O+ + 10 (0) + ετ Ф7"2(8). 
Hawara най-близка цел cera ще бъде да напишем noapobuo равен- 

ствота (1), като изхождаме от дефиницията на функцията «+((): 

o)=f(xo+ht, уу) 
Диферсицираме последователно това равенство и получаваме 

- Ф (-/, (xg+ht, ῳ κ ὰ κ (xg+ht, yo+kt)k, 

ф"(!)-[,:(х„-%-т Yo+ k1) + 2 Г (x4 +ht, Yotkt)hk 

"{"Ι)“'(τα +ht, )o“*"kt)k: 

С помощта на метода на пълната математична mmymus HaMEpaMe 

еа) L (ot ht, УКО 1 Л(у УКИ 
x ¥ 

ey ке DR T 
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Ὅτ тези равенства следва, че | 

'φ(0)-- Λίχο, Yoh : 
Ф (Ο)ξ-];’ (χο. γωὼ) 8 } ,’ (ъ Yok, | 

<” (0) < fia (%op γωλ + 2/ (хо YOI kA Та(хо 2. . 

φ ) ОЕ НТ О А 

#(е нме ! 
От друга страна, имаме 

| Ф(1)--/(х4+Я, yo+k). 

Следователно равенството (1) се превръша в следното: 

@ еФ Ъ) ι YT U (o УУ и 0 

+е еке γ 425 х У) k4L 7 (X, 7o) ) 

+ . . - . . . . + . . + . . . “ - 

+е g+ ( 1 (o YN 

+(: )ffi:’(xn. γ Ἀ 4R, 
"Тук имаме 

Ве алу [/ (ot 08, o+ 

{{ kb 0k 
bt (1 ) e 0 чве) 

където θ e някакво число, намиращо се между 04 1. 

Формулата (2) се нарича формула на Тейлор за функции на 

две HEIABHCHMM npome_nnqgn.* 

« тттотцтавть%икртщт
тпш 

не е необходимо точката χο Ἐ , уо Ἐ Δ) 1 лежи B някоя околност D μῈ точката. (Xo, Уе), 

в която аколност е изпълнено условието 34 съществуване на частните производни; 

достатъчно ¢ (стига това условис да € изпълнено за вснчки точки OT вътрешността на 

дефиниционната област Af на функинята /(х, )) да предположим, че отссчката, със 

линяваща точките (ха, ¥o) Β (хо-+Я, Уа+#), лежи изцяло във вътрешността на M. 
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ᾖ-(],’(π,-τ-ο!ι. Yot 0k h+f) (х,4+90Я, yo+0 k)k. “ 

ΗΜΙ(Χ.-}-’Ι. yo'*'k)‘_“f(xm yo). 
уе 

KOCTO именно показва, че функцията /(х, у) ¢ непрекъсната в тази точка 

5 83. Максимум н минимум на функции ня две променливи 

Нека e дадена една dynxumns /(х, +) с дефиниционна област M и 
неха точката (х., Vo) с вътрешна за M. Казваме, че функуията S, у) има 
локален максимум « точката (х., Vo), ако в някоя околиозст на 
тази точка е итъьълнена неравенствато 

( Лх, 2)5 /(х. ya) 

Аналогично функуията /(х, у) притежава локален миним Μ 5 
точката (x,,,, }'g}. κ « някоя OKOAROCI на тази почка е изпьлнено нера- 
аснството # 

(2) Дх. 2 /(хо γὼ. 
Локалните максимуми и локалните минимуми на сдна функция и тук 
<e napma*r с ОБШОТО име докални екс тремуми. 

Следващата теорема нн дана едно необходимо условие за съществу- 
ванес на локален екстремум. 

Теорема 1. Ако функуията f(x, у) има локален екстремум в точката 
(x5, У0) и притежава първи частни произвойни в тази точка, то 

ху γὼ - (X0, Уо)--0. 
Доказателство, Да разгледаме случая, когато f(x, у) има по” 

кален максимум B точката (Xq γυ). Ако образуваме функцията «ф(х)- 
=f(x, yo). То неравенството 

7 , γὼΞ , Ха) 

KOETO ¢ сигурно изпълнено Β някоя OKOTHOCT (χοττῦ, χο  δ) на χο, може да се запише във вида 
φίχ) 5 φίχο). 
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Следователно функцията ф(х) има локален максимум. в точката χ и 
съгласно теоремата на Ферма ще имаме ф (χολξοῦ, или, което е все едно, 
S (%0, yo)=0. 

Аналогично, като разгледаме функцията ψ ()=, (x,, У), получаваме 
Т (xe, Уе)--0, | | 

Слпучаят, когато f(x, у) има локален минимум в точката (х., Γ се 
разглежда по същия начин. - 

Анулирането на първите частни производни обаче не е достатъчно 
За съществуването на локален екстремум. В това можем да се убедим, 
като разгледаме функцията 

У )еу | 
в точката (0, 0). Тук имаме /.(0,0)--/,(0, 0)--0. Ho функцията няма нито 
локален максимум, нито локален минимум в тази точка, тъй като пра 
x>0 н y>0 имаме f(x, у) >/(0, 0), а при х<0, y<0 имаме f(x, у)</(0,0) 
и следователно не съществуна такава околност на точката (0, 0), в която 
Az бъде изпълнено неравенството (1) или пък неравенството (2). 

Cera ще се запознаем с една теорема, даваща достатъчни условия за 
съществуването на локален екстремум! 

. Теорема 2. Нека функуията /(х, у) има непрекъснати първи и втари 
частни произвадни « някоя околнаст на точката (ху. ) 
Ака " 

(3) Л (Δον Xo)=S,) (x4, 2)0 

и. 

(4) , З ῳ ὰ Yo b (e 1)< O, 
те / (х, у) има локален екстремум « точката (Сха. yo). При това той ¢ 
минимум, когато /л (X, yo) =0, и е максимум, когато / (хо, Yo) <0, 

Дохазателство, Ще разгледаме подробно случая, когато 

(5) Ла(х. 1,)<0. 

Случаят, когато /а (X, yo) >0, се трегира съвсем аналогично (не е въз- 
можно да имаме Ι,ζἷ(.τ,, γὼτ-ῦ, тъй като тогава би се нарушила неравен- 
ството (4)). 

Да въведем за удобство функцията 

е(х, 2 = L3 (5. у)-Ла(х. 2/ и(х, . 
Неравенствата (4) н (5) показват, че функцните /е (x, у) иф(х, у) са 
различни от нула в точката (X4 г.). Съгласно предположенията на тео- 
ремата те са н непрекъснати, поради което ше запазват знака си B HEKON 
OXOAHOCT Й на тази точка. И така за всички точки OT квадрата О ще имаме 

« 

Ха(х, у)<0 и @(x, y)<0. 
Да вземем сега, сдна точка (χυ , Yo+k), принадлежаша на D, 
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& L Stk γο Ἐλ) Ξ (%o, 0) 

-}[f.-(x.wa. Yot 8К) + 211 (xot Oy yotOK) bk 

L4 Oh, γεεθαμῆ, 

Hexa положим 38 краткост 

a=fur (xg+0h, yo+0Kk), b =[5 (x,+0h, yo+0k), 

c=fr(xg+0h, yo+08k) 

- Torasa pasencisoTo (6) може да се нацише BBB вида 

Ω) ΠανἘλ, ο Α)ττ ( а)еу [ah? +2bhk +ck7). 

Тъй като точката (хо+ 8Л, νγυ ὶ 0К) лежи върху отсечката, съединяваща 

точките (Xq, Уа) И (ха+, уе &), тя също се намира в квадрата D н следо- 

ватслно са изпълнени неравенствата 

Τ , θλ, у +8К)<0 и @ (x,+0h, yo+0k)<0. 

С нашите означения последните две неравенства се записват така: 

(%) a<0 и bi—ac<0. 

Неха cera преработим израза в дясната страна на равенството (7). 

Имаме 

- ай 4 2bhk + е3< а + 2аш+ьгь=-.ь1ь*+аск=1 

= 2 Цай +К + (ae —b)K?). 

Оттук, като вземем пред BUA неравенствата (8), виждаме, че 

(9) ἑ- [ah? -- 2bhk + ck*] 3Ξ0. 

Най-сетне равенството (7) и неравенството (9) показват, че 

f(xo+h, yot+k)—f{xa ya)=0. 

И тъй произнволно взетата точка (Xo+h, аА) OT околността О Ha точе 

ката (X, γ0) удовлетворява неравенството 

Л(ха+й, yo+k)Sf(xe Уо). 

Това показва, че функцията f{x, у) има локален максимум в точката 

(х o, Yol 
Нека забележим, че когато прилагаме тази Teopema, можем при опре- 
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делянето на това, дали в TOHKATA (X0, ¥o) функцията / (х, у) има макси- 
мум или минимум, да си послужим с / (хо, у) вместо с i, Vol 
тъй като неравенството (4) ΗΗ гарантира, че TC3H две числа WMAT един и 
същ знак. 

Без да се спираме ὰ доказателството, ще отбележим ошще, че ако 
са изпълнени условията на доказанати теорема, но BMCCTO неравенството 
(4) имаме неравенството 

(19) Suy (X ¥o) — ο (ха Yol аХа ¥o)>0, 
то функцията /(х, у) няма локален EKCTPEMYM B точката (х., Vo). 

Ако пък имаме равенството 

an -’ Πανίσον 3L (%00 YoM ρίχον 30)=0, 
то € възможно KAKTO да имамсе, тъй и да нямаме екстремум. B това Mo- 
жем да се убедим, като разглеламе функините /(х, у)-- 242 и #(х, у)-- 
=x*+y*. И за дветс функцин равенството (11) е изпълнено в точката 
(0, 0). Но първата от тях, както видяхме вече п този параграф, няма noxa- 
лен екстремум в тази точка, докато за втората е очевидно, че притежава 
ΠΟΚΆΠΟΗ минимум в точката (0, 0). 

Пример Ί. Да намерим локалните екстремуми на функцията 

{ , ен8 . χρργλχο , 
Намираме 

L=y ДИ 2e—| 

и решаваме системаги уравниения 

2ΖΧ η τ 

х 2е . 

Единственато решение на 1K снетема е x=1, y=0, Тона ше рече, че 
производиите /,(х, у) и /,(х, 1) се анфлират слновременио само в тачката 
(1, 0). От друга сграна, имаме 

Лац(х, ¥1=2, Ле (“,. M=1, Κμία, у.2 

и следователно за всяка точка (X, р) ще имаме 

Τ, е Га(х, Уа(х, а) -3«<0. 

И така дадената функция има един-сдинствен локален екстремум B 
точката (1, 0). Той е минимум, тъй като /1(1, 0)=-0. Стойността на са- 
мия минимум е /(1, 0)----1. 

Пример 2. Да потърснм локалните екстремуми на функцията 

Г (х. в) 4 2033y Ly, 
Намираме 

L у) 414у μάν, £(x, ) =434y |-4х 

и решаваме следната система уравиения: 
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X уе 

} | ¥ +x—y=0. 

Чрез почленно събиране получаваме 

x}4y3=0, 

или 

(13) (x+y) (x3—xy+y3)=0. 

Лесно е да се убедим, че изразът 

а ху 
става нула само при х--у--0. Нанстина, ако ху S0, то и трите събираеми 
в този израз са HEOTPHUATENHH к той може да бъде равен на нула само ако . 
нвсички те са нулн. A това ще рече, че x==y={0. Ако пък xy>0, τὸ от.ра- 
венствата ) 

xi—xyyi=xi=dxytyitay=(x—))*+xy 
виждаме, че изразът (14) се представя като сума от две събираеми, пър- 
вото OT които е неотрицателно, а BTOPOTO --- положително, T, е. че той е 
различен от нула. 

И така вторият множител в уравниението (13) може да стане равен на 
нула само в точката (0, 0). Анулирането пък на първия множител ни дава 

(15) y=-—x, 

откъдета, KATO заместим B пъравото уравнение на системата (12), полу- 
чаваме 

х--Зх-0, 
или 

жх1-2)-0, 

При x=0 or равенството (15) получаваме у--0, т. ¢. стигаме пак до точ- 
ката (0, 0). Най-сетне равенството 

хъ 

заедно с равенството (15) ни довежда до двете точки (--ν2, ν2}5(42, 
—2). 

Намираме по-нататък 

f;l(.‘, }')'—-lzxz—-“. [:д(х-) ]“.)-:41 f;;(xn }l)=12y:~4‘ 

AKO положим 

е(х, N=Sa(x ¥ — fuc(x, NI p(x }), 
Ще имаме - 

φίχ, γ) =482+ y*—3x%?). 

“P{O' 0}‘03 

(=2, “М3)-48(0242-12)<0, 

Оттук получаваме 
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Ф (W2, --.)-48(242-12)<0. 

И тъй в τούκητο (--./3, V2) B (y2,—/2) функцията f(x, 33 има 
локалня екстремуми. Те и двата са минимуми, тъй като 

7 (-νΣ, ν2γ--20» 0, /а (ΨΖ, -./3)-20>0. 
Самата стойност, на лези минимуми е 

f(=VZ VD)= (2, -- ν2)-- --8, 
+ 

Що се отнася до точката (0,-0), теоремата от този параграф не ни 
дава нищо. Ние можем обаче с непосредствени разсъждения да се убе- 
дим, че в тази точка функцията няма скстремум, Наистина, ΟἹ една с гра- 
на, имаме 

/(0, y)=p*=2y*=y¥yi—2) 
— нзраз, който е сигурно стрицателен за малки по абсолютна стойност 
значения на v, От друга страна пък, при y==Xx ще имаме 

У x)=2x¢, 
който израз с винаги положителен nph х + 0. Оттук виждаме, че във всяка 
околност на точката (0, 0) функцията /(х, у) приема както положителни, 
тъй и отрицателни стойности, докато /(0, 0)=0, 

Упражисини, Намерете псички лок ΠΗ скстремуки на фунхциите : 

Ἰ, ае 16е ереу 2 1 ее З γ, 3 ае 4 ху 4 бху. 

I 1 4 Σ τ 4 χν 4yt T KBaero х >0, у >0. 
Ε ¥ 

5. е5 х 5 р Ν (5 b3, κυβετρ й< xan, Qo ὶ π. 

В 84. Диференцеране под знака на нитеграла 

Нека с дадена една функция f(x. +), дефинирана и непрекъсната в 
правеъгълники Й, Даден с пнеравенстаита 

(Η asxsh, τξνξώ, 

При фиксирано у (азето произволно в интервала e, 41) функцията 
J(x, #) представллва непрекъсната функция па х в интервала Го, А). Мо- 
жем следователно да образуваме определения интеграл 

f 1 , y)ydx. 

Стойността на този интеграл ще зависи, разбира се, от избора на точ- 
ката у и ще представлява слелователно функиция на у, дефинирана в ин- 
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тервала [c, 4). 3a тазни функция ние ще докажем следната теорема, която 
се използува на многа места в анализа и неговите приложения. 

Теоремя, Hexa функуията f(x, у) e дефинирана и диференцуема частно 
CAPAMO у в някакво отварена нножество, съдържащо правоъгълника D, 
зададен ¢ неравенствата (1). Ако функуиите /(х, у) и f,'(x, у) са непрекъс- 
нати в D, те функуията 

» 

Φω:[πκ. ууах 

: & диференцууема в интервала (с, а) и при тава 

» 

Q) | Ф (= f S, (x, »)dx. 
Ф 

Доказателство, Да изберем едно произвблно положнително 
“ 

число с и да образуваме след това числото ΕΖ:: Тъй като функцията 

Л , у)епо предположение непрекъсната в затворения правоъгълник D, 

то съгласно теорсмата 33 равномерната непрекъснатост от § 72 ще сь- 
ществува едно число D, такова, че от 

Щ«<6, kl< 5 
да следва неравенството 

Е 

b-a’ ;f}'(x';‘hv )’*k)“f,' (x, )')[‘4: 

Да вземем сега eana произволна TOMKA ¥y OT интервала (е, d]. Ще no- 
кажем, че при [ἀ|-τὃ имаме 

& o ἸΜ...-.Μ.. 42 .vo)_dxll“* 
а 

откъдлето ще следва,. че 

Ε 

(4) Ф οὐ- jf;(x, Yo)dx. 

Hauncruna имаме ΄ | 

е се f U (5, yo+k) =1 (x, у dx. 

Heka cera да фиксираме X, взето произволно в интервала [a, b], и да pas- 
гледаме функцията м(7)--/(х, у). Тази функция, явяваща се функция само 
на у, е диферениуема в интервала (с, d] no предположение, Прилагаме към 
нея теоремата за крайните нараствания по отношение на затворения ия- 
тервал, определен от ¥y и Y-k, и получаваме 

» 
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¥ o+ k) —wyo)=ky' (y,+8k), 
нвли no-nogpobro , 

J(x, yot-k)— , у n)'kf)" (χ, те 0K), 

хкъдето 0< 8<1. Karo заместим B равенството (5), подучаваме - 

b 
@()’g'bkz—‘b(y&):ff’t(x, y,-}—ek)d . 

3 

Тогава, ще имаме 

а 
Ф(]*! + kz - Ф(Уп)щ[[,о (х, Уд) dx}l 

o 

=':ff"€x, yuq\-flk)dx—jf;(x: )’Q)dx!r 
I 

OFTKBACTO 

b 
Ф k) — @ Н {¥q + ἑ ()’!)_ff’ (х. yg}dx 

Γ , 

(6) 
Π 

5 / с γετθ.)-- 1 (3, γϑιάν, 

Нека сега |k[<8. Очевидно ¢, че и |0 |-<:6, Тогава поради избора на 
числата § при всяко х (между а и b) ще бъде изпълнено неравенството 

Му (% + 8#)- £, (x, yodl <, ζ' 
Последиото неравенство nokassa, че в интервала [a, | числото 

Е 
ἘΠῚ “е явява горна граница на функцията, написана в лявата страна на 

това нчеравенство, Ето защо ще имаме 

» 

() иуе vt 0k~ / ( ак ς Ξ - )-- ε. 

От неравенствата (6) и (7) заключаваме, че при [k| <8 ше Бъле изпълиено 
неравенството (3). Оттук следва, че функцията Ф()) е andepenuyema B 
тачката γὲ и че е в сила равенството (4). Ho тъй като точката y, беше 
взета произволно в интервала (с, 4), то с това е доказано и Твърдението на 
теоремата. 
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Ще отбележим, че равенството (2), което току-що доказахме, може 
да ссе запише още и по следния начин: 

( f fix, ¥ dx)-—- f Iy (α, Уах, | 

Ето защо лдоказаната теорема се нарича теорема за диферсесин- 
циране под знака на интеграла. 

Пример. Ще използуваме теоремата 33 лиферснииранс под днака на ΜΗ 
грала, 33 да пресметнем стойността на несобстасния интеграл 

B § 60 виляхме, че този интеграл с схоелдаш (по пе абсолютно схоляш), С пел да га пре“ 

сметнем, неска въвслем функцията 

Р(в)-*!( - _Sit;x_ dx. . 

Тази функция ¢ лефинирана 32 62 0. Нанстина прн a2 0 напясаният по-горе несобствен 

EETCHPA с абсолютно схолящ (това се нижда миого лесно с помощта M критеряя за 
сходимост на несобствьени интстрали с белкрайни граници), а при а -0 имаме 

Е(0) = ъ[ *19-5-4: 

Преди всичко ше докажем, че функцията #(а) е нейрекъсната при α..Ὁ, т.е. 
че имаме 

(8) lim Е (а) - F(0) 
а--й 1 

Да нземем елно положително числа € Ката имаме прелд вид, че интегралът 

; 
схадяш, ше можем ла намерим TAK0S2 числа р (по-голямо от 1), че да имаме 

dx Ε 
(5) f щ - -5 

sin x| 
Ymcnoto p ше считаме по-нататък фиксирано. Отчитайки, че ка ξ! за всякох 

ще получим (при o 0) 

Ε(ὼ - Е (0) | = .f“"—m - а 
. ч 

» = 

fif}e"""—tldx+ f(e__""—l)im{—dx . 

ὃ Р 1 
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Поради иеравенствато 6 **—1] 5 1--<?, изпълнено при 0S5 х р, ще имаме 

с0) [:г”-тхзш-гт 
# 

Or друга страна,“ 

- " i - 4 а sin х € - 
f(e - 1 х dxfl—f 5 τ Я с0 х 

Ῥ » 

) G : εο . | 
- Ε cos х +fmxd-—-;—- 

това се WARAR песно, KATO сс изполъва например маклоремовота развитне на футп:т 
#”). Ето защо ще получим 

откъдето въз осноаа ня неравенстната (9) и (10) 1це имаме 

1 |F (@) - #40) | 5(Р + ἷ)" еЧР) + τ 

Тъй като ш: е"”п =1, TO за достатъчно милки положителни стойности на а ше бълс 
Се) ( н 

изпълнено неравенствота 

|#(а)- Е 40) | « εἰ 
¢ което е доказано равснството (8). 

Неха cera разгледамс фупкинита Fla) като граница (при a>>0) на редицата от 
функции 

(11) F;(fl), F.(C},..s.pfl(fl),. 

хъдето 

- 
.. . 

μ 

F, (n)n[e_“‘ :i:x dx. 

“ Тук,хакто обикновено сс прави в ΤΑΚΗΒΆ случая, сме избягнали на HAKOR места 
звака lim, счатайки, че смисълът на написаците нзрази е ясей и ΠΡΗ ΤΟῊΣ по-кратък 
начин на записване, 
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” Да вземем едно пройзволино положително число Qs Ще покажем, че към редицата 

411) можем да приложим относно кнтервала ἵπο. Φοῦ тепремата 11 почленино диферен- 

ииране от § δΆ. За пелта трябва χᾶ установим, че редкчата от пронзводните 

412) Е (o), Еу (а),.... Е (@), ... 

«е равномерно схоляша в този ннтервал. Въз основа на теоремата за диферевциране поде 

знака на интеграла получаваме 

Е (а) = -ffe‘“‘sin хах, 

+ ᾧ . 

(написаният в INCHATA страна на PAaBCHCTROTO песобствен WHTErpan е очевилно абсо- 

лютно сходяш)., Сега пра 92 0o ше имаме 

1 
Изразът — #78 обаче може ла бъде направен по-малък OT асяко положително 

ἂν 

число £, стига да вемем п достатъчно голямо. Оттук заключаваме, че редицата {I2)e 

0 сходяща в нитервала [y, оа) Това ни дана основание да твърдим, че равномери 
Ффункцията #Ха) ¢ диференцусма в този ните раал н че 

Е (а) < Ш Ε, (а) = - fr*”m xdx. 
. 

а 

—[c““’sinxdxafe‘mdcosxu e cos х 

а , 

+в/г*”мхп=-1+в!г*“пгм- -1 4+ | εξ η χ 

а 
+ 

- μ 

+a’!e“”sinxdx= - 1+ц*!е“щзшха"х, 
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откълето 
= 

—f«“‘“sinxdx--l τα" 

. 

Следоватеслно при 02 ο имаме 

1 

F@=-m—a 
Тъй ката 0y беше произволно положително число, последното равенство ще бъле нз- 
пълнена 32 всяко @ 0. Оттук слелва (с помощта на основната теорема на интеграл- 
пото смятане), че при (: 0 имаме 

а» Е(а)---агс 18е | С, 

където С се никаква константа. Тона равснство те.бъле изпълнено н при a=0 поаралди 
непрекъснатостта на функинята Fla) при a=0, която установихме по-ряно. За ла пре- 
сметвем константата С, нска забележим, че 

1 
|F(n]| 3[„*-***,1„.„..:. 

Оттук € ясно, че 
lim Е (а) « 0. 

[ v 2% 

“ 
От друга страна, т агс а - ” От равенството (13) следва, че € = ξ " И така 

Чнеъ 

при а 20 имиаме 

Е (а) - -ξ- arcigu, 

1 
откъдето получаваме #(0)н--. Следователно 
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ГЛАВА XI 

МЯРКА НА РАВНИННИ МНОЖЕСТВА 

Тази глава ¢ посвстена на едно обобщение на понятието лице на 

многоъгълник в равнината. Ще покажем, че е възможно това обобщенние 
да бъдс въведено за сдна достатъчно широка категория PABHHHIM ΤΟΙς 

кови множества и ше га наречем мярка (за разлика от познатото.ни OT 

еслементарната геомсетрия понятие липе). Съществуват различни начини 
да бъдс постигната тази пцел. Пътят, който ще следваме, ше ΜΗ доведе до 

т. нар. мярка на Пеано--Жоерлан. Това понятие ще ΜΗ бъде необходимо 

по-нататък при дефиницията на понятието двосн ннтеграл. 

5 85, ΗΚΚῸΝ понятни от теорията на множествата. 
Теореми за контурите 

Преди да преминем към излагането на теорията на мярката в рав- 

нината, ще се спрем на ΒΉΚΟΗ дефиницин й твърдения, KOHTO ще изпол- 
зуваме по-нататък, Те сс отнасят A0 равнината, HO имат CMHCHLA и за- 
пазват своята валидност за произволно л-мерно пространство, а HAKOH OT 

тях --- по-специално OHCIN, KOMTO ше разгледаме най-напред, пьобще за 
множества от най-общ ΒΗΠ. 

Ще започнем с въвсждането на няколко основни понятия. 
Ако са дадени дас TOVKOBH множества А и B 1 ако всички точки ΟΥ 

множеството А приналлохат на множеставето 8 (черт. 58), казваме, че 

Аеподмиожество на B и бележим това така: 

A= Β. 

Hexa A 4 B ca отново лве точкови MHOKECTBA. Тачките, KOHTO при- 

надлежат поне на едното OT тези две миожества, образуват множество, 

наречено обединение на множествата A н # (черт. 59), което се δὲ- 

лежи с 

| Αὖ Β. 
Точките, принадлежащи хакто на миожеството A, така и на множе“ 
ствота B, образуват множества, което сс нарича сечен ие на MHOKECT- 
вата и B (черт. 60) и се бележи с 

АПВ. 
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Най-сетне множеството, образувано от точките, принадлежащи на A, 
HO непринадлежащи на B (черт. 61), се нарича разлака HA Te3H лве 
множества и се бележи с 

Ν 
Ν 

ὄ
ἓ
ι
 

Черт. 60 Черт, 61 

" 

Във връзка с дефинициите на последните две NOHATHA трябва да на- 
правим следната важна забележка: В математиката с оглед на известно 
YAOGCTBO ΠΡῊ разсъжденията OTHOCHO множества € прието да се разглежла 
ит. нар. празно множество, T. е. множествато, KOCTO не съдържа 
HHKAKBH точки Η каето е приета да се счита 18 подмножество на всяко 
друга множество. Тази абстракция се окаляд твърде полезна, Така на- 
пример, ако не разполагахме с празното множество, въведеното по-горе 
понятие сечение на две множества 4 M B би било лишено от смисъл, KO- 
ΤΆΤΟ тези две множества нямат общи точки, Съшщо така понятисто раз- 
лика на множествата A и Я би изгубило смисъл, когато A е подмножество 
ΒΔ Β, Ние избягваме тази опаснаст, като допускаме възможността било 
сечението, било разликата на две множества да бъде празно множество. 

Нека отбележим оше, че понятието обединение на две множества по 
съвсем естествен начин се обобщава за произволен краен брой множества. 
Под обединение на множествата A,, Я,,...,4, разбираме мно- 
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жеството A, съставено от всички точки, конто принадлежат на поне едно 
ΟἹ Ттези множества. Факта, че А е обединение на множествата A,, 
Az, ..., A, записваме така: 

”я - 

я- || 4. . 
#а1 

% 

8 

Черт. 62 Черт. 63 
в 

А 

Yepr, 64 

Ще се обърнем сега към множествата в дадено A-MEPHO простран- 
ство, B § 71 ние парекохме контур на CHHO множество множеството 
ΟΥ всички нсгови коантурни тачки. Нека сега са дуденн две множества 4 
и Β. Да означим с K, кантура на множествота A, ц с Ку - контура на 
множествота B, Нека осасн това означим за краткост с K обединениетао на 
контурите K, u Ky, τ е. nexa 

K=K, u K. 
Ax0 cera означим с К” контура на множеството A U Я (черт, 62), ς K" — 
контура на множеството A П B (черт, 63) ис АК”” — контура на MHOKECT- 
вото A—8 (черт. 64), To | 
( К аК, K'cK, Κ ΄ ε Κ. 

38 пример ше докажем първото ΟἹ 1ези три твърдения, именно твър- 
дението, че А с К. Трябва sa дакажем, че всяка точка, която е контурна 
33 множеството A U B, приназлежи поне на едно ог множествата K, и 
К. Да вземем произзолна точка P, явяваща се коштурна за А у B, Тази 
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"точка сигурно не е вътрешна нито за A, нито за B, защото, ако би била 
вътрешна например 38 множеството A, тя би притежавала околност, съ- 
„стояща се изцяло ΟἹ точки, които принадлежат на A, а следователно и на 
AU B, т.е. тя би се оказала вътрешна и за множеството А U B И така 
точката P е външна или контурна за А H също така външна или ковтурна 
38 В. Да допуснем, че тя € външна KaKTO 33 4, Така и за B, Тогава тя ще 
лритежава такава околност D', която се състои изп0яло от точки, непри- 
надлежащи на 4, а също и такава околност Р”, която пък се състои из- 
цядо от точки, непринадлежащи на B, Но в такъв случай по-малката or 
тези две OKONBOCTH ще бъде съставена OT точки, които не принадлежат 
нито на A, нито на 8. Това ще озкначава, че точката Р е външна 33 мно- 
жеството A U B, което не е вярно, Следователно. тази точка трябва да 
бъде контурка поне 38 едно OT двете множества A и B, т.е. да принад- 
лежи на множеството К. |) Ky, С това ¢ доказано, че K'c X, 

„Доказателствата на твърденията К” сК и K" с K, които се извърш- 
ват с подобни разсъжления, ще оставим HA читателя. 

Тези три тиърдения относно контурите на обединението, сечението и 
разликата на две множества, записани с формулите (1), пие ше наречем 
накратко теореми за контурите. 

8 86. Пеано-Жорданова мярка в равинната 

В следващите разсъждения ше HIPIAC основна роля понятието много- 
ъгълна фигура в равнината, което ще въведем сега. Това понятие е малко 
по-сложно ог познатото ни от слементариата геометрия понятие многа- 
ъгълник, KOCTO тук ще означанаме с термина прост многоъгълник. 
А именно пол многоъгълна фигурпа ще разбираме всяко мино- 
жество в равнината, косто или € мпогоъгълник, или може AL се разгледа 
като обсдинение на краен брой многоъгълници. 

Tlo този начин в понятиего многоъгълна фигура включваме W 
такива фигури, KONTO н елементарната геометрия не е приео да се 

Черт. 65 

разглеждаг като многоъгъьлници. Тека например на черт. 65 е показана 
едиа многоъгълна hurypa, KOATO OT глелна точка на елементарната гео- 
метрия представлянва не един, а лза муогоъгьлника, Фигурата, показана 
на черт. 66, е също многоъгълна, тъй като тя може, както читателят лесно 
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τπὸ съобрази, да бъде разделена на няколко части, всяка от койито е много- 
ъгълник. (Тя можес даже да се представи, Η то MO няколко начина, като 
обединение само на два многоъгълника. Покажете как.) 

Освен Това 32 удобство в разсъжденията ше разглеждаме празното 
заножество също като многоъгълна фигура. 

Черт. 66 

Важнио ¢ да отбелсжим, че ние познаваме лицето на всяка многоъгъл- 
на фигура -- можем да пресметнем това лице, KATO прелдставим дадената 
многоъгълна фигура като обединение на няколко прости многоъгълника, 
които иямат общи точки (освен контурни), и след тона съберем лицата 
на тези миогоъгълници. Ще означаваме лицето на далена многоъгълна 
фигура A4 с σ(4}. Тъй като се условихме празното множество да ечитаме 
също за многоъгълна фигура, ще приемем, че то има лице нула. 

Ог самата дефиниция на понятието многоъгълна фигура « ясно, че 
обединсението на две и повече многоъгълни фигсури е пак многоъгълна 

фигура. . 
Cera ще преминем вече към онези разглеждания, които ще ни дове- 

дат непосредствено 0 дефиницията на понятието мярка D равнината -- 
понятние, κοῦτο, както вече отбелязахмсе, трябва да се яви като обобщение 
на познатото ΒΗ от елементарната гсометрия поня гис лице. 

Нека R е ограничено множество OT точки в равиината. Една много- 
ъгълна фигура А ще наричаме вписана B R, аке тя се съдържа заедно 
с контура си BLE вътрешността” на множеството #. Многоъгълната 
фигура # пък ще наричаме описана около R, ако тя съдържа мно- 
жеството Ж заедно с неговия контур във вътрешносгта си (черт. 67). 

+ Нека напомним, 12 ἘΗ ΠΒΌΣΤ на едно Μ Ὰ Σ Τ в разлаяата 2 мниазжелтного 
OF неговите вътрешни Точки. 
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Тъй като множеството R e по предположение ограничено, то си. 
гурно съществува някакъв квадрат, описан около R. От друга страна, 
празното множество, което,” както 3HACM, се съдържа във всяко друго 
множество, ще бъде вписано в R. Ето защо винаги можем да говорим 

Черт. 67 

34 вписани и описани многоъгълни фигури, какаото и да бъде ограниче 
ното множество R, 

Да разглелдаме множеството от лицата на всички описани около Я 
многоъгълни фигури. Това € едно множество ΟἹ положителни числа и 
следователно то е ограничено отдолу, Неговата точна долна граница ше 
наричаме горна мярка на множеството R и ще я бележим с и(А). 
Ако разгледаме пък MHOXCCTROTO OT лицата на всички вписани в Я мно- 
оъгълни фигури, ще видим, че то е ограничено отгорс (всички тези ли- 
ι са по-малки например OT лицета на даден отнапред квадрат, сълържащ 
R). Точната горна граница на това множество ще наричаме долна 
мяркана Ки ще я бележимс p(R). 

Горната и долната мярка на CANO множества R удонвлетворяват 
нажно неравенство. За да го получим, ще разсъждаваме така: Да вземем 
произволна Многоъгълна фигура A, вписана в R, и произволна много- 
ъгълна фигура 8, описана около R, Ясно e, че фигурата А ще бъде впи- 
сана и във фигурата 8. Тогава лицата на тези фигури, както знаем OT еле- 
ментарната геометрия, ше удловлетворяват неравенството 

() #я)<5(8). 
Ако сега разгледаме фигурата Я kaTo фиксирана, TO неравенството 
(1), изпълнено за всяка многоъгълна фигура A, аписана в R, ще ни лове- 
де до заключението, че 
(2) и(#)54(8). 
Като вземем пред snn след това, че Я беше произволна мнагоъгълна фи- 
TYpa, описана около R, неравенствота (2) пък ще ни доведе до неравен- 
ството 
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® " BR)SP(R). | : 
Едно равнинно множество ще наречем измеримо”, ако за него 

неравенството (3) преминава & равенство, M. е. ако 

WR=p(R). 
В такъв случай обшата стойност на числата μ( ) н p(R) ще mapusame 
мярка илн лице на- множеството R н me я бележим с p(R). 

Десно се вижда.. че когато R е обикновен мнагоъгълник в равнината, 
както неговата долна, така и неговата горна мярка ще бъде равна на 
липето my**. Следователно всеки многоъгълник R в равчината е изме- 
римо множество н неговата мярка μί } яе е нящо друго асвен познатото 
ἨῊ OT слемснтарната геометрия лице, Τ. Ε. 

H(R)=s(R). 

Mo такъв начин виждаме, че BLBEACHOTO MOHNTHC мярка на HIMEPHMO рав- 
нинно множество с действително обобщенне на понятнието лице на многа- 
ἜΓΒΠΜΗΚ. 

” ОТ геометрията ¢ известно, че лицето на един ΜΗΟΤΟΒΓΌΠΗΗΚ не се 
променя, ако подложнм този многоъгълник на едно днижение в равни- 
ната, в каято той лежи. Същото, разбира се, се отнася и за лицето на 
всяка многоъгълна фитура, а оттук и за мярката на произволно измеримо 
равнинно множество. 

От изложеното дотук е ясно, че мяр ката (Я) на едно измеримо рав- 
нинно множество К е винаги неотрицателно число. Ние ще се спрем мал- 
X0 по-подробно на случая, KOraTo това число е нула. Тъй като н долната, 
и горната мярка на всяко множество са неотрицателни числа, TO за да 
покхкажем, че дадено равнинио множество Я има мярка нула, достатъчно ¢ 
лоради неравенството (3) да установим, че p(R)=0. Ето защо, като си 
припомним дефиницията на числото μί Α}, идваме до заключението: 

Eduo равнинно мнажество R има мярка нула, x020mo за вечка пала- 
жително числа с може да се намери такава мнагоъгълна фигура, каянта е 
onucana окола R и която имча лице, по-малка om ¢. 

Оттук сс вижда веднага, че веяко подмнажестваво на една миожество 
с мярка нула има същое мярка нула. 

Не ¢ трудно също да се види, че обединението на краен брай л:по- 
жества с мярка нула представаява също така множества с мярка ьуча. 
Нанстина нека Я,, R,, ..., R, са п множества с мярка нула и нека 

R—U R,. . 
Жл Д 

" По-точна wimcpEmo в Пеано-Жорданов смисъл, тъй като съществуват м 
други начини 33 въвесждане на понятнето мярка. 

** За цпелта с достатъчно да забелсжим, че когата с даден един обикновен 
многоъгълник, съшществуват както впясани в него, така и описани около него 
многоъгълниици (можем да разглежламе даже подобни на дадения), лицата на 
ковта се различават колкото искаме малко от неговото лице, 

23 Мазеаматнаески азалаз 353



Да вземем едно произволно положително чясло €. Ще опишем около всяко 
множество R, такава,многоъгълна фигура B, която има лице, по-малко 

” ΓῚ Έ - 

от .Ξ. . Torasa обелинението U B, ще представлява една многоъгълна фи- 
k=1 

.. . с . 

Гура, описава около R, с лице, по-малко ΟἹ п--. T. &. по-малко OT ε, 

„ Karo примери за множества с мярка. нула: в равнината ше norftmmz 
всяко множество, състансно от една нли от краен брой точки; същ така 
всяка отсечка в равнината, както и всяко множество, съставено OT краен 
брой отссяки. Във всички тези случан читателят лесно ше покаже, че с 
изпълнена формулираното по-горе условие за това, щото мярката на 
едно равнинно множество да бъде равна Ha нула, 

Накрая ще посочим един важен пример 38 измеримо миожество. 
Ако f(x) с неотрицателна функция, испрекъсната в крайния й затворен 

“ ннтервал [a, А), то множеството A, заключено между графиката на тази 
фувкция, оста Ох и правите с уравнения х--а и х--й (черт, 47) с измеримо. 
Читателят си спомня, че още в § 50 ние разгледахме залачата 34 опреде- . 
лянето и пресмятането на лицето на тази фигура. Ако проследим отново 
онова, косто тогава извършихме, 38 да определим търсеното лице, лесно 
ще се убслим“, че числота, до което достигнахме, а именно определения 

интеграл на функцията /(х) в интернала (а, ὁ], не с нищо друго освен мяр- 

ката на множеството A, Следавателно можем Al запишем 

А 

Ф μ(4)- f f(x)dx. 

8 87. Условне за измеримост 

Нека R с измеримо равнинно множество и нека £ е произволно поло- 
жително число, Можем да намерим такава многоъгълна фигура A, 

която с вписана в Я и-лицето на която удовлетворява неравенството 

а) SA>p (R) -5 
Също така ще CHUIECTBYBA многоъгълна фигура B, описана oxono R, 

на каято пък лицето ще удовлетворяра веравенството 

@ з(8)< pR+5 | 
(Същеставувансто на такива фигури А Ἡ Я следва от дефиницията на по- 

. 

“ Тук трябва да сс има пред вид обаче, че онези MBOTOBIBIHNOM, конто в 

850 чарекохме вписани 588 фигурата A4, както H анези, кокто нарекохме описани 

около нея, ме са вписани, CROTDETHO описани в смисъла, който вложихме в тезин 
термавин в тазя глава. Ето защо ΠΡῊ сегашните разглеждания с необходимо мно- 
гоъгълниците от § 50 да бъдат замгнени с други (напримгр подобни на тях), EOHTO 
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натията точна горва B точна донна граница на мнвожество .OT реални 
числа.) 

ε, ТЪЙ като К е измеримо множество, имаме Щ)-А). Torasa ot 
неравенствата (1) я (2) получаваме 

) .«(8..- .«(4).«ε. 
Ипцсштуванетопрившоа::»Оштшошщо:олок 

многоъгълна фигура # н Taxasa, вписана в R многоъгълна фигура A, 
“за конто е изпълненво неравенството (3), е едно. необходимо условие за 

„ язмеримостта на множеството R. Това условие обаче с и достатъчно, 
Нанстина нека сега, обратно, 38 дадено ограничено PABHEHNO множество 
К с известно, че при всеки избор на подожителното число е съществуват 
многоъгълна фитура A, вписана в R, н многоъгълна фигура B, описана 
около R, лицата на конто удовлетворяват неравенството (3). Torasa от 
неравенствата - 

4(л)5и(#)5(#) Ξ ) 
следват неравенствата 

Оз(#)--(#)5 4(8)--4А)<е. 

ΤῊΣ като положителното число Е бе произволно, траююпатв 

0 5(#)--щ(Я)<е 
трябва да бъдат изпълнени за всяко положително. чж:лов А това ¢ въз- 
можно само когата щю-щя)зо T, £. когато μ(κ) μ(π) Я така мно- 

жеството R е измеримо. 
Тези разглеждания лежат в основата на доштвлстього на следната 

твърде полезна 
Теорема. Необходимото и достатъчно условие, за да бъде едно огра- 

ничено равнинно множества К измеримо. е неговият контур да има мярка 
. HyAQ. ' 

Ще скицираме доказателството KA тазя Teopema. Hexa най-напред 
ни € дадено, че множеставото Я с измеримо и че £ € едво произволно поло- 
жително число. Съгласно направените по-рано бележки ще съществуват 
две многоъгълни фигури 4 н B — първата, вписана в R, а втората, опи- 
сана около R, YHHTO лица ще удовлетворяват неравзяството 

() - s(By—s(A)<e. 

Разликата B—A на двете многоъгълни фягури B u A ще съдържа кон- 
тура на R (черт. 68). От друга страна, лесно е да се види, че тя ще пред- 
ставлява многоъгълна фитура, с лицсе, равно на разликата от лицата πὰ 
фигурите B н A, т.е. лице, по-малко 0T ε. Съгласно разглежданията OT 
края на предишния параграф това означава, че контурът на множеството 
Ἀ ἘΜῈ мярка нула. 

Е Я 

са BOBCARE, съответно OUMCAHR в смисъла на сегашното изложенис н чинто 
лица са пронзволно блязки до лицата на многоъгълняците, постросни в 50, Това 
сочсвидно може лесцо да бъде направено. 
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Нека сега пък, обратно, е дадено, че контурът на множеството А 
има мярка нула. Да изберем едно произволно положително число с 
и да опишем около контура на Я такава многоъгълна фигура D, липето 
на която € по-малко ΟἹ εΕ. Може да се покаже — което вече не с просто и 
което TYK няма да правим, — че фигурата D може да бъде представена 

Черт, 68 

като разлика на две многоъгълни фигури Я н A, първата от които е опи- 
сана окодо R, а втората — вписана n R (черт. 68). При това ясно e, че 
лицето на фигурата D ще бъде равно на разликата s(B)—s(A), Следова- 
тално неравенството (3) ще бъде изпълнено, а това, както видяхме, с 
достатъчно, 38 да заключим, че множеството R е измеримо. 

Доказаната Teopema дава една твърде удобна характеристика на фа- 
милията на измеримите множества, От нея се вижда, че обединението на 
две или повече (нд, разбира се, краен брой) измерими множества, какта 
и сечениетоа, а също така и разликата на 08¢ измерими множества са 
пак измерими множества. 

Нанстина, ако дас множества A и В Ο измерими, 10 техните кон- 
тури K, и K ще бъдат множестна с мярка нула. Но контурът на тяхното 
обединенне А () 8 (както и този на тяхното сеченве A П Я или тяхната раз- 
лика А--8), както знаем от § 85, ще бъде част от множеството K, U K, 
и следоватслно ще има съшщо така мярка нула. 

От друга страна, сега можем да нидим, че графиката на ecaxa функ- 
ция /(х), непрекъсната « един краен и затварен интервал (а, 5), е множество 
с млрка нула. Това е така, защото тази графика е част ΟἹ контура на 
измеримота множество A, за косто стана дума в края на предишния пара- 
1pad. (Разбира се, не е съществено това, че там ставаше лума 34 неотри- 
пателна функция /(33.) 

5 88. Ocnosun снойства на Мярката 

Ние нече атбелязахмс някои основни свойства на пеано-жордановата 
мярка в равнината, като например това, че тя е винаги неотрицателно 
числа, както и TOBR, че тя се явява обобщение на понятието лице на многа- 
ъгълник. Сега ще установим аще някон важни нейни свойства, 

Теорема 1 (теорема за адитявиест). Ако R, v R, ca две измерими 
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смножества, които нямат общи mouxu utd имат само контурни общи 

“ точки, MO 30 тяхното обединение имаме - 

Ω КА U RY=p(R)+HR). . Ж 

Доказателство. Нека & е пронзволно положително чнело, 
Да впишем в множеството R, една многоъгълна фигура 4,,8 в множест- 

вото Ry -- многоъгълна фигура А, по такъв начин, че да имаме 

@ s(A)>RRY) =5 s(A)>p(R)— 5 

След това да опишем около множеството R, многоъгълна фигура B, 
а около R, — многоъгълна фигура B;, така че да са изпълнени неравен- 
ствата 

З) $(By) <p(R)+—5+ S(BY<p(R)+— 

Обединението A, U A, ще представлява многоъгълна фигура, вписана 
в множествато R, U Я,. При това многоъгълните фигури A, н 4; сигурно 
нямат общи точкн, порали косто ще имаме 

« - ( U AD=5(A)+5(4). 
“ От друга страна, обединението B, y B; ще бъде Muorosrsana фигура, 
описана около R, y #.. за която очевидно ще имаме 

o (B, U B)S5(B,)+ 5(B,). 
" Множеството R, u'R, като обединение на две измерями мпожества 

€ също измеримо. Неговата мярка ще удовлетворява неравенствата 

A, uA)SMR, υ #,25(8,и8,). 
Поради разенството (4) и неразенството (3) получаваме 

Αὐ ει ) Sp(R; υ R) S 5(B,) +35(B,). 

Като вземем пред вид след rosa неравенствата (2) н (1), ще имаме 

(6) μΑ εμ ) —eSP(R, U Αὐ Ξμ(Α,) Ἐ μ ) ξ ε. 
Неравенствата (6) са равиносилни с неравенството 

h‘-(R; и Β;}-{μίὗἳ:} ἓμΙΗ;Ἰ}Ι < &, 

OT KOCTO поради произволния избор на числото £ следва, че 

M R(R; U R)=p(R,)+p(Ry). 
Hexa забележим, че равенството (1) ¢ помощта на метода HA матема- 

тичната индукция може лесно да сс обобщи за произволен краен брой из- 
мерими множества. А именно, ако R, Я,,..., R, сап измерими мно- 
жества, всски лве от KOHTO ΠΗ нямат общи точки, или имат само кон- 
турни общи точки и ако 

= 

Βτυεμ 
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та 5 5 

. и(#)- δ'μ(). 
- га § . 

Теорема 2 (теоремя 33 монотонност). Axo R, B R, са две измерими 
множества и GRO к,свд, те 

| μ(!ἶι)ἓμ(π:)- 

Доказателство,. Поради условнето R,c R, ще имаме 

#К. U (R,—R,). 

Множеството R;—R, като разлика на две измерими множества ще бъде 
измеримо. Освен това двете множества R; и Я,--К, нямат общи точки. 
Следователно въз OCHOBA на предишната теорема ще бъде в сила равен- 
ството . 

| . MR)=n(R,)+p(R—R,). 
Оттук получаваме . 

(8) μΑ Sp(RY. 

Теорема 3 (теорема 32 полуадитивност). Лко R, и R, ca dse изме- 
рими множества, MO за тяхното обединение имаме винаги 

(9) μίκιυ #,)5Щ(5,)+ЩЕ:). 
Доказателство: С помощта HA PARCHCTBOTO 

Ry Ц #е К, Ц (R,—R,) 
представяме множеството R, U R, като обсединение на двете измерими 
множества R, н Я --А,, конто очевидно нямат общи точки, Ето заще въз 
основа на теорема 1 ще имаме 

MR, υ R)=p(R)+p(R,—R,). 

Or теорема 2 пък следва, че p{R— R ) SR(R,), nopanu xoeTo получаваме 

(10) (R, ὐ ) Ξμί Ἀ ) Ἐμί . 
# 

Равенствота (9) може също посредством метода на математичната 
якдукция да се обобщи за произволен краен брой измерими множества. 
Това значи, че ако 

“ 

R= UR‘ . 
#4 

н(#)< Зу ((#,). 
{ }} и 

Свойствата адитивност, полуалдитивност и MOHOTOHHOCT на NCAHO- 

жордановата мярка, които установихме, я правят удобна за раб-вта. 

От Друга страна, поради тяхната естественост, която ги прави задължи- 

телни 34 всяко понятисе OT тази род, те показват, че така въведеното по- 

нятие е удачно обобщение на NOHATHCTO лице на многоъгълник в равни- 
вата. 
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§ 89. Мярка в TPWMepEOTO пространство 

Като разсъждаваме по съшия начин, както при въвеждането на поня- 

TRETO мярка B равнината, можем N2 въведем H понятието мярка в три- 

мерното пространство. Това е вече едно обобшщение на познатото ΜΗ 

понятие обем на тяло (което B елементарната геометрия се въвежда 33 

Ξ 
. 

L 

Черт, 69 

MAKOM специални Tena). Тук ролята Ha многоъгълните фигури се изпълня- 

ΒΔ от мнагостенни тела, които вписваме или описваме около дадлено три- 

мерно множество. Под многостенно тяло разбирамсе такова тяло, което 

е обелинение на краен брой многостени. Полученото по този начин по- 

нятие мярка в тримерното пространство се нарича също псано-жорда- 

нова мярка и има съшите основни CROMCTBA, както псано-жордановата 

мярка в равнината.”“ 

* Съдържашата се в тези няколко реда програма има този педостатък, че ако 

искаме, слелвайки и, да нъвелем панятието пезно-жорданова мярка в пронзволно 

п-мерно пространства, тя е трулно изпълнима. Тезн трудности обаче могат да бъдат 

нзбягиати по слелини начин. Нека под термина отворен, съотвстна затвопен п-ме”” . 

правоъгълник разбираме множеството OT CHCIR точки (х), Xy ..., х,) В A-MEDHOTO 

простраяства, чинто координати улозлдетворяват неравенства от яида 

a;(x;(&i (i=1, 2, ...2) 

fllfix,‘sbi {i=1, 2 ., 

кълето а: #. (Ясно ¢, че при TATH терманология двумерният правоъгълннк B съще 
норт € обихновен правоъгълник със страни, успоредни на координатните оси, а тря- 

съотастно OT вида 
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С аглед на някои разглеждания ΟἹ следващата глава ще отбележим следното: Нека в тримерното пространство е дадена правоъгълна коор- динатна система Охуг и нека R ¢ измеримо множество B равнината Оху. Да разгледаме едиа равнина, успоредна na равнината Оху и намираща се над нея на разстояние / (T. €. равнината с уравнсние =/, където /е положително чиело). Ако през всяка точка на множеството R прекараме прави, успоредни на оста Oz (1. ¢, перпендикулярни на равнината Оху), TO отсечките, KOHTO се OTCHYAT OT тези прави между равинната Оху π' равнината с уравнение z—/, ще образуват едно пцилиндрично тяло (черт. 69). Това тяло се оказва измеримо и неговата тримерна пеано-жорла- нова мярка е равна на произведението 

Lu(R), 
където Щ) е двумерната мярка (лицето) на равнинното миножество R. По-нататък, когато става дума 8 тримерната пеано-жорданова мярка, ще използуваме 32 това понятие също и обичайния термин 0 бе м 

¥ 
«не 

мерният е параленелипед със стени, успоредни на коорднинатните раянини.) Нека се условим обединсиието na краен брой п-мерни правоъгълници да наричаме т-мерна сдементарна фигура. Лесиос да се нилаи, че ако при изгряждането на тсория- та на псзно-жордановата мярка, косто извършихме в § 86--88, вместо с многоъгъл- ΒΗ фитгури си послужим с слементарни фигури, тази леория нама да претърйи особени изменения. В същото време всички направени разглежлания могат паправо да бъдат отпесени към произволна л-мерна пространетво. 
Ако яъпреки тава в подробното изложение на двумери мя случай прелпочетохме многоъгълните фигури, това ὅς продиктувано сдияствено ΟΥ съображения за по-го- пяма простота м нагледност 
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ГЛАВА ХП 

ДВОЙНИ ИНТЕГРАЛИ 

Въвеждането на NOHATHETO лвоен иннтеграл сгава. по начин, следващ 
ἬΠΕΗΤΆ 33 въвеждането на понятието определен интеграл. Ho тук нещата 
се усложияват от това, че сега разглежданията се извършват не в един ин- 
TepRan, взет върху реалната права, а в едно равнинно точково множество. 
Ето зашо беше необходлимо предварително да се запознасм с понетисто 
пеано-жорланова мярка на равнинни фигури. 

Ще отбележим оше, че за разлика ог двойните и въобще «многократ- 
ните интеграли определените интеграли от функции на една промендива 
се наричат още прости интеграли. 

§ 90. Дефиниция un 38008 интеграл 

Нека е дадена една функция /(х, 3), която има за лефиниционна 06- 
ласт равнинното измеримо множество R. Ще предполагамсе, че функцията 
Л(х, у) ¢ ограничена в R. 

Черт. 70 

Да разделим областта Я на краен брой измерими полмножества 
R,, Къ..., R, по такъв начин (черт. 70), че всеки две ΟἹ TAX или нямат 
общи точки, или имат само контурни общи точки, Korato по-нататък 
в тази глава говорим за правилна разлеляне на някое измеримо рав- 
нинно множество на подмножества, винаги ще имаме пред вид раздлеляне 
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от такъв вид. В слунай на такова раздсляне, както знаем, € валидно ра- 
венството 

н(#)- δὲ и (#. 
i=1 

Cnen това означаваме ¢ M, и т; CLOTBETHO точната горна и TOYHATA 

долна граница на /(х, у) в множеството R, и образуваме следяите две 

суми, наречени съответно малка и голяма сума на Дарбу 3 функ- 

HHEATA f (x: )*)1 ! 1 
5 

3=Z"'0P(Rc)o SniM‘p(&). 

3 ' #а1 

Като разглеждамсе всички възможни правилни разделяния на ob- 

ластта R на подобласти, извършени по споменатия начин, ние ще полу- 

чим безбройно много малки сумни и безбройно много големи суми на 

Дарбу. Точната горна граница Δ множеството на малките сумни на 

Дарбу ще наречем долен двоен интеграл на функцията / (х,3) в 
областта Я и ше я означим с 1, Точната долна граница пък на множеството 

от големите суми на ддрб)* ше наресчем горен ABOCH интсеграл 

на /(х, у) в Ки ще я означим с /. С помошщта на разсъждения, подебни на 

онези, които проведохме при дефиницията на простия интеграл, ше полу- 

чим неравенството 

() 151. 
При извършнването па тези разсъждения ше се наложи в определен 

момент да се използува геаметричното значение на сумите и 5 в слу- 

чая, когато функиията /(х, ) ¢ нсатрицателна. Такова геометрично тъл 

куване не е трудно μ се даде по подобие на това, KOCTO направихме при 

дефиницията на простия интеграл, Тук трябва да ΒΊΟΜΕΜ пред вид, че 

всяко οὐ събираемите в сумите « и # може да се разгледа като обем на 

слно тримерно цилиндрично тяло οὐ вида, за който стана дума в края на 

последния параграф от предишната глава. 

Функцията /(х, у) ще наречем интегруема в MIOKCCTBOTO R, 

когато е изпълнено DUBCHCTBOTO 

I=1, 

а общата стойност на NONHHA и горния интеграл B този случай ше Ha- 

речем двосен интеграл на функцията f(x, у) в миожЖеството R 

н ще означаваме така: 

) f [Πα΄ naxay. 
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Ο (Множеството # се нарича ннтеграциковна абласт, а функцията 

f(x, у)--подинтегрална функция.) 

В случая, когато функцията f{x, у) e неотрицателна и интегруема 

в R, на двойния ннтеграл може да сс даде следното геометрично тъл- 

Черт. 71 

куване: Да прекараме през всяка точка на множеството R по едиа права, 

успоредна на оста Oz, и Π разгледаме тялото G, образувано от отсеч- 

ките OT тези прави, които са заключени между равнината Оху и графи- 

ката на функиията /(х, у) (черт. 71). Това тяло се оказва измеримо, а 

двойният интеграл (2) представлява неговата тримеряа мярка, T. €. него- 

вият обем. 
Лесно можем да се убедим, че когато функцията /(х, у) с константа, 

тя с интсгруема във всика измерима област Й. Наистина, ако f(x, ξῸ 

33 всички точки от R, то ΠΡῊ πρῆκὸ разделяне на множеството R на под- 

области Ry, R;,..., R, ще имаме 

Оттук заключаваме, че 33 всяко измеримо равнинно множество R имаме 

f Cdxdy—-Cu(R) 
X 

Спепнално, xorato / (x, y)=1, noaysasame важната dopmyna 

3 j; [ dxdy=p (#). 

известна κατὸ формула за пресмятане на лаца чрез 

двойННни интеграли. 

Леснао сс вижда също, че ако множеството R има мярка нула, то 

всяка ограничена функция f(x, у) е интегруема в R и има двоси ннтс- 

грал, равен на 0. И наинстина, ако и(#)--0, то при всяко разделяне на R 
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на подмножества Я,, R;,...,R, ще имаме p(R)=0 за всяко o1 тези 
DOAMHOKECTBA. Тогава всички малки и големи сумн на Дарбу ще бъдат 
нули и следователно ще имаме 

_[; [ r(x. »ydxdy=o. 

Ще докажем следната теорема, KOATO дава едно важно достатъчно 
уславие за интегруемаст. 

Теорема. Ако Я е измерима и затворено равнинно множество и 
функцията /(х, у) е непрекъсната в R, mo тя е шапегруема в R. 

Доказателство, Ако p(R)=0, то твърдението на теорсмата, 
какта видяхме, е изпълнено. Ето зашо ще предположим, че p{R)>0. 
Да допуснем, че между долиня и горния двоен интеграл на функцията 
Дх, у) 3 R имаме строгото неравенство 

(4) 1< i, 

1-- Е 
а да изберем положителното число == τ % 

PABHOMEPHATE непрекъснатост от § 72 ще съшествува такова число B, 
че във всяко подмножество ὰ R ¢ диаметър, по-малък от 6, оецилацията 
на /(х, у) ¢ по-малка от & 

Сега да разделим правилно Я на подмножествата Ry, R,,..., R, 
по такъв начин, че диаметърът на BCHKO от тези подмниожества да бъде 
по-малък от 6 н да образуваме сумите на Дарбу κ 5, съответствуващи на 
това разделяне. Като вземем пред sy неравенствата 

ΞΤ н <8, 

” Съгласно теоремата за 

молучаваме 

[=1SS~s5=>(M—m)p(R). 
=} 

Тъй като 3a BCAKO / имаме M, —m, < Е, ще получим 

- μ Γ- Ἱ 
—I<e D n(R)=ep(R) =~ - μί}), 

Ε δι ε} 

PR ς [-, 

Последното невярно неравенство ни показва, че нашето допускане 33 
валидността на неравенството (4) е погрешно. Следователно имаме 

— а - 

- =I' 

Τ. е. функцията е интегруема. 
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§ 91. Сумн на Риман 

Нека, след като сме разделили правилно измеримото равнинно мно- 
жество R на подмножествата Я,, Я,,..., R, изберем. по сдна точка във 
ΒΟΙ͂ΚΟ ΟἹ тях. Ако означим с (§;, п;) точката, която сме избрали в R, то. 

сумата 

=D/ G πὸ н(К 
Е 

сс нарича сума на Риман. Ако и 5 са сумите на Дарбу, сьъответ- 
ствуваши на същото разделяне на R на"подмножест ва, TO лесно се вижда, 

че 

ΣΞΟΞ 5. 

Преди да формулираме теоремата, която е аналогична на теоремата 
за PHMAHOBHTE CYMH при простите интсграли, ше вънсдем я тук понятието 
„издребняваша редипца OT разделяния“ на дадено множество . 

Неква с дадена сдна редица от правилни раздселяния на измеримото 
множество Я на подмножества. Да означим с 8, най-големия ог диамет- 
PHTE на подмножествата, KOHTO са сс появили при К-тото разделянес. Ако 
редицата . 

" PO YO - N 

клони към пула, ще казваме, че дадената редица OT разделяния на MHO- 
жеството R е издребияваша. 

По начин, полобен μ онзи, чрез който доказахме теоремата от 
ξ 53, можем да установим н слежната 

Теорема. Нека # е измеримо и татаорендо мнажества, а /(хХ, У) е 
една фъункция, непрекъсната ¢ #. Ака ¢ дадена «една издребняваща редица 
от разделяция na множествата R на подймнажества и аке цри в«снка раз- 
деляне от тази редица си образуваме по една риманива сума. Mo редицщата 
от тези суми 

O, 0,,.....0,.... 

limu,—fff(x, Vidxdy. 

κ 
* 

е сходяща и 

8 92. Осноани свойстгва на двойчите нитегралн 

С помошта на теоремата ог предишния параграф посредством раз- 
съждения от типа На онези, които използувахме при установяването на 
свойствата на простите интеграли, можем да докажем следните OCHOBHH 
свойства на двойните интеграли: 
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1. Ако функцията /(х, у) е непрекъсната в измеримото и 33TRODEHO 

-равнинно множество R, а С с констакта, то 

{1) j;fc_f(x. yydxdy =C Lff(x, y)dxdy. 

П. Ако функциите /(х, у) и g(x, у) са непрекъснати B HIMCPHMOTO и 

затворено множество R, то 

ар Л Rf [Γν +-#(х, Aldxdy 

=Lff(x' У)дхду-ъ]к[г(х. y)dxdy. ” ! 

Ш. Ако функциите /(х, +) и g(x. +) са непрекъснати в измеримото 

повлетворяват за всички 
и затворено равнинно множество Виако те у 

точки OT Я неравенството 

χ Ο Ξεία, . , 

+ 

те 

( {|ΠΠΠῶν ndxdy s S τ paxdy. 

1V. Axo функцията /(х, у) ¢ иепрекъсната B измеримото н затворено 

равнинно множество R, 10 

av) | [ SS9 ax «| s Лу (= nidxdy. 

V. Ако R, и R, ca две измерими и затворени равнинни множества, 

KOHTO нямат общи точки или имат само контурни общи тоякя, Η акофунк“ 

цията / (х, у) © непрекъсната както в R,, taxa μ Β R, τὸ 

Разбира ce, MOCACAUOTO PABEHCTBO посредством математическа 

индукция се обобщава за случая на произволен краен брой множества 

R, R,.....R, образуващи правилно разделяне на измеримото и 
“ 

затворено множество R= U Ε, B този случай имаме 

#1 

[!/(х. у)дхдушв]/!(х. ууах ду. 
” # 

VI. Ако функцията / (х, у) е непрекъсната B измеримото и затворено 

равнинно множество Я и ако 33 всички точки ὍΤ К тя удовлетворява не- 

paaenm'na'ra 

m<f(x, Y)SM, 
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то 

с ти(я)5 {{ у ахаузМи(8), 
K 

Нека полчертаем, че изложените току-шо свойства Ha двойните MH- 
теграли в съшщност са валидни не само 33 непрекъснати, но изобщо 38 
интегрусми функпни. Впрочем доказателството на свойство ὙἹ лаже в 
този най-общ случай сс извършва съвсем просто с разсъждения, подобни 
на онези, посредством които установихме в края на § 51 аналогичните 
неравенства за простия интеграл. . 

8 93, Пресмятане па двойните интеграли 

Да ссе пресметне стойностгта на ладен двосн нитеграл, като се из- 
хожда от самата лефиниция на това понятие, в общия случай с практи- 
чески безнадеждна за решаване задача поради нейната сложност. Ето 
защша « извънредно важно да се запознасм с други методи, които биха ни 
довели по-просто до желания резултат. 33 съжалсние ние не позиаваме 
такива прости методи дори B случая на непрекъсната функция /(х, 1), 
ако не сме направили допълнителни прелдположения за вида на интагра- 
ционната област Κ. В този параграф ще пеядим обаче, че такъв метод съ- 
IHCCTRYBA 34 сдна спениална категория ннитеграционни области — нсс пак 
достатъчно широка за практическите нужди на математиката и нейните 
приложения, Чрез този метод пресмятансто на даден лиоен интеграл се 
жвежда към последователното пресмятане на два прости интеграла. 

Черт. 72 

Нека са дадени две функции φίχ) и y (x), дефинирани н непрекъснати 
в един XpacH и затворен интервал (а, 6), конто удовлетворяват в този ΒΗ - 
тервал неравенството 

φίχ)ξνψ (x). 
От тава неравенство следва, че графиката на функцията у(х) ще 

лежи изцяло над графниката на функцията @(x) (макар някъде тезн πΒὸ 
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графики и да могат да сс допират). Да разгледаме областта R, която се 
огражда отдолу от графиката на функцията ¢(x), отгоре от графиката на 
функинята Wy (X), а отстраци — OT правите с уравнения хе-а н xa=h 
(черт. 72). Тя се дъстон OT точките (X, у), чиито координати удавлство- 
ряват неравенствата - 

( азхав, PX)Lysyix). 
Област от такъв вид ще наричаме криволинеесн трапец. 

Поради непрекъснатостта на функциите φίλ) и ψ (X) криволинейният 
„трапец К ще прелставлява, както знаем, WIMEPHMO множество B равни- 
Hata, Лесно се вижда също, че то е и затворено. Нека отбележим освен 
това, че мярката (Я) на криволинейния трапец R, определен чрез не- 
равенствата (1), се дава с равенството 

» 

С) В (#) f ἰν (x)—@ Ὸ } dx. 

Това се вижда веднага въз основа на равенството (4), дадено в края на 
5 86 и на адитивността на пеано-жордановата мярка,” 

Именно в случая, когато интсграционната област e криволинсен 
трапси, ще се запознаем ¢ мейод за пресмятане на даойните нитеграли. 
Предварително обаче ще установим слелната 

Помощиа veopema. Axo функуията  f(x, У) ¢ непрекъсната & 
криволинейния mpaney R, sadaden с перавенствата (1), mo интегралът 

3) f ЛД(х. ау 

съществува за псяко фиксирано х ат unmepsasa (а, b и предеставлява 
непрекъсната функция na X в този интеркаял. 

Доказателставо. При всяко фиксирано х ΟἹ интервала Ца, А) 
функцията /(х, у), разглеждана като функиня само на . € непрекъсната 
в интервала Г4(х), щ(3)), Ето зашо ля ше бъде ните PYEMA в този интер- 
вал и ще можем да образуваме иитеграла (3). (Тази бележка, казано по- 

“ Пао-точно казано, равенството (2) се получава велднага ΟἹ равенствота (4) 
Β § 86, ь случня, кагато функиията () Ха слелоквателно и чА)) « нестрицателна. Ko- гато условисто за неотришателност не € изпълнено, ще RIEMEM такава число /4, че да имаме 4(112 1 за хе а, bl и ще разгледими кривалкнейния трапец Ry, опрелелен от мсравенствата 

азкхад8, ф(х)-то ν ς у(х)- т. 

Тъй като мпожеството #, с получено чрез сдноа вертикално преместване на множе- 
ството R, тези две множества имат слиакавин мерки. А мярката на Х, поради неотри- 
пателността на функините +(х)---т и ч(33)-- 11 це се лава с интеграла 

] » 

f Hvi(x) - m)—(p(x) - m)jdx -- f [Ψ (Χ} - ф(х))ах. 
« 

« 
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ΤΟΊΒΟ, се отнася за случая, xorato Ф(х)<(х), на ако #(х)-- ψ (x); wure- 
гралът (3) очевидно съго съществува и е равен на нула,) 

Нека нокажем сега, че 

ча 

* F(x)= f 7α, 4у 
φί χ. 

ς непрекъсната в интервала [α, 5). За целта ще отбележим най-напред, 
че фуикциите Ф(х), у (х)н /(х, y) са ограничени. Ето защо можем да наме- 
рим такава константа K, че да имаме |(x)|S К н [w(x)|<X за xefa, δ] 
н |7(х, MISK ὰ (x, y)eR. 

Да вземем една точка x4 OT интервала (а, Б) н едно произволно поло- 
жително число ε. Поради непрекъснатостта на функциите φίχ) и у(х) 
в точката X, н равномерната имепрекъснатост на функцията /(х, у) в 
К me съшществува такова δ:»Ὁ, че от неравенството |х--х|-56 ΜῈ следват 
неравсвствата 

(5) ()0 (xdl <3+ 1Y)~y ! ς ¢ 
н 

(6) G »)-- ) ο < 3к 
(стига точката х да npmdaancxs на (а, b), а точуите (x4 }) (х, )) — 
на Я). 

Нека cera х е точка от ннтервала |(а, b], 38 която имаме |x— x| <8, 
Ще разгледаме два случая. Първо ще се спрем на случая, когато olxg)= 
=y (χο). Torasa F(x,)=0, поради косто ще mmame . 

“) 

Ге dyl K9 () 
o) 

=K ¥ ()= ()) (φ ) — 9 (] <K .2 5 <e. 

Ε (x)—F (xg)| = |F (х)| = 

С това вепрекъснатостта на F(x) B точката X, € YCTAHOBCHA B разглежда 
ния случай. 

Остава да разгледаме спучая, когато @(xo)<wy(x,). Cera можем да 
счятаме, че числото § еме взели по такъв начин, че от неравенствоте 
ἰχ-τας <3 да следват освен неравенствата (5) и (6) още M неравецствата 

M )<wlxa) " νψο)ρφίχὼ. 
Налага се по-нататък да се разгледат поотделно следните четари въз- 
MOXEM подслучая: 

Do(x2exd,  wx)2Z γιὼ: 

2) 903929(х.,  wl)<w(xy); 
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3) φί(αγεφίχῳ, WxX)2 м(хо); . 
Ф o(x)<o(xy). Wx)y<ylx,). 

Ние ше разгледаме първия от Tax. Останалите се TpeTHpaT пе подобен 
начни. И така ще приемем, че са изпълнени неранвенствата 

Θ9 φο)Σ φχὼ н ψ Σ ψαὺ. 
Като вземем пред вид, че поради неравенствата (7) и (8) всички на- 

пасани по-нататък интеграли имат смисъл, ще имаме 

а52 o 

!Р(А)-Р(х.)!=г f(x, у)ду- [{{χ6. »)dy 
, () () 

че4 чх) ι 

f 7α, Mdy+ ! 7α, »)4»-- f 70 у)ду- [пхв. :ndyl 
W φίχο) () 

чка) | g{x) 

.§f1f(x- ¥) =1 (xo, .v)ldy+j' f(x._}*)ldy+f1f(xm У ἂν 
w{x) φ ῳίαρ) 

S ψ (хо)--9 Ο Έ ΚΙΨ (κ)-ψ(π.)μκ:φ(κ)-φ(κ.;ι 

ч:.*--2К+ K- ;-x-+lf 

По този начин се убеждаваме B RENPEKLCHATOCTTA на функцията F(x) B 
пронзволно взетата точка хо ΟἹ интервала (а, ὁ]. С това теоремата е до- 
казана, 

Сега вече да преминем към главната теорема на настоящия пара- 
граф,. посочваща начин за пресмятане на двойни интеграли в криволи- 
нейни Ттрапеци, 

Теорема. Нека ф(Х) и ψ(λ) εὰ две функуии, дефинирани и непрекъснати 
в интервала [a, b] и удовлетворяващи в този интервал неравенството 
Q(X) Ξ ψ ) Яко функцуията /(Х, y) е непрекъсната в криволинейния 
га рапец R, зададен посредством не равенствата 

а asxsb, ф(х)5у5 wlx), 

9) f f 70, Y dxdy= f [Т;(х. ш»] ах. 

Доказателство. Нека к е пронзволно поло жително число“ 
Тъй кхато функцията /(х, у) се непрекъсната в ограниченото и затворено 
множество R, ше можем да намерим съгласно TEOPEMATA за равномер- 
чата непрекъснатост такова положително число ὅ, че във всяко подмно- 
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жество на R с днаметър, по-малък OT 5, оспилацията на /(х, у) да бъде πο- 
малка от Ξ-ἆ)- След това нека вземем едно естествено число п. Да раз- 

Мх)ве(х3+%[у(х)-9(хп. k=0, 1,..., п. 

Черт. 73 

Очевидно Ay (x)=0(x) и 1 (x)= y(x). Освен TOBA поради неравенството 
@(x) = ψίχ) с ясно, че за всяко х ΟἹ интервала (а, 5) ще имаме 

MO9Sk, Г Е-0, 1, ..., 
XOCTO показва, че при всяко Х графиката на функцията A (x) ще се намяра 
над графиката на A, _,(x). Да разделим по-нататък ннтервала (а, Я| на 
п равни части посредством точките 

й--Х хд,....хд*-*:ь 

Ἡ да прекараме ΠΡΕῚ тези точки вертикални прави. Тезя прави заедно с 
графияките на функциите A,(x) ще разделят (при това правилно) областта 
R na n? подобласти (черт. 73), всяка OT конито представлява един по-малък 

криволинеен трапец. Ще означим с μ криволянейния трапец, определен 
чрез неравенствата 

ΧΞ ΧΈ Χ, ἦς μΞ Ξλ,(λ). 

Ако вземем числото п достатъчно голямо, можем да направим днамет- 
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рите на всички R, не-малжи" ΟἹ избраното no-rope число 6. Тогава, 
езвачавайки с Μ,, к ту точната горна W точната дояна граница на /(х, у) 
в миожеството Rm ще EMaMe 

My nm 

Да разгледаме cera функцията 
«) 

ΓΟῚΕ f f(x, y)dy. 

KaxTo видяхме в пномощната теорема, тя ¢ непрекъсната, а следователво и 
юитегруема в интервала [a, δ]. Ще излезем от равенството 

, а а 

. По-подробпа в това можем да сс убедим по слединя начин. Hexa ре такова 
полажително число, че от меравенстното |х"---х"|«< р AR следват NCPABCHCTBATA 

ἰφ Ὑ - φία"Ἵ] -::-'ἆ- " |y (x) -- ψίχ"}]} «:-“- . 

Да οτἸἩμαῖημ освен това с # някаква XONCTAHTA, такава, че да имаме |4(х)|5 K в [w(x) S 
< К за xglo, b} Ще вземем сстестиеното число п толкова голямо, че да са изпълисим 
неравсмствата 

b—a _ 8 b~—a x5 
<7 

Axo cera {x*, γ» w{x”, γ' οά две точхн, принадлежащи на криволинейния трапец 
Ru, те 

(е #” | 5 | = а )] + | Х( - За χ ἘῈ |м ) — ” | 

ξ м (X)) -- ἀχ.ι(χ Ὑ + | R () — З () | + А (χ  -τ χ. . (χ } 

Пра това " 

M) - ι - () = Y ) - 90 < Ξ < 3, 8 

Аналогачно 

й M () = By (7)< . | 
b—a 

Ὅτ друга страна, |х“---х” | <7 <P, поради което 

Ра (х3- а ()) < (1 - ..Ξ.) (φ — φΦαΎ Φ-Ξ-{ν (,.)--ἶτν χ } 

& 
5 1Φ.}-- φίχ}} + |щ () — v} <5 +— =" 
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- Mtx‘.l 

F@= f f(x. ууду 
k=t by (2 

еткъдето 

» - [T a Mo ' 

f Е (х) ах- f [Σ f Л(х, y)dyfdx. 

« #1 T К. ι,;,ιω 

Като вземем пред вид, че B множеството R, € изпълнено неравенството 
f(x, Ἔ Ξ M, ще получим 

о-: К. 

. 52! [}.:Mn()..(x)-l._,(x})]dx 

“) 

- Σ Σῃ,, f (A ) =2y . (1)} 4х. 
[E R T oy 

Съгласно формулата (2), приложена 13 кризволинейния трапец ХК. RMame 

#) 

и (#4)- f [λε(α)--λν (9] dx. 

Следователно 

# - - 

fr(x)dxgz:Z:M., μίκω)-:5, 
a ἐξξ # 221 

bca‘ 
Като πμεμ пред вил, че κ πὶ΄ < " " κ 3а най-сетне за разстояниесто межлу 

точкенте ἰχ΄, У) м (x7, у ще получим 

--- 6 Τ ΕΣΣΣΧΣΩΣ e --- 
εκ лаключаваме, че лиаметърът на миожестнвото R;, ¢ по-малък OT 6.



където S се голямата сума ма Дарбу, отговаряща. на разглежданото раз- 

делянсе на областта Я на подобласти. Аналогично се получава 

fr(x) дхЗЕЕШдр(Вд)пз, 
ей ke ) 

KBACTO т € MANKATA сума на Дарбу sa същото разделяне. И така изпълнене 
са неравснствата - 

R ; 

15 f F(x)di$S. 

Не » сила ca също тъй м MCPANCHCTRATA 

12 );П(х. y)dxdyssS. 

Следователно ще NMAME 

£85—5 " 

» 

y)d.i:dy-—fi‘(x) dx 

“Йй(м:ь“тд)р(кгд : 
СИ 3 

n(R) ' B(R)=c. <M‘R) ZZMR" 
фе #. 

Поради пронзволния избор Ha числото с заключаваме, че е в сила ра- 

венството 
в 

ff[(x. y)dxdy=fF(x}dx, 
R a 

което не е нищо друго асвен равенствота (9). 

Пример 1. Да пресметнем двойния интеграл 

f f L dxdy, 

където R е правсъгълинкът (черт, 74), даден с неравенствата 

0<xs4, 1£y=3. 

Съгласно формулата (9) ще вмаме 
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-.-ξ-(125-27)-ξ3.(17ᾳ᾿ᾗ-1).-:33--':,͵ἶπ|᾽ὶ΄7- 

Пример 2. Да пресметнем двойния интеграл 

J; [xy2dxdy, 

кълето R ¢ триъгълникът (черт. 75), образуван от пресичането AR правите 

с уравнения 

y=0, хе . y=x 

Тук областта R е криволинеен трапец, който се Ъпределя oT неравен- 

ствата 
ὕξχξι, OZy=x 

Тогава формулата (9) ше ни даде 
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а,. . 
ИТ 

Съгласно формула (2) от § 87 търсеното лице се дава с двойния ин- 

теграл 

ΒΊΟΙ върху областта, заградсна от дадената елипса. Тази област ¢ сдин 
криволинесн трапец, определен OT неравенствата 

—agxsa, —--:—Ja’—-x"sys—%\/ai—xi. 

floxynmx;te 

-.— “4“1...χἢ 
ΓῚ - 4 4 

ffdxdygf f ду dx=2--f\/a’-x_zdx 

& --а __h_ еъе --« 

В получения оаределен mATCIpan правим субституцията х--а 5 : 

“ 

T 

_ff:ixdy.:z-fi f,/&z_.azsinltncostdt 

к π 
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2 # 

πὠἰιΓ -ι-ξἓ! Μππε:ωεφξ 

.{ « 

3 

sin 2г т пай. 
д # 

Пример 5. Да се пресметне обемът на тялото, оградено ог по- 
върхнините с уравнения r=Xx?4 3, ya=x?, pl=x, 2=0, 

Това ¢ едно циляндрично тяло с образуващи, успоредни на оста 
Oz, което отгоре се огражда от параболонда z=x?+y?, а отдолу от она- 
зи област в равнината Оху, която с заключена между двете параболи 
узех“ и y*=x (черт. 78). Tasu област е един криволинсен трапец R, κοῆτο 
може да бъде зададен с неравенстнвата 

05х51, *SysVr. 

Следователно за търсения обем ше получим 

. 
-[к[(х*-%-у*) дхду:![](х2+у:) dy]dx 

2а 

:ΙΙ ху %P'fdx:f(x’\f;-x‘-f-%*r Л-**;* Ι“) dx " 
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МЧерт. 78 

Hesa отбележим, че един криволянеен трапец R може да бъде зада- 
ся и с две функции ¢()) н w(y), които са дефинирани м непрекъснати в 
Ησκοῦ нятервал (а, 6), лежащ върху оста Ох, M конто уловлетворяват в 
тозн ивтервал неравенството 

φΟ Ξ v(y). 
В такъв случай областта Я се задава с неравенствата 

(10) asysh, φΟξχΞ ψ 
(черт. 79) κ вместо формулата (9) имаме следната формула: 

& ς %) 

an U’f(x. dexd,vr-fo(x. y}dx]dfia 
» L8] 

Пример 6. Да пресметнем нитеграла 

[ dxar, 

кълето областта R e оградена от хиперболата ¢ уравненне xy=1] м npa- 
вите с уравнения x=0, у--1 и y=2 (черт. 80). 

Тук К ¢ криволинеен трапец, определен с неравенствата 

. 1Sy$2,  05ха-о 
н Фформулата (11) ни дава 
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Черт, #0 

Пе-нататък 38 краткост ще наричаме един криволинеен Tpanen но р- 
мална разположен относно оста Ox, когато τοῦ е зада- 
ἌΞΗ с HepaecHcTsa от вида (1), и нормално разположен от- 
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fecEo оста Oy, когато той е зададен ς неравенства от вида (10). 

ч Увряжиеняя. Πρεσμετπεῖς следните двойни NETCTPRAN: 

1 ff(:‘:';? , къпето R ¢ областта, огражена OT правите с уравненит 

ля 1, x=3 y=0,y=1L 

2. f ‘f xydxdy, където К с обдастта, оградена от правите с Уравнсния 

: 1 

Ха , уе 1 x4 ym=i 

-7_ Отг. ” 

3. f‘ffl:ly, където К ¢ областта, оградена ΟἹ правите с уравнения ¥y =0, 

ymx У 2-x 

Отг. 5 

4. f [ ху йх бу, къдста R ¢ кръгът, ограден от окръжността с уравнение 

x4 P 4, 
. Отг. 0, 

5. f f {x + yidxdy, където R ¢ частта от пъравих кнвадрант. на райнииата, 

κ 
„ EORTO с оградена OT елипсата с ypasscsme 2x% + γδ 1, 

“ 

Отг. ! +’~/§_ 
6 

6. f f(x’ + ydxdy, къцета R ¢ областта, оградена от правите с урав- 

ὶ 

HCENR у = X, х = 2 u хиперболатда с уравиение ху = L 

21 
Ow. 4 " 

7. Пресметнеге лицета на областта, аградени or параболата с ypasucuue 

¥= х и правата у « 2. 
8 

Отг. “3-\/1. 

. двшпрюис:ткащтощ областта, заградена ΟἹ астрондата с ypas- 
2 2 

жение х -+ )f‘-f == αἹ {a>0). 3 

Отг. Ἔ ка 
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9. Да сс пресмотине обемът 8 тялото, оградено, от DASHNWNTE х-й, у-0, 
1-0, цилиндъра х2--у2-1 н κιπαρδοπιιπἶ параболонд г-ху, 

. 1 
етг. . 

10. Да се пресметис обемът ка тялото, оградево от pumne y=1, 38, 
параболичани циляндър ¥ =x* и параболонда 2=x?-}y3. “ 

Отс. -.*5 

8 94. Смяна на пременливите в двойните интеграли 

Смянвата ка променливите в двойните интеграли е свързана с поня- 
тието за трансформация на едно ABYMEPHO множество (т.е. Ha 
една множество, лежащо в равнината) в Apyro. Ако функциите /(и, т) и 
βίω, v) са дефинирани в едно множестно R’ разположено B равинната 
Quv, то казваме, че равенствата 

( x=f(u, v), y=glu, т) 

дефиниярат сдна трансфармация, изобразяваща мно- 
жеството К в някакво множество R, лежащо B равнината 
Oxy. Когато с дадена една тачка (и, +) от R’, точката (х, ), чинто коор- 
дянати удовлетворяват равенствата (1), се нарича образ на точката 
(4, v). Множеството R, състоящо се OT всички точки (X, у), получени като 
образи на точките (и, у) ὧτ R, се нвричв образ на множеството R’ 
при трансформацията (1). 

Една трансформация, дефинирана с равенствата (1), се нарича o 6- 
ратима Β дадено множество С” от равнината Оиу, ако всеки две раз- 
лични точки от С" имат различни образи, т. с. uxo винаги когато (и), v,) 
и (из, ¥,) са две различни точки ΟἹ G', различни са и точките (X,, ),) н 
(ха У;)., определени от равенствата 

х =(](“п νι): J’r'-“s(“u ἣ) 

ха--/(из Уз) ya=gluy vy 

Ще казваме, че трансформацията (1) ерегулярна в дадено Muo- 
жество R’ от равнината Оиу, ако са изпълнени следиите условия: 

а) функциите /(и, v) и #(и, у) са HENPCKLCHATR й притежават Hempe- 
KBCHATH първи и втори частни производни в някое OTBOPEHO MHOKE- 
<ството (/Г, съдържащо #Ж”; 

6) трансформацията (l) е обратима във вътрешността на множест- 
вото К” 

в) детерминантата 

fn' ("ι ’) f ιῤ ("ι ¥) 

g vy g/ vy 
€ различна OT нула във вътрешността Ha #”. 

Смяната на променливите в двойните интеграли се язвършва въз 
основа на следната 

Щи. у) < 
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Теорема. Нека mpancdlo puayusma 

ф . x=f(u, , y=g(u, v) 
е регулярна « измеримато и затворено мниожестве ' om равнината Оит, 
което се изобразява чрез (1) в измеримьто и затаарено мнаожество К 
om равнината Оху. Ако функуията Е(х, у) е непрекъсната в множеството 
R, mo 

) ffF(x, y)dxdy=fJ'F [f(u +), g(u, V] Δίω, v)idudy. 
R 

Ние ще прилагаме тази Teopema най-често, когато множеството R с 
криволинеен трапец в равнината Ouv, в който случай знаем как да пре- 
<смятаме двойния ннтеграл, стояш в лясната страна на формулата (2). 

Доказателството на изказаната по-горе теорема е доста сложно н 
няма да го излагаме. Ще скицираме само един път 33 изработването на 
такова доказателство (далеч не единствено възможен, разбира се), който 
се отличава с това, че извършените"за целта разсъждения ше ни помогнат 
да възприемем формулата (2) като естествена. 

Да разделим правилно множеството Я” на подмножества Я,”, R, .. ., 
R, н да вземем по сдна вътрешна точка (и,, ¥,) вън BCAKO OT мно- 
жествата Я,/. При фиксирано i ла приложим OTHOCHO точката (M), #)) към 
функциите Ди, +) и #(и, у) формулата μ Тейлор с астатъчен член, изразен 
чрез първите частни производни, Ако (и, ¥) ς точка от R, и ако Я--й--1), 
k=v—y,, ще получим 

Ди, #Ди +Л (и,4+9,А, ν Ἐ 0.k, Ἐ 0,Я, v+ 0,k)k, 
είω, +)-- #и v)-+g, Ἐ 0k, v+ 0,КА--5,(и, + 0, vi+ 0Kk, 

където 08, <1, 0< 0,<1, Когато днаметърът на множеството R, ¢ 
малък, малки ше бъдат и || и || и поради непрекъснатостта на частните 
производни стойностате на тези производни в точките (и + 8,h, +, + 0,k) н 
{u;+ 8, v+ 0,k) ше бъдат близки до стойностите им B точката (i, У;). 
Ето защо образът на всяка точка (и, v) от Я) при трансформацията (1) 
ше бъде точка, близка до образа Η (и, ») при следната линейна трансфор- 
мация: 

с) λίω, v)=flu, ι-“,Η-]ζ'ςπἱ. ) (u—u,}«i-j;"(u;, “) (v—v,), 
μίω, v)=glu, v,)+g, (4, v,)u—u)+g, (4, v)(y—v) 

Тъй като съгласно YCNOBHETO в) 38 регулярна трансформапия детерми” 
нантата 

У„ Хир v Чи, “) 1 Δίω;, "i)zif.e( ву Л '( i ί’ἷ 

B м κ , νὴ 
€ различна OT нула, тази линейна трансформация с обратима B преобра- 
зува, както € HIBECTHO от аналитичната геометрия, всяка многоъгълна 
фигура A’ с лице s(4°) o1 равнината Оиу в многоъгълна фигура А в рав- 
нината Oxy с янце , 
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s(A)=|Au,, v)|.5(4"). 
Оттук лесно можем A2 заключим, че образът M на всяво измеримо мно- 
жество Μ' в разщиината (и, v) е също измеримо множество B равнината 
Оху и пря това а 

Н(4)<- |А(ир v)l. (M) 
Нека R, е образът на А," при транеформацията (1). Тъй като образите ва 
точките от Ἀ{ ири тази трансформация, както отбелязахме, са близки до 
оФразите нм при траноформацията (3), множеството R, ше има мярка, 
приеблизително разна на [A(w;, v)l.u(R,"). 

Ако сега предположим, че множествата R, образуват от своя 
+CTpana също така правилно разделяне на множеството R, н ако 
Л"В 71)=С:» :(“ст г.)ппд, то сумата 

. 

Ф Σ G пдн(#) 
Ре 

ще бъде приблизително равна на сумата 

(5) ZF К (0 νὸὺν By, УОНА(и,, Нн ((#;). 
жа 

Но сумата (4) с cana pumanosa сума 38 функцията F(x, +у), а сумата (5) — риманова сума за функцията Я(Ди, v), #(и, v)).1A(w, v)]. Както знаем or § 91, axo разгледаме една издребнянаща редица OT разделяния на MHO- жеството К”, съответната редица от риманови суми (5) ще клони към двойния интеграл, написан в дясната страна на равенството (2). При това лесно може да сс види, че разделянията на К” от една издребняваща ре- 

двойния интеграл, написан в лявата страна на равенството (2). Най-сетис остава да покажем, че разликата между сумите (4) и (5) ще стане колкото 
се пожелаем малка 10 абсолютна стойност, стига да вземем достатъчно малки днаметрите на множествата R,’, образуващи разделяне на Я”. Оттук след всачко казано ще следва и равенството (2). 

Изложените тук разсъждения могат Π бъдат разработени подробно до степента на редовно доказателство, но това с свързано с HIBECTHH тех- HAYECKH трудности, поради което няма да го правим. 
Пример 1, Да се пресметие двойният интеграл 

[ 
където R ¢ успоредникът, заключен между правите с уравненая y=0, ¥=2, y=x, y=x+1 (черт. 81). Тук областта R може да бъде зададена с неравенствата 
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ΌΞΥΞ2, 05у--х21. 

Ὅτ друга страна, подинтегралната функция може да бъде записана така: 

Черт. 81 

Това μῺ помага да съобразим, че задачата ще се опрости, ако въведем 
нови променливи и и ¥ посредством равенствата ре-и, P—X==¥, откъдето 
получаваме трансформацията 

“ X=u—y,  y=u 

Областта R ¢ образ при разглежданата трансформация HA правоъгъл- 
ника Κ΄, зададен в равнината Оиу с неравенствата 

О<и52, 05т51. 

Лесно се вижда, че трансформанията (4) е регулярна в R’ (тя e регуляриа 
BLE всяко MHOXECTBO ΟἹ равнината Ouwr). Тук A(u, у)--1. Ето защо ще 
ммаме 

2ра 
=!‘[J'.:.l‘:_';]du 13(]+J2).fdu=2ln(l+\/f)‘ 

а 
Пример 2. Да пресметнем двойния интеграл 
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| fJx’y’dxdy 

в частта R OT равнината, заключена между четирите параболи с уравне- 
HHR yl=px, уйенах, x2=ay, х2--фу (където 0<p<q, 0<a<d) (черт. #2). 
Областта R може да бъле зададена посредством неравенствата 

Това Β навежда на мисълта да въведем нови променливи ¥ и ¥ с равен- 
ствата 

х 
}'_i__:u’ — Wy 
« # 

OT KOHTO достигаме до трансформацията 

3 1 
5 x=ur?, y=+Jutv. 

Областта R се явява при тази трансформация образ Ha правоъгълника 
К”, зададен с неравенствата 

рои“а. asvsh. 

386



Читателят лесно ще провери, че трансформацаяята (5) с регулярна в R’, 

Също тъй лесно се пресмята, че A (и, ν):--ἓ-- Ето защо ще получим 

. а 

]]х*)*:дхдуз-;»]!кзгздвдгт-:%][]гтг]п*а!н 

# ͵ » « 

-ъу(е-5)(42-#2). 

Упражиения. 1.дпттжттш:ттл]!;.%. 

® 

къдсто R ¢ областта, оградена от правите с урависния у =ax, у =bx, х + ¥ = p, 
X4y а ((<а«, 0<.<9). 

Отг. (агс Щщ А —arctga) in -:ч . 

2. Да се пресметие лицето Π областта, оградена от правите y=ax, y=bx 

м хиперболите хунр, ху (0<а<6, 0<#<49). 
1 5, Oow. 5 ( -- ρ)]π -- 

8 95, Смяна чрез полярия координата 

Една много често използувана смяна на променливите в двойните 
внтегралн се CLCTOM BLE пъвежлането HA т. nap пол:рни координати., 

Всяка точка Р(х, у) в равнината освен чрез своите две декартови коорди- 
нати х н у може κ бъдс определена B със слединте две числа (черт, #3): 

1) неотрицателнота число р, даващо разстоянието на точката Р πὸ 
началота на координатната система ; 

2) ъгълът 8, който сключва векторът ὖᾗ. наречен радиус-вектор, 
с полохвтслннта nonyoc на оста Ох, измерен в посока от оста Ох към 

ОР. Той се приема 38 положителен, кагато € измерен в посоката на часов- 
никовата стрелка, и за отрицателен в противния случай. 

Числата р н # се наричат полярни координати на точката 
Р. (Когато точката Р съвпада с точката O, ъгълът ὕ се взема произволен.) 

От геометрични съображения се получава следната връзка между 
декартовите координати х и у на точката Р и нейните поляриин κοορπη- 
нати: . 
(1) x=pcos 0, y=p sin 8. 

Ние ще разглеждаме pasescrsata (1) xaro една трансформация. 
Функциите /(8,р)--р са5 8 и #(0, р)--р sin 0 притежават очевидно непре- 
къснати първи и втори частни производни в пялата равнина O Op (B коя- 
то 8 н р играят ролята на декартови коордянати). За ACTCPMEHAHTATA 
А(8, р) получаваме 

cos® —psin® | 

a0, p)= sin 8 ρωεθὶ:ρ'



Ако «Ф(9) B ψί θ) са две неотрицателни функциин, дефинирания R не- 
прекъснати в някой интервал (а, В), τὸ множеството R в равнината Оху, 
състоящо се ΟἹ точките, чиито NOANPHE координати θ Η р удовлетворяват 
перавеяствата 
(2) аз 03P, #(9)5р2 ч 9) 

Черт, 83 

(черт. 84), сс явява образ (при трансформацията (1)) на един криволинеен 
трапец К“, лежащ в равнината O др н съставен OT точките, чиито декар- 
тови коорднниати θ и р удовлетворяват същите неравенства (2) (черт. 85). 

Черт. B4 

В случай, че 

(3) β--αΞ2κ, 
не с трудно да се провери, че трансформацията (1) е регулярна в криволи- 
нейния трапец R’. Ето защо винаги когата € изпълнено неравенството (3). 

можем да извършваме смяна ва променливите чрез трансформацията (1). 
прилагайки теоремата към криволинеен трапец Я”, зададен в равнината 
О др чрез неравенства ΟἹ вада (2). 
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Нека забележим, че въвеждането на полярна координати при пресмя- 

чане на дален двоен интеграл с особено целесъобразно, когато било в 

поднитегралната функния, било в дефиницията на интеграционната 

област участвува изразът хъ4-у?, тъй като този израз, както показва 

равенствота x4y =p3, се опростява много при тази транеформация. 

Черт. #5 

Пример L. Да се пресметне двойният интеграл 

ff dxdy 

ече 

кълсто R ес кръгът, ограничен OT окръжността с уравнение х24 γῆττῖ 

(черт. 86). 
Тук областта # може да бъде зададена чрез следиите неравенства 

OTHOCHO поляриите коорлдинати # и р 8 равнината Оху: 

0<052я, ὈΞρΞΙ. 
Същите неравенства определят в равнината Ὁ 8р един правоъгълник #”, 
чийто образ се явява Я. Съгласно казаното по-рано можем да приложим 
Теоремата 33 смяна на променливите и да извършим трансформацията 
(1). Ще позучим 

dxdy ( Г Ррара 
f'f\fl-%x’i»y* fj AT 

2г 1 1 а 

т][[р(нр*) =n‘p] =T![f('—p) -’-dpfi]da 
@ L& 
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];[удхду. 

ако К с облаетта, каято лежи над оста Ох и се намира между даете кон- 
пентрични окръжности с уравнения х2--р1-1 и х14-р2--4 (черт. #87),- 

Черт. #7 

Тук областта # може да бъдс зададлена със следните неравенства от- 
носно ΠΟΠΉΡΗΗΤΕ координати © и р в равнината Oxy: 

0595к, ΙΞΡΞ2. 
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Същате неравенства определят в равнияната O θρ един правоъгълник Я”, 
който при трансформацията (1) се изобразява в R. E‘rg 33110, извършвай- 
X¥ тази трансформация B дадения Двоен интеграл, ще получим 

3 - 

ffydxdy-—:ffp’sinfidfldpzf[fpzdp]sififidfi 

R “ ὃ i 

Пример 3. Да npecMeTHEM двойния интеграл 

ffv"x‘-{-:y* dxdy, 

«“ 

взет в кръга R, определен OT окръжността с уравнение x? | yi—2x=0 
(черт. #8). 

Черт. 88 

Ако Βὲ гедлем полярни координати, уравнението на дадената окръж- 
наст прилобива вида 

p=2 со5 . 

Ето защо областта R може да бъде зададена с помощта на следните нера- 
венства относно полярнитТе координати в равнината Оху: 

= —-5 S84+ 0=ps2cosh. 

B гавнината O θρ тези неравенства определят един криаодинсен Tpanen R’ 
чийто сбраз при Трансформацеята (1) се явява областта R, Ето защо, из- 
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вършвайки смяна на променливите посредством тази трансформация, 
ще имаме " 

f Jx=+?dxdy=ffp=de§p=f[j:idp]da 

я 

е) 8 8 2 ᾿ . р| ” а-- со,:еде=..„](1-вт18)в*вшв 

T 

Пример 4. Да пресметнем лицето на obnacrra R, намираща сс във 
вътрешността на окръжността х14.р1-23у-0, но вън OT окръжността 
хъу (черт,. 89). 

Черт. 89 

“ 

Уравненията на двете окръжнасти, написани в полярни координати, 
€3 съответно p=2 зщ В и p=1. За пресечните им точки ще имаме 1 =2 εἰη 0, 
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ил sin Θ:-ἓ-- Значи ΤΈΞΗ пресечни точки ще имат полярен ъгъл съответно 
5 

θ,-- :- H8,=¢ %. Ето защо областта ще се задава с неравенствата 

%505 x 15pS2sing, 

Тези неравенства определят B равинната O др един KPHBONMMCCH трапец 
К”. Извършвайки смяна на променливите чрез трансформацията (1), 
33 търсеното липе ше получим 

]!дхнр[!мрава;[;г:ар]ае 

sa s зи 
а а 1 -.-.5-]“1„ L d'emzfsm Bdfi—-—i-fde 

« « # 

п гу в 

За за 

4 . 5 
! ! I, к ч[(!-шзгя)а-тх=]6--2-5т2в -Φ 

в 
я 

- & 

2 «!_3: кя 
е 4 e s #. 

3 2 3 3 2 

Пример 5. Да пресметнем обема на тялото, оградено от парабо- 
лонда с уравнение 

хъру ц ! 
и равнината Oxy (черт. 90). 

Това тяла € оградено от равнината с уравнение =—0 и парболоида, 
чието уравнение можем да напишем във вида 

1124 γἢ, 

Ето защо търсеният обем we се дава с двойния ннтеграл 

ff(l —x*—yY)dxdy, 
к 

където R с областта, определена ΟἹ сечението на параболоида с равни- 
ната Оху. Това сечение ¢ окръжността с уравнение xi+tyi=], следова- 
телно R с кръгът, определен OT тази окръжност. Въвежлайки полярни 
координати, можем лда залдадем този кръг чрез неравенствата 

058525, 05р<1, 
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KOBTO определят в равнината О θρ един правоъгълник Ж“. “"Тогава, μ3" вършвайки смяна MOCPENCTBOM трансформацията (1), ше получям 

Черт,. 90 

Пример 6, Несобственият wirerpan 

μ 

f e ах 

, . 

(койта е очевидно сходяшщ) играс важна роля в TEOPHATA на вероятностите и носи HMETO 
интеград ua Поаясон. Неговото HEROCPCACTHCHO пресмигане € HEBLIMOKHD по- ради тава, че цеопределенияг интеграл OT функцнята е““ не може да бъде изразен с елеменгарни функции. Тук ще посочим един метод за пресмитанс на интеграда на 
Поасон, при κοῆτο лойра услуга ΒΗ оказва TEOPCMATA за смяна на DPOMCILIHBHTE в 
двойните инитеграли, 

Като представим мнтерссувашия нн ийтеграл във вида 

.y o - 

[c""’dx s fe'“"' εἰχ -ι»!ἁ"“'“ ах 

:..щ Y 

н нзвършим B първия ΟἹ интегралите, написани B дясната страна на това равейство" субституцията х- --г, виждаме, че 
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Поради това ше имаме 

fr*‘*dx=zfiml,,. 
Ὶ и 

жълето 
“ 

Ι. ъще [fl'—'i‘ - 

Умноажавайкин почленно равенствата 

- " 

ἴ τ fe"‘"dt, а fe“" dy, 

] : 

„ я “ n 

А - fe““‘ a'.xje“"'dy ! je““"*"””dy dx. 
а 5 

Като си спомним формулата за пресмятанс на дниойни интеграли, можем ла пишеле 

- п « | et axay, 
«“ 

- 

получаваме 

къето R, с квалратът, зададен н раннината Оху с неравенствата 

O0=x=sn, 0xyun 

Ако в двойния μητει рал OT равенството (4) извършаим смяйна на променливите, въчеж- 
дайкн полярин коорлинати посредством трансформацията 

(B x=peos, ¥y ра 0, 

ще получим 

Ὰ -͵Ι.ΙΓ᾽”᾿Μ'ΜΘ. 
„ 

кълсто #” с онази област в равинната Ofp. чиято образ при трансформацията (1) 
се явява K, Тъй като уравнсинята Η8 правите х < и у-#, записани с полярни коорди- 

„ 

cos й п ! WHO е Of теомстрични 
съображения, че к Тът Ж „маже да се разглежда като CRCTABEH OT два триъгъл- Ξ 
вкка A, B B, (черт. 91}, конта се задзват съотавстно чрез следните неравенства относно 
полириите координати й н р: 

нати, придобиват съответно вида р-- и й 

“ К 
О;ЕЪТ. 0:p “cos8 " 
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" 

ἆ,-;ργπ стлама, порал в очевядлното неравенствав 018 < „-- имаме 

Оттук заключаваме, че 
n 

« at 

lim | ¢ ο ὖι'θ =0, 
" 

OTERICTD 

- 
Ἱῴἆ'”τ 

мли най-сетне 

vE 
Ππ|} | Ξ τ « 

Ν 2 

Следозателно 

- 

f ε" dx - 4/я. 

s M 

Упражнения. Пресметнете ш:ште. двойни нитеграли; 

АТ + ὐ уу 
1. f dxdy . където R е частта от кръга, определен OT окръж- 

” 
востта ¢ уравиение + γῆ =2, която се намира над ости Ox, 

Orm. 3 In(2 + V5). 

2, f f (Ξ ἐ у) ах ду, къдста R ¢ кръгът, определен OT окръжността с 
к 

Уравнение x4yt - 4y=0, 

Отг. 24 к. 

3 J ‘f xydedy, къдсто R ¢ частта ΟΥ първия квадрант на равинната, 

канто с Заключена между правиге с уравневия у-х й y=x+/3 н окръжностите 
с Ууравнения х3+у:-1Т м 124 γ5..9 

5 
Отг. 5 

4. f I3 У ах dy, къдсто R с областта, заключена между дасте окръж- 
к 

вости с уравнения 7+ 33— 2e—0 н χξ ν" ἀχ- - 

224 
orr, -5 
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5. Пресметнете лицето На областта, оградена от лемиискатата на Вернули, зала- 
„дена с уравнението (х24- у) =2a'(x*—?), . г а 

. « 
60 обема на „тялото Ha Нивнани“, пежащо. във вътрешността на 

«<ферата x* L33 427 =r? м на цилиндъра X243 τερχ, 

om. (3.1- 2)» 

# 96. Тройни интегралн 

Нека с дадена функцията f(x, v, г), дефинирана Η ограничена в една 
измерима област () в тримерното пространство. Като разделяме πὸ 
различни начини множеството Q на краен брой измерими подобластн н 
„образуваме след това съотестните малки и големи суми на Дарбу, до- 
<THTAME до понятнето TpocH нинтеграл. Тройният ингеграл се означава 
така: 

и ff Л(х, y, 2)dxdydz, 

H HMA основни свойства, напълно аналогични HA свойствата на двойния 
muTerpan. По-специално стойността на интеграла 

. 

\ ff{dxdyd: 

Черт. 92 

< равна на обема (тримерната мярка) на областта („тялото“) (. 
Функцията /(х. ¥, 2) е сигурно интегруема в множеството Q. ко- 

гато Тя с непрекъсната в него, а CAMOTO множество () с измеримо M за- 
творено. 

398



Да се спрем на следния специален случай. В координатната равнина 

Оху € дадено сдно равнинно измеримо множество R. Дадени са и две 

функиин φ (x, 5) и ψία, у), дефинирани и непрекъснати в R и удо влетва- 
ряващи в R следното неравенство: 

) φίχ, у)5 wix, }). 

Черт. 93 

Да прекараме през всички точки на множеството R прави, успоредни на 
оста Oz, и да празгледаме множеството (J, съставена от отсечките, които 
се отсичат от тези прави и са заключени между графиката на функцията 
@(x, у) -- отдолу, и графиката на функцията yiyv, +) — отгоре (черт. 92). 
Тачките (х, ¥, :) принадлежащи на множеството (), се характеризират 
μ следните условия: 

Ω) (х, YJeR, φίχ, }}Ξ51Ξ ψία, +). 
За множества ΟἹ вида на описаното множество Q касила следната 

теорема, даваша метод 33 пресмятане инда тройните интегрални. 
Теорема. Нека R ¢ измеримо и затворена миажество в равни- 

wema Oxv и пека φίχ, у)и ψίκ, у) ca две функции, дефинирани и nenpe- 
къснати в К и удавлетваряващи в # неравенството (1), Ако функуията 
fix, у, τ е непрекъсната в областта Q. засадена nocpedcmeom неравен- 
ствата (2), mo определеният интеграл 

oz #3 

f f(x, у, а: 
Фе(. ¥} 

съществува при вслка фиксирана точка (x, у) ат R и предйставлява непре 
късната функция в К. При mosa е в сила следиато равенства: 

З ffff(x, ¥ D dxa‘ydz=ff ‘Tj{)(x, Ὰ z)dz]dxdy. 

ο “ } “‘. , 
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Пример 1. Да пресметнем тройния интеграл 

"ах ау ах 

]„[!(ЩТ?Р 

където () е областта, оградена OT равнините с уравнения x=0, y=0, 
1--0, x+y+z=1 (черт. 93). 

Тук Ο се определя от условията , 

(χ, У)Едв οἕἶἕ ἹἨΧ-"Μ 

където R пък OT своя €T рана се :}mll с неравенствата 

05х51, 0у 1--х. 

Следователно формулата (3) ще ни даде 

1--- ey 

Пуе Д Ге | 
" 1 1 I-—a—-pd 4 ἐ 

“-ἼΙ!Ι(Ι +я*:+т|„ xay 

dxdy et {{πΦ g {{ 
b а еае) 

Y !„-„„„-..!„...„ “ 

- _--(1——)—T+Tx n2=-1ln2- 

Пример 2 Да пресметнем тройния интеграл 

f f f zdxdydz, 

РИ ᾿ 

където областта ( e оградена ΟΤ конуса 11--х24-у2 и равнината 1-Ξ- 
{a=>0) (черт, 94). 

Областта () се задава с условията 

(х, Y)eR, ν Ξ γξ:ξα, 
където ὶ ἐ кръгът в равнината Оху, определен OT окръжността X3+ у--а2, 
Ето защо ше имаме 
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Черт. 94 

Извършвайки в получения двоен интеграл смяна на променливите по- 
средством трансформацията 

x=pecos B, y=psin 0, 
ще получим 

f f f гахауа:- < f f (a*—p?) рарав, 
o к 

където К” е правоъгълнникът в равнината О θρ, определен ΟἹ неравенствата 

0< 852я, 0Sps<a. 
И тъй 

“ ф 0 

1 = 4':3 4 L Е ИК .. μ Ν - | =gy S0 defl : 
Ε м 

Упражнекиия. Да сс пресметнат тройните ниитеграли: 

1 f f f xdxdydz, където Ὁ с призмата, оградена от разнините х-0, 
# 

F=0, т-й, y=h, x+i=aia>0, h>0. 
ай 

Отг. “6‘ 

o Матенатеевски азализ 401



2. f f f;dx dydz, къдсто @ e obsacrra, orpadewa or елипсоида 

u 

π 
! Отг. 4 айс“, 

3, f f ὅΓ (х14 Σ х йу 4:г, къдсто @ е областта. оградена ΟΤ коануса 

хъ pt—t=0 к сферата 2424121 и нзмираща се над равнината Oy, 

Отг. 
х 

24 
. 

§ 97. Смяна на променливите в тройните нитеграли 

Смяцата на променливите в Зройните интеграли сс изпършва въз 
основа на теорема, апалегична на 1238 при двойните интегрални. Една 
трансформация 

{ x~f{u, v, wh yeglu v, w), 2--Щи, v, w) 

ще наричаме регулярна B дладено множество (2” OT пространствого 
Ouvw, ако: а) функциите /(и, v, w), glo, v, ) и Жи, v, w) са непрекъснаги 
и притежават непрекъснати частни производни B някое отворено мно- 
жество, съдържащое ()”; 6) трансформацията (1) ¢ обратима във вътр:ш- 
ността на ”; в) детерминантита 

Ὠί, им 0 v, x) f (v, w) 

Ada, v, и)- 2/ (u, т, н) g, {8 v, н) g, v, н) 

W, v w) B G v, м) A (v, ) 

€ различна от нула във вътрешността Ha O, 
Ако трансформацията (1) е регулярна в измеримота и затварено мно- 

жество () в пространстлото Ὅμ KOETO се изобрачява в измеримото и 
затворено множество Ο в пространството (Охуг, и ако функцията (х, v, : 
с непрекьсназа в O, τὸ 

f f f Е (х, y, τ νἶὝ ау а: 
υ 

Ξ f ffF {{ v, , ς voow), it v, WAL v, и) dudedw. 
и 

Една често използувана емяна ΜῈ променйливите с пъвежлането на 
τ нар. полярни координати Β пространството (инлисфе- 
рични коосрдинати), Beaxa точка Plx, r. 2) в пространстяото 
()xy: се опрелеля от следни те три числа, нареченн !!ОЗ!ЯРНН коерлинати 

(черт. 95): 
1) разстоянието р на точката Р A0 пиачалото ( на координалната си- 

стема: 

402



2) ъгъла 8, който сключва радиус-векторът OP с положителната по- 

avoc Oz, измерен в посока OT оста ΟΣ към вектора OP 
3) ъгъла @, който „еключва положителната полуос Ох с проек- 

пията ОР вектора ОРв равнината Оху, ъпмсрен.в посока от оста Ох „ 

към вектора ΟΡ', и ! 

e
 
o
l
 -
 

ее 

Hepr, 95 

От геомсестрични съображения JICCHO се получават следните връзки 
между декартовите координати X, ¥, Σ и полярните координати р, O, ф на 
сдна точка Р ΟἹ проестранството Оху:: 

(2) x—psin 8са5ф, yv—psin Bsing, == pcos 8, 

Равенствата (2) могат да се разглеждат като една транеформация. 
Тя се оказва особено улобна за пресмятане на Ттройните интеграли, KO- 
гато била в подинтегралната фуикшт, била в дефиницията на интегра- 

ционната област участвува нзразът x*+ 2422, който мнаго се опростява 
благодарение на равенството X3+ у ч21 аер2. 

За детерминантата А(р, 0, ф) при трансформацията (2) получаваме 

5П 8 со5ф pcosBeose ——psinhsing 

Alp, 8, @)= 515 855 ф pcosBsing psinOcosop|, 

cos 8 —psinf 0 

или 

Δίρ, 0, φ)--ρϑ ял 0. 

Пример 1. Да пресметнем тройния нитеграл 

f f ,;f ¥y dedydz 

8 кълбото @, orpaacHo ot сферата ху iz, 
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Кълбото Ο може да бъле зададено чрез следните неравенства 18 по- 
лярните координати в просгранството Охуг: 

0<0<5я, Обф52н, 05р51. 

Тези неравенства определят един паралелепипед Q' в пространството 
О дфр (кълето В, ф и р се разглеждат като декартови координати). Не с 
трудно да се провери, че трансформацията (2) е регулярна в този парале- 

лепипед. Ето защо ще получим 

fff\/x +J’:+Z’dxdydz—fffp’sinfldfid@dp 

gj;f[smfifp’dp]dfldw —-—fjsmfldfla’q; 

Tyx R’ ¢ правоъгълникът, определен OT неравенствата 

05 05я, Of5¢psSin 

Поради това ще имаме 

ff{ Да ¥ ¥z ах dydz f{f&infid&]dm 
ф 

...„.] Π d«p—~- fa’tp = . 

Пример 2 Да пресметнем тройнии интеграл 

S Г [zaxdyd, 
42 

взет в кълбото (), огралено o1 еферата ΧΞ1} ν5..χ3-.2Ξ- Ὁ, 
Уравниението на сферата, записано с помошта на полярни координатн 

в пространствато Oxrz, ¢ p—2cost. Ето лзащо кълбото () може да се 

зададе HOCPCACTBOM инеравенстната . 

0<0< % . 089<2r, 05p<2cosh 
- 

Означанайки с (' областта, която тези неравенства опрелелят B простран- 

ството  θῳρ (кълето 8, ф и р са декартови координати), лесно е ΠΔ ви- 

дим, че тгрансформацията (2) е регулярна s @', Поради това ше имаме 

fff:dxdyd:—e fffp’ sin 8 со5 0 40 ἐφ dp. 
ῳ 

Ὅ᾽ 

Последният интеграл въз основа Hit фармулата от предишния параграф 

ше бъде равен на 
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.0 

f[lJp’dp]sin&cosBdBd@, 

където R’ е правоъгълникът, определен OT неравенствата пр 

08052, ρ0Ξφ Ξ2π. 

Следователно 

]]“д[:ахдуа:.-:.;.!/;р* ее ппц 8 cos 0 40 ἀφ 
' Ф 

“ а 

щ т 

ь4]!55п0с053 В:Ша%р-лФ! fcos’ed(—cosfl) ἐφ 

” ий 

Ν 2а 4 

Пример 3. Да пресметнем обема на тялото-(2, оградена ΟΥ елип- 

АН νἷ , 
соида ;;*s-by%";} - 1. , 

Търсеният обем се дава с интеграла 

f f ;,Γ ах аг а:. 

Извършвайки транеформацията 

Χ, Λ =D, Τ W, 

3 коятотА(и, ¥, и)-айс (и която е очевидно регулярна във всяка 06- 
Лас1), получлазъщ: 

f f lex Чу gz —abe f f du йт dw, 
ῶ o' 

хълего Q7 ¢ κητθοτρ, onp2 @ieno o сферата ἐ «еу —wi=1, Тъй като HH- 
TRTP3 Ly 

и ff , ий а 
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" 4 дава в същност обема на това кълбо, той е равен на 5 7. Следователно 

търсеният обем е pascr nn—;nabg. 

Упражиения. 1, Да се пресметне тройният интеграл ΙΙ Ιἑΐ....ᾗ, 

¢ където Ο с областта, намираша гсе между сферите “Е уУрапнения ῳ μξ χὅς } g X4 394229, 

Отг. 4я. 
2. Да се пресметне обсмът на ΤΆΠΟΤΟ, оградено OT сферите с урависния 

мъуе к χ γαι ῖ ; , . K съдържащо се ΒῈΒ вътрешността на BCAED 
ОТ THX. 

19 
Отг., %



ГЛАВА ХИ 

КРИВОЛИНЕЙНИ ИНТЕГРАЛИ 
# 

Понятиесто криволинсен интеграл ,играе важна роля в приложенията 

на математическия анализ - преди всичко BLD фншката, кълето редица 

въпроси естествено довеждат A0 исговото използуване, 

§ 98, Криви 

Нека £(1) и #(:) ca ase функции, лефинирани в слин интервал [o, В). 

Когато променливата { приема всички стойности от α до В или, както 

казваме, когато тя описва интервала |« В|, точката Р(х, +у), чиито коор- 

динати се опйределят OT равенствала 

({ x=f{a, ке 

ще опише в равнината Охг слио множества от точки L, кагто наричамс 

xpupa Равенстнвата (1) се наричат параметрични уравненция 

на кривата L, а променливата г-- параметър. Точките A(fla), #()) 

Черт. 96 

н В(АВ). «(ВУ: пък се наричат CLOTECTHO начална и крайка точка на кри- 

вата L (чепт. 96). Понякога вместо термина крива се използува и терми- 

нът дъга, 
Една и съша крива L може да бъде залалена с различни параметрични 

уравкения, Така например, ако щ/) € строго растяща и непрекъсната ᾧγιικ- 
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пея, дефинирана Β един интервал (а;, В,), за която 4а;)--4 и иВ;)--В, 10 
уравненията 

() хе Ди(10)), y=glu)] 
представят същата крива L, която се дава с уравненията (1). 

Когато функциите /(1) и #(г), участвуващи в парамстричните урав- 
нения (1) на кривата L, са непрекъснати в интервала (а, В), ще наричаме н 
самата крива L непрекъсната: когато те са дифгренцуеми в този 
интервал (при което в точката @ се има пред вид "дясна, а в точката В — 
лява диференцуемост), ще наричаме кривата L диференцуема; 
когато /(() и #() ca диференцуеми, а техните производни /(1) и #1(0 — 
непрекъснати в интервала (а, В), ще казваме, че кривата L e непрекъс- 
нато диференцуема; най-сстне, когато-ннтервалът [a, β] се раз- 
пала на няколко подинтервала, във всеки OT конто кривата L е лиферен- 
пуема, съответно непрекъснато диференцуема, ще наричаме L части ч- 
но дифсеренцуема, CLOTHETIO частично непрекъснато 
диференцуема. Ако пък услопнето 33 дифгренцуемост, непргкъс- 
ната  диференцусмост или частична иеспрекъсната диференцуемост се 
удовлетворява само от функцията /(1), ше наричамс кривата L дифсе- 
ренцусма OTHOCHO X, съответно непрекъснато диферсесин- 
цуема относно х иличастично непрекъснато диференц у- 
емаосотноснох; аналогично въпсждаме термините: крива L, дифе- 
ренцуема OTHOCHO ¥, непрекъсниато диференцуема 
OTHOCHO у Η частично Hempekbcnaro диферен- . 
цуема OTHOCHO . 

Кризата L ще наричаме проста, когато равенствата 

3) Ζ Π и μΞ } 
¢ могаг да бь:шг седновременно изпълнени за Дие различни стойности 

£ на параметъра / ог интервала (а, ), ако поне елна or тях ¢ 

. 

Черт. 97 Yepr, 28 

различна OT крзищата на този интервал. Геометрично това означава, 
че кривата I не сс самонрссича, T. «. ияма вил, подабен нд показация 
На черт. 97 или пък на показания на wepr, 98. 
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Нека обърнем внимание, че при дефиницията на понятието проста 

крива не се забранява равенствата (3) да бълат изпълиени, когато Σ Τ 

н 1=, т. ε. допускат се равенствата 

Ф Ла)--/(В), κἰα)-::ρίβ). 

Taxasa проста крива, 32 която са изпълнени фавенствата (4), т. е. Havan- 

ната и крайната точка на KOATO (съвпалдат (черт. 99), се нарича 

Черт. 99 Черт. 100 

затворена (това понятис не трябаа да се смесва с понятието 3a180- 

рено тачково множество в равнината). 

Ако една проста крива L ие с затворгна и ако A е нейната начална 
ае 

точка, а В --- нейната крайна гочка, то гя се означава смцо и така: 48 
С 

(макар това означение да не ¢ съвсем точноа). В такъв случай B ще озна- 

"чава същата крива, но описана в обратната посока —or # към #. Ако 

Χ, y=g(t) (а5:5 8 , 

Чеот. 101 Черт. 102 

.. 

са парамстричните уравнегния 13 криеага 8 {onucana в посака от A към 

В), τὸ лесно се съобразява, че уразвненчията 

Хее те нИ) { Π ΄Ξ ῚΞ ποοῇ 

τὴῦ представят кривата BA (opucona в πονόκα от В въм A 
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Ако простата крива L € затворена, то също така можем да говорим 
за две посоки на описване на тази крива -- положителна и отрицателна. 
Една, макар и немного лочна, но наглелна дефиниция е слелнатас Счи- 
таме, че дадената проста и затворена крина се описва в положителна по- 

- сока, когало при нейното обхождане 
областта, която тя загражда, остава 
отляво. 

И и — 

Axo AB и 8С ca двас такива 
незатворени криви,. че крайната 
точка на първата OT тях съппада 

с началната точка Η втората 
. (черт. 102), ше считаме, че те 

образуват,  заелно  BICIH, слна 
крива”, която ше означаваме с 
———— т 

ABC инли проста с ЯС. Ако лопусисъ 
че началната точка A4 на пъриати 
крива съппада с крайната точка С 

A на птората, ше получим елна за- 
" гворена крива, която ше означана- 

м 

Черт. 103 ме в този случай с ABA. Тази кри- 
на ще бъде "проста, ако двете крини 

- А. 

AB к ВС нямат лруги ебши лочки асвен точките 4 и Я (uepr, 103), 
В АН Ξ ΊῈἼἙ9ΞΞ-- 

Изобшиго, ако A Ay, Яз а .. .. Я €8 п незатворени криви, взети 
в TAKBE ред, че началната точка на исяка ΟἹ THX, като ес започне от вто- 
раза, ὐ μῃ с крайната точка на предишиата крипа, ше считаме, че 

-«---᾿ 

те образупат също елна крива — крицата A A, . Ако при това „ съп- 

" Основание 0 тоеа ΜῊ длана абстоятелствато, че в пиасочении случай ние лесна 
маожем ла си съставим параметрнчни уракнения ни така колучената криеи. Hancinna 
нека 

x=filthy χ ай) 2050 
1~ 

са параметрични уравиения на криеата AB, а 

x=fd), Ὑ ρά и1 :) 

᾿ s, 
са парамстрични уравиения ΜῈ kpueaTa BC, Тогава, въвежлайки функпенте 

ле при αε::} -βι. 
- . . Π =B, + а) бри P О 4 δ5.- o, 

и 
xm_{g,m np а 77 Ву 

2.йи — B, + а) ври βὲ: τ βὲ + (e —ua), 
ае 

MOEEM да запишем парамстричьите урависния ка кругата A0 τ 1pid 

х. #01) y=pgin), 

където Е се мени н интероала (аз, В, + (Ва--42. 
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пала с A,.,. ше получим затворена крива. На черт. 100 простата крива 
»“"- т Е а .. 

AD е съставена o1 простите криви AB, BC и CD, а на черт. 101 mpocrara 
g g, 

затворена крива L ¢ съставена OT простите KPHBH AB, ВС и CA. 

Нека 1 e нспрекъсната крива, задалена с параметричните уравнения 

() хе/(), у-2й), ast=h, 

и нека Р, (х.. Vo) € точката OT тази крива, получена за стойност на пара- 

метъра Τ, T. € хо--/(14), Yo7 () Ако P(x, у), където х-/(1), y=gl(t), е 

друга точка от кривата L, то правата, определена от точките Р.нР, 

има уравнение 
(Z—x )y —ro) —~(N—yx—xg)=0 

(тук Е πη са текуши коорлдицатни). Това уравнение може да се запише 

и така: 

(E—SUN ()-8 ) (ἡ - εἰ Γ(6-- [UN=0, 

или пък оше така: 

(5) B0 παί ς gL T (g 0, 
:-39 t + 

Ако сега оставим точката P да се придлижава кьм Py (лругояче казанво 

ако г клони към 1.), τὸ правата #Р ае мени евоето подожение. Тази 

права ше сс стреми към едно граначко полажение, KOO коефициентите 

пред 5 и ἢ κ уравнението (5) (предстаалдягащи функцин ищ 1) притсжават 

при 1, клонящо към { o, Граници, DRI те тахича, KORIO не са и дьсте пули. 

Това ще бъде така, когато функциите / () и ι ) ὰ лиференцуеми u 10ч- 

ката ἴ и (1) и #714) не са слновреченио иулм, Тагцва уравнението 

(6) ЕА ]"Т!„)(Ъ:-„Г„З“О 

ще бъде уравненис на слна праза, муцаваща през точката Ру която € 

естествено да иаречем тинтентТта или донипателна към кри- 

вата L я точката P, 
Когато Функуцияте } и 2() ет париметричните уравнения (И ca 

диферениусми и (1) и #77) не Ο еднозременио нули за никас г от интер- 

взла (а, [}, xpusaia L има долпирателиа B8 всяка ссвоя ТОЧКа. 

Такава крива сс напича гладка, Ако интервалък [α, | се разпала 

на иняколко подин:2овала, във BI2NH от кошо 2 изпълнено условието 34 

глалкост, хривата А ше наричаме частиччно гладка. 

Ето чяколко поимера 33 крази; 

1. Параметричните ураакения 

(7) Ε Ὰ Б 

ипои 05 :л vy дават едча пооста и 12482 ΚΡΗΒΑ͂, в същесст една полу- 
а 

окръжносТ -- онази ποπγσχρωκηουτ L OT окръжността с урависение 
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x3+yi=], която сс намнра над оста Ох, и то описана в посока OT точ- 
ката A(l, 0) към точката B(—1, 0) (черт. 104). 

2. Съшщите параметрични уравнения (7) при 051:252х ни дават една 
проста, глалка и затворена xpnnh -- окръжността с YpRBHEHHE X4y =1, 
“Описана в положителна nocoka (черт. 105). 

2 

Черт. 104 

3, Парамегричните уравнения 
(8) x=acost, y=bsint 
при 05 ¢S 20 ни дапат също една 30T BOPCHA, проста и гладка крива — CIAHN_ 

ху 
сата с урависние “,+;, -1, Фиисана п положителна посока (черт. 106). 

4. Всяка отесчка в равинната ¢ проста и глалка крива, Както знаем 
от аналитичната геомстрия, отсечкала, съмглиняваща дисте различни точки 
ἰχ у )и В(ху у:) притежова следного параметричио представяне: 

(9) .T:.’C‘ +f(.\‘3““.\';). J’"“J'g +1()*дтд”0. 

κυπετὸ 0515 , 
Когато отесчката АЙ е успоредна на оста Oy, иапример свързва точ- 

κατὸ Alg, с) и #(8, с), където а--Р, нараметрични:щ: й уривнения могат ΠΆ 
бъдат записани най-просто по следниия начин: 

(19) Хе , уее (Ξ . 

Когато пъук отсечката 48 с успорелна на оста Ω и свързва например 
тачките Ale, е) и Ble, #Я), където ς Тя може да бъде зададена с пара- 

метричните уравечиния 

} Ε Τ у (α ΞιΞ ὶ 

5, Графиката на псяка функция [(ΛἹ, лефиниоана в един интервал 
{2, b], представлява проста крива, Тази нлоста хриза с кепрекъсната и е не- 

прекъснато дишеренцусма относно X, когата /1) ¢ непрекъсчата в нинтер- 
вала (а, b], Тя с гладка, когато Д(А) е лифсъгпчуема с непрекъсната поо- 
изводна в гози интервал, Налетииа rpafunmira ὰ Л() може 2a бъзе 3а 

дадена с помошщта на следните параметрични уравчения: 
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(12) x=t,  y=f(1), 
кълето astsh. | 

6. Ако «(0) с елна неотрицателна функция, лефинирана в седин ин- 
тервал (а, В), то множеството от точките, чиито полярни координати, 8 и 
р удовлетворяват уравнението 

7 р<-Ф( 9), 

. i 

7 

", < 

Черт. 105 Черт. 106 

представлява също слна крива. Тя може да бъде задалена със следните па- 
раметрични уравиения: 

x~9(8)cos 8, y=p(0) sin 0. 

Тази крива с непрекъсната идли непрекъснато диференцуема тогава, KO- 
“ лато функиията ¢f 9) е такана. 

В заключение на настояшия параграф ше покажем как въпеденото 
Тук понятис крива позволява да пренесем 33 функцните на две промен- 
ливи теорсмата на Boamano or § 24, 

Едно множестаа M om тачки в равнината ще наричаме линейно 
свързапа, ако всеки йве негаоки точки могат да бъдат свързани по- 
гредством непрекъсната Kpugo, лдежашща изуяло в M. Това означава, 
NO-BOAPOOHO казано, че аннаги когата A(x,. уу) и B(x,. га) са две почки 
от M, съшествуча Такава нспрекъсната крива ἢ ¢ начална точка A и крайна 
точка B, всички Точки на която са точки OT M (черт. 107). 

Саа можем да докажем слелната 

͵ Теорема ua Болцано. Нека ἰῤνηκηηδηια Ε (х, у) e nonpersenama a 
eone липейно свързацо миюмеества У и пека (X, у) и (X, 1) ὰ две точки 
ог M. Axo Fix, к)) «3« а νῇ, TO съществува такава точка (3.η} 
o Af, за козта имаме Ε, 5)-.



Доказателство. Тъй като точките (x,, 3,) и (¥, у;) принадле- 
жат на линейно свързаното множество M, те ше могат πὰ се свържат по- 
средством такава. непрекъсната крива L, всички точки на която принадлес- 
жат на М. Ако : 

« _f (’ )з В =g(t)1 

Черт. 107 

където α 5:5 Β. са параметрични уравнения на кривата L, To функциите 
S nglr)me бъдат иеспрекъснати в интервалаца, Β], като при тоза ше имамсе 

х.«/Да), yy=gla)e ху У(В), уо-#(8). 
Тогава функцията +ф(1)- #1/(1). #1)) ще бъде лефинирана и непрекъсната 
в крайния н затворен интернвал (а, Bl Тъй като 

φία) τ Е(ху у) w φίβ) Е(ха vy, 
то а) - -ῳίβ) и съглясно теорсмата за междинните стойности o1 524 ще 
съществува такана точка т ог интервала (а, P, за коятоа ще имаме 
@)=k, Ако Е-/(т), n—gin), 10 . 

FIE η)-- Ε {{τΆῈ.7 ρ(1)]-- φίτ)τ:λ. 

С това ICOPCMHTE с длоказана. 

§ 99“. Дължина на криза 

Нашата залача сега ше бъде да дефинипяме по целесъобразен начии 
TOHATHE 1O дължина на крива и да посочич! метод за нейното пресмятане, 
Нека L с криза, заидалена с параметрични урависния 

x—f(t), r—glt), сабе5В. 
Да разделим ичтервала [o, В) на подинтеразли посрелством ΤΟΉΧΗΙ ς 

й- Т Пу ἔχννννν Д --Й, КЪлето ἐρ τ ((-~1,2,..., k), и 32 всяко 7 да 
означим с Р. точката с координатн «;,--/(1), у7-#8(1,). Ако съелиним по- 
следователни точките Py Py, ... Py с отсечки, ще получим една начу- 
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поча лдииня, която ще напсчем виисана в кривата / (черт. 108). Же- 
лазаки да опрелелам елно число, каето да нарсчем дължина на кри- 
вата 1 слествено с д+ саитимс,че дължината на получената по този начин 
начупсна линия с по-малка от дължината ,на кривата L, но че в същото 

BRI можем Да направим дължината на вписаната начупена линия KO- 

Черт. 108 

ποτὸ пожедаем близка 10 „истинската” дължина на кривата L, стига да 
вземем точките Р, достатъчне гъста sepiy L. Така по естеставен пачин 
маваме до следнати 

Дефициция. За cona криза L ще казвам“, че има крайна дължина 
(пла проста, че има дължипа), ака мнамеестьота OBt дьължините нпа 

впиганите я не цачклени ΜΗ е ограничена тниеарг. anmma сгарна 

грапица на тава мнамжгетяр ще паричамг дьлжина на Ккривата L, 

С оглеа на онова, KOC IO следва, ще изиравим една бележка. Пека чрез 
накос пазделяне на интерезла fo, () на полинтервали сме получили на- 
чуисиаята линия 4”, аписана в дадената крива Lo Ака към изетите точки 
на леление доабавим иави, ще стигнем A0 HOBO, по-дребнио разделяне на 
ичасрвала fu, B, на косто ще отговаря нова начупена диния L7, също вии- 
сана в L. В такъв случий дължината на начупената линия L7 ше бъде па- 

голама или равна на дължината на пачуцената линия L Това е така, за- 

шеото при построяването на линията ” всяка от огсечките Р, , съ- 

ставяши линияга #.. се замества с някож начупсена линия, свързваща точ- 
кне Рн P 

Главнияг резултат на настоящия параграф се съдържа B следната 

Теорема. Зсяка непрекъгната даференцируогма крива Е ича дъл- 
жина. Яки 

{9 хе /) r=glt), αἀπξιξβ, 
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са параметричните й уравнения, то нейиата дължина d(L) се дава ¢ ин- 

теграла 
ῃ 

Β 

@) 4(1)-- f 7 τ T . 

Доказателство, Нека L ¢ непрекъснато диференцуема крива с 

параметрични уравнения (1). Да разделим no npéuisoseH начин интер- 

вала [u. В) на подинтервали. Ако 

а 1o е.. =P, 

къдета ( <t (i=1,...,k)ca точките на деление при това разделяне, н 

ако P, за всяко ἰ с точката от кривата L ¢ координати х,:-/ (1,), У #0, 

то дължината на впиганата в L начупена линия PPy ... P, е равна на 

k 

ZJU‘.—— X “ “ῖὕ'σ "““.Уг--б:д 

фя | 

Използувайки теоремата 38 крайните нараствания, можем да пишем 

X%, ааа ΕΝ 

Уе Σ =g SO =1 а 

Лдло 1, ι τ са точки от интервала ; .. 1,. Тъй като функциите 

(1) и #241) ва по предположение непрекъснати и следователно ограни- 

чени н интервала fa, В), то nepasewzraavalf (:)|5К и (Ξ К ше бълат 

изпълнени 30 всички точки на този интервал при подходящ ИЗБОР на 

константата K. Ето защо за дължината на начулената линия P, P, ... P, 

ще имаме 

А А . 

Зуе ай суе - Σ ν Σ κ αῤγίασπηου 
4 4 ἐ | 

A 

5%1;21:2 (2, - ‘i-l)“'\'ixm_m- 

( | 

Вижзаме, че лължината на вписаната в кривата L начупена линия,коята по- 

лучихме при 8850 пронзволно разлеляне на интервала (а, β] на подинтер- 

вали, не излминава сдна константа, нелависеша от начина, по който с из- 

вършено това разделяне. Това показна, че множество:о от дължините на 

всевъзможните начупени линни, вписани в [, е ограничено отгоре и че 

следователно кривата А има дължина. 

Нека сеа € е произволно положително число, Поради равномерната 

непрек ъснатост на функциите 2717) ил Γ } g (:) н интервала (а, 1 
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с 

можем I8 намерим такова положително чисдо 3, че осцпилацията на всяка 

- Е 
T тези две фшшви Да пъле пое«малка от i e във всеки AOIHUTEPRAL 

на [o. В) с дължина, по-малка от &, 
От друга страна, дължината 4 /) на кривата I πὸ дефиниция е ΤΝ- 

ната горна граница на мноежеството от дължините на всички начупени 

i, вписани в L. Ето зашо ше съшществунва такова разделяне на интер- 

вала [z, В) на подинтервали, че ако означим с A дължнната на онази на- 

чупена линия, вписана в [, която сс получава при това разлеляне, πὰ 

нмаме 
() Ъл Е) е. 

Нека приемем, че гоячките на деление при това разделяне са оазначени, 

хкакто по-предни, сй- Туе £y ... Д = B, където ς < При топва можем лу 

счиТтаме, че «а изпълнени оше и неравенствата 

(@) ее 4B (i=1,.... k). 

Наистина, ако 32 някое разлеляне на (o, Bl 33 KoeTo ¢ изпълнено неравен- 

ството (3), неравеинестната (4) не «а изпълнени, TO ние винаги можем да 

лобавим ΠΟΒῊ точки на деление, така че при μόποτο по-дребно разде- 

ляне (4) вече да са изпълнени. B същото яреме дължината ὰ новата ниа- 

чупена линия, вписана в L, която ще получим при HOBOTO разделяне, съ- 

1ласно нанравената по-рано бележка ше бъде тиеголяма кли равца на 

У н CACAOBATCARO по-годяма и от #1.)---к 
За стойността на А бяхме получили изралза 

« 

уе 2„:“ R R SN [t ἡ), 
. 

където T, τ €A точки, приналлежаши на интервала ( /,). Да 

образуваме и сумата 

получена, ката за всяко г На мястота на 7% сме поставили τ Ако ерав- 

ΠῊΜ тези I8¢ суми, ще имаме” 

ὰ 

м Е р Ж 

= ἕ 3 28 S Bl 4; b= ) 

=1 

* Тух използуваме лесното за доаказване неравепство 

а + Ве ὐ εὴ Е k-, 

валядно за прокзволни редлниа числа 9. В им o 

Ν Ε Τ, τ τ 1 417



Тъй като |1,—7,*|<<§ 38 всяко 7, TO като си спомним как бяхме подбрати чяслото 6, ще заключим, че 

) е! Зуе St~ t ) =5 - (B—a)=r. 

От друга страна, сумата o, както веднага се вижда, сс явява сдна ри- 
манова сума на функцията „//?(3)4#7(1), образувана за разглежла- HOTO разделяне на интернала (а, | на подинтервали, Ако S н 5 са су- мите на Дарбу, отговаряши на същтото ралделяне, [0 
(6} 5 ἓσἓ ις. 

Crmo така имаме обаче и 

B 

(N 15 f VIR gi(n di<s. 
: а 

Да означим с ту и M, Tounata долна и точната горна граница на функ. 
цията ἰ Ἐ ἴ в иитернала (1, . 1,). Вземайки пред вил неравен- ствата (4) и условието, на косто подчинихме 5, ше ΒΗΠΗΜ въз основа на неравенствата (6) и (7), че 

β 
« 

σ-- f VT Ἐξ η ι 55 τ-οὸ ᾽ Δ- 14) 2 . 1 4 

Оттук поради (5) ще имаме 

ве :*ь-]ь»/*(!н-г ‘(r)d!} 
«а 

й 
51А-а|4+ 1ам[ф/“”=(г)+ 3”*??5#:]!422, 

| : 
ил 

Β e ——— ле () уее [ν (0е 6) аге 

Най-сстне, като вомбинираме неравенствата () с неравенството 43 както н с очевидиото неравенство 2.<4(1), ше получим 
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в 

d (L) -3e<:f I+ ) dt<d(L)+ 2, 

откъдето следва, че 

в , 

ἧᾶ(ἵ-)-[ν’ἶἓίὶ)ἑ.-εἠω ᾶ:ξι::Βε. 

Тъй като с беше произволна язето положително число, ΟΥ последното 

неравенство следва равенството (2). С това теоремата с доказана. 

Накрая инека вилим какъв вид придобива формулата (2) в два важни 

частни случая. . 

Както весче отбелязахме, ако Дх) ¢ функция, притежаваща непрекъс- 
ната производна в лален интервал (а, δ], нейната графика с гладка крива 

L, притежаваша параметричните уравнения х--1, УДи), където ἃ 51 33 ἐν. 

Torasa за нейната дължина получаваме 
- 

2 

9) d(L)= f Л (0 dx. 

Korato пък кривата [ е заладена с уравнение OT вида β-- Ф(0), 

а 8< В, кълето Ви р са полярниите координати, а фе диференцусма функ- 

ция с непрекъсната производна в интервала (а, В), кривата L се представя, 
както знасм, с парамстричните уравнения x—@( 0) cos 0, y=p(8) sin 8, 

Torasa 

(φ (0) cos 02 -+ (φ (8} sin 0)2 =@ (0) cos® B-+¢* (0) 5in? 0 

r (9) 5112 : φ (0) са5: D =02 (0) 492 (0) 

и за дължината на 4 получаваме 

А 

(10) 4(). [V @y τφ че. 
£ 

ФормудитТе (2), (9) н (10} най-кратко се записват така: 

B 

а(Т j JrIeyide, 

« 

където х-/1), y=glt}, αΞ ῚΞ Β; 

» 

< (I.}z .[.,;1 Т-:;Ч ἆ,ἷ,



хъдето y=f{x), a<xsh: 

В 

щц-[„!р: o 48. 
£ 

където p=¢(0), a< 0<В. 

Упражиения, Пресметнете дължината DR следните кринви. 
L ааа ), y—all—costh 0<1< 25 (инклонлда), Отг. ἕω. 

2. p=all | саз 0) (карднонда). Отг. . 
2 3 2 

Х А Ру =4 (нстронла). Упътвайс. Представете кринита. параметрично 
Отг. B Начертайте посочените по-аре крини. 

8 100. Дефиннция na mno:ml’ten нитеграл 

Нека е далена eana крива L с параметрични ураннения 
{ хе { Yy, 

кълето @ 545 Нека осисн това с далена функцията (х, г), за която ше 
предположим, че лефиниционната й област сълържа L, Да разделим нн 
Тервала [u, | на краен брой полинтервали, например следните: 

2) .. 130, На Ν AR 
Ὕ } 

L - PR PR а .. Ξ  θι, 

и във всеки OT 1ези подинтервали |<, . 1) s си изберем 1o едня точка Ty 
Ще нъпедем следните озпачения: 

) AL ) 
L= et 

Точките Е (5, 4} очевилно разлелят кривата L на по-мадки дъги, като, 
μ 

при ΤΟΒἅ за BCAKO г гочката @ (5, 3) лежи на лъгата РА Ρ чера 1Yy, 
Нека «еги образунаме сумата 

А 

) e З) δίξ,, =Xy, 
ка 

В следвашия париграф ще видим, че има въпросн. My които естествено 
се стига до суми от такъв вил. Предмет на този napuipad е следната 

Теорема. Нека кривата 4. зададени с параметричниите уравинения 

х) y—glt}) (а5г<В), 
Ρ пепрекъсната и дсвен това непрекъсната диференцигема аттоски Х и нека 
FAx, у) e функуия, дефинирана ц нейрекъсната във всички тачки на кривата 
L. Axo ¢ дадена едиа издребилваща редица om разделяния на иянтервала



ἴα, В) на подиптервали и axo за 8CAKO от тези разделяния си образуваме 

по една сума b ат вида (4), то така получената peduya om суми 

(5) а DU S 
м ж 

Е сходяща и нейната граница ΜῈ зависи нито от качина, по. които ΟἹ ui- - 

й 
™ 

» 8 

N a 

# 

4:114 

Черт. 109 

вършени отделните разделяния, ните от пачина, по xoldmo. cme избрали 
πὸ δόνα тачка « отделните подинтервали при тези разделяния, 

Доказателство. Hexa излезем от едно фиксирана с 
на интервала (а, В) на подинтервалн, имащо вида (2). Нзбкжо 

T, във всеки OT подинтервалите | _,, ἐ н като изнолзуваме OTHOBO озна- 

ченията (3), образувамсе сумата (4), която може по-подробно AR се на« 
пише по следния начин: “ ; 

« 

;...Σ ЕЕ σα ! 9 - } 
N фе ] 

| 

Като приложим теоремата за крайните нараствания към разликите 

Τ 1, ;) ше получим ) . A 
A= ЗИ @, £ S (6 =t 

#1 

където T,* € число, което, както H T, се намира в интервала [t 4, 1) 

, От друга страна, да разгледаме функцията . 

o(t)=FIfie), g (1), 
EORTO съгласно условията HA TEOPEMATA ¢ непрекъсната B интервала [a, В 
Axo образуваме римановата сума ¢ 33 тази функиция, отговаряща HA раз- . 
глежданото разделяне на интервала [a, В) н на напранения избор на точ- 
EuTe τ ще получим " 

- 
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Π 

ὕ“’Σ Е(7(1), g @I в) 
еа1 

“ Тогава ще имаме 

k и 

A~0=3FLA(x), g G IS ()~ S (] (1, =1, . 
ееа 

Нека А е някаква горна граница на абсолютната стойност на не- прекъсиатата функция 217(1), Е(:)) в затворения интервал (а, 1) и нека означим с £ най-голямата OT оспилациите, ΚΟΜΊΟ функцията. (1) при- Tekasa в отдедните подинтервали (2), Тогава 

ᾗ Ε 

A—als SUFLLC) #аН @~ 7 @it ) 
de | 

« 

зе.к.Еи.-:;-.)шещв-ах 
Ὶ 

Нека сега си спомним, че ни беше далена една издребняваша релдица от разделяния на интериали (а, Bl Да иземем п-тотТо от Ттези разлеляния и да образуваме за него сумите А и « при пнякакьв избор на точките 1, Тези дас суми да означим cera сьотнетно с A, И .. Ако освен това озна- чим Ὸ &, най-голямата от осцилациите на функцията /”(1) в отделните под- интервали, участвуваши в п-тото разделяне на интервала (а, fl, 10 съ- гласно Тона, което нече видяхме, ще имаме 

(6) %, — 0, € 6, K U= a). 
Mopaan непрекъснатостта Ha функиията /(1) в затворения интервал [, #| можем с помощта на теоремата за осцилациите да заключим, че Нт в,--0. Ето заща от "неравенстното (6) следнва, че 

lim (λ,,--σ )- , 

О друга страна, порали непрекъснатостта на функинията ip(t) pean- иата or нейните риманови суми 

оппзо---т“п!*** В 

клони към f @(r)dt. Torasa o1 павенсувато 
<. 

в в 
3.„---[:;: n d:=(}*,,—o,) Ε (σ"-- fqa(l)a':) 

-



зактючаваме, че резината (5) е схоляша и 
- 

4 

lim Х7 fq: (ryde. 

- 

С това теоремата е доказана, тъй като с очевидно, че Намерената 

гранииа на редипата (5) зависи само ΟἹ функциите /(1), ι ) и #(х, у) н от 

интервала (а, Bl 
Нека забележим. че доказаната тюреиа остана валидна H ако замс- 

ним условието 33 непрекъсната диференцшуемост на кривата L oTHOCHO 
хе условието за частична непрекъсната диференцусмост OTHOCHO X. 

Необхолимите 38 случая депълнителни разглеждатния MOTAT да се предо- 
ставят на читателя. 

Всичко излежено JOTYE ни лана основание T разглеждаме границата, 
към ΚΟΉΤΟ клони релицата (5), като число, косто е напълно определено, 

когато са ладени кривата L и функиията #Е(х, у) (стига те да удовлетворя- 

ват YCIOBHATA на доказаната тепрема), Това число ше наричамекри н о- 

динеен интеграл o1 Flx, vidy, взет върху кривата L, и ше го 03- 

начаваме така: 

ff'(x, y)dx, 
4 

WM ако A и Я «а съответно началната и крайната точка на кривата L 

[ Fix max. 
ай 

При тов2 ние виляхмсе, че гава чиело « равно на SN определен интеграл. 
Kato напишем полробио функиинята 44(1), ше получим 

. в 

{7) ]гм. „.»м.х-[гшп. g0/ () dr. 

Ако кгивата 1 с частично непрекъснато диферениуема OTHOCHO у и 

аха нместа ὐ сумата [4) излезем от сумата 

λ᾽ - Σ Fi&, , τ ὐ 
855} 

те като Г.!ЪСЪЖДЗБЗМС πῷὸ същ нчин, ше CTulHEMm де понятието Kp}lfl(},-!‘,. 

неен иъисгралот F v, ту върху кривата L, който ще означаваме така: 

. 
JFU:, ὐ ил [!*1 (х, к)йу. 

< н 

При сова ше ичаче равенстасто 
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в 

(8) I Ра γ)άντ- [ FU®, ау (0 
18 

Пример 1. Да пресметнем криволинейния интеграл 

! }11 dx‘ 

където Д е полуокръжността, заладена с уранненията 

X=acost, y—asin ¢, 0515я (g>0), 

Ще имаме 

#„ а 

!1** т1.т=а*[ьйп*!дасоз!-г «-a’fsin’td:. 

. й 

Пресмитаме този определен интеграл и получаваме 

[y‘ dx— — ..;,. а. 

Пример 2. Да пресметнем криволинейния интеграл 

| [ (ΧῈ. }») dy, 

където . е частта o) параболата с уравненце - х?, свързваща гочките 
(0,00 & (4, 1) 

Тук имаме параметричните уравнения 

хе γπ, O=r=l. 
Тогава 

1 1 

[(мз.н:)ду-[и-чщшг-з](г*мтш: 
а а 

0.4 

Ака вземем кривата L, залалдена с парамеричните уравнения (1] 
HO описана в обратна посокц, T. ο от точката #( ЛВ). # (В)) към точката 
4(Да), #(а)), TO каго напишем параметричните уравнения на дъгата 
а 

BA във вида 

x=f{—t), y=g{—t}, 

където «-В5:5 -а, ще получим 
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- -ἃ 

jf’(x, ;.v}dx——ff{ftnn. gl O (—tyds 
ΨῚ -ἢ 

2 

=-[гшю. кау (1 dt, 

T. € 

З) fF(x, У) бу- —f{-'{.t. yidx, 
#4 43 

Mo съшщия начин получаваме 

Loy fF(x. »)ν - -fl-‘(x, Ὦ ἄν. 

Ако ΠΡῊ условията на теоремата от този параграф с лалена и една 
функиция ща), коя т ¢ строго растяша и диферениуема с непрекъсната про- 
изводна в някакъв интервал (а;, Й,Т| и 32 която са изпълниени равенствата 
ща,) . W) P 1o параметричните уравнения 

({ х-Дщ 5)) ν τ ρίμ»}}), 

κμῆστο o, Ξ τ b, предстанят, както имахме случай вече да ο бележим, 
съштата крина L, кокто бе зададена с уравненията (1), Като изхаждах ме 
от параметричните уравнения (1), получихме 

8 

[ Ецх, y)de= f Ε, g (D) (1) dt. 
Ε 

Ho ико 8 определения интеграл, написан в дясната стграна на Това ра- 
венство, изнършим смяна на променлианТе посредством с«убституцнията 
27я ), TO ще получим 

[}-’(x, y)dx—fF [ σἢ), “щ / (uis) ἰ () ds, 
1 

Т. е. ше стигнем до съшщия интеграл, който бихме получили, ако бяхме 
излезди 01 параметричните уравнения (11). Същата бележка се отнася, 

ралбира се, и 22 криволинейния интеграл J.Fir Yy 

Друга също почти очевилна :апшт.ма с следната: Ако и-у-, 
Точката СЛ Уу), 2013) ) разделя криваза A8, задалена с Уравненията (1), на 

две дъти — дъгите AC и CB. Torasa от равсиството 

]Fi.fm, 2а/ а



v В 

- [ FLf(1), #0017 (1) dt+ f ΡΊΖ(Ο, ( Ζ (1) 4 
ἃ Ε 

получаваме равенството 

(12) ТЛЕ зах- | Е(х, pyax+ [ Е(х, yyds. 
да 2е ] 

Аналогнчно имаме 

(13) Гес, yydy=[ “( mart [Fe nay. 
#Т) ac [2] 

- 

От друга страна, когато една крива L е състанена от крлен брой не- 
затворени, непрекъснати и частично непрекъснато лиферениуеми относно 

Е В - m— 
х, респективно OTHOCHO ¥, дъги Ay Ay Ayd,, ..., A A,., πὸ дефиниция 
приемаме, че“ 

f Fx, vydx 

AR 
(14) " 

- [Feuo sy ГЕ(х, ) χ Ἐ. Σ Σ 
Ay Ay я,4, А а 

и 

Г Ее way 
Ч 

(15) ; 

- Ιἶἱχα ὐ g fF(.\‘. ey + f Е(х, у)йт. 

.;ἷ-ἷ, :‘:"s ;:4„-1 

Нека забележим oute, че кагало кривата L е затпкорена, озиаченията 

f Е(х, χ и [ Е (х, yydy 
i 

грябва ла Бълат придружени с указание B кая посока е оинсана тази кри- 
ва. Ako L е езна npocTa затворена крива и ака с L7 означим кривата /., 
описана B положизтелна посока, а ¢ 4.-- съшщата крива, опиеана B атгри- 
цателна посока, То очевидна 

+ Десна сс вижла, че до съшите раненства бихме стагнали, ако бихме взесли 
ае - 

ᾷ параметрично прелдставяне на кривата А.!АЛ*Ъ хкосто сс полУучава ΟἹ  0apa- 
-~ -~ . 

метричинте” прелставяния на кривите 4 3а .. A, Ay DO начина, показан 
в Бслежката пол диния н2г стр. 410 
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f Е (х, y)dx=— f F(x, y)dy, [Г Е(х, у) дут - [ Е (х, y)dy. 
ь. 

L— - - 

Най-сетне ще пашем по дефиниция 

[ (Р(х, 5 dx+0Q(x, ¥ dy]— !f P(x, ) dx+ ΖΓ О(х, ) ду. 
. 

и 

Нека споменем специално няколко прости примера на криволинейни 
и 

ивтеграли, които ще срешаме н по-нататък в нашата pabora, Когато # 

с отсечката, свързваша двете точки 4(х), У) н Bix,, :) използуванки 

параметричните й уравнения - 

(16} = уее . Yy ) 

къдлето 021, ще получим 

1 

() fl.d.!’:ft.\': х,ъ:!;-х:-х, 

AR “ 

и 
. i 

6 J l-d.v-hf(yz—.radt Wy =Yy 

48 

нн 

Ако отсечката A8 e успаредна на оста Oy (it еледователно Х« AN 

TO първата ΟἹ ABCTE функини, участвуващи B параметричното представяне 

(16), ¢ константа. Ето защо )ὲ всяка функция #(х, у) тогава me имаме 

(19) fF(.r, у) ; 

я 

Б 

когато пък отсечката ##8 е успоредна на оста Ох, ше имаме 

(20) S F мпау-0, 
#8 

Накрая нека забележим, че ἀκὸ / ς непрекъснато лиферениуема крива и акс 

Fix, у) 5 К, τὸ B сида © неравенствато 

’ἹΡΗ, “εὐἰπ K. dily, 

seacie 13 ¢ лължината на кривата L 

Найвстяна, ако 

r=f{t), s=pi) (а512 51 
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L3 папаметричните уравцнения на кривата L, ше имамес 

| й 
1[!?(.:, idy |— ff‘ 1 £, “( « 

[ 

Β в 

;κ!χ;...ια:-;;κ]ά}ηω в g thydt =K . d (L) 

[« 4 " 

ἰ 

Аналогично се установявяа и неранснсзтвото 

!Р(х, ,ь»шу] <K .d(L). 

Y пражиения., Пресметнете слелиите крнаслинейни нитеграли: 
— х 

i It«'f°+ уЗуйх, къдего AB с частта or слинсата с ураниение „ + γ - , 

8 

τ точките A0, Π и fl(\/f. 0) и лежаша й пъраня кеадрант 

On Ἂ 2. 

" 

2. f{! ху у, кълета AN e отсечкага, определена of тачкиге A0, 2) к 

ΚΤῚ 
#. П. 

..
 

Отг - 

Α, fh‘dm ху където ἷἷἶἷι: онази часТ τ хипербочата с уравиение ак Τὶ 

“ 1 
която свързва пчките ALl и В(З. 2-)* 

Отг. а 2 

4. [Г(ьд- ах4е"Чуу, къцето L е триъгълникът, определен 01 Зичките Al 1y, 

ΒΙΖ, На O, Миописин и носака, обратина на посоката на часовниковата стрелка. 

Отг. Зе фе - 
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§ 101. Един пример от физикатя 

Тук ще се спрем на един въпрос от физиката, при който се стига до 

ΚΡΗΒΟΠΉΒΕΞΗ интсграл. Както © известно, ако върху една матерниална 
тачка, данжеша се праволннсйно. действуви постоянна сила, чиято по- 

сока съвпала с посохата па движениета на материалната точка, TO pafin- 

τᾶτα, която тази еила извършптва за даден период от времсе, е ранна на пра- 

извелението OF годлемнината на силата и изминатия път., По-сложен е слу- 

чаят, когато посоката на дпействувашата постоянна свила #Е нс съвпала с 
посоката на движениетТо на матерниалнала Точка, В такъв случай, зко Р и 

- 

О ка съптветно проскииитТе на нектора Е върху коордлинатните оси Ох и 

Оу Ἡ πκὸ движешата се правелинейно точка с изминала отсечката A, 4 , B 
посока ΟἹ точката A%, ) към точката А х у.), го извършенага pa- 

работа хе лава с израза | 
Ρία, χ ) τ О( а ) 

Δ 

Тук уеу И Ку-- У €3 съответио проекииитТе ὰ вектора A, A, BLPXY оси- 
те Оли £y, 

Нека сега параметричните уравиския ) i 

(1} χξ veglth ἀ Ξ 15 αὶ 
прелесталят една проста и Глалка крика 4 ς начална точка А(.ПШ. ha ) s 

крайна тгочка B0 A0, #(В)) и нека една материална Точка описва тази крива 

в посока от 4 към # под действието на някаква кила #. Ὸ Не е 4 
# 

съонина. Тъй като силата Е се мени, нейните проекиин пърху координат- 
ните оси χ O ще бБъдат функиции на дасте коарлинати хи р На поданя- 
ната тючка. Ла озпачим 1ези проеЕции съответно с Py, 1) и My, г) н 
да прелподожим, че те са непрекъснати функини На Ха г. Зачлачата с да 
се дефинира понятиети работа, илвъфпена през васуи: Ну лиижението на 
ΜΗ ΤΗ чка o крипата L, и ла се намери начин 30 ийесмятането 

на Тали работа. 
За да pcmnm 1ази залача, ние пърноначално м здместваме с една no- 

проста. която ни с позната.За целза разлеляме цизервала [ας В) на краен 
брой полинтеразлан. Нека тези нолинТервали са 

(2 е 1) [0 . ПА 
кълето 

аН 1o е А-В, 

и инска изберем числагта т,. 1., „ т, Зака, че tefr . 4] пра 
ἐπὶ, 2. L&, Да пъведем азначения и 

ХЛТЛИ τ } =00 1, Е) 

13 ет йеата =00 ТА) 
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ει(ξιτ ηι)- εἓίξὔ Π:) Ἔ ίἶ(ξυ Чд)- 

Нашият метод се състон в това, че заместваме кривата L, по която 
се движи разглежданата материална точка, с начупената линия, съставена 

or отсечките Ad,, Aid;y, ..., A, _ A, (черт, 110), 

й : ΕΝ 

Черт. 110 

Като считаме, че материалналца точка описка ΤΑΊΗ начупена линия 
ще приемем OCUCH това, че когато тя се движи по далена огсечка А T 
върху нея действувц постоянна сила и за проекииин на тази nm.“mmma сила 

върху коордацатиите оси ще присмем проекциите на силата !-“. 
= 

KOMTO отгаварит на точкатиа С лежаща на дъгата 4, A, Т. е. ще при- 
емем, че те са сьответно PIE ) и OK;, п). Тошш работата, която ма- 
териалната точка извършва при ABIKENHETO си по отсечката A, A, e 
бъде равна на 

P(E, M) (x; - αρ ) %-Ч(Ер цд(.”ь“.*“;-д). 

З рабшвта, извършена от ΜΕΗ͂ след описването на пялала начупена линия, 
ше се дава с израза 

ὰ 

Σ ἰΡξ m) (%, — а ОЕ η iy, . 
- 

Ние имаме основание да считаме така получената сума за приблизи- 
Ттелна стойпост Β. търсената работа, голкова по-б:пизка до „истинската”, 
колкото по-Гъсто € разделянета (2) на интервала [u, В) на полинтервали. 
Тази сума обаче, когато вземем елна шлрьбняпапм редица O7 разлеля 

HHA на инТтервала [ιι. β] клони, както знаем, към криволинейния HHic- 

грал 
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- [[Р(к. уах-О(х, ) 4у). 

Ето зашо ние по дефиниция приемаме, че работата, която се извършва, 
когато материалната точка описва кривата L под действисето на длалената 

] 

сила F, се лава ¢ горния криволинеен интеграл. 

§ 102. Случай, когато криволинейният интеграл 
не зависи OT пътя на интегрирането 

Има ὅσμη важен случай, при който стойността на криволинейния инп- 
тегал 

а) [ [P(x, y)dxt Q(x. ал 

зависи само ΟἹ началната и крайната точка на непрекъснагата и частично 
непрекъснато диференцуема xpusa 1, Mo която се извършнва интсегрира- 
нето, но пе м ог самата крива L, стиГа тя да лежи изияло в иякоя отнапрец 
далена област D в равнината Оху. В този случай nue ше казнаме пакрат- 
KO, че криволинейният интеграл (П не зависи ΟἹ пь 
тя на интегрирането в областта D 

Ще докажем следната 
Теорема. Нека D с една отварена и диисйцо снързано миомесество 

в равиината Оху и нека функциите P(x, у) н Оцх, г) са непрекъснати 
в Ὦ. За ὰ не зависи интег радът (1) om пъя на шапее пирането « абласт“ 
та D, с неойходимо и достатъчна ша същестиува такива фуцкция 
Ф (х. у), дефинирана и dufepenyyesa частно какта сиряма х, така и 
спрямо v к . която удовлетворява а D павенствата 

(2) ®,(x, 21 Р(ж, ¥), @ (x, ¥)=0(x, у), 

8 такъв с пучай, axo Ala,, a,) и Blb,, #.) га съотиелтто началната 1 WPt 
гаата тачка на spudama L, лежаща а ( , имаме 

с Ле(к, х οο αν s} @by, b~ ( а;). 
™ 

Доказателетво. Ще установим най-напрел необходимостта 
AR условието на теоремата. Да предположим, че криволинейният инте- 
грал (1) не зависи от пътя HA интегрирането в областта # и да иземем една 
Фиксирана Тточка аХъ У) 0T тази облаест. Ако (х, г)е произволна точка от 
областта D, 10 криволинейнияг интеграл (1), #еТ върлу кеято н 22 било 
непрекъснаТа и частично непрекъснато диференцуеми крива L, свързнаша 
Тези ве точки И лежцщша в D, ше зависи само ΟἹ тючката (v, У) и може ὰ 

бъде означен по следния начин: 
- 

ἑὰ, #3 

Ф(х, y)= / [FPix. υἹ χ -О(х, yydy]. 
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Ще покажем, че функинята Ф (х, у), дефинирана с помошта на това 
равенство в областта D, е диференцуема частно какта спряма X, тъй в 
спрямо у във всички точки На тази област. Наистина нска B{x,, у)е 
една произволна точка от областта D и нека числото Л е взето така, че 

¥ 
d(x4) Clx,+h,4,) 

ἐ 

Я (0) 

ol ᾿ < 

Черт, 111 

гочката Oy, - Й, v ο аа лежи в D, Ще запишем стайностите ЯК ху, 1) 
и Φίν, ὐ v 0 nOMOHITA На равенстиата 

Π 42 

Ф (у 1)) -f Py, ) χ Ἐ Θ α, vy dy] 

а Pyl 

и 
ὰ 1 3 

ἀ τ +й. )) f [Pix, »ydx+0(x, y}c!y], 

Xy, ἕρ 

кълето пълпвият криполинеен интеграл ¢ вчет по някаква диферениуема 
крива L, свърлншмиа точките х yol й Щлу Г) и лежаща” я D, а вто- 
рият -- πὸ кривата, състалена ΟἹ същата дъга # и o1 отсечката #С (черт. 
11 Поради пона, че отсечката #С с усноредна на аста Ох, ше имаме 

Φίν +h, κ11-- Ф ( ,r.J—“f[P(x. мах«+О(х. 112) 

#с 

ж4 в 

-ffP’(x, y)d.r:f {x, νῃ #. 

ве жЕ 

“ Попадли това, Че линейно свърланото мнажество Ре отворено, BOCER дае 

HETOBH точки могат да Бъдат свързани с крива, каята е не само непрекъсната, но 
и Зифесленциуема тук обаче няма да се спираме на доказалелствеато ма тоза фд::(“а“ 
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Към последния получен интеграл (който е обикновен определен инт1е- 
грал, а не криволинеен) прилагаме теоремата 33 средните стойносги и 
получаваме 

Ф(х, bl у)--Ф (α,, Ρ:):-ἶτΡΐζ х 

където Е е.число, намирашео се между X; и х.+. 
Като използуваме непрекъснатостта на функцията Р(х, у), ше полу- 

чим 

Φ('Ιι + hi .?l’_“_'_‘b(fth 3**.) А - т Р(Е, y)=P(x,, »). 
А-.й 

D, (ху. ) т 
ΓΕΥῚ 

Тъй като точката (x,, у,) беше избрана nfmn:nomm в областта D, 10 ¢ 
това равенството 

Φ, χ. )-Р(х, у) . 
с доказачо за всички точки от тази област. Mo апалогичен начин се вижда, 
че 

Ф! ἴα, ,У) = Q {x, )Ф)* 

Ще преминем сега към доказателството на достатъчността на усло- 
висто на теоремата. Нека ни е извсстно, че съществува една функция 
Ф(х, ¥} дефринирана и диференцуема частно спрямо х и спрямо ¥ B 06- 
ластта D и удовлстворяваша в тази област равенствата (2). Нека ¢ aunena 
и една диференцусма крива L с параметрични урависения 

X—f(f), J‘“‘&fl')- Πἓἳξβ, 

лежаща изцяло в областта D, началната и крайната τοῦκα на която са 
съответно ἡ“{., a,) δὲ,, b;). Съставната функция 

φᾷ()--Φ Ὸ , ваф. 

дефинирана в интервала (а, В), е диференциуема в тозе интервал и 

o (B #йИ) B, μ Ρ Ὁ). 

Като иземсм пред вид равецствата (2), получиваме 

Ф12)- PN, g/ (1) Qufin). gUNE’LL). 
Torasa ше имаме 

S1Px, ууахт Qix 14 
4 

в 
-j Γρί ί, g N/ A +Q (), κ g ΟἹ « 

% 

β 

- f φ' (1) τ -е(В)--9 (а)- D (b, δὲ)-- Φία, а)). 
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С това равенството (3) € доказано в случая на диференцуема крива L, 

Ако L € непрекъсната и частично непрекъснато диферениусма крива, 
ме тт м 

съставена от незатворените дъги A Ay, χά χ νν.ν A,y (където 4)-- 

-4, А В) и лежаща изцяло в D, 1o като запишем всяка oT Точките 

A, съответно чрез (&), а ;), ще имаме 

J’ [P(x, У ах+ Q(x. +) ω.-.Σ f [P(x, »dx+Q(x, »)dy] 
123 o 

Ai“t 2 " 

:Σ [®@@ ', &' )= (e, α,}}} 
J=1 

—o@, &)o@’ a)=0b, b)-0la, а,). 

По такъв начин PABEHCTROTO (3) € доказано B общия случай, а от това pa- 

BEHCTRO непосредствено следва, че криволинейният интеграл (1) не зависи 

от пътя на интегрирансто в областта Й. С това доказателството на тео- 

ремата е mm.pmclm. 

Често, за да отбележим факгта, че една функция @ (x, у) удовлетворява 

равенстната (2), казваме, че изразът 

(4 P(x, v)dx-+Qlx, y)dy 

представляна исин пълсн диференциал. Ета зшщо токуешо доеказа ата 

теорема поникога се изказва накрилко тцка: 

За да не зависи кривалинейничен иитееграл (1) от пътя на интегрира- 

пето « дадена отварена и лииейна свързана абласт D, ¢ необхадима и do- 

статъчна подинтегралният израз (4) да представллаа пълен диференциал 

на някоя функция. 

( 

Черт. 112 

Нека отбележим owe следното: Когато кривата L е затворена, Ha- 

чалната и крайната й Точка съвпадат и равенството (3) ни дава 

(5) [ [P(x, 9) ἀκ Θ +) 4)--0. 
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И така, ако криволинейният интеграл (1) не зависи от пътя на интег- 

рирането в дадлена област D, той ¢ равен на нула върху всяка затворена, 
непрекъсната и частично непрекъснато диференцуема крива или, както 
казваме накратко, върху BCCKH затворен контур, лежащ в Й. Вярно е н 
обратното — ако криволинейният интеграл (1) е равен на нула върху всеки 

затворен контур B D, той не зависи от пътя Ha интегрирането в областта 
D, Нанстина нека L, кн /., са две непрекъснати и частично непрекъснато 
диференицусми криви с обща начална точка А и обща крайна точка #. 
„Ако означим с L,” кривата L, описана в посока от # към A, то кривите 
L, w χ ще образуват, заедно взети, слин затворен контур L (черт, 112). 
Torasa ще имаме 

о..-.![Р(х. »ах+О(х, y)dy] 

- [ (е(х, γγάχεοα, ¥)dy]+ [ [P(x, ») ἄχ Ο (α, 4 

- [ [P(x. ) dx+0(x, 5 ая- [ (PG, γγάχ ἘΠῚ , )y, 
ε, 

откъдето 

Ф ,[ (е(х, »)dx+Q(x, 4) [ (P(x, y)dx+0 (x, y)dy). 

8 103. Намкране на функция, пораждаща пълен диферепциал 

Във връзка с доказаната в предишиня параграф теорема възникват 
<следните два въпроса: 

а) Когато е даден един криволинсен интеграл or вида 

{ ιΓ [P(x, »dx+Q(x, y)dy), 

как може да се узнае дали подинтегралният израз представлява пълесн 
диференциал на някоя функция, т.е. лали съществува такава функция 
Ф(х, ¥), която да удовлетворява равенствата 

(2) D, (x, )=P(x, +), D, (x, ¥)=0(x, ) 

в далената област D. 
6) Ако знаем, че такава функции съществува, как може тя да се на- 

” мери. 
Отговорите на тези два въпроса се дават с помошта на една теорема, 

към която сега ше преминем. При това отговорът на първия от тях се 
съдържа в самата формулировка на теоремата, а що се отнася до отго- 
вора на втория въпроас, той се получава в процеса на доказателството на 
тази теорема. За простота ще докажем TCOPEMATA само за случая, когато 
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областта D с правоътълник със страни. уепорсдни на коорлинатните оси. 
или пък съвпада с пялата равнина, въпреки че лвърдението й може лл 
бъдс доказано и 38 области от па-сложен вид. 

Теорема, Нека областта D е отворен правоъгълник, зададен с uepa- 
венствата 
(3) a<x-<h, с« у«а, 

или пък е уялата равнина и нека εὰ дадени две фтнкуии Р(х, у) и Q(x, 1), не 
прекъснати и притежаващи иепрекъснати частни праизвадни в абластта 
D. За да съществува фупкция Ф(х, у), deunupana и диференцитема частно 
спряма х и спряма ув Β и удавлетваряваща в D равенствата 

(2) B, =P, 1), D, , )= 0fx, , | 
с неабходимо и достатъчно за всички точки om ) да бъде изпълнено pa- 
венствота 
(4) Р.Ах, γηΞ Ὸ , 13. 

Доказателство. Необходимостта на условието (4) се виждла 
веднага. Нинстина or ранснствата (2) получавале 

DL =P к) O =0, (х, ) . 

откъдето порали HENPCK LCHATOCTTA на функцините Ρὲ ς 1) и ( Дх, у) слел- 
ва равенството (4) пъз OCHOBE на теоремата за репенстно на смесените пра- 
изволни от § 76, 

Ще ὡς занимасм сета © вьсраса Ὧ лостатъчиастла на условието (4), 
Като предполагаме, че това уклогие « изпълниено я областта I ще наме- 
рим такава функиия Ф(х, ) л. ценирана в D, която уловлетнорява ра- 
венс гната (2), При това ше ичали: ирел пил случая, sorato областта D с 
правоъгълник, зададен с неравенствата (3), но разсъжденията 1O съвсем 
очевиден начин се пргаасят и за случая, когазе # ¢ цялита равнина, кой- 
10 случай в същност « по-прест, 

Да влемем елно фикеирано v, o1 интернала {a, 5) и при чякакво фикси- 
рано ¥, взето OF иитерияла (o, ), ка образуваме опрелеления цизеграл 

. 

(5) / P vyle, 
. 
Ε 

» 

" 

където х е произволна точка ог ингервала (ω, #), Този интеграл προπυτπμ- 
лява очевилно функция ня х и ) дефинирана в областта Й. Ние ше си 
постаним за цел да намерим елна такава фупкция у) на променлива- 
та ¥, дефинираца и диференцуема в интервала (¢, ), че фуккинята 

Ф(х, ,\')--fP{r. Уя τ (Ἱ 

да притежана свойствата на търсената o1 нас функиия. При гояц ясно с. 
че както и да изберем ψίν}, PABCHCTBOTO 

Ф(х. V=P, т) 
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ше бъде изпълнено във всички точки на областта D. Нека изразим сега, 
че B D ¢ изпълнено н равенството . 

D,/ , ῬΞ Ο (х, +). / 
Ще използуваме теоремата за диференциране под Ззнака на интеграла от 
5 84, приложена при фиксирано X към интеграла (5), като диферснцира- 
ме“ относно у. Ще получим 

. 

3 

(6) О(х, < f Р/а. а + (3). 
«е 

Оттук ще намерим 1(1) като примитинна функиия на разликата 

M О(х. у)-- j'P,‘ (r, «а 

в ннтервала (¢, d). Това с възможно да бъле направено CAMO ако разли- 
ката (7) ¢ функпия на единствената променлива . Ho случаят « именно та- 
къв, тъй като частната NPOHIBOANA на тази функция CHPAMO х е равна на 

0.'(x, РХ У) 

израз, койго поради равенството (4) е pancul на пула за всички TOMKK OT 

областта D. Fosa показва, че функцията (7) е констакнта по огнкошение на х 
в интервала (а, #) при псяко фиксирано ¥ ΟΥ интервала (с, 4), т. e че тя 
факгтически не завиеи OT X, а е функция само на у. 

Обикновено при решаването на конкретни залачи от този пид инте- 

градът (5) се записва като неопределен интеграл, тъй като тана не До- 
вежда до никаква HCACHOTH, 

Прамер. Да сс намери функиията Dy, у), пораждаща пълния 
диференииал 

(% (x3 3y By 1 (93 χλνν, 
Nanarase 

“ По-подробно това стана така, Нека Jonyopess, че хл ха, И ека 1y € еаий пройз- 
волна точка ег иктервала 4е, 4) Избираме 8- 0 така, че интсрвалът (ру--й, γτ ] 
да се сълържа изцяло B интераала (4, d}, и разглеждаме фупнкецията P, г) в затиарения 
правоъгълнйк, опрезелен ст непавснствата 

HEISx, ο Ξ ΕΞ 10 ὅ. 

Този правоъгълник лежи изцело я Й, паради косто DO OTHOMEEHI на цего са изпълнени 
условията на Тепасчмата а диференинране ал знака на интеграла, Това ΜῈ позволява 
да извършим B ингеграла (5) нфе ο τ относно Р а точката ту Η тъй K370 га 
ὥς взъста плоиззолно ΟΤ инцтеразла (¢, #. TO o8 важи 1 ясияки (VMK OF този интер- 
BT, 

Случаят, когата XI5y, o разглежпа ΠῸ същия начин. o се отнася a0 случая 
Хе Ха TO τοῦ £ Понирост, ТЪН като тогана pancuctanTo (6) се получава, без изеЗщшиз ла 
сЕ ирибягва към диференииране пол JHASE на интегтала. 

- 
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B виждаме, че условието (4) е изпълнено, Следователно търсената Ффунк- 
ция Ф(х, у) сигурно съществува. Съгласно описания метод за нейното на- 
миране ще имаме 

O, D= Газ+30)ах+у )= + 2 2ау 
Ще хшферснпираме това равенство относно у и ще вземем пред вид, че 

Ф!.(хъ }’):Q (х, .V)-‘ 
Torasa ще получим . 

Ἠππ 
᾽ W '(}’)F")"’. 

откъдето 

V)=~ 
Следователна 

4 4 9 Ф(х, у4 + 

Лесно ¢ да се провери, че така намерената функция Ф (x, у) действително 
поражда дадения пълен диферсициал. 

Като използуваме получения резултат, нека пресметнем например 
криволинейния интеграл 

(10) [ [+ 35y dx+ (304 35 у) 4у), 
' 

където L е някаква глалка крива, свързваща точките (--1,1) н(3,0), Тъй 
като изразът (8), който стои под интеграла, представлява, както вече 
видяхме, пълният диференциал на функцията Ф(х, ), даваща се с равен- 
ствота (9), TO съгласно формулата (3) от # 102 стойността на MHTErnang 
(10} ше бъле 

ἄ ς 3, 0.--Φ(- ͵, 1γη--8! 2 -ξἓ. 

кажете, че под ичтеграла стон навсякъде пълен лиферсициал, и намерите съптветната функция, пораждаша този лиферснииал: 

1. [ H2x+3y)de+(3x-4y)dy), къдета L свързца точките (0, 0) и (2, Δ. 

2. [(Зузйпхв*х-.оовз.тд*у). където L свързва точките (.2-. l) и (-Ξ.. 2). 

Отг. 
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A, f[_vxe’ εἰχ (х- 1е йу), хъдето L свързва точките (0, 118 (1, D). 

Отт. Г 

8 104. Формула на Грнин 

Забележителната формула на Грин лава седна връзка между поня- 

тията криволинеен и двоен интеграл. 
38 удобство ние ще наричаме eana област в равниината нормално 

разположена относно оста O, ако нейният контур представ- 
лява проста затворена крива и ако тя може да бъде разделена с помощта 

на отсечки, успоредни на оста Oy, на краен брой подобласти, npeactas- 

ляваши криволинейни трапеци, нармално разположени относно оста Ох, 

всеки 183 от конто HilH нямат общи точки, или имат само контурни общи 
точки. (На черт. 113 ¢ показана една такава област, която е разделена на 

ΠΕῚ криволинейни Tpaneua.) 
Аналогично една област ще наричаме нормално разполо- 

жена относно оста ὥν, когато контурът й с проста затнворена 
крива м когато тя Mowe ла бъде разлелена поесредством отсечки, успо- 

редин на оста Ох, на краен брой криволинсейни трапеци, пормално раз- 
положени относно оста Uy, 

Mepr. 113 

Korato една област 8 равнината с нормално разположена както OT- 

носно оста Ox, така и относно оста Оу, ще я наричаме нормално 
разположена в равнината. Именно за такива области се от- 
нася и формулата на Грин, която се основава на следната 

Теорема. Нека R ¢ една затворена област, пормална разполажена 
относна оста Ох, и нека функциялта P(X, y) е непрекъсната и притежава 
непрекъсната частна производна Р,Цх, у) в naxaxea отворена област D, 
съдържаща R. Ако ¢ L е означен xoumypsm на R, onucan в положителна 
посока, те 

а) [ῥα, ;)άω-]!;’,’ ( ууах ду. 
&



Яко пък областта К е пормална разположена отнасно аста Оу,.а О(х, у) е 
функция, коята е непрекъсната и притежава пепрекъсната частна про- 
изводна О,шЦх, т) в D, те 

@ Jow nay=[ fo.x yaxdy. 

Доказателство, Нека най-напред R e криволинеен трапец, нор- 
мално разположен относно ΥΤΗ OJ.‘, зададен с неравсиствата 

алхав  fil)SysfAx. 

Тук fi(x) и /4(х) са дие фувкции, пепрекъснати в затворения интервал 
Га, δ]. 

Kaxro знаем, имаме 

“ АК 

(, f[P,' {x, }*)dxdy..f[ { Р,(х, ) :!„г-, ах 

# ; . 

» 
а а 

.--:j'[P(x' ,/; ("”““ P(.\'. /. (Х]П dx, 

Ot apyra сграни, ако означим ¢ L, графниката на функцията у-Л(х) 
а с /., графихата на функцията р--/(х) и ако A, и B, са съответно начал- 
ната и крайната точки на L, а A, v B, — началната и храйната точка на 
L (мерт., 114), 10 

4 

d 
| 

| 
| 

| 
—-—~—§:—-—.— . .Z.'* 

»- 8,8, 
A8, 

+ ГРе, хуах+ ГР(х, у κ 
e, я;а, 
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Като вземем пред BRI, че отсечките B, Β: Ἡ А .я; са успорелни на оста От, 
и като използуваме 38 кривите L; н L, параметрични уравнения OT типа 
ἨΔ уравненията (12) ΟἹ § 98, получазаме 

[ Pix, vdx= zf Ρίχ, y)dx— [ P(x, ууах 
а м . 

& » 

= ] P(x, f,(x)dx— j Pix, Г(хуах. 

*) 

- 

Равсиствата (3) и (4) ни лават равенството (1), което по този начин е 

докалано 31 случая, когато K с криволинеен τρᾶπειι, разположен нормално 
относно оста ὥχ. 

Нека ссга Я с произволна област, нормално разположена относно 
оста Ох. Като я разделим на криволинейни трапесни #,,Х8,,...., R, 
ше имаме, ΟΥ селна страна, 

{5 ff!’,‘(x. ¥)dx d_r-ffP,'(.r, P AX dy 4o + 
# а 

-é—ffP,' (х, Mdxdy, 
” 

От друга страна, ако с [, означим коп:ура на областта R, описан в 
положителна посока, ще имаме за псяко ἐ (където #-- 1, 2, ..., #) съгласно 
формулата (1) за криволцииеен трапец 

(6) fP(.r, ώκχ-- - [[Р," (v, ἡ ἰχ . 
' “ 

Всеки or интегралите а 

Γ Р(х, vidx 

"{ 

мМоже да бъде предстазен като с)у ма 0T няколко криволинейни ичтеграла, 
едни от които ο BICIH вързу атсечки, успоредни на оста Оу, и следова- 
Телно са равни на нула, а други — върху части от контура L на областта 

R, и 10 в посака, съзпадаща с положителната носока на опиеване на за- 
творената крива L. Ето защо Ще имаме 

- 

(7 [Ῥ , пахънее Ге пах- [ P ак 
« Ly " 

Като съберем равеснствата (6), кълета #--1,2,....п, и вземем nped вид 
(5) и (7). получаваме отново равеснсгвото (). сега вече доказано за в.яка 

област R, нормално разположена относно оста Ox. 
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По аналогичен начин се установява и равенствота (2), отнасящо сс 

за области R, нормално разположени относно оста oy. 

Най-сетне, xo2amo R ¢ edna област, нормално разположена в равни- 

ната, чрез събиране на равенствата (1) и (2) noayvasame 

е) [ [P (x, ) dx+0 (x " 4η- [ 19, (x. »~Py (x, у dxdy. 

което и представлява именно M. nap. формула na Грин. 
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ДОПЪЛНЕНИЕ 

РЕАЛНИ ЧИСЛА 

В основата на нашия курс по математически анализ лежи попятието реално. 

число. Основиите сиойства на реалиите числа бяха избросни в уводиата част на на- 

стояшия учебник. Сега си поставяме 33 задача ла покажем как може па бъде построс- 

но множестаото на реалните числа, предполагайки, че читатслят позпава лобре мно- 

жеството на рационалните числа. (Да припомним,.че рационални наричаме ония 

числа, които могат да сс прелдставят като частно на дюе ΠΟΠῊ числа.) 

Ἢ така ше CHHTAMC, че палполагаме с множеството на рапиоцалните числа и 

познаваме техните свойства. Използувайки тели числа, тъй да се каже, като гра- 

дивен материал, нне ше постронм някакви нови обекти, конто съшщо ще наречем 

числа — ресални числа. Отъждествявайки MEXOW 0T така построените плни числа 

с известиите ΜῈ OT по-рано рацшионални числя, ше можем да разглеждаме миожеството 

на рсалните числа като една, разширение на миожеството на рапионалните числа. 

Същевременно 16 видим, че множеството на резлните числа HANCTHHR притежана 

ъсачки онсзи свойства, ксято биха кзброени B уводната част на курса. Разбира с2, Μὸ- 

жем 38 си спестим проверката на онни снойства,конто сс отнасят само до естестиеци- 

те, целите или рацноналните числа, тъй KATO ще считаме, че тези свойстна, както μὸς 

че казахме, са известин от по-рана, . 
Построяването на MMORECTBOTO HA реалните числа, извършено, 3375 {2 Ὑρ έ 

от множеството на рационалните числа, може да бъде асъществено πὸ различии на- 

чини. Метолът, κοῦτο ше използуваме 34 целта, 2 дзвестен под името метод на Деде- 

киид. 

5 1. Дефинциция 1 реално число 

За две непразни множества А и B от рационални чисна ще казваме, че образу- 

ват база на реалноа число или прасто база, ако те притежанат следните свойства: 

1) за всяко число а ΟἹ Я и 33 вскко число # от B имаме а ; 
2) при всска избор на положителнотоа (ранианално) число Ε съшествуват та- 

кова число а ΟἹ A и такова число В от B, че ὁττασιε. 
Когато лве множества 4 и B от рационални числа образуват база на реално. 

чусла, ше изразяваме това, като вънведем за тази бала означението (4, В). Ще счи- 

таме, че всяка База (A, Я) представя едно резлно числоа, W ще пишем а-(А, В), 

множеството A ше наречем ляво, а множеството Β. пясна мнажество на ба.. 

nfl ‘(Ag Б)- 

Ще далем сега слелната дефиниция: 

Ще казваме, че двс бази (A, Я) н (я”, 8”) сл еквивалентна Помежду €W, H 
ше пяшем (A, By={A", В“), ако от 

agAd, beB, a'ed’, БЕВ" 

CIACORE, че 
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ΞῈ да имаме обаче правото да пишем знака .~ между две еканвалентии бази, 
“трябаз да покажем, че ако (4, B), (4', B'), (4", 8”) са три бази м axo (4, В) -(А”, Β, 
(4, 8)-(4“, B'), то (4', B)={A", В”), Да допуснсм, че послецдното равенство не с 
изпълнено. Тогава ΜΠῊ ще съществуват числа а” ет 4” н #” от В”, такива, че а b, 
или ще съшществуват числа а” от 4” в b’ οἹ В”, такива, че а δ', Да разгледаме пър- 
вия от тези два спучая (вторнят сс разглежда аналогично). Тъ като числото ε-- 
=a'—4'"' в този случай с положително, то съгласно свойстнво 2) от дефиницикта на 
база ще съшествунат числа а ΟἹ A δ ot B, такива, че А--а < Е. | 
Ho ot равсиствота (4, B)=(4’, В") следпа, че « Ξ b, а от раненството (A4, 8)-(4”, В”)-- 
τὸ ὧἷξ δ᾽᾽, Така nonywisame 

b—a<sa'—b"’ S δ-τα, 

¥. ¢ Β. a-lb- 0. Попученото противорсчие показня, че (A°, B )==(A", B''), 
Ще считаме, че BOWYEHR, EXBUBANCHTHA помежду си базн прелставят едно и съшщо 

резлно число, Axo например (A, 8) к {4΄, #) са две сквивалсптни помсжду си бази, 
те прелдставят едно и също числоа й B нис можем 23 пишем g—{4, 8) Ο пък 
a=>(4", 8”). По тозн пачин вечс сме построили миожеството на реалните числа.” 

Когато нки ¢ лидена сдна база (A, 8), има Dug възможпости: нли същестнува едно 
рацисонално чисдо £, TAKUBA, че за UCAKO « ὍΤ A е изпилнено неравенството а<г, а за 
пвсяка & ot 8 - перавсиството S # (т. с, такова числа £, което се намири, така да сс 
каже, ΜῈ ж д у миожествата A н #), ияи пък такона чиело г не съществувна. Ше пизим 
пведнага « примери, че тези два случая нанстина се срешщат, В пъррия случай ще казваме, 
че базатаи (A, й) срационална и че тя представя елио пационално чис- 
до -- именио онова рационалио число г, косто удорлетворяна посочените по-горе 
нераненства, Във втория случай ще кизваме, че бачата (4, В) сирациомалнакн 
че Тя Арелстани едлно н риционална чиесдло, 

Необходимо с при тона да отбележим, че когато едиа бала (A4, 8) с рационална, 
тя представя елко сдинстнено рационзлно число ¢, T, 6, че HE с възмажно дя същест- 
муват две различни ришнонални чисда г Η 1, удонлетворяваши сдиопременьо нера- 
пенстната a5 r и а е” за ΒΟΜΗΚῊ числа « OT A н нераненстнита #2 н Ν 52 ” ля всички 
b οτ B, Нанстина, ако гова би било пъзмижно я K0 например » <7, τὸ при жсеки язбор 
на часлата @ OT A4 нлу B бихме имили δ τ ¢ —r, косто иротинорсчи на свойството 
2) от дефиницията на Ο 1 

Също така с необхадиач; а 1000, че ико eana бали (4, 0) прехстаця елно рацио- 
нално число £, TO нсяка екнивалецтиа μὴ пем база (4", 8") представя съшото рационал- 
по число #. На ако това ие с таки, То 100 10 същестнуза число iy’ OT Я”, 3 косто а 7 1y 
ΒΗ ще съществува чиело δο от Й", за което By’ 54 . Да рилгледаме първия 0T тели два 
случая (вън ΒΤΟΡΗΜ случай се рмзсъжлина аналагично), Тогава аг неравенството 
A5 F, вадидичУ за BCAKO а ог A, и аг нераненството #2 а6, изпълнена Ἢ исяко b ov #, 
ще следва, че HOPABCHCTHOTO й--а2 ца”--А с й сила ири всеки избар ΜῈ числата « o1 
Ди or B косто отново протинарсчи ня свойстоото 2) OF дефиницията на база. 

Ще посочим сега примери за рацнопални и прационални бази. Нека r е рационал- 
не числа. То може да бъде прелставсно по ризлични начини чрез база ца реалио 
чвело, Ето 1 яколко примера за такова прелстаняне: 

1 
1) множеството A се състон ΟἹ числата от инла п а множествота 

1 
B — or числата от вида #+ =120 

* За жчитателк, NPUERKHAT към NO-ABCTPAKTIN разсъждения к запазнат с повя- 

тисто PCNALMA на екнивалентнкост, ще отбележним следното, Въвсленотоа по-горе nong- 

THS еквивалентност межлу дес бази BPLACTABRNATA нанстина една релация на еканеае 

лентност -- рефлсксивността Ἡ симетричността на тази релация са оченидни, а ней- 

ната Траинзнтнанаст ὃς Току-шо установена. Нместо да казваме, че сквивалентиите 

помежду си бази „представят ” CHIO реалиа число, по-дойре би било, ралбира се . 
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2) множестватоа А се състон ΟἹ BOWSEM рапионални чясла а, удавлетворяващи 
несравенствота а<.г, а множеството В — o1 всички рационални числа b, удовлетворя- 
ващи неравенствато Л r) 

3) множеството A е съставено от всички рапионални числа 4, уловлетиоряваши 
неравенството а < r, а множеството В - ΟἹ всички рапнонални числа b, удоанлетворя- 
вапги неравснството 0> r; 

4) множеството 4 е съставено DT всички рационални числа 4, улавлетворяшащи 
неравенството а«г, а множеството B — ΟἹ всички рационални числа &, удовлетворя- 
ваши неравенствато b2 г. 

5) множеството 4 се състон OT есички рационални числа а, удоВвлегворявашщи 
неравенството S г. а множествота Β — ΟἹ всички рацнонални числа ὅ, упдоялство- 
ряваши неравенстьото #2 #; 

6) MHOMECTBOTO A4 сс състон от всички рапионаяни чясла а, удовлстворяващи 
неравенството а «<г. а множеството В - - от слинственото чнело г: 

Ἢ множеството A ὡς състон от всички рашиснални числа &, удовлетворяващи 
неравсвството 05 7, а множествота # — ΟἹ елинственото число : 

8) множеството А сс състон от сдинстасното чиело r, а множеството В -- or 
всички рацшиомални числа b, уловлетворяваши неравенството #й 1) 

9) множеството А «е състон 0T еднистаеното число 7, а миожествато Й-- τ 
всички рацианални числа &, удонлетворяващи неравенството #2 r; 

10) множеството 4 се състон OT елииственото число г,а миожеството Д -- 
също от единственато число г. - 

Читзателят би моагъл сам 48 продължи тоти списък от различин иачнин за но 
строниване на базн, предстамяши дадено рационално число г. В съшност лесно се раза 
бира. че тези различин цачини ка безбройно st 0, Измежду ΒΟΜΊΚΗ сконазалентин 
помесжду си бази, предстаряшн 2а :сно рационално чиело г, пе отбележим седпа спе- 
цмална --- онази. която поставихмс ца послезно място а посочените таку-що примери 
м при XOATO както лявото множество A, така н зжспота мноажестта Я се състоят OT 
единственото число 2. Тази балза, която с в известец смисьл най-преста OT всички 
пъзмажни, μὲς наричаме станлартна батла на чис/ина г. 

Неки сега рачглелиме пример на мрационална база, Да означим с 4 MEOKECTROTO 
от BOWNKH положительи ранисналин чяслт o, 13 каито #7 -2, ас Я — множесктноти or 
ония положителин рационагии числа b, Σ конго b1 2, Да «е убедим пнай-напред в 
тТова, че множестимта A н B ебразунат Gaw. Скейстното 1) от дефиницията μ бази 
с очевизио изпълнено. За да проверим свойстеота 2), IR влемем сдно пронизволно по- 
ложително PALUNOHANHO числа к, а сле4 шзва само таковя кстествено число H, че 

м ¥ 
’ι'ἷ Ἐ е. Ν ди разгледаме числата OT вида | - . където , 1, 2,... ,п. Тъй като 

Ззези числа са рацпнионални, квалратът Η всяко от TRY € или по«малък, или тнътоляк 

ΘἹ 2 (кикто знаем, μὸ същестяува рационалко числа, чийто каадрат ¢ 2), T, €, исяко от 
Тих приналлежи μ на A, или н B При това първото OT тези числа --- чиклото |, 
очевидлно прицадлежи на A, а послелното -- числото 2, на миожеството B Нека 

Ε: -% ¢ най-голямо:о or часлата 1 ! ; -0, 1,2,..., 1 коесто приналлежи 

k=1 

„ 

(l + 6-3- l)-—(l + :)—'-:;(*‘n 

С това н свайствота 2) ¢ установсно. И така множествата А и B обралуват база. 
Да дамуснем, че така построената база (4, A1 прелетавя някос рашионално число г. 

33 числетеа г (каста ачсвилнс с положителнс) имаме дяс BLIMOKHOSTH - или κ5.0 , 
или #2. 2 G TBOTO εΞ 2, както IMACHM, £ smeasmaownn), Нека разглезаме нащце 

напред случав е3? Да изберем палижи телвото рапнанялно часло й ΠῸ такъв назлн, 

на множеството A, То:зва Ая Ἐ числана | 
4 

прииадлежи на B, На 

«а се каже, че реалиите числа -- TOgd ὰ πρῦτο класовете μ кеканазлентнец Г. ка 
които с таменцта на тази релация за скБиналентност сс разпаааа масжествотТо τ 
ο ὅστα, 
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че (Л) Ζ Това £ възможно, тъй като желаното перавенство 

' 4 2А #3 <2 

е бъле удовлетворено, ако вземем k<1 н освен това си осигурим неравенството 

γ ἘΚΈΝ, 

EQETO пък е раяносилно с перавенството 

Зу 

<3 
Тъй като B лясната страна на последното перавенство стон положително число (00~ 

ради неравенстното 12 -<-2), ясио €, че то може μ бъде yaosnetsopeno, Η числото 
г +Й ше приналлежи тогава па мясжествато A к спедонвателно TPAGEA да удовлстворява 
неравенството r | #5 7, косто € певъзможно, попеже > 0, И така случаят 17 ς 2 с невъз- 
можен. 

Да разгледаме случан #2> 2, Да потърсним сега такора положнително рационолно 
число Й,, че да имаме (r—h )2 2, или нсе cano 

3а 02> 2 

Това неравенство сигурно ще бъде изпълнено, ако 

2 =2rhy > 2. 

Последнота неравенство пък с равносилно с неравенството 

косто (порали условисто #2:» 2) очевидно може ля бъдс удовлетаорено за мякос поло- 
жктелно число Л. Тагава числоко i, ще приналлежи KA множествота # и следова- 
телно ще удовлетнорява неравенството г--й,: г. Топи обаче противоречи на неравен- 
ствота k- 0, И таки клучаят > 2 се също певъзможен. Всенчко това показва, че на- 
шето допускане, спорел което базата (4, #) с рационална, ¢ погрешина. Следователно 

тази базв с ирационална — ΤΆ предстаня едне врационално число. (Читателит се до- 

сеща, ралбира се, че това е чиелото „/2 .) 

Ревлните числа пие разделихме на дне катсгорни: рациснални — които се преде 

ставят посредством рационалии бази, и ирапионалии --- които се представят ΟἹ Wpa- 
циокалия бази. Какта вече отбелязахме, зсяко рацконално число г може да бъле прде 

CTADCHO посредством пякоя база (фактически посредствъм безбрс Bun много скакаа- 
лентни помежду си базн), 1. ¢ всяко рационално число r поражда, така да се каже, 
едно реално (или, ако се нзралим с горната TEPMHNONOIER, едпо рационално реално) 

число, Ще отъждествим рацисналното число ¢ с породеното от пега реално число и 

ще бепсжим това реално числа също « #. T. & ака {4, Я) с сдна база, предстаняща ра- 

Ццниочналното числа г, ще пашем κ - , #) По тахън начин ще разглеждаме множест- 
вато ог рационалните числа KATO част от множеството на ренлните числа. При това 

множеството на реалните числа, какта ς се убедихме, « едно нстинско разширеняе 
на мпожеството на рационалните числа --то не само съдъпжа я oot си ъсички ра- 
ционалиин числа, HO съдържа н такина числая, KOMTO не са рационални и ΚΟΉΤΟ наре» 
кохме ирационалнни,“ . 

" Във иръчка с въвадената лефиниция на BOHATHETO реално число неха забеле- 
жим следното: Колкото и сложна да изглежда па пръв поглед идеята, според която 
влно реално чясло се представя с помашта на безбройна много разлячим (но еквива- 

лентни помежлу си) бази, тази идея пе би трябвало да се схваща от читателя като съ- 
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Тъй като B по-нататъшното излежение ше срещаме както рационални числа, 

разбирани в стария смисъл, таха и рапионални реалин числа, ние,. макар че обиква- 

всно няма ла правим пазлика между тезя JBC понятия, когато всс пах се налага да ΤΗ 

рз-тм,тотшщтттстщаритиет:чпп рациосонал- 

HO число, а BTOPOTD --- с термнна реално рационално числа. 

§ 2. Сума w разлика ня реядни числяа 

Некав, -(45, Βήπα, (A, #,) са две рални чясла. Да озиачим с Я множеството 

ἘΞ всички аритметични рашионални числа, имащи вида a, а където аА κ . Ε . 

ас B множеството на нсичкин аритметячни рацисналия числа OT BRIA by йу K0 

-дето b,ER,, bEB,. Лесно се вижда, че множествета A и B образуват база. Нанстина 

, т неравенстватва, 5 . 0, < b, следна неравенството а; а: by +b,. Освен това, ахо 
же произнолно положително (аритметично рационцално) число, ще същестатват dy 

Е 

orA,nb,orB.,nnn.nb,—n. < НА к също тъй ще съществуват o, от 45 и &, 

Е 
o1 B, такива, че йу-а, < Ὑ Тосана (6,-+5;)--4а, + а;)<е. Числото а--(А, 8) ще 

маречем по пефиниция сума ня числатаа, Ν а;, н ше пишем 

а-й [“T‘flj. или (“. Π)“(Αι. B[,"‘("h Bl)‘ 

Tipean всичко необходимо е па се убслим, че далената дефиниция па суми на два ре 

аяпи числа € корсктна, т. €. че Тя нс зависи от избара на базите, с които сме сю послу- 

жили за иредставанета на тези дяс числа. Намстина, sxo 

m (A BY=(A{ B,)) (яу Βή «(Αὐ, B ῶ 
# # “ , 

то 

@) (4, B,)+(A;. Βή (Α.". РАТ ᾽ 8, 

Topa сс инжда всднаги, тъй XATO при 8,64, b,€8,, 0’64/, b,'EB,’, 0,€4,, bER, 

Ο ψ , ἘΑ,᾿, δν ῈἘΒ,, неранснстната а) Ξ δ᾿, а 5) аА @y #В които са в CHAM 

паралди pascucreata (1), осигуряват исравенстзата 

41 ‘fl]gb"”'b.‘ l Gf -#-0;5#.1*51. 

които пък OTHATABAT, че с и сила равействоте (2), 
Да отбележим оик, че, както ие е трудцо ла сс иниди, B случа# ΗΒ пационални реални 

числа въвслената дсфиниция ΗΔ CYMA води 0 съшия резултат, до XOATO стигаме при 

събнранелта πὸ аритметичните рационални числа, т. €. че ако #, м г, са две аритметични 

разионадии NHCAR и £y : £3=r H ако, OT друга страна, 

(3, F|=(A..Bt). ""‘A;. Бд)- 

та 

( r={4,, В (A, By 

вършкена нова 33 него. Н съшнест no подобен цачиппш,т незщтаицрн лефиницията 
12 4 

на рациоаналинте чнеляа. Товаг, че например пробитс-2ч ( ' g BT а. са равни 

помежлу си, фактически означава, че една рашионално числа & иредставено посредст- 

вам безбрайно много различни двойкм цели числа. Разбира се, при реалните числа 

случаят с вое LAK по-сложен, тъй като базата ΜῈ елно реално число вече ς ς днойка 

числа, а лдвойкха миожсества, всяко OT ΚΟΉΤΟ сс състои OT едно или повече (в общия 

случай безбройно много) рацшнонални числа. 
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Нанстива поради. равсиствата (3) при 4.€4,, b€8B,, a,64;, 5,58, ше имаме винаги 

‘flliflébn. Gaé"asbu 

ад+012п+г156.+6„ 

# 

откъдето получаваме 

& оттук слепва равевството (4). 
Ката иземем пред вяд, че 32 арктместичиите рационалик ἘΠΈΓΒ са валидни комута- 
Швшттепит(щшшт 
разсъждения на читатела), че ΤΕῊΣ закони остават в сила и 34 ревликте чясна. Комута- 
Тинният закон, както € известино, се изразява с равсиството 

а,+83-83404, 

а асоциативният --- с раненството 

(а,.+а3)+03-а,4(а:+а;), 

валядни пря всеки избор ва рсадините числа 84, й 5. ACOUMMTHBHIENT закон ня дина въз- 
можност да дефимираме понятнето сума Чаосредством METOMK на пълната матема- 

тична индукция) не само 34 две, Β 38 произволен xpack брой събирасми. ᾿ 

Нека сега a=(A, Я) е иякакво пронзволно взето реално число. Да означам с B~ 

множеството на ясички числа ΟἹ πηπὰ —b, кълето ΔῈ , а с А“ -- миожестаото BR всич- 
XN числа от вида —&, където σΕ , и да проверим, ме двобката (87, 47) ¢ едва база. 
Нанстина от меравенството а ς b, валидно винаги когато аСсА, δΕΙ͂, следва иеравсаст- 
2010 --45--а,. Ако κ 0, то съществуват ас А к ἐῈ Β, τάκηπα, че #--а< е. Но тогава ще 
имаме също (--а)-(--5)< ж. Реалиото число, определено ot базата В“, ΑΤᾺ ше ma- 
речам противоположио на реалното число ал (А, Н) н ще τὸ бележим с --а. 

Лесно co съобразява (иска читателят сам извърши иеобходимите разсъждения), че: 
а) дадсната дефиниция на реалното число --а е хоректив, т. €. не заниси ΟἹ W3~ 

бара на базата, с която сме представили реалното число а; 
6) за всяко рационално число г, рязглеждано като реално чясло, неговото проти- 

воподожно ревлно число -- съвпада с онова, което се опредсля от аритмстичното ра- 
ционалцо чнело --г; 

в) 24 исяко реално число с имаме -<--а)а., 
Също така лесно се вижда, че за нсяко ревлно число с изпълисно равенството 

% - a4 (—a)=0, 

Наистина nexa а-(А4, В). Съгласно пдефинкцията за сума ΜῈ 156 DEANER числа ще по- 
лучим една база (С, D) на реалното число а--(--а), ако означим с С множествота, 

което се CHMCTOM OT всички числа, имащи ил а--й, а с D -- множеството, състоято се 
OT числата от вида Я--а, където 064, ΕῈ Β. ΤΙ хато очевидно имамс виваги 

а-3а045-а, 

базата {C, D) представи рашноналното чясла 0. И такаи равенствота (5) е доказано. 
Друго равенство, косто съгласно нащшата програма OT уводната част на курса 

следва да бъде установено 38 всяко реално число , с равенството 

( αὐῦπα, 

To обаче е ачевидно, тъй XATO, ако а --(, Я) и ако съберем Gasara (4, B) със стандарт- 

иназта база, представяща числото й, ие получим 38 сумата ¢-+0 отчово базата (4, B). 

Cera вече можем. I8 докажем Η следното CoONCTBO на реапните числа: ако а 
π В са две резлини числа, TO съществува, M то сдно единстасно реанно чясло Е, удовлетво- 
ряващо PABCECTBOTO 

N а+6-В. 

Бихме могли да се взразим също н така: съществува RO вдинствено решение на урав- 
нението (7), в костоа н В са две дадеви реалии числа, а Г е цензасстно. 
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Накстина за поставим нч мястото на Е реалното числе Й 1(--а), Ше имаме 

а+ В + (1--ай-а-((-а)+ В|-(ач+ (—a)] Κ 8 --05:. βεεβορθεβ, 

Yio тозя начий « показана, че PEAANOTO число Й | (~—u) е решение на урарнението (7). 

За да вялим, че Ттова уравнение няма IPYTH решения, нека опначим с т кос па с пегово 
решение, т. с. нека ἃ . Y- Й. Тогава ше имамес 

εὐῦὺῖ δεαγείἝα ἐ - αὐ 

е(у +а)4+(--а) 

=iz |1)+(-а)-й4+(-а), 

Йт реалното число Й + (--а) с слинственато решенне на уранненнето (7), Това чиело 

ше означаваме за по-кратко с Ά-τ-ὰ н ще наричаме разлика на реалните числа [Ἐπ α, 
Слелователно чоежем I3 LSS 

a ὶ (β--ἢ -- , 

От дефиницнаята на разлика истосрелствено слелва например, че 38 всяко реално 
L Ν e R 

a0 o " 0.--αἃ. ---σ. , 

Hocno се икжда съта, че акой и Й са дяс псални числа, 1o 

<-Чал В)-4--а)а Ф 

# 

e LV AT . 

5 , Hapestiwe мя peannure stecms. 

Абсеолютна стайност 

Дадена реаждано числа ί, Я) ше нарияамсе 10 дефиниции положително 2 
ще име μά [(48, Нъ U, когато MEOROCTEDTO Я съдържи поане слнозичнижи TSI 
ΓΤ . ΤΝ За δᾺ сс γύσπην, че TORY έ далкената дефиниция с 
кореканаи, . ἀοηνέμεμ, чец А, йъ 14,, #н че , #1 - 0 Тотгана кънкстлува тахкопа o 
ΟΥ A, Ὦ косо μ 0 С εκ свойството 2) ег легфиницията на база e съще. 
сТвуват тахноа 2. OF . н i ме Д че Й, ау o Оечук попучацаме o, -6, -а, Ho ge- 
радя разсистоотацта, B1 (4, #1 ще ς <,, порани косто заклимчаваме, че o, > 0. 
И таза ε, #0700 С отоца кюрекицкетта на гефицицията на пайянети йоложанелно 
реалиа чм € устанабсна. 

Щаиа казваме, чс феалнота че3 и соетрицателна, Я ще иишем o - 1, когато 

имаме «н С Очсавдна TR дефициция с раопаснлниа на елсаната: (жалното число 
ий LA, ς найичаме μ τμο, κ τ MRS 1O 0 Вщьрда не сл ащ 

Late i LA а мезичияа Ρ Ε Ρ : число & 

Gl ка ме е WLt че ираавоцоложнато На τ Π Ὶ ΠΗ PR 1ty MHEAD ¢ 0t - 
PHUSTEAUD а ORFAInG o ὰ ι че Π κ дазлично OF Ἠλ 10 регани ι кокли палажие 

телио, pan eTorexe o, Голниствло чеслаце 0 не ¢ HHTO зкиижителсо, Ui TP~ 
ΊΩ 

!хогчо «а ΔἨ лазени лът Геслии чиклаа и B, ше казваме, чеа слочолямост 
В унли че В спомадКас 0w, μ ΄ , ὶ μῃ Це ц сигала, κ τ PO 
число π- й « паложителцео. 

Hewoe, че зъпа Π το сигуриса . Йели {Π - ч. Пе такъв начин реатните числа могат 
За се сразвняват по голсмина, ΤΟΒ имаме пред ι кената казнаме, че D MUORECTROTO 
ва реалнизе числа с ΒΈΒοπομ Σ сана нилеза duare ΠΗ че ὯῈ мнажество с nupedenn, 

С исл да ирпидзалем на дефичицията на неравсиствота и > такана «олма, кояго ла 
бъзс no-y200H2 за рабета. ле прелположим, чен (4, BL -(С. D). Karo Μ кномнил 
дефинишията ка разлика ни 402 числа, виждаае, че еал янсло а--Й може ла бъле 
прелставено чрез слна DO XL инеши SIS B0 из окоято 08 състон OT ссички янела OT 
B с--(, кълета €4, 45 D Тогава, вимайки прел внд зефиницията на нелажително 
PO τ чне 0, мг τὰ мзкож ч OISR правизо : акся (L Дрий (0, 1), 10 μορα- 
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венството - Й азначава, 
че a4, 

С помощта на ичказаното правила л.оже лесна да се покаже, че: 

asoa<Bu <y, τ а « у; 
ако а<В н у«6, τὸ g+y<f+5: 
ако αὐΞβῇ, то --α» —f, 

че същестаунат понс сдно а OT А и понс елно o 0T D, такива, 

- 

Ще казвамсе, че 30 люе реални числа ч и Й с нзпълнено нестрогото поравенство α Β. когато имаме нли - B, или п =B, Hexa a=(4, B), В-(С, D). Спомивяйки сн дефи- ницията на равснстаота (4, 8) (С, D) н на строгото перашеиство (A, В) ка D), можем ла заключим, че нестрогото перавенстиоа < B, япи (A, #81<(С, D), с равиогилно Ὁ WIMCKBAHCTO 3а всяко а ΟἹ А н Δ псяко « o # да ¢ изпълпецо нсравенствота ὦ " 4. От поглелната белсжка непосредстваоно «лелиа, че ако азВинп> В, тоа-в ” 

Беъ труд сс прозеряша Също, че: 

ako «В и Воту, то πτν; 
axo ¢ 28 н Ὑ:. 6, τὸ oty f4-8; 
ако az=f, τὸ —ug-f. 

Kuorato сдното or Aseie ΡΈΝΠΗΝ числа, конто сравняваме, « рашкопално, лалените пое-горе лефиницин за иераненстна могат Μ алко да сг ONPICTRT, А именно ако а-(, #) SN 1езлно, ἃ г - CUHO рацианално чнело, то нераненетвото а # € равпоснлно ς из- ке хването ла съшсестнуна такова 7 OT A, за което ла MMAME 425 ¢, а неравенството а =5 -- ς изнсхнането B мяхое b o1 # да имаме b<r. Пестуаоеато пък неравенство ае 01ла- 
чава, че WANING 0350 38 SO0 ц ог A, в исстрогого исрансгнство QD F - ачалогична, 
че имаме A2 r за Всико B or 8. Оптук между другето слглед, че ако ц ~(A, #), 1o 

. uSush 

за всако й ΟἹ Aunamesxod or Й. 
Най-С3ги 400 г. н г. ка дяс редяни рационалии числа, 10 иерашелсетвота г. <. 

(NI, μ негтгроюгото неравзенство Ξ Ρ очевиано с изпъпнено тогана и само TOTRNA, 
когата 10 е изпълиено MEXCTY TRY, разглежплани като цригметични рашионални числя, 

По-голямета ΟΥ часлата а и --ц HAPHYAME абсолютияа стайност ня чи- 
сжна чц и го белгжим с Jal. Ясна e, че виниги а| 20, като upa тоза 18 11» 0, axo a+0. 
От друга страна, (01-0, 

Hexa o й Й cu дне реални i@, От кераненстави ка 

ὰ w PSP 
слелаа, че 

α ΒΞ w4l 

в Of нерзценствата -абар κ ΒΞΙΒΙ 
с.едва перавонетвота 

—fn В αἹ Β. 

O ¥l получаваме DIFHATO иеравснстаи | 

ай < el 
υ 123 

От равенството сък % 

селслва 

откълето полузхваче .



Β 4. Произведение ¥ частно на резлии числа 

Като си соомним дефичицията за база на реално число, както я тази за еквивалент- 
BOCT на две ὕδτη, лесно можем да се убедим (подробностите предостаяяме на читателя) 
във верността на слелното твърдение: 

Hexa (A, В) « База и нека σἜΕΑ, КЕВ. Ако A" е множеството ΟἹ всички числа с OT 
A, удоелствораянвашн инсравевството a2 ¢’, ἃ #” --- множеството от исички 5 ΟΤ B, конто 

удовлетворякат неравеяството b5 δ', To двойхкте миножества (A', B), (4, #”) н (Α', 87) 

τ9 съто бали и при това базн, еквизалентии на базата (4, #). - 
Axoa—(A, В) с сано положително реадно число, 70, избирайки числото o, 

33 което се говори в гориото твърдение, ΠῸ такъв начин, че да имаме o> 0, можем да 

получим сдна база (A, В), която представя същото реално число &, HO която кма още 

следното саиойство — както нейпото ляво, така и иейнпото дясво множество се състоят 

сама от положитслин числа. Такава база ще паричаме положително редуци 
рана. И така всяко положителна реално число притежава повс сдна попожително ре- 

i дупирана база. 
Нека сста а,-(4;, Я,) g a,;=(4;, 8;) са де положителни реални числа, 

презставени с някон свон положително релдуцирани бази. Да означим с 4 мпожеството 

M3 Всички числа ог видя @4, Където 754 0:64; в с B множеството ца всички 

числа от вида ὀ . кълето b,eB,, bR, Нска провсрим ссга, че множествата A н В 

образуват бала. Като нземем пред вил, че (44, Я,) и (4,, B,) биха полпожитслно peay- 

пирани бази, велнага виждаме, чс от церанействата а, 56 9,5 8, следва неравс 
0,3, S b,b ;. с което свойството 1) от дефицницията 3 база е проверено. За да п ι 
съвойстьото 2), да BICMEM елно произволно положително (аритметично рационално) 

число с м ла фиксираме след това (също по пронтьоден пачин) едно число διὲ or В) 
« 

и сдио число by’ or #.. За попожителното число e'—m-s-l:- ще същестнуват числа 

а, от Ay b, от 8).а, от 4,нА;, ет B, такива, че b, —0,<c" и by—a;<e’ При това мо- 
жем очевидно δὰ считаме , че Я,55г”, 
Тогава 

ὑμν;--αγα," bbb, +b it gty 

-АЦА, -а;) га Ду —a,)<b εἰ ἐδὲ εἰ = 2By | #) . 

И така множествата 4 н Я цанстина n.fipuymr'finu, Peanuoro чясло a={A, В) ще 

наречем по зефиниция преизаедение WA числата a, -(А,, 8,) н ὐ Ξ 8,) н ще пи- 

ем 
4 

а-аа, и (4, B (A, B XA B 

Не е трудно ла сс убелим, че токучцо дадлената дсфиниция с копектна, T. с, че тя пе 

зависи OF специллния избор на базите (A, Я) н (л #8;,), стига те ла са положителпо 

релуцирани. Нанстини нека (4, B)={4,", 87) и(я, #8)-(я;. BS), κατὸ при това 
н четирите бази, конто участвуадт B телм равенстаа, са положителтио релуцирани. Ако 

а ,БА . BER,, u €A, В,ЕЯ,”, u kA, bEB, аг/6лу, bERY, то Ot дефиницияти за ра 
венство на авес бази we cncam, чс 

a,Sh,, a/Sh, a.5b), aysh, 

откълето ше палучим 

flp):_fi_’b,‘fi{, a"az'ébtb;. 

А TOB3 означава, че с U силяа паменстасцо 

(Аз. БЦ (A;. 3;)" (-‘lz'¢ 31'3 (.А!.о Bfl» 

Нека отСслежим BXTHaI2, че ἄχο £y Η к. €3 280 рашислални положителин рсални числа, 

те произвссецеста WYY, ὡς ἜχΗ к 7 T30 газчата дефииитщция, сънсаза, какта велнага 

φ ς LI, к реанине Mooy, 090wy T s τ O Θ Ρ μ Π 7 ; 
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(За да се убедим и това, лостатъчна е да представим тези дре раинонални чясла по- 
средством техните станлартин бази.) 

Съшо така лесно ге устанонвява, че: 

ако 0«<а<В и 0<у-<6, ro ау«6, 
ако 0<а<Йй н 0<154, 1o ar<ps. и 

След като разполагиме с дефинициета 35 проязиеление ла дне положиетелни реалия 
чнсла, пронзаедейнието KA две пронзволан реалин числа ще лефинирамс RO следния 
начин: 

( Π 8 }), ака a>0, B<0 нян α -ο, B 0; . 
0, ако σ--ὁ или =0, 

Ὅτ тази дефинниии слелва Белнага, че ча BOCKH лие PCRITHR числа а м В изламе 

1е -- 1а118:, 
Десно може πᾶ се нили, че за пройзнеденцсто па реялин числа остенат B сили каму- 

тативамат н BCOUMATWAMKAT закон, изразени чурез паненствата 

. ай- и π , 

(αβ} γ' -e(by) . 

Най-напред тези лес райенстна сс YOIAHOBADAT и CAYNAR, KOIATO всички участвували 
в тях резлни числа са положителини ( н тази случай 1е се ноивиз следстиис οἹ факта, че 
комутатконият, CROTBETIO зсоциатианият закон ¢ н CHAD 30 пронзюесленисто на BPHT- 
метични рашионални чиспа?), B слел топа абщата им палианакт се прошерава it основа 
на дефиниционнато равсшгай (13, Пека споменем L, че асоииативният закан пи 
поунсияна πὰ гонорим за проюичжваедение не само на лис, 10 и ца нреизвален spaes брой 

резлим числа. 
Валиден ¢ също n v, . ЛЪ!ЕПШЙ) ΠΘΗ Закой, Π ΔΡ Ῥ ΌΔΗΙ «е с mmucrbmu 

а } Ρ Ρογ.Ψ 

в { А axo а->0, B0 или а<0, β΄-:Ὁ; 
, Β. 

Той може μῃ бъле устанавсн най-нангел и случан, когата o0 115 # лъл сснова еа 

дистрибутивния закон цри аритметичинте рациоцанни чисии, и след мзна в общия слу- 
чай € номанета на дефинииисниотао рацснство (1) 

Неки сега о"ново ц - (A, #1 велно неложителине резако чнесло н база1а (4, #1 
с положително редучирана. Ще означим с “ MHOWECTROTO ца μΚ аритметичин ра- 

1 
Θῃ числи, имаши ΘΌ b Y къщ Е 0 ¢ AT -- миожестарта на зсички ApHT. 

! 
мегнчии рапионална числа ΟἹ 6 “ " къжтеа Ξ . μ а айжди, Че диойката 

(8+, A*) с eonn база ня реално числио. Нанстица OF пцераненствота а # следква {ΤΊΠῈ 
¥ 1 

като й) перашенството ь = o BE гова е нровсрено сясйство 1) аг лефиницията 

из бБала. За да uposcpHM сиойсткото 2), пека нчемем @/ пронзноалнио подожително 

ΠΗ μ рацшнионалнко чисит е н нева оснен TODD ΟἼΗΒΗΗΜ С oy едно TAKOBR шадо 

жителиа аритметично рапяонално числа, кюето прииазлежи на 4. Саел Ттова 33 k. 
мем такова число ц мг A ийог B, чей g -<ray®. Можем при това 12 считамс, пе 2> са, 
Ho гогинва 

И така πνοδνητα { , A*} ¢ база 12 едно реалка число (косто при това « очевилно поло- 
жате:ша), Танва чисгиз ще нарсчем 0 6 ратно εμ полажителнота рсално числаа(А, 8“ 

1 
ишшбе.па:инс-в-- 
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Деснва се зинжда (отвово ше прелоставим на читателя сам да се увери в това), че 
1 

дадсвата дефиницикя B реаляото число 2 # Ккоректна, T, €. че тя ς зЗаваси от избора на. 

базата (4, В). с помошта на която сме представилн положителното реално число а 
{crra тази база 13 с положително редупирана). 

1 
Акоа £ е:но отрипателно реалпо число, то негавото обратна число а ще дефи- 

ннраме € равенствато 

1 1y, 

- (=) 
Queniizmo ofipaTHOTO на взпо OTPMUATE MY гедлио чнело е също пгтрицателни. За τηςπσ- 
то 0 пе дефинираме сбратно число. 

Читателит дссно ше устаповн., че кагата г € рациопално (еално число, различно 
ет 0, псговото обратно реално число съшщала с опова, което се оирелели ὐ врятме 

! 
тичното рашиснално чиеле ( / 

Съшо τακὰ лесно «е показча, че 13 BOAKO ρέσπησ число а =0 имиме 

-т*-п 

а 

st κσα Oall 0, τὸ 

-! “l- l 3 

’ . B 

(2) a- - 1. 

Hall-ganpe s ше μα ак ὴ случан, ка 0. ει τ , H), hacto (A, #) с hukoy 
1 

положителия редупирана (R, 14, какта LHICN, a = (#“, Δ, хьдето #“ ц " са M- 

FOCT i 1, κομτῷ ὥντα KB τ поангаре. Съгизена лефинициеята 10 произведеиие 1 по- 
- i 

ложителна ржални Ὧ πὲ пе η τ ааа 10, D) на реалното часлоа " а ! Ἀκὸ 

а 
озизкаяим ¢ С мнажестиото μ DO чнсла аг инаа п "ὰ κ Й- мнажеставато ца 

я 
всачьа чисаа OF B A „С къчеТо τ A, WA Τ ὴ η имаме μ 

косте i dud. че оазата (¢, О) представя ранноналнато число 1. С тава рашепството 
121 ς σόκατᾶηο, ve.ara це Й. Koravo пъха- 3, равенствота (2) сс прозсрява во следзния 
HAZ Ν 

1 1 еааа } 
ε" 
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Друго важно за нас равенство ¢ 

(32 α.ἴ-πα, 

monmmmnmmTomwummmnmmm 
o> 0, като за παπτὰ представамс числото 1 чрез неговата cTannspras база. Korato пък “ 
a<0, то се получава така: 

a.l=—(lal.))=—|a| =—{(—a)=a. 
Най-сетне, когато a==0, равенството (3) е очевидно. 
mnnmotl)mmmmmumflmmmmomocn 

раясвството 
- 

( α.{.--;:}-----α. 

Hapcrama, ако a> 0, 10 . 

. of— D= —a. |1 )=—{o. = —n, 
a axo a<0, τὸ ᾿ . 

, а1 а1Пе αλ1-τ , . 
Когато пък a=0, равснството (4) е очевидно, ” 

Да разгледаме ссга γραβησιηστὸ 

(5) L1l 

хълсто а м Й са дадсни реални чясла и при τόϑῦ a0, Ще покажем, «: Tosn уравненне 
ΜΜΔ, и Τὸ сдно единствено решение OTHOCHO менъместното Е. Нанстина да поставим 

ка мистото на Ε реалното число +° Β. Ще nmame 

(..... μ) (α-ἑ)μ-..ι.β-μ.ι-ρ. . 
1 

И таки числото - P сс акази решенние на уравиението (5), Тона ypanuesie не прите- 

жава други рещении, защшоето, ако Ὑ « никикво произволно ичзета иегоко ретшение 
(т. €. такова ρουπμὸ число, ча което ¢ изпълисно равешството ату-(), 10 ще имаме 

- 

1 1 1 1 1 
т-т. | -т(п "E)-(W)‘;'(fl?}‘; “βἷ“- ἷβ. 

1 
Чиспота ππ' B, косто, както вндихме, € CAIKCTACHOTO решерие на ураинениета (5), 

B 
ше наречем частнио ΜῈ числата В ич и ще ro бележим за па-кратко с ~— " Ето защо “ 
можем да пишем 

β a-g B 

Or дефиницията K9 MICTHO следва HANPHMED неляага, че за исяко PEANHO число и имаме 

. а 
-i-—.-m 

Jlecno се вчжда съшщо, че при а--0 и B.=0 ¢ в сила PABSECTEDID 

б ΕΝ 
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а 
Навстина, като вземем пред виз, 96 6 Ξ Ἔ * получаваме 

ual_»_: B.g.)-i--a -;“i ;5-1"fll. 

откълсто слельа равенството (6). 
A0 0,=0 i 70, та при произволни реалин числа В, и В, е в сила равенстиот 

βι . βι ͵-βι B 

ὮΕ Ν Ν 

βι 
а βια; й 

& fl-: " B, 

α; 

βι 
И VB И 
βι α, га B αι B, 

) - α, 

Ε 5, Πρμυην τ Архичед Ν гъстота 
ни раимоналните н прашижалиите числа 

B игеРишните льа naparpada бяуп устанавени релица снайства на ре щите 

числи, нърслевеши се € вомешта MY неравенства. Това беха спойстна, даваши  fLIKK 

межлу βεβεισμοτο в 3 карсжлане на реллните числа, OT σπμα страна, и OO миите 

събиране и умеен.сние, от apyra. Ссга ще <o кпрем на лруги някан свойстиа, ΟἹ фълни 
съще с нарежданвето на реапните числа. ? 

Πυρεοτο ет тях, WIPCCTHD като ὰ Apxpssed, 1азеи; Це същ ес” вува 

реалкьа число, коста да бълсе по-голяма ο асички естестве- 

ни чиелао (Сриесяче κατῶμο, миржестроата ка естествените чнела, 

разглежданос като MQORCCILO τ Геалии числа, не с OF рани- 

чено оетгоре! 
Езистина нека u (А. B} ¢ преизволко геалио число и ека AER. Аритусти"ното 

рапиеокалка чксло # (коета можем да считаме полдожителнс) иму вида b=+ Khie- 

та р Ν ῳ са сстествеги числа. Яско C че са b скла керавснсиа:а b р, OTHLACTO 

гаъщ ὦὐ р- LM τὴῇξβ съюеетвува сстествеко числе. гочиодемо 01 произволно 

Ειετοῖο реглке sicso . ( токва приншелът ка Архимел е зекватаи : 

Деъгес «ъсбетво ка регзданаас числа € ΦΛΕΡΈΘΤΩΣ Спеда целите числа, не- 

налминаваши длалена реадна чиесдо O, нма DUHATH едно #а й- 

теодаяаме



Зя па се убелим в тива, за вземем някое ияло число л». ве налминавашо & Ако 20- 
пуснем, че не същестоъва най-голямо цяла число, ненадминавнашо й, ΤΌ ше намерим 

σιδροβηο много цели числа My, Т . Π κ « . « „ Такина, Че да имаме 

кае п η πχς ς 

umSalk=12,. . .) Но mZ# ΕΝ, откъдета ше слезни, че HEDABEHETBOTO πο κά g, 
пли #7 5 sty € ИзПпЪълнено за асяка сстсствено «исла Х. Това обаче протиноречи на зо- 
гззанин принцит на Архимел. 

С лелзашщито сиойстноа, KO TG ще усгановим, се нарича гьспинца на дачианалните ц 
прачииналните числа, То се ичраляна чрез еледнато гвърдленис: Между πόσκκη да с 
псални чниепа се BAMHPAT безбройне многео раинснзатин н 
безбрийна мкага ипационални чясла, 

3 да декажем Тияз тиърление, достатъчно € да покажем, че € в сил3 CAZIHO D, 
аке н Й ка 29е рсалии числа, при каста 17 Й, та същестахозт ше CIHO рационалнос 
мисло г Н не μ нрациопално число P, KONTO удоавлетозиарнияат нерашенствата а <е Н 
чер Й 

ΕἸ така нскач й й <3 oz реални Ο й пека а . B Съгласна прийнята на Ἄρτη 
. Μ межееч ля памерим такова сстествено чяслиа ¢, каето па удлдовлетвораява нелавен- 

1 
стаот« +) а ἃ Тоганд ше имаме 9й gu - L. Лесна с да ce yGeuusy, че межлу чи- 

AT и н 49 се цамира поне едно τ числоа н, AKO аниуснем, че такова (IR0 Ο ΤῸ 
HE CHIICTUNY AT, τὸ озадчивайки к щ найегодяманео ALY IR, иечазмничажииа U, 

бнАМЕе ΜΗ ὰ Ν o . оекъдете } τ α .1.. Н така съществунъя g 
P 

числа . аке Че gt e, Torand за PAGHDHANNOTO чисда « = 4 ще нмаме 

ае Й 
Да οο сега някое ирапиеоналнео a0 &, Порили неравенстаото а « й e имаме 

0  Й-а, 6 м 0N лекаланото ΡῈ не същес тнува рациоцална чясло ¢, ¥ J0RICT- 
BODRBIUIE нери ене ΓΤ Q=0 е.“ В чъ QTTys получараме ааае 1 На чигаона 
" περῖ υ μ μά THO -« дъо шусием, че та « рашиенално, TO м ς τ 

а ре ΒΑΒΟΛΙΙΟ ае й гакъаслучай ч3 ка 1 име . чак v, B0 τ същ ръе 
инана ще 

L тоца τικτννεατα ийа рапионалните и прационалниете числа с устапсовсна. 

5 А Hpmomn 1а иесарекъститост 

+ За еай мимажелино ἡ ΟἹ PR чеай казниме, SO паничена BTl Ρ , 
AN въл ἐ D га ка СЛ ЧК Oy, ЧК 1 оеяКка 4 . АЙ ая имаме а < ае,. Числата 
пу хе MBI PO R ΒΗ Β Ε на ΜΗ κ 0T ML Амналзогична τ oty M 
а реаЗни чиела L нариза . Ρ ἃ Ε ἀ Θ Θ Τ )Y, когати VYIS тлуча гакоаз ре 
S числаА b, LR Y IORICTOUPRG перавещствота 8254, къ Всико u o1 / Чиелаш й 
се нарича B 1 L0 L лучай лоедна Граница на множе,; глага M, Когата с Mo мно- 
ждлно Τ пе ἪΗ числа « ограцичено и ITORE, К 60лу наричаме га накратки Ο ἢὶ ἃ- 

ничено, S0 ὡς че пъки ограниченацииеоре миашжжогетно ΟἹ реаани числа прите жана 
безалойна κ грлич Граници, «а нзнке аграничена отавау миазжестиа — 6121508щ 
мчего дални sy Щ уетаноним ΡΗ слелната Β. 0 Гьърании, Σ Σέμα ΠἧῊ 

0 7 ΝΡ а НЕ НЕ АН на ра Β v 

В. ка к it ο мнаеаеесниа уе еа Β 4 ὰ ο найае ча κΚαὶ Y T ¥ ] 

NS TV D 

Найсзина иета M к μ п”райнчено огсоре множестор иг poLan e, Да 03- 
ЦДачим © С мнажесТАЗтО #4 BCHAKH LI аритмуетияни франасонасам чЧиасая 0, BT 4043е 

FoiC ΔΜῈΗ Β раазни ченИ ш ка πηῃ Гразици i мисжествита M 4такииз числа е 

оасзадно не) а к # DAL TR на ΘΡΗ ἈῈ алитменермиа райнонални часта o, 
конта (разгдеж μ κ ΤΌ ееални числа) са гоараи гранйача на миожестасни Π 4:акцаа 
числа същ αλτὰ, им монъчаетвати Ае оогранияена o 1repeh Ще зокажем, 32 MU0 K- 

μ ταὰ 0 Y O0r 20 BT Ра ὴ На μ s ς T че е2 ὰ TRl спойсствата 1o Ζ Οἱ 3е 
фшщц]!б!д B уеъ Цека ξ 0 ч 80, Тъй ката PRHDILL IHOTD чистла с не ¢ Η тра- 
вица на м:ш„кш τῷ M, Ве «ъщиествува TAROUL PRI Σ u -4, 8: принасцаз 
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жаше Π M, шоте ετ Тива ши рече, че съществува число а от Л. такана, че οὐτα, 

Ὅτ доъга страза, имаме nSd о1къдета o= . И тъй ὁ - 4, С тоша свойствато |) « про- 
верено. За 32 установим SBOACTAOTO 2), нека аземем слно произнолно положителко 
(„ртч*.е*ичпо рапнонално) число £ й нека τ € някос число, прицаллежашо на мно- 
жестрвото O ἃ 4. . - някое число στ мнаже:твото Й. Да изберем иялото положителнао 

iy а k 
число ” тТолкова TOIAMO, че — o <& и I3 разгледаме числата га {do ), 

k0,1, .. ,n Mexay тези числа нма такнва, KOHTO се сълържат B p.mmmmmn . 
(такава е ня пример числитое ε, косто се получана ΠῸΝ K =n), и такива, καμτῷ не се съ- 

държат в D (такова е« например числота , получаващо се при k --0). Да озицчим са, 
Δ, 

май-малкото от числата ὦ “ " {dg—rg}, принадлежащи на множеството П. Ако dy= 

‘lg"'l 

- га —(d.. «га), TO рационалната число ;=" ἄ ro) вече μ принадле- 

жи μ Й н следователно не « гориа граница на множеството M, т. & та приналлежи 

ма €. И така нис намерихме една число 4, от D н сдно число o, от C, 14 конто имаме 

1 
4,-е, - дшп el 

L 1083 с промсрено и свойс! не 21 or дефинишнята па бала. 

Саба к«ата локазахме, че мъшеденизе o1 нас множестна С и # аблачувнат бала, 
58 ΡΔῊ ледаме релзлиота числи В О С, , Ака u -(4, #1 « прон μ чикло аг ΜΗ0- 
ἌἈτοτροτο A, 10w нсяко f 01 О имамен S . (ттук слезиа, че при аЯ и 60 имл нне 
μΏ o, κοσι᾽ , означаал, чеи“ й С нн с пекалана, че реадиота чим b 1O, D) e 
TOPME граница на множеството М. 

Ε аре1а STpama, нска резлиото ο Σ 7 #) с някол гориа грайнца μὰ MHO- 
хеството M н Ητκὰ есе ke чисто OT ( Τ ὴ кати е ие с торна грацица ὰ A, ше същ ет 
муна чесс а -14, Byor Δ, ὰ κόστο α τ Опук ие с/е 16, че за ΠΗ κ а ОТ 4 ¢ нмл 
O нелавенстовто ¢ - ¢ Ho πόράπη нерашецссииниа α чу τ имаме #2 /за псльо / or 
Е τ Ν е< /ла произшолно ¢ or С и пронзвалииа Κ ot T Tmm пък азначава, че ¢ Β ( Δ 
ъсрайсна т пмо #5 ч. И така реалчото число Й « найемилката O гранинца HIt мпожесто 
ЖИ 

Най-малката γόλη граница на елно огааничено оноаре ΔΚΌ ΒῈ Ἱ реални 
числа се нарича HETORIT точна TOPHA гранииа. AL e найцалемата 1075 
на Гранаца па <ot OF PAHM K00 G100y MU0 тай ΟἹ рсалин τ ке Π ΠΗ негсовнце 
тпачна лзоална граница. 

С ъще Е иуаане га на τ дааид гранича м оелдац непосредетвево OF показании 
нлинциЯ за нелрекъснатост., Нанстина некц M с сдно ограцичено отлелу Μ κεῦ н 
е; ужални числа. Да далелсламе миожгствата ἘΠ Ὶ VASTARCHO OF Беичан Ζ μῃ 
1 ня Τ - , κωσί аЕ У Десно се MK εὶ че множестнота A ς ограпичецое ὐ ρὸ и 
5 ΑΚῸ POATHOTO хасло Y 2 нсговота тачна гоарча граниия, τῷὸῷ числото - Ὑ 654е гочна 
дилна граница Μ Μ κ TROTO AL 

Нека забслежим, че устаножнинят н нас rosutan параглаф поинияп 38 непрекъсна- 
TOCT с елне характерни CACTAD на мянзаахллвоса μὰ пгалните числа., Ο не с вализен 
пайримегл B множествоте на рационалните числа. Нанстина а # | на настоящото Да:. 
пълиенцие нис пострануме пример на база (1, 8с лнас .шшжс;шо A, състоящоа се 0T 
ἘΠΉΝΚΗ μ Θ Ὴ τ ΠΗ разипнални числа ὡς 3а коита «¥ "2, и ес лясно мнажества B, 
„ъстоеяща се ΟἹ всички цаложителни рашионалии чнисла b, 18 контеа #7 .. 2, Множествста 
Я с οὐδυηᾶμο сдно ограпичено отгарс множество от рашнанални числа ~— ясяко D= 
UHOMATHD чисчо Я аг В с цегова горна граница. Ако JONYCHEM, че мнажествата 4 при- 
τ 3а СВоР пай-малка горина граница някос рацнозално чиело г. [0 TURL чикай с0е 

гана пе у соалсТтварява неравсчеткиа @S е<А за нсяко o OT А м 33 исяко й ot Й н Oa- 
"-a'* (A, Нълис N2 L2280 имейцо TE4a рацисазлна 41210 . Какта b e обаче оше 
DM τ LM LI TE DR пачглежлания, Oaxata 4, D) o илзчизнална, TR ие τ 13 нпред- 
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"ставя никое рационално чиело, Следователно за ограчиченото отголс миожество 4 

от рашнионални числа никос пашаонално число не ¢ точна горна грачипа — друтаяче 

казано, множествато A, разглежданео като полмножество на миажествоато μὰ рацинонал. 

вуе чнисла, не притежава точна горпа гряница,” 

§ 7. Степсн с рациопалек CTCRSUER покалятел 

За всяко рсалпо Число а W всяко естествено YHCAD п, по-голямо от |, под αὐ (а. 
в εο я) ше разбираме пронзведепието на т множителя. DOERY оТ KOMTO е равен на 

. Дефинирайки отлелно а! с развейството а! --и, нне разполагаме с дефипичията” на 

ὐ при произволно и и за всички сстестнени (¥, €. цели положителни) степенни ΠΟΚᾺ - 

зателв п. Когато реалното число а е различло ΟΤ 0, а л ¢ цяло стрицателнео число, ше. 

прниемем по дефинация, че 

Най-сетне при а + 0 ше присмем, че 4 -1, 
По такъв начни степсита ч“ с дефинирана за произволио, различно ΟΥ 0 реално 

часло « Ηὶ всички цсли степсти посказатели 5 Читателит accio ше провери, че акоа н 

В са лис рсални числа, различин от нула, я ΠῈ и # са дре цели числа, TO α снла са равен- 

ствата 
айу ”, 

. “Щ » n‘un“n. 

Π . g™, 
Нсека сеги @ € 100K W T CTI O PCANIIN число, ал — сстестасно число. Да озна - 

чим с A MEOXECTROTO на осички положителни аритметичия рамнопални числа с, а 
конто 47 а (такива числа MY -- ако например естестоеното чнисло К удовлетворива 

1 R LI - 
пераненстниота & > e’ те (Ἕ 5ϊ <), @ с Й множеството ΠΗ исички положителни 

арнтметични рацнонални числа B, ча коита 572 (токипа числа също има --ако 30 есте- 

стненото число k имаме ko а, τὸ A2 .и), Миожестицта A и 8 абразунат база ΜῈ pean- 

но числй. Накстина нериненетвото ¢ 5 й при прои зволин а ог A н b o1 Я ¢ аченидно и с 

това с« προνόρομν пъраото ΟἹ диете свойства, конто трябав да притежава едиа бали. 

За да пранерим BIOPOTH свойстна, μόκα иземем най-иапред сдно NPOMINOANO положи- 

телно (аритметично рашииналнеа) чиело ¢, 4 след тона такава естестлено чнсла K, че 

1 
7е Можем при това ла счиламс, че числото К © взето толкона голямо, че ла имаме 

Ι «“ 

едиспаремениео ( Е) < ὰ ot ” o, Тогава измежду аритметичните пацианални числа ат 

# 
вида | " където i~ 1,2, ..., k%, ще има кокто такиви, кокто приналлежат на множесте 

, 1 
вото A (fltfllfl « например чнелота "k )' така и TOKWEH, конто приналлежат ка 

Ξ i 

множеството В (mmmc MUUDHMED чиелото ”k' = k). Axo '2, е най-голямота OF чи 

i а! 
слата г " принадлежаши на A, то числота “1 пяма да Πρημάμποχῃ ня 4 и σὺπελον 

. За читателя, запазнат с осибаните пненятия на абстрактиата матемдтика, ше 

отбележим, че съгляасно изложеното в § 2 и 54 на пастояшота Допълмнение, в ΚΡΉΤΟ вь- 

„ всдлауме събирането н умножецието на реадии числа н извелохме оесновните свойства 

на тези операции, множеството ΜΗ реалните че«сла предетавлава μ пеле (комута- 

тивно γ510]. Вънсденото ц § 3 пареждане ΜῈ реалните числа н сяойствата MY, коите га 

CHITACYRAT с опсрачниите събиране и умне:хние, превръщат тава поле в нгрезена, DO~ 
точно й напълняос наредево или линейно наредечо палс. Най-сетние TOKY-210 лохказаният 

принцип за пепрехъснлтост OTHCCRO пънсленото HAPEKAL & показпи, че миажеството 0T 
реалниТе числа е едно нспрекъснато линсяно нарелека полс, 
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"Η така множествата 4 н Я образуват база на ¢ono (очсвидно положително) реалас 

число. . 

Реалното число B=(4, Я) удовлетворяна равенството B =g, За ла се убедим п 
това, лостатъчно с да отбелсжим, че съгласно тона, коета знасем 33 умножението на 

азложителни реални числа, кне ше получим сдна база (С, D) на реалното чисдо g, 
ако съставим лявото множество С μὰ тази G233 ΟἹ всички чисна, имшши яала 6" Къ 

лсто аб“4, в дяснато й множество D -- OT всички числа от пида #”, където Бе Β, Тогава 

ΟΥ нераненствата 4" а 5%, изпълпени за всяко а ΟἹ A н всяко b от B, спедва, че Β".--υ. 

Нека забележим oige, че В очевилпо е ἐσπηοτθοπστο положни Т елно реалщео чксло, 

анятоп-та степей € равна 03 а —- ако ; > B, та В И > βίξαα, азко D<fi; B, то В ееа 

И така 33 всяка положително реално чиело й ия за всяко сстествсна число я съ 

м TO слно CIRACTDCHO положително реалне чясло {l, уповлстворяващо ра- 

тююв.в.а. Това число В по-нататък ше наричамсе XOPCHA-TH OT @ я ще га 

“ ” 2 

бележим с α"' или „/а (при ле аместо „Ма пишем Jd—). Следоватслно имамес 

(при а> О ил- CCTICTBIHO число ) 

o () -.. 
Отщппрви(тжприп*вовп--тштючжла).вттсиратто 

Ι 
# a— 

2 (а5)” - a 

1 

Та следва от обстоятелството, че числето (") " съгпесна калацото по-горе а един- 
CTREHOTO положително чясло, чиято TR стейец « . на εἷ. 

Ἀκοσ» 0w β» 0 съ дис реалин числа, а н ¢ естестасно число, TO ще имаме 

1 T 
ж# 

" N 

() . (αδ)᾽ =a"p". 

Нанстина числето (00 ™ ς еленественото ἐὐτοκηελιμὸ числео,. чиятоа #-TA ΟΤΘΠΕ ¢ 

βᾶμμ3 на ufl, а κ същото LS ле 

..'. .-ἱ “ .!. - J— - 

(α“ р”) π(α“) (β“) = πῇ. 

По-нататик, χ α 0, ΔΡῊ ч са дес естесънчени числа, в сила с и PABCHCTROTO 

L μ.1λ}. 
(4) o™ - (a и ) ‘. 

! 

Действитслно числотоа o7 е слинственетополажителна число Й, за косто HMAMC 
Orf=g. B0, ΟΥ друга страна, UMM 

(Т 
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Crmo 138, axo > 0, ре цядо число, а 4 — сстествено чниело, τὸ валилно с “ ра- 
BEECTBOTO 

* (,,p)"%' - (JL" )Ρ. ' 

Негонвата вярпост следва ΟΥ това, че, от сдна страни, числото (αΡ) ¥ ¢ сдинствевото по- 
лпожитслно реално число B, 3a κοῦτο имаме (--а, ц че, oF друга страва, 

Ν 

(5 A ey ( ll' .. π' -ι({π' = , 

Равенството (5) ни позволява, когато а еположително реално число, а 
й 

Ρπη-- пъе цели чнела, такива, че 4:» 0, да шс;тш означеннето o ¥, разбирайки под 
14p 

това означение което н да било or числата (MY й (n м , , Тъй като всяко рационал- 

πὼὺ числа κ може да се предсташви въй нила r-‘-—:- " къдета ΡΗ са цели числа и g0, 
. 

по този начин CTHIAME τ дефиницията на стенента 0", кълсто п € полеожително, а 
г -- рациопално число, За ла бъце T лефилиция коректна, Tpubna па сс убедим, 
че тя не зависн OF προποτηθντο εὰ рацианалното чикло я нъв DN U частно ня лъе 
исли числа к положителен лнаменател, Топа обаче © таки, защото, ака ра M 2 
«а три цепи чнела и κ . и χ , τῷ 

.. t ве (3..!*4* (J.*’ 2 
α“’ .. (n"') ι-(’ι u" ’)) -,u‘) ι:ι'. 

И така пачи разнолагаме с acrhnumnrm Η степента ч” виниги ксгата й £ положително 
рсално число, й г - рашиойално число, Неха отбележим, че чиелота 0 е нинаги поло- 
жително, " и 

Осаси τοῦ « асно, че ахо +20, 10 при 0-:4 ! имаме 4 1, и при 02 1 имаме 
1 а”2!. (Тези нердисиства се проверянат най-нипред за случан ке " WMOCTO не 

ссъестнена число, а след това чи пронзвално положително ранионално число г. 
При r=0 1е ca очевилни,л Оттук «ледна че: 

П uxor 5гл 10 приа 21 ше бъле изналнено πόπὰ βεποτωοτο Ξαδ, Ἀ прий-а<!- 
неравенствато и ” . 

2) ака r20 μ 0са < B, roa’ SV 
Лено се вижли, че ако ц и Й 05 лас тиеложителиея реални чиела, а & -- ранционално 

чикдоО, TU в сила е« ривешстаото 

153 {|8}" = г fi*. 

Р 
Наистина, ака ε- 4 " кълета ри а си цели числи Ἡ gl O, ше имаме 

{afly - ШШ% = ((05)—:-)’ = (ὑ.ἑ-β-:ἴ), 

ἄκοα ς положително πόδηνο число, A £y м £; са πας рацианалчни числа, та валадни 
<3 к равенствала . 

ай 77 а e 

460



X 

&) . . ) (e 

А Ръ Наястанспгг"-*-гг г,=а;- Ὑ къпето р. н р. са иели, 3 g, W g, — LRI ΠΌΠΟΣΩ 
телни числа. Тогава 

п:г,;.гд -а - 9 L0 4] 
Ае S T Y R B BV VRPN 

- nflfia 

( 1 )flzfi( [_]h’z Ρβιη: Зу в 
€9, L] L0 R 4 & Ν 1%z ! α ж а # а 1-2 o L] π # 

- αὐ ὐ ᾽ ш 

€ коесто равенството (?) ¢ доказано. Равенстваато (8) пък се получава така: 

« ( Ο (5o A 
В заключение на macionmms параграфй иска отбележим слелнота, Hue лефини- 1 

рахме стеиента й и . ΚΌΓσΤΟ U с подожително Οά числа, B # « ΠΡΟΜἬΉΜΜΠΙΦ еетесте 
1 

мсно число Когато сстестагнета чнело п с нечстно, можем ла пефинираме н” м лл отрицателци оеатпии числа ц с помошта B рацсиството 

— тт 
. „ 

g ---|-цр „ 

В τοῦν «учан рмаснетоатда (1) (2) OTHORO ка н сила. Нацстийа i . Ф μ Шечетно п 
имаме 

D S ОЕ Д ) Е 
Е BT μαβσμετροτο (1) ¢ декалана. Прези 23 ирозейим вализиостта на равенствато 
120, нека пакажем, че н равсцетаете (3) OCTABA и енла, μ τ ἃ Η B е«а атришиелни 
“чела. Haes еааа 0P τ μ & - ς Й- ае имаме 

- “ 

еЕ 4y =l Ὸ 1 ἰ 

Сеъ рлей τ (2 пРиа MR« πὐφοιη ш2 ПОлу 184 14 а: 

: т 1 1 

1 T TEERIT- " ц Ди) ” 

+ 

- а) τ НТ " 
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Читателят лесна ще се убедн, че равенствата (6), (7) н (8) остават в сила при про- 
изволни, различни ΟἹ нула реални числа α и В,стяга степенните показатсли, които участ 

вуват в тих, ]2 са рапионални числа, дапускащи предстаряния във BAX на дроби с по- 

ложителкн нечетни знаменатели. й . 

1 

Hait-cetne, axo приемем по лефиниция, че 0" =0 33 BCAKO естествено число #. 
TO десна се вижда, че равенствата (6), (7) и (8) остават залидни зипаги когатоа н В 
<A две исотрипателни (а не непрсменио положителки) рсални числа, стига стспсините 
показатели, участвуващши B тезк равенства, да са попожителни рапионални числа, 

§ Β. Стейен с произволпри степенен покязател 

Bexxa база на реално THCEO (A, В) е съставена, както зизем, OT дмс мвожества A н 
B, ποπκὸ OT който OT своя страна се състан от краен брой ипи безбройно #ного аритме- 
тични рапцнопалин “ECAA, KATO ΠΡῊ това тези множества са подчивски на две 
спецкални условия. Нека сега разгледаме две множества A и Β. състансни всче от 
реалик (а не пспременно от рацинонални) числна, но таки, че да удовлетворяват същите 
Β условия, конто участвунахи в дефиницията на база на рсалко число. По-точно 
нека Ди В са две пепразни множества OT реании числа, такива, че: 

1) macaxoa or А к исяко β τ Н да имамоа а В; 
2) за βονκὸ положително (реално) чнело с да същестнунат такова число а ΟἹ 4 

и тахова число ὶ от 8, че β--ττ ε, . . 

Ще покажем, че в такъв случай CLICCTDYDA едпо единстлено реално число γ' 
ущшют:гиппзжза ὙΝ 8CAXO а ΟἹ Ди исяко ot A, Нанстина ot 
условисто 1) се нижда, че мпожестано 4 с ограниченс сотгаре м че нсяко число В 
or В с горна граница за A, Да озиачим с уточнати гориа граница на множествето 4 
Torasa, от сдиа страна, Y20, за всяко & от A, 4, OT пруга страца, порали това, че уе 
изй-малката горпа граница на A, ще имаме Ὑ ( зи всяко В от #. И тъй числото Ὑ 
ще удовлстворива неравенствата а5 Ὑ Ξ ὶ ла нсяка а ΟἹ A к 30 всяко В ατ B, Axg πο- 
пусисм, че съществува друго реалночвело γ', удонаетворямицо HepADSICTRATAD S Y S B, 
би следвала, че за ocuxo а οὐ 4 и за peaxo ὶ от B ще имаме Й--а [γ--- ὙΠ косто пък 
протиноречни на условнето 2), 

Нека забележим още, че чниелото ¥, KOTTO определихмке като точна гория граница 
жа мио кествого A, се япява B същото време точна долиа гриниия мя множествато B, 
Наявстица ot нераненството v5 [, палидно за псяко β ot 8, се нижда, че Ὑ е долиа гра- 
ницд на множесткното #. Ако допусием, че някоя друга долиа граница 7, на Я удоклет- 
ворява исравенството Уу«<уа ще имаме ал AR 2 жяко й ΟἹ 4 и нсико В 
от B, косто, какта нидяхме, е пенъзможноа, 

Въз основа на изложеното дотук, когато дис множества A н Я от реални числа 
Удовлетьорязат посоченетеа по-горе условия 1) н 2), ще казваме, че тези мипжества ой- 
редепит сдно резлно числа - - числото ¥, πυπιδιιο се слнояременио точна горна гра- 
HMUA на множествота A и точна долна граница на множеството В#--или че ὶ B 
образучат клна апределяща дваейка множества 38 PCATUOND чнислоа Ὑ. 
Миожеството А ще паречем ляво, а множествота B — дясно множество HA тали ONPE- 
деляща. делйика, 

Когато две мпожестна 4 и # са ойпредеслящша диоойка 12 елно положително 
резлно чисао у Ὸ числата, приналлежащи на ляшота миожество A, има нейременно 
полажителци — K0 псичкн числа ц o7 4 са помалки WIH PRy ня нула, TO 32 всяко 

aor 4 w2z песнко Й от 8 бихме иопучилн Й--а->у, косто противаречи на условието 2), 
Ясино g, че ако © 4 означим миожествоти на всички паложителии чнесла O, приналцле- 
жащи на 4 (тойц множества може да не сънпаяла с 4 -- в случай чев „ се сълържат 
#Я пеисложителни 1), то множестоата “ н B обрачуват също така опреледяща двоГ ка 30 
числовиа у. Ето ще когито ня с лалдена някоя олределяща лвойка мпожества 4 н Β 
за μ положигелна рсално число, випаги можем πὰ считамсе, че и днете ΜΗ0» 
жества A н В са съсгланечи само от положителни числа. 

PATO излалтуваме порицта бедежка,. ше докажем следнато; Ако множествата 

а, м В, «а B TAN OTIDCIC A днайко за палажателното резлнео число Ty, а множествата 

“Еу ц #ргу ΊΒΗ звобка за DGO HTRANGTO рсална U0 Ὑχ Pt това такала, 

# 
23 -



«е множествета A, м 4 . т състаят само OT положителни реални числа, TO ще получим 

жяча апролелиша цвойкаА хмкества 4 и Β за реадното число ту Ту ако към множест- 

вота A отпесем всички резлин числа от вида а.а . кълето 0,4, B 0,64, а към мна- 
жемлаото В  зенчки рсалии «исла, имаши вила BBy, кълсто BieB, н В,.Е8,. Преди 
тегчко кска сс YOCIHM, че така гостросните множества 4 н В удовлстворяват условията 
Ὦ и 2). Условя:то П с очсвялно изпълнено, тъй като ΟΥ перавенствата 0<а,5В, н 

: <а:5 5, следвя нетавснството αγὰς ς β.,8.. За да nposcpaM условисето 2), да взесмем 
пай-напрелд едно палесжалелчо число £, а след това едно число В,“ or B, и сдна число 

с 
B.° 07 Β. 33 положителнота число # _fln' εΒ, ще съществуват такиша u,” OT 

A, "В,”от В, н съшщюо Такнва а, ΟἹ A; н #; ΟΥ В,, че да имаме β,᾽--αἱ΄ «ε' и 
B, —a, «<е”. При това можем δὰ считаме, че β,᾿ 50,“. Тагава 

β; β}--“'ι “:ι-βιι- β'ι“μιρ fl" i B‘. fl’. —fl:'flx'flflx' (fljo_n‘a_}_‘zr Ф.,-*Пд.) 

<.е 18 се 

Ἡ така миожествата 4 и B са опредсляща авойка за някое реално число., От неравсн- 

ствата а,а, тт B0, ofaw, изпълнсини нннаги когата @64, ι Ε8,, ия . Β:ΕΒ., 
£ SCHO, че това чисдло с чяслота Ὑ17.. 

Прелди AR преминсм към лефинициита на степен с пронзволен степепей показател, 
косто € иетжсрелствената нн шл а настоящия параграф, ще докажем още елно πεοῦχο- 
ANMO за нас тиърдение, ἃ именно следното: За исяко положително реално число щ 
имаме 

ῃ 

)y lima " -- 1, 

m разглезаме пай-напред случая, когато (112 1. Torusa 1 всяко сстестрено число п 
# . 

имаме а" ~1=k20. Оттук получаваме a 1+ 8, o a-~(I АИ. Използувайки 
несравснствато μ bepiyan® , налучинаме 

ΓΟΝ 
откъдето 

. а- 1 
Σ o 

мли сс CANO ι 

у а - 1 

Акхо сега Εε npomnno подожително число, то очевидно 1 шсички сстсествени числа 

щ - 1 
R, уаоалстворияващши нсравснството л 

.  HepapcHcraoio 
ая >1--ай 

с известно NOJ Π } 5 непавснство на Берпули м с ааоандно за всички #7 —1 и произ 
воално COTCCTICHO ἀμοπηὸ п. Читагелят ше 10 дохаже цесно с помощта ца пълната мале 
матична иолъкция. 
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ς което равенствота (1) « установено gpua= 1. 8 случая, когато «а « ) Свшето pim:nzr 

ва се получава въз основа на разгледания вече слпучай по следния начин. 

limg ἦ = lim - 1, 
- 
” 

1 ο (@ 
Пристъпнаме ссга към дефинкцията на с!епен с BPONIDONE 4 стопенси ποκα лател- 

Некасееслноположително 1сално чнело, п р-- произволиа рсално числа и нека 

р--(4, В), т. ¢ (A, #) е сана бача на реалното число р. Да сзначим с 4” мнижеството or 

всички реални числа OF вила 47, кълсти 464, & ¢ #“ — мпожествоте OT шсички реаг ня 

числа от види й“, къпето be Β. (Тук степените 65 и ай са пефицирани ече ΟἹ няс, Thil като 

а R са аритметичин рапионални числа.!) Ще покажем, че мнсжестната “ н B8 obpa- 

AT стределяща πυόδκὰ миожества за иякос рсално числи. При vomg, ака o2 1, 10 

4“ е лявато, а #“ — ANCHOTO множество на тази онрелеяята лвойка, в axousS 1, τό 

обратно, 8“ ¢ ливато, а A® — ARCHOTO ἡ миожество, (Кагато а =1, както мпожегтвото 

" така и миожеството ” се състолт очевилноа от сдицстасцота числа Т.) Ще пазгле - 

ламе случая, когита а 2> b (Случакт О«а5 1 се пизглежини лналогична и се препостани 

μῃ читателя,) От перпавсистното α 35 A, изпълкено W всяка ? 0T А м асяко hor B, следна. 

HEpasCHCTROTO G S uP, с което услонието 1) ¢ иронерено. За ля ἩρΡΟΒΟΡΗΜ услошнета 9, 

па нземем най-иапрел елно паложизелно чуета ες а O3 W - вано Ἀ by, от В. 

1 

Порзди тева, че fima®™ -1, Ше SHUCCTRY такуни  COTOUIREHO чисела н, ὰ πύει 
К . 

a® - w .. Ако ссега числатанот Я нф or B са поеги такй, че boeu- . ᾽ Ἐπ 

ама к 

1 
„ 

αὐ — ' urppd " Il-iu""(o l)-,s 

Η така мноажествата ” и Я опреджелит едно ὐ LTI ι ιά οο фреадно η ῦσιν 

у Tl числа ц” наречем кленен i м ν степенен покалател Ρ Ὴ μὲς 

га бележим Ρ За ли бъле обаче ὐ 81 зефиииия каректия, трибая да се упсанма, че тя 

не ззвисн 07 Яазата LA, Ὶ, « пимония ня коне еме преястайнани мя р Нал Ν . 

ак , B e Ннчкой пу бела ия Ο ΜΌ Τ μ р,ла ς ПУ А 

кахта Ппо-паре, ле мнежества A% м #,“ 0T оревани πηρπον мИщ Не «цик s сдияе 

резани e а . Тогина аг неоззенсетна га 1е 4 цървднени 1Δ шенко а ΟἹ 4 и ся 

By еа Я) ще лаключим, нземийки пред ия. че Ὑ е FOMIBLILL ( 5 ΓΠΆΜΗΜΑ na A% й ту - 

точната дозиа граница ма #,“, че с 8 сила неравещствоата ¥y, Ое uepabiuc зата пък 

ς , валидии W πρηλῶ ει ΟἹ Н всяка δοτ B, ще κἼσμμα, че у, ἘΎ Η Τ Ὑ т. < 

κόςτο каректнастта на дефинииията п 9 е ΛΟΚΟΊΜΗΝ 
Да тези пачин напранинлмче пас ледиати стънка в йазшиаряванети il NMIGTHETO 

„аепен, CCMHESTOCHD писледзангтелно 0T началото иа предишиня raparpap. (ега дече 

пазполагаме к Такаца иефиниция, коъта НИ εοο на говорим 42 степейта К” e 

кюгато окнавата Й G € иаложително пеално число, и та при про: μ πηῦ рВсашно чаедо 

р 2 степсиен показател. Както цече птбелязахме, числата ай с иннаги положително. 

Прен това, аки p=l, 10 

» ш2) плн Ο Ὶ н Ξ при ΟΌ 1, 

Остава 28 докажем οςθορι :е ἐπράστοι па степснуване i, 

Иека а с полажителио €28 чизно, а р, ὶ py са RS реални чила. Ἄκο й, -- 

а B ве (A Β. 25 аъщачие с A% 0G0, A0 ВА множествага, състоякщи се 

се зство а: часлата ОТ ни Δ ut, 6hy, 09- nby квдсто Ε 4y, διΕ Β, .64, L 

Torasa 4, η 0% <2 слва зщреасавицо LDG wecrag 3 числота айщ а A% а 
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ет друга — 

(В случай 22 0« |, всинчки тези ясравснства трябаа да бълат написави и обратна посака,) 
Но тъй като o "% =0 g% μ ¢ %= af1u™, оттук следва равсаствотоа 

(3) π('ιτο.; - αἷ"ι nfl; . 

Cera можем за отбележим и следлното: Ако р Б ру 10 ΠΡΒΟΣΣ | е изпълнено вера- 
всиствето o S ek, а при 0-а5 1 — исравсиството aM 2 e, 

.flt 
За па ве убелима τεη HEPABCACTEA, лостатъчно е да разглепаме частнота -Б“. 

o, 
ECCTO въл осцова на равенството 13) може да се DANMWIE нън нида аЯ а да 3се 
MEM пред BRI пераненствата (1), 

Да премниием към закалателство на равенството 

(4} af)® ае B, 

BARLISEHO AT когато ц н Й ка положителни, 4 P - прайзаално реално число, Нека р-1я, 8) Да раз!ледаме най-идирел случав, xoraron > 1и В21. 8 точзи случай множест- 
кото от числата , къпето μῈ , и мнажеството пт числата ὧν, кълето ΔΕΗ͂, определят 
ρερήμυτο число а”, зокато множестиано U1 числати 1%, къдета с264, и множеството OF 
числата Й“, къдлсто δὲ Β, определдат реалниато чиксла В”. Οτγκ τ слелва, че 
миежетвота OF числата 285 м множеството ὧὐ числата ай # образунат опрелелаща 
авайка 1 геалнота числон” #. На а асакс o 01 Я н всяко А ΟἹ 8 имаме 

4 . (ай)“-цав“ } сдер». 

ΟΥἶνκ следна рамвенствота 141 Случаят, кагато 0 a- и 0~ f- 1, се разглежав хнала- 
Гична 

Остава да разгледаме случан, когата w21, но 0- B 1 Cora за реалното чисело 
а” В we палучим езна опре зсляша даойка множест B, ако ла TSRO мяожество на тази 
ИзоВжа иземем множеството на часлата ΟἹ BHIA U AP, а за дясно нейно мнажество -- 
множестьото ὰ числата OF вияа 0P, където δὲ 4, Ε Β. При това, акоиВ2> 1, те игаме 
неравенствата o 

с Ве --а“ 85 = (αβ)" : (αβὴ"-; ай)е = ай е: β5, 

а ὅτο ай« |  веравенсталта 

ὐ βὲ . Ве < ταβμ : αβ)"- aB) = це Ве - gb Ва, 

He авата случай заключаваме отнова, че € B сила павевствето 14). 
Най-Сетве ше плокажем и павенството 

%) (а ) = a"® . 
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където ц е попожително, а ри Ο O3 пронзнални редасни чискиа Нека в о14, Β᾽ ἧὗποο 0 н нека прелиаложим, чеа 2 1 акоа |, неравенсталта, οο 1е следват, трвбва 13 ъ 
137 найписаня в пборатина πσόκω От дефияниията на числотаа α: { RCHO, че ари ΠῈ 1 ¢ 
БЕВ имаме 

ς κ a® -- υ 

Отгук кледча, #е пра Εῦ и W20 ше имаме 

пе < (¢ (αὐ e У αδ Loyt -- це 

Обаче множествота, «ъстояща се OT Чиклата ΟΥ ΒΗ τΤΆ u™, кълеви ξ 4. o0, и мнеажесто 
вото, съставено OT числата OT нила o™, където ЙЕН, 4е Π образунат саца опрелелвюша 
лвойка за числюта ¢ OrTyr поаради церааенствиза 0% S 1 S b, каито докалахме 
по-горе, слезад, че числого !“ съвпала с чиетоте (o). ( тона pavencrsore (5) с 
доказанео, 

- 

8 9. Логаритми н реалии чиела 

Некац и Й ва дис редлни числа. Ще локажем, че зкой 0038 κ ἢ - Ὁ, τὸ ypoauc. 
ἨμΜ τ 

ш a - B 

MM, и Τὸ елна сдииетасно решение отпосиа Е. 
Ao “ 1, τὸ ог ряяснстаоца 

““е Е Ца ” 
μ 91 чераненстаото 

, ( ΤΝ πία. D 

ниждаме, че чиклота 0 може ди стане колкото йажелцем галямо, сти:а да иземем до- 
ST Lo ἐ MY естесталиоти чиело #. Да изберем п така, че да имимо ч“ -Й и 

1 
а в” Вижламе, че 11 достатъчно големи естестиени чисна п ка изнълнепи мнера. 

всистадта 

αὐ Β а 

Акопъкй - - 1, τὸν вземайки кстестасни T чиела # 1K, че да ка палидни нераценс гвата 
εν | - 

) -Йи ( ) П. закдначаниме, че за DOCTAT LMD пумеми пя имаме 

- “„Б " ".ΠΔΔ, n' 

По-нататък ще считаме, че .« | (случаят, когата or (oo« 1, се TPETHPA anano- 
гичко н се презоставя на чи гателя), Да пазгледаме миажестиото A, съставена 0T всич- 
. аритметичин рационалии числа 2, 38 кцито %S В, и мниожествато B, съслонщо ce 
ΟΥ BCHYER аритметични рационални мисла b, за контоц" > I, Извършените по-горе раз- 
глеждания ни убежданат. че инкто едно OF Tty две мМиюжества ες ¢ празно. Ние ще пока- 
жем, че миижкстовата 4 н B образуват база на сдно реално число. Н.кш.щи.х 13 всико 
Σ ῸΤ Я м вснка b o1 Β имаме и <А (понсже а . |, OT Перазвенстъота o .. A би слезвало 
и + а!) Да изесмем едно проншюлна положително число e, Елед коета да изберем 
естественсто числоа я толкова гоалямо, че ди имаме а” м “.В, ай м oceeR това 

1 
ту " Да разгледаме сега рационалните числа OF вива =+ кълета Ае ηἰς 

-“3 

- е b, L, παν 0,1,2,,....а?. Порали избора ва п числото ту = A принаале. 
"I 

жи ча A, а чисдото -- < н припадпежи на Β. Ето 30m0 ше съществула едно най-голяма 
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" φ εὐπι те ΣΤΗ σἸΞΗ на 4 За означни тази 
μπτὸ чищ SR T S T - 

K, 1 
П стойнест ау <. Terass }":4‘ — РЯ н 

Пе « Е, 
Е Е 1 

я “ " 

С тона е паказана, че множествата ( Й υδγατνθοτ Заза на oo peLme числа v, Ho 
B Такъв улъчай, както τ OT TPCInlubid спагаграф, миожествота 1%, състаясно of 
числата ΟἹ вида 0F, къл ие 4, и мясасствота “ o1 числата P га лето Ao B, абразунат 
епрелелеща ляейка За кноснянай . ОТ длъа втгана,. при ае и #ЕН имаме 

коСтА 1o 3183, чи . 

И спава чкЛО с е репанис 03 х раниениаета (1а Разбпила c2, тона уравнсние ΗῈ 
MRS 34 SR ADSTO решение. тъй като при Y у же бъзе нпълнени нериненството 
97 ο Π ῚῪ 1 нераненствота o @ 

Чистета v, ванщшциео OF елинствениа решенис на упаннсние т 1 1), ше нарачаме л O 
таритъмна чик тето Впри осенеаца и те τὸ азначавамие с р Й 

LoV TRGTA 0 ἸΟΓ ΒΗ Θ τ ἐ изпеждат леъ DT CROHCTHATE на с«тесениге 1 

реалиизе писла Таза o δὲ м Π 00 S0 положите ил реални часла, а не тнкнежи ие 10О 
и разанена ΘῈ Ἐ рмалне часла н . ву B, ες е. Йуате oF павенстното 

"Ἔι χ “.П "ΐ. 

и от Рне ΤΑΣΤΑΆ 

g δὲ κ α' , 

Еселка ο ΟΙΦ ΒῈ 

log, B, Ве - ἴος, B, + log, By 

L Tasd. ако ц с пеложителна и ρατ ι o8 1, В е ноложително, а ре пройзе 
валнат ι μ s и ака у -ое. B, TO 0T равенетвата 

{Q? З" . u'u'f" 

αὖ-- Β 

слелаз рамеиствато 

log, В” pleg, B 

Привършиаме изложениста и доказателството на основиите свойстна на реадните 
числа. На читателе прелгставиме пелантично 33 провери верността на всички техни 
свойства, EOHTO билме излажили в уводната част на курса. При тона нека напомним 
τηδο, че CBOBCTDATA, синасиши се η 10 естествените, ислите н раинанилнините чнела, 

предпелагамсе 38 известин ΟἹ Nno-Daso, 
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