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ПРЕДГОВОР КЪМ ВТОРОТО ИЗДАНИЕ 

“ 

Във второто издание са нанесени пеправки на забелязаните 
неточности и печазни грешки в първото издание на учебника. 

Отчетени са също така някон препоръки OT страна на колегите 
ни. Допълнително включихме ABA нови раздела. Първият е гла- 
ΒΔ ХП, в която излагаме основите на теорията па Галоа. С това 
«се запълва един съществен недестатък на първото издание. Във 
втория нов раздел--Допълнение, са включени основни понятия 
от теория на множествата и някои елементарни факти за целите 
числа, Опитът показва, че включването на тези елементарни све- 
дения е. иеобходимо 32 по-доброто усвояване на основния ма- 
териал. 

Добавянето на нов магериал ни застави да извършим някор 
«съкращения. [lo нов начин излагаме MaTepHalla ΟἹ края на глава 
Ш. С ново, по-кратко доказателство е дадена структурната тео- 
рема 88 крайне породените модули над ебласт на главни идеади, 
а57, 8 ¥ 9 на глава [X от първото издание са изцяло пропусе 
нати. Доказателствата на редица твърдения са опростени, 

Приятна ни е възмежността да изкажем най-сърдечна Gnaros 
дарност на К..Чакърян и C. Додунеков, които със свонте кри- 
тични бележки допринесоха много за подобряване на качеството 
на учебника. Следва да отбележим юсобено прецизното и компе- 
‘TeHTHO рецензиране Ha глава ХИ -or K. Чакърян, което ΠΟΒΠΗΒ 
CHAHO върху -OKOHYATEARHA облик на .TasH :глава. 

Om :авторите
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ПРЕДГОВОР ' 
KbM ПЪРВОТО ИЗДАНИЕ 

2 

/ 
Алгебрата един OT CCHOBHWTE раздели на математиката 

Със своите методи, ресултати и удобен език тя навлезе широко 
в другите теоретични и приложни области на математиката. Това 
дпдрави немислимо изучаването на която и да било съвременна ма- 

тематическа дисциплина без познаването на основите на алгебра- 
та, Целта на предлагания учебник е да се изложат тези основи 

в обема и „стила на съвременните учебни  програми 588 
студентите по математика в Пловдивския университет „Пайнсий 

„ Хилендарски“. Във връзка с това в учебника е включена глава 
Vil\no теория Ha числата. Теорията на числата е един OT първо- 
източниците на алгебрата. Като нарушаваме обаче историческата 
последователност на развитие, първо изучаваме групи и пръсте- 
ни, а след това прилагаме редица от получените резултати при 
разглеждането на въпроси ΟἹ теорията на числата. С това се 
постига по-голяма яснота, краткост и, което е по-важно според 

нас, по-голяма алгебричност на доказателствата. 
Във всяка една глава на учебника 32 BCAKO ново поиятие сме 

развили теорията до постигането на“ сраввително нетривиалня # 
дълбеки резултати. Така например за групи доказваме теоремите. 
на Силов; за пръстени --китайската теорема за остатъците, ос- 
новната теорема на аритметиката на области на главни идеали; 
за полета-- теоремите 88 съществуване и единственост на ноле- 
то на разлагане на полином, теоремата за пълното описание на 
крайните полета; 88 модули — структурната теорема за крайне по- 
родените модули над област на главни идеали; за асоциативия 
алгебри ΒΔῈ поле--теоремата на $pobennyc н теоремата на Ве 
дербърн 88 комутативността на крайните TeAB; като приложевие 
на теорията на полетата доказваме критерия за разрешимост на 
падачите 88 построените с линия и пергел. В глава Х сме разви- 
ΠΗ теорията на Жордан 88 нормалната форма на линейните преобе 
разувания. Доказателството на теоремата на Жордан е. проведене 
с прилагане на структурната теорема за крайно породените мо- 
дули над област ва главни идеали, което е най-естественото за 
103K учебник, 

Тъй пато учебикът е предназначен за студентите по MATEMATH- 
ка ΟἹ първи и втори курс на редавното п задочното обучекние, 
то изложението на MaTepHana е CPaBHHTENHO елементарно, с птри- 
мери и на много места със задачи. За разбирането му се изисква 
минимално количество знания в обема на традиционния курс по 
лвнейна адгебра. На някои места сме давали кратки исторически 
«ведения 33 появата на едно или друго понятие, проблем или Do~ 
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гзултат, но излежението на тези сведелия не е систематично и ня- 
Ma претенции за пълнота, 

За да добие сегашния си вид и за да бъде в съответствие 
с новите учебни програми, съдържанието на учебника бе прера- 
ботвано нееднократно и лекции по него са четени вече няколко 
години пред студентите по математика от Пловдивския универ- 
cater „Паинсай Хилендарски“. Надяваме се, че сме постигнали ве- 
че еднаквост на стила във всичките му части. . , 

В заключение искаме да изкажем ropeuia благодарноса на 
M. Гаврилов и Л. Давидов, които най-задълбочено прегледаха ръ 
кописа и C . направените препоръки значително ни помогнаха 88 
неговото подобряване, Благодарим за проявеното старание и на 
машинописката Сн. Ямалиева. Kare съзнанаме, че и тримата ав- 
тори носим еднакво отговорността за качествата Ha учебника, го- 
тови сме да приемем с благодарност всяка обоснована критика, 
лпрепоръка или отделна забележка, 

От авторите 
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ГЛАВА 1 

) . KOMIIEKCHH ЧИСЛА 

§ 1. Построяване на множеството на комплексните числа 

В училищния курс по математика се разглеждат множества-. 
та N, Z и О съответно на естествените, "цЦелите и рациокналните 
числа и се изгражда известна представа за реалните и комплекс- 
ните числа. По-вататък, при изучаване на диференциалното и ин- 
тегралио смятане, се въвежда строго понятието реално число и 
множеството В на реалните числа. Понятието реално число оба-: 
че все още не е достатъчно общо. Най-проста, но не и единстве- 
Ha причина 33 необхкодимостта от разширяване на маожеството 
на реалвите числа до множеството на комплексните числа е фак- 
тът, че не BCAKO квадратно уравнение с реални коефициенти има 

корен в Ε. Например няма реално число, което да e ' корен на 
уравнението x?+1=0. Следователно представлява интерес да се 
разшири множеството на реалните числа така, че в новото число-” 
во множество да съществуват операции събиране и умножение 
«съС същите свойства както при реалните числа и Ууравнението 
х241:-0 вече да има корен. По-късно ще се види, че след осъ- 
ществяването на тази цел е постигнато много повече и че B M3~ . 
вестен смисъл множеството на комплексните числа е единствено, 
T. е. въвеждането на комнилексните числа е последен и OKOHYA- 
телен етап в развитието HA' понятието число. 

Нека 

C={(a, b)la- bERY 
‘€ MHOXECTBOTO на всички наредени двойки (а, 6) от" реални πμὸ- 
ла а и b, По определение ще считаме, че (а, b)=(c, а) тогава и 
€amMo тогава, когатс а-с и b=d. B множеството С дефинираме ' 
операции събиране и умножение съгласно.равенствата 

(1) Е (а, )+{e, d)=(a+c, b+d), Ν Ε 
@ @ δ).(6, d)=(ac—bd, ad+be). ' - е 

Нека «, В и у ca три произволни елементи ot C. Не е труд- 
но да се провери, че. събирането и умножението на. елементи от 
С притежават следните свойства: 

1) «В -В а -- комутативен закон npu събиране; 
2) («+В)+-у-«-+(В--у)-- acoyuamusen закок при събиране; 
3) съществува п при това еднознаяко определен нулев еле- 

мект на C, т. e. такьв еленент ὦ от C, за който е в сила 
„равенството c+w=o; очевидно w=(0; 0) 

4) за всеки елемент а от Ο съществува и праи това €0 

« 
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нозначно определен протигоположен елемент, т. е. такъв еле .ие;т-овеС, че a+(—a)=o; ако «--(а, b), очевидво —a=(—a" 
- 3 

)5) αβεεβα --- комутативен закон при умножение; 6) (αβ) у--« (Ву) -- асоциативен закон при умножекние; 7) (оа+р)т=цт+рт-дистрибутивен закон; 
8) aw=w, Kedemo ὦ е нулевият елемент на ς; Ще покажем, че в С може да се въведат операцияте изваус- дане и деление, коите са обратни съответно на събирането и умножението. ᾿ 
Твърдение 1. За произволни «лементи « иВот Ο урав. ненаето « хе-В има единствено решениа х в C. 
Доказателство. Нека e=(a, b) и B=(c, d). Лесно се npo- верява, че елементът X=(c—a, d—b) от С e pewenue на pas- FaeRIaHOTO уравнение. OT друга страна, ако E=(u, v)¢C е npoua.- волно решение Ha e+ x =, T. е. (@+u, b+v)=(c, d), T0 a+n=c, b+v=d, откъдето следва, че K=C—a, D=d—b. Taxa се получа- ва, че E=X, T. е. X е единствено решение на разглежданото урав- нение. Твърдението е доказано. . 
Единственото решение x на уравнението «+ х--В се бележи: ς В--« и се нарича разлика на В и « Mo такъв начин имаме 

3 (с, ф-(а, b)=(c—a, d—b). 

au—by=c, . , 
"ба+ай-а, 

Тъй като ατξω, 10 а24-524-0 и горната система притежава един- ственото решение ! 

„„ас4+-6а _ad=bc " с) . ая Vg 
T. е. ако решението x=(u, Ф) Ссъществува, то се определя едно- Значно от формулите (4). Обратно, с "непосредствена проверка се Убеждаваме, че двойката (u, ), определена от (4), е решение на Уравнението ax=§. - . . Ἀκῷ a=(a, δ)εξω и В--(с, а), единственото решение 3¢C на 
уравнението ax=p ще бележим с б=% и ще го наричаме част- 
Ko на В и «. Следователно 
(5) . (ε, а) ас45а да--вс 

@ δ) *(ачь* , Г„„)* 
където (g, 6)--(0, 0). | . 

Наредената днойка c=(1, 0) е единствен елемент от (, за 
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койТО ве --а ΠΡῊ всяко «ЕС и поради това e=(1, 0) се нарича „гдиничен елемент на C. . 
Ако «--о, единственото решение на уравнението ax=¢ се 

нарича обратен елемент на « и се бележи с o L 
Определение 1. Множеството С от наредените двойки ре- 

ални числа с дефинираните операции събиране (1) и умножение 
42) се нарича мнозмество на KOMMAEKCRUME иисла, а всеки еле- 
мент на С се нарича комплексно число. 

На реалното число а да съпоставим комплексното число 
{a. 0). Тогава ако a, РЕВ, τὸ на реалните числа а--6, a—b и ab 
ще съответствуват комоплексните числа (ач-0ф, 0)=(a, 0)4+(6, 0), 
(α--ὃ, 0)=(a, 0)—(b, 0) и (ab, 0)=(a, V). (b, 0). B случая, когато 
b0, на peannoro число -%- ще съответствува KOMOJIEKCHOTO чис- 

- Ν 

πο (—:—» 0)=((Z: g: Поради това ние отъждествяваме реалното 

число а с комплексното число (а, (), т. е. ще считаме, че a=(a, 0). 
Cera вече множеството В на реалните числа е подмножество Ha 
множеството С на комплексните числа и операциите в С над 
елементи от R съвпадат с операциите над реалните числа. Еле- 
ментът (0, 1) от С ще означаваме с i и ще го наричаме имаги- 
нерна единица, а поради това, че числото 0 се отъждествява с 
‘0=(0, 0), комплексното число (0, 0) ще означаваме вече с 0. Тъй 
като P=(—1, 0), т. е. (2----1, комплексното число [ е решение 
на уравнението х241-0(, с което постягнахме основната цел, коя- 
ἼΟ си бяхме поставили, 

Поради отъждествяването, което направихме, на реалното 
число а с комплексното Число от вида (g, 0), то 

(а, 6)--(а, 0)+(0, 5)--(а, 0)+(b, 0).(0, 1)—a+bi. 
Както лесно се вижда, записването на комплексното число (e, 5) 
във вида а+0Г е единствено. Това записване се нарича пре4ста- 
вяне на комплексното число в алгебричен вад. 

Сега равенствата (1) и (2) прилобиват съответно вида 

1) (@+-bi)+(c+diy=(a+é)+(b+-d) i, | 
423 . . a+bi) (c+ di)=(ac—bd)+(ad+bc)i. 

Числата а и b(a, b¢R) се наричат съответно реална и uma- 
гинерна част на комплексното число «->а 4657 и се означават с 
@=Rex и b=Imd. Ν Ξ Ξ 

ῃ 

Ако «--а4+5/ е произволно комплексно число, TO комплексно- 
. 

ΤῸ “πΠῸπὸ «-а--6/--(а, —b) се нарича конюгавано или комп- 
лЛекено-спрегнато на o, Следователно Вех«- Вех и Ilma=—Ime. 
Непосредствено се проверяват следните равенества: 

Ν а+#-2Ве а, 

a—a=2(lma)i, Г 
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, αα--α3.. ὅ2--(Βε ) +(fm «). 
Очевидно e, че числото « е реалнб тогава и само тогава, KO- 

гато o=qa. ! | 
Ако a=a+4bi и B=c+di са две произволни комплексни чис- 

ла и «--0, формулата (5) можем да получим със следното умно- 
зкение: „ ! - 

8 βᾳ (e+d)(a—bi) - ас+04 , 24--6с , 
¢ αΦ- ἰαφϑῇ @b @y айъе 5 

“ 1 («+В)--«+ Β, 

(6) 08 --α.β, 

където « и В са произволни комплекски числа. 
Ако ἩΜΌΠΟΤΟ 2=f (o), V..., «) се получава от комплексните: 

числа &y, « ..., &, само с, операциите събиране, изваждане, ум- 
ножение и деление и в израза f(zy, @y...,%,) заменим o, с него- 
вото комплексно спрегнато « (Е-1, 2,...,л), or формулите (6) 
следва, че полученото число ще бъде комплексно спрегнатото 
Ζ ΒΔ Ζ, Τ. Ε. z=f(0y oy ..., @) . 

Множествата 7, Q, R я С съответно на целите, рационални- 
те, реалните и комплексните числа относно събирането и умноже- 
нието имат много общи свойства, а именно свойствата 1) —8), 
посочени по-горе, Всяко Числово множество, което притежава те- 
зи осем свойства. се нарича часлов пръстен. Може да се покаже, 
че непразното множество 4 от чиСла е числов пръстен тогава и 
само тогава, когато за всеки две числа а и 0 (съвпадащи или не) 
от S разликата а--0 и произведението им ай се съдържат също 
в 5. Но пръстенът 7 на целите числа се различава от пръстевите 
Q, Ви С по това, че в него невиваги е възможно деление на 
различно ΟἹ нула число. Всеки числов пръстен S, който съдържа 
плоне едно ненулево число и в който за всеки две числа а и b 

а . (6=0) or 5 частното τ € също οτ΄ S, се нарича чиаслово поле- 
Числови полета са Q, В я С, но числовият пръстен Ζ не е чис- 
лово поле. Освен това не е трудно да се съобрази, че множест 
вото N на естествените числа не е числов пръстен. 

3a всяко комплексно число « по определение полагаме αϑε- . 
Също така за BCAKO естествено число п полагаме 

a"=a.a...a(n Mflomme}lfl), 
; β Ξ (β ) }Ξ 73) (0 Β ε) 
3a степените на комплексни числа лесно се доказнат след- 

ните равенства: ' 

“ 
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2 (o Бе „ 
b) | й (%)„--%; 

с) ал o™ а ЛТ 
d) , (an)m = anm. 

хкъдета п и ” Ca произволни цели числа. 

§ 2. Тригонометрична форма на комилексните числа 

Ако в равнината въведем правоъгълна координатна система. 
Оху, то ὰ всяка точка & от равнината еднозначно съответствува 
наредената двойка (g, b) от реални числа, където а е абсцисата. 
на &, а b e ординагата на α. Обратно, на всяка наредена двойка 
{a, 6), , b¢R, отговаря точно една точка « ΟἹ равнината с коор- 

динати а и #. По такъв начин получаваме взаимно еднозначно- 
състветствие между множеството ΟἹ комплексните числа и точ- 
ките на равнината: ако « има коордивати а M b, то тя съответ- 
ствува на комплексното число (@, b)=a+bi. Благодарение на то- 
ва съответствие можем да отъждествим всяко комплексно число 
със съответствуващата му точка от равнината и да я означим 
със същата буква. Равнината Оху (C посоченото отъждествяване 
на точките с комплексните числа) се нарича комплексна равнива.. 

Нека «-:(а,. 6) e произволна точка от комплексната равнина 
и p— дължината на отсечката О«. Да означим с ф ъгъла между 

--ν 

положителния лъ на абсцисната ос и лъча О«, измерен в посока 
обратна Ha Часовниковата стрелка. Тогава 

Ω " а-ерсовф, b=psing, 
a=p(cos p+ising), ρεε ψὰ 08. 

ι 
Записването на едно комплексно число « във вида (1) се na 

рича негов трагонометричен вид, неотрицателното реално число . 
р-- модул на @, а ф--аргумент на «. Модулът на « се означа- 
Ba с |«), а аргументът -- с arga. Трябва да отбележим, че докато 

модулът р-|4-а--62 на « е еднозначно определен, то- аргу- 
мевтът на а може да се вземе с точност до целократно на 2x,. 
тъй като 88 BCAKO цяло число Я комплекснвите числа р(ео5фФф4- 
+isin¢) и p[cos (φ - 24π)-Ἐ 1 sin (p+2kx)] съвпадат. Затова е вярно 
следното 

Твърдение "3. Комплексните числа «--р(со5ф-+65то) й 
B=o(cosp+ising) ceenadam тогава и само тогава, когато. 
p=c u ¢o—$=2kn за някде цяло число k. 

Геометрачната интерпретация на комплексвите числа ни поз- 
волява да онагледим геометрично  онерациите събиране и изваж“- 

Дане. Именно сумата у-а«--В се получава като четвърти връх на 
Успоредника, две OT страните на който са отсечките О« н ОВ. 
Счерт. 1). 



"Нанстина абсцисата и ординатата на този връх са равни съответ- 

но на сумите OT абсцисите и ординзтите на « и B- 

38 да получим разликата 8--а--В, достатъчно е да ΒΒΕΜῈΜ 

‘0], внимание, че «<-84-В, т. e, ὃ е четвъртият връх на успоред- 

жика, двезоТ страните на който са отсечките OB u αβ. 
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Yepr. 1 

Геометричното онагледяване на умножението Η делението Ha 

комплексните числа Ссъщо се получава лесно с помощта на три- 

гонометричната им форма. 

Нека a=p(cosp+ising) и p=c(cos ф+5т ф). а 

Тогава . - 

«В-- ра (со5ф cos g—singsiny) +i(cos φ 5т ф4+- сов ф 5т ф <- 

. ραίοσε φ Ἐ Φ)Ὲ δίη ()) | 

«Следователно при умножение на две комплексни числа модулите 

жим се умножават, а аргументите им се събират. 

Нека 840 и δ:-“ξ- има тригонометричен нид. 

δεετίοοβ ξ- ἐ δἰπ £). 

Torapa α--- βὃ и затова | 

| ρίεοβ φ 5щ 4)--ст (с08 (ф + Ἐγ- ἰ δίπ (¢ +E)] 

Оттук съгласно твърдение 3 имаме ; 

τ:-ς-͵. E=p—+2kn. Ν 

τ 

Това показва, че при делене Ha ,две комплексни числа модули“ 

«те се -делят, а аргументите UM, се изваждат. , ' ' 

.. С помощта” на тригонометричната форма ,а 

"числа ще докажем следната теорема за модулите. , 

Теорема 1. Axo « й § са две произволни. thxn'/igxchqz' час- 

ε, mo 

а комплексните 
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«) [5}-- 8< «В <е +- IR 
Равенство :вляво можем да имаме тогава и само тогава, 

„жогато arge=argB+=, а вдясно равенство се достига тогава 
κ само тогава, когато arga=argsl. 

Доказателство. Нека «+-р (созф--Е8те) а B=c{cos¢ 

+ising). Тогава : 

Je+B[*=(p cos ф+«со5 ф)2 4 (ρ singf-a sin ψ)"-- 

Ε =0 Ἐσβ- 2 ра со8 (φ---ᾧ). 
Тъй като cos{p—¢) се изменя mexny —1 и 1, то при по- 

,«стоянни р и с най-голяма стойност на ἴ;ι-ι-ββ ще имаме при 
“«οβίφ--φ) - Ἐ, т. е. когато φτς ᾧ -2Κπ, а най-малка -- при со8(ф-- 
--ф)«<-1, т. е. при p=¢+n-+2kn. Следователно 

|« Ἐ В ра ч? 4 2p0 = (p+3)3,” 
lz+52=p2 +0?—2p5=(p—0)% 

При това WHPBOTO HEPABEHCTBO се превръща B PABEHCTBO са» 
ΜΌ ако аге « -аге B, а второто — при arg «--аге В +я, Ot получе- 
ните неравенства непосредствено следва, че са изпълнени неравен- 
„ствата (4). 

§ 3. Степенуване и коренуване на комплексни числа“" 
м 

В предишния мараграф беше показано, че при умножаване 
Δ две комплексни числа модулите се умножават, а аргументите 
.:се събират. Не е трудно по индукция да се докаже, че същото 
гправило е B сила и за произволен брой множители, T. €. 32 про- 
изволно естествено число п e вярно равенството 

{1 Π ре (со8 ф ἐ 8ἰπ g ) =0 (соз ᾧ τ ἐ 8η ψ), 
“К1 > 

където O=py ра...ро а ф--фр ф .. Фу Ако всички множите- 
„ли B (1).ca равни на «--р(со85ф45то), се получава формулата 

«(2) ” [p{cosp+ising)]"=p" (cos ny+isin πφ), 
известна \IOR името формула на Moassp 3a степенуване на KOM- 
-„плексни числа. 

Очевидно е, че при «--0 формула (2) остава вярна и когато 
.n=0. Ще докажем, че тази формула е валидна ¥ при произвол- 
Ϊ отрицателни стойности на ΠΗ «--0. Наистина нека n=—m, . 
:г:тЕМ. Тогава 

Ге (соз p-t-isime)]"= 1 со5 0+ sin 0 
le*(cos @-|- sin )} = (со5 πιφεξὲ sin те) = 

=p " [cos (— )+ i sin (—my)]=p" (сов np+i sin πφ). 
Да pasrnename cera' .въпроса 88 коренуване на KOMIVIEKEHA: 

12 Алгебра с теорня на числата | 17



числа. Всяко комилексно число, което е решение на OHHOMHOTU 

уравнение x"=a («6(, пЕМ), се нарича п-та ΚΟΡΘῊ на комплекс- 
n 

HOMO число « и се означава с «. 

Ако е необходимо да извлечем квадратен KOPEH от часлото 

а+6г и да търсим стойностите My във вида X+ i, чрез повдига- 

не в квадрат на равенството \/a+bz—x+yz стигаме до извода, 

че хи у трябва да се определят от системата . 

ОТКЪДСТО намираме 

хе + /a+\/a9+b‘3 уе # ͵ a+\fa2+" 

Kato вземем под внимание, че знакът HA произвелението ху съв- 
пада ChC знака на b, то в изразите за X и у избираме еднакви 
знаци, ако 67>0, и противоположни, когато #<0. По такъв начин 

за /а + 07 получаваме ве стойности. |, 

При намиране на \/ac (« “ C), където т>2, е по-удобно гда се 

използува тригонометричната форма” на o. 
Теорема 2. Ако « е различно от нула комплексно число, 

@ пе процзволно естествено число, MO съществуват точно п 
на брой различни комплексни числа, които са пети корени на 

a. ἄκο a=p(cos p+isin ), то всички стойностц HA- \/u ca чисе- 

лата 

Ἔ8 > 

n , 

Be=vp (cos ¢+3k" : 1пф-+-:Е) 

където k=0, 1, 2,..., л--1, а х,/р e аритметичен п-ти ' KOPEH 

от положително HUCAO р. 
Доказателство. Непосредствено от формулата на Моавър 

(2) следва, че В -а, T. е. посочените числа В, са ἩΤΙΪ корени OT «. 

Освен това В Вь -.., 83,..1 са различни, понеже BCAKO OT тях "има 
i 

apryMeHT, койтб ες по-голям OT аргумента :на предхожда- 

щото ге числоа и броят им € Μ. 
Нека числото 80 (со8ф445т ) e произволен Δ-ΤΗ корен 

на «, Τ. е. 5 --«. Тогава 

в (сов np+i sinnd)=p (со5 g+ising), 

KOeTO показва, че са изпълнени равенствата 0"=p и nYy—p=2%S 

{s €Z). Следователно 



Да означим с ¢ и 7 съответно ΒΕΠΈΠΗΟΤΟ Частне и остатъка от 
делението на 5 с M, Τ. е. S=gn+r, където 0::г< п. Тогава 

я 

B= \/ Ιἷ [Cos (W+:fir+ 21rq)+ isin (H_: LS Qflq)]:p м 

с което теоремата е доказана. - 

Нека ἕ (n>>0) е произволно рационалне число. Тогава мо- 

жем ла обединим формулата на Моавър с твърдението на тео- 
рема 2 в следната формула 

т т 
. т5 mp2kn | me2kw 

[e(cosp+ising)] " =p” (COS“—,,—Hsm—-n——) , 

където А-0, 1,..., л--1. 
Очевидно числото () е единствен корен п-ти от 0, тъй като 

уравнението х”--0 има единствено решение X =0, 
ῃ 

§ 4. Корени на единицата 

"Особен интерес представляват п-тите корени (n=1) от umc- 
лото 1, които се наричат още корени на единицата ΟΥ n-Ta сте- 
пен. Както показахме в предищшния параграф, тези кореви са т 
на брой и поради равенството 1=cos04-isin0 те се определят 
по формулата - ᾿ 

) вуе сав 2 pisin 25 (k=0, 1, 2,..., n—1). 

Множеството ΟἹ всички п-ти корени Ha 1 ще бележим с ( (π) 
T. 6, C(n)={ep ξιν...Ὁ £, 1} 

Твърдение 4. Нека Е и ч ca d6a npoussosnu n-mu корена 
на единицата. Тогава Е ц Еу са също п-ти корени на едини- 

Найнстина (Е7) ч(Е)у е1 1-1 и (у - ЕНу е-1, 1. e. £} 
ξῃξ (м). “ ! ! 

Важността на п-тите корени от единицата може да се обясни 
в частност C TOBa, че с тяхна помощ е удобно да се определят 
п-тите корени OT произволно комплексно число «. Действително 
нека В е един произволен тети корен OT α, а в е произволен п-ти 
корен на единицата. Тогава (Вв)“ В е-а. ἔπεο, т. е. Ве е л-ти 
корен ΟἹ &. Затова числата Вер Вер..., βε, 1 са п-ти корени ΟἹ ἂ- 
Ho тези числа са различни и са п на брой. Следователно те са 
всичките п-ти корени OT a. . 

Определение 2. n-THAT KOPeH е Ha единицата се нарича при- 
митивен, ако той не е корен на единицата OT по-ниска степен 
от п, T. е. ако =1 и ¢”F1 за всяко т, за което 0<m<n. 

За всяко естествено Число л съществува поне елив прими- 
, . 2π THHCH ети корен Ha единицата. Hanpumep e,-_—.cosl:—+z sin=— е 
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. 

такъв Koped, понеже or (1) и формулата Ha Моавър следва 
е5-- 1, но ef=g,f1 84 k=1, 2,..., n—1. 

Следващото твърдение би могло да се нземе за определение 
на примитивен корен на единицата. 

„ЛТвърдение 5. п-тият корен = на единицата е примитивен 
тогава ц само тогава, когато неговите степени в0, €, 2,..,, 
V7Y са различчи, т.в. с тях се изчерпват всцякй п-ти корени 
на единицата. - 

Доказателство. Ако ге примитивен 7-TH корен на еди- 
ницата И εἴ πεεί при O=k<<i<n—1, 10 & %=1 и 0<1--8<1п, Koe= 
то е противоречие. Обратно, ако посочените степени на п-тия 
корен « на единицата са различни, то очевидно & е примитивен 
7-TU корен на единицата. 

Нека в e л-ти корен на единицата и п дели цялото число m, 
T. Ε. те-пд. Тогава &"=(¢"f=1 и затова = e и т-ти корен OT 
едивицата. Следователно можем да говорим изобщо за корени на 
единицата. AKO 7 е произволен корен на единицата, то най-мал- 
KOTO естествено число §, за което 1 --1, се нарича показател 
на 7. Очевидно 7 има показател # тогава и само тогава, когато ἢ 
€ примитивен 5-ΤῊ корен на единицата. Ε 

Лема 1. Ако ве npumumusen n-mu корен на единтцата, 
равекството ¢ =1 (€Z) € излълнено тогава и.само тогава, 
когато п/т“. , 

Доказателство. Нека e изпълнено равенствоко ="=1 и 
m=nqg+r (0=<r<n). Тогава по определение 8 равенствата 

Ϊ ее т =Mt = () e g’ 

са изпълнени точно тогава, когато r=0, т, е. тогава и само TO= 
гава, когато n/m. . 

„ Следствие 1. Нека в e корен на единицата. Ако "--1 й 
тЕ, то показателят на s дела часлото" т. 

Въпросът за броя и намирането на всички примитивни л-ти 
корени на единицата се решава от следното твърдение. 

Теорема 3. Ако ε е -npumumnsen п-ти корен на еданицата, 
mo «“ е примитивен п-ти корен на единицата тогава U CAMO 
тогава, когато целите числа Е ци са взаимно пПроста. 

Доказателство. Нека е“ е примитивен л-ти корен на 
единицата. Да допуснем, че най-големият общ делител de=(n,'k) 
Ha пи Ве по-голям от 1. Тогава л-ца, k=kd и 

(ek)"t=gk|d"1=(g” 1= |, 

T. е. степен на числото εἰ със степенен показател 1;< л € paBHa 
на 1, KOBTO противоречи на предположението. . 

Обратно, нека (k, n)=1. Ako допуснем, че εἰ ¢ примитивен 
т-ти корен на едияицата 88 m<<n, то по лема 11 следва, че 
nlkm. Понеже (k, n)=1, то п/т, а това е противоречие, 

Следствие 2. Броят на примитивните п-те корени на 

# Със символа 1/”: означаваме, че п дели δὶ. 

. 
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гдиницата е равен на броя на естествените числа, Koumo ca 
по-малки от п и са 63aUMRO прости с п. 

Този ὄροῦ се означава ¢ ¢(n). Taxa се получава числова 
функция @ (n), която е известна като функция на Облер или 
икндикатор” на я. Тази функция играе важна роля B теорията на 
числата. 

Да разгледаме множеството C(4)={1, -1, i, —i} от коре- 
ните на единицата or степен 4. Сред тях Ся - -ἰ са примитивни 
от 4-a степен, —1 e примитивен от 2-ра степен, 8 1 е примити- 
вен от първа степен. . 

Ако ре просто число, то примитивните р-ти корени на еди- 
ницата са φ()-»--1 на брой, Τ. е. всеки различен от 1 р-ти 
корен на единицата е примитивен р-ти корен. 

r х



ГЛАВА П 

ПОЛИНОМИ С ЧИСЛОВИ КОЕФИЦИЕНТИ 
И ТЕХНИТЕ КОРЕНИ 

§ 1. Операции над полиноми 

Нека х е променлива. Ще считаме, че нулевата степен x° 
на променливата х е равна на числото едно. 

Формален израз f(x) от вида 

( 70) -а, а а ... Ἐ @, X" a5t 
където пе произволно цяло неотрицателно число, а 4, йр..., 
a, са фиксирани комплех«сни числа, се нарича полиноам с коефи- 
циенти а ар.-.; а,. 

Коефициентът g, на полинома f(x) се нарича свободен член 
на f(X) и се разглежда като коефициент пред нулевата степен 
x°=1 на χ. 

Ot определението Ha полином следва, че комплексните числа 
могат да се разглеждат като полиноми οἹ вида cx® (c¢C). 

По определение ще считаме, че полиномът /(х) е равен на 
пелинома # 

(2) Е(х)- 6,+6,х4+ 046 + ... b, XV фу 

(което ще занисваме f{x)=g(x)) Torasa и само тогава, когато са 
изпълнени следните условия: 

а) ако o,==0, то #т и a,=b,; 
6) ако 6,--0, то I<n и b,=a, 

С други думи, два полинома са равни точно тогава, когато са 
равнви различните MM OT нула коефициенти пред еднаквите сте- 
пени на X. ‘ 

По този начин BCEKW два полинома с нулеви коефициенти ca 
равни и съвпадат с числото нула, разглеждано като полином. To- 
зи полином ще наричаме нулев полином и ще го бележим с 0. 

. Ако поне един от коефициентите на полинома f(x) e разли- 
чен от нула, τὸ f(X) не съвпада с нулевия полином и ние ще 
казваме, че f(x) e ненулев полином, Най-високата степен на про- 
менливата X, KOATO YYacTBYBA с ненулев коефициент в записва- 
кето (1) на полинома f(x), се нарича степен на полинома /(х) и 
се бележи с deg /(х). Саме на нулевия полином засега не при- 
писваме никаква степен. 

Очевидно e, че един полином g(X) има нулева стецен тога- 
ва и само тогава, когато свободният му член е различен от ну- 
πᾶ, а останалите му коефициенти са равни на нула. Затова раз- 
личните от нула числа и само те са полиноми от нудева степен. 
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Ако степента на полинома /(х) е равна на 7, то коефициен“- 
гът а, пред х” B записването на f(X) е последният различен от 
нула коефициент и се нарича старши коефициент на f(x), а 
a,x" се. нарича старши член на полинома f(x). 

Множеството ет всички полиноми с KOMWIEKCHH числови кое- 
фициенти ще бележим ¢ С|х) 1 “ | ‘ 

Тук трябва да отбележим, че полиномите с числови коефи- 
циенти можем да разглеждаме и от друга гледна точка. Полино- 
мът /(х) може да се тълкува и .като функция, която е опреде- 
лена върху.множеството С от комплексните числа, приема функ- 
ционалните си стойности в С и която може да се представи във 
вида (1). В математическия анализ две такива функнии f(x) и 
2(х) се считат 88 равни, ако 88 BCAKO комплексно число с те 

. приемат едни и същи функционални CTORHOCTH, т. е. f(c)=g(c). 
. Веднага възниква въпросът, дали два различни (B приетия OT нас 
„ формално алгебричен Смисъл) полинома могат да са равни като 
функции. На този въпрос ще отговорим Ппо-нататък. Засега само 
ще отбележим, че тези два подхода на разглеждане на число- 
вите полиноми съвпадат. Пе 

В множеството C[x] на всички полиноми с комплексни кое- 
фициенти ще въведем операции умножение и събиране, Нека 
7Ἱ B g(x) са полиномите от (1) и (2). Пройзведение на поли- 
номите f(x) и £(x) се нарича полиномът 

) gX)=dotdixtdpx® + ... ааа Х 
където коефициентите d; се определят по формулите 

4.1=аой.:“+а|[,.ь"-1+ .. +„а,.,6,+!а,:ь„ (=0, 1,..., πι-Ἐ ), 

в които при j>n очитаме a;=0wu при j>m считаме ὅ,-:-ῷὸ. Β 
щчастност изпълнено € равенството dnym =0, Ако n=degf(x), 
а m=deg g(x), T0 dnym=8,b,+0. Затова произведението на два 

. ненулеви полинома е ненулев полином и негевата степлен е равна 
HA сумата от .степените на множителите. Ако поне един OT MHO- 
зжжителите f(x) и g{x) e равен на нулевия полином, произведе- 
:нието f(x) g(x) € също равно на нулевия полином. 

За да избегнем увеличаването на обема на записване ц 
„говарене, проазтичащо от факта, че на нулевия Полином не 

„ сме приписали степен, ние ще притциием на този полином 
Cmenen, равна на символа --со (четем „минус безкрайност“). 

ЖЩе считаме, че πτο може да сравняваме с всяко число м и че 

-τ- οο κ π. Обвен това полагаме (--с0)4(--с0)---600 и —co+n=rn+ 

F(—0c0)=—co 3a веяко цяло число п. Не трябва да се влага 
B символа --οὦὐ порече смисъл от този, който сега му се при- 
писва. В удобството от въвеждането на такава степен на нуле- 
вия полином ще имаме възможноет да се убедим по-нататък. 

Тъй като прибавянето на членове с нулеви коефициенти Β 

запиеването на едиц нолином не изменя самия полинем, ΤῸ поли- 
номите f{X) й g(x) могат да се представят като суми на еднакъв 

Брой членеве, т. е. . 
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i=0 

709 91 ара, glxy= Σ δικῖς 
ἵξ 

където r=max{m, п). 
Сужма на полиномите /(х) и g(x) се нарича нолиномът, KOE— 

„фициентите Ha KOHTO са суми от ChboTBeTHHTE коефициенти. на f(Xx) 
н 2(х), т. е.. 

᾽ 
; 

2()е (х)- Фу @r+b) χ. . | 
i=0 

Очевидно €, че когато степените Ha лдва попинома f(x) н g(x) 
са равни” и техните старши коефициенти са противоположни, то- 
степента на сумата е строго по-малка от степента на f(X) и 24(х).. 
Когато степените на събираемите са различни: или когато тези- 
степени са равни, но старшите коефициенти на /(х) и g(x) He- 
са противоположни, степента на сумата f(x)+g(x) e равна на: 
max {deg f (x), degg(x)}. 

Следователно B сила e следното . 
Твърдение 1. Проазведението. на всеки Qsa полинома f(x) 

а g(x) е поланом om степен, pask'a на сумата om степените“ 
на f(x) и g(x), а сумата f(x)+g(x) e полином, степента на 
койта не е по-голяма от max {deg /(х), deg g(x)} " 

Непосредствено от определенията на събирането и умноже-- 
нието на полиноми се получават следните свейства на тези опе-- 
рацни: 

1) ξ ) Ἐ (х)--2(х)+/(х)-- комутативност на събиранетос 
) 1709 + 031 ()=F Λ Ε )Ὲ А() -- асоциативност 

на cabupakemo; ΕΝ 
3) f(x)}+0=f(x), където 0 е нулевият полином; 
4) F(x) g (x)=g(x) f{x) — комутативност на умножението;. 
2) [{{π) g ἹἹ # (x)=71(x)|g () k(x)] — acoyuamusnocm на ум-- 

ножението; г - 
6) [Γ() Ἐ8 (0 # (x)=F (x) h (x)+g (x) (х)-- дистрибутивен. 

закон; | 
7) f(x).1=f(x), където 1 е числото едно,. разглеждано кате 

полином. . 
. Topunte paBencTBa са изпълнени при произволвни полиноми 

. & - . т 

](х):Е а,х”, g(x)-—-zl: &, x°, Iz(x)=Z c; xt. 

2-0 ἐπὸ r=0 

„ 38 илюстрация ще докажем само асоциативността на умно- 
жението. 

Нека Ж 
k4l . т . 

ΓΤ Σ 
ἐξὸ =0 . 
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където 

а,.=“2 a, b, e,=2 by, 
r+s=i 58 

Тогана коефициентът пред х” (p=0, L2..., ktl+m) в поли- 
нома f{x){g(x) #(х))| ще бъде paBeH на числото 

У Л 
„Ее . t+j=p 348 п+3+1-р 

а в полинома [F{x) g(x)] £ (%) този коефициент ще бъде равен не 
числото ᾿ - ' ᾿ ' 

Σ , ε,:Σ (Σ ᾳ,ῦε)ε,: Σ а,6,с.. 

it+t=p . i+i=p rt+s=i r4s4é=p 

Следователино flx)jg ( λ ( и | f(x)g(x)}k (%) имат еднакви кое- 

фициенти пред CHOTBETHHTE степени на X и затова тези полиноми 
са равни. | - . . 

Следващото твърдение показва, че е възможна винаги и опе- 
рацията изваждане на полиноми. , 

Твърдение 2. Ако Дх) и g(x) ca два произволни полиномжа, 

то съществува едик-единствен полином Й(х), за който е вяр- 

но равенството У (х)-+Я(х)--8(х). Полиномът h(x) се нарича 
разлика на полиномите g(x) и [(Χὺ α се бележи с h(x)= 

=g(x)—f(x). . 
Доказателство. Kato вземем предвид посочената по-горе 

възможност да допълваме записа иа един полином С нулеви чле- 
пове, можем да считаме, че f(x), 2#(х) и Я(х) са.от вида . 

104 т а в(х)- 51 ве h(x)= 57 е . 
=0 =0 1=0 

Предстой ни 32 намерим коефициентите ¢, на полинома A (x) 
и да се убедим, че те са еднозначно определени, Тъй като 

70:)4+ #() Σ (@) χἰτε ( ἡ» 
359 - 

то @;4+¢;=b; 88 всяко i=0, 1, 2, ..., п. Следователно .c;=b,—a, 

за полвнома Я (x) получаваме 

й (х)=2 (b—a)x, ΄ 
i=0 

и и + ' v 

Τ. е. само TO3H ROJHHOM би могъл да Удовлетворява условието- 

на твърдението. ΟἹ друга страна, веднага се вижда, че получе- 

ният полином притежава желането свойство,.с което доказател- 

ството € завършено.-. 
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Следствяе 1. За всеки полином flxy=ag+ax+. . .4 a,x" 

съществува mogno вдан полином h(x). 3a който e изпълнено 

равенството f(x)+h (x)=0. Този полином. се нарича противото- 

ложен на f(x), бележи се с —f(x) и 

- : Σ (-а #. 
i= , , 

.. 

Както при целите числа, и при полиномите операцията( Ae- 
„ление невинаги € възможна. Нанстина в сила е следното” . 

Твърдение 3. За поланома f(x) съществува полином g(xy 
със свойството # (х) g(x)=1 тогава и само тогава, когато 

f(x) е число, различно от нула. 
Доказателство. Ако g(x) съществува, то от, равенетво-. 

10 f{x)g(x)=1 следва, че е изпълнено равенството 

’ . degf(x)+deg g(x)=deg 1:=0. 
+ 

"Следователно deg f (x) =deg g (x)=0, което показна, че f(x) и g(x}p 

€2 различни OT нула комплексни Числа. 
Обратно, ако f(x) € различно OT нула комплексно число,, т. €., 

7020е 0, 10 gix)=c™ е полином ог нулева степен и f(x)g (х)-- L. 
Подобно на делимостта на целите числа в следващите два. 

лараграфа ще развием теория 88 делимост на ΠΟΠΗΒΟΜΗ͂ΤΕ, " 

§ 2. Деление на полиноми 

Множеството PCC се нарича числово поле;, ако.то съдържа 

поне две различни числа и ако га изпълнени следните две. усло- 
вия: а) ako @ и b са числа от P, то a+b, a—b web са също чи- 

сла от P; 6) ако а--0 и а се съдържа B P, To.a е число ot Р. 
Множествата (), К и С съответно на рацирналните, реалните 

и комплексните числа са полета, , 
Множеството OT всички полиноми C коефициенти от. дадено. 

числово поле Р се бележи с Plx]. Лесно се. вижда, "че сумата, 

разликата и пронзведението на полиноми от х) са полиноми с 
коефициенти от P, т. е. те са също полиноми, QT Plx 

Ака f(X) е полином OT степен л с числови коефициенти, то. 
често ще го Записваме и с обратйа номерация на !599фиЦЧеН,ЩТ=.„ 
а именно 

{1) Л() ак а1 .. . +a, X+ @, 

Teopema 1. Нека f(x) и g(x) са два полинома с коефициен- 
ти от яцсловото nose Р и g(x) е ненулев полинфом, Тогава δό- 
ществуват еднознанно определени полуноми 4 («) и г(«х)с кое- 

фициента от P, xoumo удовлетворяват следните две условия:; 

1) /09-909400+1(2), " 
2) deg r(x)<deg glx), " 

ЕКО



Доказателство. Ако degg (х)-:т, от условието 2(х)4+0 
следва, че m=0. Най-напред ще докажем съществуването на по- 
линомите 4(х) и ἐ(χ). Нека /(х) има вида (1), а 

“ ц A 

gx)= b;x"’ +0, X" Vbl by x5, b,=0. 

Axo deg f(x)<deg g (x), monarawe g(x)=0, r(x)=f(x) и тези 
толиноми Удовлетворяват условията. HA теоремата. 

Да допуснем, че n=deg f(x)gt_teg.g(x). Полагаме 

, Пе L 7 
. f)(x)=f(x)—b—ox" "g(x). 

Тогава степента deg fi{x)=n, e строго , по-малка от степента на 
Лх), защото старшият член на Дх) е равен на стаъшия член на 
'ῬΠΟΠΜΉΟΜΆ fl‘x""’" g(x). Да предположим, че BCe още л 2-т и да by 
"означим с @y старшия" koeduuuent на fi(x). Полагаме 

09е ()е хе ) И 
Стенента пу на f,(X) е строго по-малка ot тщ. Ако ng=>m, озна- . 

"чаваме С ау СТаршия коефициент на fo(x) и полагаме 7 

и< Π0)-- и х) 
# T. н. Тъй каго степените на полиномите Л(х), /(х),. . „ строго 
намаляват, след краен брой стъпки ще получим полином , 

е09е () Dokt ее х) | 
. ὍΤ степен n,<m. Karo съберем всички „равенства 88 Л(х) /4х) 
.. fo (%), ще получим 

μ γε([---ῶϑ, xS ете ς - З η α φ (1) +/(x) | 0 by 
Tloxarame | 

g(x)= Z—Z X" %‘%‘—x"fl""-}-- . 0Ὲ ““';"Ἱ ве 
o - 

U r(x)=fy(x). Torasa f(x)=g(x)g(x)+r(x) и degr(x)=n,<m. 
‘Ocrasa camo да отбележим, че полиномите Л (χ), /,(х), . . . ψ (α) 
ὰ с коефициенти от полето P, защото са такива полиномите Дх) 
и g(x).,3aroBa #(х) и 4(х) са също с коефициенти ot P. 

Да допуснем, че съществува и друга двойка полиноми φι(χ) 
Ἂ ry(X), които удовлетворяват условията Wa теоремата. Тогава ще 
ммаме , , 

F(x)y=g(x) #(х)+т(х)-9(3#(2-+7(х), 
жъдето йе г (х)<т, deg "(х)<т. Оттук следва равенството 

. {200 ἰφ } 5.) =ri(x—r(x). 

27



Ако предположии, че 4(х)--94(х)+4-0, то 

дев |r, (x)—r (x)]=deg [g (х)--44(х))-+ еве 2(х), 
при което 9е |9(2)--41(2))<-0. С.педователно ще бъде иапълнено. 
неравенството 

.. deg [r; (x)—r (x)]=deg g<x)- 
Ho or твърдление 1 ще следва, че degn (x)—r(x)](deg £(x). По- 
лученото противоречие показва, че g(x)— g, (x)="0 и затова r(x)— 
—r(x)=0, т. е. 4 (х)--9(х) н r;(x)=r(x). Теоремата е доказана.. 

Да отбележим, че 4(х) се нарича непълно частно, а 7{x)— 
остатък OT делението Ha нполинома f(x) с полинома g(x). 

Определение 1. Ще казваме, че полиномът g(x) дели поли- 
нома f(x) и ще зацисваме кратко този факт с g(x)/f(x), ако съ« 
ществува такъв подином ¢ (X), че f(x)= g(x)q:(x) Ако g(x)/f(x).. 
TO g(x) се HapHya делител на полинома f(x). 

Твърдение 4. Ненулевият полином g(x) е делител на 
полинома f(x) mozasa й само тогава, когато остатъкът от 
деленпето на f(x) с 2(х) е равен на нула. 

Действително нека f(x)=g (x) g(x)+r (x), където deg rix)< 

<deg g(x). Axo r(x)=0, 10 f(x)=¢(x) g(x) и savosa L(x)f(x). 
Обратно, ако g{(x)/f(x) и f(x)=¢(x)g(x), OT единствеността Ha 
Частното и остатъка следва, че q(x) Ф(х) и r{x)=0. 

Ще посочим някои основни свойства на делимостта на по- 
линоми, които в бъдлеще многократно ще използуваме: 

1. Ако Дх)/в(х) и g(x)/h{(x), тд f(x)/h(x). 
Наистина от gix)=f(x)e(x) н #Я(х)--а(х)ф(х) следва ра- 

венството Я(х)«-7(х) [p{x) $(x)], т. е. f(x)}h(x). 

2. Ако f(x)/g(x) а 7(:3/8(х), mo f(x)/lg ()+#(х. 
.3. Ако У(х)/2(х) а #.(х) e произволен полином, mo f(x) дели 

лрои.зведеиието “( (%) 
4. Ако с е произволно ненулево число, а Дх) е поликом, 

то c/f (x). 
На истина f{x)eac g (x), където g(x)— =L f(x). 

| /5. Ако ЛДхУЕ (ΧῚ ц с е произволно различко от нула число, 
то с (x)/g(x). 

.  Наинстина От #(А)-/ (x)cp(x) следва g (x)==tf(x) (с7 ()) в 
затова cf (x)/g(x). 

6, Ако f(x)/g(x) и degf(x)=degg(x), mo g(x)= cf(x) къде 
то с е число, различно от нула. 

Наистина нека g(x)= φ(χ) χ). Тогава 

deg g(x)=deg Ф (x) +deg f(x). 
Ho 1o условие deg g(x)=deg f(x) и sarosa dege(x)=0, T. е. p(x} 
е число, различно от нула. 

7. Ако Дх)/Е (х) и g(x)/f(x), то g{x)=cf(x), кедето с е не- 
нулево число. 

Наистина от Уусловията се получава съответно degf(x)= 
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=degg(x) и degg(x)=degf(x), т. е. degf(x)=degg(x). Тогава 
-твърдението следва OT свойство 6. 

8. Полиномът f(x) се дели на нулевия полином тогава и 
«гамо тогава, когато Дх)--0. 

§ 3. Най-голям общ делител на полиноми 

Аналегия между делимостта на целите числа и делимостта 
«на полиномите съществува и 10 отношение на понятието най-го- 
„лям общ делител (кратко означение — НОД). 

Нека fy(x), fo(x), . - ., fo(x) (л21) са краен брой полиноми. 
Полиномът f(x) се нарича общ делител на тези полинвоми, ако 
f(x) дели всеки ΟἹ полиномите / (х),..., /.(х).Ясно e, че сред 
общите делители па всяка система от полиноми се намират и не- 
нулевите комалексни числа. Ако полиномите fi(x), . . ., Л.(х)не 
TIPUTEXABAT други общи делители освен ненулевите числа, казва- 
ме, че те са взаймно прости. 

„Определение 2. Ще казваме, че полиномът 4(х) е най-го- 
лям общ делшиел (НОД) на полиномите ἢ (x5, fo(X), . - ., fal2), 
axo d(x) е техен общ делятел и 4(х) се дели на всеки друг общ 
делител на тези полиноми. 

Лесно се проверява че НОД на полиномите fi(x)=/fy{x)= 
=. .„ .=f(x)=0 е полиномът d(x)=0. Действително всеки поли- 
ном € делител на тези полиноми, но само нулевият полином се 
дели на всички техни обтщи делители, Оказва се, че НОД на ня- 
холко полинома е еднозначно определен само в този случай. 

Лема 1. Ако 4(х) е НОД на полиномате f{x), .. ., fAx), 
то полиномът εἶχ (ΧῚ е техен НОД тогава и само тогава, ко- 
зато а, (х)--с 4(х), кьдето с e комплексно числа, разлцчноа от 
нула. ᾿ 

Доказателство. Ако 4(х)е НОД на f(x), ..., [, (%) 
τὸ а(х)/а9(х), защото d, (х) e общ делител, а d(x) е НОД на да- 
«Дените полиноми. По аналогични причини 4(x)/d,{x) и следова- 
телно 41(х)--с4(х), където € е число, различно OT нула. 

Обратно, нека « (х)--са(х) където с е различно от нула 
число. Тъй като 4(х) дели всеки от дадените полиноми, TO Η 
4(х) ще бъде техен общ делител. От друга страна, всеки дели- 
Тел на 4(х) е делител и на dy(x). Следователно dy(x) се дели на 
всеки общ делител на полиномите /(х),...,/(Х) и значи 4(х) 
€ НОД на 1ези полиноми. Лемата е доказана. 

Един ненулев полином се нарича нормиран, ако неговият 
Старши коефициент е равен на единица. Удобно е да приемем, 
че нулевият полином е също нормиран, 

“ Теорема 2. Всяка крайна система от полиноми fi(x), ...». 
κ ) с часлови коефициента притежава точно един норниран 
ὍΔ 4 х), който може да се затшше във suda ᾿ 

ἀ(λ)εειᾳ( ) μ ) Ἐ ua(x) fo X) Ἐώ .. 2() 
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където u,(x) ca полино.ми. Ако полиномите А(хуъ .. .,„/Д(х) са 
с коефициентиа om числовото поле P, mo а (X) е полином с 
коефациента от P, а поланомите шп,(х),..., u,(x) могат 
да gadam подбрани така, че da бъдат също с коефцициента 
от Р. 

Доказателство. Единствеността на нормирания НОД на 
полиномите fi(x),..., f,(x) следва непосредствено ΟἹ лема 1. 

Ще докажем съществувенето на нормирания НОД. Ще пред- 
nojiaraMe, че TNONHHOMHTE са с коефициенти OT Числовото поле Р 
(B частност P може да съвпада с C). 

Ако ЛА(х) (х)я-. . .=f,(x)=0, 10 d(x)=0 и полиномите 
() 45 (х),..., u,{x) могат да „бъдат избрани по произволен на- 
чин. Затова ще предположим, че поне един OT MOJHHOMATE я 
( <oy Л. (х) е ненулев. Да означям с M множестабто на всич- 
ки полиноми от вида 

2) ) 2() fo %)+ .. 0 ΟἹ frl), 
където Ф,(х) ca произволни полиноми от Plx]. Тъй като 

лед«0.Лр9+ -+ (). 0740 
- то f;(x)¢M я затова в M се съдържат ненулеви полиноми. Ясно. 

e, че ако f(x) и g(x) са от M, то и Я(х)4+#2(х) e поликом от M. 
Ако ф(х)ЕР х), а f(x)eM, те ¢(x) f(x) е също полином от M. 
Нека d(x) е един ненулев нормиран полином от M от възможно- 
най-ниска степен. Такъв полином съществува, защото множество- 
TO OT всички степени на ненулевите полиноми от M е непразно. 
подмножество на множеството OT неотрицателните цели числа, 
а всяко такова множество съдържа най-малко число. Ще дока-. 
жем, че 4 (х) е търсеният НОД на полиномите Jilx), .. oy 2. 
Тъй като а(х)ЕМ, то 

а(с) ц () fr()+. . . τει , ὐ . 
за някой полиноми i, (х),...,й,(х) ot P[x]. Затова ако ¢(x) e общ 
делител μὰ fi(X),. .., [ (x), τὸ Ф(х)/4()./Остава да докажем само,. 
че 4(х) e общ делител на полиномите Л(х),..., f,(X). За целта 
ще докажем, че d(x) дели всеки полином of M, а тъй като #(х)- 

. се съдържат Β M, то с това доказателството ще бъде завършено.. 
Нека Дх) е произволен" полином от M и 

fxy=g(x)d (x)+ r(x), 
където deg rx)< deg а (x). Полиномът 7 (%) се съдържа B M, защото 
п (х)-/(х)--9(х)а(жх), f(x}¢ M и d(x)¢ M. Ако допуснем, че (х)- 

0, като нормираме полинома r(x), ще получим нормиран нену- 
лев полином ΟἹ M OT степен, по-малка от степента на 4х), KoeTo- 
е противоречие. Следователно #(х)-0 и d(x)/f(x). Теоремата e 
доказана. 

Единственият нормиран НОД на полиномитег fi(x), fo(X), . . ч. 
fAx) е прието да се бележи с (filx), fo(x), - . „ А() 

Следствие 2, Полиножмите “ ἢ (x),..., f,(x) са взаимна προῦ-- 
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ти тогава а сажмо тогава, когато съществуват такива по- 
лианоми #,(X), й(Хх), .. . „ й.(), за който е изпълнено равенството 

) ) τ Ω ἡ ΒῈ . Ἑ α, ( ξ,(Χ) Θ . 
Наистина посдедното“равенство е равносилно на равенството 

(Л ι(-’ὢ Ре) .. а =1L 
поиощтг ва доказаните вече твърдения ще получим някои 

допълнителни Вважни свойства на полиномите, свързани с поня- 
тието лделимост. ” . 

а) Ако ()} f(x) 2() « (#(), Дх))-1, то #(ж) де,ш полцино- 
ма 2(х). 

Наистина съгласно теорема 2 съществуват такива полиноми. 
и(х)”и o(x), че а(х)#(х)+9(х)ЛДх)-1, Умножаваме това равен- 
ство ς g(x) и получаваме 

() 201 #() +olx) (Я() glx)] = gtx)- 
Тъй като Я(х) дели всяко събираемо в лявата страна на послед- 

„.ното равенство, то Я#(х)/а(х). 

6) Ако (#(х), Дх))- 1 а (h(x), 2(х))--1,то (#(х), Дх) g(x))=1- 
Действително, тъй като , 

«α(χ) Я(х) +е(х) flx)=1, φρῦ #С) ἜΦΟΣ а(х)<-1 
“3a ъякоий "полиноми и(х), е(х), p(x) и P(x), то като умножим по- 
“членно тези равенства, получаваме 

φ #() 2() 1709 203 = Г.. 
>където 

-p)= ff(x) φί), glx)=ulx)e(x) ’l(x)+ll(x) φίχ) g(x) + 
+е(х) f(x) §x). . 

“Torasa от теорема 2 следва (#(х), f(x) g(x))=1. 

в) “Ὃκο УСЕ/А(х), е(С) а () BN =L то f(x) 209/804). 
Наистивна #(х)-- f(x)¢(x). Освев ToBa  #2(х)//(х)Ф(х) и 

(σ), #(х)) --1. По свойство а) имаме g(x)/p(x), т. е. ср(х)зд(х) Ф(х). 

Нотогава A(x)={(x) g(x) Ф(), т. е. fx) 2(:<)/#(4). 
Десно може да се докаже с метода на пълната магематиче- 

“ ска индукция, че посечените свойства остават в сила и за павече 
ΠΟΠΒΉΟΜΗ. - 

Ще покажем, че намирането на НОД, на няколко полинома. 
, се свежда до намирането Ha НОД на два полинома. 

Твърление 5. Нормираният НОД на полиномите лСда... 

7,1Χ) е равен ὰ нормираная НОД на полиномите Щх) и f,,(x) 
]'f'c'zt)emo h{x) e нормираният НОД на полиномите Filx) 

“(Χ), .. . ἔα--ἰ(χ). 
Доказателство Да положим d(x) (B(x), fulx)). Очевид» 

во d(x){ f{x) за i=1, 2, 
Нека d,(x) e произволен общ делител на Д(х), fo(x) - - « 

!„кх) : Тогава” dy{x)/h(x), защото A(X)=(fi(x), . . „ а)) 5 
4,(x)/f,(%). Но d{xy=(h(x)..f,(x)) и затова 4(х)/а(х). Тъй като 
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«(х) е нормиран полином, то d(x)=(fi(x), (X} - - » Л(2)). 
Практически намирането на НОД на два полинома f(x) и 

£(x) се извършва чрез алгоритъма на Евклид. За целта без огра- 
ничение на обшността можем да считаме, че #(х)0 и че 
deg flx)=deg g(x). Делим f(x) на 2(х) и получаваме остатък #1(х). 
Ако ry(x) e различен от нула, делим #(х) на т(х) и получаваме 
«остатък /ъ(х). Ако ry(x)==0, делим r(x) на ry(x) и получаваме 
гостатък 73(X) и т.н. Тъй като .степените на получаваните оста- 
"тъци строго намаляват, след краен брой стъпки ще получим 
остатък гъа1(х)--0, т. е. 

ЛДх)- #20) φι(χ) +n(x), 
2(х) < 1(х)42(х) ἘΠ ὴ, 

г 1(х) Τχ(λ) ga(x) + #: 3(")’ 

Тъ-а(х) =Te2(%)gpl) +fg(x), 
rea(x)=ry(X)qs1(x). 

“Torapa последният ненулев остатък 7x(x) e НОД на f(x) и g(x) 
Нанотяна, тъй като £,(x)/r;—1(x). от предпоследното равенство 
следва, че п.(х)/ге-2(х) а от по-горното равенство заключаваме, 
че 7(x)/r—3(x). Като продължаваме така, стигаме до извода, че 
г.(х)/72(х) и r{x)/n(x). Гогава от второто и първото равенство 
получаваме, че r,{x) дели съответно Джх) m g(x). Следователно 
ri{x) е общ делител Ha Дх) и 2(х). Нека сега d,(x) e произво- 
„лен общ дДделител на Дх) и #(х), T. ε. dy(x)/flxy кн Ч03/2(х). 
От първото равенство следва, че di(x)/r{x), а от второто-- 
d,(x)/rz(x) и τ H. [lo такъв начин, като се движим OT първото 

„ към последното равенсгво, стигаме до извода, че dx)/r(x). С 
това е доказано, че ry(x) е НОД на полиномите fx) и g(x). 

Определение 3. Полиномът f(X) от положителна степен с 
коефициенти от числовото поле Р се нарича неразложим кнад P, 
ако той не може да се представи като произведение на два по- 
линома ΟἹ положителни степени и с коефициенти ot Р. В проти- 
вен случай f(x) се нарича разложил "над P. 

Тук следва изрично да отбележим, че за полиномите от ну 
лева степен и 88 нулевия полином понятията разложим и нераз- 
„ложим полином не се дефинират и не се разглеждат, 

От примерите, ΚΟΡΤῸ ще приведем, ше се убедим, че поня- 
THETO неразложим полином зависи съществено от това, кое η86- 
лово поле Р се разглежда. Ясно е обаче, че ако Дх) е pasnowmum 
полином вад £, а 5 е по-широко числово поле, т.е, PCS, то 
flx) е разложим и над 5. Обратното невинаги е вярно, в което 
ще се убедим с кенкретни примери. , 

Да напомним, че с Q, R и С бележим съответно полето 
на рационалните, реалните и комплексните числа. С Q) ще беле- 
жим множеството: ΟἹ всички комплексни числа @--bi, където ан 
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КА АКАК А ДКА Е ааа 

й «а произволни рационални числа. С 0 () ще бележим множе- 

C1BOTO OT всички реални числа OT вида а4+5?, където а кн b са 

произволни рационални числа. Лесно се проверява, че Q@) и Q(/2) са 
числови полета; KOHTO съдържат Q. Полето Qi) се нарича поле 

на гаусовите числа. 
Очевидно, че всеки полином с коефициенти от Р и от степен 

. единица е неразложим полином над Р. Така например полиномът 

x~|-\/§ е неразложим над BCAKO числово поле, което съдържа чи- 
слото „?. За разложимост или неразложимост на х+.? над поле- 
то Q на рационалвите числа въобше не може да се говори, за- 

щото кеефициентът 2 не е рационално число. Полиномът х2--2 
¢ разложим над полето Q(/2), защото хХ3--2+- (x—y2)(x+D), но 
е неразложим над по-малкотдо Числово поле Q. Наистина ако 
x2—2 е. разложим над Q, 1o x*—2=(ax+b){cx+d), където a=0, 
c#O на, b с, deQ. Оттук ще следва, че пелиномът x3—2 има 

b d 
два рацнонални кбрена x1~ а И Ху- с? което не е въз- 

мажно, тъй като” неговите корени са ирационалните. числа \2 и, 
-χΓ Mo подобен начин се установява, че полиномът х 241 e He~ 

разложим „над. полетата а Q (\/2) и R. Ho този полином е pa3no- 
жим "вад полето Q) (знача и над С), защото 

B4 L= (x4, 
ln:.p,e'ro Ге имагинерната единица и +:60(-. 

Някои други по- интересни . резултати за разложимост на пое 
линбмите“ ще получим в" § 7 и глава VI 

ч. Кщ Ε : 
5 4 Корени" на ᾿σόπμηοόμῆτο. Многократни корени 

Ако"” . _ ) 
) Дх) =apx"+axr „Еаллах-а, (α €C) 

е произволен полином и се комплекено число, то числото 

f(‘c) =@ A" . . εκ ἀστεα, ' 

се нарича стбйиност Ha полийома f(x) при x=c. Ако #229 -Ж5х)+2(х) 
φ(χ) =f(x) g(x),- непосредствена се проверява, че #+(с)-Жес)-+#2(с), 

$(@)=1e) glo)- - 
Комалексното "число с се нарича корен (нула) на полинома 

71) ако Же)-0. B този случай се казва също, че с е решение 
(корен) на уравнението f(x)=0. Уравнения от вида 

@ О ааа .. taiaxta,=0 (a;¢C) . 
се βᾶρθμδτ алгебрични. .Трябва "да cé' прави разлика межлду поня- 
тието алгебрично уравнение и равенството между един полином 
и нулевия полином."Уравнениаето (2) предполага само, че то Тряб- 
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Ва да се реши, т. е. трябва да се намерят всички стойности на 

неизвестното х, които го удовлетворяват. 
Ще покажем, че намирането на корените на едно адгебрично 

уравнение е тясно свързано с зъпроса за делимост на полиноми, 

Твърдение 6. Остатеъкът от делението на полинома () 

с лианейния полином x—c (сЕС) e равен на f(c). - 

Доказателство. Нека g(x) и γ(Χ) са съответно непъл- 

ното частно и остатък от делението на flx) ¢ x—e¢. Тогава 

. fx)=q(x)(x—c)+rix), deg r(x)<l 
и затова степевта ᾶ r(X) e нула или —oo, т.е. r{x)=r¢C. 3a да 

намерим числото г, полагаме х--с в представянето 88 ЛДх) и по- 

лучаваме r=f(c), което трябваше да се докаже. 

Оттук получаваме следната важна теорема. 

Теорема 3 (теорема на Безу). Часлото с е корен ка по- 

линома Дх) тогава и само тогава, когато «х--с дели Дх). " 

Наистина RONHHOMBT X ~¢ дели Дх) точно тогава, Keraro: 

остатъкът f{¢) от делението на Дх) с х--с е нула, 

Тук следва да отбележим два особени случая: ако f(x) е 

нулевият полином, всяко число е корен Ha ) a ake f(x) e πο- 

лином OT нулева степен, то Дх) няма HHTO един корен. 

Ot ropunTe- разглеждания" се вижда, че 8 целесьобразно да 

намерим един по-прост метой за деление на полинома fx) ς 

линейния полином X—C, OMKOIKOMO общия алгоритъм 3a де- 

ление на поланоми. Такъв метод за пръв път е бил публикуван 

от английския математик Хорнер през 1819 г. и носи неговотон 

име, но той е бил открит преди това от италианския лекар Паоло 

Руфини през 1804 г. Впрочем същият метод е бил известен на 

някои китайски математици още през ХП Β. , 

Нека f(x) e поленомът (1) ш . 

8 - 70 )5 --οοφ)ὲν 
където  g(x)=box 464 . Ab, κ κ Като ссравним 

коефициентите пред еднаквите степени на X и в двете страни 

на равенството (3), ще получим айу 6= 1-- ву @g=by—cbhy,. 

Ay=by—cby. . „ йл Ви-а-- сбиж» a,=r—cb, 1 Оттук следва, че. 

Bo= g, by=Cby ¥y, b=+ ὥρμ. . .. bus =02+ йлъ P=Cbr1+ а 

т. е. коефициентът b, се получава чрез умножаване с & Ha пре- 

дишния коефициент ὅκ- и прибавяне към полученото произведе- 

вие съответния коефициент @, при което #,--4а, а b,=r. По To3w 

начин на пресмятане едновременио се получават коефициентите 

на частното g(x) и стойността #--Дс). Практически пресмятането 

се извършва чрез еднотипни действия а се подрежда по следе 

ната схема: 

|а @ Gy...Qnz G, N 

. ес Ι b(l bl ь“) e . bn_1 f=f(C): 

Производна (или първа производна) Г () Ha полинома 7 (%) 

от нвида (1) се нарича полиномът 
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[ (х)-пат4+(п-- Пе 4. . .+282X+an1. 

По определение производната на кое да е комплексно число 
е числото нула. 

Производнвата на / (х) ce нарича 8mopa производна на поли- 
нома /(х) B се бележи с Κ' (Ἱ и въобще Ek-mama производна 
f®(x) на f(x) e първата производна на /1 (х) Очевидно 
9 xX)=nn—1) „..2.1.а,-т!а, и затова Κ(1:}}) (χ) τὸ ΚπῈ ) (χ) 
= . - . =U. 

Не e трудно na се докаже, че производната на полпном, HJH, ' 
както се казва още, диференцирането, притежава следните свой- 
ства: , : 

1) 1 ) +g (' =F ()+g (+), 
2) [ f(x) g X)) =Ff (x) 80 .).Ὁ}} (x) #(х). | 

„ Като следствие се получава правилото за диференциране на 
степен: . 

( ) =mf=(x).f (x). 
Heka κ отбележим, че nocouesnte формули 88 диференциране 

са известни в реалния анализ, но тук става думи 88 полиноми с 
произволни комплексни коефициенти и за формално алгебричното 
определение на полином. В анализа производната се определя 
чрез граничен преход и затова двете определения се различават. 
По такъв начин доказателствата са принципно различни. 

Ако f(x) е полином от л-та стенен с комплексни коефициен- 
' СЕС, τὸ /(х) може да се представи във вида 

( . Р0) а (х--е)+ . . . ае) d€C. 
Практическото пресмятане на коефициентите &, се постига с 
неколкократно прилагане на метода на Хорнер. Наистина от (5) 
веднага се вижда, че 4, е остатъкът от делението на /(х) ¢ Χ --ῸΣ 
4; е остатъкът от делението на полученото частно с χ-- ; dy € 
остатъкът от делението на новополученото частно с X—c¢ и Τ. н. 
За някои ΟἹ по-нататъшните „разглеждания обаче ще ни бъде 
нужно да знаем как коефициентите dy, dy, . . .. d, се изразяват 
чрез полинома f(x) и неговите произволни. Като лиференцираме 
k пъти двете страни на равенство (5) и заместим след това X € с, 
получаваме равенствата [®c)=~k!d, (k=1, 2, ... п). Следовае 
телно вярна е формулата 

Ф  fO=FO+T α-δε... + п 

която се нарича формула на Тейлър. , 
Определение 4. Ще казваме, че кемплексното число се 

Е-кратен корен (k=1) на полинома (х), ако (x—c)* e’ най-висо- 
"Кката степен на х--с, която дели f(x), T. е. ако f(x) може да се 
представи във вида: 

fx)=(x—c)* φρὴ, 
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където φίχ) вече не се дели на х--с. Еднократните корени се 
наричат още прости корени на f(x). 

Удобно е да приемем числото ¢ за О0-кратен корен на If(x), 
ако с не е корен Ha /(х), Τ. е. ¢ e О-кратен KopeH на f(x), ако 

7(9+-0. 
Понятието кратност на елин корен е тясно свързано с по- 

нятието. пооизводна Ha полином. Наистина в сила е следвата 
Теорема 4. Ако числото с e В-кратен корен на полинома 

Дю й k=1, mo с e (8--1)-кратен корен на първата производна 
Т (х) на поланома |(х). 

Доказателство. Hexa /(х)-(жх--е)“ φίχ), където k=1 и 
%(c)=0. Тогава и . ; 

Κο)τίατ--ον () (е) ф(ж) = - - Ω g(x), 
където g(x)=(x—c) φ' ) Ἐ Κφ(). Тъй като 4(с)-#Еф(с)40, τὸ 
х--с не дели g(x) Η следователно се ([- - ) ΚΡΆΤΘΗ корен на 
У (х). С това теоремата е доказана. . 

Следствие 3. Числото с е Е-кратек корен (k>1) на поли- 
нома f(x) тогава и само тогава, когато с е корен на всеки от 
полиномите #(х), / (χ), - . . fEVx) ае не e корен на 19(х). 

Доказателство. Ако ¢ e k-kpaTeH корен на f(x), по 
теорема 17 се (k—7)-xkpaTeH корен на /7(х), т. е. с е корен на 
#(х), # (х), .. . {(5πὸ (х) и не е корен на /(#(х). 

Обратно, нека с е корен на f(x), f(x), ... f*D(x) и не e 
корен на fA(x). Ако с e (-кратен корен на f(x), MO първата част 
на доказателството 0 (х) е първага от пронвзводните на f(x), За 
която с не е корен. Но по условие първата от производните на 
#(х), за която с не е корен, е /0 (х). Следователно (--, т. е. с 
е k-xpaten корен Ha f(x), с което твърдението е доказано. 

. # 5. Теорема на Даламбер и основни следствия OT нея 

Една от основните причини 33 възникване на необходимостта 
да бъде разширено полето R на реалните числа до полето С Ha ' 
комплексните числа е фактът, че не всяко алгебрично уравнение 
над В притежава реални корени. Най-просто такова уравнение е 
x*+1=0. Обаче това уравнение в полето С Bede uua решения. 

- ОСтново възниква естественият BBOPOC, дали всяко алгебрично 
уравнение с комплексни коефициенти има решение в С, Ако oT- 
говарът на този въпрос би бил отрицателен, то неминуемо би 
възникнала необходимостта да се разшири множеството на ком- 
плексните числа A0 някаква друга числова система. Оказва” се 
обаче, че е в.сила следната важна . Те ' , 

Теорема 5 (теорема на Даламбер). Всеки полином от по- 
ложителна степен с комплексни коефиЦциенти притежава 
поне един кореч в множеството на комплексните числа. 

Първото строГо доказателство на тази забележителна теорема 
е дадено през 1799 година от немския математик К. Ф. Гаус. 
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По-рано тя e била доказана от французина Даламбер, но с някои 
непълноти. Теоремата на Даламбер представлява едно от круп- 
ните достижения в цялата математика и намира приложение B 
кнай-различни области на науката. В частност на нея се опира 

цялата по-нататъшна теория на полиномите с числови коефицяи- 
енти, от която ще разгледаме само някои основни pesyaratu. B 
CHOTBETCTBHE Ο развитието на алгебрата по-рано теоремата са я 
наричали „основна теорема на висшата алгебра“. В действителност 
тази теорема не е чисто алгебричен факт. За нея са известни сега 

твърде много доказателства, но те всички в една или друга степен 
използуват свойства на -полето на комплексните числа, свързави 
с ,понятието непрекъснатост. От друга страна, степента на раз- 
витие на съвременната алгебра е такава, че теоремата на Далам- 

бер Bede не може да претендира за първостепенна роля. В това 
читателят по-вататък ще може и сам да се убеди. Доказателст- 
вото на теоремата ще изложим по-късно с цел да бъде сведено 
до минимум използуването на неалгебрични факти, Cera ще.при- 

стъпим направо към извеждането на някои основни следствия 
от нея, 

Твърдение 7. Поланомите от първа степен и само те са 
неразложими над полето С на комлексните аисла. . 

” Доказателство. Знаем, че полиномите от първа степен 
са неразложими над С. 

Нека p(x) e неразложим полином над С. Тогава степевта на 
р(х) е положителна и по TeapeMaTa ,на Даламбер съществува 

комплексно число €, което е корен на p(x). По теорема 3 ще бъде 
изпълнено равенството p(X)= {x—f) φίχ),, където ф(х) е полином 
с комплексни коефициенти, Ако степента на ф(х) е положителна, 
то р(х) ще се окаже разложим над C. Затова degq(x)=0, т. ε. 
<() --а:0 и авС. Получихме, че p(x)=a(x—c), където 0--а«в С. 
Следователно deg р(х)-1 и твърдението е доказано. 

Теорема 6. ДАко f(x) е npoussosen некулев.полином от 
п-та степен с числови коефициенти, то Hao полето С на ком- 
плексните числа f(x) се разлага в пройзведение на п линейни 
множителя,.т. €, - ' 

. fxy=a(x—a)(x—ar)...(x—=,),. a€C, 
и това разлагане € еднозначно с точност: 00 номерацията на 
линейшите множители х--а. В частност полиномът f(x) има 
точно п корена в полето на комплексните числа, като всеки 
корен ὰ f(x) се броий толкава пъти, колкото € мнеговата 
кратност. | . ' 

Доказателство. Ako degf(x)=0, 10 f(x)=a+0, a¢C, и 
твърдението € вярно.. Ще пронедем индукция по степента п Ha 
Волинома f(x). Нека л7>0 и 88 полиномите OT по-ниска степен TEO- 
ремата да е вярна. Or теоремата ηΗ Даламбер следва, че /(х) има 
поне един комплексен корен а a.0T теоремата на Безу-- Че 
f{x)= (хе-оц) g(x), където g(X) е ненулен полином от степен n—1 
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с комплексни кбефициенти. По инлукционното предположение ще 
съществува разлагането 

3(х)=а(х-|о:2) (x—eg)... (x—a), | н 

където 0Fa€C и «.ЕС (1-2, 3,..., п), Следователно и f(x) се - 
представя във вида (1). 

Ако с e корен на ненулевия поланом #(х), то 

и , floy=alc—a)(c—ap)... (c—a,)=0. 

Тъй като a==0, съществува такова i{l<izn), че c=a;. Cne- 
дователно корените Ha /(х) са сред числата Gy, O, ..., %, От дру- 
га страна, очевидно €, че Ччислгта o, &g,..., &%, са корени на 
Л(х) и че с един корен ¢ на f(x) ще съвпадат толкова ΟἹ тези 
числа, колкото е неговата кратност. Теоремата е доказана. 

Ако /(х)-ах" а .. +a, 1X+0a, aFED и в „разлага. 
нето (1) на полинома f(x) разкрием скобите, извършам приведе- 
нието и сравним коефициентите в двете страни ма равенството, 
ще получим следните зависимости между коефициентите &, aj 

. @, и корените 0y, Oy, ..., %, на Κ(Χ): . 

а 
——al—=oc1+acz+ I - 

L п 
а , 

@ . ";:—=°‘10‘2+°‘19‘3+- .. R 0 

а 
-ἷ 0щ |- 0300 е.С ал 9%, % 

а . (=1 еааа | 
а 

където (--1)“ “—" €.paBHO Ha сумата OT всевъзможните произве« 
0 

дения oT по А корена на f(x). Тези формули са MIBECTHH под 
наименованието форжмула на Виет в чест ва френския матема- 
THK (по професия юрист) Франсоа Виет (1540—1630). 

В редица случаи, когато са дадени и някои Допълнителпи 
зависимости между корените Ha /(х), уравнението f(x)=0 може 
да се реши и чрез формулите (2). Обаче само с изключването ка 
&y, .. %, ΟΥ (2) се стига отново до уравнението /(х)-0. 

Непосредствено от теорема 6 се получава и следнота твърде-. 
ние. 

Следствние . Дко полиномът /(х) има степен, не по-голя- 
ма от числото т, и f(x) се анулира 3a nosewe om т различ- 
ки значения на х, MmO f(X)-e нулевият полином. 

Наистина ако /(х)4-0, то по теорема 6 полиномът /(х) ще 
се анулира за не повече от r=deg f(x) различни стойности на X. 
Но по условие n<m и taka достигаме до противоречие. ” 

~ 
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Сега сме в състояние да докажем, че двата подхода-- фо р 

мално алгебричният и тео;ж гико-функционалният -- за дефин иране 

равенство на полиномт с числови коефициенти, съвпадат. 

Твърдение 8, Поланомите f(x) & в(х) са равнц тогава u 

гамо тогава, когато те съвпадат като функции, т. е. f(c) 

=g(c) за всяко c¢C. ' 
Наистина, ako f(x) ¥ g(x) nvar еднакви коефициенти, очевид- 

HO €, че те съвпадат и като функнин. Ako f(x) и g(x) съвчадат 

като функции, разглеждаме полинома Я(х)-/(х)-#4(х). Tosu по- 

лином се анулира 88 всяка стойност на X и от следствие 4 полу- 

чаваме; че той е нулевият полином, T. е. f(x}=g(x). 

Фактически от твърдението получаваме нещо повече: равен- 
«ството /(с)-# (с) (е Е С) за нолиномите /(х) и g(x) е. достатъчно 

πᾶ бъде изпълнено само за краен брой (по-голям от max {deg f(x). 

deg g (х))) различни стойности на с. Оттук следва, че съществува 

Hafi-MHOTO един полином от степен, ненадминаваща I, който 88 

n+1 различни значения Ху Xgi...,Xp X,+1 На променливата X 
тприема n+1 отнапред дадени стойности Ур Κν.-..}} Уича. Пост- 

POSIBAHETO на такъв полином се извършва например чрез така Ha- 

1речената цитерполационна формула на Лагранж - 

n+1 . 
τ е2а) .. жее ра) Хе Ха) « ааа) 

7Τ “Z”‘ ека) « « «аР =) (= ЕА) . « τ κ ε} 
A=l ΄“ - 

Действително от «самата формула се вижда, че degf(x)snmn 

Fx)=y,(G=1 20y п-+ . 

§ 6. Нолинеми < реални коефициенти. Рационални Еорени 

“ яа DOJHHOMHTE с цели коефициенти 

„ Твърдепие 0. Ако комплексното часло « е корен на полаиа 
ο μα # 

1) Fo=a" +a X" .. +8p X τ ς 
€ реални коефициенти, MD комплексно-спрегнатото число « 
на « е също корен на f(x). 

Доказателство,. Нека /(«)-0, т. е. 

B ааа .. ал =0, 

AKO в шоследноте равенство заменим всички чесла с техните 
жамплексно-спрегнати, равенствотолце се запази. Но тъй като чие- 
„лата g, йр-.--. . са ,реални, ще имаме равенството 

. @A + . .. ал 2+ a,=0, 

T. е. /(а)-0 и = също е корек ка f{x). 
Следствие 5. Ако колмплексното (но не реално) число «е 

карек ка полинама f(x) с реални коефициенти, то f(x) се 
Фела на квадратния MPUHLER |



е) P )= (x—a) (x= &)= x*—(a-+ «) хаа, 
коефициентите на който са реални числа. Ν 

Доказателство. Тъй като « не е реалнс; число, то o 

и съгласно твърдение 9, « и ἃ ще бъдат два различни корена 
на f(x). Полиномът f(x) се дели на взаймно μροςπηε полиноми. 

х-та И д--« и затова тяхното произведение p(x) (x=—2) (χ-οι) 
дели f(x). Непосредствено се вижда, че крсфициертрте на p(x), 
ca реални. 

Следствие 6. Axo числото «е xopey на nosunpmg f (x) ς 

„реални коефицаенти. то «и «а са негови корени om едка й се 
ща кратност. 

Доказателство. Ако « е реално числа, Т9 «--а и твърг 
дението е очевидно, 

Нека a2, p(x)={x—x) (x—a) и k e най-голямата естестве- 
но"число, за KOETO р“ (х) дели полинома /(х). Тогава f(x)= p"(x)q()a), 
където 4(х) е полином с реални коефици;нти, понеже #(х) и ρ" (χ) 

са с реални коефициенти. Ако « или « е корен на ¢(x), то па 
следствие 5 полиномът р(х) ще дели q(x) което е невъзможно, 

цпоради избора Ha k. Следователно а K a не ca корени на q(x) 
По този начин получаваме 

#() «“ ο g (х)-(ж--а) р (x) = (x— e} {x), 
където p{x)=(x— a)" (x)w ф (H)=(x—0a)g(x). Тъй като φ(α)ϊ 

--(а--а/ 4 («)4-0 и ¢ @=(x—a)qg(=)F0, ™o и ᾷ ca корени на 
#() от една и съща кратност &, 

Твърдение 10. Нормираният полином #(х)с реални коефи-, 
циекти е неразложам. над полещо В ᾷ реалиште числа тедчна, 
в следните два случая: , 

1) # (х)-х-- к където гЕВ ал 
2) Я(х)--(х-- ос)(х-о:) - χῆ- (« а) X L ea, квдето « e KoM= 

плексно, HO не е реално число. . 
Доказателство. Нека Я(х) е неразложим над R. Тогава, 

άεἕ #(х)>0. По теоремата на Даламбер #(х) има. поне един корен 
в C. 

Да допуснем, че Я(х) има реален корен r: Torasa Я(х)-(х 
--7)Фф(х), където φ(χ) е поливом с "реадни коефициенти, защото 
k(x) и x—r имат реални коефициенти. Тъй като й (х) е неразло- 
жим над А, то dege(x)=0 и ¢(x)=1, понеже #(х) в нормиран 
Следователно κί х)- X—r 

Да nomycHem, че k(x) uma комплексен (Ho не реалвн) корен.. 
Тогава от следствие 5 имаме равенството; й (х)--2(х)Ф(х),. където. 
PX)=(x—a)(x—a). Тук отново k(x) и, p(X) ва с реални коефи- 
циенти и затова $(x) е с реадни коефициенти. OT неразложи- 
мостта над R на h(x) следва ἀερ ( (x)=0,a от това, че Я(х) е αἰ 
вормиран, получаваме ф(х)=1 Следова*гещш h(xX)= (X} (х--а),. 
където αἀξξᾷι 
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“Οὔρατηο, ако Я(х)--Х--7 (rc¢R); 1o Я(х) е неразложим над 

¢R, защото е от първа степен. Ако А() (Х--«) (Х--«) и o=z, да- 

„хопуснем,.че А (х) е разложим над В. Понеже degh (x)=2, To Я(х) 
ще „се pagnara в произведение ἡ (x)=(ax+b)(cx+d) на два поли- 
нома ΟἹ пърза степен с реални коефициенти а, b, с и а. Ho то- 

гава #4х) це има реален корен X=——-, което е невъзможно, 

защото « м « не са реални и са единствени корени на  (χ). Сле- 
дователно ὶ (x) е неразложим над полето В. 

Теорема 7. Всеки ненулев полином с реални коефициенти 
хе представя като произведение на своя старши коефициекнт, 
на полиноми om първа степен от вида х--г (гЕВ) и квадрат- 

ну триялени от вида х-4«--а)х- ае (а--а С) Това предста« 

вяне е еднозванне € точкост 00 номерацията на множите“< 
ἐ лите. 

, Доказателство.Нека/(х) е ненулев полином с реални 

коефициенти, а n=degf(x). При n=0, 1 теоремата е очевидна, 

Нека n>1 и да допуснем, че тя е вярна 32 NOJAMHOMHTE с по-нвис- 
ка степен ΟἹ п., По теоремата на Даламбер полиномът /(х) има 

поне един корен в С. Ако този KOPCH е реалното число f, TO Τ ) 

я4х--1) g(x), xpnerodegg(x)=n—1 и коефициептите на g(x) 
са реални. Ако коренът на f(X) е комплексното „(но не реално) 

чисдо ¢, то f(%)=p(x) £(x), където р(к)-(х-«)(х--а), degh (х) 

=n—2 и коефициентите на А (х) са peamur числа. Към полиноми- 

те g(x) я Я (х) е придожимо индукционното предположение и за- 
това те се разлагат в произведение на своя старши коефициент 
и неразложимя над В пормирани пслчномни. Понеже старшият кое- 
фициент на /(х) съвпада въс старшите коефициенти на #(х) и 
Я (х), то като се замести g(x) или #(х) с техните разлагания, се 

иолу;ава аналегична раздатане и на f(x). | 
ека - ) 

е едно произволно разлагане Ha f(x) от разглеждания вид. Tyx 

Ty, Fai..,ls Ca реални числа, а ру (x)=(x—«)) (x—a) и ау 
(j=1, 2,...,8. εὐ ι 

Ако r e реален корен на ἔ(χ), 10 ἔ(χ)ίχ---ἢ Ρ (Χ). Тъй ка- 
то а--0, f(r)=0n p;(n=+0(j=1, 2,...,1), то Σ ще бъде равно на 
едно от числата 7y,..., г. Можем да считаме, че r=r, Тогава по- 

лучаваме разлагането, 

s 

. г(х)=аП (--г)) Пр;(%)- | 
11 

Цо предположение на индукцията подиномът g(X) има единствено 
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такова разлагане и затова произволна взетото разлагане на f(x) 

се оказва единствено. . 
Ако « е комплексен (но не,реален) корен на /(х), τὸ f(x) 

--р(х)#(х), р(х)(хе-а)(х--а). В този случай « ще бъде едно 

ΟἹ числата &y Gy - .- #р « ТЪЙ като / («)-0 и ἀτξ τ ἐξε Ὶ, 2,...,5 

Можем да считаме, че o=z, Тогава р(х)-ер;,(х) и след съкра- 

лцаване на р(х) получаваме ” . 

я (κ)ταΠ (x—ry ἷἷ Ру () 
i=1 j=2 

KOBTO € CAHUHCTBEHOTO разлагане Ha h(x) B този вид, понеже 

degh (x)=n—2<deg f(x). Следователна и B този случай произ- 

волно взетото разлагане на / (х) е единствено с TOYHOCT до номе- 

рация на множителите. 
Да отбележим, че множителите от първа степен в разлагане- 

то Η f(X) отговарят на реалните корени на f(X), а множителите 

0T BTOp2 степен съответствуват на двойка комплексно-спрегнати 

корени. Следователно неразложимите нелинейни полиноми над по- 

„лето В на реалните числа са квадратните тричлени с отрицателни 

дискриминанти и само те, От предните резултати следва, че ком- 

плексните корени на полином с реални коефициенти образуват 

двойки" комплексно-спрегнати числа. Следователно, ако степента 
на полинома / (X) с реални коефициенти е нечетна, / (х) обезател- 
не притежава поне един реален корен. 

Теорема 8. Ако несъкратамата рационална дроб -:- е ко- 

рен на полинома f(x) с цели коефициенна, то р е делител на 

свободния член на/(х), а 4 е,делител на старшия коефициент на 

I x). : 
Доказателство. Нека ἕ е корен на полинема (1), Τ. е 

. » - р 
a4 а +а1 ?-1+...+а„-4?+а„=0. 

Като умножим последното равенство с 4”, получаваме 

ap"+a, р 9+... +ааара - 2,g" =0, 

"Тъй . като —5— e несъкратима дроб, то p B ¢ са .B3aMHO прости 

числа и OT последното PEBEHCTBO получаваме pfa,q" и φίαρρ". По- 
лнеже (р, g)=1, то (р, g")=1 и (p", 4)-:1. Затова р/а, и g/a,. 

Следствие 7. Целите корени на полинома f(x) с цели кое- 
хфициенти са делители на свободния член на 7 (х). В частност, 
акд старшият коефициент на f(X) e равек на edunuya, рацио- 
налките корени на f(x) (ако uma такива) са цели числа. 

За да намерим целите корени на полинома (1) с пели кое- 
«рициенти, проверяваме за кой делител на @, стойността на /(х) 
e нула. Ако степевта на f(x) е висока; то целесъобразно е да 
"имаме предвид сСледното: 88 да бъде цялото число р кореч на 
f(x), необходимо е х--р да дели f(x) в тогава полиномът 

42 .



f{x) 

х-р q(x)= 

ще бъде с цели коефициенти. Следователно чисдлата 

ς , = ST ) 
трябва да бъдат цели. Това nokaspa, че целите и различните OT 
#1 корени на /(х) трябва да търсим между онези делители р 
Ha свободния член @, 88 които p—1 дели #(1) и p+1 дели f(~1). 
Ясно e, че TYK единицата може да бъде заменена с кое да 6 ця- 

"ло чиесло. 
͵ ι 

§ 7. Разложимост на полиноми с рационални коефициенти 

С помощта на теоремата на Даламбер вече установихме, че 
неразложими над полето нва комплексните числа са само полино- 
мите от първа степен, а над MOJETO на реалните числа — само по- 
Линомите от..първа степен и полиномите OT втора степен, които нямат 
реални корени. -B този параграф ще изследваме въпроса 88 Hepas- 
ложимите полиноми над полето () на рационалните числа. При 
Решаването на редица въпроси е важно да можем да установим 
дали дадем полином е разложим, или е неразложим над (). Лесно 
се вижда, че 82 A2 бъде разложим над Q един полином OT вто- 
ра или трета степен, е необходимо и достатъчно той да има рацио- 
нален корен. За полиноми с коефициенти от Q и степен, по-голя- 

Ма от три, УСЛОЕИСТО да имат рационален корен е само достатъч- 

но (Ho He и необходимо) за тяхната разложимост. Съществуват 
множество OT критерии 88 неразложимост на полиномя над Q. 
Ще разгледаме само един от тях, който е най-вначителният, С πο- 
мощта на TOSH критерий ще установим, че 82 всяко естествено чис- 
Ο п съществуват неразложими над () полиноми от степен л. 

„ Полиномът # (χ) =ayx"+ax" 1+ ... ал x+a,(n=1) с цели 
Коефициенти се нарича примитивен, ако коефициентите му са 
BBAUMHO прости, T. е. 'HAMA просто число, което да дели едновре- 
MeHHO всички коефициенти на А (x). | 

Яско e, че ако Я(х) е примитивен полином, TO — й (X) е съ 
MO примитивен полином. . 

Лема 2. Всеки ненулев полином с рационални коефициенти 
«е представя еднозначно като произведение на положително 
„ационално число ц примитивен поликом. 
- Доказателство. Нека f(x) е полином с рационални кое- 
«Фициенти, а # € най-малкото общо кратно на знаменателите нм. 

. 1 ὶ 
Ὑόγαβα #( Ἐ (х), където g(X) е полином с цели коефяциен- 

ὝΗ, Като изнесем най-големия общ делител # на коефициентите 

ча g(x) пред скоби, получаваме У (х)- fk— #.(х), където B () 
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Ν 
=— Е (x) e примитивен полином. Да отбележим, че рационалното 

а 
число в е ДОЛОЖИТЕЛНО. 

Да допуснем, че / (х)=-::- #а (х), където :Т“>0 ий (x) e при- 
митивен полином. Тогава получаваме равенството айА ( =dkh; (x).. 
Понеже коефициентите Ha Я(х) са взанмно прости и цялото чис- 
ло dik дели коефициентите на полинома аЕ (х), To d;k ще дели 
числето dky. По аналогични причини dk, дели 4#. Тъй като и двете 
числа са с еднакъв знак, то ще е ἩΒΠΈΠΗΘΗΟ равенството айе А,” а ; а 4 т. е. TR и k(x)=h, (x). 

Лема 3 (nema на Гаус). Произведение на примитивни no- 
ланоми е примитивен полцином. “ 

Доказателство. Нека 

f®)=ax"+ax" .. +a,_x+a,(r=1), 
LX) =bx"+byx" . ... + b,y x+b,, (m=1) 

ca лва пронзволни примитивни полинома и 

. #()) () (X) =X - X L еая 
е TAXHOTO произведение. Тъй като коефициентите на f(x) и g (%) 
са цели числа, то коефициентите на Я (х) са също цели Числа.. 
Да допуснем, че й (х) не е примитивен полином. Тогава коефици-. 
ентите Cg, Съ .. Спъщ Не,Сса взаимно прости и затова ще същест-. 
вува просто число р, което дели всички числа со, Сь..., а+т- 
Полиномите f(x) и g(x) по Услоние са примитивни и по тази при- 
чина р не дели всички коефициенти на Дх), не дели и всички 
коефициенти на g(x). Нека а, е първияТ коефициент на f (x), 
който не се дели нафр(0:<:<ш1т),а b; e първият коефициент на 
g (x), който не се дели на р(О</<т), т. е. pta, ptb;, nopla, 
аь аг а и Plbg, бъ-.., by, Тъй като р дели коефициента: 

Crej=abita 8н ...+ Qb+ aiaby g . 
и B дясната страна на последното равенство р дели BCAKO CHOM- 
раемо от второто A0 последното, то plab;. Пенеже ре прасто 
число и р/абл то р/а, или р/6). И в двата случая дастигаме до 
противоречие. Следователно полиномът & (x)=f(x)g(x) е примя- 
тивен. Лемата е доказана. . . 

Следствие 8. Нека. полиномът g(x) e.om положителна 
а степен, йи,е, с рационални коефициенти. Ако g(x)=—k— Я (ж), κὸν 

" Τ ͵ .4 . 
demo + >0 и k(x) e примитивен полином, mo g(x) e разложим" 

над полето () на рационалните числа тогава и CAMO тогава. 
когато h(x) e разложим над пръстена Ζ на целите числа. 

Доказателство. Да допуснем, че g(X) e разложим. над. 
Q т. е. #(х)чф(х)ф(х). Нека ᾿ 
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е()е ), Ф(0)-4 #22 
4 , жъдето ἷ)θ, k—2>C и Я (х), 2,(x) ca прямитивни полиноми. Or 

2 

_g(x)=9(x) } (Χ) получаваме papencTBOTO 

d а R )=, () #а (). 
‘Ot лемата на Гаус следва, че %, (x) £y (X) е примитивен полином 

Тогава от лема 2 следва,. че .:„.-.:1-:2. и #(х)-)(х) #,(х) Тъй 
] . 

като Я (х) и #,(х) имат положителни степени, полиномът А(х) 
πελχ(χ) (Χ) е разложим над Ζ. 

Обратно, ако # (х) е разложим над Ζ, т. е. Й(х)-ф; (х) а (х), 
то gx)= %«h(x}:-l‘:— φι(Χ) #9 (х) н следователно g(x) e разло- 

жим над Q. . . 
Спедствие 9. Един полином с цели коефцциенти е разло- 

еим над полето О):на рационалните числа тогава и само 
„Погава, когато "той в разложим над прьстена Ζ над целиате, 
-часла. ᾿ 

Наистина ако f(x) е. с uenn коефициенти, то f(x)=dh(x) 
където d€Z и #(х) e примитивен полином. Тъй като 4 е цяло 
число, τὸ f(x) и h(x) са едновременно разложими или неразло- 
жими над 2. Ot друга страна, по следствие 8 f(x)e разложим . 
над Q тогава и само, тогава, когато Я(х) е разложим над 7. Сле- 
дователно полиномът f(x) е разлонким над О точно тогава, кога- 
то той е разложим над 7. ᾿ ' 

Теорема 9 (критерий на Айзенщайн--Шонеман). Hexa 
полианомът . . 

| „ (х)-а+ах+... ааа (121) 

ес цела коефацаенти ц съществува поне едно просто число р 
€3¢ следните mpu свойства: . 

1) p не дела cmapuus коефициент G, на полйинома f(x) 
2) р дели всияки останалк коефициента на #(х) 
3) числото ? не дели свободния член a, на f(x). 
Тогава f(x) e неразложим полианом над полето ( на ρ᾽α- 

4ионалните числа. . ἐ ἢ 
Доказателстнво. Да допуснем, че /(х) е разложим над 

пюлето Q. Тогава по следствие 9 /(х) ще бъде разложим над Ζ 
и нека 

709 (6,4+8),х+... + διχὴ (o X+ .. ---сах"), 
където >0, #7>(, r+k=nu коефициентите By, by,..., b, δ0. СИ 
-.., € Ca цели числа. Kato сравним коефициентите в .двете стра- 
Μ на горното равенстнво, получаваме 
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. а θρῦο» 

а-- 6ул τ δχδρ, 
, аг=досг+д151+дгсов 

1) . 
a =... +b,_1c1+b со, 

а —bck. 

Ot ycnosuara, че р дели ὧρ, 80 р не дели а следва, че само 
един ΟἹ множителите 8, и ¢, се дели Ha р. Нека р дели Б то- 
гава р не дели co. Тъй като pla; и p/by, ΟἹ второто! равенство” на 
(1) следва, че р дели събираемото by, Но шеом простото число 
р не дели ¢, TO р ще дели by По същия начин от третото ра- 
венство се получава, че p/b, и т. η. Накрая от (r+1)-BoTOo равен- 
ство Ha (1) получаваме, че p/b,. Тогава от последното равенство 
a,=b,c, произтича, че р/а, което противоречи на условие 1). 
Следователно f(x) е неразложим полинбм над Q Ἢ Teopemara е 
доказана. 

Нека л e произволно естествено число, а p € просто число. 
По критерия на Айзенщайн--Шонеман полиномът х”4-р е нераз- 
ложим над полето () на рационалните числа. Следователно за 
всяко естествено число п съществува полином ΟἹ л-та степен, 
който е неразложим над Q. 

Доказаната теорема дава само едно достатъчко YCJOBHE 88 
неразложимост вад Q, което не е необхолимо. Наинстина axo 88᾽ 
даден полином / (х) с цели коефициенвти не може да се подбере | 
такова просто число, TO f(X) може да се окаже разложим, какъв- 
то е например полиномът f(x)=x%—3x?43x—1, но може да се 
окаже и неразложим, например като полинокма / (х)-х24-1. 

Понякога въпросът за неразложимост над Q на даден поли- 
HOM, към който пряко не е приложим критерият на Айзенщайн-- 
Шонеман, все пак се удава да бъде решен с TOSH критерий, ка- 
то се използува подходяща редлукция. За илюстрация ще пока- 
жем, че полиномът м 

ᾧ ()е ДР т8 ИТ 

е неразложим над Q 3a всяко просто ЧИСЛО P - 

Очевидно в сила е PaBEHCTBOTO: 
(x—1 e, ()=x"—1. 

Axo B това paBEHCTBO положим X=y- 1, получаваме 

' ) p—1 

)ῷ, (y+ V=(y+ 1){—1 = Σ (;;)“у„.д 

i=0 

Да разгледаме полинвома 

' g(y)=§>p(y+1)=y""l+(f)y""+...+(”_ ) 

Свободният член на g(y) е равен на (Z —1)=/’ и следователно. 
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той се дели на p, н8 не се дели на р?. Старшият коефициент ue 
£(Y) е единица и затова не се дели Ha p. За да MOKEM да при- 
ложим критерия на Айзенщайн--Шонеман, трябва да покажем 

» 
че биномните коефициенти (lt]) при i=1, 2,..., p—1 се делят 

Ha простото число р. 
Действително от равенството 

р(р-1)(р-2)...(р-ь*+1)=(:3) а 

и Ффакта, че (f) е цяло число, следва, че р дели произведението 
. 

(p)il Ho тъй като προοτυὶο число р не дели { при l1<<i=p-1, ὴ : 

оттук заключаваме, че дели числото Р . 
μ i 

По този начин установихме, че полиномът р(у)е Hepasao~ 
жим над полето Q. Остава πὰ отбележим, че оттук следва не- 

разложимостта на ᾧ, (x). Наистина ако допуснем,“ че 
~ 

- Φ, () =0 (X} b (x), 
където deg ¢(x)>0, deg ¢ (x)>0 и коефициентите Ha @ (X) и φ(χ) 

€2 рационални числа, TO 

Е) Ф (y+)=¢(y+19(y+1) 
При това φί μῈ 17 и Ф(у+1) са полиноми на у от степени, съот-« 

ветно ῬΔΒΗΗ Ha'deg ф(х) и deg¢(x), и също имат рационални 

коефициенти. Получихме, че #()) е разложим, в противоречие с 

доказаното. Следователно Ф(х) е неразложим над Q. Полиномът 
Ф„“(х) е един OT така наречените полиноми на деление на кръга 

които ще разгледаме в следващия параграф. 
. Накрая ще отбележим, че съществува методл на Кронекер (i 

например [20], стр. 464), който позволява за всеки полином с це« 
Π коефициенти да .Ce установи дали той е разложим, или е не- 

разложим над полето Q. Този метод обаче е свързан“ с теърде 

дълги :изчисления и е практи«ески почти неприложим, ! 

§ 8. Циклотомични полиноми 

"Корените е е.. з, На полинома х”--1(а21) Hapekoxme: 

л.ти корени на единицатгта. В сила е равлагането 

1y .. жл τ ]Ἱ (1;-5:)- 

Измежду ¢4, ξ2»..-Ὁ»μ Точно φί") на брой са примитивните- 

п-ти корени OT единицата, «ъдето ф(и) е функцията на Ойлер 

(виж глава VII, 6 3). Да означим с 7, ае «» Че () Тези. ΠΡΗΜΗΤΗΒΟ 
и корени.и.да разгледаме полинома 
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Ω) ο Φι ξ -τηῊ] () ( (), 
корените на който съвпадат с /-тите примитивни корени на еди- 
ницата. Този полином се нарича п-ти циклотомичен полином 
или още л-ти полином на деление на кръга. 

Очевидно €, че ако естественото число ¢ дели п, ἸῸ всеки 
Д-ти корен на единицата се среща измежду n-tute корени, Οὔ- 
ратно, всеки /-TH корен на единицата е примитивен 5-ти KOPEH 
на единицата за някое 5, което дели п, Затова, като групираме 
множителите в дясната страна на равенството (1), получаваме 

@ ot | φροῦ, 
amn Η 

където d пробягва всички положителни делители на M. 
Формулата (3) дава възможност да се изчисли Ф,(х+), при , 

условие че са вече известни всички Ф.(х) за 4«<ли d/n. Наи- 
стина Φ, (Χ) e частното от делението на х”--1 с произведението 
f(x) на всички Ф.(х), където d<<n u djn, т. е. 

() X' —1=a,(x)f(x). 
Твърдение 11. Коефигиентите на циклотомичните поли- 

нома са цели чиасла. | 
Доказателство. Тъй като Ф, (х)--х--1, за n=1 твърде- 

нието е вярно. Да допуснем, че n>1 и че полиномите P,(x) 88 
d<n имат цели коефициенти. Тогава произведението /(х) на по- 
линемите Ф., (х), където 4< п и а/п, ще бъде полином с цедли 
коефициенти. Тъй като циклотомичните полиноми имат CTapwy 
коефициенти, равни на единица, то и старшият коефициент на 
1(Χ) e единица. Като си спомним как се изчислява частното Ф.(х) 
от делението на х"--1 с f(x), получаваме, че ®,(x) е с цели кое- 
фициенти. Твърдението е доказано, 

Ако ре просто число, TO р има само два естествени дели- 
теля -- единината и р, и затова 

χρ-τ Ф,(х)Ф,()-(х--1)Ф,(29. 
"Следователно вярно е равенството | 

P —1 
Φ, (%)= X:x_l ае ХР ХР ἘΧΈΙ, 

T. е. Ф,(х) е точно полинамът, който разглеждахме в края на 
предишния параграф. Там доказахме, че за всяко просто число р 
циклотомичният полином Ф,(х) е неразложим над полето () на 
фрационалните числа. Във връзка с това възниква въпросът, има 
ΠΗ измежду циклотомичните полиноми разложими полиноми над 
Q. Може да се докаже следната (виж например [16], стр. 235). 

Теорема 10. Диклотомичнните поланоми ca Неразложими 
„над полето Q на рационалните числа. 
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Лесно Се "Вижда, че B, (£)=*2+1, Ф (x)=x2—x+ 1. Следова- 
телно първите няколко циклотомични полинома и всички P, (X) 
три р-- просто число, имат коефициенти, равни на +1 или на 
нула. Но това не е изпълнено "за всеки циклотомичен ΠΟΛΜΗΟΜ 
P, (х). Например коефициентите на Фуь (Х) са равни на 0, + и —2.° 

А 9. Уравнения OT трета и четвърта степен 

Теоремата на Даламбер ΗῈ гтарантира, че всяко алгебрично 
уравнение от п-та степен (n=1) 

(1) ахащитЪ4- .. ta, 1 x+a,=0 

с пройзволни комплексни коефициенти притежава TOYHO M коре- 
на, Да се реши уравнението (1) ще рече да се намерят всичките 
му корени. В изчислителната математика съществуват множест- 
зо методи за приблазиптелно пресмятане на корените на ,пройиз- 
волни уравнения, където лявата страна на уравнението може и 
ла не бъде алгебричен полином, а произволна функция. На тези 
методи обаче тук не ще се спираме. 

Под алгебрично решаване на уравнението (1) се разбира npe- 
смятането на корените му посредством краен брой рапионални 
действия (т. е. събиране, изваждане, умножение и деление) и из- 
вличане "на корени от коефициентите на уравнението. В този па- 
раграф ще посочим методи за алгебрично решаване на уравне- 
нията от трета и четвърта степен. Има един общ момент при ал- 
Гебричното решаване на тези уравнения: ако даденото ypasHe- 
Hite е om степен n, mo най-напред се тракнсформира в урав- 
Нение от п-та степен, в което коефициентът пред (п--1)-вата 
степен: на неизвестното е кнула. Не е трудно да се види,, че 

- 

ао 
«а 

шим трансформираното уравнение / ( па„) =0 oTHOCHO ¥, KaTo 

- Ако можем да pe- 

използуваме връзката между х и у, можем да намерим корените 

и на даденото уравнение. 

Общото уравнение от трета степен , 

в„х3+а,х2+а2х+а3=0 
ч - 

ЯЧрез полагането хеу--* се трансформира в кубично уравнение 
U 

OTHOCHO ¥, B KOETO xo‘edmuuem’m пред ? e нула. Kato разделим 
двете страни на това уравнение с a, виждаме, че BBOPOCHT 88 

решаването на пълното КубИЧНО уравнение се свежда Ao решава- 

не на уравнение от вида - 

@ . Y+py+q=0. 
Докато квадратни уравнения Ca решавали още APeBHOrpBUKH- 

Te математици, то едва през 1515 Е“ 88 първи път са били реше- 
НИ някои нетривиални уравнения от вида (2) OT италианския ма« 
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тематик Сципионе дел Феро-- професор в Болонсаня университет. 

Потребностите за решаване на такива уравнения. TofaBa са били 

свързани с проблема за разделянето на даден ъгътл на три равни 

части, т. е. със задачата за трисекцията на ъгъла. Формулата 

за решаване Ha уравнението (2) с буквени коефициенти е била 

открита през 1535 г. от италманския математик Никола Тарталиа, 

но за пръв път е публикувана през. 1545 г. от друг вталианец - 

Джеронимо Кардано и носи неговото име. Лобачевски е πᾶδε 

друго решение на уравнението (2) чрезгполагането X < у-- d—'jv— Тук 

ще изведем формулата на Кардано по метода Η Хюде, даден 

през 1639 г. . 

Кой да е корен y, Η уравнението (2) търсим във вида 

(3) у.-«+3, . 

където « и 8 подлежат на определяне. Понеже yo е корен на 

уравнението (2), то . 

2t 4§+ (2 +B) (B3 +) +4--0. 

Ще uckaMe освен TOBA неизвестните & и 3 да удовлетворяват 

условието 3uf+p=0, т. е. ; 

S 
“) af=—5- 

Следователно 88 ¢ ¥ В псшучг%ваме следната системаг 

а --а 
й ρκ 

а 
Това показва, че α и 83 са корени на „ квадратното уравнение. 

P 
U2+qu—'27=0 и И 

относно HemsseCTHOTO u. Понеже ролята на « Η' f. e симетрична, 

то нека ι 

аЯ Y. Ny LY 
= 2+\l‘4+27-’=' 2 \,4 2 

Оттук получаваме търсената формула на Kapnano: 

' 3 3 

O еаъе АИ ну АТ 
Тъй като кубичен корен от различно ΟἹ нула комплексно 

число има точно три стойности (виж 6 4 на глава I), като комби- 

нираме трите стойности Ha първия кубичен радикал с трите стой- 

ности на BTOPHS, ще получим по формулата (5) общо девет стой- 

ности за Yo Но лесно се вижда, че само три от. TAX. са ΚΟΡΕΗ͂Μ' 

на даденото уравнение (2), тъй като радикалите « и.В трябва да: 
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уховлетворяват условието (4). Действително нека A и B ca две 

стойности съответно на « и В, 32 KOHTO AB:—%- Torasa Bcuy- 
ки CTOMHOCTH на радикала « ca A, ed, A, (виж raasa I, 6 4), а 

. , : - ЕЕ стойностите на радикала 3 са B, =B, ε, където g= +2 e 
примитивен TPETH корен Ha единицата. Cera е очевидно, че A мо- 
же да се комбинира само с B, защото “пропзведенията А() и 

А (£*B) не са равни на --’ἕ- - По същия начин «“А се комбинира 

само с ¢*B, а εΞ се комбинира само с ¢B. Така за y, получава- 
ме следните три стойности: 

л-2А-+8В, 

Μεξξε + 2В, 

Ys=¢e?A+eB. 

Kato заместим ¢ и е2 с техните. стойности 

~1+iy8 а 8 ' 
Е Ω 

Ν 2 2 
88 корените ¥y, уз B Уз на уравнението (2) ще получим 

У1=А +B, 

С помощта на Тези формули би могло да се изследва B 3a- 
BHCHMOCT OT ри ¢ кога корените на (2) са реални или много- 
кратни. 

. Общото уравнение от четвърта степен 

AoX* аух3 а 4-а,х +a, =0 
а € помощта на полагането X= y—fi—— се трансформира в ypasHe- 

᾿ 0 

HHE,'Ha KoeTo коефициентът пред у? е нула. Ako в това уравне- 
ние коефициентът Пред у е също нула, TO решението му се 
свежда до решаване на две квадратни уравнения, понеже урав- 
нението е биквадратно. Затова е достатъчно да посочим метод 
за решаване Ἠὰ непълното уравненне 

(6) . ; XAA4pxPHgx+r=0 
OT четвърта степен, където 44-0. 

За първи път това уравнение е било решено от Людовико 
Ферари, но решението My е било публикувано ΟἹ неговия учител 
Кардано през 1545 г. заедно със споменатата формула на Кардано 
за ypaBHenus от трета ‘CTemeH. За решаването ᾶ уравнението 
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(6) са известни много методи. Ще посочим само един от тях, 

даден от Рене Декарт. Даленото уравнение (6) представяме във 
вида .. . 

N (x’+tzx+7/)\x’-—ux+'v,) 0. - 

Коефициентите #, Ὁ и vy се определят OT IPHPABHABAHETO на кае- 
финиентите на полиномите от 6) и (7), а именно от системата 

. v+ v —ud=p 

(8) ще --9)-0 _ . . 
'U'Z"= 

Оттук получаваме, че 230, 

'-z/+'z;1_—.u"’+p 

. 9 

и следователно ' 

ие (ρερ..4) o= а +) 
Като заместим тези изрази за ¥ ἢ 7 B третото уравнение Ha (8) 

получаваме уравнението . 

(9 B+ 2put - (p2—4ryu?— 42 --0, 

което чрез полагането w?=y се свежда до KyOUUHOTO Ууравнение 

Y+ 2py* +(p*—-4r) y—g¢*=0. 
След като HaMepuM поне един корен I, Ha уравнението (9), pema— 

ването на даденото уравнение се ,.свежда до решаване на двете, 
квадратни уравнения 

3 1 
Хау (р+ ug-—u—’i) =0, 

΄ 

x?—pox+ —,Ll,— (p+u§-—%) =0, 

Би могло да се изследва OPOAT HA реалните M комплексните KO- 
рени на уравнението (6) в зависимост от стойностите на коефи- 
диентите р, 4 и r (виж [20], стр. 359). 

След намиране на методи за алгебрично решаване на ypas- 
нения от трета и четвърта степен почти три столетия математи- 
цате са правили безуспешни опити да намерят формули, ΚΟΗΤΟ с 
помощта Η радикали да изразяват коренаите на произволно урав- 
нение от пега степен. Пръв италианският лекар Паоло Руфини 
през 1799 г. е показал, че такива формули не съществуват за 
общи уравнения (С буквени коефициенти), чиято степев е цо-голя- 
ма от четири. Доказателството на Руфини е съдържало известни 
пропуски. To не e било разбрано и оценено or Ссъзременниците 
My, поради което за тях е останало неизвестно, Сдлед това нор- . 
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везжкият математик Нилс Хенрих Абел през 1826 г. дава ново 
строго доказателство на този факт, който сега е прието да се 
нарича теорема ηΗ Руфини --- AGes. Близо до тези иден е стоял 
и френският математик Лагранж. Той е установил, че общото 
уравнение от мл-та степен при n=4 може да бъде решено алге- 
брично, защото, съществуват рационални функции - (Apo6H, числи- 
телят и знаменателят на които са полиноми) от л променливи, 
които при всевъзможните пермутации на променливите вземат 
n—1 различни значения. Оказва се, че такива рационални функ- 
ции при п25 вече не съществуват. 

Теоремата на Руфини -- Абел обаче не изключва възможност- 
та HAKOH конкретни уравнения от по-висока степен да бъдат 
разрешими алгебрично. Пълното изследване на условията, при 
KOMTO дадено алгебрично уравнение е решимо в радикали, e било 
дадево през 30-те години на миналия век от двадесетгодишния 
французин Еварист Галса (1811—1832). Идеите на този гениален 
математик са изходният пункт на широко развити днес области 
на алгебрата-- теория на Галоа и теория на Трупите. Тези идеи 
„са лали дълбоко orpameuue m;one на цялата съвременна мате- 

матика, ка 5 

53



ГЛАВА Ш 

ПОЛИНОМИ НА ПОВЕЧЕ ПРОМЕНЛИВИ 

§ L. Определенне и някои свойства на полиномите 
на повече променляи нал числов пръстен 

Наред с полиномите на една променлива в математиката често 
се налага разглеждането на полиноми, които зависят от две, три 
или повече промендиви, Такива са например линейните и квад- 
ратичните форми, прзкати от линейната алгебра. 

Нека P e произволен числов пръстей, а хр Ха.-., X, 8 п на 
брой независими, неизвестни (променливи). Всеки формален израз 
от вида . 

ι а=ах*тх*т .. вя К 

където степенаите похазателя са цели неотрицателни числа, а 
коефициенгтът а е число от P, се нарича едночлен над Р на 'προ- 
менливите X1, Ха ..» Ха Едночленътт се нарича подобен на ед- 
ночлена 

—pxls Е Н 
βεεύχιι xp ... ев 

TOUHO тогава, когато съответните степенни показатели съвпадат, 
7. е. когато ky=1{,, ky=ly ..., k,=1, Едночлените « и В по опре- 
деление са равни, ако са изпълнени следните две условия: 

а) коефициентите на « и В са равни, т. е. а-6; 
- 6) ако a=0670, то « и В са подобни. 

Както и по-рано, ще считаме, че нулевата степен на всяка 
променлива съвпада с едяницата. Тогава единочлените с нулеви 
коефициенвти са равни на числото нула, а всеки едночлен с нуле- 
ΒΗ степенни показатели се отъждествява с коефициента сй. По 
този начин числата от пръстена Р ще разглеждаме и като еднао- 
члени над Р на Χὶν Хь... Χη- 

Произведелие на едночленате « и B (означава се с «В) на- 
ричаме едночлена ( . 

aB=ab дуч+та хе . х:п +n, 

Axola и В ca подобни едночлени, тяхна сума «--В се нарича 
еднвочленът 

«+В--(а46) ха xk ... xks. 

Ако «, Ви y ca три едночлена, то aB=Bx и (αβ)γ -εὰ (βγ), 
т. е. умножението на едночлени е комутативна и асоциативна 

операция. Аналогично, ако «, B и у са подобни едночлени, изпъл- 
нени са и равенствата z+B=f+a и (о:+[3)+т=а:+(5+*() 

Определение 1. Всяка формална сума от вида 
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41) ) 4678 xz,,...,x,,)=z ¢ x‘fiké*.. 

B KOSTO участвуват 'kaTo събираеми само краен брой едночлени 

над P, никои два от които не са подобни и редът на записва- 
нето им е произво.пен, се нарича полином на променливите х), 
Ха ч.. X, над числовия пръстен P. 

Тъй като B (1) е“ възможно да имаме и само едно-единсте 

звено събираемо, то едночлените Ca полиноми над P. Ако Β (1) 
участвуват събираеми само с нулеви коефициенти 10 / ( Χρι...» 
X,) съвпада с числото нула и казваме, че ἔ(Χ1» Χαν...» X,) е нуле- 
„левият полином. 

В записа ма един полином можем да разместваме произволно 
-събнраемите,.можем да прибавяме или премахваме събираеми, 
KOHTO са едночлени с нулеви коефициенти, и от това самият πό- 
млином не се изменя. По такън начин можем да считаче, че в 
:записите на всеки .два дадени" полинома YYacTBYBa един и същ 
набор от подобни едночлени, Τ᾿ е. тези "полиноми бяха могли да 
се различават само ΠῸ коефициентите на съответните подобни 
„едночлени. Ще казваме, че два полинома на X), Xg,...,X, 8 рав- 
ни, ако са равни коефициентите на съответните подобни едночлени 
Ἔ Записите на тези полиноми. 

Множеството OT всички полиноми над Р на променливите 
Хъ Xp,..., Ха ще саначаваме с Р|х), Ха ...з Х| 

Ако 2а (X1, Хае Х,) И Й-Й (%3 X3.-.., Х.) ca два поли- 
нома ΩΤ΄ Р[х„ ЖХо,.-. Ха)) TOR тяхна сума р-# ше разбираме 
люлинома, който се получава чрез събиране на съответните подобни 
едночлени от записите Ha g и Й. Произведение gh -на полиноми- 
те g M ἦ се нарича полиномът, който се получава, като се обра- 
зува сумата от всевъзможните произведения на едночлените от 
гзаписа на р и едночлените OT записа Ha Я и в тази сума.се из- 
върши приведение на подобните събираеми, 
.. Както при полиномите Ha една променлива, може да се про- 
вери, че така дефинцраните операции събиране и умножение 
-8 множеството Plxy, Ха..., Х.| са комутативни, асоциативни 
.й са свързани помежду cu чрез дистрибутаивния закон. 

AKO едночленът «--ажа х ... X% e ¢ коефициент az=0, τὸ 

„степенният люказател k; се нарича «степен на « относно промен- 
ливата .X;, га сумата -k,+k2+... +k, Ha Степенните показатели се 
нарича (о0ща) степен на & OTHOCHO променливите. Ако /(, Χρ»...» 
х.)е ненулев толинам, стелен на У(х, Хе..., Ха) относно X, се 
нарича най-високата степен OTHOCHO Χ, на едночлените, които 
"участвуват в записа Ha _f{X}, . Xa...; Жа) C ненулеви коефициентн 
Степен на поликома )(ху Хъ..., Х.) се нарича най-високата 

„ степен на Heropute членове. Например полиномът 

Х(ъ Ха а) ΧΡ X1 X3X5+ X 7X2x5 
лима степени относно X, Δ) н -хр CHOTBETHO равни на 5 2 и 3, а 
«степента My е равна на 7. п 2 БИ 
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За удобство, както H при полиномите на една променлива;, 
на нулевия полином приписваме степен относно всяна променлива 
и (обща) степен, равни на символа --- со, κοῦτο има същите свой-- 
ства, както и по-рано. “ 

Всеки полином (хр Жа,-.-. Х.) на п променливи! Χ ν. Ха, .. 5. Xpy 
може да бъде разглеждан като полином на X, с коефициенти,. 
които са полиноми на Xy, Ха...,Ха-а. Оттук с метода на пълна- 
та математична индукция може да се докаже, че произведениете- 
на два полинома на променливи е равно на нула точно тогава). 
когато поне един ΟἹ множителите е равен на нула.. Не се спира- 
ме на доказателството на този факт,.тъй като ще го“ получимо) 
след малко като следствие от една важна лема.. 

При полиномите на една променлива х използувахме два: 
естествени "начина за наредба на техните членове -- по растящите: 
или намаляващите степеви на х. При поЛлиномите на няколко 
променливи този начин е вече ненриложим, тъй като тези поли- 
номи могат да съдържат по няколко неподобни члена ет една,и. 
съща степен. 38 да можем да докажем редица важни aKTH за: 
полиномите на няколко неизвестни, ще въведем един" HOB метод. 
за устоновяване Ha реда на записване на членовете на полиноми- 
те. Този метод, наречен лежсикографеки, зависи ΟἹ номерацията 
на неизвестните и ἨΒΠΟΜΗΗ за начина на подреждане на думите. 
в речниците: като се считат буквите от азбуката наредени B 06-. 
щоприетия им ред, взаимното разположение на две думи в реч- 
ника се“ определя от техните първи букви; ако те съвпадат,. 
сравняват ее вторите им букви и Τ. н. 

Нека f(x,, ἃς,..., ͵͵) е произволен ненулев ΠΟΠΉΡΟΜ: от- 
Р хъ Ха Х| а ааа χρῖοςς χῆρ и Ве йл хр... х са двал 
ненулеви различни едночлена от записа Ha / (х,.. х„,...,.х„).. Тога- 
ва поне една ΟἹ разликите #)--Д, ἴ -- ly ..., #. — I, е различна: 
от нула. Ще казваме, че ненулевият едночлен а в по-висок или 
по-висш от ненулевия” едночлен 3, което кратко ще означим с 
«>-В, ако първата, различна от нула разлика в релицата Е)-- . 
ky—1ly..., Ву -- . е положителна. С други. думи, ще бъде изпъле- 
нено . , 

аха х хе »-ὐ е.. Х 

тогава и само тогава. когато съществува таковам / (#::/:<1т),.че. 

(2) by=ly ko=l рае . Ве ς 
Лесно се вижда, че или «>-8, или. 8 -а; T.. е.. всеки лва ненулевиз 
различни едночлена от записа на полинома / ( Хае) Сса 
сравними лексикографски. Освен това. ако 

' уее с Зе А X , . 
“ 

е такъв трети ненулев член от записа на. χ. Хъе Жн),. чег 
«>В и 8>y, то обезателно ще бъде: изпълнено и условието (A 
Действително 88 някое J( =j=<n) ще. имаме 
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(З) Де тр !,=т2.....1; 1 т р 1“>т]. 

Тогава ot (2) и (3) при i<j ще следва, че А) +-т), k= 
—m,‘...,k._l—m,_l, ki >l =m;, т. €. >y, Ако пък {2/, то ще 

бъдат изпълнени Уусловията ету Rpe=tg..., B, y=m; ,, 

kj=l;>m;, откъдето OTHOBO следва, че &Y. 
По този начин можем да подредим едночлените B записа Ha 

ДХъ Хъ #.) в низходящ ред по тяхната височина и да полу- 
чим напълно определен начин на записване, който- наричаме лек- 
сикографски. Например членовете на полинома 

Uy Хъ Ха Χξ ξ Ἐ X5 Ха х Ἐ Χ ХУ Х Χοχδ x, 
са лексикографски наредени. 

Тук трябва да отбележим, че ако α»-β, не следва, че CTe- 
пента на « е по-голяма от степента на 3, Това се вижда от при- 
ведения по-горе пример -- едночленът X4 на Г (ъ Хе Ха Х4) € OT 

най-ниска степев, но е най-висш в лексикографската Hapeaba. ' 
При лексикографската наредба един от членовете на ненуле- 

вия полином /(Хр Ха..., X,) ще стои на първо място и ще бъде 
по-висок ΟἹ всички останали негови членове. Този член ще нари- 
чаме старши член, на полинома / (Ху. Же,..., Ха) 

Лема 1. Старшшят член на произведението на два полино- 
ма от Р|ху «Хл..., Х| € равен на произведението на старши.- 
те членове на тези поланоми. 

Доказателство. Нека а«- а хе xk . Хн и 3--8 ха ха... Х 

са старшите членове съответно на f(x,, Хее н) И В (Хура Хауе н)е 
Да означим с у произведението «(, т. е. - 

. 

΄ γ:αὑ xf"”l .Xg""t’...xfln‘”u_ 

Нека S=c x{ x{*... хъл е произволен HEHYJER едночлен от 

записа на ἔ(Χ.. х2,....Х„), различен от старшия едночлен ἃ, а 
T=dxb xf ... хл € произволен ненулев едночлен OT записа Ha 

Е(хь х„....х„) различен от старшия едночлен В. "Тогава ἀ»-ὃ 
B>t и затова съществуват такива индекси #(1 <7я) и ju= <j=n) 
че да са изпълнени yc.nomm'ra 

) Ry=8y, k,=s2,..., ki—1=Si.~1, > 

ll=tlr ’2=t2,---, ἰ,-,.,:ΐ,;., lj>i . 

3a да покажем, че y=0f е старшият Ччлен на ¢ (X, Χ»... 
ха)-а Х еее Ха) Е (Хъле-а. Хн) достатъчно е да установим, че той 
€ NO-BHCOK от всевъзможните произведения ατ, ὃβ и бт. За тази 
цел удобно е да разгледаме поотделно случаите (>/и i</ 

Нека г>/. От (4) следва, че са изпълнени условията 

А+А- ве ς Раее Ву аЕуъ Κρε 1>Я, Е 
А 485)е kit 8 а ь В >80, 

, Ву ιξεδι ξ μ e, Вла ( =S+t B+ L>8>E 
откъдето следва, че γδεατ, Y-85 и γὲ δι. 
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По аналогичен начин се разглежда и случаят (:) Лемата 

Ἔ доказана. 
Следствие 1. Произведението на два полинома от 

Ркъ Xo,...» жа| € равно на нула тогавла и само тогава, кога» 

то поне един от множителите е нулевият полином. . 

JleficTBuTento: ако У (Хъ Χρ»...» Х«а) И Е(Хъ Хае Х.) 8 не- 

гнулеви полиноми, TG старшият член на тяхното произведение 

Ф(Хр Χρν.--ἶν Ха) сЪъгласно лема 1 ще бъде равен на произведение- 

“fo ет Старшите членове на множителите и следователно ще бъле 

отличен ΟἹ нула, т. е. полиномът. ф(Хр Хъ«--. Х.) ще бъде не- 

нулев. : 

5 2. Симетрични NOMMHOMH 

Полиномът / (ху Χον...ν X,) Се нарича симемтричен, ако той 

ἫΘ се изменя при всевъзможните размествания на променливите 

Хр Хае Ха T- € ако / (Хр Жо ееа xn)=f(x,l, ..я Х) КЪдето 

dps Б .е » i € произволна пермутация на Ччислата 1,2 ...m 

Най-прости примери 88 симетрични полиноми са например сумата 

на всички неизвестни ХХ . . . +X,, сумата на техните квад- 

рати x24-x24 . . . +х2, произведението им XiXp . . . X, И T.H. 

Очевидно €, че сумата, разликата и произведението на два CH- 

метрични полинома са също симетрични полиноми. . 

Един полином / (Хрь X5 . . . X,) се нарича хомогенен (едно- 

роден), ако всички негови членове имат една и съща степен. 

Ше казваме, че два едночлена ада Xxb: ... хя и bxlud . xin 

имат една и съща CHCTEMZ OT степенни показатели, ако съ- 

ществува такава пермутация iy, &, - - . i, Ha числата от 1 да 

л, че да са изпълнени равенствата ki=li, ko=ly, - . „ #а . 

Определение 2. Симетричният полином f(xy, Хъ « . « Ж) Ссе” 

нарича прост, ако- всичките му членове са с един и СсЪЩ коефи- 

циенвт и с една и съща система OT степенни показатели. . 
Очевидно €, че всеки прост полйяном е хомогенен. Простият 

«симетричен полином / (Хр Xz, - - » X,) се нарича \k-giopneh: и се 

«означава С ) 

az:c';- Xy o o KGR, 

„ако във BCEKH HErOB член участвуват точно Х” на брой ненулеви 

степенни люказатели By, Ggy . - „» « Τ. е. ако ς Же <« ч Χρὶ 

‘@ сума на всички различни едночлени, получени OT аХе хе ... Хей 
в А ПА 

"чрез всевъзможните замествания на Χλν Хе - - Xp с различни 
'HEW3BECTHH OT неизвестните Ху Ха . - 5 Xu - , 

Едноформените симетрични полиноми S, OT вида 

S. е ае  ἘΧΕῈ е 2 
e наричат стеленни сборове. Очевидно е, че всеки степенен сбор 

ῃ 
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“ъдържа, точно п члена. Броят на членовете на двуформения прост 
симетричен полином , 

DX S 
"при «8 е paBeH Ha n{n—1), а при =8 този брой намалява Ha- 

' " n{n—1) . 
гполовина, T. е. той е paseit на ————. Триформеният прост си- 

метричен полином ! 

Σκ“ χῇ ! 

„ври «ЕВ, 3:γ, γεξ χ има точно n(n—l)(n 2) члена. Ако два OT 
n{n—1)(n—2 

( ὲ( ! члена; при «-- 

=B=y този брой се намалява още три пъти, T. е. членовете ще 
ща- 1(п-2 “ 
-(--μ Ha брой. Изобщо ἃκὸ ненулевите степенни 

покаватели на един А-формен прост симетричен полином са всич- 
KU различни помежду си, то броят на членовете му ще бъде 
гравен на броя на вариациите. от п елемента по K, т. е. на 
Ща--1Ща-2?) . ... (п--#+1). Ако обаче 5, показатели са равни 
помежду си, .Sy лругн показатели са също равни помежду сни, но 
различни от първите и Τ. н.. общият брой на членовете ще бъде 

п[п-!)(д-?; .. (n-—k-H! 

s,lsal .. 

Твърдение 1. Всеки симетричен поланом е сума от краен 
брой прости симетрична полиноми. 

Доказателство. Нека 

жмоказателите са p&BHH,'TOH ще има 

«Фъдат 

(у | "ооахже хе . .. χ 

е един произволен член на симетричния полином f=f(X}, Xo, . . ., X,)- 
Тъй като / не се променя при пермутиране на променливите, то 
/ съдържа в записа си всички членове, които се нолучават от ( 
„чрез произволно разместване на хр Xy - - ., X, Следователно 
люлиномът / съдържа в записа всеки член на простия симетричен 
молином , ' ᾿ 

8-- αὐδιχραβην . ж. 
"Тогава fi=f—g е пак симетричен полином, но с по-малко на брой 
жшленове, отколкото полиномът f. Ако Д-0, повтаряме разсъжде- 
„нията за Л. Ясно.е, че с последователното изваждане на прости 
:симетрични полиноми ще достигнем πὸ нулевия полином и сле- 

Ддователно [ ще се представи като сума на прости-симетрички 
tflOJlHHOMH. : 

ΠΡᾳΕΤΗ:ΓΕ снм.етрични ПОЛИНОМИ ненулевите степенни: показа- 
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тели на които са равви на единица и членовете на които HMAT 
КОЕфИЦиЕНТ единица, се наричат елементарни симетриячни поли- 
номи. Тези полиноми играят важна роля в теорията на симетрич- 
ните полиномяи, поради което за тях въвеждаме специални: 
означения; 

O =X;+Xo4 . . . -;-x,,=2x,, - 

σῃ τ Ха Ха - . . =2х,х2. . 
. N 
) O3 =X1XoXg+ X1 XoX, -+ . . .=Ех1х2х3„ 

Gp=X1Xp « .~X,,=Zx1x2 .. Xpe 

Ако разгледаме полинома 

ф () <е АИ аАл 0, X724 . . + (И oy X+ (—1)a, 
на променливата х и си спомним формулите на Виет за връзкат2 
между корените и коефициентите, виждаме, че Xy, Xg .. o Хл 
могат да се разглеждат като корени на ¢,(x). Също така ot фор” 
мулите на Виет следва, че коефициентите на един нормиран по- 
лином на X €2 с точност до знак елементарните симетрични по- 
линоми на неговите коренн. 

§ 3. Изразяване на симетричните полиноми 
” чрез елементарните симетрични полиноми 

Нека oy, o .. » 5, Ca елементарните симетрични полиноми 
на променливите Xy, Х .. „ X, Тъй като сума, разлика и произ- 
ведение на симетрични полиноми € пак симетричен полином, ΤῸ 
всеки полином кнад Р от елементарните симетриякни поли- 
номи Oy, Oy, . . ., б, € симетричен NOAUHOM спрямо неизвестни» 
те Xy, Χρν - . » X, Оказва се, че е BAPHO и обратното твърдение, 
което съставлява съдържанието на основната теорема за симе- 
тричните полиноми, Най-напред ще докажем следната ' 

Лема 2. Ако f(x, x5 ..., Х.) e npoussoaen симетричен 
поланом и 

a=axpxk . . . xbn 
Н " ͵ 

е неговият старши. член в «дексикографската наредба, : то 
cmenenrume показатели ky ks, . . ., k, удовлетворяват нера- 
венствата . ᾿ 

. Π ἘΞ =k, 
Действително ако допуснем, че 88 някое 1 (1<i<n—1) e μ8- 

пълнено κ ἄϊει, TO OT едночлена « с разместване на нейзвест- 
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гните х, и хул ще получим, че симетричният полином /(хХ),Ха,..., Ж) 
«ъдържа в записа си и едночлена 

Б=9ах*! . "i—lx"znx”z Σ 
ι-Ι 11 

Ho лесно се вижда, чеВе по-висоК OT а, което противоречи на 
мпредположението, че « е старшият член на f(Xy, Ха . . а Ж) “ 

: Теорема 1 (основна теорема за симетричните полиноми). 
Beexn симетричен полином на кейзвестните жх Ха .. ., Ха 
над числовия npscmen Р може да се представи като полином 
на елементарините симетрични полиноми ср б» .. а σ, C кое- 
фициенти от P. 

Доказателство. Нека / / (хр Ха .. » х) е произволен 
симетричен полином на ж. Ха . . ., X, С коефициенти от Р и 
a=axpxg .. . χβὴ е неговият старши член. Съгласно лема 2 

1 разликите Й)--й», Ry—ks . . а ἄπ τ , са неотрицателни цели 
числа. Следователно произведението 

Т е | ся 11“’*:1 σβα 

е симетричен полином на Χμ Ха - . ., X, над P, понеже P, е 
гедночлен на елементарните симетрична полиноми. Тъй като o, 
гима старши член х) Хе . . . Ху (k=1, 2, ... ., п) no лема 1 стар- 
шият член на ф, ще бъде равен на произведението 

ахн-Я ()t .. . (X .. . Хи-а)йе-а- Вя (X Ха . . « Ха) 
Ὕ. е. старщите членове на f и ¢; съвпадат, Тогава разликата 

. А 

е симетричен полином от х Xy . . « Х.) чийто старши член е 
то-нисък от този на f. AKO полиномът Л € ненулев, с аналогични 
гразсъждения 88 симетричния полином Л получаваме симетричния 
[ю]!ином 

Лг--Фат 
КЪДЕТО ф. е едночлен на елементарните симетрични полиноми с 

жкоефициент от P, а старшият член на f, € по-нисък от старшия 
„"член на Л, Така стигаме до равенството 

Ре Ἐ Φ ἘΛ. 
Като продължим този процес, ще получим полиномите fi, /» /3, 
ο « . . 88 някое В (#21) ще имаме f,=0, поради което 88 / 
ἴπε бъде изпълнено равенството 

- 

| ΠΣ фе в o « ч O, 
ге 

T. е. / ще се представн като сума на едночлени, а стдователно и 
като полином на а), с» . . ч O 

Действително, @Ko допуснем, че пасоченият „процес е безкраен, 
We получим безкрайна редаца от симетрични гюлиноми 

61 "



.(1) fl"fZ- .. - fp -. . 
“ 

с коефициенти от P, в която старшият член на всеки полином е 
по-нисък ΟΥ старшия член на предхождащия го Яолином. Тогава, 
ако P==bX{ ж .. . хя е старшният член на симетричния полином 
fo съгласно лема 2 и условието «>-В ще имаме ΄ 
(2) Ве е5щ . . . =25,20 
Тъй като А; е фиксирано цяло число (първият степенен показател 
на старшия член на /), лесно е да се съобрази, че системите от 
цели числа Sy, Sy .. ., S, KOHTO удовлетворяват, неравенствата (2), 
ca не noseye от (& +1)", 7. е. те са краен Gpoii. Оттук следва, че 
редицата (1) не може да бъде безкрайна, с което теоремата е 
деказана. . 

Jlema 3. Всекц ненулев -nosurom (s, Gy + + + ση) На Oy, 
Су «а .”, Oy HAO чиасловия пръстен Р e ненулев полином на ж. 
Χον еая Ха , , 

Доказателство. Произволен ненулев член acfich . . ,, 0 
на полинома ¢(sy, Gy, . . „ 6.,), разглеждан като полином на X, , 
Хъ < 4., X, ще има старши член 

ахаха ςς x:'n =axpixx)t .. . (хуха ... Χρ)δα, 

T. €. ще бъдат изпълнени. равенствата 

ll=k1+k2+k3+ - .. +k’p 

фуе В Ву .. 1k, " 
!Β: k3+ -ων +k"7 

L= . Ν , . 
Toraga Ipasguc‘raa'_ra Rl #ц (=1, 2, . . ., п--1) ποκαϑ.- BAT, че всеки член aq=ackrok . . . o« на полином (o, oy ... , LA 
еднозвачно се определя OT старшия CH член axlixh ., . xin 1 я а 
ако « се разглежда +като полином на X, . « X, M, обратно. Следователно различните членове на (51 63 . . ., ) "като” поли- BOMH на xy, X, . . „ X, притежават B лексикографсеката. наредба, в Я ху хъ . .., х,| различни, старши членове. Но тогава най-ви- COKHHT OT тези старши членове няма "да има подобни при μβρ885- ването на ф(е, oy, . . . , в,) KATO полином на у Ха ч.. .. Х . е. няма Да може да се унищожи при извършване на приведенвието и. ще се окаже старши член на полинома У (, Xy . .., Χα)τε (o, Oy .. „ 6,). Следователно / (хъ Ха .. Х.) e ненулев полином от- Ркъ X3 . . а X,). Лемата е доказана, - ” : 

Теорема.2. Всени сйметричен полином на променливите: Xy Хе ч X, Над числовия пръстен Р се представя по eous- ствен начин като поланом на елементарнцте симетрияна” полиноми съ Oy, . . ., O, 
Доказателство. Нека ЛДхъ хъ o 0 4y х)е произволен: 

62



симетричен. полином от Plx;, «Х» .. а х„). Да допуснем, че: 
f{x Хъ еааа X,) има две различни представяния като поли- 
HOM на 9y, σην . . o, 0у T, е. Лъ .. . Ж)-Фф(ор .. 6,) и 
Де «е ч Хя) ф(а, .. ., с,). Това означава, че φίσ, o O # 
φιίσι» - - 4 5) като полиноми на Gy, Oy, . . ., O, 8 различни. Tora- 
Ba полиномът 

Φίσν . σρ τεφίσρ' ες . в4)--Феь υ ч 2) 
е ненулев и съгласно лема 3 ф(ор .. ., о,) ще бъде ненулев по 
лином на Xy, Хуъ . . ., X,. Но по допускане имаме 

ф(щ, КА σ”):φ(σν .. . σπ)-ιφΙ(σΧ' LIRS σ"): 
Ξ ( Ха .. а X)—f(Xp X - . ., X,)=0, 

T. е. ф(ср - - ., с.) KATO полином на X, X, .. ., X, се OKasBa paBeH 
на нулевия полином. Полученото противоречие показва, че Жх), 
Хае Х.) не може да има две различни представявия като 
полином на Oy, Gy, . . „ 0, Теоремата e доказана. ° 

Отбелязаната B края.на предишния naparpady връзка между 
елементарните симетрични полиноми и Фформулите Ha Виет поз- 
волява от основната теорема за симетричните полиноми да се 
получи следното важно 

Следствие 2. Всеки cumempuuer noAunos от корените на 
нормирания полином f(X) може да се представи като поли- 
HOM от коефициектате на f(x). . 

Hokasarencrso. Heka Λία,, . . ., ®,) е CHMETPHYEH поди- 
HOM над Р на корените ay, &g, - . ., &, HA f(X). Ако. X, . .., Ха 
Ca неизвестни, TO OT Teopema 1. следва, че Й(жхур ..., X,)= 
It'.fl(cl,. . «а 6,), КЪдето ¢(0y, . . ., с,) е полином HA Gy . . ., 0, HAX P 

ека Σ . - 
| fX)=x"+a;x" 4 ... ta, а Xx+a, . 

Axo формулите на Buer за полинома f(x) запишем във вида 
п - и и . 

01=01 (ъ . . .. G)=—0, и 
, σῃτξ б, (α)» ..., « ) =4y 

ааа (a1, - . ., a)=(—1)"a 

OT горните равенства получаваме, че . 

Пя (αι.. ..е» A L1 A (#), .. .. 0,), .. σείαν, .е B S 

Ξ τεφί τ αι, (2».....(-- "1 а) 

Т. е. Я ( ..., «) е полином OT @y, Gy, - - .. ,d, с коефициеяти от- 
пръстена Р (те са с точност до знак коефициентите Ha φίᾷσι, Op 
.. .» 6,). Следствието е доказанво. . 

Npumep. Да се изрази симетричният полином - 
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70 Хъ чееа к) З жа 

ipe3 елементарнвите симетрични полиноми. 
За решението на този пример ще приложим тъй наречения 

метод на неопределените коефициентая. Знаем (виж доказателство- 
то на теорема 1), че членовете на търсения полином ¢ (0, O, 

. .,0,) се определят чрез старшите членове на полиномите /), 
far+ - ., като при това ΒΟΒΚΗ OT тези старши членове е по-нисък 
ΟἹ предхождащия го. Следователно трябва ла нзмерим "всички 
произведения xh .. . хлъ KOWTO Уудовлетворяват условията: 

1) те са по.ниски от старшия член X)X, на Л 2) Te могат да слу- 

жат за старши членове на симетрични полиноми, Т. е. степенни- 
те показатели удовлетворяват HepaBencTBaTa Д2 2 . .. =i, 
3) те имат (обща) степен, равна на 4 (тъй като / е хомогенен ot 
степен 4, то и Й, / .. - ще бъдат хомогенни от степен 4). Като 
запишем €aMO съответните комбинации на степенните показатели, 
а A0 тях — тези произведеная на Gy, Ty, . . ., Op КОИТО се опреде- 
лят от съответните .степенли похазатели, ще получим следнвата 
таблица: ’ 

31000...c" a2 =dlay, 

., 22000, .. 9707 4 

21100...c 07 σἱ =00, 

111 10...0" el 0=q, 
. 

Tlo този начин полиномът / ще има вида 

f=02a;+ A2+ Βσισς +Co,, 

"Положили сме коефициента пред σὲσῃ да e PaBeH Ha едиквица,. 
тъй като това произведение се определя от старшия член на:/ 
и има, както знаем OT доказателството на Teopema 1, същия кое- 
фициент. . 

Неизвестните коефициенти A, Ви С ще намерим N0 следния! 
начин. Полагаме xy=x,=1, xzg=x,=. . .=x,=0. Лесно се вижда, 
че при тези стойности H2 неизвестните полиномът / получава стой- 
HOCT 2, а полиномите Gy, Oy σς И Gy — съответно стойности 2, 1,0 
u 0. Затова 

2=22.14+A.124B.2.04C.0, 

T, & A=—2. Да положим сега X | = Xy=Xz=1, Ха =Xgw. . .= Хае 
"Стойностите HA полиномите f, G|, Oy, O3 Ἡ G, ще бъдат равни съ- 
-ответно Ha 6, 3, 3, 1 & 0. Затова : 

6=3%,34+(—2).32+B.3.14C.0, 
откъдето B=—1. Накрая 'nonaramMe x;=x,=Xy=x,=1, Хул Хал 
=...=x,=0. Стойностите на /, o), oy, 65 и o, ще бъдат равни 
„съответно HA 112, 4, 6,.4 и 1. Torasa 
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12=42.64(—2).6°+(—1).4.44C.1 
ш следователно C=4. По този начин THPCEHOTO изразяване на / 

ице бъде 

S :ᾳἷσς-ἳᾳξ-σισ,τ 4σι- 

Често Β приложенията се използува едно обобщение на по- 

(HATHETO симетричен Пполином, което ще разгледаме накратко. 

Нека хр Хе .. .. Ха И Уь Yoo е. Ул €24 две системи ὉΣ 

мроменливи. Полиномът й 

«(3) е/ (хр %o o ooy Ха Yo Yo . - τν Ул) 
¢ коефициенти OT даден-числов пръстен Р се нарича симетричен 

-относно двете -CHCTEMH променливи, акс той не CE NPOMEHs при 

„всяка пермутация поотделно на Χ Хе : - « Ха И на-У У « . «а 

Ve Да означим CBC ор, Oy, « . ., O, елементарните симетрични по- 

AVHOME на Xy, Хал .. Хе а С By &y . . ., 3, -- елементарните 

„симетрични полиноми на Y1, Yo - - -» Vo | 

Теорема 3. Brexu полином (3), който е симетричен no 

«отношение на двете системи променлиави Ху Ха .. .. Xy й Уь 

Vo - - s Y U € € коефициенти om P, може да се npedcmass 
"като -полином .на съответните елементарни CUMEMPURHIL . по- 

„линома сь Фъ .. «а й Я δαειν е« 8 С коефициенти от nps- 
„стена,Р. i 

Доказателство. Записвайки / като полином f=h(yy, Уз 

щ еча Δ ) на Уъ Yoo «-. . Y С коефициенти ot Plx,, Xy, . .., ка) 

мтези коефициенти ще бъдат симетрични полиноми от Plxy, 

„ «... «у Ха) защото / е симетричен относно системата Xy Х» - - . 

.%,. Следователно коефициентите на Я(Ур Уъ «« -5 Ym) могат πᾶ 

,се изразят KATO.MONMHOMH .на с О» « - -, Op С Ккоефициенти от Р. 
По този ,начин / се .представя като симетричен полином на Vi 

Ув ο τ τ Ул T коефициенти от Loy, ¢, - . ., o, Тогава, както Β 

"доказателството на теорема 1, MOMe да се Ддокаже, че / се пред- 

«ставя като :полином HA Фь Ф» .. - . 48, С коефициенти от Р (с, 

„бу, « «а G, Но това означава в крайна сметка, че f се представя 

ткато полином .HA σι»" Tgy .- -« - <50y Въ Bgy « . o, 8y С. коефициенти OT 

.P. Teopemara е "доказана. - . 

” Може дца.се докаже, че представянето в токучцо доказана- 
ΤΑ теорема:е едикствено. .Освен това теоремата . може да бъде 
«обобщена и за повече от две .системи” променливи. 

"Без да се впускаме взподребности, ще завършим този пара- 

зграф с мякои резултати 98 дробно рационалните симетрични функ- 

ἘΠΗΗ. : - 

„Изразгот ,вида 

:(4) (ф(хд,.хд. е.у A Е(х:! х:: » «н) ” 

зкъдето Яу Хъ че - » Xn) Η Е(Хъ Ха « » - . Ха) са полиноми над 
. щисловото поле.Р Ha- неизвестните Xy, Ха - - » Ха И 2(61, Χα . . 
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ха)-:0, се нарича дробна рационална функция над #Р“ на х 
" . 

Ха ч.. Ха Ако φ:-ξ,-' и ψ:ἷςε две ΠΒΟΘΉΗ. рационални функ « 

ции на Хр Ха .« ., X, ще считаме, че те съвпадат тогава и, са“ 
MO тогава, когато "съвпадат полиномите ἐϊ и gh, Това определе“ 
ние не съвпада с теоретико-функционалното определение.за ра- 
венство на две функции. Например дробните рационални функ- 
циа 

2 « % 
. Py, Ж)е хурезжаха ς а-Хо 

- Ф (хъ Х2)- 

съвпадат по току-що приетото алгебрично” определение, но те са 
различни в теоретико-функционален смисъл, ! защото Функцията 
@(x1, хе) не е определена при х) =0 и ха-0, а функцията (X 
Δ) е определена.. 1 

Множеството от всички дробни рационални функции над, 
числовото поле Р на HENSBEGTHHTE х), Xy . . . , X, ще бележим с 
Р(хр x5 7. ., X,). По естествен начин в P(x;, хъ . . -y Ха) MO- 
rar да бъдат въведени операции събиране и YMHOXKEHHE, за коите 
лесно се показва, че не зависяг от представянето на отделните 
функции. Окевен това тези операции са комутативни, асоциативни 
и са свързани с дистрибутивния закон. Очевидно e, че Plx, 
Ха ..е Х| се съдържа в Ῥίχι» Ха . . ., X,). . 

Дробно Бационалната функция (4) се нарича сиаметрична., 
ако тя не се променя при всяка пермутация на Χρ. Xg . « « Хае 
Ако 2е бр &5 . . ., & (1=kx=nl) ca всички различни полиноми,. KOHe 
TO се получават ΟἹ £ чрез всевъзможните размествания Ha про-. 
менливите, то за ф ще имаме представянето. ' 

. o | :P___‘_f_gzga-“ghr‘ ' .I 
К. - 5189 - - - & - . : 

в KOETO He е трудно-да се съобрази, че числителят и. знаменате- 
лят са симетрични полиноми на Хр Xz, . ... , X, « коефициенти OT 
Р. Следователна всяка симетрияна дробно рационална функция” 
от Р(жхр Хъ .. . , .) може да се представи. като дробно раццо-. 
нална функция на "елементарните симетрияни полиноми су 
O3 « < « » O, С коефациенти от Р. , : 

: ) „“ Ἑ 4 Crenennn сборове . ᾿ - 

„Както вече бе отбелязано, едноформените симетрични" ” поли- 
HOMH от вида . - 

КА -=Zx';=x';+xg+. еф (ατεῖ, 2, ..у 

се наричат степенни, сборове. В този параграф ще изведем фор- 
мули за изразяване на степенните сборове чрев елементарните 
симетрични полиноми Gy, Oy, . . ., O, 

. 
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Да положим 
а F)=(x—xy) (x—x5) . . . (x—2x,) 
и да разгледаме f(x) като полином на χ. Or формулите на Duer 
за зависимостта между корените и коефициентите знаем, че 
@ - Рн ра ., . +a,_x+a, 
където ' 

Δ, (--1)д, (k=1,2,...,n). 

От равенство (Е) чрез диференциране относно х получаваме 

'f' (χ): ἷ(χ)“"ι- 76) + + f(x) . 
м Х--ха и ХХа 

X 3a да пресметнем коефициентите на полинома xf (х) , извърш 
— Xy 

ваме деление HA полинома (2) с Xx—x, по” cxemara на Xopuep. 
Получаваме следната таблица: 

| 1 a4 аз Μ a, ; . a, —_—t 2 e O Н . Χ} 1 х.щ x24ax,+a, .. X i L ς , Ра а f(x) 
Следователно - 2 
X, . -8 1 - ἘΝ xf—_(x):ax” ИЕ α 2 ТЕ Е L L ТЕ . 
Ако в предишното равенство поставим £=1, 2, .. .,n и съ 

берем получените # равенства, ще имаме 

7 () =nx""2+(S1+nay) x" 24 (Sy Ἐ a,S, +aa)x "3+ 
+е а ааае - 8y, S+ na, ). 

‘Or друга crpana, ako диференцираме двете страни на равен- 
ство (2), ще получим T s 

fR)=nx"14(n—Dawx" 24 . . . +2a, sx+a, г 
_Karo сравним xoedmunenture .npen равните степени μ х B 

двата израза за Г (х), стигаме до следните равенства: 
81+ад=0, T o 

τ " 87+а181+2ая=01 . . 

3) Sp+a,Sy-+ 2,83+ 3, =0, ͵ 

З. Ра 2 Ἔ .. . +a; 1S+ (n—1a,_,=0. 
След като заместим в (3) а,. с неговото равно (--1) а, .88 k= 
=1, 2, ...,n—1, ще получим еледните формули .на ΠΙΌΤΟΗ 88 
връзката между степенните сборове и елементарните симетрични 
полиноми: 

51--а:0, 
- 82*-6181+202=0, 

(4) 5а--015а+ 0:81-- Зоа =0, 
Л e ¢ 2 e s o v e 

ϑρταττσιδη. 8.Ἐ- o A= 1 ааа H(— 1) (r—1)o,1 =0, 
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откъдето последователно MOTaT да бъдат намерени Sy, Sy, „ . .. Sy’ 
Формулите 88 S, ὅ.Ὲ1»... - се получават лесно, KATO в поли- 

номите f(x), xf(x). x2f(x),. .. поставим ХХу X3, . - « Ха И 
съберем получените л равенства. Тъй като f(x;) =0, от (2) следва, че 

Оя хе f(x)=X3tetauitt—1 4, Т ад Е - ае г 

където R<0 и i=1, 2,..., n. За фиксирано # събираме πὸ / по- 
лучените л равенства и намираме 

SpratSprpat - o +a,8,=0, 

където при k=0 полагаме Sg=n. Така получаваме равенствата 

Sn+aLSn—l+ .. +ап:181+пап=09 

и . SptitaS,+ .. "+ап-152+ал51=0! 

(5) Surrt @ ЗА Ἔ : ааа а352-0, 

Като заместим @y, g, .. . , @, CbOTBETHO със —G), Gy —0y, 
.+« (—1)'o,, получаваме - 

Зл-618п-1 Фе 4"(- I)"_1(’n—lsl +(_-‘ l)"flc,,:o, 

(6) Sat1—0 S, е . A (=110, χ,5.-Ἐ{-- 1)Πσ, 5, =0, 

S,,.,.,—clS,,+1+ et ('—' 1)"_15"_183 +(— 1)"0,‘S =0, 

Очевидно e, че формулите (5) и (6) Morar да се разглеждат 

като продължение съответно на формулите (3) и (4), като е по- 
ложено 0=q,1=CQuio=. .. И 0=0,41=6,19%= . ...- 

' Ако от (3) и (5) вземем първите # (52-1) равенства и га pas- 
гледаме като система от £ уравнения с Х неизвестни 4, Sy, . . ., 
S,, по формулите на Крамер S, може да се представи като де- 
терминанта . , ' 

1 0 0 ... 0 а 
аг 1 0o ... 0 2a2. 

a 1 ... 0 За 
аАИ 

Gy o B3 4 . - . V- (E—1)a,, . 
б.-а Qg3 Qp_3 . - . O ' ka, N 

където &, =(—1)c, н € положено Oppy=Cp4s= . . . =0, 
Hexa числовият пръстен Р да e поле. Тъй като в числовото 

ποπὲ P е възможно делението на произволно естествене чигло, 
то OT равенства (4) и от първото paseHctBo на (6) елементарнате 
симетрични . полиноми Gy, Oy, . . ., 0, могат да се изразят чрев 
степенните сборове Sy, 5,; .. .+ S, Оттук и от основната теоре- 
ма 88 симетричните полиноми непосредствено се получава след- 
ният резултат. Ν . - 
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Теорема 4. Ако Р е произволно часлово поле, то всеки 
симетричен полином от Р|ху, X3 . . ., X,| мозже да се предста- 
ви като полином на степеннате сборове Sy, Sy . . ., S, ¢ кое- 
фициенти от P, , 

„„Тази теорема може да се донаже и директно, като се пока- 
же първо по индукция, че простите симетрични полиноми се из- 
разяват ката полиноми на 5), 8, . . ., S, С коефициенти ΟἹ P, а 
после се приложи твърдение 1. - 

- § 5. Резултанта на полиноми 

а) . ( )παρχητα χ τ .. +ал-аха, (п21), 
. Е()-6х" εχ + . b х (m=1) 

с коефициенти OT числовото поле P. Естествено възниква BLIPO® 
сът, при какви условия за коефициентите на f(x) и g(x) тези по- 
линоми имат общи корени. Очевидно e, че корените на НОД (f () 
#()) и само те са общи корени Ἠὰ /(х) и g(x). Следователно 
поставеният въпрос може да бъде решен с помощта иа алгори- 
#bMa на Евклид. С оглед на приложенията тук ще посочим друг 
подход за решаване на разглеждания въпрос. 

„ Лема 4. Ако поне един от коефициентите а, й by на по- 
линомите (1} 6 различен от нула, то тези полианоми прите- 
жават общи корени тогава и само тогава, когато съществу- 
ват полиноми ; . 

Нека са дадени полиномите 

() . φ(χ) πεορχητ ο χ . . . еие Х Oy 

¢(x)=dox"1—‘ "'dl"m—_‘2 + ... +dm—2 X -+ dm—l, 

от KOWMO поне едан € ненулев и 

Θ . Лх)Фф(х)-#2(х)Фф(х). 
Доказателство;: Достатъчно е да разгледаме случая 

когато ay==0. - 
Ако g(x)=0, то твърдението на лемата е очевидно, защото 

всеки корен на f(x) е корен и на g(x). В този случай избираме 
$(x)=0, а ¢(x) може да бъде произволен ненулев полином от 
степен =n—1. 

Затова ще предполагаме, че 2(х)+0. ~ 
Ако х--оц е общ корен на f(x) н ρίχ), то полагаме 

- 1) еа) #9409) 
където deg g(x)sn—1 и deg ф(х)5т--1, Οττἆκ, като ΗΒΚΠΙΟΌΗΜ, 
Х--оц, получаваме равенството (3) с ф(х)4-0 и ψ ) 6. 

Обратно, да предположим, че ,поне един от полиномите (2) 
е ненулев и е изпълнено равенството (3). Понеже /(х)--0 и g(x)=+0, 
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n -t τ и 
та оттук ще следва, че ф(х)-+0 й. ψ(ᾧ)ψθ. Ако ,«р @, . . « a, са 
корените на f{x), τὸ от (3) получазаме, че - 

0=f (%) Ф) =glx) φία), i=1,2, ..., п. 
Тъй като ф(х) има най-много n—1 KOpeHa, TO OT последните ра- 
венства следва, че съществува такова X1<i<n), че ρία!) «οὉ. Сле. 
дователно o, е общ корен 88 полиномите (1). Лемата е доказана. 

Axo f(x) и 2(х) от (1) са произволни полиномн с числови 
коефициенвти, то детерминантата OT (12 M)-TH ред - 

ay ay ...a, 0...0 0 
Gy ...0%148,...0 0 

00.. a0 ...asa 
R(f. &= ве ... by 0 ... 0 ¢ 

; О δο...ὅκιι b,...0 0 - 

0.0... ὃρ К. ὄ b,,,I 

се наряча резултакта на полиномите fix) и 2(х). 
. Teopema 5. Ако поне eoun om коефициентите a, и b, на 
полиномите (1) e различен от нула, mo тезиа поланоми при- 
тежават общи корени тогава й само тогава, когато тяхната 
резултанта е равна на нула. N 

Доказателство. Съгласно предната лема полиномите (1) 
притежават ОбЩИ корени точно тогава, когато съществуват поли- 

номите (2), от които поне единият не е нулев и е изпълнено ра- 
венството (3). Karo сравним Β (3) коефициентите пред еднаквите 
степени на X, ще получим равенствата 

ада!„ = bocm 

ааа " =bicy+byey, 
(4 агъщ + Aoty = by + 0,61+ сл 

‘l@plm—o + ап-лбфи-а =b,0n 24 В Co s, 
a,,dm-l = bm(.‘nfl. 

Cucremara от paBencTBa (4) може да се разглежда KaTo система OT 
πΤΗ линейни хомогенни уравнения- с fi+-m HeuasecTHH d,, 4 
„е Фи-а, =€ .7--Сроа . ч --бт-а, KOATO притежава поне едно не- 

нулево рещение, защото или +ф(х)--0, или Ф(х)-4-0. Но тъй като 
R(f, в) е транспонираната детерминанта на детермивантата на 
хомогенната система (4), то оттук следва, че f{x) и g(x) имат 
общи корени точно тогава,, когато А( g)=0. Теоремата е до- 

„казана. - ᾿ ' 
| Следствие 3. Резултантата R(f, 5) на полиномите (1) е 
равна на нула тогага ц само тогава, когато μ ,-06,-0 
или f(x) и g(x) амат поне един общ корек. 

Може да се докаже (вж. [20], стр. 199), че ако a,30 u 
b,=<0, τὸ н # 

« 
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) πίζ, 9=ag | ] g == s3] [ 16, 
11 1 

жъдете « «ъ .. ἄμ H Вь Bos .е « Ву €2 съответно корените на 

Л) и glx). 
С помощта на детерминавтата R=R(f, £ и някои нейни MH- 

нори могат да :се намерят необходими и достатъчни условия, при 

KOHTO полиномите (1). имат точно А общи KopeHa, където А не 

надминава т и п. Действително нека Ае минорът от (m4-n—2)-pu 

+ред, който се получава от Д след зачеркване на ΠΉΡΒΗΗ и по- 

«Следния ред и първия и последния стълб. По същия начин от 
R, получаваме минора R, от (т-+п--4)-ти ред и T. н. Оказва се, 
че е вярна следната теорема (вж. (20), стр. 207). 

Теорема 6. Полиномате f(x) ай 2() om (1) npi a;+0 и 
B,F-0 umam mouno В (Isk<min{m, n}) обща корена mozasa & 
;m)n(fA тогава, когато R=Ry=...=Rs1=0 й R0 

RO . 

Ле ах ае 14 . .. +ан-ах+а, (ао-О0) 
Ἔ полинем от степен n=1 с корени oy, «» . . ., «, и /(х) е него- 
BaTa първа производна, то изразът 

..) у 
(6) Ἀ{2) Ξ - 7 αὐ (е) Γίω - - - flaa) 
«е нарича дискриЛинанта на полинома /(х)." 
. Очевидно e, че равенството A(f)=0 е необходимо и доста- 

“ъчно условие, при което /(х) има многократни корени. Освен 
‘ToBa А(Г) е симетричен полином на корените «р Ф .. » ῃ И Сле- 

. дователно A(f) се изразява чрез коефициентите на /(х). Едно 
+такова изразяване меже да се получи, като използуваме форму- 

„лата (5).за резултантата R(f, /) на полиномите f(x) и f(x), oT- 
където съгласнве 46) лесно получаваме, че 

т(а--1) 

А(7)«(--4) 5 ай Κ S Т 
ХСледователно дискриминантата А(/) може да се представи като 

детерминанта от (2л--1)-ви ред, на KOATO елементите Зависят Ca- 

Mo ΟΥ коефициентите на Дх). Ще посочим още едно представяне 

За A(f) във вид на детерминанта, която е от м-ти ред. 
Чрез диференциране на равенството 

7ο)παια--αὐο--αὴ « « « () 
W полагане X =, получаваме, че 

/ αρτεαρία,--αὐίαρ-- ὴ « .. « (е 0а-а ааа) - - - (α,--αῷ 

88 всяко i=1, 2, .. .., n. Тогава ot (6) следва, че 

- .- Щ



a(n—1) 
AN=(=1) 2 a8 Hey—as)(mi—cia) - - . (е - 

- (ᾳ-τ-αὐλία;---α} . « « (αᾳ--α,}" 
. s 

(RN U Y RS а 
Ν (α,--αὐδεεαξ В 

- 15/< л 

ьдето 

1 1 1 
o Ф ... «а - 

A=l o 9 ... |= П (α,--αἡ.- 

- ᾿ἘΞ Ί ΦΈΞΟΙ 
π--1 Ъ ‘ ) ‘r‘l——l м oy 0:2 .“.. &y 

Ако умножим A, със себе си по: правилото „ред πὸ ред“ 
ще получим формулата 

Sy, 51... бал - 
5, δὲννν 5 

| А() а 3 P 
} Зал S,, е. Son 2 

където S, (R=0, 1, ..., 2n—2) ca степенните сборове на. KOpe-- 
BUTE «) #ф . .ъ ®, И могат да се H3PASAT чрез" коефиц«ентите на: 
полинома / (х) по "формулите на Нютон. ) . 

3anaua. Проверете, че дискримиаантата. HA квадратния три- 
член f(x)=ax?+bx+c в А(/)-62- 4ас. | 

Ще отбележим още“ едно приложение на дискриминантата: 
на-два полинома, 

Нека f(x, у) и g{x, у) са полиноми на нензвестните X иу с 
коефициенти oT числовото поле Р. Решение на системата уравнения: 

7 и ](Х, ,V)=_O' . 

@ 200 ¥)=0 . 
€ нарича всяка двойка ΟἹ комплексни числа o и B, за KOUTO 
f(“) β):ἔ( ᾿ Б)=0. 

Да запишем f(x, у) и g(x, у) във вида . 

fx, Py=ao D +а( у4 .. . μά (r=1), - 
#С »)τεϑυ( »)χ᾽ Ἐδι( P+ .. +6,(у) (=), 

където коефициентите ад у) и 6,( у) ca полиноми ot P[y]. 
“ Нека R(y)=R( А #) e резултантата на f и g, разглеждани.- 

като полиноми на х с коефициенти. от Р)) Очевидно e, че: 
R(3)€P[y]. Ако (α, В) е решение на системата (7), то полиномите: 
ЛДх, В) и g(x, В) имат общ корен x=g. Тогава OT следствие 3 
получаваме, че тяхната резултанта R(B) e равна на нула.. 
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Обратно, ако у--В е корен на резултантата R(y), то пак oT 

следствие 3 следва, че или а,(6)-8,()-0, илн. f(x, В) и glx, 8) 

имат общ. корен X—c. Във втория случай (a, В) ще бъде реше- 

ние на системата (7). Когато а) -- δοίβ) =0, полиномите могат да 

имат, а могат и да нямат общ корен. . , 

По тоза начив намирането на решенията на симстемата (7) се 

свежда, първо, до намиране на корените на полинома Β »)ε ι ρ), 

получен, както се казва, чрез изключване на неизвестното X, й, 

BTOPO — A0 намиране ὰ общите корени на полиномите ЛХх B) κ 

в(х, В) за всеки корен В на полинома R(y)- 

Ще отбележим, че по подобен начин Moxe Да се разглежда: 

въпросът за решенията на произволна система, левите страни на: 

която са полиноми на л неизвестни. Обаче този въпрас € пред- 

мет на изучаване на отделна математична дисциплина, наречена 

алгебрична геометрия. ) ,



ТЛАВА 1V 

ГРУПИ - ч 

§ 1. Определение на група. Примери 

Ще пристъпим към изучаването на един OT основните разде” 
ли на алгебрата — теорията на групяте. . ΕΝ 

Определение 1. Ще казваме, че B множеството M е опре- 
делена бинарна (двуместна) алгебрична операция, ако на всеки 
два (различни или еднакви) елемента а H # ΟἹ това множество, 
взети в определен ред, е съпоставен по някакъв закон еднознач- 
но определен трети елемент ¢ от М. “ 

Тази оцерация можем да наречем събиране и тогава елемен«- 
тът с наричаме сума на елементите. а и b и го означаваме със сим- 
вола с--а4-68; операцията можем да наречем умножение-- тога- 
ва с наричаме произведенце Ha елементите а и b и пишем c=g.b; 
операцията можем да записваме и по някакъв друг начин, напри- 
мер +„«“,Т. е, с--а+0, със символа „с“, Т.е. с--аоб и т,. н. Ако paz~ 
глеждаме дадено множество M спрямо операцията „«“, HeCTo ще 
лишшем M= ) 1 .. . 

Събирането и умножението се нарпчат съответно адаитивна 
и мултипликативна бинарна оцерация, а самото им записване 
адитивно и мултипликативно. Бинарната алгебрична операция в 
множеството /И може да се разглежда като двуаргументова функ- 
ция f, аргументите на която се изменят в M, и област от стой 
ностите й-- същото .множество, т. е. това би могло да се занише., 
както е прието, с-/(а, b). 

Виждаме, че в определението на понятието алгебрична опе- 
рация се изисква еднозначност на операцията, изпълнимостта й 
за всеки два елемента, указанието на реда, Β който се вземат 
ковкретните елементи OT множеството M ΡΗ изпълнението на 
„операцията, T. е. не е изключена възможността на двойката еле- 
менти @, b от M и на двойката b, а да са съпоставени различни 
елементи ¢ H « от M или, по друг начин казано, разглежданата 
“Ооперация да e некомутативна. Това означава, че в общия случай 
<a възможни условията а .6:-6.а, a+bFb+a, a+bbea, ао6- боа. 

Като примери за алгебрични операции можем да посочим 
умножението на субституции, умнежението на матрици, на Ли- 
нейни преобразувания, изваждането на цели числа, събирането 
на вектори, събирането на числа и Τ. н. Първите четири от посо- 
чените операции са некомутативни. ΕΝ 

Стойността с на бинарната операция / върху двойката еле- 
MeHTH а, Р ще записваме обаче не във вида --Ξ- [(4, 8), както B 
анализа, а във вида T=ab, c=q-+b и т. н. С това се икономисват 
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ἜΡΗ символа и едновременно се получава аналогия с означенията 
на числовиге операции: лишем —2+6=4, а не f(—2, 6)=4, “ 

ОзЗикновено бинарните операции e Записваме мултиплика- 

“тивно (Точката почти винаги ще:” изпускаме), тъй като разглежда- 
нията За умножението се пренасят автоматично и за другояче 
записаните бинарни алгебрични операции. НПонякога ще използу- 
„ваме п адитивното записване, а ако се налагат и други означе- 
ния, това изрично ще посочваме. Вместо бинарна алгебрична опе- 
,рация 3a краткост ще . казваме само алгебрична операция, тъй 
като няма да въвеждаме други алгебрични операции, например 
Уунарна (едноместна), тернарна (триместна), л-арна (л-местна). 

Определение 2. Множеството ‘G се нарича група. (мултипли- 
кативно записана), ἃ B него е въведена алгебрична операция ум- 
ножение, която е асоциативна, T. е, 

(аб) с-: а(0с) (a, b, е“Е С) 7 

# 88 всеки два елемента ай b o1 G уравненията 

() | ax=b, ya=b . 

NPUTEK3BaT единствени решения хи у B (. Ще казваме още 
че С e група спрямо умножението. ' 

Ще отбележим изрично, че горните "две уравнения не са ед- 
ни и също, тъй като умножението не е задължителяо KOMYTa- 
THBHO. . - 

Aryfifpfia'ra С има краен брой exeMeHTH, To тя се нарича 
κραΐϊμά, броят |G Ha елеменвтите й--ред или мощност на rpyna- 
Ta. /B противен случай G се нарича безкрайкна група. Групата 
С се нарича комутативна или абелева (8 чест на норвежкия ма- 
Яематик Н, Χ, Абел), ако операцията в ( e комутативна, Τ. €. 
ab=ba за всеки два enementa а и b от С. Ако операцията в G 
е каречена събиране, то 88 Ο се казва, че е адитивно Записана 
Tpyna. Ако ab=ba 88 а, b¢G, казваме, че елементите а и b на 
(G комутират. ; Ε 

Преди да посочим някои елементарни следствия от опреде- 
лението на група, ще орбележим, че не всяка алгебрична опера- 
ция е асоциативпна. Например операцията « дефинирана в MHO- 
жеството R на реалните числа по следния начин: а+0-а262, къ- 
дето а и b са реални числа, не е асоциативва. Неасоциативна e 
например и оцерацията изваждане на реални числа. 

1. Спедствия OT асоциативния закон. - Асоциативният закон 
а (0с)--(аб)с ни позволява да говорим 88 еднозначно определено 
произведение афйс на три елемента и за трета степен на елемент 
в групата (. Въобще може да се докаже N0 индукция, че 
произведението на.л елемента &y,.0y,..., &, е еднозначно опре- 
делено, т. е. не зависи от разположението Ha скобите. Това проив- 

+Именно кой κ е от двата съвпадащи, елемента а(6е) и (ab)c наричаме 
Чроизведение на а, ὅ и с и го означаваме с abe, ’ 
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ведение бележим с @,8;... @, Специално при @y=ay=...=4a,= 
=@ получаваме степента а” на елемента а. ᾿ 

2. Съществуване и единственост на единичен елемент в гру- 
пата Ο. Нека а е произволен елемент на . групата С. Да разгле- 
даме уравнението gx'=g. Съгласно определението за груна това 
уравнение притежава единствено решение &, Τ. е. , 

"аеа--а. Ν . . 
Индексът а в €, означава, че ¢, зависи евентуално OT елемента &. 
Ше покажем обаче, че be,=b и за произволен друг елемент b от 
G, т. е. €, е дясна единица в С. Наистина уравнението уа-ф 
притежава единствено решение у в групата G и следователно 

| be,=(ya)e,=y (ae,)=ya=b, 
T. е. елементът €, е дясна единица B G. Да я означим е ε', Пе 
същия начин от еднозначната решимост на уравнението уа-а 
получаваме, че ‘8 групата G има и лява единица е“, т. ε. еф 
ва всяко & οτ' С. Ho всяка лява единица съвпада с всяка дясна 
единица в групата, Наистина, тъй xare е“ е лява единица, то 
е“е --е” и понеже е” e дясна единица, то е”е-е". Следователно 
e'=e". По такъв начин във всяка група С съществува такъв 
единствен елемент е, че Ч 

Ν /ea:aeaa" 

'sa всяко а or G Елементът е се нарича .единица на групата G 
“(eOunuuer елемент, неутрален елемент) и се-.означава” даже 
"съСс символа 1 (да не се бърка с числото 1!). ( 

3. Съществуване и единственост на обратен елемент. Ot оп- 
ределението на понятието група следва, че уравненията ах 1 и 
ya=1 притежават съответно единствени решения а” и а”; т.е, 

7 аа--1, a"a=1. 
Обаче от равенствата 

7 ааа --α" (аа!)-а“. 1|--а”, 

a'aa'=(a"a)a’'=1.a'=a’ 

следва, че a'=a". Този елемент се нарича обратен на @ и се 03- 
начава с а %, т. е, Ν ” 

(2) - ἷ ааа lg= 1.2 Ν 
Следователно @~ е онзи единствен елемевт ΟἹ групата G, sa кой- 
то са изпълнени равенствата (2). Тогава ет тези равенства следва, 
че обратен на а е елементът 4, T. €, 

(а71)7-а, 
От очевидното равенство Ш 

. (mag...a)(ata ) a7 a7 )= 1 - 
следва, че произведението Ha ' елементите във BTOPHTE скоби е 
елемент, обратен на а1а»...0. Ἐ. е. 

(maz...a) еа ча ..алай, 
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Следователно обратният елемент на произведение OT няколко еле 
- мента е произведение OT обратните елементи на мкожителите 

взети в.обратен ред. . ) 
" 4. Ако rpynata G e aGeneBa, TO SCHO e, че във BCHAKO произ- 

ведение на елементи от G местата Ha множителите MOXe да се 
разместят по произволен начин. . 

Ще отбележим, че ако onepanusira в rpynara С е записана 
адитивно, ΤῸ вместоза единичен елемент е и обратен елемент α 
в С ще говорим съответно за нулев елемент Ὁ и противоположен 
елемевт --а ᾶ а и следователно ще бъдат изпълнени равен- 
хствата ал-0-а,.а4(--а)-0, — (--а)--а 88 всеки елемент а ΟἹ G. 

Твърдение 4 Множеството-(-с-една--асоциативна опера- 
ция JMAoNcenue e група Нпогава и само тогава,: когато в ( съ- 
Пгествува вдиничен елемент и всякд а от Ο притежава в G 
обратен елемент а7, 

Доказателство. Необходимостта беше установена Па- 
горе. Ще дохажем достатъчността. Нека в групата С съществува 
+единеица и всеки елемент има обратен. Непосредствено се прове- 
рява, че уравненията (1) притежават решения х-:4а 16 и у-фа. 
Единствеността на решенията на (1) следва също TPUBHANHO: 
ако Чапример първото уравнение на (1) притежанва” решения х) и 
хь TO @X;=@Xy и като умножим двете части на това равенство 
ὍΤΠΒΒΟ с а72, получаваме ,х -- Ха. 

Задача. Да се покаже, че във BCAka група G е в сила за« 
KOWBT за съкращение, T. е. от аа--ай, или OT аа-а»,а сСледва 
“ὥιΞΞ й . " 

Примери. 
1. Множествата Z, Q, Ви С съответно на целите, рацяио- 

налните, реалните и комплексните числа са групи спрямо обик- 
HOBeHaTa операция събиране на числа, Теви групи се наричат 
«съответно адитиавки групи на целите, рационалните, реалните и 
на комплексните числа и се означават съответно 7(+) Q(+), 
#(+)и C(+). S н 

Спрямо събирането обаче не веяко числово множество обра- 
зува група, Например мнвожествата на положителните реални чис- 
ла и на нечетните числа не са групи OTHOCHO събирането. . 

2. Множествата на рационалните, реалните и комплексните 
мчисла не са групиа спрямо. умножението, обаче същите множест- 
ва без нулата образуват абелеви rpynH спрямо умножението, KOH= 
то ще означаваме съответно с QF R* и C¥, τ ε. 07-(05Ж.Щ0) (), . 
ве-(вУор() n C*=(C\JO})(.). Положителните реални числа 
-00pasyBar rpyna спрямо умножението на числа, която ще означа- 
BaMe ¢ Rt и ще наричаме мултипликативкна група на поло- 
жителните числа. Множествата на целите и на отрицателните 
числа не са групи спрямо умножението. 

В множеството # на целите числа числата 1 и —1 образу- 
ват трупа спрямо умножението, която ще означаваме със #“. 
Тази група e от ред 2. - - 

- 
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3. Множеството I/ на всички комплексни числа X, 38 KOHTO 
|x|=1, т. е. числата от единичната окръжност образуват абелева. 
група спрямо умножението. Наистина ако хи х) са or U, τὸ 
xx,€U, тъй като |хху|-|х| х1|-1. Асоциативният и комута- 
тивният, закон са изпълнени, 1¢U и х71Е(/, тъй като |х7 га 
=|x["1=1. . и 

! |4. Множеството ( (п) на комплексните числа, които удовле- 
творяват уравнението X"=1, е абелева група спрямо умножението,. 

" наречена мултиапликативна група на кореките на единицата 
от степен n. Наистина ако X, и X, са два корена на това урав- 
нение, T. е. корени на единицата от пета степен, то X%, И ху 
са също корени на горното уравнение и тъй като асоциативният 
и комутативният закон 88 умножението са изпълнени, 1o C(n) e 
крайна абелева група от ред:п. По такъв начин за всяко естест- 
вено число т съществува крайна група от ред Λ. 

5. Всяко реално линейно пространство К е абелева група от- 
носно операцията събиране на BEKTOPH. 

6. Множеството M(n, С) на всички квадратни матрици ot 
ред ., елементите на които €4 комплексни числа, € абелева група 
относно операцията събиране на матрици. Това множество спрямо 
операцията умножение на матрици не е група, тъй като не всяка 
матрица от M(n, С) притежава- обратна. 

. Т. Множеството GL(n, С) на всички неособени квадратни 
матрици от Μ-ΤΗ ред, елемейтите на които са комплексни числа, € 
група спрямо умножението na матрици. Наистина произведението на 
неособени матрици € неособена матрица, асоциативният закон 58 
умножение на матрици € изпълнен, единичната матрица е неосо- 
бена и 88 всяка неособена матрица съществува обратна, копто. 
също е неособена. Групата 65 (п, С) се нарича обща линейна 
или обща матрична група. Не е трудно да се види, че при. 
по-2 групата (/.(а, С) е некомутагтивна. 

Групи относкно умножението на матрици образуват и следпи- 
те подмножества на Ο {π, С) подмножеството SL(#, С), което. 
се състои OT матриците, чиито детерминанти са равни на единица; 
подмножеството О(и, С) or неособените диагопални матрици ; 
подмножеството 7 (п, С) от неособените матрици с нулеви еле-” 
менти под главния диагонал; полмножеството UT (п, С) от мат- 
риците с нулй под главния диагонал и С единици по- диагонала,. 
Тези групи се наричат съответно специална лЛанейна група, диа- 
гонална група,. триъгълна група и унитригзгъьлна група. , 

8. Множеството” СЕ (V) на неособените линейни преобразу 
вания на реалното линейно пространство V е група спрямо умно» 
жението на преобразувания. 

й 9. Множеството О(И) на ортогоналните линейни преобразуе 
вания на реалното евклидово пространство ” е група спряме. 
VMHOXEHHETO на преобразувания.



§ 2. Група от взаимна елнозначните преобразувания 
на едно множество. Изоморфизъм Ha групи 

Определение 3. Казваме, че е дадено изображение (сват- 
ветствие, функция) ¢ на множеството M в множеството W 
(символично ,пишем ф: M—W), ако на всеки елеменвт а от M е 
съпоставен еднозначно определен елемент а oT W, наречен образ 
на а при изображението Ῥ, което ще записваме по следния на- 
чин: ф(а)- а или а:”.и, Самият елемент а се нарича тървообраз 
на й при изображепието g, | 

Ако всеки елемент от множеството W има първообраз при 
това изображение, то ф се нарича изображение на M върху W. 
Ако Φ Ἑ изображение на множеството A в същоте множество 
M, то ф се нарича преобразувание на M. ' : 

Определение 4. Изображението ф на множеството M върху 
MHOWerTBord, W .се нарича взаймино еднозначно (едкозначно об- 
ратамо или (1, 1)-значно), ако всеки два различни елемента OT 
M имат разлицни образи в W при изображението @, . 

Казваме, Че множествата M и W са равномощяи, ако може 
да се установи взаимно еднозначно съответствие на едното мно- 
жество върху другото. Символично това зацисваме така: M=, 

Например изображението g, което съпоставя на всяко поло- 
жително число р цнеговия десетичен логаритъм ¢, T. €. Ф(р)--д, 
където g=Igp, е взаимно еднозначно изображение на множество- 
10 ВЕ на положителните реални числа върху множеството R на 
реалните числа. Също така изображението ¢; което съпоставя на 
BLAKO реално число х числото ax-+b, където а-0 и b са фик- 
сирани числа от R, е взаимно еднозначно изображение на R вър- 
ху В или преобразувание на R. 

. Нека M е произволпо множество и S, е множеството от 
взаимно еднозначните изображения на M върху себе си. Тези 
изображения, т. е. преобразувания на M, ще означаваме с букви- 
те /, & h,... Произведение gf на такива изображения / и g Ce на- 
рича резултатът OT тяхното последователно изпълнение, T. е. под 
87 се разбира изображението, което действува на всеки елемент 
X от M па следния начин: . ΄ 

| #/09-#1709) . 
Ясно e, че gf е взаимно еднозначно изображение, Τ. е. елемент 
на §,. По този начин в множеството S, е определена алгебрич- 
на операция умножение, Ще покажем, че S, e група спрямо та- 
Зи операция. Ν Ξ Ξ - ᾿ 7 

а) Умножекието в S,y e асоциативно, т. е. 

. k(g =(kg) /, 
Ккъдето f, g и A ca произволни преобразвувания от S, Наистина 
2o х е произволен елемент от M и χ L х, L. x, M у, то 
#(67) () =h (xa)=y и (88)/(х)-йа(х1)-у, т. е. k(gf)=(hg)], тъв. 
Като образите на всяко х ΟἹ M чрез A(gf) и (Я2)/ съвпадат. 
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6) 8 S, cowscmsysa поне една единица. Наистина тъжде- 
«ственото преобразувание е на-множеството M, което оставя нсе- 
ки елемент на място, т. €. е (х)--Х, ХЕМ, е очевидно взаимно ед- 
козначно. ToBa преобразувание е единица на Sy, T. ε. /е- ef =f 
:за всяко / от S, Наистина 

fe(x)=fle(x)]=F(x) 

ef(x)=e[f(x)]=F(x), 
откъдето fe=ef=f 

. τ в) Bearo npeobpasysanue f om S, притежава обратно пре- 
-гобразувание пак от Sy. Наистина, тъй като f е взаимна едноч- 
значно изображение на Μ върху себе си, то 88 произволен еле- 
„мент х OT M съществува едпнствен първообраз у от M при изо- 
-:бражението f, за който 

7 Ξ ΄ 

Р0еу 
Дефинирайе 

2В такъв «случай / 65щ и 

#/ 7 е, 
т. е. f* е обратен елемент на #. От твърдение 1 следва, че SM 
група, която ще наричаме група от взаиймно eORO3NA4HILme ' пре- - 
„образувания на множеството M или саметрична група на M. 

Ако множеството M има повече от два елемента, то .S, не 
ге абелева трупа. Действително нека @, b и с са три различни 
„елемента ΟἹ M. Нека Д оставя всички елементи ᾶ M на миясто, 
освен а и b, като при тава fy{a)=b и f;(b)=a. Нека f, оставя 
всички елементи На M на място, освен а и ¢, като fy(@)=c и 
fa(c)=a. Тогава Л и f, принадлежат на S, и 

) | " ВЪАЛАФА . 

τ ῦ като /,Л(0)-с, но f1 fo()=a wa=c. 
Axo M се ChCTOH от!п елемента @), Qg..., O, TO npeofipaav- 

тванието f от S, се означава ypes 

Ω R a a,...a, 

wbpero @,=f(a; ), а rpynara Sy—cwc S, Тъй като ecTecTBOTO 

а елементите ар ..., й, не € OT значение, можем да считаме, 
Θ M се .състои от Числата 1, 2..... п и Torasa . 

Ἔ С ИВ 
„ където 1,--7(5). B този случай, както е известно, fipeobpasysa~ 
„внето / се нарича субституция om n-ma степен, а групата S, — Π 
метрична грула от п-та степен. Тъждествената субституция ¥ 
„обратната субституция / “ в този случай са 
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: (12...π а А By 

( “е“(1 2...п) “ 7 -(1 2...͵ι)' 
Една субституция се нарича четкна, ако B горния и долния 

-ред пермутациите й са едновременно четни или едновременно 
+нечетви, т. е. ако общият брой на инверсиите й в горния и дол- 
ния ред .е четен. В противен случай субституцията се нарича 
нечетна. 

Очевидно е, че при разместването на два стълба в една суб- 
„ституция четността й не се променя, тъй като и двете пермута- 
ции променят едновременно четността си. Тогава ако всички суб- 
„ституции OF 1-та степен запишем по растящ ред на числата OT 
първате им пермутации, TO TAXHATA четност ще се определя от 
четността на вторите им пермутации. Следователно броят на чет- 
яите субститупия от л-та степен е равен на броя на нечетните 

т, е. този брой е равен на ἓ при n=2. 

Елементите на множеството M ще наричаме още символи 
на субституциите Ha M. Ще разглеждаме един специален начин 
на записване на субституциите, от който лесно може да се уста- 
нови дали те са четни или HeyeTHH. 

Ако Д, ig...4is(s=1) ca 5 различни елемента от M, 10 ¢ 
ЧА Фа...4,) се означава субституцията, която изобразява /) в ἔγει 
за j=1, 2,....5--1, (, изобразява в Д, а на всички останали еле- 

менти на M действува тъждествено. Субституцията (i fg... ) се 
: нарича цикъл с дължина S. Очевидно всеки цикъл с дължина 1 
,гсъвпада с тъждествената субституция, Циклите с дължина 2 се 
наричат транспозиции. Например 

(123456789 
243576981 

Два цикъла o={i iy....i) и т--(Д /а.../) се наричат He3asu- 
„сами, ако ( , за k=1, 2,...,5 и r=1, 2,...,f T. е. символите 
B записите на посочените цикли образуват две непресичащи се 
множества. Очевидне €, че незавасимите цикла комутират, 
T. е. ако G и T са независими цикли, то ат-то. 

Ще посочим някои своейства η субституциите, в KOHMTG се 
'HSNO/ISYBa записването им във вид на цикли. - 

1) Всяка негдинична субституция се разлага 8 произведе. 
86 на независими цикли -.с дьлжина, по-голяма от I, и mosa 
„разлагане е “днозначно с точност до реда на записване на 
множителъте. Ν - 

Доказателство. Нека с е неединична субституция на 
"симетричната група S,. Доеказателството ще проведем с HRAYK- 
ция спрямо -6post на разместваните ὋΤ с CHMBOJH, T. е. относно 
"броя на естествените числа i, 88 които 9(44-4 1 Ξξέξξ ν. Тъй като 
‘0 не е тъждествената субституция, съществува такова i, че σ(ἢ 44 
"Също чка съществува такова /, че o{j)=i Тъй като ifj, 10 ¢ 

)=(1 245.7 9). . 

‘6 Алгебра -C теориа на числата 81



размества наи-малко два символа. Ака σ "размества само CHMBO- 
лите ἐ ῃ /, то c(i)=ju o=(ij) erpaflcnosnuufl‘ Следователно, ко- 

гато с размества само два символа, с.има посоченото разлагане 
(с един множител). 

Hexa с размества А символа (k>2)'n iy e едан“. от тях. Тъй 
като редицата i, 1.„...,:,„,1, където i,=o(i, _Wr=2,"3,....n+1) 

има п4-1 члена и 4) са естествени числа, не по-големи OT 7z, то 
поне два члена на тази редица съвпадат. Нека ἰς e първият член 
OT редицата, който съвпада с някой OT следващите го, T. €, () 

88 5< 514 Ги 5 е минималното число с"това" свойство. Ако 57>1, 

10 ot )=i,=i,=c(i,,) и затова шуе ,(s— 1<t—1). което 

противоречи на избора на #.. Следователно г,-г, "За" HAKOE t(3< 

st=n+1). Нека 7, е цикълът (А fy... &), Ккойто uma’ mm;«uflm 

t—1>2 Лесно се вижда, че субетитуцията σι--τ"ι с остава/непо- 

движни числата А, ἔρν.ν.ν ет и всички числа, които с оставя Нненод- 
вижни, Τ. е. o, размества А--# 41 гимвола. Ако #--241--й, 10 o 

е тъждествената субституция и στετὶ е разлагане “ на с от посо- 
чения. вид. Ако #--2+17>0, поради В7>#--24+ 1 прилагаме предпо- 

ложението на индукцията и получаваме разлагане Oy« т3е 
на су в произведение на независими цикли-Сс дължина, па-голяма 
от 1. Понеже с) оставя неподвижни "чиелата Iy, lg.:.,l—1; TO 

ае тт ... T, € разлагане на с в произведенис на- независими 
цикли с дълживег, по-голяма ot 1. 

Еднозначността на разлагането се докаЗва с индукция спрямо 
броя т на множителите. Нека o=mm;...n; е друго разлагане 

на 5 в произведение на независими цикли с дължика, по- -голяма 

οἹ 1. Тъй като с размества символа 4, то Д ще участвува в един 
OT Циклите Ty, по,...з K. След евентуална смяна на ншерацията на 
циклите OT второто разлагане можем да" считаме, се i, се съдържа 
в цикъла . Но тогава непосредствено от“проведените по-горе 
разсъждения следва,, че τιτεπὶ И с)-То... Е =TWg.-. Wz Тъй като 

су има разлагане на m—1 на брой независими ЩиКли, то" "по пред- 
положението на индукцията m—1=5—1 и след евентуална смяна 

на номерацията на Tgy..., T, Ше имаме το Ξ а: .Т =Ty Гвърде- 
ннето е доказано. 

2) Всяка субституция е произведение та транспозиции. 
Найстина всяка субституция е произведение на цикли, а все- 

KH цикъл е произведение на транепозиции, което се вижда от pa- 
венството 

(Аа dy--. i)=&y 56 А):.: (л #н) 
Разлагането на субституциите в произведения на гранспозицин 
не е еднозначно, защото във всяко такова разлагане може да се 

добави произведението на две транспозиции OT вида (}) (ji). 

Πο- -нетривилен пример е разлагането" 

(ξ ἓ f) (13)(12) азуззуа2)а13). 
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3) Ако една субс!титуция с се умножи с транспозицията 
(i /), то новополучената субституция има четност, противо- 
положна на четността на ©. " 

Действително ако 

| 
! Ϊ 

то f 

T. е. o(lf) се получ%вгд OT O, като във втория ред на σ са сменени 
местата На k; и Р| което сменя четността на пермутацията от 
втория ред. Аналогично се разглежда произведението ( /) <. А 

4) Четността на броя на множителите във всички разла- 
гания на една субституция в произведение на транспозиции 
е винаги една й! съеща и съвтпада с четността KO самата 
субептитуция. ! 

Това свойство следва непосредствено ΟἹ 3). 
5) Произведението ot на две субституции е четна субсти- 

туция точно тогава, когато G LT са едновременно четни или 
нечетниа субстатуции. 

Наистина ако!с допуска равлагане в произведение на £ транс- 
позиции, а т -- на [ транспозиций, то ст има разлагане в произ- 
ведение на #4-1! транснозиции. 

Тъй като В4+/ е четно число точно тогава, когато R и 
4 имат еднаква ("четност, свойство 5) следва от свойство 4). 

Подмножеството A, на S,, което се състаи от четните суб- 
ституции, образува група спрямо умножението на субституции. 
Наистина произведението на две четни субституции според свой- 
ство 5) е четна субституция. ΄ Ν 

Единичната субституция е четна и ако f е четна субститу» 
ция, то f~!, както се вижда ΟἹ (1) и (2), е също четна. Разглеж- даната група A, се нарича алтернативна или знакопроменлива 
група от степен ли има ред ';—l Лесно може да се провери, че 
множеството на нечетните субституции от п-та степен не e гру- па спрямо Уумножението на субституции. ' 

Onpenenenne 5. Изображението ¢ на мултипликативно запи- саната група С върху мултипликативно зайисаната група ЯТ се нарича изоморфизем (изоморфно изображение), ако фе взаим- 
но еднозначно и ф изобразява произведението на всеки два еле- мента а и b от С в произведението OT образите им, т. е “ 

(3) φί(α 6)--4 (а) + (6). . 
Групите G и # се наричат изоморфни и записваме Ga<H, 

ако съществува изоморфизъм на едната група върху другата. 
- Ще отбележим, че ako операцията B групата G « означена с 
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" 
„о“, a B Я--със « , свойството (3) на изоморфизма ф се записва 
във вида 

φ(αοδ)εεφία) « +(6). , 
Задача. Докажете, че релацията „изоморфни“ е релация на 

еквивалентност. 
Алгебрата е наука, която изучава главно алгебричните опе- 

рации. За алгебрата е съществен въпросът, как се извършват 
алгебричните операций в дадени множества, при което тя може 
да пе се интересува от естеството на множествата, в които те 
са дефинирани, Омаловажаването на втория факт ни дава осно- 
вание изоморфните групи да считаме 33 неразЛлични от алгебрична 
гледна точка, макар че самите групи могат да имат съвършено 
различни по естество елементи- ' 

Примери 
1. Мултипликативната група R+ на положителниуе реални 

числа е изоморфна на адитивната група Е (+) Ч[на реалните числа. 
Наистина нека a>1 е произволно фиксирано реално ungno. Из- 
BeCTHO €, че 88 BCAKO число x¢RY съществува такова число 
УЕВ(+), че х-за. Тогава да разгледаме изображението“ ¢:R* 
—R(+), където ф(х)--у. От свойствата на показателната функ- 
ция следва, че ф е взаимно еднозначно изображение на АТ вър- 
ху В(+) и освен това ἱ 

900 x)=ple 0" )-ф(а? Т2) у + =4 (x) +o (0) 
T. €. изображението ᾧ е съгласувано с операциитев В+ и R(+) 
Следователно В+<В(4+). Лесно e да се види, че в действителност 
изображеннието ф е операцията логаритмуване при, основа 4, Τ. е. 
логаритмуването е изоморфизъм на КВ върху, R(+) и това 
негово свойство го прави така широко приложимо в математиката. 

” 2. Алитивната група # на целите числа е изоморфна на ади- 
тивната група 2 Ζ на четните числа. Наистина изображението ¢:Z— 
2Z, за кеето ф(1)-2л, е взаимно еднозначно изображение на 

” 
Z върху 27 и тъй като 

Фф(а4-8)--2 п+2 k=7p(n)+9(k), 
то Z(+)=2 #(4-). Този случай показва, че една безкрайна група 
може да бъде изоморфна на група, съдържаща се строго в нея. 

Задача. Да се докаже, че мултипликативната група С“ e 
изоморфна на групата на всички неособени матрици от вида 

/ ай 

(-—ba' ι 
м 

където а и b са реални числа, снаблена с операцията умножение 
на матрици.



.-11 § 3. Honrpynu 
Ν Ц 

Определение 6. Непразнато подмножество A на rpynara 
G се нарича нейна nodzpyna, ako A e група OTHOCHO операцията, 
спрямо която С е група,, , 

Съгласно това определение мултипликативната група R+ на 
положителните реални чи-ла не е подгрупа на адитивната група 
R на реалните числа, макар че R+ е подмножество на R u R* e 
груна. - . " . . 

; Твърдение 2, Ако А καὶ непразно подмножество на групата 
ι G, то следните условия ча еквивалектни: 
4 () подиножеството А e nodepyna па групата а; 
. (i) ако ай b са произволни елемен-пи om A, то ab и α-ὶ 
също принадлежат на A; ' П 

1 (i) подмножеството А съдвржа заедно с всеки диа свой 
елемента а и b и произведбението аб71. + 

Доказателство. Очевидно от (i) следват (i) и (i) 
От (i) следва (11), тъй като ако а, beA, 10 #716 А и сле- 

дователно ab~!¢ А. ' 
Or () следва (7). Наистяна нека а п b ca произвелни еле- 

Менти от A, Тогава 1=aa—'¢A и а--1. а-16А4 за всяко абд. 
Така получаваме, че b 1€ А и затова ай--а(6-2)-3 ¢ A. Асоциатив- 
ният закон 88 умножение е изпълнен за всички елементи на С, 
T. е1 и 88 елементите на A. Следователно А е подгрупа на G. 
Твърдението е доказано. " Н 

Ясно е, че ако С е адитивна група, условието () се заменя 
с изисЕнането а--(--6) да принадлежи на А. 

Определение 7. Под прой?всденце 

ἱ AB:{abf'flaeA, δ68) 
ΜΩ две подмножества A и B;lna трупата ( разбираме множест- 
вото OT всевъзможните произкедения ab, на G, къдета α(4, 
ОЕВ, т. е. AB е множеството бт онези елементи Е на rpynara G, 
които могат да се представят поне по един начин във вида g= 
=ab, където авА, b(B. | . 

B uaCTHOET едно от множествата може да се ChCTOK OT единг 
единствен елемевт. Разбира се, не е изключена възможността 
елементът g ΟἹ АВ да притежава и други представяния от такъв 
вид, T. е. освен g=gb да имаме и 40ь @,€4, b¢B. 3 

Като се използува последното определепие, условието (i) не-. 
празното подмножество А на грулата С да бъде нейна подгрупа 
се записва във вила AACA, 4-16- A, където 

| ετ 4-1-4(а- |аваА). 
Тъй като е в сила асоциативният заков за умножение на 

елементите на грулата (J, този закон важи и за умножение на 
подмножества в групата G, т. е. за всеки три подмножества A, 
£ u С на G е изпълнено условиете 

. & -



, (AB)C=A (ВС). .'5 
! 

Примери , 

1. Подмножеството на групата G, каето се състои само от 

единицата, е подгрупа на G, наречена единична подгрупа. Освен 

това самата група С е една от своите Подгрупи. Тези две под- 

групи ще наричаме тривиални (неистинсехи, несобствени). 6ῸὋ ἃ 
2. Всяка група от редицата ] . ᾿ ‘ 

Z(+)CQ(+)CR(+)-C(+) 

е подгрупа на всяка OT следващите гНУпи. 
3. Същоте се отнася и за редиците ᾿ O ἢ 

*CQ*CR'CC, C ('Z)CUCC* 

4. Алтернативната npyna A, e псдгрупа на симетричната FPY- 
! na S,. 

5 При n=1 специалната линейна група SLin, С)е подгрупа 
на общата линейна група GL (п, C), диагоналната група D(n. C)— 
на триъгълна rpyna Т (n, C), унитраъгълната rpyna UT (π, С) e 
noArpyna на триъгълната rpyma 7 , C), а последната от с воя 
страна --на групата GL (n, С). .' | | 

„ Твърдение 3. Сечението на краен или безкраен брой вод- 
epynu на групата G e подгрупа на G. ‘ 

Доказателство. Hexa А к В ca подгрупи на групата/б 

"“Сечението АПВ е затворено спряио умножението и спрямо, ‘B3e- 

MaHeTO Ha обратен елемент. Наистина ако 5 # са два произмолни 

елемента η АП8, то ‘g€A, #С А 1 следователно gh¢ A и g1¢4, 
понеже A като подгрупа на С е затворена спрямо умножението 

и спрямо вземането на обратен елемент По същия начпн се до- 
казва, че РЯЕВ;и g-'¢B, т. е. gheA NB и g e ANB. АСледова- 
телно АПВ е подгрупа на G. " 

Общият случай се доказва πὰ аналогичен начин. 
Благодарение ἫΔ асоциативния закон можем да гогорим за 

полбжителна степен! 2“ Ha елемента g като произвг*дение на й 

елемента, равни на g Под g° се уславяме да разб ира ме единица- 
та на (. За въвеждането на отрицателна степен на # предварие 
телно ще докажем, че при n>(0 имаме / 

| . ! 
(n )y =) / 
Наистина 

gy =gg... 8. г г“»-.е“*-,ч 
откъдето виждаме, че вторият елемент (а7-1)" & обратен на g7. 
С това равенството (1) е установено. Под gy ще разбираме или 
(65} , или неговото равно (g7')". / 

Ако операцията в групата С е записана/ адитивно, T. е. G=. 
=0{(+), то вместо 88 степени Ha елемента g ще говорим за 
кратни ΠΡ на този елемент. / 

Задача. Да се покаже, че във вСяка група G ca в сила 
равенствата ” , 
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(*2]„, gn gmngni—m' 

{3} (gr)m= g, 
където п.и.т са, произволни щели числа, а gea. 

. Нека (0) е подмножеството na.rpynara G, което се състои 
ὍΤ всички CTCHEHH Ha, e.nemem‘a Ε. Това подмножество е подгрупа 

на G, T Ka;'o прои;зведвнието на две степени на # поради (2) е 
степен ,на & T. е. подмножеството (g) е затворено спрямо умно- 
жението и. освен qua οβρμτι-ικπτ елемент (g7)~! на елемента д“ 
поради,(3) е стецента, & от (2), T. е. (g) е затворено и спрямо 
вземането „на ofip‘mu\eneuem Подгруната (g), се нарича цаклиаяч- 
на подгрупа на, групата>0 породена от елемента g Самият ene- 
мент g се нарича, образуващ или пораждащ елемент на циклич- 
ната група {(g). Ν ' 

Очевидно, 
μ 

gfl .‘gm=gn+"l=glfl .gfl , 

е. (&) e абелева група дори в случая, когато изходната група 
G €. некомутативна. 

AKO в г.култиплнкатнвната група C* разгледаме степените на 
числото Ο, винждаме, че всички те са различни, а от степените на 

числото [ само четири са различни. Полдобна картина може да се 

наблюдава н в общия c.nyqau, за който разглеждаме следните две 

възможнести, | 
1. Всички степени на елемента Е са различни. В този случай 

цикличната група () e безкрайна. 
2. Поне две степени на елемента 2 са равни. Нека например 

=g! и ῖ Тогава получаваме - 

gi=1, 

T. е. съществуват положителни степени Ha g, равни на 1. 
Нека п e най-малкото цяло положително число, 33 което g7 = 

=1, Т. е. ако £>0, р =1, 10 {=n. Ще покажем, че цикличната 
подгрупа (g) се изчерпва с едементите 

, 1,888 ...,87%. 

&OWTO .€a различни помежду CH. Наистина ako допуснем, че 

ее 2! (0<I<k<n), 

'gk_’=l (0<#--1<н), 

жоето ге ,неръзможно. Всяка друга степен “ на елемента g съвпа- 
да с някой рт Посочените елементи. Действително имаме 

k=ng+r, 05/г<и, 

то получаваме 

и следователное 

gr=gtr=(g1.g =g . | 
,QOnppfigneHHé 8. Казваме, че елементът g Ha rpynata G uma 
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базкраен ред, ако всички негови стелени" са: различни" помежду: 
си, T. е. ако равенството g™=1 е възможно» вамо тогава, Korare. 
т О0. Казваме, че елементът g има ред п..ако-ть е: най-малкото. 
естествено число, за което g"'= 

Реда на елемента g означаваме с | |. Когато, g има безкраен 
ред, пишем | gl=oco,’ 

Групата С притежава един-единствен елемент от ред Ба 
именно елемента 1 и очевидно цикличната: група (1) съвпада с- 
единичната подгрупа. 

Следствие . Ако елементът g има краен ped n, mo цик-. 
лачната група (g) uma ped n. 

Наистина всички елементи Ha цикличната група {g) в този, 
случай ще бъдат елементите i, g, 23,.....,0771; които са: разляч-. 

ни помежду: CH. 
Следствие 2. Дко влементът g има краен pedn, та #“ « 1, 

тогава и сажмо тогава, когато п дели т. 
Действително нека g”=1 и m=ng+r{0Sr<n). 

Тогава | 

еве аъе () & ее” , 
откъдето следва, че r=0 и затова. и/т.. Обратно;. ако л дели mv: 

T, е. т-«пад, TO очевидно ” --1. 
Определение 9. Групата G се нарича лериодияна, ако BCHY-- 

ки нейни елементи имат крайни редове, и група без торзий — 
ако всички нейни неединични елементи имат безкраен ред.. Група-- 
та С се нарича смесена, ако тя притежава както елементи ΟἹ᾽ 
безкраен ред, така и неединични елементи от крайни редове.. 

Очевидно всяка крайна група е периодична. Без торзии са:, 
например мултипликативната група R+ я адитивните групи #(+),. 

Q(+), R(+) u €(+). Смесени групи са мултипликативните гру- 
пи Q% В“, С“ и U, тъй като те съдържат както елементи ΟΤ᾽ 
безкраен ред (например числото со05 #244 5т.12), така и елементи. 
OT краен ред (например числото --1), 

Твърдение 4. Axo А а В са подгрупи на групата. G,. mo: 
произведението АВ е подгрупа на epynama G тогава и. caMo: 
тогава, когато AB=BA. 

„ Доказателство. Нека за подгрупите Ди B на групата: 

G e изпълнено равенството А8-8#ВА,а g ий са два произволни: 
елемента на подмножеството AB. Torasa g=ab и #-:а,9; за ня-- 
кои елементи а, а (Α Η b, b, ¢ 8: Елементът ba;, се съдържка Β' 
ВА - АВ и затова съществуват такива елементи а» от, A-H.by 0T/ 
B, че ба)--а.,0,. Тогава 

gh=(ab)(a;b)=a (ba)b,=a(a, by) bl—-(aaa)(bsz) 
T. е. gh¢ AB. Елементът g =571 а7 е елемент OT подмножесте. 
вото BA=AB-u затова ρ 1¢AB. Следователно cnopel. твърде-: 
ние 2 AB e подгрупа на G, . 

O6parHo, да допуснем, че подмножеството АВ:е: подгрупа Hat 

G. Ще покажем, че ΒΑ - АВ. Наистина. ако g е- произволен еле-. 
мент от ВА, то .



Е Ба--(1.6).(а.Т).. 

Тъй кето 1.0¢AB, a.1¢AB v AB е подгрупа на G, 10 48 съ- 

държа произведението Ha ABaTa €BOy елемента 1 . и a.l, т. е.. 

РЕАВ и загова ВАС-АВ. N 

Ще покажем, че АВС-ВА. Действително ако ἅ е произволен 
слемент от AB, то 

(3) h=agb={b—"1a 1), 

Обаче ч але(1.671(а7.1)64В, тъй като подгрупата AB 
съдържа произведението 8 двата CBOW елемента 1.6~ 1w а7.1. 
Понеже b—‘\a“leAB, съществуват, TAKHBA елементи a,€ A и 6,€B,. 
че 

м 
| b ае 06 

Като заместим 671 а7! с неговото равно в (3), получаваме 

h=ab=(a,b,) τ 677аг“ЕВА, 

т. е. ABSBA, с което ,твърдението е Доказано. 
Задача. Да се покаже, че ако Д к В са крайни подгрупи: 

на групата С, то , 

| [4{.{8' 
148 |-- аА 

§ 4. Циклични групи 

Определение 10. Групата С се нарича циклична, ако тя се- 

състои от CTENEHHTE 1@ елин OT CBOKTE елементи g, Τ, Ε. ако съв- 
пада с "цикличната подгруна (g). Елементът g се нарича обра- 
зуващ или пораждащ елемект ва G. 

Разбира се, адитивната група С е циклична, ако тя ве със- 
той от кратните на едан ΟἹ своите елементи 2. В гаредишния па-- 
раграф показахме, че всяка циклична група e абелева. 

Адитивната група 7 на целите числа е циклична, тъй като- 
всеки елемент на Ζ е кратен на числото 1, т. е. Z={1). Освен, 
числото 1 за образуващ елемент може да се вземе числото —1,. 

т. е. Z=(—1). - 

Като npumep 3a крайна циклична, група OT ред п служи мул- 
тапликативната група С(л) на п-тите корени ча единицата. Имен- 

: 3 Ν 
„но ако &=COS ::——{-isjn . 70 C(n) се състон OT едементите 

1,5 €2, . ..,e" 1. Оказва ce, че с TOUHOCT RO изсеморфизъм гру- 

mate Z(+) и C{n) при n=1, 2, ... изчерпват BCHYKH циклични. 
групи. 

Теорема 1. Веички безкрайни циклични групи са изоморфни 
на adumusname група Ζ на целите числа. Всички крайни цик- 

лиани групи от даден ред п са изоморфни на мултпликатив- 

ната група С (п) на п-тите корени на единицата. 
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Доказателство. Нека С е безкрайна циклична група с 
«образуващ елемент g Очевидно съответствието ¢:G—Z, за което 
φί " )=k е взаимно еднозначно изображение на С върху 7. Тъй 
като . 

1(0 g )εεφίρ " ) κ ἐτεφ(ρ )tele) 
‘To ф изобразява произведение на два елемента or G в сумата от 
образите им в 7. Следователно фе изоморфизъм, т. е. С( . )~Z(+). 

Нека сега С е крайна циклична група от ред л с образуващ 

гелемент g и нека ε-- 08 ξἷἰψἱεἱπ-ἷἶζ. I'pynnte С и С(п) се съ 

CTOST съответно ΟἹ елементите 2“ и «“ , където #--0, 1,. . ., п-1. 
"Съответствието φ: 0--Ὁ (п), га което 

„ (0)е (20, 1,...,-1) 
е взаимно -еднозначно изображение на С върху С(п) Axo 

0<1<пи 
#4+1-144-т, 0=rn, 

. φίρ" g )= (0) φ 0137) τφ (0” )= 
=g еалъ εὐ ξέςε В , с ее ф) ф (&) | 

т. е. фе изоморфизъм на групата С върху групата C(n). Теоре-. 

мата е доказана. ' 
Благодарение на TasH TeopeMa можем да говорим просто,, 88 

безкрайна циклична груна и за крайна циклична група ΟἹ Ддаден 
ред 7. 

Теорема 2. Всяка подгрупа Н на една цикличка група G==(g) 
е циклична. ἄκο Н е неединична подгрупа й В е най-малкото 
естествено число, за което gheH, то H={g". | 

Доказателство. Ако Я е единичната подгрупа Ha G, To. 

H e циклична. Нека H={1). Подгрупата Н на групата С съ- 
държа и положителни степени Ha g, защото #Т съдържа заедно 
с елемента gf и неговия обратен (gf )7-.7“, Нека й e най-малко-. 

TO естествено число, 82 което 2Е . Ще покажем, че #Я е цик-. 
лична група с образуващ елемент g% Наистина нека g' € проаиз- 
воленв елемент на H W (-#44+г, 0=<r<k—1. Тогава, g'=(gH7g" .. 
Тъй като g7 τείρ! 79 g' и g, g"CH, τὸ g" ¢ H. Ако допуснем, че. 

1т4-0, то g ¢ H при 0<r<{k, което противоречи на избора на K. 
Следователнао r=0 и (--#4, т. е. g'=(g")? и H=(g". Теоремата e 
доказана, 

Теорема 3. Axo G=(g) e циклична група дт ред n. то. 

жейната подгрупа H=(g™), породека от в“, е от ред -:-»„ къ 

ФЗето d е най-големцят общ делатед напи т. 
Доказателство,. От следствие 1 е H3BECTHO, че редът.на 

Я съвпада с реда на елемента р” (162) н следователно трябва 

да докажем, че редът на „ ε-ς-. Ако g™ € елемент от ред S, 

то 5 е най-малкото eCTECTBeHO число, за коета (g7) =g™ =1. Съ- 

ΤΟ 
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-гласно следствие 2 това азначава, че 5 е най-малкото естествено 
sm " " - 

-часло, при което —— е цяло число. Нека de НОД нал um, т. е. 

; n=dn, m=dm, (n, m)=1. 
“Jorasa . 

᾽ м 5т sdm 8 my 

ε- Π ἀπ, Ay €Z, 
' 

n 

«откъдето заключаваме, че 5=п,=-д-- ῃ 

Следствие 3. Axo G=(g) e циклияна група от péd п, то 
.еле.иентът/ g™ (meZ) e също образуващ елемент на групата С 
тогава и само тогава, когато т и п са взацмко проста. 

Това Твърдение ни напомня 81 теорема 3 от глава Ϊ 88 при- 
митивните #-TH корени на едикицата. ΤῸ никак не е случайно, 3a- 

лцото, както бе вече ycraHosewo, групите G=(g) и C(n) са изо- 
морфни. Този изоморфизъм (или само следствие 3) показва, че 

всяка циклична група OT ред п притежава точно ¢ (1) различни по- 
-раждащи елемента. Те съответствуват на примитивните л-ти KO- 
рени на единицата. ᾿ : 

! 

' § 5. Разлагане на една група по нейна подгрупа 

Нека Я е годгрупа на групата С и х е елемент от Ο Като 
имаме предвид определението 32 произведение на две подмно- 

жества B G, за произведениета ХЯ получаваме 

, xH={xh|h¢H} 

Подмножеството ΧΗ наричаме ляв съседен клас на групата 

С по подгрупата /4, породен OT елемента X, а елемента X — пред- 
ставител на съседния клас xH. Произведението х наричаме Oe- 

сен съседегн клас на групата С по подгрупата #, породен ot еле- 

мента Χ. - 
Всеки елемент х на rpynata G принадлежи Ha някой съседен 

клас на подгрупата #, именко на съседния клас xH, тъй като 

1(H и x=x.1. . 
Твърдение 5. Всеки ляв сеседен клас на групата G no под- 

-2pynama Н се поражда om всеки свой елемевт, т. е. ако y€xH, 

то xH=yH. Нещо повече, равенството хН-уН е изпълнено 
„точно тогава, когато x iyt H. 

Доказателство. Ако уЕХНА, то y=xh(heH) и хе уй”“, 

38 да установим, че хН-УЕ), достатъчно е да проверим, че са B 
“сила включванията YHC ΧΗ͂ и xHC yH. Произволен елемент g or 

УЯ има suna g=yh, (k¢ H). Torasa ' 

g="yhy=(xh) Яе х (hhy) € xH, | 
‘T. е. наистина yHC xH. ΟἹ друга страна, ако /ЕхН, то f=xhy 

{hy ¢ H) и . Н 
ееа ее(еу ) hy=y (" hy) € H. 

{CaenoBatento изпълнено е .и ,условието ХН УН. , 

[ 
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Втората част ὰ твърдението сега се получава съвсем лесно.. 
Ако χ Ε, то съгласно .доказаното ху Е Н и чрез умножа- 
ване отляво с х ще получим уН- ΧΗ͂. Обратно, от paBeHCTBOTO: 
xH=yF следва, че y¢xH, поради което у-:Ай(#ЕН) и затова 
хуе Ε. Твърдението е доказано. 

Твърдение 6. Jsa леви съседни класа на групата С по nod-- 
групата Н или съвпадат, или нямат общ esemenm. 

Доказателство. Да допуснем, че съседните класове ХЕГ 
и yH имат общ елемент г. Тогава от предното твърдение се по-- 
лучава, че | . N 

xHe=2H, yH=2H “ 
и затова xH=yH. 

От доказаните твърдения следва, че групата С се разпада. 
на непресичащи се леви съседни класове Mo подгрупата M. Това: 
разлагане се нарича ляво разлагане на групата (С Ппо подгрупата. 
. По аналогичен начин може да се разглежда дясно разлагане- 
на G по H. 

От очевидното равенство 1.2--ЯН.1ъ# следва, че «самата 
подеВупа H е също ляв (десен) клас, а от твърдение 5 закгноча- 
ваме, че BCEKH елемент й οἹ #7 поражда ' съседния клас H, т. е. 
hH=H=HL(h¢H), 1 

Ако групата "С e абелева, To умножението на BCEKH две под-- 
множестна в (е комутативно и специално х7--Тх. Следовател-- 
HO левите и десиите съседни класове пе #7 съвпадат, съвпадат 
също лявото и дясното разлагане на ( πὸ M, т. е. можем да го- 
ΒΟΡΗ͂Μ ΠΡΟΟΤῸ 82 разлагане на групата G πὸ подгрупата Н. 

Примери : й 
1. Числата, KOWTO са кратни на цялото положително число #. 

образуват циклична 1 подгрупа ( я)-17 на адитивната група Ζ 
на целите числа. Левите и десните.класове на Ζ по 17 съвпадат,. 
понеже Ζ е абелева група. 

Всеки два от съседвите класове. 

nZ=0+4n2514nZ, 24+12, .. .,(по- 1. ηΖ 
са различни. Ще покажем, че това са BCHYKH съседни класове Ha' 
Ζ по nZ. Наистина нека т--пХ ¢ произволен съседен клас на Ζ Πο' 
nZ и m=ng+r (0<r<n). Тъй като ng+nZ=nZ, то mi-nZ=r+ 
+ng+nl=r+nZ, т. е. съседният клас m+nZ € един OT разгле- 
даните класове. 

2. В симетричната група §, подгрупата #, породена от ци- 
къла (12), е циклична от ред 2. Ще намерим лявото и дясното 
разлагане на Sy πὸ H. Групата S; има 6 едлемента, които чрез 
цикли могат. да се запишат във вида e, (12), (13), (23), (123) и 
(132). Левите съседни класове на Sy по Н me бъдат селедните: 

H={e, (12)}, (13) H={(13), (123)}, (23) H={(23), (123)}. 
Or npyra crpana, десните класове Ha Sz по - ще бъдат. 
He={e, (12) }, H(13)={(13), (132)}, H(23)={(23), (123) }. 
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,:Очевидно лявото и дясното разлагане на Sy по #АТ не съвпадлат. 
Твърдение 7. Ако Се произволна група, а H— нейна. под- 

герупа, то псеки 08a съседни класа на й по Н са равномощиц. 
Деказателство,. Ще построим взаимно еднозначно изоб- 

;зранеение ф на множеството Я върху множеството Х7 по следния 
,начин. Ако й е произволен елемевт Ha ff, нека 

. Ф(#)-хявхН. , 

«„Очевидио ῳ е изображение на #7 Β xH. Ако k=:h; са два еле- 

MewTa от f7, техните образи Ф(#) и «(Я)1) са различни, тъй като 
гравенствота Xh=Xxh; влече A=~rh, AKO g € произволен елемент 

.ot xfl, то g=xh 88 някое Я or H. Тогава ¢(h)=g T. е. g 
гима първообраз при ¢. Следователно ¢ € B3aUMHO еднозначно M3006- 
ражение Ha подгрупата /H върху съседния клас xH. По анало- 

гичен начин се построява взаимно еднозначно съответствие меж- 
ду Η и Ну. Следавателно |хЯ |-|#|--| Яу | 

Слелствие 4. Axo Н е крайна подгрупа на групата G, mo 
„всеки два съседни класа на С по Н umam равен брой елементи. 

Твърдение 8. Ако Η е подгрупа на групата G, mo мно- 
„жеството от левите съседнци Kaacose на й по Н е равномощ- 
.но на множеството om десниате съседни класове на G no H. 

ДоказЗателство. Очевидно изображението ¢, което на 
„всеки ляв съседен клас ΧΗ съпоставя десния съседен клас Πχ , 
-e изображение на множеството от левите съседни класове върху 
множеството ΟΥ десните класове ΠῸ /. Изображението ¢ е взанм- 
Ὦ0 еднозначно. Наистина ако допуснем, че два леви класа #9 и 
„А ca различни, но техните образи чрез ф са равни, T. е. 

Не На 

"то ще получим, че съществува елемент # ot Д, Такъв, че 

: Т РА 

"Следователно | 

g=&kegH ) 
Ἢ 3aToBa gfi=g H (виж твърдение 5), което е противоречие. 

Следствие -B. Броят на левате съседни класове на край- 
ната група ( по подгрупата H съвпада с броя на десните съе 
седни класове по тази nodzpyna. .. 

Определение 11. Броят на левите сеседни класаве на край- 
ната група G по нейната nodepyna Н (или броят на десните 
"съседни класове на С по Н) се нарича индекс на паодгрулата 
Н в групата G и се означава с |G:H|. 

Teopema 4 (теорема на Лагранк). Редат на всяка подгру- 
e Н на една крайна група G дели реда на групата G. По- 
тоОчно в сила е равенството |(|-|С:#|.|#. 
„Доказателство. Нека G e крайна група ΟἹ per n, Яе 

чейна подгрупа .от ред # и индексът на Π в Се /, По следст- 
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вие 4 всеки съседен клас.се състои OT # елемента,.откъдето- 
r=Fkj, т. е. редът Е на подгрупата 6 дели реда л на групата G. 

Слрдствие 6. Редет на всеки елемент на една крайна гру- 
па дели реда на camama група. 

Доказателство. Редът на елемента g от групата С е pa- 
вен на реда на цикличната подгрупа {g), кайто според TeopeMara. 
на Лагранж дели реда на (С 

Следствие 7. Всяка крайна група G, pedsm на която e 
просто число, е циклична ий се поражда от всека свой меевди- 
ничен елемент. 

Доказателство. Нека rpymara G има ред р, където ре 
просто число. Ако # е произволен неединичен елемент на G, цик- 
личната подгрупа {g) не е единична и по теоремата на Jlarpamw- 
нейният ред трябва да дели простото число р. Следователно ре- 
дът на (g) e p, т. е. цикличната подгрупа (g) съвпада с G. 

Следствие 8. За всяко просто число р сеществува единст- 
вена, с точност 00 изоморфизъм група от ред р, а именно 
цикличната група om ред p. 

Доказателство. По следствие 7 всички групи от ред р 
са циклични. Следователно те са изоморфии помежду си като 
циклични групи с еднакви редове. | 

Задача. Нека #Т е подгрупа на G и x, y¢G. Ще казваме,. 
че хи у са сравними 1O модул #7 и ще пищем x=y (той #7) то- 
гава и само тогава, когато Х7 у“Е #. Докажете,. че релацията „: 
е” релация на еквивалентнест, KOFTO разбива . групата С на класо- 
ве и те са точно левите съседни класове на“С πὸ H. Коя ρεπᾶ- 
ция разбива G на десни съседни класове по #7? 

§ 6. Нормални делители 

Определение 12. Подгрупата & на групата G се нарича нор-. 
мален делител или нармална подгрупа на G, ако лявото разла- 
гане на групата С по подгрупата #1 "съвпада с дясното й разла- 
гане. . - / 

С Н<а ще означаваме, че подгрупата #/ е нормален дели- 
тел ва €L 

Ако H<G; то 

й) . xH=Hx 
за всяко x € , Наистина ако х H=FHy, 1o Xe¢xH=FHy и следова-- 
телно класът Ну ще се породи и от х, т..е. Hy=FHx. Обратно,. 
ако равенството (1) е изпълнено за всяко X € G, то очевидноа Лявое 
то разлагане ὰ С по 677 съвпада. с дяснето й разлагане. Затова: 
равенство (1) може да се вземе за опрелеление на- NOHATHETO: 
нормален делител на ( 

- ο Лема 1. Подгрупата Н на групата С e нормален делител: 
на ( тогава ц camo тогава, когато за всяко хЕСЙ и-за всяко 
ke H съществуват такива eaemenmu by u by om Н,.че 
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(2) xh=~Hhyx, ЙХ «е ХЛ 

Доказателство. Ако H<G, τὸ х#Я-Нх, откъдето след“ 

ват равенствата (2). Обратна, нека са изпълнени равенствата (2)- 

Тогава първото равенство на (2) e еквивалевтно на включването 

xHC Hx, а второто — на включването ΠΧΈΞΧΗ и.затова xH=FHx.. 

Примери : 

1. Всяка подгрупа #7 на една абелева група G е нейн норма- 

лен делител, защото ΠΗΡΌΤΟ W дясното разлагане на G по Η съв-. 

падат. . 
Axc G e пропзволна,. rpyna, двете разлагания на G по еди- 

ничната й подгрупа (1) съвпадат с разлагането на групата на от- 

делни елементи, а двете разлагания на С по ( съдържат само 

един клас, а именно самата rpyna G, T. е. (1) 10 и G<G. 

2. Α,.48,. Нанстина тъй като |5,:4,|-2, To лявото и дяс- 

ното разлагане ва S, πὸ A, са разлагане на S, на четни п нечет- 

ни субституции. | 
Задача. Да се покаже, че всяка подгруна на групата G, 

която има индекс 2 B O, е неин нормален делител. г 

, Определение 13. Нека а ш b са елементи на групата а. 

Казваме, че елементаът В е спрегнат на а в групата G, ако 

съществува такъв елемент & от G, че b=g ' ар. Казваме още,. 

че b ге получава от а чрез трансформиране с елемента Е. 

AHO елементът b € спрегнат ΒΔ 4, то.и а е спрегнат с b, тъй 

KaTo от горното равенство следва a=(g ) bg™l, т. е: елемен- 

тът а се получава от b чрез трансформиране с елемента g По 

този начян елементите а и b можем да наречем просто спрегнати. 

Релацията спрегнатост е релация на. eKBHBaJIEHTHOCT, T. е.Г 

1. Всеки елемент а е спрегнат Che себе си (рефлексивност). 

9. Ако а е спрегнат на b. то.и. b е спрегнат на а (симетрич- 

ност). .. : 

3. Ако а е спрегнат на #м b e спрегнат на ¢, то.а е спрег- 

нат на с (транзитивност). " 

Hanpumep свойство 3 можем. да докажем по следиия начин: 

οἹ а в 08ъ Вед7Л gy следва а--(вър,)- с (&8)- 
+ Твърдение 9. Ако А е подгрупа на групата G, то за все- 

ка блемент g от G подиножеството В- 27 Ag е подгрупа: 

на U, ᾿ . и # 

Действително ако g la g и £ 14,4 са елементи от B, то- 

8 ᾿αισ(ε " g t=gtagg а ве Е (0, 05")8€ 8 

и твърдението следва от твърдечие 2. . 

Определенвие 14, Ако A € подгрупа Ha групата G, то под- 

tpynata В--р7Ар се нарича спрегната на А. . . 

Както по-горе се проверява, че релацията спрегватост на под- 

Tpynu е релация на сквивалентност. По този начин. множеството. 

ΟἹ всички нодгрупи на групата С се разлага на класове ΟἹ спрег- 

нати подгрупи. Самостоятелни класове образуват нвапример, ог 
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гедна страна, едничната подгрупа,а, OT друга страна — самата гру- - 
па G. Със следната теорема се показва, че свойството една под- 
група да образува самостоятелен клас OT спрегнати подгрупи е 
характерно за нормалните делители на групата и само за THX. 

Теорема 5. Подгрупата Н на групата G e нормален де- 
лител на С тогава и само тогава, когато всяка спрегната 
подгрупа на Н съвпада с Н. ! 

Доказателство. По дефиниция <О тогава и само то- 
гава, когато ХН--Нх 3a всяко x ¢ (. Последното равенство е ек- 
вивалентно па съвпадането на всяка спрегната noarpyna/ χ ! Hx - 
с Η. Действително, като умвожим Hx=xH с χ Ὶ отдяво, полу- 
:гчаваме χ χ -- Η. Обратно, OT последното равенствб се получа- 
ва Hx=:xH за всяко хЕС. 

Теорема 6. Подгрулата Н на zpynama С е норлален де- 
лител на G тогава и само тогаза, когато Н съдържа заедко 

.С всеки свой елемент и всички негови спрегнатци елегменти в G. 
Доказателство. Нека П <40(. Тогава H=x"1Hx 38 всяко 

хЕй. Ако й е елемент от [, TO всеки негов спрегнат елемент 
X lhx се съдържа в χ ' Hx=FH, τ e, ХРХЕН за всяко χ. 

! Обратно, яека подгрупата Я съдържа заедно с всеки свой 
:елемент и спрегнатите му в С. Ако х € произволен елемент на 
G, 1o подгрупата x Нх се състои от елементи, спрегнати на 
елементи от Я и поради това χ ! Нхба-Н. Аналогичнео (χ ἢ) 1 Πχ 3 
=xHx"'CH. Като използуваме тези две включвания, получаваме 

Π-- χ (хНх”1) хех HxZ H, 

т. е. H=x"1Hx .за веяко х от G, По предишното твърдение #/ 
-e нормален делител на G. 

, Приме?Ф. Специалната линейна група SL (п, С) е нормален 
делител Ha общата -.линейна група ΟἹ, (π, C). Наистина нека 
4645 (n, С) (1. e. А е такава матрица, че нейната детерминанта 
| А |-- 3) и X e произволна матрица от GL (#, C). Тогава X' AX 
€SL (п, C), защото [Χ АХ |-| Х| 714 |.|Х)|-1. 

Твърдение 10, Сечениаето на краен uau безкраен брой нор- 
мални делители на групата G e нормален делител на G. 

Доказателство. Ако А и B са нормални делители на 
“групата G, τὸ Ап8 е подгрупа на С (твърдение 3) Ако хе 
произволен елемент на G, а Я — произволен елемент Ha AN B, To 
xthxce съдържаин B A, и BB, тъй като A и B са нормални де- 
„лители, на които принадлежи #, Т. е. Х7 χξ ῃ Β. По теорема 
6-An B е нормален делител на G. 

Доказателството в общия случай не се различава принципно 
ὋΤ горното, | 

Задача. Да се докаже, че ако А и 8 са подгрупи на гру- 
лата ( и .поне една OT тях е нормален делител на G, то 48 e 
„подгрупа на групата С.-Ако 4 6 и B<G, то 48а0. " 

Упътване. Докажете, че AB=BA. Използувайте твърдение 4 
Ἢ теорема .δ. к 
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е Ν 
§ 7. Фактор-групи 

“Нека Не пюдгрупа на групата (. Ще покажем, че H.H=H 
Наистина произволен елемент oT множеството ΠΗ е or вила 

:;д,щ Ἡ тъй.като множеството [7 е затворено спрямо Умножение- 
1o, то т,*ен т. e. 'H.HZH. Но H=1, HCH H ok поради това 
H.H=H.", 

Нека H е нормален делител на групата G. Тогава 88 всеки 
елемент y ὋΤ G е изпълнено paBeHcTBOTO у =FHy. Ще покажем, 
че множеството от Хъседните класове на ( по #/ образува група 
cnpsmo YMHO)KEHKIETO на ПОДМНОЖССТВЗ на G 3a тази nea Π16 npo- 

верим, че ta ивпълнени Условията на твърдение 1. 
1) Произведението на два съседни класа на групата С по 

нормалния делител H e съседен Елас на С no A. Наистина ι 

хНуН=х (Hy) H=x (yH) H= %y (HH)= xyH - 
Ккъдето Ca изпОл4увани асоциативният Законг 88 умножение на 
подмножьства на групата С и равенствата HH=H, yH=Hy: По 
1034 начин имамс 

xHyf=xyH. | " 
- Едновременно получаваме и следното правило: произведение- 

то на два, съседни класа по нармален делител e съседен клас, 
породен от произведението #На произволни представители на 
тези класове. “ 
„“„,2) В сила е асоциативният закон за умножение на съседни" 
класове на (С по A, тъй като умножението на подмножеоства на 
G ἐ асоциативно. 

3) Единичен , елемент при умножението на съседни класове 
На Ω по Не самият нормален делител Н. Наистина 

хНН хННхН xH.H= xH 

4) Всеки“ съсе*ден клас ХН притемава обратен клас, а имен- 
Ho χ Ί . Наишинз 

χΧΗχ Η:.ξεχ'Ι Η- H, х HxH=x"1 xH=H. 

Ot твърдение 1 следва, че м"нбжес"п"зото от всички съседни 
Ккласове -на групата С по нормалиия делител" H е rpyma, която 
ще наричаме фактор-група . Ο по Я и ще я означаваме с G/H. 
Изрично ще ‘mocounm, че -xH е подмножество на групата G, но 
88᾽ фактор-групата С/Н той е просто един неин елемент. Фактор- 
групата G/G съдържа един-единствен” елемент С и затова 0/С е 
единичната група, т. е. G/Ge=(1). Тъй като разлагането на С по 
нейната единична подгрупа (1) е разлагане на С на отделни еле 
менти, τὸ G/())=G. 

Теорема 7. Всяка фактор-групи на абелева група е абе- 
Лева, 

Доказателство, Нека Се произволна абелева група R 
Н е нейна подгрупа, т. е: ненн нормален делител. Нека ΧΗ и yH 
Ca произволни елементи Ha фактор-групата GfH. Torasa 
7 Алгебри « теория на числата 97 
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хНуН"--хуН Ξ- γχ ες УА) 

където второто равенство следва OF KOMYTATHEEMT закон к (L 
Теорема 8. Besaxa „Бактор-група на циклияна. група е цик- 

личка. . . 
Доказате лство..Нека #Г e подгруна ,на циклична га rpyTia: 

G=(g).. Можем да разглеждаме „фактор-врупата G/H, тъй като G 

е абелева група и всяка нейна педгрупа е неин нормален дели- 

тел. Ако χ е произволен: елемент на фактор-групата G/H, x¢G. 

то Xx=g* тъй kaTo всеки елемент ча С e степен на g Следева- 
телно | Ν ' : 

xH'= g% H=(gH)*. 

Получихме, че елементите na ‘Gaxtoprpynara GfH ва cTenenn на: 

елемента gH, т. е. (2/9--(Е#). | а 
Твърдение 11. ἄκο G ¢ крайна грула, то pedom на всяка. 

нейна фактор-гру na G/H е делител на реда на групата G. 

. Действително oT TeepeMata на Лагранж Знаем, че |й |«< 

- Ο Ἢ |Д#|,.където |6:51 е индексът на Н.в G. Не. редът 
|С/Н | е равен на индеква |G:F/| и Затова |6/81| дели реда |8 
на групата G. , 

Примери “ 
1. Ако ..е адитивната груна на целите «чиела, а .πΖ - цик- 

личната подгрупа, породена OT естественото числе п. те фактор- 

групата Z/nZ e циклична, с образуващ -елемент [-ἘΠΖ. , 

2. Фактор-групата S,/A, се състеи от два елемента, т. е. ней- 

ният.ред е простото число 2. Следователно 8,/А, е циуклична гру- 

na (следствие 7). 

. § 8. Хомоморфизми. Teopema за хомомерфизмите 

, Определение 15. Hexa G и #) са две мултиплякативно 3anH- 

сани групи. Изображението ф на С в 7 «е нарича хомоморфизал 

на групата G в групата [, ако Ф (а6)--« (&) ф (δ) 88 Beekn два 

едемевта а и b от . Ако хомоморфизмът ф.на С -в #1 изобразя- 

pa С върху Η, T. е. всеки елемент ет ἐΐ има първообраз при ¢ 

от С, тогава ще говорим 88 хомеморфизъм на С върху АЯ,а Η͂ 

ще.наричаме хомоморфен образ на G. 
Очевидно ако хомоморфизмът ф на С върху #7 е BsauMHO 

едновначно изображение, то ф е изоеморфизъм, а групата ΕἸ е изо- 

морфен образ (изоморфна) на G. 
“Твърдение 12. Axo ¢ e хомоморфизъм на групата G & 

epynama H, 1 u e ca съответно единиците Ha Gubbuae 

произволен esemenm на G, то 

Ф(1)--, ¢ (@ H=lp (@] " 
Доказателство. Heka ¢{ly=x, x¢H. Ще локажем, че 

x=e. Наистина x=¢(1)=¢(1.)=¢ (1) p{l)=xx и затова Х--е- 

ОСсвен T0Ba 
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: г=?(1)-=р(аа )е (@) # (@), 
т.е. ( (a)] ‘—cf(a“) | 

От доказаноте твърдение : следва, че множеството от тези 
елементи на rpynara.G, които при хомоморфивама ф на G в гру 
пата Π .ce нзобразяват в единицата, не е празно (нацример еди- 
ницата на С е такъв елемент). . 

Onpene.ueme 16. Подмвож твото от всички елементи на 
групата G, които при хомоморфизма ¢ на групата С в групата Π 
се изобразяват в.единицата на ἤϊ, се нарича ядро на ф и се 03- 
начава с ker ¢, T е. - 

ker ф--(а [φ (4)-1, a€G}. 
Tn'bpaénhe 13. Ядрото на вреки хомаморфизъм ф на zpy- 

nama G в групата Н e нормадДен делител на ipynama G. 
Доказателство. Ако , РЕА -- Кегф, 10 9(ab™) = 

=g (а) ф (677)--ф(а) (ф (6))| -1.1--1, т. е. а7164 и or твърде 
ние 2 следва, че А e подгрупа на G. , 

Подгрупата А е нормален дрлител на групата G. Нанстина 
ако g€¢G иабаА, то 

Ф(27ав)- 4(27)#(4р(2)-В(21,(2)-1. . 
откъдето g lage A, T. е. подеруйата A заедно с всеки свой еле- 
мент а съдържа и всички спрегнати с него елементи в (. 

. Твърдение 14. Всеки нормален делител А на групата G 
е ядро на някакъв хомоморфщъм на zpynama G. 

Доказателотво, Да дефинираме изображениете х:(-.С/4 
с равенството 7(g)=gA, където g е произволен елеменвт от С. 
Очевидно ἢ e изображение на Групата С върху фактор-групата 
(/А. Ивображението те хомомфрфизъм на групата (С върху фак- 
тор-групата G/A, тъй като 88 вфеки два, елемента g и g ὉΤ а 
имаме 

n(ggn)~gg1A= ай -л () (&) 
Ще покажем, че ядрото на ἢ € A. Наистина ако g¢G, τὸ 

g¢kery точно тогава, когато ἢ )=gA =A (Ae единицата B G/A), 
T. €. gE€Ker т точно тогава, KOTATO g¢A. 

Ilo този начин имаме A =ler л. 

жжжжж 

зъм на групата С върху групфга G/A 
Axo фе хомоморфизъм н) rpymara G в групата Н, то с 

Img= φ(Ο) ще означаваме подвножеството на , съставено от 
всички” влементи Ф(2), £¢ G, и ще го наричаме образ на G при 
хомоморфизма ф. ς ι 

” Ясно e, че Ιτπφ-Η TOYHO Гогава, когато ф е хомоморфизъм 
на С върху Я. 

Твърдение 15. Нека 'φ 6 Комоморфизан на групата Св 
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групата Н. Тогава образът Гя р на G в Н е подгрупа на Н. 
Найстина по твърдениЕ 12 имаме" Ф(а) [ῳ O 7 -- (а)ф (6-1)«- 

Ξεφί(αδ ἢ) Е ш ф за всеки два елеуента @, b¢G, OTKBLETO' съгласно" 
твърдение 2 lmp ще бъде подгрупа на G. е. Н 

. "Твърдение 13 и твърдение 11 показват, че ядрата на ' хомбе” 
морфизмите, на групата С се, изчерпват с нормалните дел“йте.д,и“ 
на C. ᾿ еааа Е [ мИЯ 

Следната теорема показва, ч крайните групи ‘c’f'ro'-pid;:r' 1O 
изоморфизъм се изчерпват с подгрупите на симетричните | рупи,” 

Teopema 9 (теорема"на Кели). Всяка група от ped п е“ 
изоморфла на някая подгрупа χ симетричната група/З8,. от“ 
n-ma cmenen. , ι 

Доказателство, Нека a;, с # 
та G, взети в определен ред, «а е | произволен елемет; на*ОПи 

И : „ай, а (i= 
” Н τ κ ПА R B й се Получава й ες T. е. 

Ν ᾽͵ .φ(α) (αἶᾳ...,ᾳ) Ν Σ . 
| Ако b¢G и ὅξξα, τὸ φί(α)εφ(δ), тъй ,като аа;4-ба, 88 всяко ” 

i=1, 2,..., n. Затова ф изобразява различни елементи от-Св раз- 
Лични eNleMeHTH на З . ᾿ 

Нека а, 6¢G u | ) 

К 
- Ако" aap=a,, то . 

Затова 

е. Yal o R . 

, То-ф(аб)-«Ф(а) + (b),1. сфе 
Ve чЕ хомоморфизъм на G в S, който и бразява различни едементи 

ст (С B различни елементи or S,. ЗАоВа ф е изоморфизъм на.С | 
върху Ф(С), което съгласно твърдеще 15 е подгрупа на §,. Teo- 
ремата е доказана. | Ν 

Тъй като подгрупите на групит 5, са краен брой, ot . rop- , 
HaTa теорема следва, че за BCAKO eqReCTBEHO число п съществу- “ 
ват само краен брой неизоморфни г. упи от ред A.. . и 

С всяка група С свързахме две серии OT групи: нейните фак- 
тор-групи и нейните хомоморфни офрази. В доказателството Ha- 
твърдение 14 видяхме, че всяка фа ор-група на G e неин хомо“ 

Понеже (ай) а,--а (0а,) - аав,



)7 морфен образ. Обратно, оказва се, че хомоморфните образи на 
една група:с TOYHOCT до изоморфизъм се изчерпват с нейните 
фактор-групи. 

. . Теорема 10. Ако ф e хомдморфизъм на групата С върху 
групата Н и A е adpomo на този хомоморфизъм, то фактор- 
групата С/А e изоморфна на групата Н. Нещо повече, съще- 
ствува такъв изоморфизъм с на фактор-групата О/А върху 
групата Н, че произведението o1 на G с естествения хомомор- 
физъм т на G върху С/А съвлада с хомоморфизма ф. 

Доказателство. Ако gy, £,€G, то равенството ф(р;)- 
πφί(β}) е изпълнево точно тогава, когато ф(0,7в;)-!, което e 
еквивалентно С условието g5 g€ , т. е. 9(g)=9(g) е „изпълне- 
но TOYHO тогава, когато g A=gyA. Затова равенството a{gA)=9(g) 
(g€ С) дефинира коректно изображение с на фактор-групата С/А 
в групата I, което изобразява различни елементи ΟἹ С/А B раз- 
лични елементи от H. Тъй като са изпълнени равенствата 

υσ(ρι . gd) =0 (g8 A) =9 (g:gs) = 

=¢{g) ф (g)=0 (glA) .а (23), 

T0 с e хомоморфизъм на G/A в #. Ако b е произволен елемент 
ΟἹ H, 10 -b=¢(g) за някое gtG. Тогава b=%(g)=c(gl). Следо- 
вателно с € изоморфизъм на С/А върху #. 

Равенството ¢=on следва от (axra’ че 

σῃ (g)=c[n(Dl=c(gh)=9%(g) 
за всяко 260(. Теоремата е деказана. 

Следствие 9. Ако ф e хомоморфизъм на групата ( в гру- 
пата Н u НИе e образът ка С при ¢, mo О/Кег фе Пп «. 

Задача. Нека Л e нормален делител в групата G, а Н е 
подгрупа на G. Докажете, че фактор-групите ΠΗ ПА) и НММ 
са изоморфни, 

Примери 
- 1. Изображението 3:GL (1, C)—C*, което на всяка матрица X 

οἹ GL (n, С) съпоставя нейната детерминанта |X, т. е. ¢(X)=|X], 
е хомоморфизъм на първата група върху втората. 

Наистина всяка матрица Х от GL (n, C) е неособена и сле- 
дователно |Х|+0, T, е. IX|¢C* За всяко часло « от С“ може да 

се построи матрица (например /» Е) ot ОЕ(я, C), която има де- 
Лерминанта, равна на «. Поради това ¢ е изображение на GL (πν С) 
върху. С“ и даже хомоморфизъм на едната група върху другата, 
Tl κατο 88 Х и Y от ΟἹ (π, С) e B сила равенството @ (XYV)= 
ΦἸΧΎ ΕΞ ΔΊ. |И|--#(А)9Ф(7) Ще покажем, че Кеге--6(я, C). На- 
нстина за X¢GL(n, С) e B сила условието X ( Кег ф тогава и само 
Тогава, когато ¢(X)=|X|=1, т. е. точно тогава, кагато X ¢ SL(n, С). 
Следователно kerp=SL(n, С) и от теоремата за комоморфизмите |, 
Caexsa, че . 
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GL(n, CY/SL(n, C)=C*. ς 
Тук GL{n, С) при n>1e некомутативна група, а- неиният хомо- 
морфен образ С“ е абелева група. Това показва, че свойството 
некомутативност при хомоморфните изображения невинаги се 
запазва. . : 

2. Изображението φ: С*-»Н което на всяко крмплексно 

число 230 съпоставя числото ᾖ orU,.e. . 

Ν . φ . 

е хомоморфизъм Ha групата С“ върху U. 
Наистина ако г) e също комплексно число ot ‘C* то 

Ще покажем, че kerp= Rt къдлето R е му тчпкативната 
група Ha положителните ргални числа. Деиствително за. 26 С“ 
е изпълнено Уусловието #6 Кегеф тогава и само тогава, когато 

Ф ()е 1, 7. е 2-16ВТ и затова КегфеВТ. От теоремата 
за хомоморфизмите следва, че . 

1 Ст/н+ми 

3. Изображеннето p: U—-U, за което 

| Ф(2)- 2” 
(п e естествено число), е изображение на U върху U. Действи- 
телно ако a€{/ и Зе едно от решенията на уравпението X"=q, 
то В също принадлежи на U и затова @(3)==. Пзрбражгнието φ 
е хомоморфизъм, тъй като 

φί(ξξι)--(22,)" -2721--ф(2) ф (21).- 
Освен това kerp=C(n), понеже z{kéry тогава и само тогава 
когато p(z)=2"=1, 1. е. точно тогава, когато 2¢C(n). Следова- 
телно (/Л/С (n)=U. | , 

ῃ 

§ 9. действие на груна B множество 
ι 

Нека G e мултапли хативно записана rpyna, М — прои 8801 
но множество. ' 

Определенне 18. Ще казваме, че rpynara G действува в 
множеството M, ако 88 всеки елемент g от G H всеки блемент 
т от M по някакво правило се съпоставя еднозначно определен 
елемент от M, който ще наричаме“" произведение HA £ по м и 
ще то означаваме с gm (B някои случан gom или ““ т), като 
при това са изпъдлнени следните аксиоми: 

1} (g1&) m=g,(gm) за всеки два елемента g, g ΟἹ G η sa 
всяко т οἹ M; - Ν 
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2) em=m, където е е единицата Ha б.а те произволен 
«глемект o1 M. 

„Примери 
" , Нека M е реално линейно пространство, а G=R* е мул- 

-типлпкативяата група на полето на реалните числа. Всеки вектор 
ὋΤ M можем да умножаваме с реални числа. Освен това (7y72)v 
>) (0) и 1 о- за всеки "вектор т ют M и 88 всеки две реални 

«числа ἢ Ἢ г Следователно групата G= R* деиствува по естест- 
„вен ничпн в M. 

2. Общата линейна rpyna G=GL(M) ot неособените линей- 
ῊΗ преобразувания на линейното прастранство /И също действу- 
ва пе естествен начия в M: ако фЕС и тЕМ, под фот разбираме 

гъбраза р(т) на m upes φ, Тагава (фуфа)о ” < ф ['Ρπ (т)1 φι(φγο )= 
_cp,a(:p,om) H.gom== (m) =1, KBACTO @y; φ и с е тъждест- 
BEHOTO (единичното) линейно преобразувание” Ha М 

3. Ако M, е реално «евклидово пространство, а G=0(M) е 
групата на ортогоналните линейни преобразувания на M, 10 С 
действува в Migom=y(m) за всяко ФЕЙ п всяко тЕЖМ. При 
"това действие, както знаем, ортонормиран базис преминава в ор- 
-тоноринран базис, | 

. Нека G e мултипликативно записана група, #7 е произвол- 
ва нодгрчпа на.С, а M,(G) е съвкупнеостта OT BCHUKH подмно- 
жества на G, които съдържат точно по А различни елемента. 
Ака me M, (G), то m={g;, Въе 2.ь където &€ п g==g; при 
44 Под произведение Am на елемента Я от групата f ¢ еле- 
меята т ще разбираме подмножеството εἰλρσι, hgo...,hg) на 
групата G. Очевидна Ят се състои от А различни елемента на 
‘G и затова Ят ¢ M, (G). Лесно се проверява, че така получаваме 
„действие на групата #7 в множеството M, (G) 

5. Друго действие на групата Н ot преднвия пример в мно- 
жеството , (6} се пелучава, като положим 

o m={hgh™, #ру ..., hguh1} 
138 всяко ἈῈ Η и m={gy, go..:, £} € My(C) " 

. Особено ,интбресни ca последните два примера при k=1, То- 
гава M, (С)е мнежеството ат” едноелементните подмножества Ha 
‘G, 1. е. можем да cuntame, че M, (G)=G. Подгруната /' на G B 
“Tosu случай действува B множеСтвото O по два начина: 1) умно: 
жаване отляво «елементите на (С елементи OT M, т. €. на h(H 
и geG се съпоставя „елементът f1g; 2) спрягане 'Ha eneuemmg 
0T ι С елементи от "Н 7е в тези случай на #ЕН H gEG се съйо- 
«ставя елементът е g=hgh Е =(A " 1gh™L 7! Ν 

Определение 19. Нека трупата ‘G действува в множеството 
M. Ако т е елемент ὐ M, множеството 5(т) на всички еле- 
"менти g OT (, :88 'ΚΘΗΤΟ «е тизиълнено равенството gm=m, се на- 
Зича стабиализатвр (или“ в някен "конкретни случан -- цгнтра/ш- 
samop) на тгв.(, πὶ €. o 

So(m)y={g| 5 Ἐ, gm= m} 
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Твърдение 16. Ако групата: G действува" 8~ множествотаа 
M, то стабилизаторът на всеки елемент от M e подгрупа 6.G.. 

Доказателство. Стабилизаторът 90 (т) е непразно под-. 
множество на G, тъй като е6 а (т). Освен ToBa: ako- gix!g; € 80 (m),. 

τὸ gym=m, gm=m й (g7 m=(88;") (@am)=a(g," (Gm)= 
=g (g @)m=gm=m, т. е. &85 ¢ Зе (m). Cnenosaresno- съглас. 

Ho твърдение 2 S;(m) e подгрупа на G: 
, Определение 20. Ако грулата С лействува в MHOXECTBOTO) 
Mu μἹ e елемент на M, то MHOXECTBOTO' OT всички елементи: на, 
M от вида gm(g¢G) се нарича opbitma,. определена: oT т;. и: се 
бележи ¢ О(т) или с Ст. : 

Твърдение 17. Дко epynama Ο действува: δ᾽ множествота" 
M, mo всеки елемент т от M се съдържа в орбитата O(m). 
Две орбита O(my) и O(my) ила не,се пресичат; ила съвпадат;. 

Доказателство. Тъй като em=m, το' тЕО(т). Да до- 

пуснем, че т ЕО (")ПпО (my). Тогава тъ аттр m=gyn; за някон 

елементи g H ръ на G. От равенството gymj=gyiM; с умножение: 
на 217 и g;! получаваме равенствата. ] 

my=emy =gri (gim) =g (gme)=(g7 &) туъ | 

my=em,=g;"* (Sm>)= g5 (gym) =(gz'g) . 

Hexa хЕО (0) τ ε. x=gm,, ge¢G. Тогава. x= gmy=" 

=gl(e7'g:) ma)=(gg; 15) тъ € O (my).. Следователно O (7)< 0 (т,).. 
Ако ycO(my), 10 y=hmy(h€CG) и y=hmy=h[(g5’8) ml= 
=(hg;'g) m, € O(m). Следователно O (т,)<-О (т;): Ot получените" 

две включвания следва, че орбитите O(m;) и O (m,) съвпадат“ 

което се дължи на допускането, че тези орбити съдържат общ 
елемент. Твърдението е доказано. # # 

Твърдение 18. Нека групата G действува в множеството» 
M и S=S,(m) е стабилизаторът на: елемента пе от М в гру- 
пата G. Тогава между елементите на opbumama Ο (m),.onpe-- 
делена от т, u левите съседни класове на ( no-nodep¥nama S’ 
съществува взаиймно еднозначно съответствие: 

, Доказателство. Нека G/S е множеството от левите съ-- 

седни класове на групата С по стабилизатора 5 на елемента 11 

Да допуснем, че gy И g от ( са в един и същ съседен“ клас,; 
т. е. & S=S. Тогава g, = g5, 565.; Тъй: като: sm=m, To gun= 

=(gaS) =g (SM)=gom W следователно g п gy действуват на т 

по един и Същ начин. Този факт" ни дава възможност да дефини- 

раме изображение ф на множеството. G/S- в. множеството. O(m),. 

като положим 

Ф (23)--дт. 
Ще докажем, че ф € взаимно. еднозначно- изображение.. 
Нека рб и #35 ὰ два елемента от (/5. Да допуснем,. че“ 

"9(235)-0(84), T. ε, gm="rhm.. От последното: равенство C. умноже-- 
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ние на #71 получаваме (Aig)m=m. Затова K ge¢S=S,(m) и 
тогава, както знаем, ще имаме gS=hS. По този начин проверих- 

ме, че ( изобразява различни елементи от G/S в различни еле- 

менти на О(т). . ᾿ 
Нека Е O(m). Тогава туеерт 88 някой елемевт g ΟἹ С. За- 

това т -Ф(05) и следователно ф € взанмно еднозначно изабра- 

жение на ΟἹ 5 върху множеството O (m). Твърдението е доказано. 

Следствие 10. Ако групата G действува в крайното мно- 
xecmso M, то броят на елементите Ha орбитата О(т) на 

елемента т от M е равен на индекса на стабилизатора 54(т) 

на т в групата Q. 
Следствие 11. Ако крайната група С действува в множе-- 

ството M, то всяка орбита uma краен брой евлементи и този 
брой е делител на реда |G\ на групата С. По-точно ако т ¢ 

елемент от M, mo произведението. на броя на елементите 
от орбитата О(т).и peda |55(т)!| на стабилизатора на. 
те G e равна на реда |G| на групата G. - 

. Действително редът на групата С е равен на произведе-- 

нието |50(л:)| на индекса j на подгрупата Sg(m) в й no ней- 
ния ред |55(т)|. Ho по следствие 10 j=[O (т)| и затова 

| 1G1=10(m) . 134(#2)!. 
B § 6 видяхме, че релацията спрегнатост на елементи в ед- 

на група ( e релация на еквивалентност и затова групата (С се 
разбива на непресичащи се класове от спрегнати елементи. Ако 
С e крайна група, тя ще се разбие на краен брой различни кйа- 

сове С)у Съ . .., ΟἹ от спрегнати елементи, Ако с, е броят на 
елементите на класа С,((-1, 2,...,4) в сила е равенството 

() =0+t . ве 

Поне едно ΟἹ числата с, € paBHo Ha [, тъй като единицата 
на групата G образува едноелементен клас от спрегнати елемен- 
ти. Възможно е и други неедянични елемевти Ha групата О( да 
образуват едноелементни класове от спрегнати елементи. Напри- 
мер ако групата G e абелева, то всеки неин елемент е спрегнат 
само на себе си и затова в С ще имаме |G} на брой едноелемент- 
ни класа от спрегнати елементи, T. е. абелевата група G относно 
релацията спрегнатост се“разбива на свонте едноелементни под- 
множества. _ ευ ' ' 

Нека елементът g на групата G образува едноелементен клас 
ΟἹ спрегнати елементи, Τ. е. р е спрегнат само Η себе "си. To- 
гава А7ЛоЙ е«Р и следователно gh=~hg 88 всяко ἀξ6. | 

Тъй като последните две равенства са еквивалентни, то g 6 
спрегнат само със себе (Η тогана и само тогава, когато # KOMy- 
Тира с всички елементи на групата С. . - . 

Определение 21. Дентер С (С) на групата Ο се нарича под- 
множеството от тези елементи на U, ΚΟΗΤῸ комутират с всички 
елементи Ha G, т. е. ” 

105



C(G)={glgcdq, xg=gx 3a всяко хЕОй). 

Задача. Докажете,. че центърът на всяка група е неин нор. 

мален делител. и , 
Ясно.е, че С 6 абелева група тогава и само тогавал когато 

G=C(G).. | 
Ще казваме, че групата С има тривиален център, awo, С (С) 

е единичната подгрупа на G. . . 
τ Задача. Докажете, че симетричната TPyna S, при n=3 има 

тривиален център.. . 

Задача. Hoxawere, че центърът на общата линейна rpyna 

GL (n, Р) от неосабените матрици Ο елементи от числовото поле 

Р се съСтой OT скаларните матрици «Е, където «ЕР и a0, 

ΤΌ като един елемент g на групата С ебразува дноелемен- 
тен клас от спрегнати елементи точно тогава, корато ЕЕС (Ο), 

то в дясната страна на равенството.(1) за крайната група G ще 
имаме толкова събираеми с,, равни на.1, колкотО е редът |С (С) 
на С (С). Затова ако C,, C,, . . ., C, са класовеТе спрегнати еле- 

менти на G, конто съдържат повече ΟἹ един елемент, Τ. е. ;=2 
:за (--1, 9, ...,k 10 G=CGC,U . . -UC,UC (а), където в οὔε- 
динението Уучаствуват непресичащи се подмножества на С. Сега 
равенството (1} добива вида и 

(2) : |G|=|C () + е4е . „ сеа 
където iy Съ . . -, Сь 8 редовете на различните класове спрегна 
ти елементи в G, KOUTO имат поне два елемента. ДОПЪЛНИТЕЛНЗ 

"ННфОРМЗЦИЯ за числата с,ни дава следното и 

Твърдение 19, Ако С e клас om спрегнати елементи в край- 

ната група G, то броят с на елементите в С дели реда |G| на 
групата G. 

Доказателство. Групата С действува в множеството G 
гот своите елементи чрез спрягане, т.е. hog=Rgh™ 88 k, #6С 

(Β пример 5 е взето H=G и k=1, т.е. 11(а) --а). Орбитите от- 
носно това действие са точно класовете спрегнати елементи B G 
В частност С е орбита спрямо това действие. По следствие 11 
"броят с на елементите Ha С дели реда на групата G. Твърдение- 

TO е доказано. ” 

Определение 22. Ако редът на неединичната крайна група G 
е равен на някая степен на простото число р, ще казваме, че (С 
е р-група. : 

Теорема 11. ДЦентърът на всяка крайна р-група € нетри- 
«виален. 

Доказателство. Нека |G|=p", n=1. Ако Се клас or спрег 
нати елементи B G, който съдържа с? елемента, 10 предишното 
твърдение с е неединичек делител Ha p" Тъй като р e просто 

число, то с--р, Ξ έ п. Затова в този случай формула (2) no- 
“бива вида 

р"|С (0) |+-ра +ра +. . AP, 
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«жълето ;=1 (i=1, ?,...., К). От това равенство следва, че прос-. 
τότὸ число р дели реда | С() | на центъра на С. Затова [( (0) |2 
ἘΡΈΞ2, т. е. центърът на р.групата G.e неединична noarpyna в G. 
‘TeopemaTta e доказана. ' 

Б 10. Teopemu На Силов 

В този параграф ще докажем три,. теореми за строежа на. 
крайните групи. Поради своята важност и приложимост тези тео- 
реми лежат в основите на теорията на крайните групи. Те са до- 
казани от норнежкия математик Л. Снлов в 1872 r. и cera носят 
неговото име. . 

Hexa G e крайна rpyna и n=|G| e нейният ред. Подгрупата 
Н на С се нарича p-noarpyna на G{p —npocte число),, ако Не 
ф.-група. Ако G има. р-подгрупа H, то редът | #| на H е равен на 
HAKOY степен на р с положителен показател и ΠῸ теоремата на 
Лагранж той дели реда п на G. Следователно, sa да има групата 
G p-nonrpyvna, необходимо е нейният ред да се дели на простото 
число р. А вярно ли е обратното твърденние? . 

Де казваме, че полгрупата /7 на G е спловска р-подгрупа на 
( (или че H e ма«симална р-подгрупа на С), ако Не р-подгру- 
па на G u Н че се съдържа в друга р-подгрупа на G, T. е. BCH- 
ка р-подгрупа на 0, която съдържа H, съвпада с #. - 

Ако rpynata G MMa поне една р-подгрупа, 7o G има и силов- 
«<ки р-подгрупи — такива ще бъдат р.подгрупите на С ΟἹ макси- 
мален ред, избрани измежду р-подгрупите на С. Ho ако и Н, 
«а две силовски р-подгрупи на С за едно и също просто число 
P, могат ли Н;, и Н, да имат различни редове? На поставените 
и на редица други естествено възникващи въпроси, които се от- 
насят до р-подгрупите на дадена крайна група, ще получим от- 
товор от теоремите на Силов. 

Лема 2. Нека G e множество от п елемента ш n=p° 4 
{r=1), където р e npocmo число ε1 6 взайино просто с р. Ако 
М-Му ((),е множеството от всцчки различни подмноже- 
ства на G, xoumo имат точно no |! евлемента (6<:г), mo най- 
високата степен на р, която дели броя | М| на елементаите 
#а M, e р ᾿ ' ' ͵ ' 

Доказателство, Чиелото | M| e pasHo на 

(п =(Рг10:).-дч.(рг1-1) P ец pi—1y 
р“ р! с . Ἀ =P pt—1 

"Тъй като (/, Ρ)ΞἹ.’ за да докажем лемата, quQB’a да пш,сйдем„ че 

щялото -ιιιιε.πο.'(ζἑι.- i) не се дели. на p, Това число се записва по 

«ледния начин: , ει 

pl—1) = (271-1) (,ρ" 1--:} . .. (pf I—p!+}) _p lp'l—f . 
¢ | (ρ’ --1}} " 7 : | " 
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Тъй като lgjgp'—lr, TO най-високата степен Ha р, KOATO Je.. 

ли числителя- на дробт: p—l;'—L, € равна на най-високата степен 
на р, която дели знаменателя й j. Следователно в несъкратимия. 
вид на тази дроб числителят и знаменателят не се делят на p. Ta- 

»1--1 

Е -1 
ционални дроби, числителите и знаменателите на които не се де- 
лят на р. Затова то Също не се дели На р. Лемата е доказана.. 

Теорема 12 (дърва теорема на Силов)” Нека G е крайна. 
група от ред п и р е просто число. Ако числото р (#2-0) дег- 
Л п, то 8 С uma подгрупа от ped p'. Ако р! дели п, то вся- 
ка подгрупа на С от ред р! се съдържа в някоя подгрупа на. 
G от ред p't+l. ' 

Доказателство. Hexka n=|Gl=p I, (p, )=1 и р nemn: 
n. Torasa £<r. Да означим с M MHOXECTBOTO OT всички подмно-. 
жества Ha G, KONTO имат точно по #” различни елемента. Съглас-- 
но лема 2 броят | М | на, тези подмножества се дели на р”“ н 
не се дели на р “+1, Групата С действува в M, както това € по- 
казано в пример 4 ΟἹ предния параграф, по следния начин: ака 

те (2р Бъе Lot Δ и 26С, то ρηιτείρρι, 8. -, ВЕ ) 
Ако броят на елементите -на всяка орбита Ha M OTHOCHO това 
действие на С се дели на р“”“+), то и | M| ще се дели на р 
samoro 4М | е равно Ha сумата на броевете елементи на различ- 
ните орбити. Но р! не дели | M| и затова съществува орбита 
O(m)y={my=m, my, . . ., g} ΟἹ 5 елемента, където 5 не се дели 
на рг-!+1. 

Да означим с #7 стабилизатора 54 (т) на т в G. Съгласно. 
твърдение 16 и / e подгрупа на G,a mo следствие 11 ще бъде 
вярно равенството - } (--41. Тъй като р” дели 1п-81|Е и 
» Ί не дели s, то pf ще бъде делител на реда |#Я| на под- 
групата /. Затова ще бъде изпълнено неравенството” | H |=p'. 

„ Heka g e елемент от подмножеството /‘f на G. Тъй като hn= 
--т за всяко #6 [, съседният клас Fig ще бъде подмножество 
на т и затова : 

[411-- Hel<{m|=p" 
От получените две неравенства следва,.че |/ |--р“, т. е. H ε- 

nosarpyna на С от ред р“. 
Нека р! дели л и P e подгрупа на С от ред (“. Да o3ua-- 

чим с А множеството ΟἹ всички подгрупи на С ot pen pf. Ακο' 
О e подгрупа на G οἹ ред р а g¢G, 170 ρΟρ} e подгрупа на G,. 
спрегната с ᾧ. ΤῊΝ като 2027 има ред, равен на p'=|Q|, то 
gQg ' e елемент на N. Това показва, че група G действува в Δ 
чрез спрягане: goQ=gQg ! 3a g¢G и ОЕМ. Нека 4 е стабилиза- 
торът на P B ( относно това действие, а 

” - i 

! Оо(8)-1Р,-Р, Р,, . .., B} 

€ класът ΟἹ спрегнатите с Р подгрупи на G, Τ. е, opburara, onpe~ 
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1 делена от Р в Л отноено дейстайето На G. Знаевм, че k е равно 
" wa индекса |(:5| ва S8 G. Подгрупата S на С се състои от 

всички елементи £ на (, за които е изпълнено равенството. 
ΡΗ - Ρ. Затова ῬῈ н P е норМален делител в S. С други ду- 

ми, 8 е максималната подгруна ва G, в която Р се съдържа ка- 
то нормален делител. (Подгрупата 4 се нарича още нормализатор 
на Рвй.) ООуе Ра 

Ако индексът k на S'B'G're Се дели на р, τὸ р“+!. ще дели 
греда на S, тъй като n=k|S| и р-+1 дели п, Тогава р ще дели 
реда на фактор-групата 5/Р. По първата част на Теоремата в S/P 
ще имаме подгрупа от ред p, на която пълният първообраз Р в 
5 ще бъде подгрупа на S (и. на С) от ред р|Р|-р!, Тъй като 
PCP, получихме, че в разглеждания случай Р се съдържа в под-" 
група от ред ре ащ 

“ Да допуснем сега, че р. дели числото Е Π да разгледаме дей-. 
ствието спрягане Η групата Р в множеството O(P). Относно то- 
ва дейсТвие ι - Ρ образува едноелементна орбита 5;+(Р) Нека 
ὧν Бъ . . . Ху Са другите орбити .на O (P) OTHOCHO разглежданото 
действие на P. Тогава ' 

ееае + G - . G 
Тъй като | Р|--р” и ре просто число, а броят {{ | на елементи- 
те от орбитата (, дели реда ρ' ва P, то |{;|=p% (5,20, i=2, 
З,....4) τὸ ο - ' 

k=1+4p% 4p5 + .. 4pi. 
Ако s,=138a i=23,...,¢4, то р ще дели сумата p% +ра + 
+. . .+p% и числото k. Тогава от последното равенство следва, 
че р дели единицата, което е невъзможно. Следователно поне 
едно от числата Sy, 54 - - .. 5, е равно Ha нула. Можем да счи- 
Таме, че 5,-0, т. е. L,={Q} е. едноелементна орбита (Q¢O(P)). 
32 всеки елемент f¢ P имаме равенството fQf '=Q и затова 
PQ=Qp. Съгасно твърдение 4 произведението РО е подгрупа на 
С, Освен това Q е нормален делител в РО. Наистпна ако g¢ PQ, то 
&=[h(feP, #6 0) и gQet=fRQE™Y'=fQf 1 --О, Понеже P и Qce съдържат в PQ, Р4-0 κ | P{=|Q|<p!, то О4-Р0. Затова 
фаКтор-групата В0/0 е неединична група. Нека v: PQ—PQ/Q е ec- 
Тественият хомоморфизъм "на РО върху нейната фактор-група 
PQIQ. Ако #6 РО, то g=fk (/6Р, #6 ()) и затова 

вде/вО-/д-1(7). 
Следователно хомоморфизмът т) изобразяна подгрупата Р върху 
В Q/Q. Тъй kaTo P e p-rpyna, а неединичен хомоморфен образ Ha 
Prpyna e също p-Tpyma, фактор-групата PQ/Q e р.група:. По пър- 
%%a част на теоремата във фактор-групата PQ/Q има подгрупа 
?Ред #. Пълният Лървообраз А при 7 Ha тази подгрупа е под- 
ὕγῃ8 в РО (и в G) от ред p|Ql=p*, която съдържа Q. Тъй 
4o Ри ( са спрегнати B G, 10 P=gQg™1 за някой елемент 

и 
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£¢€G. Да разгледаме подгрупата B=gAg—! на G. Тя e спрегната 
с подгрупата А и затова | B|=|A |=p‘+1 Освен лова от включ- 
ването QCA следва включването РеерОд"С-рАр“1-#В, 1. е. P 
се съдържа B подгрупата B, ΚΟΩ͂ΤΟ е 0Τ ред ре Теоремата € до- 
казана. 

Следствие 12. Ако ре просто число τ р (г21) еунай-висо-. 
ката степей на р, която дели реда п на xpaunama\zpyna G, 
mo всяка силовска p-nodzpyna на G uma peo, равек Ha . 

Teopema 13 (втора теорема на Силов). Всеки две/ cusoscru- 
р-подерупи Ka една крайна група са спрегнати. 

Доказателство. Нека G е крайна група от:еред п--р” .. 
където r=1 и (р,.1)-1, а P н Ο са две силовски р-модгрупи на 

-G. Tlo следствие 12 ще бъдат изпълнени равенствата |Р |-:| ( |--р”.. 
Да означим ¢ M множеството ΟἹ всички силовски р.подгоупи на 
G и да разгледаме действието спрягане на С в M, т. е. ако “вй: 
и ЗЕМ, то goS=gSg*. Целта ни е да покажем, че в M има бамо». 
една орбита OTHOCHO това действие Ha G, а именно цялото мно-. 
жество М. 

Нека O(P)={P,=P, P,,..., P} е брбитата, определена or 
Р, и H=5;(P)e стабшшваторът (нормализаторът) на Р в G. Тъй" 
като РСНи [Pl=p", τὸ |#|--#7 . Но.п-|С|--74 и редът на. 

Н дели п. Затова индексът # μὰ Нв Се равен на ἷἶ и е Вза-. 

имно прост с числото р. Да разгледаме действието спрягане на. 
p-rpynata Ο B множеството O(P). Множеството O(P) относно το- 
ва действие се разбива на непресичащи се орбити ζί, ζω, - . . ζῳ. 
съответно с по €y, Cy . -, .« φ 6 брой елемента. Понеже числата: 
с, делят реда |'Q|=p" наО ире npocte чиело, 1o ;= р (λεξξῦ,. 
i=1,2,..., q) Освен ToBa 

«ἀπερίνεριε ε, ἐς рм 
Тъй като k не се дели на P поне едно от числото A, € равно Β8' 
uyna. Можем да считаме, че A= Θῃ ζιε:{[}} W EO(P)) е eaHo-- 
елементна орбита относно деиствието на Q. Тогава UQ=QU, тъй 
като fUf~ 1=U „за всяко feQ. Както 8, доказателството ,на пред- 
ната теорема се вижда, че фактор групата «4/0/0 e p-rpyna и тъй 
като Q е р-група, 16 UQ ¢ p-nonrpyna, на G. INonexe - U и Q се.съ 
държатв UQ й ca силовски р-подгруни, то Q=UQ=U¢c¢O(P): 
н () се бказва cnperHara със силовската р-подгрупа P. Теоремата 
е доказана. 

Следствие 13. Всени две силовски р-подгрупи на една край-- 
на група са изоморфни. 

Действително ако Р и Ο са дне силовски р-полгрупи на Κρϑῆ : 
ната група G, то Q=gPg за някой, елемент g¢G. Лесно се про“” 
верява, че изображението +: Р-„О, определено с равенството :р( )-- 
=gfg™! (f¢P), e изоморфизъм на Р върху Q. 

„Теорема 14 (трета теорема на Силов). Axo редет п на. 
крайната група G се дели на простото число р, Mo броят. на: 
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гиловските р-подгрупи Ha й дели п u e равек -na I+ Κρ, кьвдета 
]г>0 - 

Доказателство,. Heka M € MHOMECTBOTO OT BCHYKH силов- 
ски р.подгрупи на G и m=| M}, а Q e една силовска р-подгрупа 
на С. Разглеждаме действието спрягане на Q-8 M. Множествотон 
M се разбива на непресичащи се орбити относно TOBa действие.. 
Самата подгрупа Q като елемент на M образува. една. едноеле- 
ментна орбита (0)). Ще покажем, че всяка друга орбита @ съста- 
вена OT повече OF един елемент. Да донпуснем, че {P} e друга 
едноелементна орбита. Тогава, както Β. доказателството. Ha пре- 
дишната теорема, се получава, че РО-ОР e р-подгрупа Η (Ги 
затова тя ще съвпада със силовските р-подгрупи Р н Q, т. е. 
Р-О, което.е противоречие. Нека §;={Q}. L . . ., ¢, са различе 
ните орбити в M относно действието на Q. Torasa: |ζ |=p% (; 
=1, i=2,3,..., ¢), тъй като |{,|=2'u |{;]| mensr pena |Q|=p 
Ha силовската p-moxrpyna Q. Понеже 

m=1+ph ф+ра4. , . + ра 

н Х2 (i=2,3...,9), Tom=1+kp (ReZ). 
Да разгледаме действието спрягане. на цялата група G в мно- 

жеството /И от нейните силовеки р-нодгрунпи..По предишната" тед- 
рема B A ще има само една орбита относно. това действие, а 
именно дялото множество M. Затова m=|M| дели, реда. на гру- 
nara G (виж твърдение 19). Теоремата e доказана.. 

: ι 
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, ГЛАВА VA 

ПРЪСТЕНИ И ПОЛЕТА 

ааа . е 

и " ' Ν Ξ - .. " г , 

Ζ Д аке ς ' Ν 6 1. Определение на пръстен. Примери 

ФОпределение 1. Непразното множество. се нарича прастек, 
ако в него са определени две бипарни алгебрични оцерации, кои- 
то условно наричаме събиране и умножепие, така че! спрямо .бъ- 
бирането A е aGeneBa група,.а за ,умножението е изпълнен асй“ 
циативният закон и двете операции са „.свързани C двата дистри- 
бутивни закона , . ' 

а (δ- εγτε αϑ Ἕας, (b+c)a=ba+cd (4; 8, ες Α). 
Пръстенът . A се нарича комутативен, ако за операцията 

умножение в A е в спла «омутативният закон, T. е. ай τεδα 88 
всяко @, b¢A, и некриутативен — в противния случай“ 

Примери на пръстенини ' 
1. Множествата #. Q. R, С съответно на: целите, рационалнич 

те, реалните и комплексните числа с обикновените операций" съч 
биране и умножение на числа.” . 

2. Мнвожеството {0}, което се състой от едан" нулев" елемент,. 
с операции, определени, по следния начин: 040-0, 0:0-0.,, 

3. Множеството л27 на всички цели числа, който "се делят Ha' 
цялото положително число п. 

4. Множеството #() or целите гаусови числа, т. е: множе- 
гството Ha всички комплехсни числа a+-bi, където а u''b-ca цели 
«числа. : 

ὅ. Множествата Ζ [χ], О |х), R[x] и С |х) съответно на всич- 
"ки полиноми с цели, рационални, реални и комплексни коефи- 
циенти, . 

6. Двойките цели числа (а, 6) образуват пръстен, ‘KofiTo 03- 
"начаваме със Z(PZ, ако операциите събиране. и умножение Ce оп- 
„ределят покомпонентно с равенствага 

(a, b)+(c, а) -4(а-+с, bi-d); \(a, 6) (¢, dy=(ac, bd). 
7. Множеството F[0, 1] на всички реални функцин; дефини:” 

рани в интервала [0, 11 с обикновеното събиране и yMHOWEHHE 
"на-фуакднии: 

(f+8)(x)=/f (x)+£& (). (f8) ()-7(3 g (). | 
8. Множеството M (1, С) на всички квадратни матрици -0T 

ред л с комплексни елементи относно обикновените операции съ- 
"биране Ἢ умножение на матрици. TOSH пръстен се нарича пелен- 
„матричен престеян над пръстена C A& комплексните числа..” 
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"Комутативни пръстени «са всички пръстени от примерите 
11,7. ' . 

Пълният матричен пръстен /И (n, С) при n=2 е некомутати- 
звен. Нанстина нека Е,;, е матрицата ot M (п, C), в която елемен- 
„тът OT нейния Гти ред и /-ти стълб e 1, а всички останали еле- 
„менти са нули, Тогава матриците £y и μ от M (п, С) не xomy- 
:стират, защото 

.Е,1Е12=Е„, Е Ец-б0 и Е,--0. 

Асоциативните закони ни дават възможност да дефинираме 
«сума и произведение .HA произволен краен брой елементи ἄ 
„дъ -.1ν @, на пръстена А независимо от поставянето на скобите, 
_KOHTO ще записваме съкратено така: 

а n 

.a,+a2+...+a,,=2a,-, aa,...0,= Ι Ι ἄμ 
i=1 i=1 

"Като се използува комутативният Закон Ha събирането (съ 
-OTBETHO на умножението) в пръстена A, с индукция се доказва 
-4e сумата (произведението) на произволен брой елементи на пръс- 
гена не зависи OT реда на събираемите (мвожителите). 

Сумата на л еднакви събираеми а ще наричаме л-кратно на 
а и ще го означаваме чрез па. Произведението на л еднакви 
"множителя а се нарича п-та степен на елемента а и се означа- 
ва чрез а”. 

От определението на сума и произведение на произволен 
*6poil елементи следва, че за произволни естествени числа т Η 71 
са изпълнени следните paBeHCTBa: 

4) ) (m+n)a=ma+na, 
42) (mn)a=m (па), 
43) n{a+b)y=na+nb, 
(4) ΓΤ Ὰ 

6) ο ( τ 
46) (eb)*=a"b", ако ай-ба, 
47) . r{ab)=(na) b =a (nb), 
48) | ᾿ (та) (nb)=(mn) ab. 

Например равенство (7) се доказва по следния начий: 
n(ab)=ab+ab+...+ab=(a+a+...+a) b=(na)b. 

Пръстенът A съгласно определението по отношение на събиране“ 
To е абелева група. Тази група ще наричаме адитигна група 
ка пръстена А. Следователно ивпълнени са следните твърдения: 

1) 808 scexu пръстек A съществува единствен нулев еле- 
-Menm 0; 

2) за всеки, елемент а om А съществува единствен npomu- 
"бо0положен елемент -οα, 
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3) сумата a+(—b), където а ий b ca произволни елемента. 
om A, ще означаваме с a—b и ще наринаме разлика на еле 
ментите а и b, т. е. 

/ a—b=a+(~ b). / | 
Разликата @—& е единственото решение на” уравнението 

xtb=b+x=a. 
Лесно се проверява, че противоположният елемент HA CyMa- 

та на произволел брой събираеми е равен на сумата от противо 
положните елементи на събираемите, т. е. 

- Σαἱ :Σ(“αι') - 

#1 

38 п равни събираеми получаваме равенството -лпагзт(--а 
По определение ще считаме, че (—n) a=—rna=n(—a), T. е. N0 TOBH, 
начин в пръстена А се въвеждат отрицателни кратни на елемен- 
та а. За числото ( полагаме Оа-0 (отляво 0 е числото нула, а 
отдясно на равенството — нулевият елемент на пръстена). Така 
кратните па ва елемента а са определени 88 всяко цяло число 
п, Знаем, че в адитивната група на пръстена формулите (1) и (2) 
са верни за произволни цели числа т и п. 

Задача. Докажете, че формулата (3) е вярна за произво:хч 
RO цяло число . . : 

Във формулировката на. дистрибутивните закони участвува 
само сумата на две събираеми. Но лесно се доказва, че са верни 
равенствата 

т т m т 

Za,. ε;:Σ αιδ, b Σα͵͵ :Σῦα,. 
i=1 i=1 =1 i=t 

а така също и PABEHCTBOTO 

ἑα,- ἑὀ,-' ΣΣαὁ,. ' 

i=1 1= i=1 е1 

Ще отбележим още следквите CBOACTBA на пръстените: 
1. Във всеки престен произведението на процаволен еле» 

MEHIM с нулевия елемент € равно на нулевия .едемент. 
Дейст вително ако X е произволен (спомагателен) елемеят от 

пръстена, 10 ax=a (x+0)=ax+a0 и понеже епрямо събирането 
A e абелева група, 10 а0-0. По аналогичен начин се доказва, 
че 0 α-εῦ, 

2. 888 всеки пръстен за произволни негови елементи а ш 
b са изполнена равенствата 

(—a) b=—(ab), а (—b)=—(ab). 
Hauctuaa , 
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ες 00 b=[at+(—a) b=ab+(—a) b, 
1. e (— a)b*—(ab) Второто paBeHCTBO се доказва аналогично. 
Обикновено вместо --(аб) ще пишем --аф. 

Като следствие получаваме известното правило за умноже- 
ние на отрицателни числа („минус по минус AaBa плюс“): 

(—a)(—b)=ab (а, b€A), . 
тъй KaTo 

. (=a)(=bd)=—la(-b)=—[—(ab)]=ab. 
3. Ввв всеки npscmen ca изпълнени дистрибутивкните 3axo- 

на и за разлиха, m. е. 

(а--6) c=aé—bc, ¢ (a—b)::ca—cb. 

Действително 

(а--6) с-(а+(--6)| с-ас+( —b) c=ac+(—bc)==ac—bc. 

По същия начин се доказва и ‘BTOPOTO PABEHCTBO. 
. Лесно се доказва, че в произволен" пръстен 88 разликата са 

в сила следните свойства: 
а) a—b=c—d тогава и само тогава, когато а+а-8--с; 
6) (а--6)+(с--4)-(а--с)--(6+а); 
в) (a—b)—(c—d)=(a+d)—(b+c); 
г) (а--6)(с--а) =(ac+ bd)—(ad+ bc). 

Освен ToBa равенствата (1), (2), (7) и (8) ca в сила за произвол- 
μῃ т, п.6?. 

А 2. Делители на H'y.na'ra и обратими елеменвти B шру:ьстень 

Определение 2. Елементите а и b на пръстена A, за които 

a=0, b0, но ab=0, се наричат делители на нулата. По-точно 
елементът @' се нарича ляв делител на “нулата, а елемейвтът 
b— десен делител на нулата. 

Примери ' 
1, Всички пръстени, посочени в примерите I—~5 от § I, ca 

пръстени без делители HA нулата. 
2. В пръстени 2005 (§ 1, пример 6) има делители на нулата. 

Например (1 0).(0, 1)=(0, 0), но елементите (1, 0) и (0, 1) са не- 
нулеви в 70)7. Въобще всички делители на нулата в пръстена- 
70) са елементите от вида (а, 0) и (0, &), където a0 и 654-0. 

3.B пръстена F [0, 1] (§ 1, npumep 7) има“ делители Ha Hy- 
лата. 

Нека f=f (х) e различна 0Τ ну.па реална функция, определе- 
на B интервала [0, 1] я която приема стойност нула поне за ед- 
но X, (0:5:х.5:1). Да празгледаме функцията g дефинирана по 
следния начин: ι . 

1, ако / (х)--0 и 0=x<l; 
g(x)={0' ако 7(х)4#0 н 0=x<l. 
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) 
Очевидно функцията & не е равна Ha нула; но fg=0, т. е. f 

и ¢ са делители на нулата в пръстена Ε [0,..1}.᾿ 
Твърдение 1. Ако елементът а на комутитувния пръстен 

А е делител на нулата, то всяко произведение ас (C€A) e ила 
нула, ипли делител на нулата. 

Доказателство. "Да допуснем, че ас#О Тъй като ае 
делител на нулата B A, в А съществува такъв ненулев елемевт 
b, че ba=0. Тогава b {ac)=(ba)r=0r=0, т. е. елементът ас е 
делител на пвулата. ΄ 

Твърдение 2, Bos всеки пръстен А без делителц на нфу- 
лата са в сила законите за съкращаване на ненулеви елемен- 
mu, т. e. om ab=ac йли ba=ca ий а4-0 следва, че 6--с, 

Действително от ab=ac следва, че a (b—c)=0 и тъй като 
а40, то #--с --0. 

Ако в пръстена А съществува единичен елемевт &, т. е. та- 
къв елемент €, че ае-еа-а за всяко G €A, то ще казваме, че 
пръстенът А е престек с едикица. 

Както в теорията на групите, се доказва, че единичният еле- 
мент (ако съществува) € единствен. - 

За произволни естествени числа 5 и ἐ е в сила формулата 

( (56 e=(se) (ге). | 

Наистина (sf) e - 5 (fe)=s{ete)=(se)(fe), където първото μ' послед- 
ното равенство следват съответно: от формулите (2) и (7) на § 1. 

Единичният елемент. па пръстена ще означаваме по-нататък 
с 1, като от текста ще бъле ясно кога става дума за числото 
единица и кога за единичния елемент на пръстена В примерите 
1, 2, 4--7 пръстените са пръстеня с единица: В пръстена ot при- 
мер 2 единицата съвпада с нулевия елемевнт. 

Задача. Ако в пръстена A с единица е в сила раввнство- 
10 1=0, τὸ А се състои само OT нулевия елемент. 

Ако 1 e цяло число, то пръстенът #2 (§ 1, пример 3) е 
пръстен без единица. 

Определение 3. Ако А е пръстен с.единица 1, те елементът 
. от А се нарича обратим или делител на единицата, ако B A 
съществува такъв елемент b, че ab=ba=1. . , 

Ако а е oBpatHM елемент, както в теорията на групите се 
доказва, че елементът # със свойството ab=ba=] e единствен. 
Този единствен ,елемент ще наричаме обратен на елемента а B, 
ще го означаваме ς 4L 

Примери 
1. В пръстена 7 на целите числа обратими елементи са само 

Ти —1 В пръстените Q, R u С обратими елементи са всички 
числа, различни ΟἹ нуда. 

. 2. Β пръстена ot пример 2 на § 1 имаме равенството 0-1 
и този единствен елемент е обратйим. 

3. Ако n==1, τὸ nZ е пръстен без единица и 38 обратими еле 
менти Β' този пръстен не можем да говорит. 
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4. В пръстена Ζ () обратимите елементи са -ΕἸ и +4 
5. В пръстена # |х) обратими елементи τ | B —1. B Q 1 

R{x] и С [Χ] обратими елементи са ненулевите полиноми ΟἹ сте- 
нпен нула. . 

6. B ΖξᾗΖ гобратими елементи са само (1, 1), (—1, 1), (1, ~1) 
в (--1, —1) « 

7. В пръстена F{0, 1] обратими елементи са само функции- 
те, които за всяко х (O=<x=1) приемат стойности, различни от 
нвула. . 

8. B пръстена M (n, С) обратими елементи ca само HeocoGe- 
ните матрици, . ! й 

Твърдение 3. Дко А е преъстен с единица, а a u b са два 
обратими елемента 8 A, то елементите а и ай са също 06- 
ратимти в А. - 

: Доказателство. Тъй като аа--а7 а - Г и(аб)(671а-771)-1, 
10 @' и ай са обратими и (а7)7 -а, (ару“-67:1а7. 

Слелствие 1. Ако A* е подмножеството om всички обра- 
пими елементи на пръстен A с единица, mo А“ e група спря- 
мо операцията умножение. 

Групата 4“ ще наричаме мултипликативна група ка πρὸ- 
стена А, 

Задача. Докажете, че обратим елемент не може да бъде 
делител на нулата. 

Определение 4. Ако комутативният пръстен А с единица е 
без делители на нулата и единицата не съзпада с нулевия еле- 
мент на A, то пръстенът A се нарича област на цялостност. 

Пръстените Z, Q, R, С, Ζ (i), 2 |«) Q[x], Rix], С |« εὰ οὔ- 
ласти Ha цялостност. 

N 
§ 3. Подпръстени и идеали 

Определение 5. Непразното подмножество M на пръстена 
А се нарича негов лодлрестеян, ако M е пръстен относно опера- 
уните, спрямо които A е пръстен. 

Например ZcQcRcC и всеки пръстен е подпръстен на 
„всеки от следващите след него пръстени; #Z е подпръстен на 
2; Z(i) е подпръстен на С и т. н. Във всеки пръстен подмно- 
жеството {0}, съставено само OT нулевия елемент, е подпръстен. 
Всеки пръстен А е полпръстен на себе си. Последните два под- 
пръстена се наричат тривиални (несобствени), а всички останали 
подпръстени на А се наричат нетривиални (собственн). 

При проверката дали дадено подмножество M на пръстена 
4 e подпръстен е удобно да се използува следноте . 

Твърденние 4. Непразното подмножество M на пръстена А 
€ негов подпръстен тогава ий camo тогава, когато разликата 
# произведението на всеки два елемента от M се съдържат в M. 

Действително ако M е подпръстен на A, TO очевидно разли- 
Ката и произведението на всеки два елемента от /И са също еле- 
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менти на M. Обратно, ако непразното полмножество M -Ha пръ- 
стена A заедно с всеки два CBOM елемента съдържа" тяхната раз. 
лика и произведение, то M е адитивна абелева група (вж. твър- 
дение 2, глава ГУ), а останалите аксиоми за пръстен автоматично 
се пренасят от пръстена А за неговото подмножества М 

Например подмножеството от всички цели положителни числа “ 
не е подпръстен на Z. То съдържа заедно с всеки два елемента 
тяхната сума и произведение, но тяхната разлика — невинаги. 

Нека M е подмножество Ha пръстена (), съставено OT всич. 
1 . 

ки цели числа и числата ΟΥ вида П+-2*-„ където ле цядо число. 

Очевидно M заедно с всеки два свон елемента съдържа и тях- 
ната сума и разлика (т. е. M e подгрупа на адитивната група на 

пръстена Q). Ho M не е подпръстен в (), тъй като -.'͵-ΕΜ. но 

-ζ-:ἑ.-ἔ не се съдържа B M, т. ε. M не съдържа произве“ 

дението на всеки два CBOH елемента. 
Определение 6, Подпръстенът. / на пръстена А се нарича 

ляв (десен) идеал на A, ако за всеки елемент а от / и за всеки 
елемент Κ от A произведението га(аг) e елемент от /, T. е. под- 
пръстенът / издържа умножението отляво (отдясно) с елементи 
от пръстена A, Ако / е едновременвно и ляв, и десен идеал Ha A, 
то / се нарича двустранен идеал или просто идгал на пръстена A. 

Примери, 
1. Подпръстенът nZ μ 7 е идеал на 7. 
2. Подмножествата Л-(а, O)Ian} и L,={(0, b) b€} ca 

идеали на пръстена 202. 
3. Нека χρ 0=x,=1, e фиксирано Число. Подмножеството 

. Fo [0, 11={f feF[0, 1], f(x)=0} 

e unean Ha FJ0, 1]. 
Трябва да отбележим, че не всеки подпръстея е идеал. Така 

например 7 не е идеалв 6, Ви С; О не „е идеал в Ru G 
Ви 28 не ca идеали B C u Τ. н. ι 

Във всеки пръстен А нулевият подпръстен {0} и целият 
пръстен А са идеали B -A. 

Идеалът / на пръстена Д се нарича нетривиален (собствен, 
истински) идеал, ако /A, {0}, и тривиален, ако /е А или /= { 

” Задача. Ако Ге идеал на A, кайто съдържа поне . един 
обратим елемент, та [=A. . 

Определение 7. Cyma L+/5L+ ... +1, на идеалите Iy 
Iy, ., I, на пръстена A наричаме подмножеството Ha A, което се 
състои OT всевъзможните CYMH ΟἹ вида Xj+Xy+'. .. ἜΧ,» Kble 
τὸ X, 64, (=1, 2, ...,n).. 

Teopema 1. Сумата на краен брой идеали й сечението на 
пройзволен брой идеали на пръстена А са идеали ка А. 

Доказателство. Теоремата ще докажем за два идеала- 
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Hexa Ги / са два идеала на A, r¢A, az и z, са два произ- 
волни елемента от /4-Л Тогава z;=X,+y, ΚΈΠΕΤΟ х;,ЕГи y; в 
¢/ {i=1, 2). Тъй като / и / са идеали на A, τὸ xy7, гхр Xy—Xp €/ 
я у TV У -- Уе Е . Следователно елементите 1 

а =00+ 1 ае Ха Ἔ ε, 2= (-- 2а) (0 ,—}’2) 

се съдържат в 7 т..е. /4-Л e идеал на A, Ако Д и £, са про- 
изволни елементи ὋΤ -сечението /Г)Л 10 ἐ ; и ἐκ-τ-ἰῳ също 
принадлежат на сечението, тъй като / и / са идеали. Затева / () / 
е идеад на A. Доказателството в общия случай се извършва по 
авалогичен начин. . 

„ Някои or идеалите Ha даден комутативен пръстен представ- 
ляват ocoben имнтерес. Ще разгледаме три огделни типа идеали, 

Нека а е произволен елемент на комутативния пръстен 4 с 
единаца 4. Да означим с (а) множеството от всички елементи на 
А от вида аг, където ге произволен елемент на A, т. е. 

(4 ={ar|rc A} 
Очавидно елементът а се съдържа B (а). Не e трудно да се ви“ 
ди, че подмножеството (@) е идеал на пръстена A, 

Определение 8. Идеалът (а) ще наричаме главен идеал на 
A, породен от елемента а. Ν 

Пример. Ако n=1 e цяло число, то ПЯ е главен идеал на 
Z, породен ot л, т. е. 12 --(1). 

Теорема 2. Всеки подпръстен на пръстена 7 на целите 
числа е главен идеал на #. 

Доказателство. Адитивната група Ha пръстена Ζ е без- 
крайна "циклична и всяка нейна подгрупа е също циклична. Нека 
H=={0} е проивволна подгрупа на адитивната rpynz "на 7. Тогава 
Н «е поражда от най-малкото цяло положително число 71, което 
€€ съдържа в #/ и се състои OT всички цели числа, KOHTO се делят 
на л, Следователно «7-- 1 -(п). Taka доказахме по-сиден резул- 
тат ет твърдението на теоремата, а именно всяка подгрупа на 
адитивната група на пръстена Ζ е главен идеал в Z. 

Определение 9. Идеалът / на комутагивния пръстен A с 
единица се "нарича мтрост, ако са изпълнени следните условия 

44 ἸΞΞΑ; | 
14) гако αϑῈ 1,то поне един от елементите а и b се съдържа B /. 
Примери Ν - 
1. Идеалите J;={(¢;0)|a¢Z} и 1,:4(0, b)b|¢Z} ca прости 

гидеали ‘Ha пръстена ZQHZ. ' 
2. Идеалът Ὶ , 1] (0=<x,<1) e нпрост идеал На пръсте- 

wa 2Ε10, 11]. . , 
«(8. Ако р.е .npecTo число, то главният идеал PpZ=(p) e прост 

гндеал B пръстена 7. Ν ; 
, Определение 10. Идеалът / на пръстена 4 с единица ще 

маричаме максимален, ако са изпълнени условията 
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(д 14:=4; 
(if) ако Ле идеал на Ди ICISA. то е. 

+ 

Примери 
1. Ако р e просто числе, TO главният идеал pZ’ € максималеу; 

идеал на Z. - 
2. Ако хь ΟΞΞ ΧΟΞΞΊ, е произволно qumo,.nneammo,/l e 

максимален идеал B пръстена F[Q, 1) 
Teopema 3. Всеки максимален udean на KOMYMAMUSEH прь-. 

стен ¢ единица е npocm идвал.. 
Доказателствао. Нека А e произволен KOMYTaTHBEH пръ-. 

стен с единица, / € максимален идеал Ha А и произведението аф., 
е елемент от /. Да допуснем, че а не се съдържа B/ Да означим, 
с К главния идеал (а) и да равгледаме идеала Ξ Ὶ - К. Идеалът- 
/ съдържа идеала (@), но #/ тъй като a€K (τ. ε. ав/) на: 
не се съдържа в идеала /, Тъй като А е максимален и ICJCA 

10 J=A. Torasa 1¢J, 1. е. 1=c+ra, където. ¢/ и raeK Kare. 
умножим двете страни на последното равенство с й,. получаваме- 

b=cbh+-rab. 

Дясната cTpaHa на това DABEHCTBO € CyMa Ha два влемента от / 
и затова е елемент от /. Следователно елементът 0 се съдържа: 
в идеала [, С това доказахме, че максималният идеал 1 e прост“ 
идеал на А. 4 

Задача. Докажете, че простите идеали /,={(a, 0)[ ἐ ) и 
£,={0, 6) 1867) не са максимални в пръстена 7057. 

Следователно твърдението, обратно на твърдението на тео- 
рема 3, не е вярно, T. е. че всеки прост идеал е максимален. 

Задача. Всеки ненулев прост идеал на пръстена Ζ на пе- 
лите числа е максимален. . 

§ 4. Фактор-пръстени 

Нека B e произволна подгрупа на адитивната група на пръ. 
стена A. В такъв случай можем да ofpasyBame адитивната фак 
тор-група А/8. Можем ли да пренесем операцията умножение 0T 
пръстена А във фактор-групата А/В, така че А/В да се превърне- 
в пръстен? В общия случай отговорът е отрицателен. При реше- 
нието на този въпреос се проявява важното значение на понятието- 
идеал, а именнко, ако 7 е идеал в A, то в адитивната фактор-група 
A/l може да бъде пренесена и операцията. умножение от. А.. Наг 
истина да полдажим ' 

(α-τ ( δ-  ἢ τ α8 - , 
където a+ 1, - Τ са произволни съседни" класове ot 4//. 

Така определеното умножение в А// e коректно, Τ. е. не за- 
виси ет конкретните представители а и b на съседните класове. 
И нанстина ако а, + εξ Ἐ и 8,4+1-844, 10 ау-а4+в.и b=b+d,, 

а И 120



където €1, 4,6/. По определение (αγ ἢ (δι- ἢ -εσιδι - Ἐ Трябва: 
“ да докажем, че 

ab+I=ab,+ 1. 

Но а0;- (а+с)(64-4))--а6+а4,+с0+с,4,. Тъй като елементът" 
аа;,+е164+с,9, се съдържа в /, то OT горното равенство следва,. 
че елементите @;b; и ай са представители на един и същ съседен: 
клас на А по /,т. е. ай4!-аф,4+4 С това коректността на 
дефиницията на умножението в А// e локазана. ” 

Ще докажем, че 4А// е пръстен относно операциите събиране: 
и умножение на съседни класове, който наричаме фактор-пръстен: 
на пръстена A по неговия идеал /. Наистина 441 е фактор-група 
на адитивната група на пръстена A, Τ. е. абелева група спряме 
събирането. Да проверим останалите аксиоми за пръстен. 

Асоциативността на умножението следва от равенствата 

- (@ Db+ N+ Dl=(a+I)bc+N=albc)+ 1= 
. =(ab)e+1= @b+ e+ )=[a+1)o+ }} (ς +1)- 

По подобен начин се пооверяват и -дистрибутивните закони, 
Например десният дистриоутивен закон се установява MO 

следния начин: х 

[α-ἢ Ἐ Ἐ η].ἘῪ-π [(α-ι-ὁ)ἤ-!](ε«}-!) (α-Εὐ)ε- 7 Ξ 
- (ас +6с)+ 1<-(ас+ ) - e+ =@+ Hle+H+b+Hc+ ) 

където са използувани CHOTBETHHTE закони, ΚΟΗΤῸ са изпълнени“.” 
в пръстена A. ' ' 

Axo A e пръстен с единица 1, а / e произволен идеал B A, 
10 фактор-пръстенът A/l e пръстен с единвица 14/ Действително. 

(α- ἢ Δ +)) -а.1+/-а-+/-1. а+1!-(1+(а+)). 

Пример. Нека п е произволно цяло положително число. 
Вече знаем, че #Z е главен идеал в пръстена 26 т. е. nZe=(n). 
Фактор-пръстенът 2/) съдържа л елемента. Това са съседните 
класове 

0--(а) τ (я), 14#(п), . .., 1--14+(1). 

Този фактор-пръстен на Ζ ще бележим със 25 п ще наричаме 
пръстен на класовете остатъци по модул п или просто πρδε- 
тен на остатъците по модул п. 

Задача. Пръстенът Z, е пръстен без делители на нулата 
тогава и само тогава, когато n=1 или n е просто число. 

Задача., Идеалът / на ненулевия комутативен пръстен 4 с 
единица е прост тогава и само тогава; когато. фактор-пръстенът" 
ΑΜ е област на цялостност. 

Задача. Идеалът / на комутативния пръстен Α с единица. 
е максимален тогава и само тогава, когато всеки. ненулев елемент 
на фактор-пръстена Af/ е обратим,. 
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8 5. Хомоморфизми. Теорема за хомоморфизмите 

ФОпределение 11. Нека А и 8 са пръстени, Изображенпетао- 
пр:А->„В се нарича хомоморфизъм на пръстена А в пръстена Β, 
-ако" са изпълнени следните  условия: . 

( фе изображение на множеството A в множеството Β. 
(й) за всеки два елемента ар 4 А са изпълнени равенствата. 

φία; +а»)-«(а) +«(аз), .4(аа») +-«(а1) «(а»). 
Другояче казано, ф е хомоморфизъм на . адитивната група на 

тпръстена А в адитивната група на пръстена B, който изобразява 
мроизведението на елементи от A в произведението на образите 
им B Β. 

Ще xassame, че хомоморфизмът ¢:A—B е хомоморфизъм ὰ 
А ΒΈΡΧΥ B, ако всеки елемент от В има първообраз йри ¢ oT A. 
Ако съществува поне един хомоморфизъм на пръстена А върху 
пръстена B, τὸ Β. ще наричаме хомоморфен образ ва пръстена A, 

Определение 12, Ще казваме, че хомоморфизмът ф на пръсте- 
на А върху пръстена В е изоморфизъм или престенов изомор- 
физъм, ако ф е взаимно еднозначно изображение на А върху Δ. 

. Ако съществува поне един изоморфизъм на пръстена А върху 
пръстена B, то пръстените А п В ще наричаме азоморфни и то- 
гава ще пишем : 8Β. 

Задача. Да се докаже, че отношението „изоморфни“ е pe- 
лация на еквивалентност, 

Примери . 
1. Нека т е произволно цяло число, а f(x) е произволен по- 

лином от пръстена Z[x). Тогава Дт) е цяло число. Да определим 
изображението ¢, Ha Z[x] в Ζ с равенството 

#17 (:) (m). | 
Тогава лесно се проверява, че ¢, е хомоморфизъм на пръстена 
2141 върху пръстена Z. 

По подобен начин можем да определим хомоморфизми на 
пръстените О(х|, Ἐ[χ] и С|х| съответно върху пръстените (), Ви C, 

2. Изображението ¢, на пръстена 707 в #, определена с 
равенството . 

φίία, 6)|--а, ᾿ 
Ге хомоморфизъм 702 върху пръстена 7. , 

3. Ако х, е фиксирано число от интервала [0, 1), а фл, е изо- 
бражение на пръстена £[0, 1] B R, определено с равенството 
Фе (/)з:)(х),То фл € хомоморфизъм ὰ пръстена F[0, 1] върху 
лръстена R на реалните числа. 

4. Нека А е произволен пръстен, 7 - идеал на 4, а ΑΠ е съ 
ютветният фактор-пръстен. Изображението ἢ: A—A/l, определена 
£ равенството 

. 

. 

1(4)-а41/ 

п 122 П " 7



за всяко абА, е хомоморфизъм на пръстена A върху негов 
фактор-пръстен А// и се нарича естествен хомоморфизъм на А 

мърху All ᾽ ᾿ | , . 
По Y03 " начин, като съпоставим на BCAKO цяло число т 

класа m-+(n), получаваме естествения хомомсрфизъм на пръстена 
7 на целите числа върху пръстена Z, OT остатъците по модул M. 

Определение 13. Ако + е произволен хомоморфизъм на пръ- 
стена 4 в пръстена B, то подмножеството на A, съставено от 

всички елементи, които ф изобразява в нулата на пръстена В, 
се нарича ядро на хомоморфизма ¢ и се бележи с Кегф, т.е 

΄ „ kerg={aja¢ A, 4(a)=0}. 
Задача. Да се докаже, че ядрото 'Ha хомоморфизма ¢ e 

идеал на пръстена A. 7 , 
Задача. Докажете, че ядрата на всевъзможните хомомор” 

физми на даден пръстен и само те са неговите идеали. 
: Ако ф: A—B е хомоморфизъм на пръстена А в пръстена B, 

to подмножесгвото [πὶφ τ φ(α) |а А)--Ф (A) на B се нарича образ 
на 4 при o, / τ Ре 

. Задача. Докажете, че образът. ¢ (A)=Ime¢ на пръстена A 
при ¢ € подпръстен на В. . 

По този начин съпоставихме па BCeKH .пръстен А две серии 
ὍΤ пръстени: а 

1) всички фактор-пръстени па A; 
2) всички хомоморфни образи па A. 
При това видяхме, че всеки фактор-пръстен на пръстена А е 

HeroB: хомоморфен образ при съответния естествен хомоморфизъм. 
Но до каква степен хомоморфините образи на един комутативен 
тпръстен могат да се различават от неговите фактор-пръстени? 
На този. въпрос ,пълен отговор дава следната : 

Теорема 4 (теорема 3a хомоморфизмите). Ако 9:A—B е 
хомоморфизъм на пръстена A върху пръстена В ий Те ядрото 
Ha ¢, то фактор-пръстенот Ajl е изоморфен на пръстена Β. 
ДПри това съществува такъв изоморфизът o на A/l върху B, че 

рроизведението су на изоморфизма с с естествения хомомор- 
чризъм 1 на пръстена А върху фактор-пръстена Afl съьвпада с 
хомоморфизма ф. , - 

ДоказатЕлство. Разглеждаме изображенията ἢ: A—A/l и 
“τΆ1-Β, къдета σ(α- ἢ εφ (α) за всяко а-/ от Afl. Тъй като 
A, А/Ги B ca адитивни абелеви групи, то ΟἹ теоремата за хомо- 
морфизмите на групи следва, че ¢ е изоморфизъм между адитив- 
ните групи А// н B, при което σητεῷ: Остава да се покаже, че σ 

изобразява произведение на елементи от 444 в произведението на 
«съответните им образи в .8, Този факт следва от, равенствата 

оЦа+/(6+1))-е (а6+/)-4(а6)- φ(α) е(0)е (а-1)ч(6+) 
. 4 ῃ « га ' 

88 произвоЛвни 4 и b οτ A. Теоремата ¢ ona‘saya. Ν . 
Следствие 2. Ако ¢ е хдмоморфизъм ка пръстена A в пръс- 
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тена В и ἴπ φ e o6passm на А при 4ф, то gaxmop-npscmensny 
А/Кег ф е изоморфен на подпръстена Ш ф на npscmena Β. 

Пример. Знаем, че идеали на пръстена Ζ на целите числа 
са само главните ндеали nZ=(n), където n=0. Следователно. 
фактор-пръстени на Ζ са само пръстените от остатъците Zo==ZHO) 
--Ζ и Z, Π2Ξ1. По теоремата за хомоморфизмите всеки/хомо- 
морфен образ на # е изоморфен или на Z, или на някон/от ΠΡΈΟ: 
тените Z,(n=1). 

Задача. Да се докаже, че пръстените Ζ, и Z, са неизо- 
морфни при nm. 

ξ 6. Директни суми на пръстени и ндеали 

Нека A;, A,,..., A, са п (не обезателно различни) пръстени 
и A е множеството ΟἹ вСсИички наредени л-торки от BHI& (ац. 
Gy ..., а,), където а; €A; (i=1, 2,...,n). Две п-торки са равни 
тогава и само тогава, когато съвпадат съответните им компонен- 
TH. За всекн два елемента @=(Q;, й»....а,) и b=(by, 04....,6,) 
от множеството А дефинираме сума 

- 

(Ἰ) . a+b=(a1+blv 02+b2,..., ал+ьп) 

и произведение 
(2) ab=(a\by, aby,..., a,b,). 

Не е Tpyano да се провери, че mo OTHOUIEHHE на TaKa въве- 
дените операции множеството А е пръстен. 

Действително" от определението (1) и (2) на сума и произве- 
дение, в А следва, че операцинте събиране и умножение в A ca 
асоциативни; събирането е комутативно; нулев елемент в А е на- 
редената и-торка 0=(0;, 0y,...,0,), където C о; сме означили 
нулевия елемент на пръстена A, (i=1, 2,...,т) противоположен 
елемент на елемента a=(a;, 4,...,4d,) е наредената п-торка 
--а-(--ав --аз..., --а,). Осен това 33 всеки три елемента 4, b, 
с от A непосредствено се проверяват равенствата 

(a+b)c=ac+bec, c{a+b)=ca+ch, | , 

T. е. двете операции в А са свързани с дистрибутивните закони:. 
Така полученият пръстен А се нарича директна сума на 

пръстените Ay, Ag,..., A, и се означава с 

а-афаФ... ΘἈ“:ξΘἑκ . 

Не е трудно да се види, 18 директната сума Δ: ( 2 .. .ФА 
е пръстен с единица тогава и €aMO TOraBa, когато всеки OT 
пръстените A; има единица 1; €4; (i=1, 2,..., п). В този случаи 
единичният елемент на A е наредената п-торка (1, 1,...,1,). 

"Също -лесно се вижда, че директната сума А,.Ф4А,0Ф...ФАл 
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« комутативен пръстен тогава и само тогава, когато директните 
събираеми A;...., A, са комутативни пръстени. 

Посочената конструкция показва как с помощта на няколко, 
в общия случай съвършено различни пръстени може да бъде по- 
«троен HOB пръстен --Тяхната директна сума. 

Нека А-4,Ф4.,0)...Ф4, е директна сума на пръстените 
A 4,,...., A, Да означим С g; изображението от A; в A, което 
же определя с равенството 

и φ; (ад-(0), Оз,..., 011 By з9:41, ..» Op) 

за всяко а, o1 ,А; (i=1, 2,...,n). Да означим с A, образа на A, 
в А при изображението ф; . Очевидно €, че ¢; € взаимно едно- 

sHauno изображение на А; върху A; . Нека аг и а, са два произ- 
волни елемента ὍΤ A; . Тогава 

ПТ Фе (α, 4а;)< (0 0еъ 4; ал дгаи, ..е» O)= 
Ξείοιν» ...0 @i 5o 0,)+(Ор..., а ..., 0)=0(a) + (43, 

Ф (щ а;.)=(о,.... s Oiy, й а;., 0[.,.1;... ᾽ 0„)= 

τ (Ор. .. ,..., 0,Жду .. 4..., Oy =9 (@) Ф(а;). 
Следователно A; е подпръстен на A ифге изоморфизъм на пръс- 
тена A; върху подпръстена А, (i=1, 2,..., л) 

Подпръстените Ar на А са идеали в A. Нанстина ако авА 
н δτείου ..., ; ,.... 0,) е произволен елемент OT A, то ) 

ab=(0y..., a; by y...,0,) €4, 
„където а; е /[-TaTa компонента на 4. 

Ако с--(Сь Сь .... С„) е произволен елемент от A, то 

с« (Сь Ogyeaey 0,4)-#(Ор См.... 0,)-... 4-(Ор Оъ С) 

= (ο) Ἔ фа(са)4- .. +ФА (си)-зс 2а .. Ἔ Ср - 
T. Β. BCEKH елемент OT A се представя като CyMa на елементи 
"Съответно взети по един OT идеалите Ay, Ay..., 4, Не е трудно 
Да се Забележи, че това представяне на eJeMeHTHTE OT A е exHo- 
Значно определено и следователно пръстенът A е директна сума 
48 свонте идеали Ay, A,, ..., A, в смисъл на следното 

Опрелеление 14. Ще казваме, че пръстенът В е директна 
Μ на своите идеали [y, I,,..., / и записваме B=1,DLD... @/, 
3o всеки елемент b от В се представя еднозначно във- вида 

- ες δεαδι ξ θῳ!... b, 
Където by ( (i=1, 2,...,n). 

B приложенията e удобно да се използува следната 
1 Teopema 5. Прастенът B e директна сума на ceoume идеала 

п 2 Iy,..., [, тогава п само moeasa, когато са изпълнени ус- 
“овията ' и 
. ). Ipscmensm В сввпада coc сумата L+lp+ ... +1, на 
“Oeanume I, I,,..., I, 
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(4). Сечението на всеки идеал I, със сумата Σ , на oc- 
т isph 

таналите идеали € равно Ha нулевия ,двал, т. 4. 

LN (Σ ῃ):(ο), k=1, 2.я 
=tk 

Дока зателство. Нека e директва cyma на идеалите си ἦ,,. 
Iyy..., I, T. е. всеки елемент b¢ B по единствен начий се записва 
като сума 

b=by+by+ ... +8, (b Ε 4,). . у ι 

Това означава най-напред, че пръстенът B e сума на CBOHTe- 
идели Л, /...., L, Т. е. че условието () е изпълнено. Ако Aonyc~ 
нем, че някой ненулев елемент х принадлежи на сечението 

Θ LN (Σ 1,)(1 <k<n), 
ik 

TO X ще има две различни представяния: 
ф 

„ хе04...4+0+х4+04... +0 (x€/p) | 

,и К . 

. X=Xyt ὐ b X+ 0+ Xt . а (G ЕЛ ), 

което e противоречие. Следователно «изпълнено € и условието" ().. 
Обратно, нека за пръстена B μ идеалите му Л, fy,...,. 1, са. 

изпълнени условията (2) и () Трябва да покажем, че представя- 
нето на всеки елемент от В като сума на елементи, CHLOTBETHO- 
взети по едий от 1y, h,..., /„ е единствено. Нека елементът. b ot 
B има две различни представяния 

6::81,+6,+ ... +b, -=с1+с2+ „ ἜΘ 

къдета #; , се € (i=1, 2,...,.n). Tosa означава, че 32 HAKOE 
k(1=h<n) ще umame- by, --с» . Torasa ,.ненулевият елемент. 

ὃκ —cr --(с1--6)) + -..-ὸ (Cr1—bp 1)+ {Cr41—brs1) 

ее L=l . 
ще принадлежи -на сечението (3),.a това.е невъзможио. Теоремата! 
е доказана. 

Пример. Идеалите Л и 4, на.пръстена ΖΟΖ, където 

L={(a, 0)|a€Z}, 1,-4(0, 6) |6 6.2), 
имат нулево сечение Ji[1J,={(0, 0)) и затова тяхната. сума 1,+l, 
е директна. При това / Θἶπ-ΖΘΖ 

Задача, Axo'/ κ / ca два ненулеви идеала B пръстена Z, 
то тяхната сума {+J не е директна. 

Задача. Ако Ги /са два ненулеви идеала в. пръстена Ζ (@ 
To TAXHara cyma [+J не e директна. 
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Задача. Ако в комутативния пръстен A няма делители Ha 

нулата. то сумата на всеки два ненулеви идеала не е директва. 

Следствие 3. Нека В е директна сума на csoume идеалиа 

Ду Гъе Ть @b R с са два произволни елемента от В. Ако 6 

= 6,+6:4... 40y и сеу е. Ся Където by, €0 €L (=1 

2...., 1), MO , 

. Ве 6161 + босъ oo o + 8С 

Доказателство. В сила е равенството 

be= "Σὑι “Σί;’:ΓΙΣ Σῦ, ξ . 

i=1 е1 ве К1 . 

Ще покажем, че δὲ с» =0 npu is=k. HanctuHa, тъй като Ди I, са: 

идеали, то 

b€l ἢ ἐ ξ ]’ἶ Π(Σ [J'):(-O}-- 
ЕА 

τ е. b; св =0 при #. Затова 

Бс-е Фе + 036 + ... +л . 

Видяхме, че ако A=A, DA,D...PA, е директна сума Ἠδ' 

пръстените Ay, Ал..., 4 то Де директна сума на своите идеада 

Аь 4.-., А„ които са изоморфняе съответно. на пръстените Ay 

Д .. А„ Очевидно €, че понятието директна сума на идеали не 

зависи оТ номерацията на идеалите, а конструкцията на директна. 

сума на пръстени е свързана с конкретната номерация на пръсте- 

вите. Обаче с TOYHOCT ‘A0 изоморфизъм директната сума на пръс“ 

тени също не Зависи от реда, B който са взети пръстените. Този. 

факт се получава непосредствено от следнато , 

Твърлдение 5. Пръстенат В е изоморфен на директната 

сума А- А(ФА.0)...ФА, на пръстените, Ay, Ay,..., A, тогава 

К само тогава, когато В e даректна сума на своий идеали ἦν 

ἡμνον., 1, коийто са изоморфни съответно на простените Ар. 

AQ, oA " . ! 

Доказателство. Heka φ e изоморфизъм Ha А върху B. 

Знаем, че 4 е директна сума на своите идеали A; и A=A, @ 

=1, 2,..., п). Heza /s =q(A,). Torasa Л.е идеал в В, изоморфен 

на Ay, и затова А,21/.. Тъй като А А Ay+ ... +A, 10 B=¢(4) 

-Ф(А,)+... +е (44)-Л+... +/.. Да допуснем, че #6 /» П (ΣΙ,)͵ 

. , . Ξ 

Тогава д--ф(ал )εεφί(αν) " --- ἐ φίαρ- ) + Ф(ана) + .- Ἔφ (α,), къдек- 
10 a,¢A,(i=1, 2,...,1). Тъй като Ф(ав)-Ф(а + ... +ав-1 + йе+1 

+... +а,) и p e изоморфизъм, TO. ὧκ -а .Ἅ, ῈἘὰρ χ ак .o, 
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“+u, Ἄ, П (ΣΑ,). T. е. ал =0 и затова # --ф(ав ) =9 (0) -0. Полу 
=23 , 

чихме, че . П (Σ 1,~)=(0) sak=1,2,..., n. По Teopema 5 пръсте- 
ik ’ 

‘HBT B е директна cyMa Ha своите идеали Л, lo, ..., [, 
Обратно, Heka B=/®L® ... , и A; =L (i=1, 2,...,n). 

"Нека ¢; :А; —I; e изоморфизъм на A; върху /.. Всеки елемент а 
<Т А има вида a=(a, dy,..., 4,), а: 64;. Да означим сф изобра- 
жението от A B B, което се определя с равенството / 

+ф(а)- ф (a)+p (@) + ... +9,(a,) 

Не e трудно да се забележи, че фе изоморфизъм на A върху 
пръстена B. Твърдението e доказано. 

Следствие 4. Hexa A,, 4,,..., A, са произволни пръстени. 
„Ако &y, by, ..., I, е произволна пермутация на числата l, 2,...,п, 

то Oupexmuume суми A@A4E... DA, и A Θ Θ @A, ca 

азоморфни. С други думи, дидектната cyma на пръстени ¢ 
тояност до изожморфизъм не зависи от реда на номериране 
Ha првстените. 

Доказаните резултати показват, че понятията директна сума 
на пръстени и директна сума на идеали по същество не се разли 
чават. В първия случай става дума за опредглен тий конструира 
не на пръстен от отиапред дадени пръстени, а във втория слу 
чай - за даден пръстен, който се оказва, че може да бъде получен 
{c точност до изоморфизъм) чрез конструкция. Ето защо запис- 
ваме В- Θ ... ᾽ когато пръстенът В е директна сума на 
«своите идеалн Iy I, ..., [ Ако А е директна сума на пръстените 

Ay 4.,.... A, то ще отъждествяваме идеалите Др Дъ .. A, съ 
OTBETHO с пръстените Ay 4.,..., A 

А 7. Китайска TeopeMa за остатъците 

Още в древността китайските математици са умеели да нами- 
грат цели числа X, които при делението на дадени две 1O, две 
взаимно прости числа My, Па..., П. да дават съответно отнапред 
Дадени остатъци €y, С -.., С» - По друг начин казано, те са умеели 
да намират цели числа X, 32 които разликата х --с; се съдържа 
Ἔ главния идеал (ту ) на пръстена 2 за всяко i=1, 2,..., k. След- 
ващата теорема е обобшение на тази задача 88 произволен пръс- 
ἼΘΗ с единина. 

Теорема 6 (китайска теорема за остатъците). Нгка Де 
произволен пръстен с единица и Iy, b,..., 1, са такива идеали 
на пръстена A, че A=Iy #! при k-l Тогава за всеки избор 
на елемектите с Сл -... Cy 0т пръстена А соъществува MAKES 
елемент х от А, че разликата х--с; принадлежи на идеала 
Л.,за веяко i=1, 2,...,n. 
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Доказателство. Нека n=2. Тъй като A=/ +1, едини- 

зцата 1 на А .се .Записва във .вида ’ 

1-4+а, (@€ 1y, аЕ ). 

Тогава елементът х -с,а Ἐ (10, от A притежава необходимите 
„свойства. Наистина 

X— =020+ (@ —1)= σφα -- οτα ЕЛ, 
а така.също 

Xx—Cp=Cyfa)— 1)+ €18 =— οο + €185 Е Iy 

Следователно .при п--2 теоремата е вярна. « 
Нека n>.2. Тъй като 

A=L+1 (=2, 3,..., n), 

то 1--а; 4-b; , при което a5 @g...,q,; (ἃ CIEMEHTH 0Τ I, а 

by, by,..., b, са .съответно OT Iy, .fy ..., /„ Torasa 

T 1=(agtb)as+by)... (@b y=bb;...0.+a, 
където а € сума OT произведения на елементи, поне един OT кои- 
70, е обезателно ,.някое a; ЕЛ (2=<i=<n). Следователно елемевтът 

.q принадлежи на идеала Л, а произведението 0,65...0, се съдър- 

- 

n 

жа в сечението ( /, , Затова единицата 1<-0,83... 6„ Ра на А се 
12 

. μ . 

-съдържа в.,илдеала 1,+"П . Оттук Следва, че А съвпада с този 
1Ξ} 

‘Hpeads, T. €. и . 

- ! A=[|+fi [l' 

=2 

. n 

„Съгласно доказаното при 71Ξ-2, приложено 3a идеалите Л и Q I 
Н i= 

Ἢ елементите 1 и 0, B пръстена A съществува такъв елемент X, 

че разликите X;—1 и х-0 ех) принадлежат съответно на идеа- 
л 

-лите Л и Π [, T. е. елементът X;'C€ съдържа в идеалите Iy, Iy, 

i=2 и 
-« ., Дь а разликата x;—1"e елемент от идеала Л. По същия Ha- 
чин се намира ,елемент Χ, който се съдържа в идеалите Д, Г 

..у Пъ Плъ ечеа I, а разликата %;—1 e елемент ΟἹ [;({=2, 3, 
-» . « з n). Тогава.елемевтът 

X=CX+ суХа. . „ СаХа 

ὍΤ пръстена А притежава необхкодимите свойства. 
Действително разликата 

еее жа ч.. « Се ЗС =) 61 Хе е - Ἔ 

| +е %, | 
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се съдържа B идеала [, тъй като елеменвтите Xy, Ха - . . Хра 

Хъе Ха €@ 0Τ ἦμ Теоремата е доказана. 

Два идеала 1 и /Л на даден пръстен Д се наричат взаимно 

прасти, ако /4/--4. Например ако л и : са две взаимно прости 

цели числа, то не е трудно да се види, че  сумата на главните 

идеали (п) и (т) на пръстена 7 съвпада CBC 7, т. е. идеалите (1) 

и (т) са взаимно прости. . 

Cnencteue 5. Нека Ае произволен npscmer. с единаица, а 

Iy I . o ., 1, са два по два взаимно прости идеала в A. Toza- 
n 

ва фактор-пръстенът Al Де азомо „фен на директната су 7 ἐ : J 

ма A THPAI LD . . . G—)A/I,,= на фактор-пръстените АН, All, 
.. АН ' \ 

Доказателство. Hexa φ, : 4 - , е eCTeCTBEHHAT XOMO-. 

морфизъм на пръстена A върху неговия фактор-пръстен А!) 

Дефинираме изображението @ на пръстена A в пръстена 5-А р 

Ф4/1,Ф. .. Ф4//, с равенството 

(@)= (o1 (@), фа(4), « - -+ и (@)} 
3a всяко a € . 

3a да YCTAHOBHM верността на твърдението, достатъчно € да 
л 

покажем; че фе хомоморфизъм на А върху S с ядро Кег p= Π Л. 
i=1 

тъй KaTO B такъв случай TC ще следва непосредствено OT Teope- 

мата за хомоморфизмите. ' 

Нека s={c,+ 1, ορτξ Ге . . .а с) е произволен елемент” ΟἹ 

пръстенва S, където с;,Е А (Ξ 1, 2, . . ., n). Съгласно предната тео- 

рема съществува такъв елемент х от A, 88 който разликата Х--с) 

принадлежи на /, за всяко #--1, 2, .. ., п. Това означава, че х+4 

Ξ ἘΠῚ 1. е. . 

) =x+h =c+i=pc) (=12, ..., n) 

Тогава ᾽ , . 

φίχ)εείφι (X0 P9y (N =(er +Л Ἔ ν v s се L) =S5 
Следователно ¢ e изображение на A върху пръстена S. Or друга 

страна, ! И 

¢ (a+b)=(p(a+b) 9 (a-+b), ..., ф.(а+6)- . 

Ἐξ (ρ,(6) Ἐφι(6), ч. (@ - φρ (0), - - . φεία) Ἐφ, 0)) . \ 

τεί(φείω), фе (а), « - . Фя (а))-+(41(0), «а (B) - . . (D))= 

-Ф(а)+ ф (6). 
По същия. начин се проверява, че 

. ¢ (ab)=9(a) (6) 
и следователно ф е хомоморфизъм Ha пръстена A върху“пръсте- 

на 5. 
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За да намерим ядрото ker ¢, ще отбележим, че нулата 0 η 
пръстена 5 е (fy, / . . ., 1,). Елементът х от пръстена A при- 
надлежи на ядрото Кег « тогава и само тогава, когато ф(х)-(х-Л, 
Хе o X LY=(l, Гъ . . ., I)=0, 1. е. точно тогава, когато 

χαὶ (i=1,2,..., п) което е еквивалентно с условнето x€ Π] 
« =1 

Следователно Кет :р=П /. От теоремата 88 хомоморфизмите по- 
11 

лучаваме, че , 

А/( ай )gs, ; 
i=1 

с KOETO CHEACTBHETO € доказано. 
Следствие 6. Нека А е произволен пръстен с еданица u 

Iy Гъ .. 1 са два по два взаимно прости идеала на А. Ако 

сечението Π 1; cegnada- с нулевця udean (0) на A, то пръсте- 

нт А е пзаморфен на директната сума А/!19А//263. .. A, 
на фактор-пръстените Afly, Ally, . .., Ajl, 

„Действително фактор-пръстевът HA A по неговия нулев идеал 
е изоморфен на А и остава да се приложи предишното твърде- 
ние, 

§ 8. Полета. Характеристика на поле. . 
. Линейна алгебра над произволно поле 

. Важен клас от жомутативни пръстени с единипа е класът 
който ще разгледаме в настоящия параграф. : 

Определевие 15. Комутативният пръстен Р с единица ще 
наричаме поле, акс единицата не съвпада с нулевия елемент Ha 
P и всеки ненулев елемент на Р е обратим, т. е. Р е поле, ако 
мултипликативната му група Р“ съвпада с подмножеството 
PN\J{0} oT ненулевите елементи ва P, 

Примери : . 
1. Пръстените Q, R, С ca полета. : 

. 2. Множеството Ὁ () от всички комплексни Ччисла „а+0Е с 
произволни рационални а и b е поле, Това поле се нарича поле 
на гаусовите чисела. 

3. Множеството () (ν2} на реалните числа от вида a+ b2 
C произволни рационвални а и b e поле. 

4. Множеството от два елемента, които ще означим Ο Ὁ 5 1, 
е поле при следното дефиниране на операциите събиране и умно- 
жение: 

040=14+1=0; 1 +0=0+1=1; 
0.0=0.1=1.0=0;1. =1 

5. Множеството OT всички матрици от вида 
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( а b) (a, bER) . Ν 

-6 а 

е поле по отношение на обикновените операции събиране и умно 
жение на матрици, 

Задача, Докажете, че полето С на комплексните числа е 
изоморфно на полето OT пример 5. - 

Задача. Да се докаже. че следните пръстени не са полета: 
пръстенът Z, пръстенът, който се състои от един-единствен нулев 
елемент, пръстените #(4, Ζ[χ], Ο[χ], Rix). Clx}, 2Ф7. #0, 1]. 

Твърдение 6. Полетата не съдържат делителци|на кнула- 
та й следователно в тях € в сила 3GKOHBM 30 съкращаване 
на ненулеви елементи. 

Нанстина, ако a=0 и ab=0, като умножим двете страни на. 
това равенство с а7, ще получим й -0. Втората част на хЧър;ш:- 
нието следва от предложение 4. 

Теорема 7. Всеки краен комутатаивен пръстен без дели- 
тели на нулата, който съдържа поне два елемента, е поле- 

Доказателство. Нека А е комутативен пръстен без де- 
лители на нулата с л елемевта и n>1. Да вземем произволен не 
нулев елемент а от А и да разгледаме подмножеството Да or 
всички елементи на A от вида ba (БЕ A), т. е. 

Aa={ba|b¢ A). 
Тъй като A не съдържа делители HA нулата, TO веички елементи 
на подмножеството Да -са различни, тъй като OT «Х)а-хьа 
Съ хъ Е А) следва, че x;=Xx,. Затова A и Аа съдържат по равен брой 
елементи. Оттук следва, че А ->Да. Понеже ав A=Aa, 10 А съдър- 
жа такъв елемент ¢, че а --еа. Ако й е произволен елемент от А, 
то ba=bea и съгласно твърдение 6 заключаваме, че b=be, т. е. 
ее единичен елеменг" на A. Но е се съдържа и в подмножество- 
то Aa. Затова съществува такъв елемент ¢ €A, че e=ca. С това 
показахме, че A е пръстен с единица и всеки негов ненулев eJe- 
мент е обратим, т. е. А е поле. Теоремата е доказана. 

I Я b В произволно поле P може да въведем частно — при а--0. 
b 

По определение полагаме 7:1„1-1. Лесно се доказва, че в по- 

лето P се Запазват всички правила за опериране с дроби: 

1) =-7 тогава и само тогава, когато ad = bc; 

a η ac 

8 τ -ъв 
-а а а 

Нека Ре произволно поле, а е € неговият единичен елемент. 
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Ако всички цели кратни на единицата Ha " полето Р са различни 
елементи на полето P, Ὑ. е. те4-пе при т:*:п (т, n¢Z), кавваме, 
ае полето Р има характеристика.нула. Ако обаче съществуват 
такива цели числа m и N, че m>n, не B Р εἰ в сила равенството 
me=ne, τὸ (т--п)е-0 и следователно в Р съществува такова 
положително KPATHO на единицата, коета е равно на нула. В то- 
зи случай Р се нарича поле с крайна характвристика р, ако 
ре най-малкото естествено число, за което ре--0, 

Примери 
1. Всички числови полета са полета с характеристика нула. 

Такива полета са например Q, R, C, 0(0, QS\IQ) и Τ᾿ н. 
2. Всички крайни полета са очевидно с |крайна характеристие 

ка. Например полето от- no-rope разгледания пример.4 има ха- 
рактеристика 2. Не е трудно да се провери, че фактор-пръстени- 
те Zy, Zg и Z; (виж примера от 6 4), Τ. е. класовете остатъци MO 
модул 2, Зи 5,' Ca полета CHOTBETHO с характеристики 2, 3 u “5. 
Изобщо, ako р e просто число, по-нататък ше докажем, че фак- 
„тор-пръстенът 1, е поле с характеристика р. 

Съществуват и безкрайни” полета, който имат крайна Xapak- 
теристика. 

Твърдение 7. Ако полето Р ама крайка характеристика 
р, числото р e просто. 

Доказателство. Да допуснем, че ч слото ре съставно . 
Тогава p=st(1<:<p, 1<1< )) п 0=ge=(sfle=(se).(fe), където 
последното равенство следва от ¢epmyna (1) и § 2. Понеже B 
полето няма делители на нулата, 10 se=(0 ули fe=0, което Npo- 
тиворечи на определението ка характеристпката. . 

Твърдение +. Axo xaparmepicmuxama на полето P e равна 
на p, 30 всеки елемент а от ROEQ поле ев сила равенството 
pa=0, Ако обаче Р е поле с характеристика 0 и a¢P, an e 
цяло число, от п-+0 к a0 следва na==0. 

Доказателство. В първгя случай, като прихожим форе 
мормула (7) на 6 1, получаваме, че 

pa=plea)=(pela=0.a=0. 

Ако P uma характеристика 0, OT равенствата 

na=n (еа)=(пе)а=0=0 а (а5-0) 

следва, че пе-:(), което е възможно само при =0, 
Полетата са пръстени, които по свойствата си са най- -близки 

до числовите пръстени Q, В и C. Това особено силно се изразя- 
ва в линейната алгебра — много OT теоремите на тази област на 
алгебрата остават верни и за случая, когато основното поле е 
произволно. При това доказателствата в този случай почти дос“ 
ловно повтарят тези в случая, когато основното поле е полето R 
на реалните числа. Накратко ще споменем HAKOM от твърденнията, 
които остават в сила за произволното поле Р (виж. [14]) 

1) метода на Гаус за решаване Ha системи линейни уравне- 
ния; 
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2) теорията на детерминантите; 
3) правилото на Крамер; 
4) теорията на, лп-мерните векторни пространства (линейна 3a- 

висимост на вектори, ранг на система вектори и т. н.); 
'5) теоремата 3a ранга Ha матрица и общата теория за систе. 

„мите линейни уравквения; ' 

6) резултагите за алгебрата на матриците; . 

7) определението Ha линейно NPOCTPAHCTBO, 'TEOPHATA на ли- 
нейните пространства и техните линейни преобразувания. 

Трябва да отбележим само, че известното доказателство на 
твърдението, че една детерминанта € равна на нула, ако Два нейни 

реда .са равни, не е приложимо, когато, характеристиката на ос- 
новното поле-Р е равна на две, въпреки че твърдениеточе вярно 
и в този случай. Освен това всяка неопределена спстема .Ъь%йни 
уравнения. над полето Р има краеп брой решения, ако P e край- 
но, и безкрайно много решения--в противополсжния случай. 

§ 9. Полиноми на една променлива 
над комутативен пръстен 

' 

Понятието полином с числови коефициенти на една промен- 
лнива лесно и естествено се обобщава с въвежданета на полиноми 

„ на едва променлива с кобефициенти от произволен пръстен A По- 

нататък за простота на изложението ще предполагаме, че А е 

комутативен пръстен с единица . | 

Да допуснем, че 4 е подпръстен на комутативния пръстен 

В и единицата на A e единица и на пръстена В. Тъй като сече- 

ние на подпръстени на В е подпръстен на B (докажете това!), 

то за всяко подмножество У на B има най-малък подпръстен ца 

B, който съдържа подмножество Y. Този подпръстен е сечение- 

то на всички подпръстени на B, които съдържат Y, и за него 

се казва, че е подпръстенът на B, породен от подмножествато 

Y. В частния случай, когато У се състои от елементите на под- 

пръстена А и един фиксиран елемент O от B, минималният под- 

пръстен, породен от А н b, се означава с А(6). По този начин 
A[b] е минималният подпръстен на B, KOHTO съдържа 4 и еле- 
мента b. Ако ὧρ, а .. ., @, (п2:0) са елементи от A, ясна e, че 

елементът а,+а0-+а82+.. .+a,b" се съдържа в А|0), Подмно- 
жеството OT всички елементи Ha B, които могат да се запишат 
по този начин, съдържа А кн елемента #-0-1.6. Тъй като cy- 

ма, разлика и произведение HA, елементи OT това подмножество 
се записват също във вида а,+аф8-+...-а,0” за подходящи 

а, Ay - . -5 G, 0T А и п:--й0, това подмножество е подпръстен 

на B, който съдържа A и В и който се съдържа в 4 [8]. Но 15) 
е минималният подпръфтен на В със свойството да сълържа A 
и b и затова А |0) съйвпада с подмнежеството от елементите на 

B от разглеждания вид, т. е. 

Albl={a,+ab+. . .+а.6" |а,6 А, n=0,12"...} 
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Ясно e, че нулевият елемент Ὁ ὰ B 32 всяко неотрицателно цяло 
число п се записва във вида 0=040.5+ ... +0.56" Ако това 
е единствевият начин за записване на вулевия елемент като еле- 
‘MeHT на A[D], то 58 & казваме, чее турансцендентен елемент над 
пръстеца A. Когато В e трансцендентен над пръстена A, пръстенът 
A|b] се нарича пръстен на полиномите на елемента b над A,a него- 
:вите елементи — полиноми на # с коефициенти οἹ A. B този слу- 
чай всеки полином f € A6} на b се записва във вида f=ay+a,b 
4. .. а,6" (nz=0, а, €A) и тези запис е еднозначен в следния 

«мисъл ако =@y ab+t. . .ал6” (а:6А) е npyr sanuc на / 
жато полином на &, 10 B сила «са следните две условия; 

1) ако а; %0, то m=i и а: =a; ; 
2) ако a;#0, то nzj и a;=a; 
Наистина ΠΡῊ nz=m от равенството ao+a1b+. φ Ἐ, ἢ 

@b, . .+ а0" следва 0-:(4,--4,)+(а-44) b+. . .+(ба--ад)0” 
+ ааа 8"+ . .4а.6". TloHewe b по предположение е трансцен- 
девтен над A, от последното равенство следват равенствата 

“αο-- οτεῦ, al—a,—O e йл 0, =0, йл =Qpie= - ..=a, =-O 
т. е. условие 1) -e в ,сила. По същия начин се вижда, че условие” 
2) е в сила, когато N πῖί. ι 

Не e трудно 24 «се види, че пръстенът на полиномите над A 
на един трансцендентен над А елемент & с точност до изоморфизъм 
-HE зависи -OT конкретния едемент b. Действително ако A e под- 
TIPBCTEH и на комутативния подпръстен [, единицата на A e еди- 
ница и на D, а d€D e трансцендентен елемент над A, τὸ съще- 
„ствува такъв изоморфизъм φ: А|5)--4А(4а) на А |6) върху А(4), че 
+(а)--а за всяко-абАнеф(О)--4. 3a всеки елемент f=a,+ab 
+. . .+ayb” от Alb] usouopcbusmm ф се определя с DPaBEHCTBOTO 
Ф (-а+4а+...4а,4”. Проверката, че фе коректно определе- 
Ἣ изображение и е изоморфизъи на пръстена A[b] върху пръ- 
„стена А|4), e проста п се извършва непосредствено. 

Посочената- независимост на пръстена на полиномите над 4 
гот конкреткия трансцендентен елемент ни дава възможност с х 
„да означим кой да е трансцендентен елемент над A, а ¢ Alx]— 
гтръстена «на полиномите на х над Д. Често за х се казва, че е 
променлива, като -€¢ подразбира, че х може да бъде, произволен 
сгрансцендентен -element над пръстена А. За А || се казва, че е 
тпръстен на полиномите на една променлива х над A. 

Ако - 
(1) 2(х)-а-аж+. . .--а,х” (а,в А) 

Ἔ полином ΠῈ х -на A, то елементите Qp, аь . . -, G, се наричат 
„коефициенти "на f(x). Ако 4, е последният ненулев KOe(HUHEHT 
гна f(x),To a,ce нарича стариш коефициент, а„х”-старши ΥΤ 
гна 7 (х), а #--степен на f(x). 

Под степен ‘Ha нулевия полином разбираме символа — 00, а 
гпод старши. коефициент и старши член — елемента 0. 

” Ako 
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(2) - g(xX)=by+bx+. . Ἐ, χ (δὶς А) 

е също полином на X над A, то f(X)£(¥)=Co+ χ ε. ἘῈ ааа 

където 

, Е Σ α,ι8) (k=0, 1, . . .,.n¥+m).. 

i+i=k 

Тъй като полиномът не се изменя при прибавяне" на събирае-- 

My ΟΤ вида Ох“, можем да считаме,. че 
Ν 

7 (x)=Za.~ Xt ε(χ):Σὗ, ΕΝ 

i=0 Ее щ 

където r=max{m, n},.a; =0 upn-i>n и b;=0 npw j>\n. Тогава: 

За сумата f(x)+g(x) имаме \ 

. Х 

709+а03) Σ (e +b) χ: 
i=0 

Често BMecTo 3anuca (1) Ha полинома f{X) се използ ува н за“ 
πης с обратна номерация на коефициентите, T. е. . 

а) ПТ ЕК 

Няма JI‘a приведем доказателствата на следните“ TPW важни” 

твърдения, тъй като те са напълно аналогични на доказателст- 

вата на съответните твърдения за полиноми с числови" коефн-- 

циенти, | ο 
Теорема 8. Нека A e област на цялостност. Ак f(x) и 

g(x) са два полинома на х с коефициекти от. A, то | 

deg[ f(x) +g (x)|<max {deg f{x), degg(x)}, 

deg [ f(x) g (x)]=deg f (x)+deg g T}, 
Следствие 7. Ако A e област на цялостност, то пръсте- 

нът А|х) e сещо област на: цялостност." 
Теорема 9. Нека Р е процзволно поле; а f(x) и glx) са. 

полиноми с коефициенти от P, при което g(x) e ненулев. поли- 
ном. Тогава съществуват такива единствени полцноми д(х) а: 
r(x) с коефициенти om P, че 

/(х)--4 (x) Е(х)+г(х)ъ degr(x)<deggtx): 
В определението на пръстена на полиномите H3JL комутатив-- 

ния пръстен A се изисква съшествуване на трансцендентен еле-- 
MeHT над А. Да се занимаем сега с въпроса за съществуване "на 
такъв елемент. За всеки комутативен пръстен А с единица ще-“ 
покажем конструктивно, че съществува пръстенът Alx] на поли- 
номите над А на една променлива X, Τ. е. ще покажем, че съще- 
ствува трансецендентен елемент над A. 

Да означим с G множеството. от всички редици (аф, й йз,...)2 
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от елеменвти на A, в които само краен брой компоненти а) са- 

различни от иулевия елемевт на A. Ако f=(a, ар йл ...} и 

g={(bps by, by, . . .) са два елемента OT Ὦ, To по определение поз- 

лагаме . ͵ 

frg=(a,+by ay+ by а,+бъ . .. ) 

7876у сь съе) 
където 

Тъй като краев брой от компенентите на ἐ и g са различни OT 

нула, само краен брой и от компонентите на f+g и fg ca paz- 
лични.от нудла, T. е. f+g и fg са елементи на G. С непосредст- 
вена проверка се установява, че спрямо въведените операции съ- 
бираве и умножение С е комутативен пръстен. Нулев елемент 0 
на този пръстен е редицата (0, 0, 0, . ..) с нулеви компоненти,, 
а единичен елемент с редицата (1, 0, 0, .. .) Изображеннието 

в:4-„й, определево с равенството of@)=(a, 0, O, . ..) за всяко- 

абА, € хомоморфизъм на пръстена A в пръстена G, който изо- 

бразява различни елементи на А в различнви елементи на G, Сле- 
дователно 4е изоморфен на полпръстена на G, съставен от всички 
редици, компонентите на KOHTO с номер, по-голям или равеп на 
1, са нулеви. Затова можем да отъждествим псеки елемейвт а на 
А ς неговия образ (g, 0, 0, . . .) при с и. да считаме, че А е под- 
пръстен на (. Очевидно единицата 1=(1,0,0,...) на Ае 
единица и на С. Ако абА, а f=(ay ар й . ..) е произволен 

едемент на G, то ΟἹ определението на произведение на елементи на 
С следва, че а/-4а, 0, 0, ..) (а,. а й» ...} ={00y Π ай . . .), 
T. е. елементът а от A умножава елемента f от G, като са се 
умножава всяка компонента на f. Да означим С х елемента 
(0, 1, 0,...) 3a всяко естествено число м имаме х"-(0, 0. 
..., 0, 1,0,...), където всички компонентя са нулеви освен 
тази ¢ HOMep 7, която е правна на единица. Полагаме x°=(1, 0, 

0, .. .)=1. Елементът х от G е трансцендентен над А. Наистина 
ако ааае . ., +a,x"=0, където а; ¢ A, то лявата страна на 
T0BA равенство е редицата (а, ар..,..ай 0,...) и тя е равна на 

“улевия елемент 0--(0, 0....) на G тогава и само тогава, когато 

fy=@,= „ . .=a,=0. Следователно подпръстевът Afx] на Се 
Пръстенът на нолиномите на елемента х над пръстена А. Освен 
Това не е трудно да се види, че Ο- А(х), С това доказателството 
За съществуването на пръстена на полиномите на една промен- 
TMBa над комутативния пръстен А е завършено. 

Формално алгебричното въвеждане на полиномите над произ- 
:Олен комутативен пръстея А с единица, което изложихме, тук 
ц2.цеобхолумост се налага поради невъзможността да използува- 

THXHOTO теоретико-функционално въвеждане. За числови пръс- 

и 1 
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"“тени двата начина са еквивалентни, HO за проиЗволни комутативни. 
пръстени такава еквивалентност не съществуна. Действително 

нека /(х)-224-1 и g(x)=x+1 са полиноми над полето Z,. Поли. 

номите f(X) и 2(х) са различни от формално алгебрично гледище, 

тъй. като съответните им коефициенти не са равни. Но f(x) 

и 2(х) съвпадат като функции, определени в #» Защото 

:7(0)- #(0) --1 и f(1)=g(1)=0. За безкрайни полета обаче бихме 

Ммогли 18 въведем полиномите и теоретико-функционаляно, T. g, 

да ти дефинираме като функции ΟἹ специален вид й да ги отъж- 

дествяваме като функции (без да използауваме коефициентите), 

Това твърдение се съдържа в -следната | 
Теорема 10. Полинотмите f(x) & g(x) ¢ коефицйенти от 

безкрайното поле P εὰ равни тогава и само тогава, когата 

Л(х) v #2(х), cesnadam като функции, дефинирани в ἢς 
Доказателство. Heka “ 

flx)= Zai ж. g(x) =Zb,— ж. 
i=0 =0 

Ясно e, че ако полиномите f(x} и g(X) имат еднакви коефи. 
циенти, те съвпадат и като функцин. . 

Обратно, Hexa полиномите f{X) и g(X) ca равни като QYHKIH 
т. е. fo)=g(e) 32 всяко «ЕР. Тъй като P e безкрайно поле. 

можем да подберем в него n+1 различни елемента &g ἄμ ...«, 

{0 хл #4-/). Разглеждаме системата ” 

.‘lxo-f-aoxfi—o:;‘;x?-l- e еа / (ao):—’g(“o) 

XodopXy+ αἶχ Ἔ . . +aix,=f (@) =8 () 

ЕЕЕ e 

x0+“nxl+“?,xfi+ .. +“an=f(“n):g ία,) 

ot n+1 линейни уравнения С #41 нензвестни Χ, Xy, . . ,, 15 

Тази система има едно-единствено решение, понеже за детерми 

нантата й като детерминанта на Вандермонд имаме 

1 ἂρ o ... of 

1 o αἷ...α;’ Ξ 

Ho (а аь - - ..а,) и (Bo by, ..., ) ca решевия на горната 
„система и затова те съвпадат, T. е. dpy=by ay=by, .. ., ае 
„Следователно двата полинома f(x) и 2(х) съвпадат. Теоремата “ 
Ддоказана. “ 5 Ξ ΞΗ 
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§ 10. Поле от частня 

Нека Р е произволно поле. Тъй като P e комутативен пръ- 
-стен без делители на нулата, всеки негов подпръстен е комута- 
гтивен и е без делители ,на нулата. Интересно е да отговорим на 
-следния въпрос: axo A е комутативен пръстен без, делители на 
нулата, съществува ΠΗ поле P, в което А да бъде подпръстен 
или А да бъде изоморфен на някой подпръстен на полето , 
Ще покажем. че този въпрос има положителен отговор. 

"Нека А е пенулев комутативен пръстен без делители на ну- 
«„лата и 

A;={(a. b)|a, Ф6А, 6-0) 
.е множеството ΟἹ всички наредени двойки (g, 6) с елементи а и 
& от пръстена A, където b==0. По-нататък, без да отбелязваме 
винаги, ще разглеждаме само такива наредени лвойки (а, b), за 
които а, €A и ὅΞ0. Ще казваме, че две наредени двойки (а, b) 
μ (с, а) са сравними помежду си, което ще записваме (а, b)= 
~={c, а) тогава п cam~ тогава, когато ad=bc, Веднага се праверя- 
ва, че релацията ,==“ е релация на еквивалентност, T. е. 

) (a b)=(a, #) 
2) ако (a, b)=(c, d), то (¢, dy=(a, b); _ 

. 3) ако (α, b)=(c, а) и (ε, ε) εί, ), 10 (1, B)=(e, f). 
3a да докажем например свойство 3), достатъчно е да забе- 

лежим, че първите две релация в 3) са еквивалентни“ съответно 
на равенствата ad=bc и ¢f =de. Като умножим първото равенство 
с елемента f, а второто--с елемента b, ще получим (ad)f= 
=(bc) f=b(c fy=b(de), т: е. (ad)f=b(de). Тъй като A не съдържа 
делители на нулата и #40, то а/-фе и затова (а, b)=(e /). 

Известно e, че всяха релация на еквиваленгност, която дей- 
гствува ь дадено множество, разлага това множество на непреси- 
чащи се класове от еквивалентни помежду си .еглементи. Нека P 
е множеството на всички класове, на които се разбива множе- 
ството А, през релацията =" Да означим с [a, b] "класа от 
всички наредени двойки OT A,, които са сравними C наредената 
,„двойка (а, b), т. е. - 

la, b]={(x, 2/) | (x, 3)=(a, B)}. 
Както обикновено, Hapencnara двойка (α, by ще наричаме 

представител на класа [a, δ]. Ще докажем, че в P могат да бъдат 
-определени операции Сьбиране и умножение, така че спрямо тях 
τὸ да бъде поле. За целта да положим „ 
(1) [a, Dl+[e, d]=[ad+bc, bd), 
) la, 6) е, d}=[ac, bd). 
Knacopere B десните части на (1) и (2) съществуват, понеже 

64-4-0. Най- -Hanpex трябва да YCTaHOBHM, че операциите събиране 
W "умножение с4 дефинирани коректно чрез фооиулите 1), т.е. 
“е не зависят от избора на представителите на отделните класоне 
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Действително нека (а, bl=[a,, o] н e, di=[c,, «) т. е. 
(a, by=(ay, by) й (¢, d)=(c,, 4). Необходимо е да докажем, че: 

() |аа + 6с, bd]z[q‘dl-i—blcl, διά,], ¢ 

@ - [ac, bd)=[ay,, #14)). 
Or (a, b)=(ay, 9) и (с, d)=(c;, dy) следват равенствата. 

(3) ай) --аф, cd,=c,d. 

Тогава равенството (1) е изпълнено, защото εᾶ сравнимк: 
съответните им представители, T. e, - 

(аа + 6с)ща)- (4а1а, + byc)bd. 
Наистина 

(аа4-6с) bydy = (aby) 4а, + (bby) са, = 

={a,b)dd; + (bby)erd = (a,dy + byey)bdl. 
KBLAETO при BTOPOTO PaBEHCTBO са използувани равенствата (3).. 
ὑν еАналогично равенството (2) е изпълнено, защето 

achdy = (аб6))са;- (а.6)с,4<- (04)ас, 
T. e CpaBHUMH Ca наредените двойки (ac, #4) и (ась 644)). 

Твърденяе 9. Множеството Р е поле относно определе-. 
ните чрез (1) а (2) операции събиране и умножение. 

Доказателство. Лесно се проверява, че събирането и. 
умножението в Р са комутативни и асоциативни. Освен това н. 
сила е дистрибутивният закон 

_. Фе +е 4е fl=la, t]le, 21-Ὲ , аЦе, Л. ὃ, d, /4-0. 
Действително 

(a, b]__-;—[c, dl)[e, fl=lad+bc, bdlle, fl= 

| =lade+bee, bdf], 64/+4-0. 
3a дясната страна получаваме същия резултат: 

| blle, ΠΈ[6, dlle, fl=[ae, 6 Л+(Гее, аД- ” 
=laed f+b fee, 5/а Д --|айеч-бсе, bd 1 . 

където B последното PABEHCTBO сме използували факта, че двата/ класа имат еквивалентни представители, 
Нулев елемент в Р(4-) е класът 0=|[0, &}, а класът [—a, 5) е противоположен на (а, В), т. е. [—a, 6)---#|а, b], Лесно се прове- рява, че класът e=|a, а| е единичен елемент OTHOCHO умножение-- то, а обратен на (а, b] при а--0 е класът (6. а), защото 

. [a, 61(6, a)=[ab, ab]=e. 
Твърдението e доказано, . 

Задача. Докажете, че (а, --0|-- -(а, #6) 
Твърдение 10. Полето Р свдъьржа подтръстен, който e 

изоморфен на пръстекна A. , : 

͵ 
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Доказателство. Нека с е фиксиран ненулев eneMeHT 
Ὅ А. Разглеждаме изображението ¢:A—P, което на всеки еле- 
мент а от А съпоставя класа [ac, Ο от P, т. е. ¢(a)=]ac, ¢]. Не е 
трудио да се провери, че изображението ф € съгласувано с ой- 
фрациите в A и Р. Действително 

φία - δ) τε[(α -Ὁ ὅ)ε, c]=[ac, c]+|be, с)-- φ(α) 4-(6), 
Ф (ab)=[abe, c]=|ac, c][be, ε} τεφί(α) ¢(b). . 

«Следователно ¢ e хомоморфизъм Ha пръстена A B полето P и за- 
това образът Im p=2p(A) Ha пръстена 4 ще бъде подпръстен Ha 
P. Ho ¢ еи взаимно еднозначно изображение. Наистина ако 
φία) τε φίδ), то {ac, 7 Ξ , с). Последното равенство показва, че 
«наредените двойки (ас, с) и (bc, с) са сравними, т. е. ас“--0С2, от- 
където следва, че а--ф. 

По такъв начин се убедихме, че фе изоморфизъм между 
пръстена 4 и подпръстена «(А) на полето ὶ Твърдението е до- 
казано. . 

Определение 16. Полето P се нарича поле om частни Ha 
пръстена 4. 

Като обединим резултатите от предишните две твърдения, 
получаваме 

Теорема 11. За всеки комутуитивен пръстен А без дели- 
тели на нулата съществува такова поле Р, което съдържа 
подпръстен, изоморфен на пръстена A. ᾿ 

Наистина ako A е нулев пръстен. ΤῸ нулевият подпръстен 
на всяко поле е изоморфен на А. Ако А е ненулев нръстен, то 
полето OT частни Р на NpbCTeHa A съдържа подпръстен, изоморе 
фен на A 

Лесно се вижда, че изоморфизмът ф OT доказателството на 
твърдение 10 не зависи от игбора на ненулевия елемент сЕ4. 
Ако отъждествим всеки елемент а от А със съответния му еле- 
мент «а) --(ас, ¢] от P, т. е. ако положим a=lac, с), те A може 
да се разглежда като подпръстен на полето Р M в такъв случай 
<Te казва, че пръстенът A е вложен 6 полето P. Тогава 

la, #1--(ас, 2(е, be)=lac, c)lbe, с|7-а871,3 

. € всеки елемент |а, b] от полето Р се записва във вида аб77, 
където а, РЕДА.и b30. Например пръстенът 7 Ha целите числа 
се влага в полето ( на рационалните числа и () е поле от часте 
ни на пръстена 7. В този случай вместо класовете [a, b), а, #6 Ζ 

{6==0). се употребяват символите -:-, наречени, рационални числа 

(дроби). Не е трудно ,.да се съобрази, че формулите (1) и (2) 
съотвеТтствуват тонно на правилата 88 събиране и умножаване. 

Ha дроби. Рационалното число ξ също представлява клас OT на- 

-:-=% 88 всяко цяло число c=0. По съ- 

ЩШ( начин полето О(4 на гаусовите числа е поле от частни на 
Пръстена Ζ (f) на целате гаусови чясла. - 
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ГЛАВА У 

ОБЛАСТИ НА ГЛАВНИ ИДЕАЛИ. 

§ 1. Елементарни свойства на делимостта 

Нека A е комутативен пръстен с единица. Ще waspawme, чег 
елементът b от А дела елемента а от A, ако а-бс, където ς 6 
също елемент от A. Ще казваме също , се дели на #“ или „ 
е делител на а“, което кратко ще записваме със символа bja и 
ще четем „Р дели а“. 

Задача. Нека А е комутативен пръстен с единица и 
а, 66 4. Докажете, че afb тогава и само тогава; когато (а)2>(6), 

Определение 1. Ще кгаваме, че елементът авА е асоциайран 
на елемента b¢A (пишем g~b), ако a=be, където ¢ е обратим 
елемент в пръстена А. 

Твърдение 1. Релацията „асоциираност“ е релация на eK=- 
вивалентност. 

Доказателство, Всекин елемент а може да се запише 
във вида а-а.1, T. е. а--а. Ако а---0, то а-е#:, където ве обра- 
тим елемевт. Но 271 е също- обратим Η #--4271 т. е. b~a. Ако 
a~b и b~c, τὸ а- Ре и ὃ -сСв,. където г) и 35 са обратими еле- 
менти. Тогава а- с (8) #)) и тъй като елемевтът г;)е, е обратим, 
то a~c¢. “ 

, Теорема 1. Елементате а й b om областта А на цялост- 
ност са асоциирани тогава и само mozasa, когато аф и bja.. 

Доказателство. Ако a~b, 10 и b~a, а or определение- 
TO за асоциираност непосредствено следва, че а/6 и 0/а. 

Обратно, нека afb, bja и b=ad, a=be, където ¢, d¢ А. Тога- 
ва @=bc==adc и следователно а (1--4с)--0. Ако a=0, 10 b=0 и 
затова a~b. При а-0 от , равенството а (l—dc)=0 следва, че 
I=de, понеже пръстенът А е без делители на нулата. Това по- 
казва, че елементите 4 и с са обратими н a~b. Теоремата е до- 
казана. : 

Следствие 1. Ако А е област на цялостност, то главни- 
те идеали (а) и (b) съвпадат тогава и само тогава, когато 
a~b. Ке , : 

Действително равенството (а)-(0) e изпълнено точно тогава,. 
когато (а)<-(6) и (b)<(a)- Но тези условия ca еквивалентви на 
условията аЕ (6) и 66(а), Τ. е. на условията 6/а и ajb. Caenova- 
телно равенството (а)-(6) е "равносилно на afb, b/a и твърдение- 
TO следна от теоремата. е ' 

Ще отбележим някои елементарни свойства на. делимоестта. 
1) Awo afb u bjc, то ajc. 
Наистина ΟἹ b=ad;, c=bd, следва c=add,, т. е. а/с. 
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По подобен начин се AOKa3BaT и следните свойства: 

29) Ако cla а cfb, mo сДа+6) 

3) Axo δία, то bjac за всяко сЕ4; 

4) Ако ς e обратим елемент, Mo в/а, където а е пройзво- 

лен, елемент на А; 
5) ако bja и в е obpamus еслемент, то 8 з/а. 

Нека а и b са два елемента на комутативния пръстен Д с 

единица. Те имат поне едян общ делител, например единицата.. 

Ако сред общите делители на двата елемента а H b има такъв, 

който се дели на всички останали, TOSH общ делител се нарича 

най-голям общ делител на елементите ай b (НОД). Най-голе- 

мият общ делител невинаги съществува. Това зависи OT свойствата 

на пръстева А и ΟἹ конкретните негови елементи а и Ъ. 

Да nonycHem, че елементите а и b притежават НОД. Един- 

ствен ли е този НОД? Ако а и а, са два НОД на а и b, от 

определепието на НОД следва, че 4 /йз и dyfdy. Ако пръстенът A 

е област на нялостнаст, TO оттук и теорема l, заключаваме, Че 

dy~d,. ῃ ᾿ .. 

Обратно, нека d е НОД на елементите g u b и dy~d, T. & 

dy=de, където г е обратим елемент на А. Тогава от dja и djb no 

свойство 5) следва, че 4/а и dy/b. Ако сЕ4 е произволен общ 

делител на @ U b, τὸ с/а и по свойство 1) ще имаме с/4. Caeno-- 

вателно 4, е също НОД на ай b. Така получихме CAEAHOTO 

твърдение: 
Твърдение 2. Ако А е област на цялостност и а, b са 

ὅμα елемента от A, за xoumo съществува НОД, то множест- 

вото от НОД на елементите а u b е пълен клас от асоции- 

рани елемента, т. е. съвпада с множеството от всинки aco- 

циирани елементи на произволен НОД на a 6. 

ΠὼῸ аналогичен начин се въвежда и понятието най-голям общ 

делител на няколко елемента @y, Qg ..) йл който се означава с 

НОД (аъ Qg3 «.νν ll,,). ' 

8 2. Евклидови пръстени 

Нека Z (i) е пръстенът OT комплексните числа от вида а+06. 
където ан b са цели. Вече знаем, че TOSH пръстен е област на 

цялостност. Ще покажем, че в този пръстен е възможно „деле” 

ние с кепълно частно и остатъкх“. 

Под норма на цялото гаусово число z=a+bi (a, 66 #) ще 

разбираме квадрата на модула му и ще я означаваме с N{(2) 

Τ. e, ' 

N(z)=|z|t=a?+ b . 

Очевилно нормата € цяло HEOTPHUATENHO число, което само тога- 
84 е равно на нула, когато числото Ζ е равно на нула. От свойст- 

Вата Δ модулите на комплексните числа непосредствено следва 

PaBEHCTBOTO ' . . 

.N{zt)=N@) N (), 
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:където 2, #62 (ἢ. 

"Теорема 2. Нека Е -€ произволно ненулево цяло гаусово 

число. За всяко « om Ζ (i) сеществуват поне две цели гаусови 

числа фи Τ, за KOUMO са изпълнени условията 

. z=gt+r, N{@)<N({). 

Доказат.елство. Да „разгледаме KOMIAEKCHOTO число 
Ζ 
Ξ +0i, където а и й са рационални числа. Затворените интер- 

вали [a——;—, α-{--ξ-]γ [-ὺ-ἑ,ὦ-{-ἑ] имат дължина елиница и 

затова съдържат поне по едно цяло рационално число. Некас и 

.d са две такива числа от Z, че # 

a——L<c<a+—1— b__L%dgb+—L, 
Е ЕЕЕ А ЕЕЕ 

т. е. |а-215--, [b—d|=-- 
1792 =2 

. Полагаме g=c+-di. r=2z—gt. Ясно e, че 4 и г прицадлежат 

ὰ Ζ () и #-4#4-г. Освен това —;—=-§~—q=(a-—c)+(b—d) 4. To- 

rasa ω:Ἕ-:(α-σ)”ψ(ὀ-ά)ἳἓ-ἔ--ι-ἑ-:ἑζι т. e. Ν(ηῆ«- 
+ 

< N (). Теоремата е доказана. . 

Тук трябва да отбележим, че B общия случай целите rayco- 

ΒΗ числа 4 и г OT доказаната теорема не са еднозначно опреде- 

„лени. Нанример ако 2-24-34 и #144 то 2-(24-2) #41 --ЗЕ--1 

и 1=ND=N(~1)<N(f)=2. Затова тук 4 и г.ве Се на- 

ричат непълно частно и остатък за разлика от случая C пръс- 

тените Z и ΡΪχ), където P e поле. Това различие обаче не се 

готразява съществено върху OCHOBAWTE свойства Ha пръстена Z (). 

Пръстените Z, 2() и P[x] (P е поле) ca едни OT най-важните 

примери за така наречените евклидови прастени. 
Определение 2. Областта на цялостност А се нарича евкли- 

.:дов престен, ако на всеки ненулев елемевт а ΟἹ А е съпоставе- 

но цяло неотрицателно число NV (@) (норма на а) и е изпълнено 

-следното условие: за BCEKH два елемента а, b¢A, където 0:0, в 

А съществуват такива два елемента « и т (не обезателно “едно- 

.вначно определени), че 

х 

« 

. a=bgtr 
м axo rF0, To N(r)<N (b). 

Примери 
1: Пръстенът 7 на целите числа е Февклидов — под норма на 

-щялото число т се разбира «неговата -абсолютна стойност [π- 

2. Пръстенът Ζ ( на целите гаусови числа е евклидов. ίτοος- 

грема 5). . - 

3. Пръстенът P[x] на ,;полиномите на една променлива над 
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,полето Ре "евклидов, "като "под "норма :на полинома f(X) се раз- 
.6upa неговата степен deg f (x). : 

, Всяко поле P .е евклидов пръстен, където HOpMara в P 
може да бъде произволна, например Л (а)-0 за всяко ав Р. 

Едно ΟἹ «:най-важните „свойства на евклидовите пръстени се 

,дава -OT «следната 
Теорема 3. Всеки два елемента а и В от евклидовия npsc- 

mer А притежават най-голям общ делител. 
Доказателство. Ако #-0, то НОД на а и b e равен 

-на а. 
Нека b==0. Тогава съществуват ¢y, /, € А такива, че а- 64 +ъ 

и ако л+0д, τὸ М(л)<М (δ). Когато r;==0, съществуват ¢z Ὠκ ὰ 

такива, че b=7 ζ9- 1y, и ако K0, τὸ N (13)<М (7)1). Korato r,=0, 
съществуват .95, r3€A такива, че Ξ 9 ῳ H ако га-+0, τὸ 

К (r;)<N (r;) .И 1. 1., Понеже в посочения процес на деление 
М (8)>М (@)>N(ra>... при т-0, 1ъ-0, ... и нормата на всеки 

ненулев елемент от А е цяло неотрицателно число, след краен 
":брой стъпки ще получим га+1-0, т. е. #p_y=gp11 7, По TO3M на- 

"чин .се получава следната система 'OT равенства и нперавенства; 

, «a=bg+r, М(тл)<К (6), 

ту фТ Мй)<К (7), 

у ς еТь N (1) <N (%), 

р Ве Гъ Чл;+2+г;+2„ А/(г„„)(.м (res1)s 

. ее ае ле ч че . . - 

Ἴπ'"ἓΐππ (rn)<N (rn-..l)w 
- 

ае ρα 

ΤΑ еРа ἤπᾶν 

Ще покажем, че последният ненулев „остатък“ r, ¢ НОД на 

"гелементите а и ὅ. Нанстина, като проследим предните равенства 

«от последното към първото, получаваме п,/г. ъ Р/ а . ее ἴ ἐ 

т./6, г./а, т. е. т. е общ делител на а Ἡ b. Обратно, ако а/а н 

-d/b, To като проследим равенствата от първото към последното, 

получаваме 4/гь 4/г. ..., 4/г.. Затова т, е НОД на a u b. Teo- 

“ремата е доказана. ; 
Описаният процес на последователно деление се нарича ал- 

горитъм на Евклид за намиране μ НОД на два елемента в ев- 
жлидов пръстен, # 

§ 8. "Области 'Ha TAABHH идеали 

"Пръстенът 7 на целите числа е област Ha ufi.n‘ocmocr, в коЯ« 

"то всеки идеал е главен. Нашата цел е да покажем до края на 

"тази -глава, че в пръстен Ο последните две свойства са в сила 

.всички основни факти (0T теорията 32 делимост Ha целите числа. 
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Определение 3. Комутативният пръстен A с единица се на- 
рича престен на главни адеали, ако всеки. идеал в А е главен, 
т. е. ако всеки идеал B А се поражда от един свой елемент. Ако- 
един пръстен на главни идеали е област на цялостносг, той се: 
нарича област на главни идеала. 

Примери - - 
1, Пръстенът Ζ на целите числа е област на главни идеали.. 
2. Хомоморфните образи 2. (12-1) на Ζ са пръстени на глав-. 

ни идеали. При това пръстенът. Z, на остатъните по модул 
n(n>1) e област на главни идеали тогава и само тогава, когато 
ле просто число. 

2. Всяко поле е област на главни идеали. ι 
3anaua. Докажете, че фактор-пръстен на пръстев на глав- 

ни идеали е също пръстен на главни идеали. 
Твърдение 3. Всеки евклидов пръстен е област на главна 

идеали. - 
Доказателство. Нека A е евклидов пръстен, Тогава A e 

област на цялостност и трябва да покажем само, че в А всеки 
идеал е главен. Нека / e пройзволен идеал на A. Ако Ге нуле-- 
вият идеал, то [ e главен и се поражда OT нулевия елемент на 
A, т. е. /-(0), : 

Нека ἠξεῦ. Нормите на ненулевите елементи от / образуват 
подмножество на множествота от всички неотрицателви цели 
числа. Затова в / има попне един невулев елемент а с най-малка. 
норма Л (а) Да разгледаме главния идеал (а), породен от а. 
Тъй като всеки елемент х от (а, има вида x=ra(r¢A н acl). 
в сила е включването (@) /. Нека y¢/ Понеже Д е евклидов 
пръстен, съществуват такива ¢, v ¢ A, че y=ag+r, Β΄ ᾶκο r.=0, та 
N (1)<А (а). Елементът r= у-ад се съдържа в идеала / Axc 
допуснем, че /-Е0. то к се оказва ненулев елемент в /, който има 
по-малка норма OT нормата на @, което с невъзможно. Следова- 
телно r=0 и у-дфав(а) Така получихме и включването [C{a). 

. Двете гключвания. показват, че / съвпада с главния идеал, поро- 
ден от а. Твърдепието е доказано. 

Нека А е комутативен пръстен с единица, а а), йз, ..., 4л 
са елементи ot A. С (ар a,, ..., a,) ще означазаме сумата (a,)+ 
+...+(a,) на главните идеали, породени ©T &, dg ..., @, Оче- 
BHIHO, йдеалът (аь Ay, ..., а,) се CHCTOR OT BCHYKH елементи на 
A от Buna л +rygyt... 41,4, където гъ гь ..., Γῳξ . За Tosm 
идеал се KasBa, че е крайно породен, а ау @y ..., G, се.наричат 
пораждати или образуващи елементи, на идеала (@), Gy, ..., G,)- 

Теорема 4. Ако А е комутативен пръстен с единаца, Mo 
следките две условия са еквивалентни: и : 

1) всеки udean на А е крайно nopoden; 
2) за всяка верига от идеали на А от вида 

1) Lche. . cle... 
сеществува такова естествено число т, че [ =1L =TI . ,=. 
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Доказателство. Нека в А е изпълнено условие 1), а 
(1) е произвелна верига от идеали на A. Да означим с / теоре- 

, " 
хико-множественото обединение U [; на идеалите Д, I, ... Ще 

=1 : : 
покажем, че подмножеството / е идеал на А. Нека а й b ca от 
I, а. гЕА. Тогава ав/, и δεί, за wusxom ᾧ и [ Тъй като /, е 
идеал, то га 6 /,С-/, т. е. / издържа умножението с произволни 
елементи ΟἹ A, Ако s=max {&, 4), то а, #6 /, и затова а--661,5:1, 
което показва, че / е подгрупа на адитивната група ΒΔ пръстена 
A. Следователнво 2 е идеал на A. - 

τ ΤΡᾶ като всеки идеал Ha A e крайно породен, съществуват 
такива елементи @y, dy, ..., Q,¢ A, че 1-(а, й ..., а,). Всеки 
елемент @, се” съдържа в някой идеал [ (i=1, 2, ..., n). Нека 
те тах {ky, kg, ..., Е,), Тогава а), й ..., a, се Съдържат B [, 
понеже Jkigl,,, {i=1, 2, ..., n). Bcexu елемевт x ΟἹ / се записва 
във вида х- л +1ъа»+...+/.й. ΟἹ KOCTO ' следва, че всеки еле- 
мент от / се съдържа в /.. т. е. IS/, Обратното включване е 
изпълнено по самото определение на /. Така получихме равенст- 

- 
BOTO I,,,=[=U 1. Ot Topa равенство и or включванията [, & 

«1 

ElpnS. . &1 следват равенствата [=[,=/,4;=..., T. €. B пръс 
тена A е изпълнено условие 2) на теоремата. 

Обратно, нека 88 пръстена А е изпълнено условие ?2) и / e 
пронзволен идеал на A. Да допуснем, че / не e крайно породен 
идеал. Тогава всяко крайно подмпожество от елементи Ha / ще 
поражда идеал μῈ A, който строго се съдържа B /. Избираме 
произвелен елемент а) от /. Идеалът Л-(а,) се съдържа в /, но 
не съвпада с /. Hexa аз е елемент от /, който не се съдържа B 
ἦν Тогава идеалът kh=(a,, а,) строго съдържа /Л, тъй като 
аЕ) и a, не се съдържа в Л. Понеже φ е крайно породен и 
Ll τὸ --/. Да допуснем, че вече сме избрали елемевтите Gy, 
Gy -.., @y от [ 1 1.--(а, @1y, ..., а,). Тогава [, се съдържа в /, 
MO не съвпада с /, тъй като / не е крайно породен. Избираме 
елемент @,y ΟΥ / така, че той да не се съдържа B [, п полагаме 
liy=(ay, @y, ..., йаал). Така получаваме веригата ΟἹ идеали Лс 
сАс...5/, С С..., B която няма равенство на никое място. 
Съществуването на такава верига от идеали в A противоречи на. 
факта, че А удовлетворява условие 2). Следователно идеалът Ге 
крайно породен и затова пръстенът А удовлетворява условие 1) 
Теоремата е доказана. ) 

Определение 4. Всеки комутативен пръстен A с единица, B 
който е изпълнено едно ΟἹ условията на предишната теорема, се 
нарича ньотеров пръстен. Ако при това A е област на цялост- 
HOCT, τὸ A се нарича ньотерова област. 

Следствие 2. Всеки престен на главни идеали e ньотеров 
простен. . 
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Наистина всеки идеаля в пръстен на главни идеади се пораж. 
да от един елемент, T. е. всеки идеал в такъв пръстен е краино 
породен. 

За резултатите, които ще изложим в следващия параграф,е 
важно следното 

Следствие 3. Нека А е област на главни udearn. Тогава в 
А не съществува безкрайна редща от елементи а), Qo . . . 
W . ..» 30 която са изпълнени следните 082 условия: 

D oa /o, (-1, 2,.. .,п,..-3) 

2) а, не е асоцииран с а, . (i=12,...,n ...) 
Доказагелство. Да допуснем, че в А има редица a, 

g, . . . -5 йъ - . . OT елементи със свойствата 1) и 2). Да означим 
с /, главния идеал, породен от елемента а.,(1--1, 2, . .. ). Тъй 
като a;yifa:;, ще бъде вярно включването /, /1 (22>:1). Така се 
получава веригата [, Sl .. .S/, < ... от идеалив A. По пре- 
дишното следствие пръстенът A е ньотеров и затова съществува 
такова естествено число m, че f,=Il,.=. .. От "съвпадението 
Ха (ам)-- (ам+1 ) ει Следва (следствие 1), че g, И @, Сса aco- 
циирани, което противоречи на свойството 2) на редицата аь O 
.“ . Полученото противоречие показва, че B областта А на глав- 
ни идеали не съществува редица със свойствата 1) и 2). След- 
ствието е доказано. 

ледващото изложение с НОД (а, @y . . ., a,) ще означа- 
ваме наи голям общ делител на елемевтите @y, йл .. -5 йл. 

& 

Твърдение 4. Ako ay, G, . - ., &, са елементи от комута» 
тивния пръстен A с edunuya, mo “ 

9 (@) Ἐ (α2)}-Ὁ . . . +(а.)-(4) 
тогава ий само тогава, когато а.-НОД(а, a3 - -.. а) а 

(3) а-а,и1+а,и,+. - -tanm, . Ἐ, (-1, ?, ..., п. 

Доказателство. Нека е "изпълнено равенството (2). To- 
гава 0Τ (2) ὶ d€(d) непосредствено следва условието (3). Понеже 
(a)=(d), то 4/а, 88 i=1,2,...,n т. е. й е общ делител на 
елементите &y, Qg .. . й,. Ако 41 е друг техен общ делител, TO 
от (3) следва, че d&/d. Следователно - НОД (ар й - . -, а) 

Обратно нека 4-НОД (a;, ay, .. ..а ) и е изпълнено условие- 
10 (3). От 4/а, следва, че (а,)5-(4), т. е. (а;)4+(а;)+ . . . +(a,)=(d), 
а or (3) получаваме, че (d)=(a;)+(a)+. . .+(a,). Следователно 
равенството (2) € изпълнено. ι . 

Caencteue 4. Axo A e област na главни идеали, mo 8ce- 
ка п елеменвта ар @y, . . ., алот A има най-голям общ дели- 
тел d, за който е изпълнено условието (3). К. 

” Следкеащата теорема показва, че обратното твърдение на след- 
ствие 4 е вярно, за ньотерови области, даже когато условието (3) 
е поставено само при n=2. 

Теорема 5. Следните две твърдения са еквивалентни: 
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1) А е област на главни идеали; 
2) А е ньотерова област, в която всеки два елемента а ий 

р имат най-голяж общ делител а н d=au-+bv за някоики, ὍΕ. 
Доказателство. 1)=2). Според следствие 2 пръстенът A 

е ньотерова област. Тъй като (a)+(h)=(d) за някой елемент d¢ A, 
то условието 2) следва от твърдение 4. | 

2) =1). Достатъчно e да докажем, че всеки идеал / на пръ- 
стена А е главен, Тъй като А е ньотеров пръстен, то /е крайно- 
породен идеал, т. е, 

I=(ay ag, . . .. a)=(a)+(a)+. . -+(ag) 

Axo n=1, то Ге главен идеал. Да предположим индуктивно, че 
n>1 u всеки пдеал, който се поражда най-много OT м--1 елемен- 
та, е главен идеал на A. Тъй като по условие съществува еле- 
мент 4--НОД(а, a;) и d=aqu-+a,v (u, v€A4), то 0T твърдение 
4 следва, че (а4)-(аз)--(а). Следователно [/=(d)+(as)+. . - .+(а,) 
ае поражда от #—1 елемента и според HHAYKTHBHOTO предполо- 
жение / e главен идеал. Теоремата е доказана. ” 

Накрая ще отбележим без Доказателство следните факти. 
1. Съществуват области на цялостност, в които всеки два 

елемента имат НОД и конто не са области на Главни пдеали. 
В тях най-големият общ делител 4 на два елементаа H й в 06- 
щия случай не се представя във вида d=qu-+bv. Примери на 
такива пръстени са пръстените Р|х, . . . , X, (#=2) oT полино- 
мите Ha TIOBEYE OT една променлива над произволно поле P. 

2. Съществуват области на цялостност, които не са ньотера- 
ΒΗ пръстени. Такъв пръстен € например пръстенът Р|Х) ЖХо, . . -] 
0T полиномите на безбройно много променливи Ху Xg, - - . над 
произволно поле P. В тази област на цялостност идеалът, поро- 
ден OT променливите Xy, Xy, . . .,X, ..., не е крайно породен 
идеал. 

§ 4. Аритметика в области на главни идеали 

Нека А е произволна област на главни идеали, a€A, a=0 
и a=>bc. Ще казваме, че разлагането а- Фе на елемента п € ис- 
THHCKO разлагане, ако # и с не са делители на единицата, Τ. е. 
ако b и с са неебратими елементи. За а ще казваме също, че а 
допуска истинско разлагане или а е разложим елемент. 

Ако Β разлаГането a=bc елементът # е HeobpatuMm, тонае 
необратим, T. е. не може да се говори за истинско разлагане на 
обратим елемент. , ᾿ 

Определение δ. Необратимите ненулеви елементи на областта 
4 на. главни идеали, които нямат истинско разлагане, се наричат 
прости. , : К ' Ν 

Лема 1. Ако елементът р e прост, mo прости ще бъдат 
й весцчки слементи. коийто са асоциирани € него. 

Доказателствао. Нека g~p. Тогава ¢=¢p, където в е 
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обратим елемент. Да допуснем, че ¢ не е прост. Възможня са след- 
ните два случая: 1) 4 е обратим; 2) 4 е необратим. 

1. Нека елементът ¢=2p е обратим. Тогава р-е 4 като 
произведение на два обратими елемента е също обратим, което 
е прошворечие с простотата на р. < 

2. Ако 4 е необратим, то той допуска истинско разлагане g=ab, 
където @ b ca необратими. Тогава ῥ - ετ α) ὃ e истинско разе 
Лагане Ha p, което противоречи Ha факта, че р € прост елемент, 

Примери 
1. В пръстена Ζ на целите числа прости елементи са всички 

прости Ччисла и техните противоположни. 
2. Никое поле не съдържа прости елементи, тъй като нену. 

левите му елеменгти са обратими. 
3. В пръстена Р|х) на всички -полиноми над полето / прости 

елеиенти са неразложимите полиноми. 
4. В пръстена Z({) Η целите гаусови числа *трщти елементи 

(виж {19], стр. 126) са: 
(0) всички прости числа от вида 4х-4-3 (х € ) и асоциираните им; 
(4) числото 144 и асоциираните му; 
() числата от вида a+bi, a—bi и асоциираните им, къдета 

а2442? e просто число от вида 4541 ( 6Ζ) нае чгтно Ччисло. 
Лема 2. Всеки необратиле ненулев елемент на облагтта 

A на главчи идеала се дели ча някой прост елемент. 
Доказателство. Нека аг , а #0 и а e необратим елг- 

менте. ' ' 
1. Ако а e прост елемент, лемата e BAPHA, полеже a'd. 
2. Ако а не e прост, той допуска истинско разлагане a=a,b,. 

AKD а. е проост, твърдението е доказано. Ако елементът а) не е 
прост, той допуска пстинско разлагане а;-- а,б,. Ако а, He е прост 
елемснт, TO ἄχφεξ σαῦς И Τ᾿ н. Този процес не може да продължава 
неограничено. Действително в редицата 

а,--а, й Се - - - 
е изпъчнено условието аг1/с; 88 всяко i<=0, 1, 2, . . . Πρ.ι. това 
а: с га b; 41, където й не е обратим елемент {{=0, 1, ме 
т. е. а, не е асоцииран с а1. Според следствие 3 Β Α такава 

безкзаина редпца не съществува, т. е. за някое цяло положително 
число л елементът @, ще се охаже прост. Лемата е доказана. 

Teopewa 6. Всгки необратижм ненулев елемент на областта 
А на главни идеали се разлага в произведение на крагн брой 
проста евлементи. 

Доказателство. Нека ае необратим елемент на областта 
А на главваи илеали и а--0. По лема 2 съществува прост елемент 
Рь който дели а, T. е. a=p,a,. Ако @, е необратим, съществува 
прост елемент p,, който дели @), T. е. Gy=p,a, и т. н. Така поъ- 
лучаваме а,- Ра аь i=1, 2, . . . Този процес не може да Ob- 
де безкраен. Това се показва по Същия начин както в доказа- 
телството на предишната лема. Следователно за HAKOE цяло πὸ- 
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„ложително число п ще имаме а ;=pE, КкЪдето &, е обратим 
елемент. По лема 1 елементът @, χ. ще бъде прост. Следовател- 

но @=p βὲ . . . Py P, € произведение на прости елементи. 
Лема 3. Axo простият елемент р дели произведението 

4,0y . . 10y MO р дели поне един от множителите Gy аз « . . 5 Q! 
Доказателство. Ще проведем доказателството с HHIYK- 

цдия спрямо броя п на множителите. 
Ако n=1, твърдението е :очевидно. 
Нека n=2, т. е. p/aja,. Да донуснем, че р не дели а.. Про- 

стият елемент р се дели само на обратимите елементи и на свои- 
те асоциирани: Общ делител на а1 и р не може да бъде елемент, 
асоцииран С p, тъй като тогава a; ще се дели на р. Следова- 
телно общи делители на а) и р са само обратимите елементи и 
един от НОД на o и ре единицата. Тогава Съгласно твърдение 4 
1-аш4+ре за някои елементи й и т от Α͂. Умножаваме двете 
«страни на това равенство с Q9 и получаваме ' 

| "аз-4(а; а,)а + (азо). 
Besike от събираемите на дясната страна Ha това равенство 

же дели на р и затова pla,. 
Да допуснем, че лемата e вярна за произволни n~—1 па брой 

множителя. По условие р/(а1б, . . . a,_,)a, Следователно или р/алд 
Ἢ лемата е вярна, или р/ааз...ал ;. Ако ев сила вторият случай, 
TO 00 индуктивното предположение от р/аа», - . . @,y следва, 
че р дели поне едан ΟἹ множителите &, а,; . . ., O, . Лемата e 
доказана. 

leopema 7 (за единственост на разлагането). Нека A е 
област на главни идеали ийае необратам ненулев елемент 
ка Α͂. Ако а-рура .. . а01ъ . . - .. където P, и д) са про- 

emu ((=1,2,...,m j=1,2,...,m), то пет и при подходя- 
ща смяна на номерацията на елементите 4; ще имаме Pr~(i 
за всяко i=1, 2,. .., n. С други думи, всеки необратим нену- 
Лев елемент а от областта A на главнц идеали се разлага 
по единствен начан с точност до асоцииракност в произведе- 
ние на npocmu множители. 

Доказателство. Доказателството ще проведем с индук- 
ция спрямо броя л на множителите в първото разлагане. 

Ако n=1, τὸ @==p; e прост елемент и затова той не допуска . 
истинско разлагане. Следователно m=n=1 и p,~q (даже p;=g,). 

Да донуснем, че теоремата е вярна за всички елементи, KOH- 
T0 имат поне едно разлагане на n—1 на брой прости множителя. 
Тъй kato ру/а и a=g¢,qy. . . ¢, TO по лема 8 p, ще дели поне 
един от простите множители g Като се смени евентуално номе- 
Рацията "на елементите ф можем да считаме, че р,/9:. Но тогава 
Фечй (py и g, са прости елементи), T. е: ду«-91ер КЪдето g € 
„обратим едемент. Така получаваме : 

а-д . -Р.7-9192 . - Че



Тъй кате в А няма делители" на. нулата, OT MOCNENHOTO: равенства, 

получаваме . ' - 

(1) ра -- - - Ῥηδ Φοῳ. « « G 
Елементът (вур.)ра- - - Ра има разлагане на л--Н на.брой: прости; 

множителя & Py, Дь « - +» Pir По предположението»«на: индукцията. 
n—1l=m—1 и след подходяща смяма на номерацията на 4/,ще: 
имаме &Py~ И pr~q; 88 i=3,...,n Or това, че в е обра-. 

THM елемент Η εἰ ръ“-Чъь непосредствено следва, че ру Полу-. 
чихме, че n=m ὶ p,~q; за i=1, 2,... .,.п..С.това доказателство- 

то е завършено. и 

Твърдение 5, Hexa A е област на главни идеалци.. Ако ре: 

произволен прост елемент от A, който" не дели елемента 6. 
om A, no'ptlab при k=1, mo p¥a. 

Доказателство. Ако k=1, твърдението-е, частен: случай: 

на .лема 3. Нека £>>1. Да допуснем, че за,#--1 теоремата e вяр- 

на. Тогава or p*ab и р не дели b. следва, че р/а, т. е. ἄτεραις. 
Нека ab=p*d. Заместваме а в последното, равенство с неговото, 
равно и получаваме: 

р(аф-р”“ а)-0: 

Тъй като A няма делители на. нулата). 1o a;b p"‘ld T. & 
ре " αιδ. ToraBa по WHAYKTHBHOTO предположение p* /а и a4, 
—pk”lag Заместваме а) B равенството а-фра и получаваме: 

-- ра» T. е. p*la. 
. Teopema 8. Hexa а й b ca необратими"! елементигнал 06.44-- 
cmma A на глагни идеали й а-рара - . . P, .b=gqigs . . .. g, ca. 
разлаганията UM на простаи множители. Ака никой npocm: 
елемент от разлагането на а не е асоцииран € елемент от. 
разлагането на b, то НОД (а, b)= 1. 

Доказателство. Ака 4-НОД(а, b) и:.допуснем, че 4” 

е необратим, то по теорема 6 ще имаме разлагането ξ Π ὰ . . е Ра 
където г; са прости елементи. Toraea 

а-ай-(ор) .- . рСИ «е - ι 

b=bd=(g,q5 - - -G, „ И н - T, 

ca HOBH разлагания на ¢ и b Ha нпрости множители,. Съгласно“ 
теорема 7 88 единственост на разлагането ще бъде изпълненог 
условието пеер, за някое [.M ri~g; за някое j. Следователно: 

P~ което противоречи на условието на. теоремата. Теорематае 

е доказана. 
Ако а е необратим ненулев елемент Ha' областта А ва главни: 

идеали, TO видяхме, че а се разлага на прести множители и броят” 
на тези прости множители е NOCTOSHHO число; ΚΟΘΤΟ᾽ зависи само 
от елемента а. 

По определение нпад 5 (а) ще разбираме броя ва IPOCTHTE MHO~ 
WHTENH в кое да е раздагане на елемента а в произведение Ηδ. 

„прости мвожители. Тази функция разпространяваме. и.върху всич 
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ки останали елементи на пръстена, като полагаме £(e)=0, ако а ε' 
обратим, и 3(0)=oc0, където за посочения символ со считаме, че: 
са изпълнени условията: 

(ἢ n<co, ᾿ 
(4) пч-со--оо 88 всяко число ἢ; 
( со+со-00, . | 
Задача. Докажете, че б(а0)-2(а)49(0) за всеки два ene-- 

ментаай b от A. ' - , 
Твърдение 6. Ако 0/а, то 6(а)2:5(6). 
Наистина ако a=ba;, то от твърдението на. последната.зада. 

ча 3(a)=5(6)+3(a,)=2(b). 
Следствие 4. Ако a~b, то б(а)--2(6). 

Задача. Докажете, че във BCAKa област на главни идеали” 

са верни следните твърдения: | 
()) ако НОД (а, b)=1 и, НОД (а, е) «1, то НОД (α, bo)=1; 

(й) axo ajc, δίς и НОД (а, b)=1, 10 аф/е. 

Обобщете тези твърдения за повече множители. ι 

“ () ако а/0с и НОД (а, b)=1, 10 а/с. - 
Залача. Нека A e област на главни идеали. Докажете, че: 

идеалът / на пръстена 4 е прост тогава и само: тогава, когато е 

нулевият идеал или е главен идеал, породен от някой прост еле-. 
мент на пръстена 4А.” 

Задача. Нека А е област на главни пдеали, а р е един не- 
гов прост елемент. Докажете, че главният вдаел ()е максимален 

идеал в А. 
Задача. Нека А е област на главни идегли й ре HPOCT 

елемент в A, Докажете, че фактор-пръстенът A/(p) е поле.



ГЛАВА VI 

ЕЛЕМЕНТИ ОТ ТЕОРИЯ НА ЧИСЛАТА 

- 

Теорията на числата е един OT най-старите и бурно [-a3BH- 

заши се раздели на математиката, възникнал в древна Гърция 
няколко века преди новата ера. Нейните първи по-значителни по- 
стижения са свързани с имената на древногръцките математици 
Питагор, Ератостен, Диофаянт п др. B по-ново време големи 3a- 
слуги за развитието й имат Ферма, Ойлер, Лагранжи, Гаус, Че- 
бишев, съветските математици Виноградов, Гелфонд, Шнирелман 
и още много други. 

Теория на числата е наука 88 числовите системи с техните 
връзки й закони, в която особено внимание се отделя на есте- 
-CTBEHATE числа, тъй като те са градивната -OCHOBA за построява- 
не на другите числови системи: цели, рационални, реални и KOM- 
плексни числа. 

” Проблемите и задачите, които са възникнали в теория на 
числата, могат да се разделят на четири основни групи: решава- 
не на диофактови (неопределени) уравнения, разпределение на 
простите числа в естествения ред или в други числови редици, pe- 
шаване на някои адитивни проблеми (отнасящи се до разлагането 
на цели числа в сума от опрелелен ΒΠῚ събираеми)и диофантови 
приближения. В послелния разлел се разглеждат приближения на 
реални числа с рационални, ретшават се в цели числа различни ви» 
дове неравенства, изучава се структурата на някои видове ира- 
ционални числа и др. 

От гледна точка на методите, които се използуват за реша- 
ване на изброенете задачи, в теория на числата са се развили 
следните основнви направления: елементарна, аналитична, алгебриче 
на и геометрична теория на числата. В тази глава ще изложим 
някои основни резултати от елементарната теория на числата 

§ 1. Числови функпии 

Нека функцията f(n) е дефинирана върху множеството N 
.от естествените числа и NpAeMa стойностите си в множеството 
Ζ на целите числа. В теорията на числата е прието функцията f(rz) 
да се нарича числова, KO поне 88 едно eCTeCTBEHO число т CTOH- 
ността f(m) e различна ot O. 

Определение 1. Числовата функция Ди) се нарича Ἀ η - 
пликативна, ако за всеки две взаимно прости естествени числа 
а и b e изпълнено равенството f(ab)=f(a)f (b). 

Нека ny, 71y, « . ., 1, € произволна система от естествени чи“ 
„сла, които са две по две B3ammuo прости. По индукция лесно се 
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доказва, че ако #(я) e мултипликативна числова функция, TO 

Л пу ..е п)е () (л) . .. Я(е,). 
Освен това за всяка мултипликативна числова функция f(n) 
е изпълнено равенството f(1)=1. Наистина ако m'e едно естест- 
BEHO число, за което /(т)-0,то Дт)-)/(т . 1)-/(т/(1) н 
-следователно /(1)- 1. - 

Hexa #(л) и g(n) ca две мултипликативни числови функции. 
Тогава тяхното произведение A=fg е също мултипликативна чи- 
слова функция., Наистина Й(1)-/(1)2(1)-140 и затова #(1)е 
числова функция, Нека m, ῈΛ u (m, n)=1. Тъй като Х и g са 
мултипликативни, те 

А(т а) (т n)g(mn)=F (т)/(1)#(т)2(4)- 
ἐ τ (π) g 0Π}} () g ( # (m) & (n), 

е. Я е мултипликативна числова функция. 
Or последното твърдение непосредствено следва, че произ- 

ведението на произволен краен брой мултипликативни Ффункции 
¢ мултипликативна функция. Ν 

Определение 2. Ако Ди) е произволна числопа функция, TO 
функция 

Ел) Ф1 (), 
din 

където сумирането е разпростряно BBPX ' BCHUKH положителви де 
лители на п, се нарича функция сужма на -(я). 

Функцията сума на Ди) е числова функция. Напстина ако m 
е най-малкото естествено число, 33 което /(т)40, то 

Ет) 51 1(4)-(т)0. Г . 
dim 

По-важно е следното 
Твърдение 1. Функцията сума на една мултиликативна 

числова фуянкция е също мултипликативна. . 
Доказателство, Нека Дл) е произзолна мултипликативна 

числова функция и Ε (Η е нейната функция сума. Ако а и b ca 
взаимно прости естествени числа, то #(а0)--#(а)/(8) Нека d e 
произволен делител на ab и а”«(а, а) е НОД на числата @ u d, 
при което a=a'a, 4а-аб" и ab=dg(a, V', g¢Z). Тогава ет ра- 
венството ab=dg получаваме, че @;b==b"g, където а;, и δ' са вза- 
имно прости. Оттук следва, че 67/0. Освен това числата @’ n #/ 
8 също взаимно прости, тъй като те са делители съответно на 
взаимно простите числа ан b. По този начин установихме, че все- 
Ки положителен делител 4 на ай се представя въч,вида 4а--аб”, 
където а”/а, 576 и (@', b')=1. Следователно ако а), a,,....4a, са 
всички положителни делители на &, a by, by, ..., b5 са всички по- 
“ожителни делители на b, TO всички положителни делители на 

AN 
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ab «а числата c;=a;b;(i=1, 2,...,r; j=1, 2,...,5). Освен Това 
всяко едно от числата (.....й, е взаимно просто с ΒΟΗΚΟ, една 
ΟἹ числата by,..., b, Тогава 

” 5 ι Τ 5 

Flah=% 51/ед-5) /@) /0е 
=1 1 - #1 j=1 

=3 flan|| 5776 |=Fa) Ε(). | 
i=1 #1 

Твърдението е доказано. 
От теорема 7 на глава VI следва, че всяко естествено число. 

п 0 единствен начин се разлага като произведение N=p\Pa...D, 
на прости множители Py, Do+, . Ако някои OT тези нрости чис- 
ла се повтарят, след евентуална преномерация на множителите Π' 
може да се запише във вида п=р*;к pg‘...pgk, където руъ До «а Py 

са различни прости числа, а a5, «......«. Са положителни цели 

числа. Това еднозначно представяне се нарича каноничен вид на 

естественото число п. 

Теорема 1. Ако /(п) е мултиплакативна числова функ“ 
ция й 

пеери ру . ру 
€ каноничачният U0 на естественото число n, mo 

Βρὴ-- [ [U+F@)+f )+ ... 1 ()L 
11 - 

Доказателство. Тъй като съгласно твърдение 3 Е(л) e 
мултипликативна числова функция, а числата реа, ри,.../ра са 

две по две взаимно прости, то 

F (n)= П Е(ри). 
. i=1 

Ho числата 1=p% p;, p%-... pi са всичките положителни делите 

Яи на числото Ἄ ξι (Е1, 2,..., k). Следователно и 

Ο Π 
. ц/р!; ; 

Теоремата е доказана. . 
Теорема 2. Нека п-ерире...ре € каноничният вид RE 

естественото число п. Tozasa сумата от всички положител” 

KU делители на числото пе ͵ 
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L Wl L1 it ра 1) 
M δὴΞ (ρι-Ξ Ὡζρᾳ-- D+« (ρε-- ἢ 
4 техният брой е 7 

(2) () (α; + 1(0 +1).. . (%, + 1). 
.„Осаен това 5 (п) ий т(п) са лултипликативни числови функциий. 

Доказателство. Разглеждаме числовата функция „/,(#) 

=7, къдета 5 € произволно цяло неотрицателно число. Очевидно 
f.(n) e мултипликативна числова функция. Тогава нейната функ- 
ция сума съгласно предната TeopeMa е 

k 

(3) . Т ... 423 ] 
din i= 

и също е мултипликативна числова функция. При s=1 or (3) се 
гвижда, че А),(1п) e равно на сумата OT всички положителни дели- 

тели на л, т. е. Fy(n)=8(n) и оттук получаваме формулата (1). 
Ако §=0, 10 4°=1 и тогава равенствата (3) показват. че А(л) 
<:1(п), T. е. вярна е и формулата (2). Теоремата e доказана. 

Определение 3. Естественото число п се нарича съвършено, 

ако сумата ΟἹ всички положителни делители на 1, KOHTO са по- 
малки ΟἹ л, е равна на M, Τ. €. S{n)=2n. 

Например числата 6 и 28 са съвършени, защото 6=1+243, 
28=1+2+4+7+14. Следващите две съвършени числа са 496 и 
Ὅ128, Досега не е известно съществуват ΠΗ нечетни съвършени 
"числа. Докавано e, че ако такива числа съществуват, те са твър- 
де големи и не могат да бъдат по-малки например от €927 Дока- 
зано е също така, че те могат да бъдат само от вида р+:/, 
където p=4m+1 е просто число,(р, 41 и имат поне 2800 раз- 
лични прости делителя. Не е известно също така краен ли е или 
безкраен броят на съвършените числа. Четните съвършени числа 
ὍΒ характеризират със следната теорема, 

Теорема 3. Необходамото п достатъчно условие четното 
число п да бъде coszpuieno е то да бъде от вида n=2+%(2¢+1—1), 
където p=1'v числото Зи+1--1 е просто. . 

Доказателство. Нека отбележим, че достатъчността на 
условието е доказана.още преди н. е. от Евклид, а необходи- 
MOCTTa — почти две хилядолетия по-късно от Леонард Ойлер. 

Достатъчност., Нека n=2«(2++1—1), p=1, и πμόποτο 
p=2#t1—1 e просто. Тогава според теорема 2 

5 (π) Ξ 5 (дер)--.5 (За) S(p)=(2+'—1)(p+1) 
<-За+1 (2д+1- 1) =2n, | 

Т. е. числота л.е съвършено. " 
Необходимост. Ако четното число л е съвършено и 

Π --Зк а, където μΕΞ], (2, a)=1, 10 . 
, 2пе-54л)-5 (0я) 5(а)-(д+1--1) 5(а), “ 
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T. е. ще. б.ЪДЕ изпълнено равенството 

m - e+l g (2641 1) S(a). 
Понеже числото p=2¢+'—1 e HeweTHO и дели произведение- то Зе g, то р ще дели а. Нека a=(2¢+i—1)¢, 26 М. Тогава ра-. 

венството (1) приема Bupa 

() : 21+l #. 6 (а). 
Да донуснем, че (2>1. Тогава числата # и (2#+1—1) ¢ ca "раз- 

лични делители на а и съгласно (2) тяхната сума e равча на 
5 (а). Ho това e невъзможно, защото Числото едно е положите- лен делител на 4, различен от посочените два делителя. Следо- 
вателно #--1, а-Зе+1-1 u S(a)=2+", Последното равенство е 
възможно само когато & e просто число. С това деказателството 
е завършено. 
. Друг вид естествени числа с интересни свойства са така 
наречените дружеески числа. Естествените числа а н # се нари- 
чат дружески, ако 

5 (а)--а-6, 5(6)--6--а 
и следователно 

5 (а)-5 (6)--а + . 
Йапример числата 220 и 284 са дружески. 

Определенията за дружески п съвършени числа се срещат 
още в TpynoseTe на Евкли1 и Платон, Древните гърци са виж- 
дали в THX някаква съвършена хармония и са им придавали мис- 
тичен смисъл, ' м 

§ 2. Определение и основни свойства 
на серавненията 

Определение. 4. Нека л е фиксирано естествено чиело, т. €. 
n¢N. Ще казваме, че целите числа a'u b са сравними по модул 
п и ще пишем а-6 (той л) тогава и само тогаза, когато п дели 
разликата а-- ᾧ. ' 

Следващото твърдение noic'asBa, че на определението 88 Cpas- 
ненйе по даден модул може да бъде дадена и друга форма. 

Лема 1. Целите числа а и b са сравяийми no Modya n(neN) 
mozasa и само тогава, когато при делението на п числата 
а к b дават едан и същ остатак. - 

Доказателство. Нека при делението на п числата а и 
b имат съответно остатъци л и 7, и непълви частни g1 H g т.е. 
П a=qntry, b=guntr (0, R<n). 

„Тогава ΟἹ равенството 71=r, следва, че разликата a— b=n(gy—q,) 
се дели на л и следователно a==b(mod п) Обратно, ако . a== 
=b (mod п), разликата 

а-6-1т(4--45)+7)--7 
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се дели на т и Затова п дели числото т--г. Тъй като Ὀξε η -- τ 
«<п, последното е възможно само тогава, когато тр-/г. С което 
лемата е доказана. 

Ако (1) e главният идеал, породен от естественото число 7, 
в пръстена 7 на целите числа, както знаем, ΒῈ цели числа а и 
b се съдържат в един и същ съседен клас на 7 1o идеала (n) 
тогава и само тогава; когато а-- 0 6 (л). Следователно сравиението 
a=b(mod п) е равносиялно на съвпадението на съседните класове 
а+(7) й b+(n). “ 

От всичко казано дотук се получава следното твърдение. 
Твърдение 2. За всеки две цела числа a, b и дадено ecme- 

ствеко число п са еквива лентни следните пет твърдекия;. 
(ἢ a+(n)=b+(n); 
(4) часлото b се съдържа в съседния клас а+(т); 

" (#) часлото п дели разликата а--0; 
(fv) a==b(mod n); | - 
(0) npu делението на п числата а ий b дават edur и coHuy 

остатек. 
Действително екеивалентността па твърденията (i) и (i) сле- 

два OT известния факт от теорията на пръстените, че всеки съсе- 
ден клас еднозначно се определя от произволен свой елемент. 
Еквивалентността на (2) и (iv) вече отбелязахме, а еквивалентно- 
стТа Ha ( и (fv) слелва от определението на сравнение πὸ модул M. 
Накрая еквивалентността на (20) и (е) е доказана в лема 1. 

Да напомним, че със Z, се означава фактор-пръстенът Ζ|(π) 
и елементите на този пръстен са съседните класове 

Co=0+(n), Cy=1+(n),....C,_y=n—1+(n). 

Лесно се вижда, че действията със сравнения RO модул п 
ΚΟΗ͂ΤΟ ще приведем по-долу, са всъщност операциите събаяране и 
умножение на елементите на фактор-поъстена #, В смла са 
следните свойства: 

1) За всяко цяло число а имлмаме a=a (той п). 
2) Ако a=b(modn), то b=a (той π). 
3) Ако a=b(modn) п b=c(modn), mo a=c{modn). 
4) Дко a=b(modn) й с e произволно цяло число, MO 

ас « бс (mod л) й ac=bc (mod πε)." 
Наистина nf(a—b) и. затова пДа--06)с и пеДа--6)с, т. е. 

tc=hc(modn) и ac=bc (той ac). - 
Korato няма опасност OT недоразумения no кой модул се 

разглежлат сравненията, писането на тойл може да се изпусне. 
9) Ако a=bu c=d, me a+c=b+t+d, a—c=b—d й ac=bd. 
Действително чиелата a—b и ¢—d по условпе се делят Ha #. 

Тогава същото свойство притежават числата (а-с)-(04-4а)- 
“(а--65)++(с--а) и (а--с)-(0--а)-(а--0)4(4--с). Освен” това 
Сюред 4) ΟἹ а--0 следва ac=bc и ot c=d следва bc=>bd. Като 
Щриложим свойство 3, получаваме ac=bd, . 

Чрез неколкократно прилагане на предното свойство стигаме- 
20 извода, че е вярно следното твърдение: 
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- 
:6) Ако .8:2,4„ хахи. .. хе (θΞΞαι 67) 

«е пройзволен израз на целите числа хуъ Ха - - -y Xp С цели 
коефициенти A. и в израза за S заменим ἄὰ. Xy Хъ o 1. Х) 

съответно със сравнимите им числа B., Уь Yo . - -1 ϑὲ NO MoO- 
„дул п, новополученото часло е също сравнимо с S по мадул n, 

Наистина от сравненията 

Au EBar Хаеу ΧΞΞο» . - +> xkEyk (mOd п) ! , 

»следват CpaBHEHHATA 

A, -В,., xp=yp, xp=yz, ., ., X # уе (той n). 

Чрез почленно умножаване получаваме сравнението 

Ке Е = B, упуа .. . yir (modn). 

Жато сумираме ΠῸ «, ще получим 

ΣΑα ΧΉ хещ . Ха = ZB,,y;- Y3 .. - ущ (modn). 

Частен ,«случай Ha свойството 6) е CBOACTBOTO ! 
Т) Ако f(x) с произволен полианом с цели коефициенти и 

a=b (шойл), то f(2)=f(b) (modn). 

8) Ако ca=cb (mod r), mo aEb(mod‘{—), където d={c, п) е 

най-големият общ делател на числата ¢ ип. 
Наистина нека d=(c, n), c==c,d и n=md. Тогава (еу Π|) Ξ 1 

и даденото сравнение може да се занише във вида 

с.йа-с; 46 (modn,d), 

което показва, че числото 

с.йа-с. 4е, - o {a—8) 

md „ т 

.е цяла. Но от (срь т)--1 и п;/сца--6) следва, че r/{a—b), т. е 

a=b (πιοά n,), п1=-2-„ .с което TBBPAEHHETO € доказако. 

В частност, „когато (c,'nj = [, ОТ ca= cb(modn) cnexsa 
-a=b (mod n). 

Ще отбележим, че -не може да се съкращава общ множител 
в двете страни .HA сравнението, когато той не е взаимно "прост € 
модула. Например сравненвието 2.3=22.5 (mod 4) е вярно, но 3 не 
е сравнимо с 5 по модул 4. " 

Като следствия от изброените” свойства на сравненията ΠῸ 
„даден модул могат да бъдат посочени и HAKOM други, като на 
„пример: 1) всяко събираемо от едната страна на сравнението MO 
же да бъде.прехвърлено от другата с обратен знак; 2) към коя Да 
е страна на .сравнението може да бъде прибавено число, KpaTHO 
на модула, 3) всяко число може да бъде 3aMEHEHO със "своЯ 

«остатък N0 даден модул и T. н. 

. 160



Накрая ще отбележим, че ако OT всеки OT съседните класове 

Lo Съ - - «а Са-а на Ζ по идеала () изберем по едно число, пое 

лучената система от цели числа се нарича пелна система от 

остатъци по модул т, Следователно системата ΟἹ цели числа 

аь ἄφ - -~ » ἄμ ще образува една пълна система OT остатъци но 

модул п точно тогава, когато текният брой т е равев на броя 

на съседните клавове по идеала (π), T. е. т-л и всеки две от 

„цислата 0y «ъ -- « -ν « принадлежат на равлични съседни класове 

по (π), -T. е. тези числа са две по две несравними по модул . 

Числата 0, 1, . . ., n—1 образуват една пълна система от 

-остатъци MO модул .. ' / 

Задача. Докажете, че ако (@, π)-:1 и променливата X 

-гописва една произволна пълна система OT остатъци MO модул I, 

то ах+6 също описва пълна система OT остатъци по модул Π 

при всяко цяло число b. 
и ' s 

““ . ! , , 

5 3. Обратими елементи във фактор-пръстен Ξ 
„ на пръстена на целите. числа ! 

Нека / e произволен ненулев идеал на пръстена 7 на целите 

«числа, Както вече знаем, / се поражда от някое положително L0 

число п, T. е. I=(r). Очевидно съседният клас 1 +7/=14(n) е ean- 

ничният елемент на фактор-пръстена Z,=Z[/= Z(n). B този пара- 

траф ще разгледаме мулгипликативната група 25 от обратимите 

,елементи на пръстена Z,. - Ν Ξ 

Теорема 4. Съседният клас а+(п) принадлежи на мулти- 

пликативната група ТЕ на фактор-пръстена Т тогава и само 

„тогава, когато а й п са взааймно прости числа. . 

Доказателство. Съседният клас a-+(r) -принадлежи на 

Z: тогава и само тогава, когато съществува такъв съседен ,клас 

b+4(n) or'.Z,, че ‘ . | 

[a+ ()] [b+ ()] =ab+(n)=1+(n)] 
което е еквивалентно Ha равенството ab-+-kn=1 3a някое #67 
Ho последното равенство всъщност означава, че числата а Ἢ л 
+Ca взаимно прости. - | , . 

По-рано, при разглежлането на примитивните л-ти корени OT 
«единицата, означихме с ф(п) броя на целите положителни числа, 

които са по-малки от м и са взаимно прости с п. Числавата 

функция ф e известна като функция на Ойлер,. а числото φί(π) 

се "нарича йндикатор на числото п. По определение имаме 

Елементите на фактор-пръстена Ζ, са Co=0+(n), С1-14-(а), 

..., Cha=n—14(n), а обратимите елементи Ссред тях според 

предната теорема са тези съседни класове С; (0<i<(r), 88 които # 

¢ взаимно mpocTo с п. Следователно вярно е следното твърдение. 

Следствие 1. Pedsm на мултипликативната група Е на 
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L) - (L " 

фактор пръвтена Ζ,, Z/(n) е. равен κα' андикатшра (n)‘ ке 
числото П. .. 

. . Следствие, 2. Фактор-пръстенът „е Z/(n) & поле: тогава: 
ц само тогава, когато п e, просто число. . | 

Наистина 7. е поле тогава и само тогава,.. когато #секи съ 
"седен клас Су (ι-Ι 2, .. .. n—1) or Z, е σὔρατημ'. Β' Z, Ho 
съгласно теорема 4 ,това е изпълнено тогава". и.(;аудр тогава, кога- 
то BEHUKATE числа 1).2, . . е. п--Т ca взаимно прости € я, което 
е, еквивалентно на .условието п да бъде престе чиелоц ΄ 

Ако ре просто число, очевидно Z,.€ поле с характеристика р:. 
- Задача. :Ако. л е: съставно число, докажете, че фактор-- 

пръстенът Ζ, съдържа делители:. на нулата. а ι 
. „От теоремата η8. Лагранж 88 крайните групи следва; че: редът 

на всеки елемент g на крайната група G дели, реда |Gl=m на Ο᾽ 
и затова 07 --1ЕС за нсяко ρεῷ: В частност за всеки: съседен: 

клас а+(") от. Z" ще бъде изпълнено равенетвото . “ 

а) e «АИ) е 
„: Следствие 3  (теорема на Ферпа-оилер). Акв*а кал са 
взаимно. прости чш:ла, mo. .. . . Ν Ν Ε 

Ν ' " 6 aw(n).:l(mgdn)_ Е У а 
W' .o 

L Hapfi:lmsa, δκὸ аил са взаимно прости.. те ¢ съгласно теоремач 
4 съседнвият клас а+(п) е елемент от Т.И бъд!!* изп:ьйнено- 

равенството -, Ηο еааа ИА ιι “ . 

З “ ΄ [α.{.(ῃ)]ἳν(“] -ачг(д)*.*.(п) А e e 

и затова а 0) --1 ще се делй на л, Ὑ е. изпълнено в еравненнвто (2).- 

" Следствие 4 (Teopema на Ферма) Ака р е 'npacmo число tr 
P Μ дели цялото число &, mo " 1 " R 

τ 18 р-1=1 (modp)- ия | 

Твърдението е Частен . с.пучаг; на предицшбро следствие, 3a- 
. R 

- 1 Ν ΕΝ 

. 
щото” φ(͵ρ)-ρ 1u (g p\ 1. 

ὶ PT 
eopemaia на ®epma’ може да се изкаже BB "следната форма.., 

Твърдение 3. Ако Ве просто число, та -t T 
nd - АИ *.т.чмл(тмч ι ι ааа А) П 

R e τ ι{ a(modp) Куе TS I R ИИ 

завсякоцяло*числоа. И Ч с 

Деиствително, "ако р дели а, очевидие а”--а (mod p). Axo пък. 
¥4 не «дели а;"по" следствие 4 aft=1(mod p) и чрез: умножаване., 
с а получаваме, че а”--а (mod p). Pty 

Heka цялото ,число га € взаимно, просто € модула n.u b 
е произволно -.число ΟΥ съседния клас a-+(n). Тогава класът 
a+(n)y=b+(n) е обратим елемент. в Z, и. според теорема 4 чисга 
лото- й е също взаймно проста, с модул .. -AKO. от всички класо-„ 
ве, KOHTO .са. взаимно прости "с..дадения . модул п..се "вземе MO 
едно число, получената система OT числа се нарича редуциране 

А 
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система om остатъци ΠῸ модул п. Ясно е, че една система ΟἹ 
числа ще бъде редуцирана система от остатъци ΠῸ модул” # тогае 
ва и само тогава, котато техният брой e равен на ф(") Tesn чи- 
сла са две по две несравними по модул м и всяко едно ΟἹ Тях 
е взаимио npocro с 2 

"Ако цялото число а € взаимно праста, с модула пи X аписва, 
една редуцирана система от остатъци по модул л, то ах също 
описва редуцирана. CHCTeMa- OT офтатъци Mo модул ". Наистина 
некр х пробягва . редуцираната система от остатъши «), « .. ., 
Ty HBALTO 1 ==(n). Тогава числата 

(3)"1” αα,.αα,,...,ααψ # й ! 

са две по две различни и BCAKO едно OT Тях е взанмно просто с 
n, понеже (@, n)=1 и (@ #)=1 {i=1 2,..., m). Ако допуснем, 
че 

. . _’aa,- а ἃ) (mofln), | ' 

където ikj, ot (а, n)=1 Ще следва, че o =k, (mod л) при /, 
което не е вярно. Следователно системата ΟΤ᾽ числа (3) е "също” 
редупирана €HCTeMa, OT остатъци ΠῸ модул п. , 

Karo се използува тази бележка, теоремата на Ферма-Ои- 
лер се получева от почленното умножаване на сравненвията ал ες 
ur(modn) където (@ Π)Ξ:1, 0<r<n й х пробягва ония числа 
r ‘ne;muara 1, 2, NN n—l които са взаинно прести е 2. 

§ 4. Основни свойства на функпнята йахоилер , 

По-рано установихме, че броят на примитивните ΠΡΤΗ корени 
на едниницата е равен на ¢(n). B предния параграф ноказахме, че. 
редът на мултипликативната група 77 на фактор-пръстенв Z,= 
« 2/(п) ua пръстена на целите числа е също равен на φίπ). B 
TO3H параграф ще получим редица :други основни свойства на 
функцията ф("). Ν : . 

Лема 2. 3a всяко просто часло ru 36 всяко écmecmseno 
число « е изпълнено равенството 

т et )= (ρ--). ς v 
7 Деиствително чниюто :p( p“) е равно на „броя на числата ΟἹ 
редицата 1, 2, .. ., ре, KOMTO' са взЗаймно прости с p°, а тови 
брой:е равен на разликата между общия брой “ на Числата от 
тази редица и броя на числата OT . същата ' редица, - KOKTO се де- 
лят. на"простото число р. Ho последнате "числа са 1.р, 2р, ев 
2oL р.„Следователно. . , се . 

П Ф(р“ ере -р"-*-р“-1(р-1) | 
„Твърдение 4. Функцията () на Ойлер емултипликатив 

на иислова функция. . 
Доказателство. Трябва да докажем, че ако ти л са 
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две произволни взаимно прОСТИ еСТЕСТВЕНИ числа, ИЗПЪЛНЕНО е 

равенството" . 

p(m п)=ч>(т) ¢(n) - κ 
Нека 1-:(т) и /-:(п) са” главните идеали на пръстена Ζ на 

целите числа, породени съответно OT т и #. Понеже (m, п)-1, 10 
съществуват такива цели числа & и o, че; 

, μηλτ  πτεῖ, . .. . , ' . 

KOeTo показва, че единицата | се съдържа B cymara { Оттук 
следва равенството Z =74/, T. е. идеалите Ги Л на Ζ са взаимно 
прости. По едно следствие от кигтайската теорема за остатъците 
фактор: гпръстенът Z/(InJ) e изоморфен на директната CyMa 

Е Ε ΠΘ Ζ Θ , Θ . ме ! 
щ 

Тъй като сечението /п/-(т)Пп(ти) се състои от Ччислага 
коиго едвовременно се делят: Ha B3AHMHO « простите числа /M H п 
то InJ={m π). Затова Z/(/ nl)::Z/(m n) Z,,m „Така стигаме до, 
извода, че . | Π “ ‘_ Π Ξ Ε Σ ие 

() Z,,,,,:Z,,,@Z при (т. n)— . ; ἘΞ 

Or npeauutsus парагрз.ф зтчаеи че броят на обратиииге еле- 
менти във фактор- пръстена 2„„-2/(т п)е равен на p(m'n), aor’ 
(1) следва, че този брой ще бъце равен” на броя на обратимите 
елементи в директната сума Z, Ф Ще" докажем, Че обратимите 
елементи в 2,„(-52„ ca g(m) cp(n) на брой. | | 

Нанстина "едйин елемент . ПЕ а Т 

a=(a, b) aez‘,,,,bez,,, τ' τ Σ 
or директната сума z,,,@z e обратим TOYHO тогава, когато. съ- 
ществува такъв елемент ᾿ 

,Τ TR AT P=@7fi.x€zm yEZmr‘r ':. -\.:H 

or .Ф Z,,, 3a KOHTO е изпълнено равенството П 
П 

αβετ(αχ, бу)- (щ Т)у еа СС 
където L, --14-(т) и I,=1+4(n) са единичните елементи съответно 
на 2. и 2„. Тези условия са еквивалентни на равенствата 

[ 

, “ ι ax-lm, by=1,, у “ 
т. е. на обратимостта нааин ф съответно B Z,,, и Ζ,. Следова- 
телно едементът «-(а, 6) от 7.07. -е обратим тогава и “само 
тргава, когато g€ Z; и 06 7. Тъй като а пробягва множество от. 
@(m) елемента, а ь-мнмкество от (n) елемента, те обратимите: 
елементи a=(a, 6) на #.„Ф Ζ, ca ¢(m) ῳ (π) на брой, По този на» 
чиН ф(т п) τφ (M) ¢ (1), С коеТо твърдението е доказано. 

Cera вече сме в състонние да докажем“" следната важна тео- 
цема В | 
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Теорема 5. Дко естественото число п има канонична 
представяне n=ppupp ... рек, то 

i)t (-2} 
Дожазателство. Тъй като функцията на Ойлер е мулти- 

пликативна числова функция и числата ре, μᾷβ, .. ., рев” са две 
по ΒῈ взаимно прости, TO 

cp(n)=q>(fl;')<e(;j;-) .. . ФС ра) 
Но съгласно лема 2 за всяко i=1, 2, .. .. k e изпълнено равен- 
CTBOTO ' 

. а 
| Ф (я ера (Ι Р/ ) 

Следователно 

с което теоремата е доказана, 
„ Следствие 5. За функцията сума на функцията ф(п) на 

Ойлер е изпълнено равенството 

F(n=3 o(d=n 
Β din 

за всяко естествено число п. 
Действително при ne=1 имаме F(l)=¢(l)=1, а ако n>ln 

перири...рев е каноничният вид на числото 7, TO съгласно 
теорема 1 имаме 

п # , 

Ρ(π):Π [πεφ (23+4(29+... 4+Ф(290)-- 
С А . „ 

“е | o= D+ =P+ . +(2й--ри- е 
=1 

κ 

:Π ῥξιξεπ. 
(е 

Задача. Докажете, че | 

P(n)=29(2n), #2(24+4 п)--Ф(1+2 п). 
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§ 5. Сравнения от първа степен с едно неизвестно 
м 

Нека /(х)-ах" а1 .. +a, 4 X +a, е полином С цели 
коефициенти, T. е. целочислен. полином, а / е фиксирано естест. 
вено число. Когато х приема произволнн целочислени значения, 
полинемът f(X) приема само целочислени стойности. Често се на- 
пага да се реши следната задача: да се намерят асияки цело- 
числени значения на X, за Koumo f(x) приема стойноста, кой- 
то се делят на числото т. За равглеждането на тази задача е 
Уудобно да се въведе сравнение OT вида 

( . | f(_x)sO(modm), Ν Ν 
където задължително f(x) е полином с цели коефициенти. . Ак 
модулът т не дели старшия коефициент на полинома f(x), то 
n=degf(x) се нарича степен Ha сравнението (1). Да се реши 
сравнението (1) ще рече да се намерят всички цели чясла, KOH- 
TO, заместени вместо HeH3BECTHOTO X, Ὸ превръщат във BAPHO 
числово сравнение. 

Нека цялото" число х;|е решение на сравнениетТо“ (1), т. е. 
F(x)=0(mod m).” Ако x, е произволно число, за което Xp= 
x(mod m), спаред свойство 7 0T 52 ще имаме T (x)=f(xy) (inod m). 
Следователно x, също ' удовлетворяна сравнението (1). Затова е 
целесъобразно да считаме, че Х H X {xy=x,(mod )) са едно и 
също решение на "сравнението (1), T. е. съседния” клас. за+(т) 
на пръстена Ζ по идеала (m) с представител ха.ще считаме само 
за едно решение на (1). Две решения у, и уз на (1) ще считаме 

-32 различни, ако съседните класове у;,+(т) и y,+(m) са различ- 
ни, T. е. у " (Mod m). 

Две сравнения при един и същи модул т се "Чаричат екви- 
валентни,. ако те притежават едни и същи решения. τ 

Hanpumep axo g(x) е такъв целочислен полином, че при 
'BCAKO цяло число а стойността (а) се дели на m, то" сраввеения- 
T2 f(x)==0 (mod т) и f(x)+ g (x)=0 (той т) ca еквивалентни. Tlo 
същата причина, ако B сравнението f(x)==0(modm) заменим Bce- 
ки коефициент на /(х) с неговия остатък по модул т, новополу- 
ченото сравнение ще бъде еквивалентно. на даденото. 

Затова в определението на стецен на едно“ сравнение искахме 
модулът /M да не дели старшия коефициейт на полинома. 

Сега е очевидно вече, че всичките „решения , на едно сравне- 
ние по модул т могат да се намерят, като се провери кон от 
остатъците O, 1, 2,..., m—1 го удовлетворяват. Обаче в общия 
случай тази проверка е свързана с много изчисления и се налага 
да потърсим други пътища и методи за решаване на сравнения. 

Най-напред ще разгледаме общото сравнение от първа сте- 
пен, което 88 удобство ще запишем във вяда 

(2) „ ax=b(modm), a, b¢Z, 
където т не дели а. . / 
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Teopema 6. Нека 4 e, .най-големият , общ делител. на чис-. 

лата а u πι. Тогшш- 

1) ако -d=", сравненйето! (2) ura "точно едно ргшение- 

2) ако 451 и а дели uncqomo b, сравнението (2) има mod- 

но 4 различни решешш, които. образуват един. клас по модул 

᾿ 

ῃι,:ΐ-ἷ-ἶζ L e o, S, o4 - Ξ ..Ε ͵͵᾽ 

) ако ане де/ш числото b , дравнекпето (2) няма решение. 

. Iloxaaare.gcrqp_ 1) Нека (α, т) 1, 2 x\,n x,"',ca две 

:цели числа, за коите . . - А Ι. R 
Π T ’~"’,~ e Ξ 

ax.'Eb(modm). 

ιὑ ие axQ_bSmodm) Ν Ε 

Тогава axgE=ax,{mod m) 1 .по свойство 8 от. 5 2 ще имаме x,_ 

Xz (modm),: т. е. .сравнението (2) пря (2, m)=liuma нер,; повече“ от 

,„едно решение. ΗῸ les@u-mou 88 някои цели числа 4 и т..Катр 

умножим «: by двете «„страни на лоследното . равенство, получаваме 

.aub+m{(vb)=bh, т. е. ча ае а 

& (ub)==b (mod (п). 

Това нпоказва,, че. числото,  4b . удовлетворява „сравнението, ахоя 
=b (пюа т) и затова, а04(т) € 1негово решение. Следователно в 
тазп случай"сравнението (2),има точно едно ,решеняе. . . . 

2) Нека .d=(a, m)>1 и dfb. Torasa а-аа, b=b,d, M= m,d 
където @, by, т «са цели числа и (ар m)=1. Както вече видях- 

‘Me, CpaBHEHHETO " 

@ &, y=by (mod т) . SRR 
Π I N П ' Н Ν 

"има единствено решение . Ν , Ν ὐ 

1 y==x(mod ml) : Ν Σ 
У 
1 

i ε. всяко число от «++(т) дов.петворява сравнение (3) и ако 
HAKOE, цяло число Е удовлетворява (3)' τὸ ίςα-ι-(ῃι,) ' C 
, Нека Ὁ 38 число 'OT a+-(m,), Torasa al-v==b (mod п) и според 
Свойство 4 от 52 ще следва, че dav=db, (mod та) T е. "чис 
„лото ¥ удовлетворява сСравнението (2) и затова съседният клас 

‘U+(m) e едно решение на това сравнение. "Числата X=a&, xy= 
matm,,..., Ха (а--1) та се съдържат B класа a-H{my) и ca 
:несравними .пе. модул т, Затова съседните класове Ν Ν 

R =g (m), Χητοα-ππν Ч(т), ..., Xyg=aH(d—Dmy+(m) - 9 

08 4 различни решения на ”"сравнението (2). Ще покажем, че това 
“са всичките решекия, на (2):и. че обединеннето, на съседицте кла; 
„сове Хь Хо,...Ха сЪъвпада с класа «--(ту)... л .. : 

Нека = e цяло число,. 88 което й12-0(тай т) т. е. da,wT 

-=db, (mod п d). Според свойство 8 на числовите сравнения а1 

-=b, (той т) и затава w¢&+(n,;). Следователно веяко решение 

„на сравнението (2) «се съдържа в о:+(т,) „В,частност ,класовете 
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Хъ ¥p--., Xy са подмножества на «--(пи). Но ако £€a-t(m). то, 
<-а--5ту за някое цяло число s. Разделяме 5 на « и нека - 

| s=dg+r (0=r<d). 

Torapa f=ea-+rmy+gm се съдържа B класа Xrgr=a&+rmy+(m), 
Следователно класът «--(т;)) е обединение HA класовете Xy, X, 
.. Ха W Ттези класове са всичките решения на сравнението 
-ax=h(mod m). , ' 

3) Heka числото d=(d, т) да не дели числото b. Да допус». 

нем, че съществува цяло число X, 88 което 

axy="0b (mod т),. 

т. е. axo=>b+4-mk 3a някое цяло число . Тъй като /а и dim, то. 
а дели b=ax,—mk, което e противоречие. Сдедователно, когато. 

d=(m, а) не дели b, есравнението ax==b (mod г) няма решение. Teo- 
ремата е доказана. и 

Когато модулът т е твърде голямо число,. решаването на, 
сравнение от вида 

: ax==b (mod т) 

чрез непосредствена проверка (T. е. NPECMATAHETO KOH OT остатъ- 
ците 0, 1, 2,..., т--1 го удовлетворяват) е тюърде TPYAHO, 3a- 

това е целесъобразно сравнението да бъде заменено с неопреде-- 
леното Ууравнение 

(4) ax=b+my 

с две неизвестни X и y. Ясно e, че. ако (X, у) €. €AHO делочис 
лено решение на (4), то X, Удовлетворява сравнението ax= 
b(modm) , обратно, ако X, удовлетворява това сравнение, то сън- 
ществува такова цяло число Уф« че (Xo Vo) е целочислено реше- 

ние на (4). По този начин решаването на даденето сравнение се 

свежда до намяирането на целочислените решения на уравкнението. 
(4), което може да бъде извършено например по метода на Ойлер. 
За илюстрация на този метод ще разгледаме един KOHKpereH: 
пример. . 
kg Пример. Да се реши сравнението" 

| 47 x4 17=0(mod 28). 

Най-напред коефициентите B лявата част на сравнението заменяме" 
с техните остатъци по модул. 28 и получаваме сравнението 

(5) 19 x4 17=0 (шоа 28), . 
“ 

което е еквивалентно Ηδ' даденото. Понеже 1=(19, 28) cpaBue- 

нието (5) има TOYHO едно решенне. 38 да намерим това решение;. 
разглеждаме, неопределеното уравнение 

19x+17=28y. й 

От това уравнение получаваме / 

А 
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9y—l7 
X=—g——=y+ Ξε ΜῈΖ, 

9y—17 | 

19 

Понеже хи у трябва да бъдат цели числа,то е необходиме. 
y да приема такива цели стойности, за KOMTO € цяло и числото 

КЪДЕТО zZ= 

&= 9у19п T. € у трябва да бъде от BHIA 

9 17 249 

- 29+ 2 Ζ Ἐ 1 Ἐ " + =2z+4144, 
. : 

" 

където # е такова цяло число, 88 което числото и=-9- е също. 

цяло. Тъй като 2=9u—8 e цяло число за всяко 4 €Z, като прие- 
мем I за целочислен параметър, ще получим 

y=2z+1+u=2(9u—8)+1+u=19u—15, 

x=y+2z2=(192—15)+(9 u—8)=28 u=—23, 

7. е. 88 BCAKO цяло число и двойката "цели числа x=28nu—23 и 
y=19u—15 е решение на неопределеното уравнение 19х417 
=28y. Затова всички цели числа от вида X=28u—23 (utZ) 
удовлетворяват сравнението (5). Следователно едикнственото ре- 
шение на сравнението (5), което е еквивалентно на даденото B- 
началото сравнвение, е x=—23(mod 28), т. е. x==5(mod 28). 

В редица случаи решаването на дадено сравнение може да 
бъде значително опростено, ако се прояви известна наблюдател 
ност. Например, ако трябва да решим сравнението 

19 х+ 14=0 (mod 21), 
можем да забележим, че числото 7=(14, 21) трябва да дели 

произведението 19x. Но 7 и 19 ca взанмно прости, поради κοξτο- 

х--Т Е за някое 267. Тогава даденото сравнение добива вида 
19#4-2<-0 (той 3), а τὸ е еквивалентно на сравнението f--2= 
0 (mod 3). Последното сравнение има единствено решение (ф 
1 (mod 3). Оттук получаваме f=143unx=7£(=21u+7, 1. е. Хее 
7 (mod21) e единственото решение на даденото CPABHEHHE. 

Задача, Докажете, че решението HA CPABHEHHETO аХе 
6 (той m), където (@, m)=1, e хе-фат ")~ (mod m). 

4 ι 

§ 6. Системи сравнения ΟἹ първа степен 
с едно неизвестно “ 

и 

По-обща от разгледаната в предишния параграф задача е за- 
дачата за намиране на решенията на елна система от сравнения- 

᾿ | Л (x)==0 (тоа #е) 
( fo(x)=0(mod my,) 

}, (x)=0 (m.od.m,,'), 
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жъдето А(х), /(Х),..., Л,(х). са полиноми. с цели коефициенти, 
га My, Mygy..., A, саестествени числа. ᾿ 

Нека цялото число а Удовлетворява системата (1), T е. 
mifi(@) при i=1, 2,.... k, а m=[my, Moyen.. M) е "най-малкото 
гобщо кратно на числата My, ту..., т Ако b е TaKoBa цяло 
жчисло, че“ г ка ᾿ ' Ν - Е А 

ι a(mod m, “ . 

гпоради ToBa, че my/m, ще имаме b=a(modm) ‘Sa Besko z—-l 2, 
...y k. Ho тогава, както видяхме B предишния , параграф, ще бъде 
:изпълнено сравнението . , , 

Ἔ Ξ ῚΞ f(b)—()(modm,), i=1,2,..., k. . - “ 

T. е. всяко число OT съседния клас а+(т) ще удовлетворява cu- 
-cTeMara (l) По-нататък ще считаме, че всички числа от а+(т) 
-образуват едно решение на дадената система и ще записваме тон 
ᾶ решение със сравнението ' 5 , v - Ν 

а s ΧΈΕα (Πιού [my, my,. .у Π1,})- 

ι  Heka.x=r;(mod m,) е решение . на ἔστοτο сразнение OT систе- 
„мата (1), където 8——1 2,.:., k. Toraea всяко решение HA системата 
o Ξ . o1 - ey а 

Ν Ν Ξ x__c,(modm,) . Π Ν 

ὰ 6{ а . x:c2(modm2) RS «а oy 

(2) ες и T 

x==c, (mod mk) 
' 

ще бъде решение и на системата (1) .. . S 
Cucremara (2) има л Hail-MHOTO едно решение. Наистина ако а 

и b са две числа, които я удовлетвоеряват, то т.(0--а), 1-1, 2, 
.. &, и затова, b=a (mod{my, ть ..., т т. е. !16а+([т„...,т„]) 
. решението е не повече от едно. . : , 

Обратно, всяко решение на системата (1) e решение на ,сис- 
тема от ,вида (2) и затова системата (1) има най-много п/7а...ПА 
различни решения, където п, е броят на решенията на нейното 
im0 сравнение ot (1) при i=1, 2,..., #. . Ке 

Да се реши система сравнения от. вида (2), 88 която 'προδπο- 
„лагаме, 0 <6,< ту i=1, 2, 3,...%, е равносилно да се намерят, всич- 
ки цели числа X, KOHTO при. делението на ту Ддават остатък.ср 
при делението на M, дават остатък с» и T. н. Тази задача e ре- 
шавана още в началото на нашата ера от китайския математик 
Сун Тзу, поради което е известна като „китайската задача за 
гостатъците“. Работата на Сун Тзу в Европа e станала MsBecTHa 
едва през 1852 г. Независимо от китайските математици метод за 

„ решаване на лакива задачи е бил . даден M OT индийския «матема- 
"тик Браменгупта (588--660). 

Теорема 7. Ако числата my, Mg...,m, са две no 0se 
«„звзаймно прости, системата (2) има рещение и то е единствено, 

Доказателство. Единствеността на решението беше pas- 
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гледана. погоре. .За, да докажем съществуването на решение на 

системата (2), разглеждаме идеалите L=({my), j=1, 2,..., k. Тъй 

като ποὶ условие {π|, m,)=1, cymara 1,41, при #/ съдържа чиС- 

лото 1 и следователно Z=I+1; 7. e идеалите Л, 1?,..._...[,, ca 

два по N8’ взаимно "прости. А"СЪП.ШСНО т;ррема:“б от глава У за 

числата €y, Са...у ¢, съществува такова ' цяло число X, "Ὲ Xo—0y 

ef, (=1,2,..., #), 1. е. # аИ Ν 

4 Ὑ χρεεοι (штойля), ἐξξ]1, 2. 'k, 

ς което теоремата е ᾿οκᾶβϑᾶμα. ν .. 1 1 1.0 ф : 

Ако модулите My, ΗἾ2».... My OT (2) не са два по два B3AHM« 
Η P 

go прости, cucremata (2)"може и "да няма решение. 

Например лесно се вижда, че системата . ! Ν Ξ 

Ἢ с НИ И 
- ПО [Χ ΕΞ (mod6) 

няма решение. 
Едно необходимо (и достатъчно) условие CHCTEMATA (2) да 

има решение € най-големият общ делител dij=(m; , ту) да дели 

разликата ¢, -- с) при i, j=1, 2,..., & Наинстина, ако системата 

(2) е съвместима, сравневията x=c;(mod m,) и хеДщоай |) съ- 
що ще образуват съвместима система, Всички uncaa, които удов- 

летворяват ΠΈΡΒΟΤΟ' сравнение, . са OT вида xe=c;+mi (Е67), а ot 

тях второто „сравнение удовлетворяват само онези числа, за които 

а ι ῃ 

А 1 ἤπέτεσι аеу (πιοά ). . - 
Or предния . параграф зуавм, че TOBA сравнение ще има ре- 

шение OCHOCHO ἐ само тогава, когато dij=(m; , ) ) дели числото 

а —¢;. Достатъчността на посоченота условие 88 съществузане 

58 решение Ha системата (2) може да се докаже с индукция по 

броя на сравненията. 
Решаването на системи сравнения OT вида (2) ще илюстри 

раме с елин конкретен пример. 
Пример. Да се реши системата , 

" ἴὉΞ2 (πιο(ἱ 5) | 
| Ν А χΞΒ (mod 6) .. . | 

ъе ие | же4 (mod 7). | 
Or първото сравнение намираме х-2 456 ({ 2). Като „Замес- 

TV х във второто сравнение, получаваме сравнението 

' 5t=1(mod 6), ΕΝ 
SHeTo Ipémenue e ἾΕΞ Ξ | 

| Ν #5 (той6). Ν 

Следователно £=5+6u (26 ) и тогава за х ще имаме 

“ хе 4-5(5-+6u) =27 4-304. 
“ 
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Заместваме така получения израз 33 х в третото сравнение ἢ 
получаваме ! 

302+23=0 (mod 7). 
Решението 88 последното сравнение e k=6 (mod ?) или u=64 

+7v (v¢Z). Следователно целите числа, KOHTO удовлетворявар 

дадената система, са от вида 

x=27+30(6+Tv) =207 +210v (е в7). 

Тъй като {5, 6, 7]=210, решението Ha дадената система е 

x=207 (mod 210). 

Задача. Да се намерят цифрите X, у и 2, ako е известно, 
че числото 138 xyz (ваписано в десетична сСистема) при деление. 

то на 13 дава остатък 6, xyz 138 се дели на 7 и х1уЗ28: при 

дедление на 11 дава остатък o, “ 

§ 7. Сравнения от по-висока степен 

м при преост модул ; 
. 

Тук ще разгледаме някои свойства на сравненията OT вида 

m fX)=Gx"+ a1 X"+ ... +0,_1x4a,=0 (mod p), 

където ре просто число. Най-напред ще докажем, че решаване- 
TO на това сравнение може да се сведе до решаване на сравне- 
ние OT степен, най-много равна на р--1. - 

Teopema 8. Cpasnenuemo (1) e еквивалентно Ha «сравне. 

Huemo 
#x)=0 (mod p), 

където r(x) € остатъкът om делението на Дх) с подинома 
h{x)=x"—x. " 

Доказателство, Нека 

@ )= 203 R (3) 72 
където deg r(x)<degk(x)=p. Тъй като Дх) и h(x) ca с uem 
коефициенти и старшият коефициент на Я(х) e равен на 1, 10 
2#(х) и r(x) са полиноми с цели коефициенти. Съгласно следст" 

ΒΜῈ 4 числото р дели xP—x=h(x) при всяка цяла стойност на # 

Тогава непосредствено OT равенство (2) следва, че всяко решение 
на сравнението r(x)=0 (той р) e решевие μ (1) и обратно. Teo 
ремата е доказана. , . 

Практически по-удобно е да се използува последната теор“ 
ма, като се прилага към всяка степен на неязвестното X по слей” 
ἨΜΗ͂: начин: - 

χξ X57P(xF— x)+ е7Р 
т. е. χ' веднага може да се замени с χ (Ρ ) 

Теорема 9. Всяко сравнение от степен n=0 при прост 
модул р има HOL-MROZO п разлцични решения. “ 

172 . 

-



Доказателство, Ако n=0, сравнението € OT вида адй- 
=0 (mod p), където р не дели й и очевидно TO няма решения. 
Да допуснем, че теоремата е вярна „За всички сравнения, чиято 
степен е най-много равна ὰ л-1 и нека 

(if (W=ax"+ax" + ... +a,_yx+a,=0 (mod р) 
¢ троизволно сравнение OT степен A, (@, p)=I1. AKO TOBa сравне- 
ние HiMa pelIeHHe, TeopeMaTa e BfipHa и за Hero, AKO цък TOBa 
сравнение има решение X=X, (mod p), разделяме Лх) с х--хо и 
получаваме ' ᾿ .. ἐ 

' " ι " Ν ! 

| .. (0)е хов(х)+ £ (х0), Ν 
където g(X) е полином с meny коефициенти от степен n—1 и със 
старши коефициент: ау Понеже Жх0)#0 (mod p), даденота сравне- 
ние добива вида Tt - 

@ (x—x0) & (x)=0 (mod p). 
' Нека x==x,(mod р) e решение на сравнелието Д(х)<2) (то4 р) 
което е .различно от решението хеехо(щой р) Тогава х) 
х (mod р), т. €. р не дели разликата x;—Xx,. Тъй каго сравне 
mero (3) е еквивалентно на даденото, 703 

. Η 

„“ . {(χετ-Χο)ϑἀρεαῦ (modp). С С | 
Понеже р Ὧ д2тя Χιτοχγα ре AT 4az0, To Jpfg(x;), T.-e. 

Н 2(х1)0 (mod p). . . + 

С това. установихме, че всяко решение на сравнението Й(ж)-а . 
=0(mod p), което е различно от решението . x=x,(mod р) ще бъде решение на сравнението ΟἹ (л-1)-ва степен 

Ц ῃ ε! 

Ν „ ερόξεῦ (mod »). | 1 
- T, 

o предположение последното сравнение има най-много л--|. раз- ΜΗ рещшения.и следователно даденото сравнение f(x) =0 (mod р) 
U степен /2 ще има не повече OT л решения. Теоремата е дока- зана. 

᾿ - ΕΝ 
Следствие 6 (теорема на Лагранк). Нека полиномет f(x) 

а цели коефициенти и e om степен п. Ако ре просто число 
К сгравнението 

' „ Τ ἘΞΌ (mod p) " 

ὍΣ решения, MO асачки коеффициенти на 

, ῃ 

Ν 

. 1 , 

а повече от п разли 
%) се делят на р. 

Доказателство. Нека и 
Лх)-аханаце1 4 .. а x+a, 

‘fl"llew 2,¢Z. Д допуснем, че поне един от коефициентите Ha R а HEKA @, е първият такъв коефициент. 
Т.х) це се деттгиа р 
Мава р/а, (Се ), 1, .., 2~1) и сравнението Лк)<О(той р) е ex- Езленгно на cp внението 
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ая аке 2. а μετεα,τεῦ (πιοῦ ρ), : 
което e от (л--й)та степен. По предишната теорема последноте 

сравнение има не повече OT п- Е решения,, Това ,противоречи. на 

условието, че f(x)e=0 (той р) има повече ΟἹ п различен реше. 

ния. Следователио всички коефиниенти на f(X) се "делят на р. 

Следствието е доказано., се Ν . 

„ Ὑρηδρα да отбележим, че B случая, когато коефициентате на, 

Л) се делят на p, сравнението f{x)=0 (mod p) πμᾷ, точно р раз 

лични решения, определени oT остатъците 0, 1, 2., =1 . 

С помощта на това следствие ще получим един критерий за 

устаковянане дали дадено цяло число ¢ € “ просто, който за Съ. 

жаление при големи стойности на ¢ е практически неприложим, 

ι Теорема 10. (теорема на Уилсън).! Естественото часло 4 

е просто ~02a6a ий само тогава, когато ТЕК | 
жчъ 

(4--- 1)}- 1ΞΞῸ (той 4). ' ° 

" Доказателство. Да допуснем, че g €' съставно "Число. 

Тогава съществува чнсло Е (1<1< 4) което дели g. "Числото # 

дели и (g—1) . Аке допуснем, че # дели {g=—1)!14-1; ще "получим,. 

че # дели 1, което е невъзможно. Следонвателно,. когато 'q €' със- 

тавно число, изпълнено € условието (g—1) I+ 140 (med g). 

Нека 4 е npocto число. Ако ge=2, 70'{2—1)141=2 се дели 
на .2. .Затова нена 4 € нечетво просто число. Да разгледаме срав- 

нението . 

@ P )= 1~ (x—1)k~2) ... (x—g+1)=0 (mwed q). 

Тъй като 88 BCAKO число X, 'OT редицата 1; 12,5 4--1 Имаме 

Фф(хо)-2471-3, по теоремата на Ферма получаваме ¢. } 7 
НИ ТЕ АН А НЕ Я 

ψίχονξξο (ιπο͵ά )4),„:„? l',. 2,...». 0—1 

С ледователно с-равневнетб. (4) има nowe 4--1 различви решения 

четно число, то $(0)=—1-—(g—1)! се дели На g, т. е. 
г e Π 

1 

: Ке п ЧИА 

ОТ el ) 7 р 
Теоремата е доказана, АТ i 

Практическото решаване на дадено CDABHEHHE f(xe=(modp) 

при прост модул р се извършва обикновено с непосредствена ΠΡῸ’ 

Bepka Кон” от "числата" 0,.1,,.2,.. 96 Τοὶ Удовлетворяват. : За 

тази цел е цпелесъобразно стойностите на /(х)-за Xi=0,°1, 2, ..е 

р--1 да се пресмятат по схемата на "Хорнер- "При това, ако Х 

=x,(modp) e решение на (1), както видяхме, сравненията ()я 

(3) ca еквивадлентни и 32 следващите" остатъци е достатъчно да 

проверяваме дали удовлетворяват сравнението" 2(x}=0(modp). 9 

=xo(modp) също може" да бъде решение на сравнението 2() 

=0(modp). В Такъв случай, както при уравненията, може да се 

говори 88 многократни решения на дадево сравнение. ! 
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. κ 6 « " м а ι ЕИ " ες 

„ Задача. Нека p52 € произволно престо число И σὶ, Oy .. .o 

d,_g са стойностите Ha елементарняте симетрични полиноми 32 

числата 1, 2,..., p—1. Докажете, че 6,=0 (πιοά ») 58 k=1,2,..., p—2. 

) Задача. Нека.р е просто число, а т е произволне естест- 

вено число. Дакажете, че ако § е непълното частно, а ге оста-, 

тъкът ὍΤ делението на т с числото P, то всяко: цяло. число х 

удовлетворява сравнениете . : . : 

"  xM=x9+r (той). ! 

.. 

1 

§ 8, Сравнения при" произволен модул 

В този параграф ще разгледаме сравнения OT произволна сте-. 

пен при съставен модул. Е пе е. 

., Teopema 11. Ако m=pi* p3... рме каноничното предста-. 
вянг на естественото часло т, mo сравненцето ” ““ ЧИТ T 

п ' f{x)=0(mod т) 

е еквивалентно на системата ” 

ИО И |0 mod ет) 
2) Ao F()=0 (тойр) . Ν Ξ 
[ Yo . 

st ” | f(x)=0(mod pi#). , И 

Ако т е броят на решенията ка i-momo сравнение от (2), 
където i=1, 2, ..., k, то „сравнението (1) има не поавече om 

щ па...Па различни рещения. | а 

ДоказаТтелство. Нека x==x,(modm) е произволно реше- 

нне на (1). Тогава числото т дели числото f(Xo) и следователно. 

числата pi рб,...., ру делят / (ж.), T. €. WHIOTO, чнсло X, Удо“,, 

влетворява системата (2). Тъй като числата pi', ра .- ру са” 

ΒῈ M0, две.взаимно: проети, тяхното най-малко общо ,кратно съв- 

нада с произведението им m=pi* р>“... ре ! Съгласно определе- 

HHeTo, 0T § 6 На решение на система от сравнения ,Х--Ха (modm) . 

€ решение Ha системата (2). . : 

"Обратно, нека X==X,(mod m) е решение на системата (2)..То-: 

гава pit {{{χὺ} (=1, 2, ..., k) и понеже те-(и, р5,..., ра |-- ' 
-ри p¥... ру, те 0) (х.). Това означава, че x==Xo(mod т) е ре- 

шение на,сравнението (1).. .. а Ое И 
Втората част на теоремата следва от общите. бележки 3a си-., 

стеми сравнения в § 6 и от еквивалентността” на (1) и (2). Тео- 
.. , 

ремата е доказана. v ' а | Vo . L. ! 1 

Доказаната теорама показва, че решаването на сравнения при 

произволен модул се свежда към.решаване на CPaBHERus OT вида 

8ϑ.. - ! F(x)=0(mod p=), . . ча Ν 

КЪДеф ре просто ίΙπς:ὶὸ.'ε'αξ!.γ Затова "цо" обстойно" ще  разгле- ” 

Даме този вид сравнения, Най-напред очевидно е; 5Ὲ всяко цяло- 
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ΓΠΡΒΟΠΟ Xg което удовлетворява сравнението (3), ще удовлетворява 

Ἢ сравнението 

@ . £ (=0 (mod ). | 
Поради това всяко решение «Х--хо(той ре) на (3) определя съ- 

„седен клас А-хо+(р“) на пръстена Ζ по идеала (ре), който се 

съдържа в съседиия клас B=Xx,+(p) на Ζ no идеала (р) В 

обратна посока важи следната е 

Теорема 1?. Нека x=c (шойр) e произволно решение на 
сравнението (4) u числото р не дели f'(c). Тогава вецики числа 
от съседния клас c+(p) на пръстена 7 по идеала (р), който 

удовлетворяват сравнението (3), образуват съседен клас |на 

Ζ по идеала ре ). 
Доказателство, Да означим с [J, подмножеството о0т 

всички числа на класа c-+(p), които удовлетворяват сравнението 

f(x)=0(mod “). Ясно e, че Г«-с--(р) и че са изпълнени включ- 

ванията | 

D\2D2... ΞὈ,, . 

Ще покажем, че D, e съседен клас на,2 no идеала (р“) за всяко 
k=1, 2,...,a N 

Ясно e, Че npu k=1 твърданието е BAPHO. 
Да monycuem, че Dy, D,, ..., D, ca съседни класове CHOTBET- 

‘Ho по идеалите (p), (2),...,(р”). Тогава D,=a+(p"), където 

аЕ) --е-(р). Числата or.[), имат вида . 
- .. Ν 

| - a+p't (ἐς 7). 

'Ὁτ' лези числа на Оу ще принадлежат онези, за KOHTO 

. fla+pf=0(mod pr+1). "~ _ 
„Да представим f{a+p't) no формулата на Тейлър във Бида 

Т ” : {n) 

He+rty=fa)+ L8 + IO (o 4+ 9 (o, 
) v Yoy " а 

жмъдето л е степента на Дх). Понеже ) числата - Π са. цели н 

коефициентите пред #, #,...,#“ се делят на р"+!, последното 

сравнение добива вида 

ЖХа+(а 010 (щой pr+1). . , 
Тъй като a¢D,, то p’/f(a) и следователно това сравнение е ек- 
вивалентно на сравнението 

) ζιώει - Ξ τεριποά p). 
Ще покажем, че последното сравнение има точно едно реше- 

ние относно . Наистина а е елемент от D,CDy=c+(p), т. е. 
a=c (mod p). Оттук следва, че /(а)--/ (с) (шой р) Ако допуснем, 
че р дели Γ(α), ще получим, че р дели f(c), а това по условие 

: 
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хне e вярно. Следевателне (p, У(а))-) и сравнението (5) umz 

TOUHO едно „решение =t (med p), T. е. ἐξεί Ἐρξ (2€Z). Тогава 
-8a числата X =a+p ( ) от L), коите се CHLALPKYT в Ддда, по- 

„пучаваме представянето 

х-а- р +p2)=b+ptz, ' , 

-къдета Ζ е произволно цяло число, а #--а4- .. Очевидно e, чеа 
тези числа -obpagysat съседния клас Ε ( ρΓ “) на Ζ по идеал 

(Y и D, gy =b4-(p+Y). Съгласно принципа на пълната матема- 
тична индукция множеството () е съседен.клас по идеала (ρ") 
„ва всяко &, с което теоремата е доказана. 

Доказателството на TOPHATA теорема същевременно дава метода 
88 намиране на решенията на сравнението (3), а именно: най-нап- 
ред намираме всички решевия на сравнението '(3). а след това, 
като решаваме сравнения от вида (5) последователно намираме 
«съседните класове Dy Ръ...,Руа-ь ὰ.. 

Теорема 13. Нека /(х) e поланом ¢ цели коеф:щиенти, Р 
е Просто число, 

(6) хе-с(тойр“), k=1, Ν 

.е едно решение на сравнението f (x)__O {modp*) u р дела f (c) 
Tozasa: 

1) ако p*+* не дели #(с), mo съседният клас Dy=c+(p*) не 
„съдържа числа, KOUMO удовлетворяват сравнението 

(᾿ ᾽ 7 (x)=0 (mod p*+1), ) 
2) ako p**1 дели f(c), всяко число om класа Dy удовлетво- 

„рява сравнението (7) u D, се разпада точно на р различни ре- 
„шения на сравнението (7). 

Доказателство. Както видяхме в доказателството на 
teopema 12, uacnoro x=c+p*(t¢Z) or класа D; точно тогава 
удовлетворява сравнението (7), KOraTo ¢ удовлетворява условиет 

«8) ΠΘῈ (д р0 (тоарен). . | 
1) Ако p*+! не деми f(c), последното сравнение няма реше- 

"ние, тъй като pf+l дели числото / (с) . Но тогава няма число 
от Й,, което да удовлетворява сравнението (7). 

2) Ако pFtl дели f(c), сравнението (8) се удовлетворява 88 
всяко число £, защото коефициентите /(с) и Г (Ο) »ῇ се делят на 
„ре+1, Затова всяко число ot [, ще удовлетворява сравнението 
{7). В ΤΟΒΗ͂ случай класът D,i=c+(p¥) се разпада точно на р pas- 
лични съседни класа по идеала (p*+'), които са решения на (7). 
Teopemara е доказана. 

Доказаните теореми ,показват, че между Числата x -~ c+pt 
{ttZ), които образуват решение на спавнението ἐ(χ)εεῦ (- od p), 
може да има 0, 1 или HAKGAKO решгния на сравнението ( х) 
=0 ( тина p" ) - 

. 

1 
ι Η 

42 Ая геб; а с теория на числата P i)



§ 9. Показатели N0 даден модул 

В следващите два нараграфа ще разгледаме по-подробно „мул- 
типликативната група #7 от обратимите елементи на фактор-пръ- 

стева Z,,=Zf{m), където те цяло положително число. Както 
вече знаем, редът |2 | на групата 7 е равен на ф(т) и съсед- 
ният клас а4+(т) принадлежи на 2“ тогава и само тотава, ко- 
гато (а, m)=1. Всеки елемент а-(т) or групата 77 поражда 
крайна циклична подгрупа на ΖῈ чийто ред ще означаваме с P, (ᾳ) 
и ще ΓῸ наричаме показател ἨΔ числото а по модул m. Следо- 
вателно P, (a) е най-малкото" цяло положително число, 58 което 
в Z е изпълнено равенството , ᾽ 

[«-Ἐρη)] = 1+(m) 
или owe P, (d) e най-малкото €CTECTBEHO чиело, 33 KOETO 

apm(“) =] '(inod m). 

Axo a=b(modm), то a4 (m)=b+(m) и sarosa P, (a)=P, (b), 
τ е. P, (a) e показател по молул т Ha всяко цяло число, което 
се съдържа в съседния клас a-(m). 

Ще nocoyum някои основни свойства на функцията P, (a), 88 
която трябва да помвим, че е дефинирана само за онези цели чис- 
18 g, които са взаимно прости с модула т. 

1) Часлото, P, (а) е делител на ф(т). 
Наистина P, (@) е ред на циклична подгрупа на групата Z, 

от ред ¢ (m). Затова твърдението следва HEMOCPEACTBEHO OT тео-. 
ремата на Лагранж за крайни групи. 

2) Сравнението a"=1(modm) е изпелнено тогава ий само 
тогава, когато P, (a)/n. 

Наистина даденото сравнение е еквивалентно Ha равенството 
" [α - (т)“-- 14-(т) | 
в групата Z:, а OT теорията на групите е известно, че последно- 
TO равенство € възможне точно тогава, когато редът P, (а) на 
елемента а + (т) дели чиелото п. 

3) Сравнението a’=a*(modm) € изпълнено тагава ий само- 
тогава, xozamo 5:- (тей P,, (a)). 

Да разгледаме случая, когато 574 Тъй като (@, m)=1, 10 B- 
(а“, m)=1. Тогава от даденото сравнение чрез съкращаване на а“ 
получаваме сравнението 

ῃ 

а1 (mod m), 

което е еквивалентно Ha даденото. Ho от евойство. 2 следва, че 
последното сравнение е изпълнено TOWHO тогава, когато 352 
=i (π od P, (а)). Случаят #< # се разглежда по същия начин. 

4) Ако яислото а има показател Р.(а) по ποῦγνα m u n e 
ес ествено число, то 

щ Рае (а) 

Ра @)= Ра " 
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където (п, Р.(а)) е НОД на πα Р.(а). . 

Това твърдение следва от. CBOACTBOTO HA цикличните групи, 

но то може да бъде доказано и независимо от теорията на гру- 

пите. 
„ Нека Е-0А.,(а“), з-Р.(а) и d=(n, 8), Тогава a=md и 

§=8,d, където т и Sy (8 взаимно прости чисма. Тъй като k£ € 

най-малкото естествено число, за което е изпълнено сравнението 
| (ап)“ -> а1 (mod m), 

сътласно свойство 2 числото. 

, пЕ ИЕ πχᾶ 

5 δια 5 “ 

е цяло положително. Тогава §/k, защото (т, 5ι)5- 1. Но 

ал е ай = (а)/”:е1 (mod m), . 

защото §=P, (а) и а1 (mod т). Следователно 45)28 и понеже 

Sof#, то s;=K. Така получихме равенствата 

Ν п 5 Ра (α) Puer=kmsn= = 5% Ω 

с което свойство 4 е доказано, 
По този начин фактпчески доказахме, че цикличната NOArpy- 

па, породена от елемента а” + (т)«|а4(т)”, ума ниндекс d=(n, 

Р.А (а)) в цикличната група {a+ (m)). 
Ot 4) непосредствено се получава и следното свойство. , 

5) Равенството P, (a")=P,, (a) e изпълнено тогава ий само 

тогава, когато п u P, (d) ca saaumno npocmu числа. 
6) Нека р e npocmo число ий P,la)=k. Tozasa класовете 

() # хеза” (той p), r=0, 1, 2,...,k—1, 

са различни и-са всияките решенич на сравнението 

2- L x*==1 (mod p). 

Действително, тъй като а : (modp), то 

(αἼ =(a¥)’=l (mod р) 
и следователно съседните класове (1) са решения на сравнението 
(2). Ако допуснем, че # 4-(р)-а 4+(р) където 02:5<(#-1, 
ще имаме а!-а (штойр). 

Но съгласно свойство 3) последното сравнение е изпълнено 
точно тогава, когато А дели разликата (--5, което не е възмож- 
но, защото 0< # 5<#. Следователно съседните класове (1) ca 
различни и са точно # на брой. От друга страна, от теоремата на 

. Лагранж за сравнения при прост модул следва, че сравнението 
(1) може да има най-много Х различни решения. Оттук стигаме 
до !(игзвода, че класовете (1) са всичките решения на сравнение- 
то (2. 
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Ако т не е просто число и P, (α) - , за cpasHeHHETO xt 
#21 (mod т) може да твърдим само, че класовете 

x=a" (той т); r=0, i, 2,...,#--1, 

са К на брой различни негови решения, но не можем да твърдим, 
че те са всичките му решения. ) 

Пример. Нека a<5, m=12. Тогава P, (5)=2, HO сравнението 

x?==1 (mod 12) 

има четири различни решения 14 (12)=59+4-(12), 5+(12), ‘7;1"3(12) 
и 114(12). ; 

§ 10. l'lpnmmusn_u" корени по дладен модул 

Естествено възниква въпросът, за кои т мултиплякативната 
група 25 на фактор-пръстена Z,, e циклична? Ако групата 21 e 

циклична, всеки неин пораждащ елемент се ,нарича прамитивен 
корен по модул m. Тъй като редът на Z; € ф(т), елементът 

„а4+(т) ще бъде примитивен корен по модул Mt тогава и Camo To- 

тава, когато P, (a)=¢(m). В този случай ще казваме още, че чис- 
лото @ е примитивен корен по модул . Очевидно €, че прими- 
тивните корени следва да се търсят между остатъците 1, 2,..., 

m—1, тъй като те еднозначна определят ненулевите елементи на 

фактор-пръстена Z,. Ясно e, че ако а е примитивен корен по мо- 

дул т и a==b(modm), то и числото b е примитивен ΚΟΡΘῊ по съ, 

щия модул. ” : . ' 

Ot свойство 5) на показателите по даден MOAYA следва, че 

ако а е примитивен корен по модул т и числата л и”ф(т) ca 

взаимно прости, TO а” е също примитивен корен по модул 7. 
Следователно, ако по модул т съществува поне един при- 

митивен корен, общият брой на примитивните корени M0 модул ΝῈ 

e поне + (¢ (m)). Всъщност oT теорията на групите знаем, че този 

брой е точно равен на ¢ (p(m)), защото цикличната група от ред 
# има точно ¢ (k) на брой различни обравуващи. 

Може да се докаже, че примитивни корени MO модул т съ 
ществуват тогава и само тогава, когато т е равно на едно ὉΤ 

числата 2, 4, р« и Зре, където ре нечетно просто число, а «е 

произволно цяло положително число. Това означава, че са цикличе 

ΒΗ само мултипликативните групи 25, 25 и 25 « (р--произвол- 

но нечетно просто число) Ще докажем само, че Z; е циклична 

група 88 всяко просто число р.Най-напред ще установим следната 

” Лема 3. Нека ре просто чиасло и Ф(Е) е броят на онеза 
числа om 1 до p—1, на KOUMO показателят по модул р е ра- 
вен на k. Тогава Ф(Е)--0, или Ф(#)--Ф (k). 

Доказателство. Ако ф(#8)>0, нека числото а (1<а-р--1) 

да принадлежи на показател # по модул р, т.е. P, (@)=4. Съ 

ласно свойство 6) от предишния параграф числата 
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() Ба, αδ,... o1 
определят всичките решения на сравнението 
@ x*=1 (mod p), 
1. е. решенията Ha (2) ca 

x=a’ (modp), r=0, 1, 2,..., k—1. 
Ако b e друг остатък по модул p, за който P,(b)=k, τὸ 

x=b(modp) ще бъде решение на сравнението (2) и следава- 
телвое b=a' (modp) за някое ! (0=<l=<k— 1). Затова всяко число OT 
1 до р--1, което принадлежи на показател Е по модул р, ще бъ- 
At сравнимо по модул р с някое ΟἹ числата (1). Тъй като числа- 
та (1) са несравними по модул р, то броят на остатъците 1, 2,..., 
p—1, KOHTO имат показател Р по модул р, е равен на броя на 
числата от редицата (1), които принадлежат на същия показател 
Е по модул р. Съгласно свойство 5) на показателите броят на 
тези числа e ¢ (k), с което лемата е Доказана. 

Теорема 14. Нека ре npocmo число и (k) e броят на 
онези числа от 1 до p—1, на които показателят по модул р 
¢ равен на k>0. Tozasa Ф(Е)--ф (R), когато В дели числото 
#(0)--р--1, и ${&)=0, когато Е не делаи p—1L 

оказателство. AKO а е произволен ненулев остатък п 
модул ри Р,(а)-1, το ἰ дели ¢(p)=p—1 съгласно свойство 1 
на показателите. Затова ᾧ (k}=0, когато % .me дели Ф(р)--р-- nga I=k<k<...<ky=p—1 ca всичките положителни делите M на числото p—1. Ясно e, че ͵ 

φ b B+ ( ) ...+ (B)=p—1. . 
Ot следствне 5 88 функцията сума Ha функцията ф Ha Ойлер 

е известно, че . 

@ Σ v@D=g ) +ok)+ ...+ (k) =p—1. 
„ анр-1) . , 

От. равенствата (3) и (4) чрез изваждане получаваме 
ἰφ (ἀ)-- (R)1+lp (ἀ)--Φ (k] + ... + (B)— 9 (=0 

Тъй като разликите B средните скоби съгласно доказаната 
Лема са неотрицателни, от горното равенство получаваме 

Ф(2,)--9Ф(А,) ((-1, 2,..., 4). 
Теоремата е доказана. | 

Следствие 7. Броят на примитивните корени по модул 
простото число р е равен на ф(р-1) и затова мултиплика- 
тивната група 2. на фактор-пръстена Z, е циклияна. | 
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5 11. Индекси. Приложение на нвндексите . 
за решаване на двучленни сравнения 

Добре е известно, че функцията логаритъм при дадена осчо. 
ва има много приложения в различни раздели на математиката, 
Ла напомним, че логаритъм на числото а при бснова g(g>0) са 
нарича това число B, ва което a=g% и пишем k=logea. До из. 
вестна степен по аналогичен начия се постъпва при въвеждането 
на понятието индекс, което ще разгледаме само при прост модуд 

Нека g е примитивен KOped по модул TPOCTO число р,ут. e, 
g(p)=p—1 e най-малкото цяло положително число, 32 което 

&=l (modp,. Ν (, 
Тогава числата , 

а) , , Ἱ περῦ, g g, 0272 

не се делят ΗΔ p, две по две са несравними ΠῸ модул р и понеже 
броят им e точно равен на p—1, те заедно Ὁ числото О образуват 
пълна система OT остатъци по модул р. Следователно всяко „от 
числата И 
Ω) . 1, 2,....p—1, p—2 

се получава Kar0 остатък OT. делението на р на точно едно 0Τ 
ιιιἁς.πετε (1). Ако @ е произволно цяло число, което не се дели на 
р)-неговият остатък MO Moaya,p ще бъде равен на някое от чис- 
лата (2), което от своя страна e сравнимо по модул / TOYHO C ед- 
но число от редицата (1). Това показва, че за разглежданото чис- 
ло а съществува TOUHO едно няло число S(0=<s=<p—2), за което 
е изпълнено сравнението 

с) П. > ае (тодр)- 
Числото s(0<=s<p—2) om сравнението (3) наричаме unoexc 

на а по модул р при основа с и паишем S=ind, a. 
Ще посочим HSIKOM основни свойства на индексите, които се 

използуват в приложенията. Понеже модулът р и оснковата # 
при повечето случаи ще бъдат фиксирани. то indga .ще . означа- 
ваме с inda. “ 

1) Сравнението a=b (mod p) ецзпълнено тогава и само то- 
гава, когато 

ind a=ind 6 (mod p—1). 

Наистина числото inda==s e такова, че , 

Ф а (mod p), 
а 3a числото indd=¢ e изпълнено сравнението 

6) - ! b=g* (mod p). 
Тогава сравнението g==b(modp) е еквивалентно на CpaBHE- 

HHETO , . 
εἶξξρρ' (той р) 
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и съгласно свойство 3) на показателите последното сравнение € 

изпълнено тогава и само тогава, когато 5:2 (тойР,(6е)) т. е. 

ind a==ind & (mod p—1), 

тъй като P, (g)=p—1. 
2) Ако целите числа а й b не се делят на р,.то 

ind (а0)<<-шта @+ind b (mod p—1). 

. Действително от (4) и (5) получаваме 

ab=gin a+10d 5 (mod p), 

8 от определението на ind (ab) имаме 

айе ина =) (mod p). 

От последквите две сравнения следва, че 
gin:l (иь)аша atind b(mod p), . 

откъдето пак от свойствата на показателите заключаваме, ὍΕ 

ind (eb)=ind a+ind b (mod р--1)./! 

U индукция лесно се получава, че предишното свойство е в 

“хила и за повече множитеди: 

(6) а (a,a4... a,,)E_indZa,+ ind а + ... +ind ал (mod p—1). 

В частния случай, когато a,=a;= ... -ад се получава cpas- 
нението - 

{7) . Tind (@")=n ind а (mod p—1). 

Да разгледаме cera двучленното CPaBHEHUE 

{8) , . ax"=b (той p), | : . 
. B o й ῃ Ν 

където р е просто число, което не дели & Ἢ δ Ε 
" Лема 4. Сравненаето (8) uma решения тогава ц само то- 

2ава, когато ind a=ind b (πιοά ε, кедето 4 е най-големият общ 
deaumen на числата n ий р-1. 
- „Доказателство. Ако сравнението (8) има решение : 
=x, (mod p), то axj=Db (mod p). Като индексираме това сравне- 

мие, ще получим : 

ind а+- л та xg=ind b (mod p—1)%3 

а ToBa означава, че ἱπά x==ind х (mod p—1) е решение HA сравне- 
HHETO от първа степен 

© “ Ἰρά @+ ind x=ind b (mod p—1)3 
«прямо неизвестното ind X, KOETO .е възможно само Korato d= 
=(n, p—1) дени разликата ind b—ind a. Следователно ind a= 
=ind b (mod 4). | | 

Обратно, нека ind a=sind & (mod а) и g е примитиввият корен 
по модул р, при който се разглеждат индексите. Оттук следва, 
ще сравнението (9) ще има точно 4 решения и нека 
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( “ ind x==F (med p— Е) 
e едно оъ тях.. Тогава 

(11) x=g* (mod.p)’ 

ще бъде решение Ha сравнението (8). 
Найстина, тъй като ()) е решение на еравкението (9) чиесло- 

то nk е от вида 

nk=ind b—inda+s( p—1), 56 #. “ " 
Karo, samectnm в (8) неизвестното х €. числото. g%, ще получ 1y 

a(gk)nEagknEgind a _gind'b—ind ats{p-1)— (. 

=ginds g('p—l)sz_b(mod P " 
ΚΈΠΕΤΟ' сме използували определенията за индекс W примитивен. 
корен.. Лемата е доказана. 

Доказателството Η горната лема същевременно ни дава и 
метод за решаване на двучленни сравнения от вида (8),а именно“. 
най-напред намираме веимчки решения (10) на сравненнето (9), а. 
след това по формула. (11) определяме всички решения и на да-- 
деното сравнение (8). 

Tlo. аналогичен начин чрез индексиране мокат да бъдат ре-- 
павани ю показателни сравнения от вида и 

a*=b(med p). 

където р.е просто: число.. 
ΟΤ' особена. важност. за теорията на числата € сравнението. 

(12) x"=q (med р) (@, p)=1.. . . 

Всяко- число- а,. за което сравнението (12) има решение“ 
се нарича: п-тпи. степенен остатък по медул р. В обратния слу- 
чай а се нарича пл-ти. степенен неостатък. При n=2 се товори 
съответно. 33 квадратична остатеъци и квадратични неоста- 
тъци; Очевидно €, че по модул 2 BCAKO ΠΗΠῸ число е м-ти сте- 
пенен остатък, тъй като TO @ еравнимо HAH: с нула, или с едини- 
ца. AKO р е нечетно просто число и цялото число а се дели на.- 
р, той & п-ти степенен остатък HO- модул i ако а не се дели! 
на §, то € B сила следната. . τ 

Теорема 15.. Уислото a, което не се дели на нечетиото- 
просто число р, е п-ти степенен остатък по модул р тогава“ 
и само тогава, когато 

1 

аз) а“ =I(modp), 
кодето а е най-големият общ делител на числата па р-1. 

Доказателство: Нека числото а е n-Tu степенен остатък 
по модул р, T. е. сравнението (12) има решгение.. По предишната 
лема оттук сСледва, че 4 дели числото indee, тъй като та,1--0. 
Ако ἱπᾶά,α-Ξ ἐπι(πι ( ), то a=g'" (тойфр) и като повдигнем Β: 
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1 степен - 7' ще получим 

ι ρ-ὶ 
4 а .“ =gmlr—N=] {mod p). 

Обратно, axo сравнението (13) e изпълнено, TO . ot , 
п }'nd a=0 (mod p—1) 

и OT свойствата Ha сравненията следва, че 4 делни. ind а, Т. е 

ind a=0=iund | (той а). 

Съгласно лема 4 това означава, че сравнението (12) има решение 
ийае л-ти степенен остатък. Теоремата е доказана. 

Следствие 8 (критерий на Ойлер). Числото а, което не 
се дели на нечетното просто число р, € квадратичен остатък 
по модул р moeasa и само тогава, кагато 

21 

,14) ! 'ᾳ " =1 (mod р), 

а квадратичен неддстатък тогава « COMO тогава, когато X й 

(15) а “ =—1(mod p). | 
” Действително първата част Ha τΒτ:ρπεΗΗεζι“ο.εᾖεππεμἑποερεμ- 
ствено от теорема 15, Нека (а, p)=1 и ре нечетно просто чис- 
по. Тъй като ет теоремата на Ферма следва, че 

а?71<-1 (mod р) . 
нли | 

СС НИ “ 

Y0 р дели поне едно от числата а “ -1иа +1i. Двете чис- 
Ла едновременно не се делят на g, защото в противен случай p ще 
Дели и тяхната разлина, а това би означавало“ р да дели числото 
2, което не e вярно. По такъв Начин а е квадратичен неостатък 
Точно тогава, когато не е изпълнено сравнението (14), ' следова- 

p—1 
.. м . ῃ 2 ᾽ 

Телно πὸ (16) тогава и само тогава, когато р.делиа “ О +1. 
Σ €& когато е изпълнено сравнението (15). Твърдението е дока- 

Зано. : - . . 

# . Ν . . " 

§ 12. Символ wa Льожандър 

B редица раздели or теория на числата шаироно приложение 
“Мира така нареченият символ на Льожандър (-:-)я lflalle‘l"() а 
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е нечетно просто число и (p, а)-1 (четем „символ на Льожан. 
а 

дър на а по отношение на р“). Символът (Τ) се определя Ta. 

᾿ а 
ка: ако а е квадратичен остагък по модул р, то (—p—):l и 

а 2 . 1 (..;.)= --1--в обратния с:гут:аи. Например (-р-) =1, (-p—) =1, 

(Ἡ) 1, (-ᾗ):-ὶ и т. н. С помощта на този символ крйтерият 

на Ойлер (следствие 8) може да се формулира по следния начин 
Теорема 16. Ако р e нечетно просто число й (а, p)=1 то 

ρ-- ' - : 
а“ Ξ(-“-) (mod p). 

” 

Оттук могат лесно да бъдат изведени в редица свойства на α. - 
«имвола (ἷ) „които значително Уулесняват YCTAHOBABAHETO Ha 

(pax'ra' дали @ е квадратичен остатък или HEOCTATHK πὸ даденв 
модлдул р. Например . непосредствено се установянат следните 
свойства: ' 

1) axo a=b (mod p), mo (-:-): -Ζ"): 

Ν _e_*;=(_a_)_b.; й 2696056) . 
3) (L)=1; ᾿ Ε 

2 (Ξ - ὐ ΄ 5 | 
Нанстина, 88 да докажем HanpuMep свойство 4), достатъчно 

е да забележим, че съгласно критерия на "Ойлер е изпълнено 
«равнението. - 

" а ἘΞ Ξ 

(Ξ Ἐ υ (moap и 
К = Ν ἜΕΕΝ 

) и (--1) 2 npuemar стойности 1 или —1 Я Но тъй като ( -- 

P € нечетно просто число, горното сравнение € изпълнено MOYHO 
+тогава, когато е изпълнено равенството 4). 

Ще посочим и някои други свойства на символа (-;-) но 

преди това ще докажем следната 

Лема 5. Нека ре нечетно просто число it @ e цяло число, коетд 

не се дели на р. За всяко ke{ 1,2 ..., —p—;—l—} определяме це 

лите числа Gy а T, така, ме Ra=ge D+ 7, ;2’1-<rk<—12’— - Tozasth 
- 
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{ι, 2 ..., #1 }:{...ιιηρ(-ξ,.ξ)}. 

Доказателство. Да положим A={l, ΒΝ -'”;-'ζ)ῃ B= 
'={|,k| ]‘fké(—%—"‘g—)}' Очевидно "Вс-д.. Ще- покажем, че ако 
ἌΞΕΙ и k IcA, то |7,1-|7,). Действително axo 1ъ | |#.), 
то ri=ri и от ry=ka(modp), γρξξία (πιοά р) следва, че #2342 
=/?a* (mod p). Понеже а40 (mod р), то k?={® (mod p). Оттук no- 
лучаваме сравнението (k—I)(k+4-/)=0 (mod p), което е равносилно 
на k=l (той р) или k=-—I(mod р) защото ре просто число. Но. 
тези сравнения ,са невъзможни, тъй като k==l и #Я, 16 А. 

Доказаното свойство Ппоказва, че броят на елементите Β 
-1 множеството B е равен Ha ' -~ - Ho броя на елементите B 4 е 2 

«също £ ;l и BSA. Следователно 4 -- Β, ра 
Лема 6 (лема на Гаус). Нека р е нечетно просто число 

& @& e цяло число, което не се дела на р. За всяко !гер! 2,000, 
~1 , 

£ Σ } определяме такива цели числа q, U T, че ka=qp+r, 

n—~f-<r<L . Тогава ако т e броят на ompugamesnsme 
ῃ ͵ : εο : " ι ῃ -|᾽ : a'y - . 

HUCAA в множеството {rk[k=1,2,..., ‘”2 }, mo (ἷ):(-ὶ)'”. 

Доказателство. От условието на лемата следва, че 
ρ--ὶ" p—1 .= 

Я Σ ' = 7 
а“ П,с:П(]ш)ЕПгд(шойр). Ἔ Ξ Ξ 

k=1 k=1 k=1 ' 

τε предишната лема получаваме равенството 

#1 2 
2 2 

P : Пг„=(-1)т П/г. ' 
. k=1 k=1 --- 

Слдедователно | м p ча а , 
ра 2 Σ , 

- α ΠΙεΞ(-Ι)'“Π k(mod p). 
' k=1 Καὶ 

Понеже Е взема Стойностите 1, 2 el чеее S5~ KOETO Ca взаимно 

187



# 

прости € р, то а ? =(—1)"(mod p) и по .критерия ка Ойлер след- 

ва, че (— =(—1)", 

Teopersa 17 (закон на Гаус 38 реципрочност на квадра-ч. 

тичните остатъци). Ако р U 4 са различни нечетни прости 

числа, то 

1 В а-1 ’ 

())е Ὺ . ) 
Доказателство. 3a всяко ke{l, 2,..., ’;Ι } onpen"gnx- 

А 

ме такива цели числа g, И Iy, че . 

” ἔφτεα, Ρ ΤΑ Гд((-%.%) 

Сумираме равенствата (1) по модул 2 за k=1, 2,...,-.;1- H 

получаваме сравнението 
11-—1 p—l p—l 

е) | 4 zk_pz s Σ г.(тоа 2). 
k=l A=l 

Ka-m нземем предвид, че 41 (mod 2), ре (mod 2) и 

p-—l .»-- 

797 2 

> пуе D) kmod 2), 
k=1 ке 

то от (2) следва, че | ι 
-t ш Β 

Θ) - , 9) 40 (mod 2). й 
и k=1 

Очевидно 7,50, nonexe ptg u (& p)=1. Toraea or (1) moayua- 

ваме r,,e(O, -%-) HIH r,,e(-——z-, 0) Ако rke(O, -%), от (1) имаме 

q,= [ἑἷἷ’] където [x] означава най-голямото цяло число, което не 

надминава χ. Ако 7€ (-%, 0), ot (1) имаме kg=(g,— 1) p+p+rs 

при кеето р+г„е( ᾽ p) Torasa qk=1+[’%’]. Като означим с m 

броя Ha отрицателните числа B множеството {rk|k= L2 ..., p‘—'} 
2 

и 3aMeCTHM, числата g, в (3), ще получим 
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—1 

44 И m= g[—kpi] (mod 2). 

Оттук съгласно пемата на Гаус следва, че 

е (&)= =§[*’?‘] 
Аналогично получаваме 

Ὄ 

“ 

е ()е -- Σ 51 
Следователно - 

Ω Σ 
»- м g—1 

Ще докажем, че a+f=-"g—.~5— За тази цел разглежда 

ме множествато M ΟἹ всички наредени двойки числа (%, 4), където 

ke {Ι. .. !:2‘—1-}, lE{l. 2 ..., q;l } Очевидноа броят Ha 

—1 4--1 
елементите в M e равен на < „ Ясно . е също така, че 

#4--104-0 при 1<h= ρ;’ и lgtgi;—‘L, тъй като B противен 

случай р ще деди kg, което е невъзможно поради условията 

Ра и 0< #< . Следователно разликите kg—Ip са или положи- 

телни, или отрицателни. Нека M; е подмножество на M, съста- 

BEHO от всички наредени двойки (&, [), за които kg—Iip<0. При 

фиксирано le{l, 2. . (1;! } наредената двойка (%, () принад- 

лежи на M, тогава и само тогава, когато ὶ е peiueHue на систе- 

мата неравенства : 

1я 
(8) 9 

Wil k< 7 

Axo В e решение на lgk_s,—’-;L, понеже ze(o, -ξ-) то В 
. g 

ὮΡ _g4 , -1 , . 
< =g T. & #5 , което показва, че последното Hepa- 

r 2 2 
венство в (8) e следствие от другите jpe, Следователно CACTeMa- 

Та (8) е еквивалентна на системата неравенства 

:189 
ῃ



(9) | 1 ες τ 

ΟἹ определениета на функцията [x] се вижда, че броят на реше- 

" : 

нията на системата (9) е [—5—]. Kato оставим [ да се мени в: 

‘ -1 
множеството {1, 2. .. 4 }, получаваме, че броят на елемей-- 

тите в /И) е равен на 
, 

g—1 

o ) 

С # ι 

Heka cera M, е подмножеството на M, съответно ΟἹ всички на” 

редени двойки (k. 1), за "които kiy—Ip>0. Аналогично се устано- 

вява, че броят на елементите B M, е равен на и 

Pl 
. 

" . o(:-..Z[.ki_] 

. 
Р 

. k=1 

Ot друга crpana, съгласно определението на множествата M н 

M, се вижда, че M=M, UM, и M, N M,= . Следователно 

p—1 g—1 
и 

atf=-5—-—5 > с KOETO теоремата е доказана. 

Законът 88 РЕЦИПРОЧНОСТ на квадратичните остатъци може 

да се запише й във вида 
и 

тъй като (—Z—)='il. Topa ни дава възможност да сведем npe._ 

CMAITAHETO на (—Z—),Ka'ro usno/syBame свойствата 1) н 2), към пре- 

смятане ва символа на Льожандър на по-малки остатъци и „при по- 

малки модули. При това понякога ще възниква необходимостта 

2 2 

да се пресмята и C¥MBONBT (7), 33 KOWTO законът 3a реципроч-А 

ност не може да бъде използуван. За него обаче е в сила след” 

HOTO 
Твърдение 5. Ако р e нечетно npocmo часло, Mo 

(-0 —1 

Доказателство. За всяко ke{l, 2y .. %} ще 

определим такива цели числа а, и ἤ» че 
У 

(19) 21а=.а„р+г,„ --%(г,г(-; . 
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Лесно се вижда, че аке ke((_), —"-:L), то @,=0, r,=2k а ако 

ke (——f:—, ξ ), Τὸ @,=1, ry=2k—p. Като сумираме равенствата (10 

по модул 2 88 #-1,2,..., %L, ще получим | ) 
| “ . - р-1 р-1 

5 Zak_ Z’k (mod 2). 
' k=1 . . 

B полученото сравнение ще низползуваме, че а,->1 - тогава и 
А 4 : само тогава, когато k¢ ("- Т)! T. е. а, се замества с 1 толкова 

пъти колкото е броят m на етрицателните числа 7. Тогава (П) 
приема вида 

н 

p—1 " " 
, - 

(12) тез ) т,(той 2). Ν Ξ 
Ν ' k=1 ' 

B TOBa сравнение числото F, заместваме или с 2k, ако !ее(О, -ζζ), . 

1. € ако г,„=”2/ге(0, -ς-) или с p~2k, когато., ke(_"_, L), 

1. €. когато —r,,=p—-2k((0, ξ-). Тогава от лема 5 5 следва, че 

4 »-- 
= = 

З т 3) k(mod2), 
и #1 #1 

т (12) получаваме, че 
. ра 

k=1 

рдението е доказано. 
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ГЛАВА УШ 

ЕЛЕМЕНТИ ОТ ТЕОРИЯ НА ПОЛЕТАТА 

ῃ . 

“ 

§ 1. Подполета. Прости полета : 

Полетата образуват един от най-важрите класове от пръстени. : 

B тази глава ще се запознаем с някои ΟΤ основните свойства на ! 

полетата и с тяхното използуване в изслелването на геометрични- ' 

те задачи за построение с линийка и пергел. ᾿ 

Нека Д е произволно поле. Важна информация за строежа . 

на полето Д носят тези от неговите подпръстени, които са полета, | 

Те се наричат подполета на полето L. Tlo друг начин казано, 

непразното подмножество P на полето L се нарича негово под- 

мполе, ако Р е поле спрямо операциите на полето L. - | 

Примеря Ε Ν | 

1. Самото. поле L е подполе на себе си. , 

2 Полето () на рационалните числа е подполе на полето В 

на реалните числа, а двете Са подполета на - полето С на ком. 

лулексните" числа. 
Твърдение 1. Подмножеството P Ha полето L е негово 

подполе тогава и само тогава, когато Р има поне два ра 

лиячни елемента и съдържа разликата α-- и частното ab™ 

(при b==0) на всеки два свой елемента а й b. 

Нанстина в Р се съдържа поне един ненулев елемент ¢ ¥ 

затова единицата €=c¢ ' Ha полето L се съдържа B Р. Ако 4132 

и b+0, τὸ p—l=eb ТЕ Р, т.е. Р съдържа заедио с всеки ненулев 

г.елемент и неговия обратен. Подмножеството Р съдържа и нулевия 

елемент ( на L, тъй като 0--8--ὃ (04-6ЕР). Ако а, b¢ P, то πρὴ 

5--0 имаме ab=0¢P, а при 6--0 елементът ав-а(67)ЕР,т.е 

Ρ e затворено относно YMHOMEHHETO. Тъй като P e затворено f 

спрямо изваждането, TO P e подпръстен на L. Понеже всеки не 

нулев елемент на Р има обратен B P, то Ре поле, Τ. е. подполЕ 

на L. Обратното твърдение е очевидно. 

” Твърдение 2. Сечението на произволен (краен или безкр” 

ен) брой подполета на дадено поле L e подполе на L. 

Доказателство. Нека P; ((6 ) са подполета на Lt 

P=(P,;. Тъй като HYNEBHAT елемент 0 и единичният елемев? ! 

н 

на L се съдържат ΒῈΒ всяко подполе на L, 10 0,еЕР. Het! 

a,be P и ὅΞ:0. Torasa a, beP; 88 всяко 16/. Tlonewe P, 

- поле, то a—b и αδ' ἴ ca елементи Ha P; (it ἢ. Следователно 87 

и ай- се съдържат в Р OT предишното твърдение следва “ 

. ссечението Р ua подполетата Р; (i¢[) е също подполе на L. | 

Определение 1. Сечението на всички подполета HA no.neT"I 

192 Ν 
᾽ 1



„се нарича . просто "подполе на 1, Полето L се тнарича просто 

поле, ако то съвпада със своето проста подноле. ” 

” Очевидно простото подполе на дадено поле L e единствепето 

минвимално подподле на L, T. е. подполе на L, което не съдържа 
„ собствени (истински) подполета. Затова APGETOTO подполе на Ге 

просто поле. | 
Теорема 1. Ако Р е поле с характеристика нула, то Р е 

просто тогава и.само тогава, когато е азоморфно на полето 

О на рационалните числа. Ако Р е с крайна характеристика 

_p, mo Ре npocmo поле mozasa и само тогава, когато Ре uso- 

πορῴηο на полето Z, на класовете остатъци по „одул р- 

Доказателство. Най-напред ще установим, че палетата 

Q u Z, (р--прасто число) са прости. За Z, To3H факт e очеви- 

"ден, защото адитивната My група 7,(+) e от прост ред ри тя 

няма ненулеви собствени подгрупи, T. е. всяко подполе на Z, 
„«съвпада със 7. Нека L е подаоле на полето () на рационалните 

числа, т. е. LEQ. Тогава числото 1 ще се съдържа н L и saro- 

,ва неговите целократни също ще бъдат елементи от L. Следова 

телно пръстенът Ζ на целите числа е подпръстен на L. Ако γ ε' 
5 

гпроизволно рационално число, TO rs-?—:st"l, където 5, #67 и 

14-0. Тъй като ZSL, 10 5, #6 4. Съгласно твърдение | числото 
.r=st"1 e елемент от L. Следователно Q=L и затова подполето 

.L на () съвпада с Q, с което простотата на О e доказана. 

Нека P е произволно просто поле. Аке характеристиката р 

гна Р е крайна, то p e просто число. Да означим с Д педмноже- 

-ството на P, съставено от елементите O, e, 28, . . ., (р-1)е,къ- 

дето e e единицата Η P. Понеже 3a разликата μ два произволни 

,елемента ke и /е от L umame (k—De=(gp+ne=re, 0=r=<p—1 к 

аналогично 34 . произведението ke.le=(klle=neclL, 0<r<p—1, 

то L e подпръстен Ha P. Тъй като LSP, то L e краен KOMyTa-. 

THBeH пръстен Ges делители Ha нулата. Следователно L е поле 

(виж теорема 7 or глава V). Понеже P е просто Нполе, то 

P=L={0, ¢ Зе, ..., (p—1)e}. Лесно се вижда, че изображение- 

10 ф: Z,—D, което изобразява класовете остатъци O, 1, 2, ..., 

P—1 съответно B елементите 0, e, Зе, . . ., (p—1)e, е изоморфи- 

въм между Z, и полето Р. 
Нека P e с характеристика нула. Да означим с ф изображе- 

"нието на Q B P, което на рационалнотб число г=-:- (5, t€Z,140) 

съпоставя елемента (se) (6) от P. Ака s=sd, #--44, където 

0kd¢Z, τὸ τ:Τε-:ἷ-:͵ Ще покажем, че елементите (е) (е) и 

: (516) ((1е) 71 са равни в P. Действително 

(е) (2е)у7 <() €] (А4) 6] 1 Ξ 1(6ι6) ((6}} (е) (ае) “ - 
Π (s (ἀε) (46) (е) =) ()L τ 

-OTKBLAETO следва, че ф е KOPEKTHO определено изобра ение. Ake 

„ 
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ме (У.ЕЕЕ, 24-0), те 

ечне) ( ае +е) еае) 1 = (ot e ае) o]+ 
+) е#)е < (зеуце) +(s'0) (еу ()+е("),. 

„е) 5)27е) e =se) (е [(te) el = 
= (S (E'e) 1 (te) = ве) е)е) (e T=o () (r), 

KOETO показва, че ф € хомоморфизъм н О B P, Хомоморфизъм ¢ 
изобразява 1 B е и затова” ядрото Кегф на ф не съвпада с (). Тъй 
Karo полето () има само два идеала --- нулевия и цялото поле Q, 
то ker 9=(0), T. е. ¢ изобразява Q изоморфно ΒΈΡΧΥ o6pasa / p= 
=¢(Q) на Q npu ф. Следователно Ф(0) e подполе на , Понеже: 

е просто поле, то ф(0)-Р и полетата Q и Р са изоморфни.. 
Теоремата е доказана 

Следствие 1. Hexa L e поле,а Р е неговото просто под-- 
‘none, Тогава ако L е с характеристика нула, mo Р e азомор- 
фно на полето () на рационалните чиасла,а ако L ес харак- 
терастика p>0, то Р е изоморфно на полето Z, на класове- 
те остатъци по модул р. " 

Наистина простото подполе Р е просто поле и неговата ха- 
рактеристика съвиада € XapaKTepHCTHKATa на полето L. CJlieIIoaa- 
телно P e изоморфно на някое ΟἹ полетата О пли Z, (p — просто 
число) B завиенмост OT характеристиката на полето L. 

§ 2.ПРазширения на поле 

Нека полете P e подполе на полето L. Лесно се вижда, че“ 
полето L отвосно операцията събиране и умножение На елемен- 
тите OT L с елементи от P e лянейно пространство над . Paz- 

: мерността на това лимейно NPOCTPAHCTBO над P се нарина степен 
(или размерност) на полете L над неговото подполе Ри се o3- 
начава с [L:P). Ще казваме, че полето L е разишрение на поле- 
то Р и това разширение ще наричаме краймерно или безкрайно- 
мерно в зависимост от ToBa, дали степента на L над Р е крайна 
или безкрайна. Вееки базис на линейното пространство L над по- 
лето Р се.нарича базис на разширението L на P, Очевидно е, 
че разширението L на полето P е крайномерно тогава и само TO- 
гава, когато същеествува такава крайна система &y, dg,..., 0, OT 
елементи на L, че всеки елемент В ет L се записва във вида 

( Ве ра Ἐ ра + .. + NN 
където ру 22 . .5.. Ра €8 елементи от ὶ При TOBa всяка макси- 
мална линейно незавиенма над P подеистема на системата OT еле- 
MEHTH &y, &y, ..., &, ще бъде базис на Е над Р Η поради Tosa 
[L:Pl=m. Равенството m=[L:P]. ще бъде изпълнено точно тога- 
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ва, когато &, Og,..., &, Са линейно независими над P, Τ. Ε. когато 
записът (1) на всеки елемент от L е еднозначно определен. 

ДПримери ᾿ . 
1. Полето С на комплексните числа е крайномерно разшире- 

ΗΗ на полето К на реалните числа и [C:R]=2, защото 1 и ἐ 06- 
разуват базис на С над В. ; 

2. Полето Ω (ἢ-Ξε{α - δί[α, b¢Q} на гаусовите числа e край- 
номерно разширение на полето () на рационалните числа с базис 
1, i над Q, т. е. [Q(D):Q]=2. 

3. Полето R e безкрайномерно разширение Ha полето Q. Ha- 
истина да допуснем, че cTemeHTa Ha R над () e крайна" и Hexa 
п--|В:0). Ако « е произволно реално, число, To 1, «, «2,..., «" 
ся n+1 реални числа, поради което тази система от числа ще бъ- 
де линейно зависима над (). Следователно съществуват такива 
рационални числа р-?,.... F,, поне едно от коитое резлично OT 
нула, че е изпълнено равенството ὶ ' 

t 

ετ га 14 naro?4- L Ἐ =0, . ͵ 

Така « се оказва корен на ненвулевия полином f(X)=ry+rx 
+ ... Ἐ, Χή от Q[x], който е 6T степен, ne по-голяма ot n. Сле- 
дователно BCAKO реално число е KOPEH HA ненулев полином с pa- 
ционални коефициенти и степен, която He' надминава M. За да ви- 
дим, че последното не е вярно, да вземем аритметичния m-TH 

" т . 

корен 8--ν2 opu m>n. Реалното число В e корен. Ha полинома 
g(x)=x"—2. От критерия на Аязенщайн- Шонеман следва, че 
£(x) e неразложим полияом над полето Q. Нека Я(х) е полинох, 
който има най-малка степен сред HeHyJeBHTe полиноми от Q[x], 
88 които В е корен. Тогава degh(x)<n. Τ като degh(x)=n 
<m=degg (x) и 8(x) е неразложим над () полином, то #(х) и 
g(x) са B3aUMHO прости полиноми, Τ. е. ще съществуват такива 
полиноми £(x), v(x)€Qfx], че l=u(x)k(x)+v(x)g{x). От πο- 
следното  равенство получаваме 1=u (β) £ (β)- (B) g (β) ει (@)X 
0+2(B).0=0, което e противоречие. Следователно R е безкрайно- 
мерно разширевие на Q. 

4. От пример 3 непосредствено следва, че и полето С на 
комплексните числа е безкрайномерно разширение Ha Q- 

Твърление 3. Бека К е крайно поле с характеристика р. 
Тогава съществува такова естествено чивло N, че броят на 
влементите на К е равен на р”, m. е. |К|-р”. 

Доказателество. Нека Р е простото подполе на K. Тъй 
като char P=p, полето Р e изоморфно η полето Z, на класо- 
вете остатъци по модул р. Затова Р има р Ha брой елементи. 
Тъй като К е крайно поле, то K e крайномерно разширение на b, 
Нека n==[K:P] и e, €,.... e, е произволен Gasuc на K над P. 
Всеки елемент х от K еднозначно се записва във вида X=X8, 
хе ...+ X2, където X,6P(i=1, 2,..., n). Следователно 
броят Ha различните елементи Ha полето K e равен Ha броя на 
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различиите петорки (Жр Χον...ν Х.) OT елементи на P. Всяко х, 

може да приема р на брой различни стойности, т. е. броят на 

елементите на полето K e pamen на p", къдете 1п:|К“:Р). Твър. 
дението е доказано. 

По-нататък ще покажем, че, 38 всяко просто чисно р Η 33 
всяко естествено число л съществува едно-единствено (C точност 
до иязоморфизъм) крайно поле с р“ елемента. 

Теорема 2. Нека полето K e подполе на полето L, а no. 

лето Г. е подполе на noremo M, т. ε. KSLSM. "Степента 
[M:K] e крайна тогава и само тогава, когато Степените 
:К и |М:Д ca крайнц и 8 този случай е изпълнено равен- 
ството . ( 

() . [M:Kl=[M:L).[L:K]. Пе 
Доказателство. Нека M е крайно разширение на K, 

т. е. степента [M:K] e крайна. Ако αἷν @y..., @, е базис на M 
над K, 10 всеки елемент ΟἹ M се зависва като "линейна комбина- 

ΠΗ на базисните. елементи Oy, Ф,.... & С коефициенти οἹ K, а 

следователно и с коефициенти от L, защото КС-/. По тови начин 

всяка максимална линейно независима над Д подсистема на «), 
«ъ-.-, « ще образува базис на M над L. Затова степента |М: /| 
е крайна и даже [M:L]<m, Освен това, тъй като Lse подпро- 
странство на M (като линейно пространство Hax K), то Степента 

[L:K] е също крайна. , 
Обратно, нека степените n=[L:K] и #-1|/М :/[] са крайни. 

Ако By, βρν...ν В, е базис на L над K, а vy, Т»-../туа е базис на 

M над L, ще покажем, че системата ot елементи B,yy (-1,..., ; 
Jj=1,..., #) на M e базис на M над K. За тази цел трябва да 
покажем, че всеки елемент ΟἹ M еглинейна комбинация на тези 

елементи с коефициенти от K и че те са линейво независями 
над K., , 

Нека « е произволен елемент от М. Можем да запишем « 

във вида 5 
И 

, | 

| ͵ α:Σ ὑ ) ( Е), ) 
#1 

защото Yy, 72»...» ул образуват базис на M над L. Всяко [ 
(j=1, 2,..., #) може да се запише във вида 

L= РиВе (Рив К) 
i=1 

защото By, βλ,...» βὲ образуват Gasuc Ha L над K. Torasa 

3 Х л 

°‘=Z ἶ;Ἠ-"-Σ Σ PuBitn ᾿ 
11 jm1 21 . 
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т. е. « се записва като линейна комбинация на елементите В,у/ с 

коефициенти от K. 
Да допуснем, че 

n 13 

Σ Σ CyBeri=0 

, i=1 j=1 

където ¢ € K Трябва na покажем, че коефициентите ¢;; са рав- 

ни на нула. Да положим 
" 

| ’7|:Σ ey B (J=1,2,..., &) 

ial 

Ясно e, че by, bg,..., b, ca елементи от L и че имаме 

. 

' Σ byr;=0. | 
#1 

Понеже Т Те .... Yy е базис на M над L, то от последното pa- 

венство следват равенствата by=b,=...=0,=0, т. е. 
п 

Б Σ εμ 8e=0 ()--1, 2,..., k). 
#1 

Тъй като 'c,,»eK; а Вь β.»..., B, са линейно независими над K, 

от последвите Е раненства следват равенствата ¢;=0 (i=1,...,m 

j=1, 2,..., Е). Следователно елементите В,у;/ са линейно” незави- 
сими над К. | 

Посоченият базис на M над К съдържа точно nk елемента. 
Поради това степента [M: K] е крайна ие изпълнено равенството 

- [M:K)=[M:L] [L:K])=kn. 

Teopemara е доказана. 
” "Cera не е трудно с помощта на пълната математична индук- 

ция да се докаже следното обобщение на теорема 2. 
“ Следствие 2. Нека Lo, Ly..., ἴ (5}» Ἢ са полета й L; e 

подполе na полето Глаъ Ккъдето i=0, 1,..., s—1. Степента 

IL,: 2.) e крайна тогава и camo тогава, когато степените [Ly: Lo}, 
[2:},.... [LotLey]l са крайни и в тази случай e изпълнено 

равенството 

е ШИ ГАНТА ЯТ ЯТ ИЕ Ly o). [Ly: Lo 
Следствие 3. Axo M “е крайномерно разширение ка полето 

K a L' е междинко поле, m. е. КЕ Е М, то степените L K | 
й {M:L) делят часлото |М:К). ' 

Следствието се получава директно OT теорема 7. 
Следствие 4. Ако Ме крайномерно разширекние на полет G 

К а L e междинно поле, т. ε. KELE=M, то равенствот 2 
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И: ΚΊΞΞ Μ4:}} e равносилно с. равенството L=K, а равенство- 
то [M:K|=|L:K] e равносилно с равенството M=L, 

Действително от теорема 2 следва, че равенствата Б/МИ: 
=[M:L] и [M:K]=[L:K] са равносилни съогветно на равенствата 
[L:K]=1 и {M:L]=1. Но разширение на дадено поле има степен 
1 тогава И CaMO тогава, когато разширението съвпада с даденото“ 
поле (докажете тогава!). Поради това равенствата [L:K]=1 и 
[M:L]=1 са равносилви съответно на равенствата L=K и M =1 

а | Ν Ц 
§ 8. Алгебрични елеменвти. Строеж Ha npocmn}‘ ' 

алгебрични разширения 
. п 

Нека K e разщирение Ha полето Р. Елементът « от полето 
се нарича алгебричен над P, ако « е корен на ненулев полиному 
с коефициенти от Р. Ако не съществува ненулев полином /(х) 
с коефициенти ΟἹ Р такъв, че f(x)=0, то ще казваме, че «е 
трансцендентен елемент над . . - 

Твърдение 4. Нека nosemo K e разишрение на полето P. 
Тогава ако o e aszebputen над P елемент om K, mo същест- 
вува точно един неразлочсайм Had P нормаран поланом p(x), 
на който « е корен. Ако f(X) e лолином с коефициенти om P, 
то « e корен на f(x)mozasa u camo тогава, когато/ p{x) deau 

(x). - | 
! )Iloxaaarencnao‘. Тъй като елементът « е алгебричен HafL 
P, то « e корен NOHe Ha един HeHyJeB полином οἹ /P[x]. Измеж- 
ду всички ненулеви полиноми OT P[x], Ha които « е KopeH, изби: 
pave "полином 4(Χ) с най-малка степен. Нека / degg(x)=n n 
g(X)=a X"+ x" 14 .. ал х 4л dy ay,..., а,ЕР, Да означим 
с p(x) нормирания полином а g(x). Очевидно «!е kopen на πο- 
линома р(х). Понеже р(х)ЕР|х) и n=degp(x)=degg(x), то p ) 
€ нормиран ненулев полином от F[x], който има най-малка CreneH 
сред ненулевите полиноми от P[x], на които « е: корен. 

Да допуснем, че р(х) e разложим над Р. Тогава p(x) 
--Е(х)#(жх), където g(x), k(x) ¢P[x] и deg g(x)>0, deg #(х)>0." 
Тъй като p(a)=0, 10 0--2 (0) Я («). Ако р(«)-0, то.« е корен Ha 
ненулевия полином g(x) със степен deg g(x)=deg p(x)—degk(x) 

" =n—deg A(x)<n, което е противоречие. Ако A(z)=0, то « е ко- 
рен на ненулевия полином Й(х) от P[x] от степен ἄδρ ἡ (χ) ( Π, 
което също е противоречие. Следователно р(х) е неразложим:; 
над Р. . 

Нека f(x)¢ Plx] и /(«)--0. Да разделим #(х) на p(x).u нека 
еа () p () + (x), кълето # (%), 7 (%) € Plx| B deg r (x)<deg p (2) 
= Ако r(x)F0, от равенствата ὖ -- ξ(α) - ' (α) ὶ (α) -Ε Τ (α)-- "(α) 
ςεζω;ε, че « е корен на ненулевия полином r(X) OT степен, по- 
Ч4аСа от п, което е невъзможно:. Следователно /(х)-0 и р(х) 
"дели f(x). Обратното е очевидно. | | 

Ако p;(x) е друг нормиран неразложим полином над P, Η 
който « е корен, τὸ р(х) ще дели μι(χ). Но ру (х) се дели само 

а 
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:на полиномите ст нулева степен Η на своите асоциирани, Τ. e 
#() к py(x) ще бъдат асоциирани, Понеже и двата полинома са 
нормирани, то p (X)=p, (x). 
р  Определение 2. Единственият Hepasnoxum над полето P wop- 
миран полином р(х), на който алгебричният елемент « над Ре 

KODEH, се нарича минимален полином на «. Стецента на минимал- 
ния полином на « се нарича степен на алгебричност на « над Р. 

Лесно се вижда, че степента на алгебричност на « над Ре 
„равна на 1 точно в случая, когато «ЕР. 

Твърдение 5. Нека К е paswuupenue Ha полето P u L e 
произволно межданно поле, m. ε. ΡΞ Ξ Κ. Ако « e елемент 

от K u o e алгебричен над P, то « е алгебричен н над L. Mu- 
нималният полцном 4(х) на « над L дели минималния поли- 
ном р(х) на « над Р u затова степента на алгебрияност на 

х παὸ L не надмцнава степента на алгебричност на « над Р. 
Доказателство. По условие « е алгебричен над P и 

р(2 е неговият минимален полинем. Тъй като р(а)-0 и коефи- 
циентите Ha р(х), които са ΟἹ P, са елеменвти и от L, To « е an- 
гебричен и над L. От твърдение 4 следва, че минималният поли- 
ном 4(х) на « над L дели полинома р(х) и затова е изпълнено 
неревенството deg g (x)=<deg р(х). Твърдението e доказано. 

Знаем, че сечението на произволен «брой поднолета на дадено 
поле K e подполе на K. Затова ако S е произволно подмножест- 
B0 на полето K, то съществува единствено най-малко подполе 
на K, което съдържа подмножеството S. Това подполе е сечение- 
‘TG на всички подполета на K, които съдържат S. 

. Определение 3. Ako -K е разщирение на полето Ри «е 
произволен елемент от K, To най-малкото подполе Ha K, което 
съдържа елементите на P и елемента «, се означава с Р («) и се 
нарича просто разширение на P, получено с присъединяването 
на елемента « към P, Ако «е алгебричен .:елемент над P, то Р («) 
се нарича просто алгебрияно разширение на.Р, а,ако « е транс- 
цендентен .над:Р, то 3a:P(x) се казва, че е аисто трансцен-. 
„дентно разширение на Р с базис на трансцендентност «. 

Твърдение 6. Нека  елементът « на „разширението К на 
полето P e трансцендентен над P, Тогава простото разша- 
„рениг Р(«) на Р е изоморфно на полето Р(х)-на рационални- 
те функции .на променливата x, т.е.Р(а) е изоморфно на 
полето от частни P(X) на пръстена Р|х| от полиномите на 
променливата x. 

Докавателслво. Всеки елемент r(x) or.P(x) uma вида 

м (х)= ἷἔἷ)’ където f(x), gx)eP[x] u g(x)==0. Тъй като «е 

„трансцендентен „елемент, то д(а«)--0 за всеки HEHYJEB полином 

g(x) от Р|х) .Hexa ¢:P(x)—K е изображението, определено с 

PaBeHCTBOTO cp[r(x)]=r(¢x)=jg%.- JlecHo «е вижда, че ¢ € хомо- 

морфизъм на P(x) B К. Тъй като полето Р(х) има само два 
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идеала (0) и P(x) и ф не е нулевият хомомораизъм, To Кегф, 
=(0) и ¢ изобразява полето Р(х) изоморфно върху подполег 
e[P(xX))=1,9 на К. Понеже елементите на Р са елементи и от 
P(x), a ф ги изобразява Β себе cu, 10 PC¢[P(x)]. Освен товаг 
a=g¢(x)ep[P(x)} т. е. подполето p[P(x)] съдържа P(x). От друг 
та страна, ако Л(Х)зерух" + р .. ΡΗ X+ p, е полином с- 
коефициенти от P, 10 φίἁ (х))- ру ”” 4+ ... ἘΡ, Ἔ елемевт" 

от P(). Тъй като g (r(D)=r@)=f(0)g@)" и /(43/ е(а)6 24),. 
то (7 (x))€ Р («) за всяко 7 (x) € Plx). Затова [P ()) (е). Две- 
те включвания доказвет равенетвето |Р (х))--  (α), т. е. ф £ изо-- 
морфизъм- на полето Р(х) върху простото разтширение на P, πο-- 

лучено с присъединяването Ha трансцендентния елемент.« над P. 
Теорема 3. Hewa елементът « от разширецието К ка по- 

лето Р има степен п на алгебрияност над Р. УГогава caemen-- 
тите ", o, в2,..., а77? образуват базис на просщото алгебрич-- 
но разширекниев РВ(а) над Р u затова P(z) е крацномерно pas-- 
ширенае ка P, а неговата отепен [P («): Р| съвпада със cmenen-- 
та п на алгебрияност на « над P. “ 

Доказателствое, Нека р(х) е минималният полином на а: 
над , Пе условие имаме n=deg p (x). Да допуснем, че систематат 
1, o, a%,..., #771 or елементи на P(x) е линейно зависима над Р.. 
Тогава ще съществуват такива елементи ро, Ръе ЙРа-а OT Р, по-- 
не един от KOHTO е различен ΟἹ нула, че да е изпълнено равен-- 

CTBOTO . / 
“ . // 

Ρο- ἘΈΡια -ἘΡραῦ + ... Ра-а 0&""1'=1=‘0.‘ 

Полинемът g(x)=po+mx+ ... +Pny X" e 0T P[x], той e ненулен" 
и g(x)=0. Съгласно твърдение 4 полиномът P (X) ет степен и ще 
"дели полинома g(x), който има степен, по-малка ΟἹ п. Нолучено- 
"то противоречие показва, хе системата 1, «, #2,..., 41 o1 Р () 
е линейно независима над P. 

Нека 7 е линейното нодпространствое Ha K, което се състои 
ὋΤ всички линейни комбинацни ΟἹ вида o+ 16+ 4o+ ... фъ ай 

ἐ{φ Ε Ὶ. 
9 Ясно e, че T се съдържа в „Р («) и че Т има за базнс над P* 
системата 1 α, of,..., απ΄ ς В подпространството Т се съдържат 
елементът « и всички елементи на P. Следователно, ако покажем, 
че Т е подполе на K, от включванията PSS TS (α), «ЕТ,. и от 
епределението на #Р«) ще следва, че Р («)-Т, а базисът 1 
%..., 4271 на Т ще бъде базис и ва Р(«) над Р. 

За да покажем, че T е подполе, достатъчно € да, YCTAHOBUM,. 
че: 1) ако а, 06 7, то абЕТ; и 2) ако a€ Ди а--0, то ατϑε Т. - 

Най-напред ще докажем, че ай6( 7(k=0). Това е така 88. 
k=0,1,..., n—1. Ако 

ра)е + В b, _yx+b, (0,6Р) 
е минималният полином на « над P, доколкото p(a)=0, имаме: 

) @ =(—b) " A (—bg) " 24 ... τς-ὃ,...) a—(Opy) - 

T. е. "¢ Τ. 
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Да допуснем, че А7>п и #716 Т. Тогава 

С Е Н Т Е Т @ 

където Ty, Пъе а Ги-а € P. Умножаваме двете страни на послед- 

ното равенство с« Η гполучаваме 

ok ет 7424 .. F et 

Като заместим o с неговото равно от (1) и извършим приведе- 

ние, ще получим, че of е линейна комбинация на 1, 0., 077 

¢ коефициенти oT P, T. е. «“ЕТ. Ако а, 6CT, то @ и b ca поли- 

номи на « с коефициенти рт Р. Следователно аб е цполином на. 

« с коефициенти ot P. Тъй катс а” ( Т, то аф Е 7. С това свойст- 

во 1) e Ддоказано. . 
Нека , 

¢ ненулев :елемент ΟἹ 7. Полиномът 5 (х)- +л +... +r, ДХе 

¢ ot Р|| и е взаимно прост с р(х), защотор(х) е неразложим 

и има степен, по-голяма от степента на 2(х). Затова съществуват 

такива полиноми #(х) и v(x) от P[x], че 4 (х) g (x)+v(x)p(x)=1. 

Но тогава, като заместим X с « и вземем предвид, че р(«)-0). 

получаваме k(x)g(x)=1, т. е. ц (а)а-аш(«)-1, ТЪЙ като & (α) ε 

полином на « с.коефициенти от P, а степените на а са от T, το' 

и(«) e елемент от 7. Следователно a~'=u(x) € от Т и условие- 

10 2).е доказано. 
С τοβᾶ покавахме, че подпространството Т, което се съдържа 

в Р(«), е поле. Ho 7 съдържа Р Η « и от минималността на  (α): 

следва, че Т:-Р(«). Теоремата е доказана. | 
Следствие 5. Ако n e степента на алгебричност на ела- 

мекнта « над P, mo всеки елемент от Р(«) се представя по 
единствен начин като полином на « от степен, по-ниска ок. 
π, с когфициенти om Ῥ. ᾿ 

§ 4. Някон видове алгебрични pa&m}ipeuufi 

Нека полето Р e подполе Η полето K. Ако всеки елемент: 
от K e алгебричен над P, то К се нарича алгебрично разширенце- 
на ' B противев случай, T. €. когато поне едив елемент ΟἹ Ке 
Трансцендентен над P, K се нарича трансцендектно разшарение 
ва Р. . . | .. 

Примери 
1. Полето С на комплексните числа е алгебрично разширение 

Ha полето В на реалните числа, защото всяко комплексно число. 
¢ e корен на полином от R[x] от степен 2 (например комплекс- 

ното число с е корен на полинома (x—c)(x—C)=x3—(c+c)x 

+ec € R[x]). 
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2. Полето P(x) на рационалните функции C коефициенти от 
"полето Р e трансцевндентно разширение на полето P, тъй като 
елементът ХЕР(х) е трансцендентен над Р. етт 

Твърдение 7. Всяко краиномерно разширение e алгейрияно 
разширение. τ 

Доказателство. Нека K е крайномерно ρδϑιημρθεημδ на 
полето Р и n=[K:P|, а В е произволен елемент от K/ Елементи- 
те 1, B, В7,..., B” са n+1 на брой и образуват лиц??/но зависима 
<HCTEMa в л-мерното пространство K над Ῥ. Затова” съществуват 
елеменвти ру Ръ -« -+ Йа OT P, поне един от” които, /е различен от 
нула, за които е изпълнено равенството ) 

ра 1 ἘΡΙΒΈΡΩΒΕ + ... +pf"=0. ς , 
Оказа се, че елементът В е корен на ненулевия пелином 

У()-руЪърх+... +рах” от P[x], т. е. B е алгебричен над Р. 
С това доказахме, че всеки елемент от Ке алгебричен над P, 

Ot теорема 3 и OT доказаното твърдение се получава следе 
HOTO 

Следствие 6. Всяко npocmo алгебрично разширение е ал- 
гебрично разширение. 

Следствие 7. Axo Ке крашюмврно разишрение на полето 
P u n=[K:P), mo степента на алгебричност над Р на scexu 
еглемент om К е делител на п и затова ke надминава n. 

Доказателство. Нека В е произволен елемент ot K. Съ- 
гласно твърдение 7.3 е алгебричен елемент Han-P. Нека т е 
степента Ha алгебричност над Р на елемента В, а £(8) е mpocTo- 
то алгебрично разширение, получено с присъединяването на В към 
Р. По теорема 3 имаме равенството 'm=[P(B):P]. Тъй кате 
Р-Р(в)--К, no.TeopeMa 2 изпълнено е равенството [K: Р) 
={K:P@)IIP®):K} т. е. n=[K:P(B)] m u затова ч”е делител 
на п. Следствието е доказано. “ 

Твърдение, обратно на твърдение 7, невинаги е "вярно, Τ. €. 
яе всяко алгебрично разширение е крайномерно. 

Ще въведем още два типа разширения, 88 които ще дока 
жем, че съвпадат с крайномерните разширения. 

Нека K e разщирение на полето P, а oy, «о,...., «, Ca еле- 
менти от К. Най-малкото подполе на K, което съдържа Ри еле- 
ментите а, «,-..,«. „Се бележи с Р4Да), «е,...,«.;) И Се нариче 
разширение Ha P, получено с присъединяването на елементите &, 
«ъ .. & KBM Р. Ако &, . . ., &, са алгебрични епементи над P, то 
Py ..., «) се нарича алгебрично породено разцирение на P, 
получено чрез присъединяване на ay,. .-, %y хъм Р. 

Очевидно €, че понятието просто алгебрично разщирение е 
. частен случай на понятието алгебрично породено разщширение. 

Разширението K Ha полето Р се нарича сеставно алгебриано 
разширение, ако съществува краина редица от вложени едно в 
друго подполета на К: 

() P=LCLiCLC ... CLy Sla=K, 
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τ εὶ 

която започва с P, завършва с K и в KOATO всяко подполе L, e 
просто алгебрично разширение на предишното L, ;. Ако ι͵...ι͵-,(β,), 
i=1, 2,..., m, то съставното разширение K ще означаваме с 
Р(В41) () - - - (8). С други думи, съставното алгебрично разшире- 
ние € поле, построено от краен брой последователно взети прости 
алгебрични разтирения. ТЕ 

Теорема 4. Нека K е разширение на полето Р. Следните 
три твърдения са еквивалечтни: 

(ἢ K e крайномерно разширение на P, 
(4) Ке алгебрично породено разширение на P, 
() К е съставно алгебрично разширенце на P 
Доказателство. (ι)»(ιἱ) Нека K е произволно крайнвомер- 

RO разширение на Р Wy, Ха ...«. е произволен базис на K над 
Ῥ. Според твърдение 7 елементите &, &g, . .., 4, €2 алгебрич- 
ни над P. "Да разгледаме алгебрично „породеното „разширение. 
Play, g ..., o). Ясно е, че Ρία,, 1.,...., v =K. Тъй като 

я 

всеки елемент В от*К е линейна комбинация ΟἹ вида [3‘—:2 p,-o;,' 

#«1 

P Ра .- р.ЕР), а a6 P(ac,, ъ « o «,), TO всеки елемент от K 
е eneMent oT полето. Р (@1 й е.. ἀρ), Т.е. K=Plog tg..., oc,,) μ 
К се оказва алгебрично породено разширение на,Р, г 

. (ἢερ(ἢ. Нека К-Р (у В,....„В,) е алгебрично породено 
разширение. Елементите 8, В,,..., B, са алгебрични над Р й за- 
това ΤῈ са алгебрични над всяко подполе Ha K, xoero. съдържа P, 
Torasa да разгледаме редицата [ 

: 1 
Ре 5 .. а .SL,=M еа 

i , 

от подполета на K, където L =L, 4@) i=0, 1,. .., m-<1 Ще, 
покажем, че съставното” алгебрично разширение M= „Р(р,)... B, 
на P съвпада с K. Полето М е подполе на Ки за. да докажем 
равенството А --ЛИ, е достатъчно да покажем, че всеки елемент Τ, 
К е елемент й от ‘M. Но ΚἜΡ(βΒ,, В - - - » B). е най-малкото поле; 
което”съдържа Р и елементите By, Во, - - .. Ви. Затова BCAKO под- 
поле на K, което съдържа Р и елемевтите By, 3, ..., B ще CHB- 
пада ¢ K. Очевидно подполето M=PB,) (). .. (B,) съдържа P 
и елементите By, By ..., By Затова K=M и K e съставно алгеб- 
рично разширение... 

(ιιι)»(ι) Нека K—P('n) (γ2) .. (у.) е съставно алгебрично 
разширение и | | | 

и ! Р =L, CLC -...CLk_K, 
където ее ве (у L—-l 2,..., k, е съответната редица от ποτ' 
следователно вложени прости алгебрични разширения. Според тео- 
рема 3 за всяко i=1, 9,..., # степента [L,'L,_,] e крайна. To-' 
Гава според следствие 2 Степента [L,:L.J=[K:P| e съща крайна. 
Следователно K e краиномерно раз ирение на . Теоремата е 
Доказана. . 
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По този начин за следните пет класа разширения на дадено. 
mone: - 

1) прости алгебрични разширения, ΄ 
2) крайномерни разширения, , Ν 
3) алгебрично породени разширения, к 
4) съставни алгебрични разширения, / 
5) алгебрични «разщирения, ᾿ 

показахме, че класът 1) се съдържа в класа 2) че класовете 2), 
3) и 4) съвпадат и се съдържат в класа5), койта (както ще видим. 
по-късно) е по-широк, защото съдържа и някои безкрайномерни: 
разширения. Остава неизяснен саме въпросът За това, дали кла- 
сът 4) не се изчерпива с простите алгебрични разширения. Без да 
даваме конкретен пример, само ще споменем, че в общия случай. 
има съставни алгебрични разширения, които не са прости алгеб- 
рични. По-късно ще докажем, че във важния случай на полета с 
характеристика нула съставните алгебрични .разширения са про- 
сти алгебрични разширения. Ще завършим този параграф със 
следната 

Теорема 5. fewa P e произволно поле, а Ке разширение: 
на . Множеството L от всияки елементи на полето K, xou- 
mo са алгебрични над Р, е подполе на К. При това всеки еле- 
мент -om K, който e алгебричен над L, се съдържа в полето L. 

Доказателство. Ясно e, чеРС[. 3a да покажем, че L е 
подполе на K, трябва да покажем, че L има следните свойства 

а) ако «, ВЕЛ, то «+В и α- ὶ ca or L; 
Ъ) ако «, РВЕЕ, To αβεξ; 
С) ако a¢L и a0, 10 €L 

. Нека « н.В ca произволни елементи ΟἹ L, Τ. е. « и В са an- 
гебрични над Р елементи от K. Да разгледаме алгебрично поро- 
деното разширение /И--Р(«, §). ТЪй като M е алгебрично pas- 
ширение на P, то подполето M на K се съдържа в L, ο а, B¢ M 
и M е поле. Затова α: β, «В и « (при а--0) се съдържат в M. 
Тъй като MCL, To «+В, α и « (при «--0) се съдържат H в. 
L. Следователно L e подполе на K. 

Hexa т e елемент ΟἹ K, xoiiTo е алгебричен над полета L, a 

р () х 14 ..l ax L, (EL) 

е минималният над L полином на т. Да означим ¢ N алгебрично 
породеното разширение Р ( 4...., 1) на P, Тъй като xoedu- 
циентите на р(х) се съдържат B N, то т ще бъде алгебричен и 
над Μ и можем да образуваме простото алгебрично разширение 
К (х)на М. Според теорема 3 степента [N (τ) : V] e крайна. Понеже N e 
алгебрично породено разщирение на P, съгласно теорема 4 и 
степента [N:P] е крайна. Тогава според Teopema 2 полето А(т) е 
крайномерно разширение на , Тъй като тЕЛМ(т) и М(тг) е алгеб- 
рично разширение на Р(твърдение 7), то т е алгебричен елемент 
над Р. Следователно" елементът т се съдържа в L. Теоремата e 
доказана. 
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5 5. Съществуване на разширение на основното поле, 

в което даден полином има корен 

Hena f(x) e полинам ¢ коефициенти ot полета Р. Полиномът 

_f(x) може да няма корени в долето P. Например полиномът x2+4-1 

с коефициенти от полето R на реалните числа няма корен в R, 

но има корени B полето С Ha комплексните числа, което € разшие 

рение на В. Така възниква следният въпрос: дали за всеки по- 

лином /(х) с коефициенти OT полето P, степента на който е по- 

ложителна, може да се намери оазширение на P, което да съдър- 

жа поне един корен на f(x)? 
Ще разгледаме първо случая, когато полиномът f(x)=p(x) 

е неразложим над Р нормиран полином от степен 121. 

Да допусвем, че разширението K на полето Р съдържа ко- 

pes в на полинома р(х), т.е- «ЕК и р(«)--0. Тъй като а е Xo- 

рен на p(x) и р(х) е нормиран и неразложим над P, 'to мини- 

малният полинем Ha ¢ над P ще бъде полиномът p(x). Да pas- 

гледаме подполето Р(«) на K. Както показахме в 6 3, простото 

алгебрично разширение Р (α) има степен над P, равна на л, и все- 

ки негов елемент се представя еднозначно като полином Ha « от 

«степен, по-малка ot п, с коефициенти от P. Най-напред ще докае 

жем следното Ν B 
Твърдение 8. Нека P(x) e просто алгебрично разширение 

на полето P, а [=(p(x)) е главният идеал на пръстена Р|х), 

„породен от манималния полином р(х) над полето Р на еле- 

мента «. Тогава фактор-престенът Р|х|!/ е поле, което е 

изоморфно на полето Р(«). ᾿ , 

Доказателство. Тъй като Р(«) е поле, достатъчно е да 

установим, че Р(«) и Р|х// са изоморфни като пръстени, 

Да разгледаме изображението ф:Р(х|--Р(«), което на произе 

волен полином f(x) ot Р|х) съпоставя елемента /(«) от Р(«), 

T. е. ' 

Ф (f(2))=f(e), f(x)€ Plx]. 
JlecHo се проверява, че.-е изпълнено равенството +Ф|/ (х)4# (x)] 

- Ф(7019)+Ф(2(2)), а” също така и равенството Ф(/(Жх) е()) 

-Фф(7(х))Ф(2()),. Следователно изображението ф е хомоморфи- 

зъм. Понеже.вееки елемент от Р(«) е полином на « с коефициенти 

от P, то фе хомоморфизъм на P[x] върху Р(«). 

Ще покажем; че ядрото Кег ¢ на хомоморфизма ф съвпада с 

идеала 1--(р(х)). Наистина полиномът f(x) от пръстена Р|х) 

принадлежи на ядрото Кег ф точно тогава, когато « е корен на 

f(x). Ho съгласно твърдение 4 равенството f(o)==0 е възможно 

тогава и само тогава, когато р(х) дели /(х), което е еквивалевт- 

но с условието f(x) да принадлежи на идеала . Cera прилагаме 

Теоремата за хомоморфизмите ὰ пръстени и доказателството е 

Завършено. ς . 
Доказаното просто твърдение ни подсказва пътя за решава« 

‘He на поставения по-горе въпрос. . 
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Нека неразложимият нормиран полинем P(x) с коефициевти 
от полето P яяма корени Β Р Тогава означаваме с Ply] пръ- 
стена на полиномите на променливата Ρ и разглеждаме фактор- 
пръстена Е-- Р| у1// на пръстена P|y] по идеала /=(p(y)), поро-. 
ден от полинома р(у). Ясно е, че р(у) е също неразложим, „Най- 
напред ше докажем, че L е поле, T. е. че всеки негов ненулев. 
елемент притежава обратен. 

Действително нека /(у)4/ е произволен ненулев елемент 
ot . Това означава, че неразложимият полином р(у) не дели 
Л(у) и следователно р(у) и f{y) са взаимно прости. Тогава ще 
съществуват такива полиноми и(у) и v(y) с коефициенти от b, 
че u(y)f(y)+rv(y)p(y) 1. Оттук получаваме, че 1 4 /= u(y)f(y) 
+е) () +=u(y) fO)+I=[u(y)+]].[v(y)+1], където във 
BTOPOTO равенство сме използували факта, че v(y)p(y)el Cae- 
дователно съседният клас а(4)44 от L е обратен на ненулевия 
елемевт /(у)+/. 

” Очевидно e, че подмножеството Р--(ач4ДавР) на фактор- 
пръстена L=P|y]/], състоящо се от всички съседни класове OT 
вида a4/ (a Ε P), образува нодполе на полето. L. Освен това изоб- 
ражението ф:Р->Р”, което на всеки елемент а от"полето Р съ- 
поставя елемента Ф(а)-ач4/ от полето P, е изоморфизъм « меж- 
дуРи Ρ' (samo?). Този изоморфизъм ни дава основание да отъж- 
дествяваме съответните елемевти от Р и P’ или, както се казва 
още, да вложим полето Р в полето L. (Например полето на реал- 
ните числа В е вложено в полето на комплексните числа С 
чрез отъждествяване На всяко комплексно число от вида а+0г с 
реалното число а.) Следователно можем да считаме, че полето Ζ 
е разширение на полето Р и по тахъв, начин дадения полином 
p(x) ще разгледаме като полином с коефициенти от L. Ще до- 
кажем, че елементът «-- И4/ ΟἹ полето L e корен на полинома 
Р (х). Наистина нека р(х)--Рах"а+ ... +a,x+a,(nz=l). 
където коефициентите 4, йм..., G, са от полето . Разглеж- 
дан като полином от { [Χ], p(x) ще има представянето р(х) 
= +DHx"+(a,+H x" 4. .. 4(ав κ ἢ x+(a,+1). Тогава | 

P@y=(L+ DY+ εψ Ἐ ῆππλε / 
+(@a+ Ny Ἐ τ ᾷία, +1) __/ : 

е( (ау++... +(а„-1у3ь1)+(а„+/) 

. е() - .. 
Τ. е. стойността p () съвнада с нулевия enement / HA полето L, 
а това означава, че а е корен на р(х). : 

Задача, Докажете, че L e просто алгебрично равширение 
на полето Ри L=P(y+1). " 

Дотук доказахме, че за всеки неразложим над Р полином 
P (%) съществува разширение Ha P, което съдържа корен на р(х)- 

Нека сега f(x) e произволен полином ст положителна степен 
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и С коефициенти: от Р. Тогава f(x) ще се дели поне на един не- 
разложим над Р полином р(х). Ако L е разширение на P, което 
съдържа корен-на р(х), този корен ще бъде корен и на поли- 
woma f(x). Така получихме следната теорема, която отговаря по- 
ложително на поставения в началото въпрос. . 

Теорема 8. Hexa Р е произволко поле, а f(x) е полшном ε- 
коефициенти от P, степента на който е положаиателна. Тога- 
ва соществува разширекие на полето P, което съдържа поне 
егдин корен на поликома f(x). | 

Нека σ e изоморфизъм на полето Р върху полето F. 38 удоб- 
ство образът в Я на елемента а от Р ще бележим с а“. Изомор- 
физмът с се разщирява по естествен начин до изоморфизъм на 
пръстена Plx] върху пръстена Flx]. A именно полагаме образа 
на полинома /(х)-ах”  -Ἐαχη '+ ... +auj Х+а, да бъде поли- 
номът 0§ Ха х ... а , x+ag от Е(А), който полином 
ще означим с # (х). Лесно се вижда, че ако /(х) е неразложим. 
Hall полето P, 10 Р (х) е неразложим над полето Р и, обратно, 
от неразложимостта на Р(х) над Е следва неразложимостта на. 
ΓΟ. вад P. | 

Теорема 7. Нека с e изоморфизъм ὰ полето Р върху по- 
лето F, а f(x) e нормиран неразложим полином над P а 2РЕ(х) 
е неговият образ в Е|х). Нека K=Ple) и L=F(§) са две прос- 
ти алгебрияни pasuupenus сьответно на Р и Е при roemo 
Де)--0 & ξ ίβ) Ξ-ῦ. Tozasa азоморфизмвет с може да се про- 
делжи до изоморфизем на К върху L, при който.« се изобра- 
зява 8 В. 

Доказателство. Очевидно e, че f(x) e минималният по- 
лином на « над P, ἃ f°(x) е минималният полином” на В над F. 
Всеки елемент а от -Ξ Ρ (α) се записва елнозначно във вида 
a=A («), където Я (х) е полином от Pfx] от степен, по-малка от 
степента на f(x). Затова изображението ¢, което се определя с 
равенството а“ «е (В), е коректно дефинираво и продължава o, 
Τ, е. за аЕ имаме а“-а” . Освен това очевидно e, че ἂν =3, 

Всеки елемент b.or F(B) се записва във вида РЯ 
.. Ἔ τ B (с, €F), където n=deg fo(x)=deg f(x). Тъй като 
се изоморфизъм на Л върху £, то съществуват такива елементи 
Ра Ръ- «ал 0Т P, че ро--с;, за веяко i=0, 1,...,n—1. Тогава 
елементът а- ру ра ... +фа-а 4771 от К се изобразява при ф 
В елемента b. Следавателно ф е изображение на K върху L. 

Нека а--Я(«) и 4 а («) са два елемента от K, където ἀ(χ) 
Е g(x) са полиноми от Р| от степени, по-малкй от . Полиномът 
k(x)+g(x) има степен, по-малка ot n, Ἢ затова (а-- ¥ =(h+g)y В) 
=k (B}+g° (B)=av+bv, т. е. () изобразява дадена сума B сума ot 
Съответните образи на събираемите. “ 

Нека 
| 

4 (x) g(x)=q ὴ f(x)+7 (х), deg r(x)<n. 
Тогава йе (x) 8: (х)- φ' (х) Р (x)+r°(x), тъй като изображението. 
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в MOKa3Ba, че устройството на разширението на P, получено чрез 

wa Р(х| в #Е(х), което продължава s, е изоморфизъм на Plx] вър:, 

&y Е|х). Освен Tosadeg r° (x)=deg r{x)<n. Следователно cnopey “ 

твърдение 8 ще имаме {(ad)v=rv (α) - 76 )=k (@) се (В)-ача, 

1. e. () n306passBa дадено произведение B произведение от образите 

на съответните множители. С това доказахме, че изображениетг 

¢ e изоморфизъм на полето. К върху полето L, който продължа. 

ва с и изобразява « в В. . 

Доказаната Teopema при P=F и тъждественото изображение 

"присъединяване на корен на един неразложим полином, СсЪвсем 

не зависи ΟἹ конкретното построяване на този корен. В частност 

ὋΤ тази теорема следва единствеността на полето С на комплекс. 

„ните числа: както а да разишряваме полето К от реалните 

щисла чрез присъединяване на корен на поланома жх241, ¢ точ. 

„ност PO изоморфизъм получаваме едно и също поле. 

§ 6. Поле на разлагане ( , ) 
. И 

Нека 2(х) е полином над полето P, а K e разширение на P, 

над KoeTo MOAMHOMBT g(X) се pasnara B произведение на линейни 

множители, т. е. , - 

Е(20)--а(х--о(х--«)...(х--аа) 

където α(ας )е старшият коефициент Ha g(x),ae;, .., 2. ЕК 

"Най-малкото междинно поле, над което g(x) може да се разложи 

на линейни множители, е алгебрично породеното разширение Ρία, 

Ggeve, #.) и TOBA поле се нарича поле на разлагане на полинома 

2(х) над полето Р. “ 
: Ако L е друго разширение на полето P, над което g(x) се 

гразлага във вида g(x)}=a(x—B)x—Bg) ... (x—Bum) TO Py, Ве .е 

В) ще бъде друго поле на разлагане на полинома 2(х). Ще uo- 

кажем, че двете полета на разлагане Ha 2() над Р с точност μὸ 

"изоморфизъм са едно и също разширение на полето Р. 

Трябва да подчертаем, че понятието поле на разлагане на 

даден полином #2(х) съществено зависи ΟἹ това, над кое поле се 

гразглежда този полином. Например полето на разлагане на поли 

нома x*+1 над полето Q е полето Ὁ (ἢ на гаусовите числа, а 

долето на разлагане на същия полином над Ве полета C на ком 

плексните числа, | 
Съществуването на поле на разлагане за всеки полином ее 

установява ΠῸ следния начин, Нека g(x) e произволен полинок 

ὍΤ положителна степен и с коефициевти OT полето P, Съгласне 

-теорема 6 съществува разширение #а на полето P, което съдържа 

корен га на #(х). Над полето Г .полиномът g{x) се разлага въ 

вида g (X)=(x—p,) & (x). Разширяваме полето L, до поле Lg, КОе 

то съдържа корен @, на полинома g (x). Над L, полиномът #( 

се разлага във вида g(x)=(x—c)(x—) ga(X). По същия начя! 

разширяваме полето L, до полето Г което съдържа корен «3 нЯ 

„ра(х)ит. е. Степента на всеки от полиномите Е“(х), &x) &) 
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.е с едяница по-малка от степента на предхо-клащия го и затова 
посоченият процес ще завърши слет краен бре? Τ «и, т. е. ще 
„стигнем N0 полином от нулева стечен, а 32 g(x} получаваме поле, 
„над което той- се разлага на линейни множители, Същите разсъж- 
дения показзат, че BCEKH ненулев полином OT п-та степен,.има 8 

«едно поле L не. повече от л на брой корена и този брой е равен 
на п TOYHO тогава, когато L съдържа поле на разлагане ὰ даде- 
ния нолином. Така устаневихме следната 

Теорема 8. За всеки поланом .g(x) над едно поле Р сеще- 
„ствува поле на разлагане. Вав всяко разширекние К на Р нену- 
лЛевият полином g{x) om п-та степен има не повече от п AQ 
-Opoti корена и К съдържа поле на разлагане на g(x) καὸ P 
точно тогава, когато g(x) uma п корена в К (броени с mex- 
ните кратности). 

Да преминем сега към въпроса 88 единствеността на полето 
"на разлагане на един полином над дадено поле. Този въпрос се 
„решава от следната / 

Теорема 9. Нека σ е изоморфизъм на полето Р върху no- 
„лето Е, а g(x) e поланом от Plx] & g°(x) е свотаветнаят му 
„полианом от Е|х). Нека Е е поле на разлагане на g(x) над P, 
.а G e поле на разлагане на g°(x) над F. Тогава съществува 
изоморфизъм ф на полето Е върху полето G, койта разшаря- 
ва изоморфизма ©, т. е. ограничението на ᾧ върху подполето 
P на Е съвпада свс σ. ! 

Доказате-лство. Нека 

g(xX)=a(x—a)x—a)...(x~a,) 
ге разлагането Ha g(X) Ha линейни множители над Ε, Тъй като 
£ e поле на разлагане на g(x), 10 Ε-Ξ- (o, oy,...,a,). 

АКО oy, «л ..., ¢y Се съдържат B P, τὸ E=P и тогава, xaro 
приложам изоморфизма с направо към написаното разлагане Ha 
.2(х), ще получим 

#2 (K)=a° (x—a}(x—03) ... (x—az), 

"което е разлагане Ha g°(X) Ha линейни множители над полето F. 
"Затова ὰ Ρ и в разгледания частен случай ф--а и теоремата е 
доказана. : 

Нека £ e броят Ha KopeHHTe ὰ £(X), KOHTO лежат Bby oT 
‘nonero P. Видяхме, че axo k=0, твърдението на Teopemara e 
вярио. ᾿ : 

Нека #21. Да допуснем, че теоремата е доказана 33 всички 
-случаи, когато имаме 1((<#) корена вън от P, Нека например 
коренът ¢, не лежи B P, а f(x) e мичималния? полином на ) 
вад Р. ТЪгава 2(х)-/(х) #(х), където #0436 Рх). Като приложим 
< към написаното разласане на g(x), получаваме g° (Χ) /е (х) ko (x). 
Тъй .катоб[(х) е неразложим над P, полиномът / (х) ще бъле 
неразложим полином над #. Освен това полиномът / (х) има ко- 
грен В в G, защето неговите KOPEHA са KOPEHH и на 15 (χΧ). а Ο e 
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поле Ha разлагане на g°(x). Според теорема.7 изоморфизмът. с- 
се продължава до изоморфизъм т на полето Р;-2(«)) върху-- 
полето ι Ξ Ε (βι). Разглеждаме céra нолинома р(х) като полином 
над полето . Ясно e, че. р (х)-:1:(х) и че £ и G са полета на 
разлагане съответно на 2(х) M g7(x) над P, и А. Сега. полето 
P, съдържа в повече поне един корен oy Ha полинома g(x). Ilo 
предположението на индукцията изоморфизмът т се разширява до 
изоморфизъм ф на полето £ върху нолето , Тъй като г e про- 
дължение на o, ф € продължение на T, TO фе продължение на 
с. Наистина нека a¢ P. Τ Ν като т продължава o, То а“ =a°. Но, 
a(PZP; и ф разширява t. Затова а“-:а“ и двете равенства ни 
дават а“ --а“, T. е. ограничението на ф върху Р съвпада с първо- 
начално дадения изоморфизъм а. Teopemara е доказана. . 

Следствие 8. Нека g(x) е произволен полцнож найд полето 
P. Тогава всеки две полета на разлагане на полинома g(x) над 
Р ca изоморфни. { 

Следствието се получава директно OT доказаната TEOPEMA,. 
като се положи P=F им 88 с се вземе тъждественият изомофизъм, 
т. & а =@ 88 всяка аЕ Β - 

Ще завършим този параграф с HAKONKO бележки, KOHTO ce: 
отнасят до понятията производна и многократен корен на даден 
полином. . 

Въз основа на последното следствие можем ΠΡΌΓΤΟ да казва- 
ме „поле на разлагане на полинома g(x) над полето Р“, без да 
конкретизираме за кое поле на разлагане на р(х) над Р става 
дума, тъй като всеки две такива полета на разлагане са изоморфни.. 

Ако Р е произволно поле, а 

F(xX)=apx"tay т4 ... μ χ + а 
„е произволен полином над P, то полиномът 

παρχητῖ-(π--1}) аух"-324 ... 4Зал х +an_; 
“ 

се нарича ΠΈΡΡΒ производна на полинома)/(х) и се означава с 
Г (х). Производната на полинома с числови коефициенти опреде-. 
лихме по (ъщия начин в 54 на глава П. Там често използувахме 
факта, че производната на полином с числови коефициенти н ΟΤ᾽ 
положителна степен е ненулев полином. Ако полето Р има поло- 
жителна характеристика р, може да се случи производната на 
ненулев полином OT положителна степен да е равна на пула. 
Например полиномът X7 41 над поле с характеристика р има 
първа производна рл --(р.1) хР-1--0 . хР-Т..(. Обаче в случая 
на полета с нулева характеристика връзката между многократните 
корени и производната на даден. полинам си остава същата. Не 
е трудно да се повторят разсъжденията от 64 на глава П к na 
се получат съответните твърдения за полином над произволна-“ 
поле с характеристика, равна ὰ нула. ( , 

Твърление 9. Hexa Р е произволно поле с xapaxmepicmu- 
ка 0, а f(x) e неразложим полцком над P. Тогава f(x): няма: 
мнигократни коренц. ᾿ 
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Доказателство. Нека f(x)=ax"+ax"14 ...Fapx 
+a, (а; ¢ P). Понеже f(x) е неразложим над P, τὸ по>(0. Тъй ка- 
то ὥρΞΕἘΌ, n==0 и полета P има характеристика, нула, то παρτξῦ. 
Снедоавателно  производната f'(xX)=naox"'+(n—1) а 4+... 
+ 2ал-2х4+ан-ла е ненулев полином от степен n—l. . 

” Heépasnowumasr полином f(x) има степен, по-висока OT сте- 
пенТта на ненулевия полином /(х), и затова f(x) и / (х) са вза 
имно прости. Следователно съществуват такива полиноми & (X) и 
v{x) от P[x], че е изпълнено равенството м 

" 
2() f(x)+o(x) Р (x)=1. . 

Ако cera « e корен на /(х) от някое разширение L на P 
като заместим X C « B горното равенство, получаваме 

1<-4.(«) f(a)+v (2} f (в) 
=u(@).0+2(a) / (@=0() / (2} 

7. е. f(2)==0. Затова никой kopen на f(x) не може да бъде KopeH 
на производната му / (х). | В 

„ Да допуснем cera, че а е многократен корен на f(x). Torasa 
}‘(x):(x—u)kg(x), където k> 1 и g(x) e полином над L.3a npous- 
водната Ha f(x) получаваме 

)=k (x—a) ) ( - ) g (x) 

=(¥—a)! [kg (X} +{x—a) g’ ()} 
„тъдето k—1>0. Така « се оказва корен и на / (Χ), KoeTo про 
иворечи "на доказаното по-горе, Следователно всичките корени 

на f(x) са еднократни (прости). Твърдението е AOKABAHO. 1 

Задача. Ако /(х) е полином над полето Р и / (а)--0 (α (Ρ) 
TO « не e многократен корен Ha f(x). - 

8 7. Крайви полета ) ' 

"Ако K e крайне поле, то неговата характеристика е равна 
на някое просто число P, а съгласно твърдение, 3 броят | K| на 
елементите на K е равен на p" за някое естествено число 7. 

По такъв начив възниква въпросът, дали за всяко прост 
число р и 33 всяко естествено число л съществува крайно поло 
с p" елемента. За n=1 положителен -отговор на този въпрос да? 
ва полето Zp на класовете остатъци по модул простото число P+ 
Интересно е също да се установи дали две крайни полета с ед- 
накъв брой елементи могат да бъдат неизоморфни. В този napa . 
граф ще дадем отговор на тези два въпроса. ” 

Теорема 10. Нека р е просто число, а п € произволна ес- 

тествено число. Тогава полето на разлагане на полинома 
7(.)-Ξχρ"--α над полето 1, на класовете остатъци по модул 
ре крайно поле с g=p" ' елемента ий е съставено само от 
корените на f(x). ; 
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Доказателство. Нека L е полето на разлагане на ῶ 
над Z,. Да означим ¢ P множествожорените на f(x). Тъ 
като Г (χ)τεφχατὶ. - --1, то f(X) има прости (еднократни) 
корени и P е подмножество на L с « различни елемента. Ще πο. 
кажем, че Р e подполе на L. Нека ¢ P и ΒΕΡ. Понеже L e по. 
ле с характеристика р, то (α--- βἢ}» =of — В» . Затова (x—B)? =(z—p)" 
=7 —B7. Тогава 

} -ὃ)--(α--ὴ —(a—B)=a? —§7 —a-+3= 
=f(@)—f[=0-0=0, 

T. е. a—B¢P. Освен това аке 8-Н0, то (а3-1)«(ав-1) --αβ-ι 
кня (37 γ 1 ае Bl а е () p1=0.F1=0, 7. ε. αβπτς, 
Съгласно твърдение 1 подмножеството Р на L e подполе в L. 
Тъй като Z, е простото подполе на L, 7,6-Р. Подполето P на 
L съдържа Z, и всички корени на полинома /(х), а L e пожето 
на разлагане на f(x). Следавателно L=P, с което теоремата е 
доказана. и . ; 
. Karo обединим доказаните резултати, получаваме следното 
пълно опясание на крайните полета. 

Теорема 11. Kpaiino поле с 4 елемента съществува тога- 
84 й само тогава, когато естественото цисло 4 в степен на 
някое просто число. Всеки две крайни полета с еднаква брой 
елемента са цзоморфни помежду си. 

Наистина от твърдение 3 и теорема 10 следва първата част 
на теоремата. Ако K и L са две крайни полета с 4д--р" елемента, 
то p=char K=char L. Нека P е простоте подполе на K, а S е 
простото подноле на L. Тогава и S са изоморфни на полето Z, 
на класовете остатъци MO модул р. Нека o: P—S e изоморфизъм 
на Р върху . По теорема 10 K e полето на разлагане на f(x) 
=x?—x над P, а L е полето на разлагане ὰ f°(x)=x%—x над . 
По теорема 9 съществува изоморфизъм ¢ Ha полето А върху по- 
лето L, който продължава изоморфизма o. Следователно К и L 
са изоморфни. “ 

§ 8. Теорема 32 примитивния елемент 

Β᾽ 4 споменахме, че в общия случай с простите алгебрични 
разширения не се изчерпва класът на всички съставни алгебряични 
разширения на дадено поле. Но ако основното поле Р има xa- 
рактеристика нула, класът на простите алгебрични разширения на 
Р съвпада с класа на съставните алгебрични разширения на Ῥ. 
Тук целта ни e да докажем това твърдение, което е прието да 
се нарича теорема за примитивния елемент. 

Теорема 12. Ако полето Р има характеристика нула, то 
всякО съставно алгебрично разширение на Р е просто алгеб- 
рично разширение на Р. К . | 

Доказателство. Нека K=P(a)(x)...(x) е произволно 
съставно алгебрично разширение на Р. ΟἹ твърдение 7 и от тео- 
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рема 4 следва, че всеки елемент от K e алгебричен над Р. Тряб- 
ва да докажем, че B K има такъв елемент 0, че К-?(0), т. e, 
че K € престо алгебрично разширение на P, получено" с присъе- 
дивяването Ha #8 към р - 

Ако s=1, 70 К-- Р () и -можем да положим 0--04. 
Да разгледаме случая, когато §=2, т. e. К-Р («1) («,). Нека 

() e минималният полином на « над P, а 2(х) е минималният 
полином на а, над P. Тъй като /(х) и g(x) са неразложими над 
Ρ, ἃ полето Р има характеристика нула; то от твърдение 9 след- 
ва, че f(X) и g(x) имат само еднократни корени. Нека / е по- 
лето на разлагане на полинома / (х)2(х) над ХК. Тогава L ще съ- 
държа както корените на /(+х)," така и  корените на g(x). Нека 
Bi=21 β2. Въ - - ., Bu(n=deg f(x)) са корените B L на полинома 
[(Ὁ}, а yi=as, Те ..., 7, (m=deég g(x)) ca xopennte в L на поли- 
нома £(x). Между елементите 1y, уз,..., Те няма съвпадащи, за- 
щото g{X) няма многократни корени, Затова можем да образува- 
ме елементите 

(В.-- 81) =y (0е 1, 2..., щ j=2,3,...,m). 
Тези елементи са 14+(n—1)(m—1) на брой. Полето P има 

характеристика нула и затова то съдържа безбройно много еле- 
менти, Следователно Β. можем да намерим елемент с, който не 
съвпада с никой от посочените 1+ (n—1)(m—1) на брой елемен- 
™ T е. г : 

L Bi—B . . = 
c:#:'r]-—rr,. (l——l,'2,...,n,_] 2; 3,--.,”2). 

Нека 6--а +cay=B,+cy;. Тъй като c€P, а а, €K, то 0 e 
елемент o1 К. Освен това § не съвпада с никой от елементите 

Ве су (=1, 2,..., т j=2, 3,...,т). Наистина, ако θ--β, Ἐ 6γ) 
88 някои Е и J(1=isn, 2=<j<m), получаваме : 

Bitoen=Bi+cvs ' 
Ν е. c=(B,~B){(r1—7,)"% което противоречи на избора на c. . 

Простото алгебрично разширение (0) е подполе ὰ K. Ще 
покажем, че А--Р(В). За целта в полинома f(x) заместваме х ς 
Y—ex и получаваме лолинома Л (x)=f(6—cx), който е с коефи- 
циенти от полето P(6). Полиномът g(x) има коефициенти от P, 
а P е подполе на Р(0). Следователно g(x) и #(х) са два поли- 
нома с коефициенти от полето Р(0). Елементът o, е корен на 
Е(х), защото £(x) е минималният полином на % над P. От дру- 
'8 страна, имаме ὶ (α})--- ἔ (θ--- σα}) - [ (ва)<-0, т. е. «) е общ корен 
на #(х) и g(x). | 

Нека d(x)=(g(x), # (х)) е най-големият общ делител на £g(x) 
и £ (x). Полиномът d(x) e нормиран и коефициентите му са от 
Р(0). Ясно е. че общите корени на g(x) и #(х) и само те ca 
корени η d{x). Но g(x) и Я (х) нямат други общи корени освен 
%=v,. Наистина другите корени на g(x) ca y,, Уе Уя H ако 
#())-0 за някое j(2<j<m), то 
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ky)=f(0—cy)=0. | 
Тогава ще имаме 6—cy;=3; 88 някое А Отново получаваме, че 
с-В,--В1) (у1--1;/)77, което не е вярноЛСледОвателно а (х) има само 
един корен ¢y, а понеже в, е еднократен Ккорен Ha 2(х) на(х/2(х), 
то нормираният полином d(x) 1€ бъде равенна полинома X— oy, 
"Полиномът d(x)=x—oy е С коефициенти οἹ Р(0) и затова 
а,ЕР (0). Тогава и oy=0—co, е също елемент от Р (0). 

Дотук показахме, че елементите &) и «, се съдържат в под- 
полето Р(0) на К. Понеще Р<:2(6) и Р(а;) е най-малкото Ппод. 
поле на K, което съдържа Р и «;, то Р(а;) е подполе на Р(0),. 
По аналогични причини полето Р(«))(«,) ще бъде подполе ᾷ 
P(8), т. ε. подполето P(0) на полето K съдържа всеки елемент ΟἹ 
nonero Ῥίαρ) («о)- К и затова К-Р(0). С това теоремата е дока- 
зана за случая, когато S=2. 

Нека s>2. Да допуснем, че теоремата € доказана за всяко 
съставно алгебрично "разширение на полета P с нулева характе- 
ристика, което € получено от Р с по-малко от # последователно 
взети прости алгебрични разширения. Ν 

Да означим с L, ) подполето ᾿άα,) (α9).. . (α....) на полето 
Ξ (а;)(со)-.. («,. По предположението на индукцията раз- 
ширението Lo, e просто алгебрично разширение на #. е. L, 
=P(7) за някой елемент т от L, +» Тогава K==L, 1(«;)-ФР (т)(«,) 
и OT доказаното по-горе следва, че съществува елемент 8 от K 
такъв, чее K=P(6). Следователно полето - } (а4)(«о)...(«;,) е 
просто алгебрично разширение на P, Теоремата е доказана.” 

§ 9. Квадратични радикални разширения 

Ще казваме, че разширението L на полето P е квадратично 
„разширение на P, ако L=P или L<P, но степента [L:P] на L 
над Р е равна на 2. 

Твърдение 10. Нека Р е произволно поле с характери- 
стика, различна om 2. Разщирението L на полето Р е квадйд- 
pamuino paswupenue на Р тогава и само тогава, когато се 
ществува такъв елемент в от L, че L=P(0) и # ¢ om поле- 
mo P. 

Доказателство. Ako L=P(8), където 62¢ P, 10 # e kopes 
на полинома х2-02 or Plx]. Затова минималният нполином на 0 
над Р ще бъде от степен, не по-голяма от 2, T.e. или L=P 
(когато 06 ), пли [Σ : Р)|--2, т. е. L е квадратично разширение Ha P. 

Нека L e квадратично разширение на Р Ако L=pP, то мо- 
жем да положим # да бъде кой да е елемент от Р. Затова да 
разгледаме случая, когато (Е:)-?. Нека В e елемент от L, който 
не се съдържа в Р. Тогава простото алгебрично разширение Ρ (β) 
e подполе на L, което не съвпада с ' Затова [ (β): P|>1. ,Но 
степента (Р.(8):Р| е делител на степента [L:P]=2 и затова 
12 (8):Р|--2-(Е: Р). Според следствие 4 ще бъде изпълнено ра 
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венството 5--Р.(В). Минималният полином р(х) на В над Р ще 

има степен 2 и затова ще HMame p(x)=x*+bx+c(b, c¢P). По- 

неже В е корен Ha р(х) TO се --В2--6В. Нека 6=23+b. Тъй ка- 

10 B¢L и bePcL, то й е елемент от L. Елементът 0 Не се съ- 

държа в P, защото характеристиката ка P e различна oT 2 и В 

не e елемент or . OT разсъжденията, KOWTO проведохме по- 

rope, следва, че Г.--Р(6). Остава ни да проверим, че 62¢ P. ο 

02 = (284 b)?=4 (@ +bB) 4 b7 = —4c - b 

ге елемент oT P, с което твърдението € доказано. 

Определение 4: Разширението K на полето Р се нарича 

квадратично радикално разширение на P, ако съществува Та- 

кава редица , 

Р„Е ... Е АК 

от краен брой подполета, последователно вложени едно в друго, 

че всяко подполе L; е квадратично разширение на предхожда»- 

щото ro поле L, ;(i=1, 2..., m). 

Твърдение 11. Ако K e квадратично разширение на поле- 

.mo P, то K e крайномерно разширение на P и неговата cme- 

пен най P e равна на някоя степен на числото 2. 

Наистина от Р до К има крайна редица 

P-—-LogL]; ... ;LmzK 

0T подполета, където L; е квадратично разширение Ha L,y 

(=1, 2..., m).Torasa (: 4]=2%(v,=0, 1) и затова К:) 

- а! L] [ Ll - а: Ώ 1 Ξ 2”, където Y=V V3 + . .. а 

Следствие 9. Нека К е квадратично радикално разшире- 

ние на полето P. Тогава степента на алгебринност. над Р на 

всеки елемент от K е равна на степен на числото «. . 

. Действително по предишното твърдение имаме (К:Р|«<2”, 

v=0. Yucaoro 2” се дели само.на степени на 2. Тъй като сте- 

„пента на алгебричност над Р на,всеки елемент от K e Дделител 

на [{ : ] - 2ν, To тази степен е равна на, степен на числотао-2. 

, Следствие 10. Нека f(x) e нормиран неразложим над по- 

лето P, полином от п-та степен.. Тогава ако числото п не е 

степен на 2, то никое квадратично радикално разщирение на 

P не може да съдържа корен на полинома f(x)- 

Наистина ако някое квадратично радикално разширение на 

полето Р съдържа корен « на полинома f(x), то « по предишно- 

то следствие ще има степен ΗῈ алгебричност Над P, равна на Ня- 

коя степен Ha числото 2. Тъй като /(а)-0 и f(x) е нормиран 

неразложим кнад Р полином, то f(X) е минималният полином над 

P Ha елементе a, Τ. е. степента HA алгебричност на « над Р е 

равна на л и л не е степен на 2. Полученото противоречие по- 

казва, че никой карен на /(х) не се съдържа в квадратично ради- 

гхално разширение Ha P, - Ν 

Твърденние 11. Нека L е квадратично "радикално разшире- 

. 
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ние на полето P, а К е-квадратияно радикално разшиарение на: 
полето L. Тогава К ε- квадратично радикално разширение на- 
полето P. 

Доказателств.о.. По- условие съществуват редиците 

P=NCNES...SN, =L, L=MSM< ... dM,=K, " 
където N, е квадратично разширение на N;_,,.a M; e квадратич-. 
но разширение на /И + (“-1,..... т; j=1,..., n). Тотава от Р до- 
K имаме редица от подполета 

P=NENC .. SN, =MGEMC ... CM,=K, 
където BCAKO подполе е квадратично разширение на предхожда-- 
щото ro. Следозателно. K е квадратична. радикално. разширение- 
на полето P, 

§ 10: Алгебрически затворени полета- 

Твърдение 12. Нека Ре подполе na полето L, a I e nod-- 
поле на полето. К.. За да бъде полето К алгебрично разшире-. 
ние на полето. P, е neobxodumo и достатъчно Е да е алгеб- 
рично разшщирение на P, a К да е алгебрично разишрение на L. 

Доказателство, Необходимост. Нека К е алгебрично- 
разширение на Р. Тъй като всеки елемент от K e алгебричен над: 
Ри LEK, то, L e алгебрично разширение на Р. Освен това спо- 
ред твърдение 5 всеки елемент ΟἹ K e алгебричен и над L, T. е.. 
K e алгебрично разширение на L. . 

Достатъчност. Нека А е алгебрично разширение на L, а L е- 
алгебрично разширение наР: Нека « е произволен елемент от K- 
и p(X)=x"+eayx" 1+ ... Ра 1х-+-а, (a;6L) е минималният по-- 
лином на.« над L. Коефициентите, a4y, й,, ..., a, на p(x)- са or 
L и затова са алгебрични елементи над Р. (Следователно можем 
да образуваме съставното алгебрично разширение /И-Р(а,)(а») 
... (а,). Тъй като р(х)ЕМ х) то « е алгебричен .елемент над: 
полето. Μ Ἢ Δ (α) е просто алгебрично разширение. [Tozero M 3я 
е: съставно алгебрично разширение на P, понеже M («)--Р(а;)(а,) 
.. . (а,)(«); и saroBa съгласно теорема 42/М(а) е крайномерно раз- 
ширение на Р. Но тогава според твърдение 7 полете M(x) е 
алгебрично разширение на P αὶ понеже «Е M(x), то« е алгебри-. 
чен елемент. над Р. 

Твърдение 13. Ακο' Καὶ ¢ пройзволно поле,.то следните 46-- 
тиари свойства ca- еквивалентни: 

а) всеки полцном от пръстена K[x), степента на който 
е положителна,,се разлага в произведение на полиноми Om: 
Klx), степените на коцто- са равни. на единица: 

b) всеки полином от положителна степек от престена: 
К.|х| пма поне един корек g полетоК; 

с) всеки неразложим полином над полето К е. полинож: 
om първа степен; - 
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ай) всяко алгебрично разштирение на К гсъвпада с К. 
Доказателство. Нека f(x) е полином от K[x| и л 

=deg f (x)>>0. a)=>b). Наистина ako полете K има свойството a)),. 
10 (:) (X)pa(X) ... p, (%) където p (X)=0,x+b; (a8, b€ K) и 
a;+£0(=1,2,...,n). Елементите — a6, (=1, 2,..., п) ca от no- 
лето K и ca корени na полинома f(x). Следователно нполето K 
има свойството b). 

6) ->с). Нека полета K e със свойство 5) и р(х) e nponaso- 
лен неразложим над 'K полином. Τ Ν като степента на неразло- 
жшй,ия полином р(х) е положителна, то в К ще съществува по- 
не един корен « на р(х) Ho тогава χ - - е полином от А |х| и 
х--« ще дели р(х), T. e, plx)=(x—a)q(x), къвето 4(х) e полином- 
от К |х). Тъй като р(х) е неразложим над полето K, то deg g (x) 
=0, т. е. g(X)=8€K ир(х)-В(х-а) е nomiHoM от първа степен. 

с)->а). Нека полето K е със свойство с). Пръстевът K [1] ε 
област на главни идеали (виж глава VI, 6 2, пример 3 и твър- 
дение 3), а простите елементи в този пръстен са неразложимите 
над К полиноми. Тогава според теорема 6 от глава VI всеки по- 
ликом OT положителна степен и с коефициенти от А се разлага- 
в произведение на неразложими над « полиноми. Но полето Ке 
със свойството с) и затова множителите OT това разлагане са по- 
линоми от първа степен, Следователно полето Х е със свойство а). 

с)->а). Нека L е алгебрично разширение на K я K e със 
свойство с). Ако αξ , то « e алгебричен над K и неговият ми-- 
нимален полином p(x) над K е нормиран и неразложим над К. 
Понеже K е съе свойството €), полиномът р(х) е от първа сте- 
пен и затова р(х)--х--а. Следователно „елементът « като Koe- 
фициент на р(х) от K[x] e or К. С това показвхме, че всеки: 
елемент от разширението L на полето К е елемент от K, T.e. L=K, 

d)=>c). Нека K e със свойството 4), а р(х) e неразложим 
полином над K. Тъй като degp(x)>0, то според теорема 6 съ- 
щестнвува разширение L на полето K, което съдържа корен га Ha 
полинома р(х), Можем да считаме, че полето L съвпада с про- 
стото алгебрично разширение Ж (α). ТъЪй като L=K(z) е алгеб- 
рично разширение на K (виж следствие 6), а K e със свойството 4),. 
To L=K и затова «ЕК. Понеже « е корен на р(х), то Р(2д«. 
=({x—ea}g(x), където 9(х)6 K[x]. От неразложимостта на р(х) 
над К следва, че deg 4 (х)-0 и затова deg p(x)=1, т. е. полето К 
е със свойство с). Твърдението е доказано. . 7 

Определение 5. Полето K се нарича алгебрически затворе- 
Ho, ако то притежава едно от еквивалентните свойства а), b), с), 
4), формулирани в твърдение 13. 

Примери 
1. От теоремата на Даламбер за съществуване на корен Ηδ' 

полином с числови коефициенти, която вече многократно изпол- 
Зувахме и която ще докажем в следващия параграф, следва, че 
Чолето С на комплексните числа е алгебрически затворено. 

2. Полето Q на рационалните числа и полето В на реалните: 
Числа не са алгебрически затворени полета. 
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3. Крайните полета не са алгебрически затворени. Нанстина 
ако M е крайно поле и &, @y,..., G, са всичките му елементи 
то полиномът 

| f<x>=H(xfaf>+\ . 

«е с коефициевти от M и f(x) вяма корен в M. От твърдение 13 
следва, че полето M не е алгебрически затворено. 

Teopema 13. Ако P ‘e подполе на алгебрически затворе. 
womo поле K, то множествато L от всички елемениш на K, 
който са алгебрични над P, е алгебрически затворено лоле. 

"Доказателство, Or теорема 5 знаем, че множеството [ 

е подполе на K и че L съдържа всеки елемени от K, който е 

алгебричен над L. Нека f(x) e произволен полином OT ΠΟΠΌΣΚΗ- 
телна степен и с коефициенти от полето L. Тъй като LEK и К 
е алгебрически затворено поле, то полиномът /(х) има корен « 
в полето К. Но f(x) e с коефициентите OT полето L и затова « 
е алгебричен над L. Следователно елементът « се съдържа B L, 
т. е. f(x) има корен в L и L e злгебрически затворено поле. Теа- 
ремата е доказана. “ : 

В теорията на полетата твърде  важен е следният въпрос: ако 
Ре произволно поле, съществува ли. такова разширение А на 
полето Р, което да е алгебрически затворено? . Положителен от- 
говор на този вънрос е получен от Щайниц. Теоремата на ШЩай- 
ниц ще приведем без доказателетво. . 

Теорема 14. 85 всяко поле Р съществува разшарение K, 
което е алгебрически затворено поле. 

Доказателството на тазйи теорема може N2 се намери наурн- 
мер в книгата на С. Ленг [16] (теорема 1. стр. 194). ΄ 

Следствие 11. За всяко поле!Р съществува алгебриано 
разширение L, което e алгебрически затворено. 

Действително съгласно теорема 14 съществува разширение Х 
ᾶ P, което е алгебрически затворено поле. Ако с L ,означим 
множеството OT всички елементи Ha K, които са алгебрични над 
P, 10 според теорема 13 L е алгебрически затворено поле. Оче: 
видно е освен това, че L e anreGpuuso разширение на . 

Може да се докаже, че всеки две алгебрични разширения на 
едно поле P, които са алгебрически затворени полета, са изоморф- 
ἘΜ помежду си над полето . Τ. е. между тези разширения на P 
има такъв изоморфизъм, който оставя елементите на Р неподвиж- 

ни. Този резултат, както и Теоремата на Щайниц, се доказва с 
помощта на лемата на Цорн или на нейни еквивалентни твърде- 
ния (вж. [16], стр. 196). ' : 
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§ (1. Доказателство на теоремата на Даламбер - 
за съществуване на корен на полином 

с чис:;оВи коефициенти : - 

В 6 5 на глава П вече се запознахме с теоремата на Далам“ 
«бер и изведохме редица нейни следствия. Дотук неведвъж имах- 
ме възможност да се убедим във важността на тази теорема. В 
този параграф ще приведем едно от многото известни нейни до- 
казателства. Всяко от тези доказателства в една или друга степеа 
използува неалгебрични факти. Единствената причина, поради 
която излагаме доказателството така късно, е да сведем неалгеб- 
гричната му част до MHHHMYM. 

Лема 1. Нека . 

() „ Л(х)-ах Ра .. +ал χ τῈ ἀρ(αρπε ) 
е проийзволен полином с реални коефициенти. Тогава--при 
всички достатъчно големи по абсолютна стойност реални 
стойноста. на X — знакът на полинома f(x) съвпада със знака 
на неговия старши" член ах. . 

. Доказателство. Лемата ще бъде доказана, ако устано- 
вим, че за всички достатъчно големи по абсолютна стойност ре- 

ални значения на х е изпълнено неравенството 

Ω) lax® |а х акя 4 .. а а а Ι 
Нека b=max{|a,}, |аз),..., |4.|). Тогава при всяка стойност 

на Χ, за която {x|>1, ще имаме 

|а аи3 4 .. ta, < а| |"'1+ .. Hoag| 
<b( x|+ x| "—=+...+|x[+l)§b-—-'—-}f‘4 <b .__...Ll’l”:’_fl . 

Неравенството (2) ще бъде изпълнено, ако 

еЕЕ <!аж |а «Е 
т. е. ако стойностите на х удовлетворяват условието 

, п 

(3)| . [Χ | ταὉ}" 

с което лемата е доказана. . 
От доказателството HA тази лема се вижда, че неравенство- 

те (2) остава в сила и за комплексни коефициенти Gy, ὅ1»...» й 
при условие че комплексното число х удовлетворява неравенство- 
то (3). Следователно при горните означения получаваме следното 

Спедствие 12. Всички комплексни KOPEHU на полинома 
1() с комплексни коефициенти се намират в кръга ; 

<А 
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Преминаваме към разглеждането на лема, която по своя 
рактер се отнася към математическия анализ. 

Лема 2. Всеки полином om нечетна ст Η С реални кое- 
фициенти. притежава поне един реален корен. и Ν 

Доказателство. Нека полиномът (1) е ΟἹ Мечетна степен 
и коефициентите му са реални числа. Старшият член ах“ на 
f(x) при положителни и отрицателни стойности на х ще има раз- 
лични знаци. Затова съгласно лема 1 при всички достатъчно го- 
леми по абсолютна стойност положителни и отрицателни реалня 
стойноети на х полиномът f(X) също ще приема стейности с раз- 
лични знваци. Следователно съществуват такива реални числа а и 
b(a<b), че "Да) и f(b) са числа с различни знаци. 

т курса по математичен анализ е известно, че полиномът 
7(х) е непрекъсната функция и по едно OT основните свойства на 
непрекъснатите функции, когато х се изменя между α Η b, / (xy 
ще приема поне по веднъж всички CTOMHOCTH, заключени между 
Ха) и 74(6). Следавателно съществува такова реално число с 

(a<c<b), за което f(c)=0. Лемата e доказана, 
Като използуваме понятията и резултатите от предишния па- 

раграф, можем да формулираме тооремата на Даламбер и по след- 
ния начин. 

Теорема 15, (теорема на Даламбер).  Полето С на ком- 
плексните числа е алгебрически затворено. 

Доказателство. Трябва да докажем, че всеки полином с 
комплексни коефициенти. OT положителна степен притежава поне 
един комплексен корен. Доказателството ще разделим на две 
части — най-напред ще разгледаме полиноми с реални коефициен- 
ти, а олед това — полиноми с комплексни коефициенти. ” 

Нека /(«х) е произволен полином с реални коефициенти и не- 
говата степем е n=2%g, където ¢ е нечетно число. Доказателство- 
TO ще извършим [0 метода на пълната математична индукция ΠῸ 
числото k. Ако k=0, то f(x) е от нечетна степен и ΠῸ предиш- 
ната лема f(x) има Ппоне един реален корен. 

Нека £>>0. Да допуснем, че Teopemara e доказана за всички 
полиноми с реални коефициенти, чиято степен се дели Ha 24 , 
но не се дели на 2% Да означим с K полето на разлагане на по- 
линома f(x) над подето С на комплексните числа, Нека Xy #9 --5 
@, са корените на f(x) в полето K. Ясно e, че K=C («13, as,..., 
«.„) Ще покажем, че поне един от елементите αν, уе Се СЪ- 
държа в полето С. Нека / е произволно реално число. Образу- 
ваме всевъзможните елементи от вида 

(3)::-- 7 Ве аеу ( -Ἐαὴ, 1<8< /2 π. 
Ясно e, че В,, са елементи от полето А и техният брой е равен 
на ᾿ Ν 7 ! 

(_n_)_ n(n—1) _ kg (2g—1) 
2 5 =2 
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където д--4 (2”4--1) e нечетно число. Разглеждаме полинома 

#() Π ()) 
156< /а 

от степен my=2%"1g;, корените на който са елементите B, (1< 
Zi<j=n) от K и следователно неговите коефициенти принадлежат 
на полето K. Коефициентите на g х) са с точност до знак елемен- 
тарните симетрични полиноми на елементите В,. Не e трудно да 
се види, че произволно разместване на корените а, «.... %, BO- 
ди само до някакво. разместване между елементите 8,. Следова- 
телно коефицпентите на g(X) са симетрични полиноми на «), «,..., 
«а над полето В на.реалните числа (понеже пе реално число), 
Съгласно основната теорема - 38 симетричните полиноми коефици- 
ентите на #(х) са полиноми с реални коефициенти на коефициен- 
тите Ha /(х) и затова g(x) е полином с реални коефициенти. Ho 
степента на g(x) се дели на 2271 и не се дели на 9“. Следова- 
телно по индуктивното предположение полиномът g(x) ще при- 
тежава поне едик комплексен корен. По този начин при всекя нз- 
бор на реалното число 7 може да се посочи такава двойка от 
индекси [ и /(1<< /21), която зависи ΟἹ 7, така че елементът 
«:) Г («;--а) е комплексно число. Понеже различните двойки ин- 
декси i, / са само краен брой, а реалните числа са безбройно мна- 
го, то ще съществуват две различни реални числа /) и гу на 
които ще Съответствува една и съща двойка индекси г и /, 88 
които елементите 

Г ееаеу 4 (е Ч-а), 4 0е 4 пъ (e «) o 
€4 едновременно комплексни числа. OT тези две равенства нами- 
раме, че 

ry—ry’ 

(γ,-- ) X2 (d—c) x+{dr,—cr)=0 
€ комплексни коефициенти. На от формулите 3a корените Ha квад- 
ратното уравнение следва, че елементите «, и «) oT K са ком- 
плексни числа. Така установихме, че разглежданият полином /(х) 
«Е реални коефициенти има даже два комплексни корена и теоре- 
мата е доказана 88 полиномите от R{[x]. , 

Нека полиномът (1) от положителна степей е с произволни 
комплексни коефициенти, Да означим с 

763 =а-„;с“.+ С 4 .. +a, x+a, 
полинома, получен от f(x) чрез замяна на коефициентите MY със 
Съответните им комплексно спрегнати, Пронзведението 

Е(х)--7 (0) х) буаи +-0,x2" 4 .. Вуя х + 
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където , 

Б Σ аа,(Е--0, 1, 2,...,21), ' 
itf=k μ 

е _ 
полином с реални коефициенти, тъй като b,=F; 3a веяко #.. 

Съгласно току-що доказаното полиномът # (х) ще притежава ком- 
плексев корен f, Ho от 

О Fe=fEf @)=0 
следва, че /(8)-0 или f(3)=0. B първия случай В е комплексея: 
корен на f(x) и теоремата е доказана. Ако е изпълнено BTOPOTO- 
равенство, Τ. е. 

f@)=a@+af 7+ ...+Та, 8+аа--0, . 
Τρ като заменим в двете страни на последното paBeHCTBO всяко 

число с неговото комплексно спрегнато, получаваме 

- ~ aupn'*'alfin_l‘!"""+an—lfi+an=01 

т. е. Ве комплексен корен Ha полинома f(x). С ToBa Teopemara 
е доказана. 

Нека подчертаем, че изложеното доказателство на теоремата 
на Даламбер не използува разглежданите по-рано следствия от нея. 

§ 12. Алгебрични числа 

Комплексните числа, които са алгебрични над полето () на 

рационалните числа, € прието да се наричат алгебричнаиа числа, 

т. е. едно комплексно числе « се нарича алгебрично,ако то е ко- 

рея на ненулев полином С рационални коефициенти. Числата, кои- 

To не €A члгебрични, се наричат TPAHCHEHACRTHH, T. t. трансцен- 

дентните елементи на полето С над полето Q се наричат транс- 

цендентни числа. Ако алгебричното число « е корен на нормиран 

полином с цели коефициенти, то « се нарича цяло алгебрично 

число. ᾿ 
Примери 
1. Всяко рационално число ¢ е алгебрично, тъй като To е 

корен на полинома / (х)--х--авО х) 

* 7.9, Целите числа п са в същото време и цели алгебрични. 
а 

3. Алгебрично число е всеки радикал от вида \/q, където пе 

произволно естествено число и 4 е рационално числа, защото TO 

е корен на полинома f(x)=x"—g€¢Q[x} 

4. Числото (2 не е рационално,; HO е цяло алгебрично, тъй 

. като € корен на нормирания полином х2--2 с цели коефициенти. 

Задача. Докажете, че всяко рационално к]шло алгебрично 

число е цяло число. . | 

5. От твърдевието на задачата следва например, че алгеб 
1 

ричното число - не € цяло алгебрично. 
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6. Цели алгебрични са камплексните числа А --А 144, Г--й# 
В 1873 г. Ермит е установил, че неперовото число ее TPaHce 

цендентно, а малко по-късно Линдеман е доказал трансценденте 
ността на лудолфовото число π. През 1936 г, съветският MaTeMa- 
тик Гелфонд е установил трансцендетността на всички числа OT 
вида of , където « € положително алгебрично число, различно от 
единица, а В е ирационално-  алгебрично число, В този параграф 
ще покажем, че транснендентните числа са в известен смисъл 
много повече от алгебраячните. 

От теоремата ча Даламбер и от теорема 13 директно се по« 
лучава следната теорема. 

Теорема 16. Множеството А на всички алгебрияни числа 
е алгебрически затворено подполе на полето С на комплексе 
ниате числа. ' , . 

3anaua Докажете, че полето A на алгебричните числа е 
безкрайномерно разширение на полето () на рационалните числа, 

Полето А на алгебричните числа е пример на алгебрично раз- 
зирение Ha (), което не е крайномерно, т. е. този пример показ- 
ва, че в общия случай класът на алгебричните разжпирения не ChB- 
пада с класа на крайномерните разширения на дадено ΠΟΠΕ. 

Минималният полином на алгебричното числое « над полето 
Q се нарича просто минимален полином на «. Две алгебрични 
числа, които имат един и същ минимален полином, се наричат 
спрегнатаи. 

Ясно e, че алгебричното число « се съдържа в Q тогава и 
само тогава, когато то е спрегнато само със себе си.. 

Минималният полином на имагинерната единица # е полино- 
мът х241Г и затова / и --# са спрегнати алгебрични числа (те(са 
спрегнати и като комплексни числа, защото (= —i). ) 

n " ͵ 

Минималният полином на р, където,р € произволно просто 

число, а п е естествено число, е полиномът X7'—p, тъй като този 
полином съгласно критерия на Айзенщайн-- Шонеман е Hepas- 

п и ' n 

ложим над Q и \p e meros корен. Спрегнатите Ha Jp са всич- 
ки останали л-ти корени на числото р. 

Твърдение 14. Алгебричното число «е "цяло алгебрично 
тогава u само тогава, когато минималният полином на « € 
С цели коефициенти. " 
„ „ Доказателство. Нека « e цяло алгебрично число и р(х) 
е минималният му полином от степен т. Ако « е корен на нор- 
мирания полином f(x) = X"+ dx" 14 ... +a, C коефициенти a;, а,, 
.. 8,672, τὸ f(X)=p(x)g(x), където g¢{x}€Qlx} Тъй като. 
P(x) и /(х) εὰ нормирани, τὸ 4(х)в АТ фя т4 . 
+ 9л (4;: ЕО). Ако с и o са най-малките общи кратни на знаме- 

4 нателите съответно на р(А) и g(x), то ply=— Р0) м g(x} 

' 223



:=% ак (X), където р (X) и 4(х) са примитивни полиноми. Тога 

| . 

ва f(x) =—;d— 2109 444) и съгласно лематана Гаус (виж 5 7 на 

глава П) 24 (x) ¢, (х) e примитивен по:пин"оц/ Тъй като f(x) е при. 

митивен NOJHHOM, TO -ἑ-: 1, т. е. c=1 и р(х)-ра (х) е прямити. 

вен полином. Затова р(х) е полином с цели "коефициенти. Обрат- 

ната на твърдевието част е очевидна. 
”  Следствие 13. Axo алгебрияното число В е спрегнато с ця. 

лото алгебрично число o, MO В е цяло алгебрияно. 
Твърление 15. Множеството на целите алгебрияни числа 

# подпръстен на полето А на алгебричните числа. 

Доказателство. Нека « и В са две цели алгебрични чис. 
ла, ар(х) и д(х) са съответно техните минимални полиноми, 

Съгласно твърдение 14 нормираните полиноми р(х) и ¢(X) са ¢ 

цели коефициенти. Нека oy=a, Хо,..., %, €& спрегнати на « (T. e, 

корените на 2(х)), 2 В1--В, Bu.... В -- спрегнатите ъ”- В. Полино- 

Еът 
т n 

ς 709 ] T te—en 
i=1 j= 

имма корен «--В. Коефициентите на f(x) ca полиноми над Z Ha 

ἄχν.τον ἄμ Въе» Ва И €A симетрични поотделно спрямо αἱν 2) .. 
« И Въ βα»...» B Според теорема 3 от глава Ш коефициентяите 

на f(x) се изразяват като полиноми над Ζ На елементарните CH- 

метрични полиноми на &y, «,-.-)«, И елементарните симетрична 

полиноми на By, [2..... В„ Но тези елементарни симетрични поли 

номи са равни с точност до знак съответно на коефициентите на 

.0 () и g(x). Следователно коефициентите на f(x) са цели числа 

т. е. «--В е цяло алгебрично число. , 

По същия начин се доказва, че и коефициентите на полином 

ml n - 

#63 | || | w—=e ! 
е! i=1 

а 

Ὅ8 цели числа, откъдето следва, че произведението «В е ΠΗ͂ΠΟ ал 

гебрично. число, Следователно множеството на всички цели алгеб“ 
рични числа е подпръстен на полето А на алгебричните числа. 

Целите алгебрични числа не образуват числово" поле, защото 
частното на цели алгебрични числа невинаги € цяло алгебрично . Ν 
число — 1 и 2 са цели алгебрични, нод;- не е цяло алгебрично. 

За да покажем, че съществуват твърде много трансцендент“ 
ни числа, ще се наложи. да използуваме някои теоретико-множест“ 
,веви понятия и резултати. 

~ 

ι 13 \ 224



Една множество се нарича изброймо, ако съществува взаим- 

180 еднозначно изображение на - MHOWECT30TO Ν па естествените 

исла зърху него, Τ. е. ако елементиге му могат да се померират 

.¢ естествените числа. Безкрайно множество, което не е изброимо, 

се нарича неизброймо. Изброимите множества са безкрайни, 88- 

щото множеството N пма безкрайно много елементи. Да отбеле- 

жим, че крайните множества са тези, елементите на които могат 

да Ce номерират само С първите няколко естествени числа. " 

Твърдение 16. Обгдиненцето на 066 изброийми множества 

.е също изброимо множество, εΤ τ 

Доказателство.. Нека X={X{, Хее Хае и У Ур »»» 

у У ««) са две изброими множества,а T=XUY. Ясно e, че 

Τ е безкрайно множество и неговите елементи могат да бъдат 

подредени в редица например по следния начин: 

Хр Уъ Хе Же Ха )͵γνν не ! 

o €. елементът ху получава HOMED 2/—1, а елементът Ψ, получава 

womep 2/(/«1,2,.... ,...). Следователно Т e изброимо множество 

Следствие 14. Едно нейзброимо множество не може da’ 

се пргдстцвй като обеданение на две своий изброймтми подино „ 

„жества. ) 
Задача. Докажете, че всяко безкрайно подмножество на 

изброимо множество е изброимо. 

Твърдение 17. Множеството В на реалните числа е не- 
изброимо | множество, 

/Доказателство. Ще покажем, че R има безкрайно неиз-. 

"-брримо подмножество. Тогава OT твърдението на предишната за- 

„дача ще следва, че Ве неизброимо. За целта да разгледаме отво- 

рения ,интервал F=(0, 1). Известно e, че всяко реално число х от 

този ивтервал еднозначно може да се представи като правилна 

безкрайна десетична дроб . 

x.';:O, 0106) .. ре 

къдцето а, са цели числа, | О<:а;::9 и не се допуска ог известно 

място нататък да се повтаря само числото 9. Обратно, всяка 

такава дроб е число от интервала (0, 1). Да допуснем, че мно- 

жеството Е на всички числа от ивтервала (0, 1) е изброимо, т. е. 

елементите на Е могат д?„бъдат подредени във вид на безкрайна 

редица , . Ν , 

(13 .. ра Xaseeas Хне . " | 

Нека числото ху записано като правилна безкрайна AeceTHy- 
ᾶ дроб, има вида x,-—\-=0, Ν 

Разглеждаме πραβηπηᾶτα' десетична дроб x=0, В,8,...В,..., 
където цифрите В, сме избрали така, че βιξξαμ я 0<3,<8(i=1, 
2,20, п ..) "Числото ΧῈ от ὶ и не съвпада с никое ΟἹ числата хр 
X500 което е протийбречр"е*. Следователно множестнот. Е не е 

Η “" P ч. 

"Маброимо, а: тогава u-R е ненеброимо.: ” 

ι 
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Следствие 15. Muoxcecmsomo С на комплексните числа не 
може йди: се представи като обединение на две сваий изброими 
подмножества. / 

Действително € е неизброимо,.защоето съдържа като нодмно 
жество неизброимото множество на реалните числа и затова твър-- 
дението се получава директно OT следствие 14. . 

Твърдение 18. Обединението на изброиймо множество- от 
непразни крайни непресичащи се множества е съще изброймо- 
множество. 

Доказателство. Нека {X,, X,..., X,,...,} е изброимо 
множество OT непразните крайни и непресичащи се множества: 

Хае (Х09, хе) .. x), m=1, 2,...,n... Ако , Y=U X: e ofe-- 
m ῃ 

динението" на тези множества, ΤῸ неговите елементи могат да се 
наредят. в безкрайна редеца, например [0 следния начин: 

т. е. елементите ΟἹ X, получават номера ΟἹ ; -+15-... +пд.1+ 
+1 до m+rm+ ... ἜΠ + .. Следователно Y e изброимо MHO~ 
жество. 

Ясно €, че доказаното твърдение може да се ИЗКЗЖЕ и по 

следния начин: Ν 

Твърдение 18”. Axe обединението на изброймо множество 
от крайни множества е безкрайно, то е u3bpoumo. . ' 

Teopema 17. Полето на алгебричндте ийсла е изброкшо 
множество. 

Доказателство. Ще използуваме, че полето А на ал- 
гебричните числа съвпада с множеството OT корените на полино- 
мите ΟΥ᾽ пръстена Ζ [x] и че нпоследното , множество е безкрайно. 
Най-напред ще докажем,.че пръстенът Z[x]_ Ha всички полиноми 
с цели коефициенти е изброимо мнежество. Наистина ako 

70 ξΞαιχηκαικχηιιμι а χα, (n=0) : 

и (х) 67 [x}, τὸ височина # (f) на полинома #(х)наричаме числото 

E(fy=n+|ao|+[a]+ а| 
Очевидно e, че всички полиноми от Z[x], които имат височина, 
равна на естественоте число Й, ебразува“ крайно множество (V. 
Тогава. 

щ-( () w10 
ἅξι ; 

т..е. Z[x] според твърдение 18” е изброимо множество. Тъй като 
всеки полином от Ζ [Χ] има краев брой кореви, To MHOXECTROTO OT 
корените μ полияомите от Z[x] т.е. KBOMECTBOTO A, ще бъде 

| 
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обединение на изброимо MHOXETBO от крайни множества и тъй 
като e безкрайно, ще бъде избюоимо. 

Теорема 18. Множествопо на всички трансцендентни 
числа е неизброймо. . | 

Доказателство. Ако опуснем, че множеството Т Η8 
трансцендентните числа е крайю или изброимо, ще се окаже, че 
C=TUA е изброимо множесто, тъй като A e изброимо (виж следствие 15). Следователно мнюжеството 7 е неизброимо. 

13. Нерешимоса на някои залачи 
за построение ! линия и пергел 

Задача 1за удвояване на κίδα. Да се построи с помощта на 
линия и пергел страната на TalkB куб. който да има два пъти 
по-голям обем от обема на дадн куб, 

Ако "страната на дадения KO е равна на g, страната на HO- 
вия куб би трябвало да удовлгворява уравнението х2-02а2. По 
този .АНачг;нз задачата се свеждао построяването на отсечка С 

дЪл#%(ингЗ*ах/Ъ където а е дължнНата на дадена отсечка. 
/От дълбока древност са изрстни й следните две задачи: ” 

„/ Задача за трисекция на зала. С помощта на линия и пе.“ гел даден ъгъл да се раздели н три.равни части. ' Задача за квадратура на Гега. С помощта на линия и nep- 
гел.да се построи квадрат с ли 

. TloBeue - o' две хилядолети 

точки Ha две параболи или TPH Бвърхнини, или парабола и хи- пербола и т. н. С решаването на Task задача са се занимавали Ератостен (Ш Β. пр. н.е.), Херон (в. пр. н.е.) и др. В съчиненията на Архимед трисекцията на ъгълаге извършва по така наречения метод на ,BMECTBAHETO®, която сеюсъществява с пергел и линия 
с деления. Именно; ако е даден LABC=wa(yepr. 2) с център 
точка В и произволен радиус посрояваме окръжността k. След 
това между окръжността А и прдължението Ha днаметъра AD „вместваме“ отсечката АВ в EFpxa, че точките С, Е и Е да 
лежат върху една права линия. Загази цел точките Е и Е пред“ 
варително се отбелязват върху лЛнията с деления. Тогава тря- 
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ъгълниците BCF и BEF Ica равнфедрени и следователно Σ 

X BEF = Σ ΕΒΕ-ΘΡ, %t BCF= X BFC=y. 

Освен ToBa « е външен за ABCY, поради κᾗεὧο αΞεβ--γ. По cB- 
щия начин у -28. Следователно (--3В, т. е” една Tpera от даде- 
ния «А8С e 8. 

-- 

___;,@J:E_.. 
- - E D 

През 1X и X Bex задачата а трисекцията HA ъгъла € свеж- 
дава към решаването на непълнто кубично уравнение 134 рх + 
4-4::0, корените ва което са пстроявани с помощта HA',BMECT- 

ването“ или с помощта на конйни сечения, По такъв нлчийхза- 
дачата за трисекцията. на ъгълде стимулирала търсенето Ha фор- 
мули за определяне корените н| кубичните уравнения. . У 

През 1637 г. френският учн Рене Декарт пръв е изказал 
предположението, че в общия лучай трите знаменити древно- 
гръцки задачи са нерешими с лния и пергел. Неуснешните много- 
бройни опити (които отделни /бители напразно продължават и 
днес) са подтикнали Парижкай академия на науките в 1775 г., 
а след това и други академиида се откажат да разглеждат ра- 
боти, посветени На тези задачи Научна обосновка на този отказ 
донася едва - XIX век. Строго Коказателство за невъзможността 
в общия случай произволен ъщл да бъде разделен на три равли 
части и да се Уудвой Куб ς мощта на линия и пергел е дал 

през 1837 г. френският матемдик П. Ванцел. Нека подчертаем, 
че при посочената по-горе .трсекция на Архимед се. използува 
линия C деления. OKOH‘laTeJIHO изясняване на въпроса 88 квад- 

ратурата на кръга е свързанас изясняване аритметичното есте- 
ство на лудолфовото число #В края на ХУШ век И, Ламберт и- 
А. Льожандър са ,.доказали, в 7 e ире.ционално число. Exsa B 
1882 r. немският математик 9 Линдеман е установил, че числото 

к e трансцендентно. Тази тефема слага край на опитите за pe- 
ΠΙΆΒΔΗΘ задачата за квадрату| на кръга с JHHHS и пергел. . 

Hawara цел e да разгледме някои OT алгебричните аспекти



на теорията на геометричните тостроения с линия и пергел, ΚΟΙ͂ΤΟ 
довеждат ἈῸ доказателството та невъзможността за решаване на 
редица геометрични задачи за гостроения, между които се оказват 
и споменатите три древногръцеа: задачи. Най-напред трябва да 
отговорим на следните три въгроса: 

а) какви средства можем да използуваме за решаването на 
дадена геометрична задача за тостроение с линия и пергел; 

Ъ) какви са изходните данчи; 
с) какво имаме да построзм. 

, (ΟΥ̓ΤΟΒΟΡΈΤ на първия вътос e, че на наше разположение са 
само „идеална“ едностранна линия и „идеален“ пергел, 

Ако разгледаме задачите га построение с линия и пергел, то 
ще се убедим, че (с малки изюпючения) изходнвите данни на всяка 
OT THX се свеждат N0 това, че в равнината е дадено крайно мно- 
жество от точки. При това даденото множество OF точки съдържа 
най-малко две точки — B противен случай задачата съдържа или 
тривиален, или неедназначен отговор, а OT такива задачи няма 
да се интересуваме. Нанстина, за да бъде зададен ъгъл, е доста- 
тъчно да знаем три точки--върха му и по една точка от рамената 
му; отсечката се определя от двата й края; триъгълникът се за- 
дава с три точки — върховете му; въобще многоъгълникът се 
определя, от върховете си (при условие че е казано допълни- 
телно; KOH' отсечки, съединяващи върховете, са негови страни); 
за да бъде зададена окръжност, е достатъчно да се задават три 
нейни точки или центърът й я една нейна точка и T. н. Често 
ΠΡΤΗ изходните данни могат га бъдат сведени до задаване само 
Ha ,гединичната отсечка, T. €. отсечка, чиято дължина се приема 
за единица, В +този случай orHoBO имаме дадени две точки,а 
именно краищата на единичната отсечка. По този начин на втория 
въпрес даваме следния отговор: За първоначални данни се взема 
в равнината крайно множество от поне две точки. 

Разбира се, при този отговор се губи част от геометричния 
смисъл на задачата -- кои OT ͵΄πειιεππτε точки и как точно опре- 
делят една или друга отнапред ладена геометрична фигура. На- 
пример едни и същи точки могат да се съединяват по /различен 
начин и така те да определят различни многоъгълнини. Обаче 
тази загуба ни дава възможност да се абстрахираме от дадената 
хонкретна задача и да изследваме въпроса за решимост едновре- 
*MEHHO 88 всички геометрични залачи за построение с линия и пергел. 

По същия начин не е трудно да се провери, че ночти всички 
задачи за построение се свеждат до построяването на краен брой 
точки в равнивата, Например задачата за трисекцията на ъгъла 
се свежда до намирането на две точки, през които трябва да се 
прекарат правите, разделящи ъгъла на три равни части. Задачата 
за удвояване на куба също се свежда до намирането на две 
точки — краищата на отсечката, равна на страната на търсения 
куб. Намирането на някоя окръжност се свежда до построяване- 
TO на центъра й и една от нейните точки. Задачата 88 построя- 
ване на многоъгълник (в частност на квадрата с лице, равно на 

229



"лицето на даден кръг) се свежда до построяването на върховете 
‘MY, HO- допълнително трябва да «е посочи кои отсечки, съединя. 
ващи двоейките точки, са страни н търсения многоъгълник. 

Забележка. Всъщност съществуват. „задачи за построение, B 
които се изисква построяванетоа ха беЗройно MHOTO точки, ἨΔΠ- 
ример построяването на елипса пс дадени полуоси, Ho ако зада- 
чата не може да се сведе до намизането на краен брой точки, то 
няма да я разглеждаме, като я CwuTaMe за нерешима с линия и 
пергел. 

След тези бележки даваме следпия отговор на третия въпрос: 
крайната цел.на всяка задача за тостроение с линия и пергел е 
построяването в равнината на краси брой TOUKH. 

Средствата, с които разполагаме при решаване на геометрич- 
ните задачи за построение, ca идеална линия (без деления) и 
пергел. С тях се извършват следните построения: ( намират се 
пресечните точки на прави и окръжности, при. което BCAKA' OT 
правите минава през две дадени WAH получени вече в процеса 
на построяването) точки и всяка ог окръжностите е ¢, даден (или 
получен вече) нентър и минава пр=з дадена (или получена вече) 
точка; (/i) прекарват се помощни "окръжности с център "дадена. 
(получена вече) точка и произволев радиус. “ 

Нека точките в равнината, юзито представляват изходните 
даннви на задачата, са My, M, ..., M,(n=2). Ще казваме, че една 
точка A от равнината е построума въз основа (на базата) ва 
дадените точки My, M,, ..., M, ако тя може да се получи след 
краен брой построения от вида (ἢ и (#). Естес*шено точките, M, 
My, ..., M, се считат за построимн В дадената равнина избира- 
ме правоъгълна координатна система Ogy така, че M,= (1 ОИ 
My=(0, 1) (с това фактически се въвежда и единичната отсечка, 
T. е. отсечка ¢ дължина единица) Cera вече всяка точка M от 
равнината се определя еднозначноют своите координати (X, γ). 
Очевидно e, че точката M=(x, у) е(построима тогава и CaMo-TO- 
гава, когато Ca построими точките (x, 0) и (0, y). Karo отъжде- 
ствим реалните числа със съответняте точки на абцисната oc Ox 
на координатната система, вместо да говорим 88 построимост Β8 
точката M=(x, у), ще говорим за построимост на реалните числа 
хиу,а 88 построенията С линия и пергел ще покажем, че са 
еквивалентни на редица действия с реални числа. В по-нататън- 
ните разглеждания ще използуваме неизменно следните означения: 
4А-Хр Χαννν, Ха Уъ Уъ -.-. уь KBIETO X; И у; са коардинатите 
на изхедната точка M; (i=1,.2, ..., пь 0(4)-О(ху, Ха «..., Ха 
Уъ ---з У) — разширение ὰ полето () на рационалните числа, по- 
лучено .от О( чрез присъединяване на числата ху Χον ..., Же 
Уе Yoo Ако изходните точки M;, M)y ..., M, са само две, 
T. €. ако л-?, просто ще говорим за построимост с линия и пер- 
гел на "точката М (х, у) или на числата х  Ψ, ἃ ако n>2—3a 
построимост (С линия и пергел) на тази точка и тези числа въз 
основа (на базата) Ha MHOXeCTBOTO A. 
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Построеннието (i) съдържа известен произвол и се среща при 
SBAKOH елементарногеометрични 3ajayl, например при прекарване 
ма ъглополовяща на даден ъгъл; на права, перпендикулярна на 
друга права, и т, н. 38 ! определеност обаче ще се условим при 
построението () радиусът на окръжността, който избираме, да 
„бъде с. рационална дължина (спрямо избраната вече единична OT- 
«ечка). Очевидно това ограничение не изменя метода на построение. 

Лема 3. Всяко рационално число е построймо с линия и 
„пергел. / 

Наистина цялото положително Число п се построява като 
᾿ т 

п-.кратно на единицата. Положителното рационално число τ се 

мюстроява нпо познатия начия като „четвърта пропорционална“ 
m.l , 
: ’| т. €. ВСИЧКИ неотрицателни рационални числа са по Х 

“ т «строими, Отрицателното рационално число —~,; е пресечна точка 

на абщисната ος с ОКРЪЖНОСТ C център началото на координат- 
т т 

ената CHCTeMa, KOATO минава през построимата точка — " . е. “π 

Ἕ построимо число. ' , 
Определение 6. Действията събиране, изваждане, умножение 

ДЕЛЕННС С ненулево число и извличане на квадратен корен наричаме 

квадратични действия. Под квадратични действия върху .еле- 
„менгйте" на числовото множество В (върху множествота 8 или 
„над множеството B, BCR) ще разбираме прилагане краен брой 
плъти на КВНДРЗТНЧНИ ДЕИСТВИЯ върху елементите на B u върху 

ЧПОЛУЧЕНИ по този начиан числа. 

/ Лема 4. Ако множествотщо В от рецлни числа содържа 
мтоне, едно ненулево число, то множеството Ky от всички чисе- 
A4, KOUMO се получават чрез квадратични действия .върху .еле- 
„кентите на B, е подполе на полето В:на peasnume "числа. 

Наистина Кв е затворено относно изваждането и умножението, 
„които са квалратични действия, т. е. ῃ е подпръстен ua R, Тъй 
като ΒῈ , в числовия пръстен Kp има поне два елемента. Ho 
Ky е затварено" -OTHOCHO „делението на ненулево „число, Τ. е.„Ке 
тодполе на В. 

Лема 5. Keadpamuunume действия върху .елементите на 
„ножеството А й само те се извършват с помощта KA линия 
« пергел, . 

Доказателство. Beako квадратинно действие може да се 
гизвърши .с линия и пергел. Наистина ako а и b ca две дадени 
числа, τὸ g-+b и g—b се построяват ΠῸ OUEBHJEH начин върху 

габсцисната-ес. Числата ай и -:-(04:0), когато а M b са положи- 

"телни, се пастрояват като дължини на -OTCENKH, KOHTO Сса четвърти 
“препорционални на етътсечки с дължини 1, ай , след като се 

a. 
.Шредставят във вида x._g’iu y=—:—~‘ Ако .q .или b не е „положи- 
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Η а телно, то числата |al.jb| и ΙΙΤ}' Ca построими, а TOraBa и @b щ 
а ! 
5 също могат да се построят С линия и пергел. „ЧИСЛОТО χε-ι 

/ 

=yVa=ya.1(a>0) се построява по познатия начин като височина, 
към хипотенузата на правсъгълен триъл“Клник, проекциите на кате.. 
тите върху хипотенузата на който- имат дължини съответно а ¥ |_ 

За да установим, че само квадратичните действия се извърш. 
ват с линия и пергел, ще анализираме построенията (i) и (4). За. 
построението ({) ще покажем, че пресечните точки на съответните. 
прави и окръжности чмат координати, които се получават чрез. 
квадратични действия върху елементите на Д. Нанстина уравне- 
нието на права £ през две построени вече течки M;={(x, у;) . 
Ma=(x;, уз) (38 KOOPAWEATHTE на които предполагаме, че са полу-. 
чени чрез квадратични действия върху еле мевтите на А) има вида. 

(ν»ε--τὐ r—rd— (o — А) (y— )ή Ξ . 
Затова g има уравнение o1 Била ax+-by+c=0, в коете ς bu ¢ ca 
числа, получени чрез квадратични действия над A. Ако А e ox- 

г ръжност с център (4, ¥) и радиус 7 (къдета 88 &, Ф, Γ се пред- 
полага,. че са получени чрев квадратични действия над А4), то урав-. 
нението на k е Ν 

(=) ει σβο, - ἘΞ 
Нека g, e друга права с уравнение ajx+-8,y+c;=0, а &, е друг- 
окръжност с Уравнение (¥—u;)*-+(y—w;)?=ri. Очевидно ) кдорди 
натите на пресечните точки на g и &y, gu-%, Хн #) се uépasgna‘r 
чрез. квадратични действия върху числата а, b, ¢, аь by, сь U, O, 
T, 4Dy M Fy, T, е. KOOPAHHATHTE на пресечните точки CBMIO се H3- 
разяват чрез квадратични действия върху елементите на A.: 

“ При.--построението (2) е направеното по-горе уточнение се по- 
лучава OKPBWHOCT (х--и) --(у--Ф)-2, където г е рационално 
число а U и Ф са построени вече числа, т. е. 4, 7, P се изразяват“ 
чрез. квадратични действия върху А и-по-нататъшните построения. 
се свеждат към нпостроенията от вида (ἢ), за които видяхме, че 
водят само до числа, получени чрез квадратични действия върху A.. 
Лемата е доказана. . 

Следствие 16. Точката M=(x, y) в постройма с линия и 
пергел въз основа на множеството А тогава и само тогава,. 
когато нейните коорданати х и у се получават чрез квадра- 
тиани действия върху елементите на A, 1. e. точно тогава,. 
когато х ку се съдържат ¢ полето K. 

Следствие 17. Реалното число « в построймо 853 оснавга на 
множеството. А тогава п само тогева, когато « се получава 
upfz) квадратцини действия върху елементите на разширението 
о(А). . 

Наистина според лема 5 а е построимо въз основа На , 
точно тогава,.когата α ἐ Кде: Κὸ (л) (докажете последното равенство).. 
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Теорема 19. Реалното число « се получава чрез квадратични- 
действия. върху елементите на подполето Р wanosemo на pe-. 
алните числа тогава и само тогава, когато « принадлежа на 
квадратичко радикално разширение на Р. 

Доказателство. Нека o се съдържа в квадратичното pa-- 
дикално разширение K на P. Тогава съществува редица от под- 
полета 

' 
В P: Longngg Ν ξιε:Κ, ‘- 

къдетоа L, e квадратично разширение Ha L, . (i=1, 2, ..., s). Mo~ 
жем да считаме, че B тази редица OT подполета няма повторе- 
ния, т. е. е4 (i=1, 2,..., 5) Тогава L,=L,_;(x,), където- 
а,-уВ, и В, Е #.. (твърдение 10). а 

Ако s=0, τὸ € K=P и « се получава чрез квадратични дей- 
ствия върху Р. Нека 57>0 и да допуснем, че за елементите от 
L, а сме доказали, че се получават чрез квадратични действия 
върху елементите на P. Тогава K=L, + ;) n-1, \/p, образуват 
базис на К над Г.. ,. Затова a=a---b\B, където а, bel,_y T e 
« се нпнолучава чрез квадратични действия върху елементите на P. 

Обратно, нека « се получава чрез квадратични действия вър- 
ху елементите на Р и нека тези квадратични действия са л на 
брой. Ако п-), τὸ « има един OT следните видове: а--6, a—ba 

ав, »% (9--0), а (@>0), където а, #6 Р. Очевидно в първите че 

тири случая «ЕР и затова « се съдържа в квадратично радикал- 
но разширенвие на Р (самото P). Ако a=va (>0, ав Р), 1o Р(«) 

.е квадратично разширение на Р и «ЕР(а«), T. е. при n=1 е вяр- 
HO, че « се съдържа в квадратично радикално разширение на Р. 
Нека n>1. Да допуснем, че за числата, конто се получават с по- 
малко от п квадратични действия, твърдението е вярне. Числото 

« има един OT следните пет вида: а+д, a—b, ab, —:— (6-:0) и 

Ja— (2>0), където а я & се получават с по-малко OT п квадратич- 
ни действия над елементите на Р. По предположението на индук- 
цията и съгласно твърдение 10 аА () () ... (V=,), 
bePB) .) .-- (ν8}. където «,6 Р o) ... (ψα;.α), В,вР(/8)-.. 
VBiah #-1, 2,..., 7 7Ξ1. 2, ..., Е Очевидно подаолето M= 

Ρίγαιλ ... e (γβι) ... WE)=Ki(B) -.. (νβη, e квадратично paz- 
HIMPCHHE, което съдържа а u3b, T. е. TO съдържа 2+b, а 
a. 

5~ И ab. Следователно, когато « има едив OT първите чети-“ 
ри вида, то « се съдържа в квадратично радикално разшире- 

ние на Р. Ако пък «-./а, 10 «ЕХ, (/а)-Р(/г4) ... (ψα ) (γα), кое-- 
то е квадратично радикално разширение на Р. Теоремата е дока- 
зана. “ 

От предишните две тзърдения директно се получава след- 
ният важен критерий за построимост. 
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Следствие 18, Точката M=(x, у) e nocmpousa въз оскова 
на множеството А тогава и само тогава, когато х ий у се 
съдържат в квадратияни радикални ризшшрения на полето 
Q - В 

( гдледствне 19. Aro реалното wucad « e rocmpolro с линия 
, и пергел въз основа на множеството A, то « е алгебричен 
елемент най полето Q (A) и степента на минималния му по- 
лином над О(А) e равна на някоя степен 2“ (εξΟ) на чиасло- 
то 2. . 

Наистина 1o предишните две твърдения « се съдържа в 
квадратично радикално разширение на полето Q (A), а съгласно 
следствие 9 « ще бъде алгебричен елемент над Q (A) със степен 
на алгебричност равна на 2” 38 някое 5:2-0. 

” Ако n=2, 1. е. ако A={0, 1}, то въз основа ка горните Ус- 
ловия следствието може да се изкаже по следния начин: # 

Следствие 20. Ако peasnome Фисло « е построимо с лиания 
и пергел, Mo &,€ алгебрияно число и степента на минималния 
му поланом над Q е om вида 2 (s=0). , 

Beue можем да покажем, че споменатите TPH древногръцки 
задачи за построение са нерешими с линия и пергел, 

1. Задача за трисекция на ъгъла. Да се докаже, че“ с по- 
. мощта на линия и пергел произволен ъгъл ф не може да се раз- 
дели на три равни части. , 

” Както бе вече посочено, даден ъгъл ф може да бъде напъл 
но определен е три точки OT равнивата-- BbpXa Ο на ъгъла и 

,по едка точка M; и M, or рамената му. Bey ограничение на обще 
ността можем да считаме, че M, и M; са на едно и също раз- 
гстояние от. точката Q. Върхът O на. дадения ъгъл ф избираме 88 
начало на координатна система, а едното ‘MY рамо --за абсцисна 
oc. При това абсцисната oc избираме така, че в посока, обратна 
на часовниковата стрелка, другото рамо на ъгъла да сключва с 
тази ос ъгъл +Ф. 38 определеност нека M,==(1, 0). Да допуснем, 
че трисекцията на ъгъл, ф е възможна. Тогава е построима точ 

ката (εοὲ -ξ- Ο). От тригонометрията е иазестно, че со5 cp= 

=4 cosfi~3-—-3 (08 —~ 3 . Следователно чш:лото cos-g- € корен на 

« 
уравнението 4}x3—3x-cos ¢=0. Нека P=—5- Понеже Toukara M, 

‘€ постронима с линия Й” пергел тогава и само тогава, когато е 

"построима ортогоналната проекция P= (-:15-, 0) Ha M, върху абс- 
ῃ ι 

цисната ос, TO можем да "считаме, че изходното множество е 

.A——-{O. 1, ἑ}, τι е. че ( (4)--Ο. Тогава cos %:cds-—g—— е корен 

на полинома f(x)=8x%—6x-—1, който няма рационални корени и 
следователно € неразложим над полето О на рационалните числа, 
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. е х . 
По такъв начин минималният полином 88 COS ~é—=cos—9— над Q 

т 
Ἔ OT степен 3 и съгласно следствие 19 числото cos—- няма да 

бъде построимо с линия и пергел, което е противоречие. Това 
T 

означава, че трисекцията на конкретния ъгъл фя--:- е невъзмож- 

на с личия и пергел. Обаче не e трудно да се видй, че например 
T « 

ъглате q}=—2—, :Τ'ΜΟΓΞΤ да се разделят С линия и пергел на 

три фавни части, . | 
2. Задача :за удвояване на куба. Да се докаже, че € по- 

мощта на линия и пергел не може да бъде построена страната на 
куб, на който обемът е два пъти по-голям OT обема на даден 

xy6. ᾿ | . 
Страната на дадения куб е определена от две различни точ- 

ки в равнината. Едната ΟἹ точките избираме за начало O на коор- 
„динатната система, а другата приемаме да съвцада с единичната 
точка 1. В такъв случай A={0, 1}. Задачата се свежда до по- 
строяването на такова реално число «, което да удовлетворява 
Уравнението x3—2=0. Тъй karo х3--2 e минималният полином 
ва числото а над Q и неговата степен не е степен на числото 2, 
TO « не е построимо с линийка и пергел. 

3. Задача за квадратурата на кръга. Да се докаже, че с 
помощта на ,линия и пергел не може да се построи квадрат, Ha 
който лицето е равно на лицето на даден кръг. 

„ “ Даденият кръг е напълно определен OT две TOYKH — ценгъра 
О и една точка M ΟΥ ограждащата го окръжност. Точката O 
приемаме за начало на координатна система, а точката /И --еди- 
ничната тонка 1. По такъв начин лицето на кръга е равно на 
числото 7, а първоначално даденото множество ΟἹ точки е A= 
={0, 1). Така задачата се свежда до построяване на числото 

V1 което е равносилно на построимостта на т с линия. Ἡ пергел. 
Ако. обаче п е построимо с линия и пергел, то съгласно следст- 
вие 19 п ще бъде алгебрично число, което противоречи на ревул- 
Tara на Линдеман за трансцендентността на т ([3], стр. 269). 
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ГЛАВА IX . 

Ν MonyJjau 

А 1. Определение Ha модул над KOMyTaTHBEH 
пръстен с единица | 

Линейните пространства над едно поле Р са адитивно запи 
сани абелеви групи, в които има допълнителната възможност да 
умножаваме елементите нм с елементи ΟἹ Р и са в сида редица 
аксиоми за това умножение. От друга страна, елементите на всяка 
абелева (адитивно записана) група можем да умножаваме с цели 
числа, т. е. с елементите на пръстена 7 на целите числа, и за 
това умножение са в сила аналогични аксиоми на тези за линей- 
ните пространства. ΟἹ такава гледна точка редица от резултати- 
те за линейни пространства се оказват аналози на съответни твър- 
дения за абелеви групи. В математиката често се срещат абелеви 
трупи, в KOHTO можем да действуваме на (да умножаваме) еле- 
MEHTHTE им с елементи OT някой пръстен. В това отношение е 
естествена необходимостта да се изгради обща теория за изучаване- 
то на този тип обекти. Тази теория е теорията на модулите, като 
TIOHATHETO модул е едно естествено обобщение на понятията ли- 
нейно пространство и абелева група. - 

Определение 1. Нека K e произволен“ комутативен пръстев 
с единица . Адитивно записаната абелева група M се нарича 
модул! над пръстена К или К-модул,-ако за всеки елемент а от 
M и за всеки елемевт А ΟἹ K e дефинирано тяхното произведе- 
ние За--еднозначно определен елемент ΟἹ M, като при това за 
произволни AR μ от K иа, b от M са в сила следните равенства 
(аксиоми): 

1. A +p)a=ra+pa; ' ΄ . 
2. A (a+b)=2ra+ib; , ) 
3 () а =2 (pa) ΄ 
4. 1.а -Ξα. . 
Примери 
1. Модулите над поле са линейните пространства над това 

поле. 
2. Всяка абелева група е модул над пръстена Ζ на целите 

числа. Действително ако M е произволна абелева група (адеатив- 
HO записана), то за всеки неин елемент а и за всяко ΠΕΖ e апре- 
делено п-кратното па, което приемаме 88 резултат от умноже- 
нието на числото п с елемента а. При такова определение, както 
знаем, аксиомите 1—4 са изпълнени. 

3. Адитивната група на всеки комутативен пръстен K с еди- 
вица можем да разглеждаме като модул над същия пръстен K с 
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определеното в K умножение. По-общо всеки идеал в K може 

да се разглежда като модул над K. Аксиомите 1—4 са след- 
ствия OT CHLOTBETHHTE аксиоми за пръстен. ! 

4. Нулевата rpyna M={0}, KORTO съдържа само един нулев 
елемент, може да бъде разглеждана като модул над.всеки пръ- 

стен. Tosu модул ще наричаме нулев модул. 
Ще изведем някой елементарни следствия OT аксиомите 98 

модул ‘M над комутативен пръстен K с единица. 
L За веяко ΧΕΚ е изпълнено равенството ).0=0, където 
0 e нулевият елемент на M. . 

Действително 20--А (04-0)--204-30 и затова 20=0. 

П. 32 всяко абМ имаме 0a=0, kedemo Ο в лявата cmpa- 
на на равенството е нулевият елемент на K, а вдясно --ну- 
„лата Ha M. ΄ , 

Това твърдение следва от равенствата 0a=(0--0) a=0a--0a. 
Ш. За всяко λε K и за всяко авМ vmame (---λ)αΞι --λα. 
Hancruna 

. λα- (-- ἀ-Ξ[λ-Ἐ{--} a=0a=0 

й затова (--}) a=—(.a). 
W, A(—a)=—3a за ЛЕК ὶ авМ. 
Равенството се доказва ΠῸ същия начин както! Ш. 
За линейни пространства знаем, че от равенството Ag=0 

следва, че εξ или a=0. За модули в общия случай това твър- 
дение не e вярно. Например нека /М--(р) е циклична група от 
ред 2. M e модул над пръстена Ζ на целите числа, яо З-0, 
въпреки че 2:0 и 254-0. 

м Sy а- 5 ца (4K, «еМ). 
А С i=1 

3a n=2 ropHOTO равенство € изпълнено съгласно аксиома 2. 
88 модул. Да допуснем, че за #—1 събираеми равенството € вяр- 
но. Тогава . | 

1 
n n—1 n—1 ᾿ 

Ν Σλἰ a= 21,+).„ а Zli ati,a= 

. i=1 i=1 i=1 

n—1 n 

T. е. PaBeHCTBOTO € BRPHO 38 BCHKO 7. 
, ¢ 

. \fl.,;. vja,— :Σλα,-. а Ν Ξ Ν 

i=1 =1



„ Равевнството се доказва с индукция СПРЯЦО . 

VIL (—p)a=ra—pa (λ, με , acM). Ще покажем, че (A—p)a e решение)на Ууравнението ра-- Х = 
=7, С което дистрибутивният закон за разлика на елементи oy 
К ще бъде" доказан. Наистика / е 

| ва+(.--и) a=lp+G—p) a=)a. 
VIIL А (a—b)=)g—2b. - | 
Доказва се по същия начин както УД. . ' 
Определение 2, Изображението ¢ ua K-vopyna M B K-mopy-- ла N се нарича модулен xomomopgussm, ако 88 всяко )€K и за 

всеки два елемента а и # от M са изиълнени" условията 
@ εο ᾧ (а)-3ф(а), 
( Ф(а+6)--ф (а)+ Ф (b). 

” Очевидно мадулният хомоморфизъм «: M—N е такъв хомо- 
морфизъм на абелевата група M Β' абелевата груна N, който 
удовлетворява условие (:). 

Ако хомоморфизмът ¢ Ha модула M в мбдула N e такъв, че 
33 всеки елемент ¢ ¢V, съществува първообраз & o1 M при Ф (7. е.. 
ф (@)=c), то ще казваме, че Ф е хомоморфизъм на модула" M върху модула N. Ако хомоморфизмът φ' на „модула M върху Mmo- 
дула N изобразява различви елементи ΟἹ M в различни: елементи 
oT N, то ¢ се нарича изоморфизъжм. Ако съществува изоморфизъм 
на M върху N, то модулите M и N се наричат изоморфни й пи- шем M==N., , : 

КА ι 
§ 2. Подмолули. Директни суми на модули 

Определение 3. Непразното подмножество S на модула M 
над пръстена К се нарича подмодул на M, ако S e модул над 

“К спрямо дефинираните в M операции събиране и умножение на 
елементи от K. . : 

Твърдение 1. Непразното подмножество S на модула M 
над пръстена К е подмодул тогава и само тогава, когато са 
изпълнени следните две условия: “ 

(i) за всеки два елемента х и Y om 5 тяхната сума x+y 
€ също елемент на 5; 

() за всяко ?.ЕК и за всяко x¢S елементът Ах, принад- лежи на S. и Е 
Доказателство. Ако S е подмодул, 10 ΟἹ определението 

на подмодуя условията (4 и () са изпълнени, ! 
Нека 88 S са изпълнени условията () и (7). Тъй като 

(—1)x=—x за всяко X, то 5 заедго с всеки елемент съдържа 
H неговия противоноложен, Следователно 5 е абелева група с 0Π’ 
ределено в нея умноженвие на, елементи от K, което съвпада © YMHOXEHHETO в модула M. Аксиомите 1-4 са напълнени в S ТЪЙ. като те са из8пълнени за елементите на модула M, а δ ἐ 
подмножество на M. Твърдението е доказано. 
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Нека Sy, Sy, . . -, S, са произволни подмодули на модула M 
над K. Подмножеството Ha M, съставено OT всички елементи X 
ΟἹ вида Хе Ха ... +X,; (χι €5, i=1, 2,..., n), се нарича 
сума Ha подмодулите Sy, Sy,..., S, и се означава с S;+S3+...+ 
+З5. Т. е. 5485у ... Ре χ , хе а ... + 
+х. X1 65; } 

Сумата на подмодули e подмодул. Действително нека х и » 
са от 5,+5,+ . ... +8, и ЛЕК. Torasa χ τ χ ἜΧ Ε ... +x, и 
РаРу ... +у за βηκομ χ и y; от 4; (i=1,2,..., п). Тъй 
като 5,е подмодул Ha M, то x; + у:646; и Ax; 65;. 3arosa 
x+y=X+y)+ - - + (хаРу) и ееа .. . Ἔλχ, са 
също елементи от 8;+S,+ ... +S, От твърдение 1 следва, че 
сумата Ν Ἐ .. . +5, е подмодул на M. Очевидно 6)4-5,4+ 
+ ... +5, съдържа всеки от подмодулите 5;, . | 

Определение 4. Нека 5), Sy, .. ., S, са подмодули на мо- 
дула M над пръстена К. Ако всеки esemenm х om сумата 
5185 .. A+S, има единствено представякне във вида 

ееХуе Ха ... +x, (X:€85, i=1,2,...,n), 

mo сумата на подмодулите ще наричаме директна ий ще я 
означаваме с 5,65,Ф . . . ®S,. Ако M=5,05® ... ®S, mo 
ще казваме, че модулът M се разлага 8 директна cyma на 
свойте подмодули Sy, Sy, Sa . . .\ S, , , | 

Твърдение 2. 'Hexa M, и -М, са два подмодула на модула 
M. Сумата My+-My е директна тогава и camo тогава, когато 
M,NMy=(0), т. е. когато сеченаето на двата подмодула е 
ненулевият подмодул. | 

. Доказателство. . Нека M;+M,=M,®M,. 
Да допуснем, че M NM,==(0) и нека хЕМ Π My, х4-0. Тъй- 

като сечението /И,Пп/И, се съдържа в сумата M,®M, 10 хе 
εΜ Θ . Но елемента х можем ца запишем по два различни на- 
чина X=0+x=x+0 като елемент ΟἹ сумата, Това противоречи 
на директността на сумата My®M, Следователно - My My=(0).. 

2. Нека My M,=(0) и хе ха Ἔ Хае ) -Ὲ } са две представяния 
на елемента х ΟἹ M;+M, като сума на елементи, взети съответно 
от M, и M,. Тогава елементът Ζ τ Ха---- уз--Ж,. € от сечението. 
MiNM,=(0) и затова е нулевият елемент, T. @ X;=X; Ἡ У) И. 
Така показахме, че всеки елемент от сумата M;+M, има един- 
ствено представяне като сума на елемент ΟἹ M, и елемент от M,, 
T. е. сумата € директна.. . ' , . 

Теорема 1 (транзитивност на разлагането). Нека M=M,@ 
OM® ... ®M, е произволно разлагане на модула M в ди- 
ректна сума на своите подмодули My, M, . .., М.! Axo ece- 
ки от подмодулите М; e разложен в директна сужа на кякои 
свои подмодула, m. е.. М, -МаФфМоф... ФМа, (-1, З) 
то модулът М се разлага в директна сума на подмодулате 
My, където j=1,2,. .., kiuwi=12,.. п > 

Доказатгтелство, Нека х е произволен елеменг ot M. 
Тогава . : ' 
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и а #г 

"Заместваме х; с техните равни и получаваме χ:Σ Ξ:κ.-,-, T. e, 
i=1 j=1 

модулът M съвпада със сумата Ha модулите M;;. Да допуснем, че 
а & 

Ὕ Η͂ 

x=22y,-,- е второто представяне на Х като сума на елементи 

11 j=1 
; 

от M} Тъи като М М,ЕВМ2(+3 е ΘΜ,,, το сумите Σκῃ и 
еа1 

&y 

Σ 3/ съвпадат, т. е. 
е1 

qu::zyi[ (i=19 2,...,n) - 
Уе N ¢ - 

Ho 88 всяко ἑ суМата M; =Ma® .-«. Λ е директна и затова 
Xij=y;; 88 всяко ἐ и j, С това доказахме, че сумата на подмоду 
млите М;) е директна. 

Задача. Докажете, че модулът /И е директна сума на свои- 
те подмодули M,, . .., M, тогава и само тогава, когато M= 
M+My+ ... +M, и за всяко { е изпълнено равенството 

мл (Mt е. M Mot «ае +) (0). . 
По аналогичен начин, както в теорията на пръстените, може 

да се разглеждат и директни суми на модули. " Действително нека 
My, М. ..., M, са пДаве обезателно различни) К-модули и M е 
множеството от всички наредени л-торки от вида (а, а - .., а,), 
където a; Е M; (=1, 2, .. .. n). Две п-торки са равни тогава и 
само тогава, когато” съвпадат съответните им компоненти. За все- 
ки два елемента а-(аь @2 - . .»ν @) и δεε(δ,, by, . . .; 6,) от M 
дефинираме сума a-+b=(8,+by, аз4+-6» .. ., a,1b,) u_upoussenc- 
ние «а --(«а, adsy' . . ., «а„), където K. Лесно се проверява, че 
по отношение на” така въведените действия множеството M се 
превръща в АХ-модул. който се нарича дйректна сума на моду- 
лите My Л. . .,.M,. н,се“ означава H=MOM,D ... ®M, 
.. Задача, . Нека" М е директна сума на, К-модулите М), М, 

: τ 
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., М,. Докажете, че M съдържа тохива полмодули M, M, 

.o, M, че M е тяхната директна сумпа н A M, ((=1,2,....8). 

Тъй като всяка абелева група (€ молул над пръстена # на 

целите чиСсла. то можем да говорим и за диаректна сума Οχῷ 
Фф6.Ф... ФС, на подгрупите (; на групата С. Тегава noxasa- 
ните по-горе твърдения оСтават верни и за директни суми на 
абелеви групи. Ако операцията в С е мултипликативна, то гово- 
рим за директно произведение С,х(,Ж ... XG, на групите 
Gy, Gy, ..., Ο : 

§ 8. Фактор-модули. Теорема 88 хомоморфизмите. 

Нека M и N са два модула над комутативния пръстен K и 
φ M—N е nponsednen хомоморфизъм на M в Л. С Кеге ще os- 

начаваме множеството от всички елементи на модула /М, които 
‘upes ф се изобразяват в нулевия елемент на модула N, и ще го 
наричаме ядро на хомоморфизма @, T. €. 

kere={a|a¢M, «а)-0). 

С ше или с (M) ще означаваме подмножеството Ha Л, кое“ 

то се състои ΟἹ всички елемеяти на N, които имат първообраз при 
¢, т. €. 

„ Ime=g(M={p(a)ecM}. 

Banaua Да се докаже, че ядрото ᾶ BCEKH хомоморфизъм 

на модула M в кой да е модул Ν e подмодул на M, а образът 
,гна този хомоморфизъм е подмодул на N, ' 

Нека S е произволен подмодул на модула M. Тъй като S е 

подгрупа на адитивната група M, то можем да образуваме фак- 

-rop-rpynara M/S. Можем ли. да определим умвожение на елемен 

тите от пръстена K с елементите на фактор-групата M/S така, че 

послелната да се превърне в модул над А? Оказва се, че това е 

възможно благодарение на факта, че S е подмодул B M. Нека А 

е произволен елемент от пръстена. Ки a+S— произволеа съсе- 

ден клас от Л1/8. По определение полагаме Al@+S)=2a+ S, като 

дясната страна на равенството определя лявата." 

Да проверим коректността на определението, Нека a+S= 
-а4+<, т. е. а, е друг представител, на съседния клас a+S. 

“Трябва да покажем, че r+S=2a4+S, т. е. че λὰ и Aay са 

представители на един и същ съседен клас по S. Но За-- 144 

A(@—a) €S, тъй като a—a; ¢S и 5 е подмодул на M. С това 

коректността на определението е проверена. | 

Като се използува определението съвършено JIECHO се прове- 
рява, че фактор-групата M/S е модул над K. Така определеният мо- 
дул се нарича фактор-модул на модула M по. неговия полмодул 

S μ се означава също с M/S. 
Да дефинираме изображението т) Ha- модула M във фактор- 

модула M/S, като положим я(а) =a+S"8a всеки елемент а 0T M 
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От глава ГУ знаем,. че т,е групов хомоморфизъм  на групата Л 
върху фактор-крупата M/S. Но 

-а(а)-3а45-2(а-+5)-А л (а); 
т. €. 7 € модулен хомоморфизъм на M върху фактор-модула M/S,. 
Този хомоморфизъм наричаме естествен хомоморфизъм на мо- 
дула M върху неговия фактор-модул M/S. Да намерим ядроте. 
Кегл) на този естествен хомоморфизъм: Нуленият елемент η Л1/5“ 
e класът 5-:04-5, а. : 

Кег ηξϑία |а6М, 1 (а)-5), 
Нека ав Кегт. Тогава х(а)-45: Но 1(а)-а4545, т. е. а+45-46 и 
затова a€S. Показакме, че Кегт се съдържа в полмодула S. Тъй 
като всеки елемент от 5 при т) се изобразява в нулевия елемент- 
5 на фактор-модула M/S, ΤῸ ядрото на естествения хомоморфи-. 
зъм 7 съвпада C подмодула S, по който cMe факторизирали M. 

Ако съществува поне един хомоморфизъм на модула М върху 
модула ΝΝ, ще казваме, че N е хомоморфен образ η модула M. 

Вече видяхме, че всеки фактор-модул на модула M е негов. 
хомоморфен образ. . 

Връзката между фактор-модулите на даден модул и HeroBHTe: 
хомоморфни образи се дава от следната теорема. 

Теорема 2 (теорема за хомоморфизмите). Hexa M а N са: 
модули над комутативния пръстен K, фе npoussonen хожо- 
морфизъм на модула M върху модула N, а 5 e ядрото на ф. 
Тогава модулът N e изоморфен на фактор-модула М/5. При 
това - съществува maxss изоморфизъм а на М/5 върху N, че 
произведението on на изоморфизма © ий естествения хомомор- 
физъм т) съвпада с хомоморфизма «- 

Доказателство. Тъй като M, N u 8)5 са групни, афи ἢ 
са групови хомоморфизми, то от теоремата за хомоморфизмите на. 
групи следва, че съществува групов изоморфизъм ¢ на /И/5 вър- 
ху, V, при което. е изпълнено равенетвото ¢=o7. Остава само да 
проверим, че с е модулен хомоморфизъм. Нека 06/1/5 и λεῖ. 
Тъй като 1) е хомоморфизъм на M върху M/S, то елементът b 
има поне един първообраз от M при 7. Ако аЕ M е един от тези 
първообрази, т. е. п(а)-6, те σ(λθ)τεσ[ληί(α)] - σ[η(λα)}-- ση(λα) - 
<ефр(а)-- λφί(α) - λση(α) -- Аа(8), Последните равенства показват, че 
груповият изомерфизъм 3 € и модулен изоморфизъм. Теоремата 
е доказана. гс .. 

Трябва да забележим, че герната Теорема можеше да дока-- 
жем и без да се опцираме на съответната теорема за групи, при 
това схемата Ba' Доказателствоте. би била напълно аналогична на. 
доказателството на последната. 

Нека 7 е произволен идеал на пръстена. К и M е модул над 
К. С IM ще означаваме множеството ет BCHUKH елементи Ha M, 
които могат да се представят кате кгайни CYME на елементи ет 
зида ра, където με κ B α е елемент, ет M, 7. €. 
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ΙΜ:{Σ... ае [μὲ €, а: EM}. 
Подмножеството IM е подмодул на M. | 

Действително нека .:::Σμ,- «а, у=2т,-д,- са два елемен- 
i и : 

та от /М. Очевидно X+y e също крайна сума на елементи от 
вида pa(pel, авМ) и затова ху 6/М. Ако A¢K е произволен 
елемент на пръстена, то λχ:Σ(λμ͵ )а;. Тъй като μι 7 κ / 
е идеал, то Ар; € [, т. е. Ax¢IM. " 

Доказахме, че /M e подмодул на“ M. Да образуваме фактор- 
модула МИМ. "Този фактор-модул e модул над пръстена K, HO 
той може да се разглежда още и като модул над фактор-пръсте- 
на ΚΗ. И нанстина века A+7 е проивволен елемент от фактор- 
пръстена А7/ и a+IM e произволен елемент от ММ//М. По опре- 
деление полагаме ! ; ; 

0.+Л @+ 1) <-Ха+1М. 
За да проверим коректността на определението, нека λῈ Ге 

=0+ и а+/Меа +/М, т. е. A—X=p€l и а--а,ЕТМ. Torasa 
λα --λιαχας (X + μ)α--λια, < (a—a) +pa. Тъй като pel, то pacIM. 
Понеже IM e подмодул и a—a, ¢ IM, то λιί(α---αἡὐ Ε. Следова- 
телно Aa—Ma Е /44, т. e. Ха + 1М- ма +/М. С това коректността 
на определението е проверена.” 

Проверката на съответните закони за модул се провежда 
тривиално,, „ “ 

Знаем (виж последната задача от 64 на глава V), че ако /е 
максимален идеал в комутативния пръстен А с единица, то фак- 
тор-пръстенът KJ/ е поде. Op тази. забележка и от горните раз- 
глеждания получаваме следния резултат, и " 1 

Твърдение 3. Нека / е максимален идеал в комутативния 
пръстен К с единица, а M е произволен модул най К. Тогава 
фФактор-модулът МИМ е линейно пространство над полето К/!Г. 

Задача 3. Да се докаже, че ако модулът M е директна 
сума на свойте подмодули N и S, т. e, M=N®S, то фактор-мо- 
дулът M/S е изоморфен на модула N, 

ч 

§ 4. Анулатор на елемент на модул 

- Нека K е комутативен. пръстен с единица, а M e произволен 
Monyx над K. Ако а е едлемент Ha M, TO множеството ΟἹ всички 
елементи A€ K, за които е в сила равенството Ха-(), ще означа- 
Ваме с Апп(а) и ще го наричаме анулатор на “елемента а, Τ. е. 

Апп(а)-(А|АЕК, Ай--0). 
Например анулаторът Апи(0) на нулевия елемент на модула 

M съвпада ¢ целия пръстен K, т. е. Апп (0)- ХК. 
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Твърлдение 4. Анулаторът Ann{a) на всеки елемент а на 
модула M е идеал в пръстена К. 

Доказателство, Нека А Μ μ са два произволни елемента 
or Ann{a), а v e елемент ot K. Тогава (Ad-p)a=ratpa=040=0, 
(vA)a=v(2a)=v0=0 и затова A+pé€¢Ann(a) и νλ ( Ann(a). Твърде. 
HHETO € доказано. . 

Опрелеление 5. Модулът M над пръстена K се нарича цак- 
личен, ако в М съществува такъв елемент &, че всеки елемент 
х от Мима вида х--Ла 88 някое АЕК. Елементът а с посоченото 
свойство се нарича образуващ (пораждащ) елемент на циклич- 
ния модул M и записваме Л --(а). 

Примери - , 
1. Цикличните модули над дадено поле Р са нулевото про- 

странство и едномерните линейни пространства над Р. 
2. Всяка циклична група е цикличен модул над пръстена 7 

на целите" числа, # 
3. Адитивната група на пръстена K разглеждана като модул над 

K, e цикличен модул с пораждащ елемент единицата. 1 на пръстена. 
4. Всеки главен идеал на пръстена K е цикличен модул над 

K и неговият образуващ елемент съвпада с пораждащия елемент 
на самия главен идеал. 

5. Нулевият модул е цикличен модул. . 
Teopema 3. Днулаторите на разлиячните образуващи еле- 

менти на даден цикличен модул M съвпадат. 
Доказателство. Нека а и 6 ca два образуващи елемен- 

та на M. Тогава a=Ab и b=pa за някои елементи A Η p ΟἹ K. 
Axo v€Ann(a), то vhb=v(pa)=(p)a=(w)e=p (va) =p0=0, T е. 
veAnn(b). Получихме включването Апп(а)С-Апп (δ). По същия 
начин се доказва и обратното включване. Следователно Ann(a)= 
=Ann (δ). ) 

Определение 6. Цаикличният модул M над пръстена K се 
нарича свободен циакличен модул, ако анулаторът на поражда- 
щия елемент на /И съвпада с нулевия -идеал на К. . 

Например безкрайните циклични групи и само те са свободни 
циклични 7-модули. Също така едномерните линейни пространства 
над поле н само те са свободни циклични модули над това поле. 

Задача. Да се докаже, че ако (@) е цикличен модул - над 
пръстена K, то K-monyaute KjAnn(e) и (а) ca изоморфни. 

Упътване. Разгледайте модулния хомоморфизъм ¢: K—{a), 
дефиниран чрез ф(«)-«а, и докажете, че ker p=Ann (a).’ 

Теорема 4. Цикличният модул M над пръстена K е свад- 
боден точно moeasa, когато M e изоморфен на Kuopyna К. 

Доказателство. Ако /И -(а) е свободен цикличен K-Mo- 
дул, τὸ Апщ(а)- (0) Следователно според предишната задача е 
!»гпъ?ею I?_/(O)g(a), T. е. B сила € "модулният изоморфизъм 

“  Обратно, нека M=K и ф:К-/ е модулен изоморфизъм 
на К-модулите К и M. Ще докажем, че φί)τε ε. образуващ 
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eneMenT на молула M. Наистина, ако c¢M, за с съществува 
първообраз А от К при o, Т. е. с« р(А)-9Ф(.1)-Аф(1)--А0. Ако 
рЕАна (b), то O=pb=po(l)=¢() и тъй като ¢ e ивоморфизъм, 
то p=0, т. е. Ann(b)=(0) и следователно M е свободен Цикли- 
чен модул. Теоремата е доказана, “ 

§ 5. Неразложими циклични модули над област 
на главни мидеали 

Нека K e област на главни идеали. Ако M е модул над K 
и а е произволен елемент на MM, To Алща) е главен идеал B K, 
т. е. Ann{ag)=(x) за някой елемент «ЕЖК. Елементът α, както 
знаем, е определен С точност до асоциираност. Под -pen на еле- 
мента а ще разбираме елемента « или кой да е асоцийиран с «. 

Пример. Ако M е модул над пръстена 7 на целите числа, 
10 M e абелева група. Тогава Ann(a)=nZ={(n) и за ред на еле- 
мента а се приема числа п или --й. Ако приемем 88 ред на а 
положителното OT двете числа л и —7, TO понятието ред на еле- 
мент от модул над Ζ съвпада с обичайното понятие ред на еле- 
мент ot абелева група. Изключение прави camo -елемент а 
за който Ann{a)=(0), Τ. е. елемент от безкраен ред, ‘ 

Определение 7. Ако K e област Ha главни идеали, а M e 
такъв цикличен модул, че редът на образуващия елемент на М 
е равен (асоцииран) на степен на прост елемент“ р от K, τὸ M 
се нарича примарен цикличен модул спрямо простия елемент р 
или р-примарен цикличен модул. 

Ясно е, че дикличният модул M=(a) е р-примарен точно 
тогава, когато Ann(g) се поражда от някоя степен на р. 

Примери . , 
1. Ако K e поле, то над K не съществунват примарни циклич- 

ни модули, тъй като в K няма прости елементи. 
2. Ако K=Z, то. цикличната абелева група M е примарен 

цикличен 7-модул тогава и само тогава, когато редът й е равен 
на степен на някое просто число p, T. е. когато A е циклична 
p-rpyna. - 

Определение 8. Ще казваме, че модулът M над пръстена K e 
неразлозжжим (8 директна cymd), ако За всяко разлагане M= 
Ἀ ς на M в директна сума на негови подмодули M; и M, 
следва, че M;=(0) или M,=(0). 

Примери , 
1. Нулевият модул e «неразложим. 

. 2. Всяко едномерно линейно пространство над дадено поле 
P e неразложим модул над P.° 

3. Всяка абелева група от прост ред е неразложим модул 
над Z. . 

Твърдение 5. Ако K е област на главни идеали, mo всеки 
свободен цикличен модул над K е неразложим. 

Доказателетво. Нека М-(а) e свободен циклаичен мо- 

“ 
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дул нд. Киае негов образуващ елемент, Да допуснем, че 
M=MDM,, където М)-Е(0) и M;z==(0). Нека O=b,¢ /M, и 03 
4656 My, Torasa by=2a=+0 и by=pa=+0 за някои елементи Хн 
р ot К. Тъй като A%=0 и μΞεῦ, и в пръстена K няма делитеди 
на нулата, то Ap==0. Елементът 0-(Ар)а не е нулев, понеже 
Ann{a)={(0) (виж Teopema 4). Но b=pb,=ib, и затова 0--84 
€ M; N M,. Последното съгласно твърдение 2 противоречи на то. 
Ba, че сумата М,ФЛМ, e директна. Следователно M;=(0) или 
M,=(0). Твърдението е доказано. 

Твърдение 6. Всеки примарен цикличен модул над of. 
ластта К на главни идеалиа е неразложим. 

” „ Доказателство. Hexa M е примарен цикличен модуд 
спрямо простия елемевт р на K, а е негов образуващ елемент й 
Ann{@=(p"). Ако N e ненулев подмолул на M, то елементът 
b=p" a0 се съдържа в Л. Наистина нека x=2Aa=0 e npous. 
Волен ненулев елемент на Л. Елементът А не се дели на р”, тъй 
като х--0. Затова ако р/3, но p'*! не дели A, то (<п. Тогава A= 
=p', където НОД (p, М)-1. Тъй като K e пръстен Ha главни 
идеали и НОД (3, p")=p', то р--их4+-тр” 33 някои елементи а к 
Ф or K. Тогава 

ее рал ра А +opja=p it (@a=(p— ахем, 
понеже хЕЛ. Така доказахме, че всеки ненулев подмодул на M 
съдържа ненулевия елемент b=pnr—lg, : 

Да допуснем cera, че М-Л/М,ФЛМ,, където M; u M, са два 
ненулеви подмодула на M. Тогава 046 Е /И) г) M, а това противо- 
речи. на предположението, че сумата М,Ф . е директна. Следо- 
вателно M е неразложим модул. 

“ Твърдение 7. Ако цикличният модул M над областта К 
на главни идеали не € нулев, не е свободек й не е примарен, 
то M се разлага в директна сума на примарни циклични мо- 
дули спрямо разлачни неасоциирани прости елементи. 

Доказателство, Нека а е образуващ елемент на M, а 
. Ann(a)=(z). Елементът « не е обратим, защото A не е нулевият 
модул; « не е нула, защото M не е. свободен цикличен модул; 
« не е асоцииран със степен на прост елемент, защото /И не е 
примарен. Следователно елементът « € асоцииран с елемент ΟΤ 

вида p’f‘p«f‘* pfS, където k;=1, s=2, а рр ps,..., P, са различни 

(неасоциирани) прости елементи, които делят . , Ν 
Можем да считаме, че «--ръра ...р“:, тъй като асоциирани- 

те елементи пораждат един и същ идеал Апн(а). Да означим С 
#.. £, " 

«; елемента pr* ... ра . p:s’. Нека M; е цикличният подмо“ 
дул на M, породен ΟἹ елемента ; --«,а (i=1,2,...,8), т. е. M;= 
={b, € K}, Aun(b)=(p). - 

Не e трудно да се види, че НОД Ha елементите «), Жо, -.-» 
&, € единица. Затова съществуват такива Ау, Ag ..., A, от K, че 

, 1Ξέλια, - λραυ + « ... & Y 
ф 
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и затова | | 
1 4-- 1а1(аа)-+(«.а)- ... -Ἐλ,ιία,α) - 

« 161 + 464 + ... Ἐλιῦς. 
: е. а се съдържа в сумата М,+М2+ . +M. Тъй като 

„а поражда целия модул -M, то -от aGM,+M2+ +Ms следва 

„равенството ММ--М) + Mo+ ... +M,. Ще докажем, че тази сума . 
.е директна. Нека . 

X :᾿Σμ͵ἶ.7ι- = Σ νεϑι (μιθ,, vib € МА. 
i=1 21 . 

“Torasa . 

-Σ (με —vbe = Σ(μι с0 @= Z(p.i ——v‘)mJ 4 

i=1 i=l 

s “ 

Следователно сумата Σ(μ.- —:v,-)oc,— се съдържа в Ann(a)=(x) и 

i=1 
s . . 

"затова ὰ|Σ(μἱ —w ) . Тъй като pf{'/cz, pf.l’/oc,- при i / и НОД (o 

PH=1, τὸ ρξη(μ.,-.ν,), 1=j<s. Не Апп(д;):(р;/) и затова pb, = 

=v,b; 88 всяко j=1, 2 ....,.5, п. е. τ Μ Θ χΘ ... ®M,. Твър- 
дението е ДОКЗЗЗНО. 

„Последните три твърдения се обединяват .в следната 
Теорема 5. ДЦиклачният модул M над областта K на 

2лавни идеали е неразложим в директка сума тогава и CAMO 
mozasa, когато M е или нулев, пли свободен, или: примарен. 
Ε . Твърдение 8. Нека модулът M над npsemesa К на главни 
идеали се разлага в директна сума на свойте примарни цик 
„лични подмодулаи My M, ..., M,, xoumo се отнасят към раз- 
„дичнав неасоцацрани npocmy елементи на пръстена К. Тогава 
„модулът M е циклцичен. . 

„Доказателство. Нека bi e образуващ -елемент ἨΔ прие 

марния модул M; и Ann (b: y=(p, %), където p; е прост елемент 
or K(i=1, 2,...,n). По условие M= - . ... DM, ку Г Р 
мри #4-7(6, j=1, 2,...,n), Да положим 

еи рИ .. Ве ен L piii=1, 2, ..., ). . 
"Очевидно o, € Апп (6/) при . Тъй като ἩΙ͂ на елемецтите т„ 
Ogy...,a, е ,1, съществуват такива елементи Н Е Ay OT 

K че . ; И Ν м 

.Ιἑ--λχαι-{ὶ-λ,άγ'ἶ- ... “Рхдид., Ν 
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Ще докажем, че пикличният подмодул (а), където а- м8) 4-аба+. 
+ .. +A,b,, съвпада с модула M. Затова е достатъчно да пока-. 
жем, че b, 6 (а) за всяко i=1, 2,...,п. Но 

αιαΞελιαι by)+ .o 4 ел δὲ. 2)-λι (α; b Y+ ааа biv)+ 
Ἔ .. Ἐλ,(α 0 ) =210+ .. Ἐλραῦ-Ἐλι α; b + Ммаа04-... + 

-|-λ,͵0.-..(λ͵ в )bt Q(I—Zl,a,)b, -16; —0=b; , 

#: 
Т. е. by =a,a¢(a). Твърдението е доказано.. 

΄ 

§ 6. C'réyx'rypna теорема за крайно породените 
модули над област на главни идеали ’ 

Да припомним, че KOMYTATHBHHAT пръстен K с единица се 
нарича ноотеров, ако всяка растяща редица от ндеали на K ce 
стабилизира на крайно място (глава VI, определение 4). 

Нека 5 е непразно множество ΟἹ идеали на К. Идеалът /€S 
се нарича махсимален елемент 8 S, ако за всеки идеал ε᾽ 
от ICJ следва /-./! 

Лема 1. Всяко непразно множество 5 от идеали на 
ньотеровия пръстен К съдара:са максимален елеменцт. 

Доказателство. Да Допуснем, че в 5 няма максимален 
‘enement. Тогава ако /; е произволен елеменг ΟἹ S, то 5, нее 
максимален в 5 и затова в 5 съществува такъв друг -елемент 
Гь че Д+/. Понеже I, не е максимален в S, та съществува та 
-къв идеал 1.65, че L5l и т. н. Така се получава безкрайна 
строго растяща верига [, 5L%... Ε 5 ... OT идеали B ньотеро 
вия пръстен K, което € невъзможно. Следователно множеството 
5 има максимален елемент. Лемата е доказана. 

Тъй като всяка област на главни идеали е ньотеров пръстен, 
ΤΟ OT предната лема се получава следното твърдение, 

Следствие 1. Всяко непразно множество от идвеали на 
област на главни идеали притежава покне едци  максимален 
"елемент. Ν ΕΞ 

Определение 9. Ще казваме, че модулът M над пръстена 
K е крайно породен, ако съществуват такива краен брой еле- 
менти Ха X3 ..., X, €M, че всеки елемент хХЕЛМ може да се 
"представи във вида . . “ 

. хе АИВ ч.. ля OIK) РР 
В този случай казваме, че елементите на M се изразяват ли- 
нейно (като ланейни комбинации) чрез хь Xgy ... » X, Елементите 
Хр Хъ ..., X, Се наричат система образуващи (или пораждащи) 
на модула M, и записваме M=(x;, X, ..., X,). 

| Ясно е, че елементите хуъ X,,..., X, пораждат медула M 
точно тогава, когато M=(r)-+(x)+ ... +(x,), къдете (x;) е цик“ 
личният подмодул на M, породен от. елемента “ х; ((-1, 2,..., п). 
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Примери : 
1. Всеки цикличен А-модул е ьраино породен и има едноеле- 

ментна система образуващи. 
Краиномерните линейни пространства над подето K и ca- 

MO те ca крайно породени- модули над K. 
3. Всяка крайна абелева група е крайно породен 2-модул. 
Задача. Докажете, че директната сума на краен брой край 

но породени модули е крайно породен модул. 
Нетривиално съотношенцие между образуващите Xy, Xg, ...y Ха 

гна модула M се нарича всяко равенство B M от вида ακχι - 
аХа .. аХае («,ЕК), където не всички от коефициентите 
o1y бо,...з %, Ca равни Ha нула. Съотношението 0x;-+0x3+ ... + 
+0x,=0 се нарича триавиално. 

Твърдение 9. Ако между образуващате х) Х5з,..., Χη на 
модула M няма нетривиално съотношение, то (xy), (х),...„(хл) 
са свободни циклачни подмодули на M и 

M=(x)®(x)@ ... Ф(х.). 
. Доказателство. Ako «€Ann(x,), 0 ax;=0 и ax;+0x,+ 

+ ... +0x,=0 e съотношение между X, X2, ..., X, Тъй KaTo 0o 
условие MexAy -o0pasyBaumTe Xi Ху ..., X, няма HETPHBHAIHO 
съотношение, To a==0. Следователно Ann (х,) (0) и -затова под- 
модулът (х1) е свободен цикличен подмодул. По същия начин се 
доказва, че Ann(x,)=(0) и (x;) е свободен цикличен подмодул на 
M за 1--2, 3,...,п. Ще покажем, че сумата МИ-(2а)+ (Χ.) Ἐ ... + 
(x.) е директна. Наистина нека x¢M и 

Хеу Ἐ, «е Ε Уа ее 2а 2а ... 2 

където 'V;, z;é(x;) за i=1,2,...,n Тогава y; -24 Х) И 21 = 
#еа Χ, къцето ;. i €K ἃ 

, '_)qxrl‘lzxa'l‘ .. +1„х„-р121+р.22,+ .. Ил 

Оттук получаваме съотнощението 

( цр.,)хд+(7х,-р.„)х2+ .. Ἐ μ ) Χαθξῦ. 

Следователно ра 5е Ае 55 ... а Ае (), T. e A=, A= 
е ен «е а Ал Ие Така всеки елемент х ΟἹ M се представя еднов“ 
начно като сума на елементи от подмодулите (х), (Ж), ..» (х4), 
T. е. M е тяхна директна сума. Твърдението. е доказано. . 

Ако M е крайно породен модудл, то сред крайните системи 
образуващи на M има такива с; наймалък брой елементи, който. 
ще наричаме минимален брой образуващи на модула M. Ако n e 
минималният брой образуващи на M, то N има поне една систе- 
ма пораждащи с п елемента и A не може да се породи от Ηπ- 
"коя своя система с по-малък от пл на брой елемента. Всяка така- 
„ва система се нарича минимална пораждаща система на M. 

Нека п е минималният брой образуващи на крайно породения 
модуд M над абластта А pa главни идеали. Да означим с 

, 
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<(И) множеството на всички ненулеви главни идеали на пръсте“ 
-на К, породени от ненулеви елементи на K, които участвуват ка“ 
то коефициенти в нетривиално съотношение на някоя минимална 
пораждаща система от образуващи, ὰ M. С други думи, идеалът 
Гее(«) принадлежи на S(M) точно тогава, когато съществува та. 

„ кава минимална система от образуващи елементи Χ Хе ..., X, 
на М с нетривиално съотношение 

( Xy Xyt з.. Ἕα, Χ, ΞΕΌ (o€ K), 

B което oy=c. Ако S(M) не e празното MHOXECTBO (J, TO (Ἐγ- 
-„ласно следствие | S(M) притежава noHe един максимален елемент, 

Да ,предположим, че S(M)==@), идеалът Л-(о) е максимален 
елемент на S(M) и нека (1) е съответното му нетривиално CBOT- 

„ношение на някоя фиксирана минимална система образуващи 
„„ъ Xy εὐ ν , ле 

Лема 2. При горните предполажения ако 

(2) βυχι Ἔβωχ τ ... +Виха--0 (В,6 К) 

е произволно -"друго нетривиално съотношение 86. избраната 
„система образуващи хъ Ха -.. Ха MO οαΐβι. - 

Доказателство, Нека d=(a), В))-йеоя+тъВ, е най-голям 
общ делител на а н By, където иц, (K. Като умножим (1) с 4, 
а (2)—c v и новополучените раВенства съберем, ще получим 
нетривиалното съотношение 

dxy+ (μας - ΒΩΧΑῚ --. + (U, +28,)%x,=0. 

"Следователно (d) € S(M). Понеже а/е. To (d)2(x;). OTTYK поради 
избора на идеала Л-(о)) следва равенството (d)=(et¢). Ho тъй 
като K e област Ha цялостност, TO последното равенство означае 
ва, че а и «) са асоциирани, T. е oy=dz {e ¢ K*). ,ToraBa oT ἄϊδι 
Ἢ oy=de следва, че са/В. ΄ 

Лема 3. Нека νὰ, ¥5,-.. Y, € произволна минйамална си- 
стема образуващи на модула М, която притежава нетриви- 
ално съотношение - 

. 

(3) Тул уу oo Буауа-0 (1,€K). у 
където yy=oy B χΞξεία) е избраният максимален адеал от 
S(M) Tozasa o« fy; 3a всяко I=2, 3,....1n. 

Доказателство, Нека а<(«р 9) и oy = doig,- 72—-(172. Tora- 

ва eJeMeHTHTE &, у„ЕК ca взаимно прости и нека йе Фу 

=1 (u, v¢K). Полагаме а 

() κιξαὶ УИТ Уо 22—*”)’1"‘”)’2: s=Ys (§=3, 4,..., ). 
Тъй като Y1, У ..., Y, пораждат модула M, a от (2) и условие- 
то uoi-+vy,=1€K следва, че те се изразяват линейно Чрез гу 
Жъе 2ю TO M=(2y, га ..., 2а) Освен това лесно се проверява, 
че . 

dz, +02+ 152 #ч.. +у;.г„=0, 
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което е нетривиално Ссъотношение за пораждащите “елементи 

2ъ Еъ е.. 2а понеже 4--0. Следователно {d)e SiM). Тъй като 

а/«ь то (4)22(ег и от избора на идеала ДАее(ва) еледва, че (d)= 

={a;). Оттук се получава, че «-ес, и понеже фу то ву По 

„същия начин се доказва, че оц Ддели Y3, Yar -+ ὕπ: Лемата е JO- 

казана. . . 

Следствие 2. Ако Л() e максимален елемент в S(M) 

а (1) е съответното му нетривиално съотношение, MO «) де- 

Л «о, ἀβ,..-. Ха ΄ | 

Теорема 6 (структурна теорема за крайно породените. 

модули). Всени крайно породен модул M над област К на 

главни. идеали се разлага в дийректна сума на краен брой цик- 

лични модули. По-точно ако п е минималният брой образу- 

ващи на M, mo 

Ме(у)Ф()Ф... () 

здето Yy, Уа...з ¥, € такава система образуващи назМ, че 

едът В; на елемента у;: дели реда βενι на Угал 30 i=12,...,n—1. 

. Доказателство. Некал e минималният брой образуващи 

на крайно породения модул M. Теоремата ще докажем с индук- 

ция по л. При л--1 твърдението на теоремата е очевидно. Нека 

n>1. Ако 5(/1)-+(2), то твърдението на първата част на теоре- 

мата следва от твърдение 9. Втората й част следва от факта, че 

анулаторите на свободните циклични модули съвпадат с нулевия 

идеал О-(0) и 0/0. Нека S(M)+J и Д-(е1) е максимален еле- 

мент в S(M) със съответно нетривиално Ссъотношение (1). Ot 

следствие 2 получаваме, че o; =& g; 88 i=2, 3,...,Nn, където 

4: € K. Полагаме y,=x;+q%+ ... +¢,%, Torapa от (1) следва, 

че g =0, T. e acAnn(y)=0) и («)S(B). Понеже M=(y, 
Хае Ха) и By ἘΌΧ .. +0x,=0 е нетривиално съотношение, 

10 ()) € S{M) ж от избора на в следва, че («1)--(В) т. е. Ann(y)= 

=(a;).. Ще докажем, че M=(3)D(Xg Ха .. Ха) | 

Действително М-(у1)-+(Хо, X3,...,X,). Остава да се пока- 
же, че всеки елемент #Е по единствен начин се представя във 

вида т-Ву-!!, където ВЕХ, а mE(xy ..., X,). Да допуснем, 

че елементът т ¢ M има и второ представяне m=p"y,+m" c§ ¢ K 
и m"€(xg..., Ха) Тогава от равенството ; 

΄ -βγνιτ υ те) 0 
ще получим едно съотнотение 88 пораждащите елементи Xy, Х 
..., X, С коефициент пред ху равен на В--В”. От лема 2 следва, 
че «,/(В/--В“), т. е. p'—B" =] (o € К). Тъй като « < 0, 0 (В--8”) у4 

=0 и m'—m"=0. Следователно В у 8”у и m'=m!, ¢ което 
еднозначността на представянето на т е YCTaHOWEHa, 

Като приложим индукция по 7, 88 подмодула (X3, Xg ..., Ха 
получаваме разлагането 

(хъ Хаъе Ха)-(з3)Ф(35)Ф -.- D (¥} 
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хъдето редът В; на елемента ; дели реда βιε1 на елемента ., 
88 i=2, 3,...,n—1. Тогава M=(9)D(1)D-.- @y, ПМонеже бе 
показано, че (;)=(8;)=Ann{y,), то остава да поверим, че «,/8,. Но 
това се получава от очевидното нетривиално съотношение @), 
+Pe Yot «-- +Ba¥,=0 и следствие 2. Теоремата е доказана. | 

Ако модулът M е разложен в директна сума - Μ .9 
„.ФВМуи Δίρειτε Мудаке ... =M=(0), то МемМем,Ф... @M, 
С други думи, OT произволна директна сума можем да отстрани- 
ваме нулевите директни събираеми, Ще отбележим, че ако M е 
ненулев модул, то полученото в предната теорема разлагане на 
M в директна сума на циклични подмодули няма нулеви директ- 
ΗΗ събираеми. Тук възниква въпросът 33 еднозначност на това 
разлагане. Отговор на този въпрос дава следната теорема, която 
зце приведем без доказателство. 

Теорема 7. Ако ненулевият крайко породен модул М кад 
областта К на главни идеали е разложен по два начиана на 
ненулеави циклички модули M=(0)@0)@ ... ©(v,)={(w)D(@,) 
Ф...Ф(сА) u pedsm §; на v дели реда В на ὕμι за #1, 2, 
.. n—1, редът Ὑ; на w; делц реда ааа ка τῦμμι за Ле 1, 2,..., 
m—1, то n=m и § е acoyuupan с ; за i=1, 2,..., n ) 

Mo този начин елементите Вь Ви-.., B, еднозначно определят 
разлагането на модула M, дадено в Teopema 6. Те се наричат 
инвариантни множители на модула M. : 

От теорема 6 и твърдение 7 се получава следната теорема” 
Теорема B, Всеки ненулев крайно пораден модул M καὸ 

област К на главни идеали се разлага в директна сума на 
краен брой свободна циклични и примарни модула, т. e. M се 
разлага в крайна директна сума на неразложими ненулеви 
циклични подмодули, 

Наистина съгласно теорема 6 M се разлага в директва сума 
на ненулеви циклични подмодули. Тези циклични полмодули са 
или свободни, циклични, пли примарни, или ако не са от тези два 
„вида, съгласно твърдение 7 те тще се разлагат в лиректна сума 
Ha краен брой примарни циклични подмолули. След заместването 
на последиите с техните разлагания в разлагането на модула M 
прилагаме теоремата за транзитивността на разлагането (теорема 1) 
и получаваме твърдението на теоремата, 

За разлагането на крайно породен модул в директна сума на 
неразложими циклични подмодули е в сила следната теорема. 

Теорема 9 (теорема за единственост на разлагането). 
Ако M е произволен крайно породен модул над областта K 
на главни идеали, MO 856 всяко разлагане на модула M а ди- 
фректна сума на неразложижми кенулеви циклцячни модула бре- 
ят на свободните циклични събираемиа и броят На примарни- 
те циклични събираеми с образуващи on даден ред са посто- 
янни; независещи от самото разлагане. 

Доказателството на тази теорема не привеждаме, но ще отбе- 
дежим, че тя e еквивалентна на Teopema 7, Τ. е. всяка една oOT 
тях може да се получи от другата. - 
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§ 7. Едно приложение .на структурната теорема 
за храйните абелеви грулн 

Особено важна е структурната теорема за"крайно породените 
модули, когато основният пръстен е пръстенът Ζ на целите чи 
„сла. В този случай структурната теорема дава пълцна характери- 
зация на крайно породените абелеви груни, а именно крайните 
директни суми на неразложими циклични групи и само те са 
крайно породени абелеви групи. Ако С е крайна абелева група, 
то в С няма безкрайна циклични подгрули (свободни циклични 
7модули) и затова OT структурната теорема следва, че G е 
директна сума на циклични p; -групи 58 краен брой прости числа 
: (простите делители на реда |С| на (). В този параграф ще ua- 
ложим едно приложение на структурната теорема За крайните 
абелеви групи, . 

. Jlema 4. Ademusno zanucanama крайна абелева група Се 
циклична тогава и само тогава, когато е азпълнено следното 
Yenosue: : 

(0) за всяко цяло положите/,но числе п уравнението nx=0 
(вдясно e нулата на групата G) ама не повече от п различни 
решения. в групата G. 

Доказателство. Нека G е крайна циклична група, а G, e 
подмножеството на (, съставено от решенията на Уравнението 
nx=0, 1. е. 

G,~={glg¢G, ng=0}. 
Очевидно G, e noarpyna на цикличната група , Ho всяка под- 
група на цикличната група е циклична и затова С„ е циклична 
подгрунпа. Нека а е образуващ елемент на С„. Тъй като a¢G,, 
то ng=0, т. е. редът на а дели числото п. Но редът на а e ра- 
вен на реда на цикличната група, породена OD @, Τ. е. редът на 
а е равен на реда |G,| на подгрупата G, Следователно |G| дели 
числото л и затова |G < 

Нека за адитивно записаната крайна абелева група С е изпъл- 
нено условието (7). Да допуснем, че С не е циклична грула. Спо- 
ред структурната теорема крайната абелева група С се разлага в 
директна сума на примарни циклични подгрупи. В това разлагане 
ще съществуват поне две директни примарни събираеми, койито 
имат редове, равни на степени на едно и също просто число р, 
В противен Случай съгласно твърдение 8 групата С би "била цик- 
лична. Следователно в групата С имаме подгрупа ot вида G,@G,, 
където ΟἹ е циклична група от ред р“ (i=1, 2). Нека a; е образу- 
ващ елемент на цикличната група ΟἹ (i=1, 2). Елементите от вида 
Врее1 g, 4ари @, 0<58«<р, 0::1< Ρ са различни и образуват мно- 
жество от р? на брой елементи, Но всеки елемент от вида Хри”! а) 
+{p*1 g, e решение на уравнението px=0, т. е. последното урав- 
чение има в ( поне |“ рещшения, Достигнахме Ao противоречие, 
което се дължи на допускането, че С не е пиклична, Лемата е ” 
-Aokasana. ! 
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Всяка адитивно записана абелева група е изоморфна на муд. 
типликативно записана абелева група. Затова лема 4 може да 
бъде формулирана и за мултипликативно записани крайни абелевн 
групи по следния начин. . 

Лема 5. Мултиплакативно 3sarucanama крайна абелева 
група С е циклияна тогава ий само тогава, когато 34 веяко 
естествено число п уравнението X"=1 (вдясно е еданицата на 
групата ΟἹ пма не повече от п различни рещения в G. 

Теорема 10. Нека А е процзволна област на цялостност. 
Всяка крайна подерупа на мултипликатйавната zpyna A* на 
пръстена А е циклична. - 

Доказателство. Областта А на цялостност е подпръстен 
на своето поле A от" частни (виж 6 10 от глава V). Нека G e про- 
изволна крайна подгрупа на групата A% За всяко цяло поло- 
жително число п уравнението ΧΗ =) има не повече ΟἹ л решения 
в полето A (виж теорема 8 or глава УШ) и затова има не повече 
от п решения и в груцата G, Тогава съгласно лема 5 групата G 
е циклична, 

Следствие 3. Ако Р е произвално крайно поле, то мулти- 
пяликативната му група Р“ е циклична. 

Следствие 4. Koperume на полинома x* —1I, коцто се съдър- 
жат в полето P, образуват циклична подгрупа на | My ami- 
тликативната му epyna P*, . 

Доказателство. Множеството #(л) от корените на по- 
линома. f(x)=x" --1, които се съдържат в полето P, има не по- 
вече ΟἹ л елемеята. Понеже нулата на Р не приналлежи ὰ Ρ (Π), 
то P(n)=P* Ако « и В са два произволни елемевта на Р (п), τὸ 

1 
( 

/ (afi;‘)'= (β -Ἱ :ζ-ζ"-ι =1—1=0, 

T. е. af 1€ P(n) и затбва Р (я) e подгрупа на Р“, при Tosa край- 
на. От теорема 10 следва, че Р () е циклична подгрупа на Р“, 
Следствието е доказано. ) 

! В частност отново получихме, че мултипликативната група 
|/C(n) на корените на единицата ΟἹ степен л в полето С μᾶ ком 
Шшлексните числа е циклична. Естествено последният факт се до- 
|казва просто, ако се използува формулата на Моавър. 

Нека отбележим, че полето Р не е задължено да съдържа 
всичките корени на полинома χ — 1. Например полиномът x*—1 
има два корена 41 в полето R на реалните числа, но 4 корена 
41, - ῦ B полето (С на комплексните числа, “ и 
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, ГЛАВА Х 

. НОРМАЛНА ФОРМА НА ЛИНЕЙНИТЕ 
ПРЕОБРАЗУВАНИЯ 

В настоящата глава ще се спрем на някои въпроси, KOATO се 
отнасят към линейната алгебра., Основното поле ще бъде полето. 
ва KOMIJIEKCHHTE числа и ще разглеждаме само крайномерни ком- 
плексни линейни пространства. 

Да припомним някои резултати от общия куре по линейна 
алгебра, които ще.ни бъдат необходими в бъдеще. 

Нека V e произволно комплексно линейно пространство с раз- 
мерност л й ¢ € произволно линейно преобразувание на V. Ако 
системата вектори €y, €y,..., €, е базис на пространството V и 

Ф(е1)-- « €ytag ot -0 Бе ер 
„ Ф(ег)--о04а е) «а bot o «а ey, 

M o e e e e Ο Ξ T S TP SN 

Ο €10, €2+ -.. «уя Eps 

то квадратната матрица A=(c;;) се нарича Mempuya на лианейно- 
то преобразувание ф относно базиса £y, ..., e, Обратно, ако 
A=(x;) е произволна комплексна матрица от ред #, то равенст- 
вата (1) определят напълно "линейното преобразувание ¢ на V. 
Нека Л. У -.., f, е друг базис на пространството Уи 

. А--ти е1-тя 654 oo T, 

τ 614е 62 ... -Ὲ τ ὰ 
Ο Ξ e a2 s a s s 

fa‘:?lnel‘f'TZnez'f' ... T еле 

Матрацата T=(1;) се нарича матрица на прехода от базиса e;, 
.., €, към базиса fy, Хь ...,Л. Ако В-(В,;) е матрица на линей- 
ното преобразувание ф в базиса Л, ζ2..... Дь то матрицитеА u B 
са свързани с равенствата A=TBT ' и B=T"1 AT, 1. е. матри- 
Ците на едно и също линейно, преобразувание в.два базиса на 
пространството са подобния. Обратио, ако матриците A=(x;) н B 
=(B;,) са подобни и A=TBT 1, те задават едно и също πρεοῦ- 
разувание в два базиса на простраянството, а именно ако А за- 
дава ф в базиса e, &,..., €,, T0 B ще задава същото преобразу- 
вание в базиса fy, fg,...,f, определен с равенствата (2). 

Матрицата 4 — ) Ε, където А е.неизвестно и Е — единичната 
Marpuna от ред n, се нарича характеристична матрица на мате 
Рицата А; детерминантата |А--- 2Е) на характеристичната матрица 
ἴξ нарича характерастичен полином на А (на линейното преоб» 
Разувание @), а корените на характеристичния полином-- харак-. 
Мерцистаични корени на А (на φ). 

@ 
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Ненулевият вектор Ὁ на пространството И се” нарича собст. 
вен зектор на преобразуванието ¢, който еъответствува на соб. 
ствената стойност λὺ ΟΥ C, ако € изпълнено равенството ¢ (T)=2y 0, 
Характеристичните корени на преобразуванието ф и само те €a соб. 
«ствени "стойности на ф. Подобните матрици имат eIHH и същ 
характеристичен полином и затова--едни й същи характеристич. 
ни корени. 

Казваме, че линейното преобразувание φ & ς прост спектър, 
ако характеристичнвите My кореяи са два по два различни. Ако ῳ 
е преобразувание с прост спектър, в пространството V съществува 
базис, съставен OT собстени вектори на ¢, T. е. 6asuc, в който 
матрицата на ф е диагонална. 

Във връзка с приведените по-горе резултати възникват след. 
ните въпроси, които имат особено важно значение KAKTO за тео- 
ретическите изследвания, така и 32 практическите приложения на 
динейната алгебра. “ - 

1. Moxe ли за BCAKO линейно преобразувание ф Ha комплекс- 
ното линейно пространство И да се намери такъв базис, че в 
този базис ф да има възможно най-просто записване, Τ. е. матри- 
цата му в този базис да има възможно най-прост вид? 

2. Възможно ли е да се намери критерий, кога две произвол- 
ни комплексни матрици от ред п са подобни? 

3. Ако отговорът на горните въпроси е утвърдителен, може 
ли да се намери ефективен метод за решаването им? 

Именно тези въпроси ще разгледаме в настоящата глава. 
На първия въпрос засета можем да отговорим само в част- 

ния случай, когато преобразуванието @ има прост спектър. Пъл- 
. ният отговор на този въпрос ще получим като €IHO естествено 
приложение на структурната теорема за крайно породените мо- 
дули над област на главни идеали, а отговорите на другите два 
въпроса — след като развием теорията на А-матриците. 

{ 
§1 Построяване на модул над пръстен на полиноми 

с помощта на линейно пространство с фиксирано г 
линейно преобразувание 

Ο C[A] ще означим пръстена на. полиномите с камплексни 
коефициенти на променливата Δ. - 

Твърдение 1. Пръстенът Ο [Δ] е простен. на главни идеали, 
а простите му елементи са полиномците от вида р().)-1- 
( €C) а техните асоциирани. 

Доказателство. Първото твърдение следва от пример 4 
Ha § 2 и твърдение ‘3 на глава VI - 

. Очевидно e, че BCHYKH полинеми OT вида A—3, (JLOGC) и aco 
циираните с тяк са DPOCTH елементи B C[A} Чт. е. неразложими 
лолиноми в C[A)).- . " 

Обратно, нека р(А) € произволен прост елеменвт на пръстена 
ClA, т. ε- я (3)4-0 ир(А) не допуска истинско разлагане. Сте” 
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лента на полинома () не e нула, тъй като РО) е необратим 

елемент в ΟΪλ]. По теоремата на Даламбер за съществуване Ha 

карен полономът р(А) има поне един «омплексен корев Ay Ho 
тогава полиномът A—2, дели p (A), T- е. ' 

. 20)-(--3)4 @) . 
където Φ() е полином от Ο[λ]. Cremenra на 4 (λ)} не може да бън 
де различна ΟΥ нула, защето в противен случай раевлагането 
р()я(А--)4(2) би било истинско в противоречие с простотата 
на p(1). Следователно deg 4(А)-0 и ватовна ¢(1) e различно от 
нула комплексно число, T. е. обратим елемент в C[Al С това по- 
казахме, че р(А) е асоцииран с полинома A—DX, Твърдението e 
доказано. ᾿ 

Да напомним, че пръстенът ( [Δ] може да се разглежда като 
„пинейно пространство над полето С с базис 

λθ--1, А7732,..., ..., 

1. е. С( е. безкрайномерно линейно пространстно над полето С. 
Нека M е произволен модул над пръстена С(А|. Тъй ката 

полето С на комплексните числа е подпръстен на пръстена ( [λ], 
τὸ M e линейно пространство над полето С. Наистина " умноже- 
нието на комплексните числа с елементи на модула M е напълно 
определено, защото комплексните числа са едновременно и поли- 
номи, а аксиомите за линейно пространство автоматически следват 
ὍΤ аксиомите 838 модул. Тази двояка възможност да разглеждаме 
„комплексните числа и като полиноми HH позволява да твърдим, 
че ако ф:М-„АХ е модулен изоморфизъм на M върху модула N 
кад. С(М, то ¢ е азоморфизъм на комплексното пространство 
M върху комплексното пространство N. B частност свободни- 
ἈΤ цикличен С||-молул M е изоморфен на С .|-модула С (А| (виж 
теорема 4 на глава 1Х), kofito е безкрайномерно линейно прост- 
ранство над С. Следователно M е безкрайномерно пространство 
вад полето С, Така получихме следното твърдение, 

Твърдение 2. Всекй. свободен цикличен модул Had npscme- 

ка () е безкрайномерно линейно пространство над полето 
Ό на комплекснате числа. ! 

Нека К е произволно крайномерно линейно пространство над 
"юлето C с размерност n. Да означим с Hom (V, V) множествого 
Ὅτ всички линейни преобразувания на пространствето V. От кур- 
τ πὸ линейна алгебра знаем, че B множеството Hom (V, V) мо- 
же да се дефинират следните операции: . 

.1) умножение на KOMIUIEKCHO число! с линейно преобразу- 
вание; : ' 

” 9) събиране на линейни преобразувания; 
3) умножение на линейни преобразувания. . 
При това произведението на число с линейно преобразувание, 

сумага и произведението на две линейни преобразувания са ли- 
нейни преобразувания. 
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Задача. Докажете, че множеството Hom (ὑ V) с onepa- 
циите умножение на линейни преобразувания с комплексни чис- 
ла и събиране на линейни преобразувания е линейно пространст-. 
во над. полето C. ' . . 

Задача. Докажете, че множеството Hom (V, И) с опера-. 
циите събиране и YMHOMWEHHe на линейни преобразувания е пръ- 
стеци. ' 

Задача. Нека e, ..., ¢, е произволен базис на прост-. 
ранството V. Докажете, че съетветствието, което съпоставя на 
всяко преобразувание неговата матрица в базиса ер “Е.,..., е. е изоморфизъм на пръстена Hom (V, V) върху пръстена M (, С) 
на всички квадратни матрици ΟἹ ред л с комнплексни елементи. 
Покажете още, че това съответствие е изоморфизъм. на линейните 
пространства Hom (V, V) и M(n, С). 

„ Определение 1. Нека V e произволно комплексно простран- 
CTBO, а ф --линейно преобразувание на V. Подпространството W на пространството / се нарича инвариантно подпростракство спрямо преобразуванието P, ако за всеки вектор « от полпрост- 
ранството W векторът ¢ (W) се съдържа в W, " . 

Примери , ” 
. 1. Нулевото подпространство и цялото пространство €3 ин- 
вариантви подпространства спрямо всяко. линейно преобразувание. 
τ 2. Знаем, че СЩ е безкрайномерно комплекстно простран- 
ство, Нека ¢ е преобразуванието, което съпоставя на всеки поли- 
ном / (2)--аМ4а, АМ4. .. +a;A+a, неговата производна Р () =04, - (n—1)a,_(A"E4 .. +2a2+a, т. 0. : 

| „ φ Ξ Ὸ . ка 
Очевидно е, че „преобразуванието ¢ е линейно. Да азначим с P, подпространството на пространството C[A], съставено от всички полиноми от степен, която не надминава п. Тъй като пронзводна- та на всеки полином има степен, по-малка от степента на поли- нома, то P, е инвариантно подпространство относно φ. От друга Сстрана, подпространството. (M)={ai|a¢C}, породено от полинома A, не € инвариантно спрямо g, тъй като ф(3)- Г и 1 не се съдър- жа в това подпространство. 

Задача. Докажете, че освен подпространствата P, (8=9, 1, 2,...3.в npumepa 2 няма други инвариантни NOANDPOCTPaHCTRA. 
" В бъдеще с & ще означаваме тъждественото преобразувание Ha пространството V, T. €, e(v)=v за всяко vV, а единичната 
матрица — с £ или с £, Korato се налага да посочим, че редът ὴ 6 ". | 

Нека V е крайномерно комплексно пространство с размер- HOCT 7, а ф-- линейно преобразувание B пространството К. Ако 
F=a"+a, Й714-,..4+ αιλ- ἀρ: 

е произволен поляном от СД|, τὸ ῳ . 

f@)=a4" ал φ + .. +адф+ае 
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е линейно преобразувание в пространството V. Това ki дава въз- 
можност да определим шроизведение на полинома f(A) с вектор 
¢ от V, като" положим ' | 

70 )ν- [(ᾧ (), 
т. е: ()е образът на .вектора Ф при линейното преобразува- 
ние f @ ᾿ 

Не e трудно да се провери, че линейното пространство V с 
операцията събиране Ha вектори и С така определеното умно- 
жение на елементи от КИ с елементи от пръстена С() се прег 
връща в модул вад C[A], τῷ е. че за всеки два полинома f(A) и 
Е0) or C[A] и за всекн два вектора й и T от У са изпълнени 
равенствата” ᾿ 

1) 170) Ἐφ " a=F0) κ κ Ο).; , 
2) 70 (μ -Ὲ ) ἐ #+7() v И | " 
2) 170) 0030) , Ν 
4) Т.ий-и. 
Ще казваме, че . линейното прастранство V e превърнато а! 

модул над С посредством линейното преобразувание . 2 
Ще отбележим някой от Свойствата на така построения модул:. 
Твърдение 3. Инвгариантните подпространства на У cnps- 

MO линейното ' преобразувание ῳ ц само те са подмоду.ш на 
V, превърнато в мадул над C Ὰ] nocpedcmson ф. 

Доказателство. Нека M e инвариантно подпространство 
на V. Ако u, Ф ca два вектора OT M, а с е произволно комплек- 
CHO число, то векторите п--Ф и ΟἹ принадлежат на M, тъй като 
М е подпространство. За всяко цяло положително число т век- 
торът ™ (и) принадлежи на M. При m=1 това е така, защото 
M e инвариантно относно ф. Да предположим, че за m—1 твър-! 
дението е доказано, Τ. е. ™1 (и) ¢ M. Тогава ф” (ιι)-φ[ ” (и)] Η! 
поради MHBAPHAHTHOCTTa на M спрямо ¢ векторът «+” (1) ще бъде: 
от M. Нека, 

70) =, 2" ааа V" .. ааа 
е произволен полином от C[Al Тогава 

7 u=fie) (4)--а,47 W)+ ap ὰ φ ЧЦи)+...+а:9(4)+ аи, 
T. е. векторът f(A)u e cyma Ha вектори от M и 3aTOBa Той се 
съдържа B M. Съгласно твърдение 1 от raasa ГХ инвариавтното 
подпространство M е нодмоцул η V. 

Обратно, нека M е подмодул на пространствота V, превър- 
нато в модул над C[i] посредством ф. Ако # и Ф са два вектора 
от M, а с -- произволно комалексно число, TO τ Ὁ и си са век- 
тори от M, защото M е подмодул. Но това означава, че M е 
подпространство на подпространството V. По същите причини 
векторът Ай-ф(а) е елемент от M, т. εἰ M е инвариантно под- 
пространство на V. Твърдението е доказано. 

Твърдение 4. Крайномерното комплексно линейно про- 
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странство V, превърнато в -модул над пръстени С|4 посред- 
ством ланейното преобразувание ф, в крайно породек модул, 

който се разлага в даректна сума на краен брой примарни 
цаклични подмодули. . 

Доказателство. AKO &, €),..., €, е един базис B про- 

странството V, то всеки вектор от V e линейна комбинация Ha 

BEKTODHTE &), €y,..., €, с коефициенти от полето C, T. е. с xoe- 

фициенти ot пръстена С|А|. 3arosa ер £,,..., €, € една система 

образуващи на модула V над С.(, т. е. V e крайно породен мо- 

дул. С |М-модулът ' не може да съдържа свободен цикличен 
подмодул L, тъй като L съгласно твърдение 3 ще бъде безкрай- 

номерно линейно пространство над C, т. е. пространството И 

над С би било безкрайномерно. “ 
Пръстенът C[A] е пръстен на главни идеали, а модулът V — 

крайно породен модул над Ο[λ]. По структурната теорема 88 
крайно породените модули над област на главни идеадли медулът 
V се разлага в директна сума Ha краен брой свободни цаклични 

Ἢ примарни циклични подмодули. Но модулът V не съдържа 

| евободни циклични подмодули. Следователно модулът ' се раз- 
лага в директна сума на краен брой примарни циклични подмодули. 

Забележка. Лесно се вижда, че всички резултати OT този 

параграф с изключение само на твърдение | остават в сила и 

ако заменим полето С ¢ произволно поле Р. “ 

§ 2. Линейни преобразувания, които. имат 

за свои матрици жорданови клетки 

Нека ер €5,..., €, е произволен базис на л-мерното линейно 

пространство V, Ay — произволно комплексно число, а ¢ — линей- 

HOTO преобразувание Ha пространството V. определено с pase- 

ствата 
. 

φίθι) <е +е 

| ф(ез)-- λοῦ Τ ἐξ» 

(1) e Ξ 

φ (en—l) а Ч Ἔ ἐ м 

(€)= Хее 

Матрицата A на линейното преобразуйание ¢ в дладения базис 

има вида 

“ р 00 ...00) 
I 20 ...00 

@ A= 1 A%...00) ! Ξ 

0 00...%0 
(0 00 ...12%) 

Всяка матрица OT TOSH вид се нарича JCOPOQROSE клетка 

(с характеристичен корен λρ). ͵ 
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Твърдение 5. Собствените вектори на линейното преоб- 

разувание ф на п-мерното пространетво У, което има жорда 
нова клетка за своя матрица, са само ненулевите вектори, 
пропорционални на е.. : 

Доказателство, Очевидно e, че единствената собствена 

стойност на линейното преобразувание ф e З) От линейната ал- 
гебра e известно, че координатните редове (ΧΊ, Ха,..., X,) на соб- 

ствените вектори на ф (които принадлежат на собственото значе- 
ние 2) удовлетворяват уравнението 

х , oy 

(а- ЕЦ : =0 
'x’l 

T. €. системата уравнения К ” 

ха220, X,=0,..., x,_1=0. 

Следователно COGCTBEHHTE вектори е. +Хае:+ ... хе на ф са 

пропорционални на вектора е.. 
Задача. Да се намерят всички инвариантни подпростран- 

ства на V етносно преобразуванието ¢, зададено с равенствата (1). 
Твърдение 6. Нека auneiinomo преобразувакие ῳφ се задава 

в базцса e, €y..., €, KO комплексното пространство V ς 
ожарданова клетка с характеристичен корен λρ. Тогава ли- 
нейното пространство V, - превърнато в модул над пръстена 
С посредством o, е примарен цикличен модул спрямо про- 

стия елемент р()-А-- B векторът e, е негов образуващ 
елемент, . / : 

Доказателство. Нека преобразуванието ф има матрицата 
(2) в базиса &y, €y..., е„ Тогава са в eana равенствата (1), кои- 
Те могат да се вапишат в модула Μ по следния начин: 

еа--(А--)е1-р()ер 
Ε eg=(A—2g) ea=p (1) &5, 

s & & e« = + - 

επ:(λ-λο) €n . :Ρ͵(λ) еп-ъ, 

0-(4--24) €x=P(A) €,- 

Като заместим е, във второто равенство с p (1) €;, след това €5 — 
в третото равенство с / (1) ¢, и т. н., получаваме 

вуе 0)7 e=pF ())е (k=2, 3,..., п), 
0:(1- .D)" e,=p"(l) е). 

От последното равенство следва, че полиномът p" (3)-(А--34)" & 
елемент OT анулатора Апп (е,) на вектора е. 

Нека сега жх--;еч4-В.е.-+...+В.е, е произволен вектор от 
V. Тогава . 
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. хе ()е 832 ()е + ... +B. NN е<7 (M) ¢y, 
където с/ () сме означили "полинома By +Бур(3) + ... +B, 2 (). 
„Следователно пространството V е цикличен модул над областта 
С || на главни идеали с образуващ елемент е. Тъй като ροὺς 
ἙΆΑΠη (e;), редът на образуващия елемент е) на V e степен на 
простия елемент р(3.)--2--Ау Следователно V е примарен цикли- 
чен модул спрямо простия елемент ῥ (λ) πελ---λὺ на пръстена С || 
(виж определение 7 or глава 1Х). Твърдението е доказано. ' 

3anaua, Докажете, че анулаторът на вектора € от горно- 
то твърдение се поражда от полинома (А--3.)”. ' 

Следващото твърдение е обратно Ha твърдение 6. 
Твърдение 7. Нека V е примарен цикличен модул над 

пръстена С | спрямо простия елемент λ--λρ. Axo e, e обра- 
зуващ елемент на модула У й анулаторът му Апп (е);) се. 
поражда от полинома (А--му, то sexmopume e, ез--(3.--3.) еу 
ἐ5--(λ--λρ) ер..., e,=(0—X)" е, 00paszysam’ базис, на линейнд- 
то пространство V. над С и за тях са изпълнени равенствата 

' . τ Ае е+е 

еае реа--ев - Г 

len--l = 7‘0“’:;-1 е. PP 

Ay еце - . . Ν 
Доказателство. Ше. покажем най-напред, че векторите 

ер €y..., €, са свързани с” горните, равенства. Наистина ако 
1=k=<n—1, то : . ' у : 

Меч еааа τελρ(λ--λο) Loy + (Δ- - λρ) ῖ e, = 
== ey =2 [} 1 6 } е. 

Σ 

Освен това 
. s α 4 

евуе (.--λο) ва ее (0) еА) ецее Аеу 0, Г 
Tl като (λ--λώ € Ann (е)). ! ' . 

“ Нека Фе произволен enement ΟἹ V. Понеже ¢, e образуваш 
елемент на цдикличния модуя V, то 

ΕΝ 
ῃ 

за някой полином . 

f=aX а Vg . 4-ай-а т .. 
от пръстена С|)). Or формулата на Тейлър следва равенството 

| 0)-во+вг0--3)+6а0--30)+ - - #803 
където ῤ,-:-ἕτ 79 (Δο). Тогава : 

9- ( ει:[Σ o, (l—io)'- ]ег-- Σ b, A =Ny = 
=0 
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=0 = 

n—i ' т ΄ 

- :Σ δὲ еа в Σ δμιι ер 
” ὙΞ0 ' g=1 

+т. е. векторът ¥ € линейна кембинация на BEKTOPHTE €y, е.. .. .. ., Epe 
Да допуснем, че системата вектори €y, €y . - .. €4 е линейно Ba- 

„висима. В такъв случай ще съществува такава система ΟἹ ком- 

жлексни числа @y, #о, . .» куе ΠΘῊΡ едно ΟΥ жоито е разлинно QT 
"нула, че да бъде изпълнено равенството 

43) еце) 465 +. . „-.адед-0. 

Жато използуваме очевидната рекурентна зависимост (λ--λρ) ᾽ = 

=¢ ((=1,2 ..., n—1) и това, че (A—i,)e,=0, чрез ποῦπε- 
„дователно умножаване на равенството (3)C .A—2g (A—2o)% « . 

4-ὸ) 1 получаваме равенствата” ' 
ῃ 

Ц 

| ле Ἐ 365 .. . 2 €1t еа 0, 
" αγθ-Ἐ Ω9 ... а1 θητεῦ, , 

1 , 4 

%y €y ῶ €4, =10, 

- [ - :o:.e,,;(). 

"Тъй "като е, е ненулев вектор, OT последното PABEHCTRO следва 

че оа--0. Не тогава OT . нредпоследното „следва ay=0, от, пред- 
“кожсдащотое ΓῸ —ag=0 и T, н, OT първото следва «.-0. Следо- 

BATENHO числата Gy с - . .» «„ са равни на нула, което противо- 
“речи!на предположението, че поне едно ΟἹ тях е различно ὋΤ 0. 
За”системата вектори ер €y, ; - -+ €, доказахме, че е линейно не- 
ззависима и че вбеки вектор на. пространството И :е ляхна линейна 
«жомбинация, T, е. тази система вектори е .базис Ha V, Твърдение- 
70 е доказано. н | " 

в П. "ТеореМма на Жордан sa лпривеждане на .щ..ц-нейно. 
e „ преобразувание B нормална -форма 

” Вече .сме в състояние JA дадем „пълен отгавор на първия 
гвъпрос, поставен .B началето на .настеящата :глава. . , 
7.-7За линейното преобразувание ф.с прост .спектър винаги може 
Да Се избере „.базис .OT собствени вектори на ф. В този базис Μ8- 

трицата на ф.е диагонална. Ho.me за всяко линейно .преобразу- 

вание на едно комплексно пространство може да се намери  Gasyc 

ὉΤ΄ собствени вектори. Встествено това може да се случи само 

"тагава, когато линейното -преобразувание «ф има многократни ха- 
) г ῃ 

"рактер 

" 

истичЧан корени. .. 
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Пример. Нека W е двумерно« комплексно пространство с 
базис ey, €5, а ф е линейното преобразувание, дефинирано с ра- 
венствата 

(е) --е, Ф(ез)-0. 

Матрицата на ¢ в базиса ¢;, €; е жордановата клетка 

. . β 6 
Очевидно φ има един двукратен характеристичен корен Ay=)l,. 
=0. Съгласно твърдение 5 всеки собствен вектор на фе про- 
порционален на вектора е, (Следователно в пространството W 
не съществува базис, съставен от собствени вектори на преобра-. 
зуванието ¢, T. е. в никой базис на W матрицата на ф не може- 
да бъде диагонална. . 

Определение 2. Всяка квадратна матрица А от, вида. 

й A, 0 

() аг 

където Ар Ay . .., 4 €2 жорданови клетки, а останалите 
елементи на А са равни На нула, се нарича 2корданова матрица. 

Примери | 
1. Всяка жорданова клетка ,е жорданова матрица. В част- 

ност матрицата на преобразуванието” ¢ от приведения по-горе 
„шример е жорданова. К. 

, 2. Всяка диагенална матрица е жорланова и нейните клетки. 
са от първи ред. | | 

Онпределение 3, Ако К” е крайномерно линейно простран- 
"ство, 3¢ е AuHeilnd преобразувание на I, ще казваме, че ф се 
привежда в нормална форма, . когато в пространството К” им 
такъв базис, в който матрицата на ф е жорданава. Ако в даден 
базис на пространстнвото | преобразуванието ¢ има жерданов 
матрица, ще казваме, че ф има нормална форма в тови базис. 

Основен резултат-на настоящата глава е следната теорема.. 
Теорема 1 (теорема на YopaaH). Всяно ланейно npeobpa- 

зувание в крайномерно линейно пространство найд полето С 
на комплексните числа може да €8 приведе 8 нормална форжа. 

Доказателство. Нека V e комллексно линейно простран- 
ство Ο размерност л и фе произволно линейно преобразувание" 
на V. Както показахме B § 1, пространството ' меже да.се 
превърне посредством ¢ B модул над пръстена Cfal. Според 
твърдение 4 този молул се разлага в директна сума Ha примарни 
циклични подмодули Къ Vi, . .., КМа Съответно спрямо мрости- 
те ΒΠΕΜΘΉΤΗ. . - A—Ag „ . ., A=A, Тук следва да отбележим,. 
че комплексните числа Xy Ag .. -, A, не €3 непременно различни. 
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Да означим C ¢, един ΟἹ образуващите еламенти на циклич- 
ния примарен модул V¥ да предположим, че поливомът (λ--} i 
поражда анулатора Ann(ea) Ha елемента ¢, {(i=1, 2,..., m). От 
твърдение 7 следва, че векторите 

е. ἐ Ξ (λ--λὴ еа еа (А--3,) e, ..., ¢, 

K Ν « (А--А ) ῖ | 
образуват базис на подпространството V), и в този базис са wus- 
пълнени равенствата 

Ф(ед)--?,ед ер 
φίε “2)᾿λ ер +е 

"2 e Ξ Ε 

Ф (e, πἱ-ἰ):λι'εἰι ара T, 

| _ И \q’(ein):}“e""- 

при i=1, 2,...,m Векторите е„, е2. . . o1 θγην €219 €235 чек 
епе ~'e > мъ Флъ -« .y €y, Образуват базис на простран- 
ството V. Нанстина нека o е произволен вектор ot V., Тъй като 
V=Vi®V:®D ... @Vp T0 =047+ ... +7,, където 7€ 
ἐ =1, 2,..., т) Векторът v, се записва като Ллинвейна 
комбинацяя на базисните вектори бу ἔμ» " . 6 ν Е на простран- 

ството , Следователно векторът 7 е линейна комбИнация Ha 
векторите €, (z=l 2,...,m j=1, 2, « .5 n). Hexa 
чр! . 

ῃ “ 1 " 

(3)" : ΣΣαΠ е„.::О («,€C) : | 
. 151 #3 

„е една динейна SARHCHMOCT между векторите e, Тъй като сума- 
. 

τὰ ν:ν.ΘνΒΘ e @V е директна и Еа„ уе ἔστατα компо- 

“ 
т п 

нента на вектера 22::„ е„. or’ равенството (3) следват paBeH~ 

1 ἔπὶ а1 
ствата ΕΝ пе | ι 

τ . . 
З ч 20 (=12...,m) 

Ν =1 ' . . 

Ho - вшторнте € ер o <е τ линейно независими и затова 

OT последните равенства получдваме « =0 88 Jj=12,...n.1n 
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i=1,2,..., т. Така доказвхме, че всеки вектор ¢ от V e ли- 
нейна комбинация на векторите €,; ¥ че тези вектори са линейно 
независими, т. е. че векторите ἐ (ι-Ι 2,...«.«ὡω,πὲ,.}Ξ-:-1, 2,. .. „) 
образуват базис на пространството V. Ot равенства (2) следва 
че матрицата на преобразуванието ф в базиса €y, e . -,y e.,,, 
€31+« < s opy €ml ««е . θημῃ, € жордановата матрица (1), където 

(A 0 0...0 5 Ε 
ΟΌ ι , 0...0 0 | 

. 01 %...0 0 

Μ ο...», 0 
# 

0 0 0.0 м) 
Ἔ жорданова клетка ΟἹ ред #,(i=1, 2, ... , 22). Затова преоб- 
разуванието ¢ се привежда B нормална форма. Теоремата е до- 
казана. | й 

, Caencteme. 1. Всяка квадратна комлексна матрица .е πο- 
добкна кна жордакова матрцца. - 

Л Действително всяка квадратна комплексна матрица А or ред 
A e матрица на определено линейно преобра;увание ф на--дадено 
комплексно п.мерно линейно пространство с фиксиран базис." „Като 
приведем ф B нормална .¢opMa, ще получим нов  базис, спрямо 
който матрицата B на преобразуванието ф e жордандва. Известно 
‘€, че в такъв случай матрицаите A и B са подобни, .y . i 

Ο последната теорема ние отговорихме утвърдително на пър 
ἘΜΗ от поставените в началото въпроси. По-нататък ще насочим 
своите усилия към създаването на ефективен метод за намиране 
Ha нормалната форма на линейното - преобразувание. 

Забележка. Ако Р в произволно поле, то теоремата на 2Kop- 
-дан .приема следняя" видгедно линейно. преобразувание !ф ὰ Ккрай- 
номерното пространство К над Р се привежда в нормална форма 
„горава и само тогава, когато характеристичните. корени на!ф се 
съдържат в полето Р. Наистина ако ¢ се привежда в нормална 
форма, то в някой базис η И преобразуваниетокрще има жорда- 
нова матрица: а на последната характеристичните корени са еле- 

“ментите й по главния диагонал, които са ΟἹ P, т. €. характери- 
"стичните корени на ¢ са от Р. Обратното, се ,доказва със смяна 
на С с Р в приведеното по-горе доказателство. .. 

§ 4. Teopema ,на XamuaroH— Kedtan . 

Жордановите MaTPHUM HMAT по-сложен строеж OT диагонал” 
„ HHTE, HO ИС тях могат сравнително просто. да Ce. извърщат ..ре 

. дица алгебрични операции. Ще илюстрираме това твърдение с 
"един конкретен прнмер и едновременно ще получим една Теорема 
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"на Хамилтон — Кейли като следствие от теоремата на Жордан, 
. Нека Ае произволна квадратна камплексна матрица от редл, 

а ( --а а M1+ || „НаА-+а,е произволен. полином от 
пръстена C[A], Тогава матрицата 

Л(а)-а,А"+а, 1474 ...4+щА +а4,Е, ' | 

където Е-- Д0 е единичната матрица от ред. п, се: нарича стойност 
,на полинома /(А) 88 А-4. 

Лесно се проверява, че ако 

„ 0-А0А0 #0)-Л0) L0, 
къдета Л () ЕС(А| и βΕο)εςο [λ], τὸ | 

1(4)-А(4)+/4(4) #(а)-7(4) / (4). 
Ако матрицата А анулира полинома /(3), т. е. f(4A)=0, To A 

„се нарича матричен кррен на полинома #(3.). 
Ще покажем как се пресмята стойността на произволен поли- 

ном за. А--/, където J е жорданова матрица. , 
Лема 1. Нека квадрапните матрици А u В от ред п аимат 

suda | / ' 
ῃ # 

„А=(С . в Ч 
НИ O'D v O.Gx + . 

жъдето C=(c;;) μ Fe(fy) са матрици от ped р,. а О--(4,)) а 
G=(g,) са матрици от ред 4 и п--р+д. | 
Тогава , | 

а А“В=(СР 0\ 
-7 10 DG Ξ 

i 

.. 

“Е й . A 

Jlemara се доказва с непосредствена проверка, 
Следствие 2. Нека матрицата А ама вцда 

га . м 0 ες A чай ааа T 2L S 
“ еа Yah μ Р L .. ' .. " Ν . 

където Ay, Ay, - . .. A, са. квадратни Mampuyy, ¢-ocmanasume 
елементи на-А ca нули. Тогава за всяко цяло положиателно 
число Ве в сила равенството ' ! 

Ak 0 

а| #. 
ПА А 1 

| .,ДокаЗател.ство, Ακἆ Μ:ἑ, то | 
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А=(А, ο) 
Ε 0 4, 

и твърдението се получава чрез неколкократно прилагане на пред. 
ната лдема, 

Да допуснем, че за т--1 твърдението е доказано. Тъй като 
матрицата Д има вида . 

A= B 0. 

0 -A, 

където 

A, 0 

A, 
B= ς , - 

0 Ν Ν 
το 7 

| ве 0 
A’*=(o А:„)“ 

По индъктивното предположение е в сила равенството 

| A 0 . . 
ве #. 

0 ка 
Β - 

и затова Д“ има посочения вид. Следствието е докавзано. 
Нека сега матрицата 

! 

, | А 0 

е жорданова с жорданови клетки Л, Jy,..., Л. CLOTBETHO OT ре 
дове Py, Ръ Раь а f(A) е полином от пръстена С[А]**Като се 

| използува следствие 2, лесно се показва, че + 

к л) 0 
7 

70)- Н } 
е o . £ U 

Τ, €. 83 да изчислим CTOHHOCTTA Ha полинома #() sa A=J, доста” 
тъчно € да yMeeM да пресмятаме "стойността на този полином 38 

произволна жорданова кдетка. Затова нека .,1 е жорданова клетка 
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, . ὍΤ ред р, която има по диагонала CH комплексното числа А|.То- гава матрицата Л можем да запиштем във вида Л-ДАб4+Н, къ- дето Е е единичната матрика от ред p, а 

(000...00) 
100...00 

H=|0 1 0...0 0} ' 

10 0 0...1:0} 
͵, Лесно се доказва, че матриците H?, /13,...,Н”-1 имат след- нИя вид: 

[0 0.а. .0 00) ! 
000...000 (0 0...00) 10 0...000 0...00 H'<10 1 0...00 0/, ΗΜ:’ ...... -1, 

.0.070 |0 0 .0 0 |0 0 o. .οοο| (1 0...0 0) 
{oo0 0. 100) 

T. € при всяка следваща степен единиците на ζ'ἶ се изместват на- ляво, а НР -- + ς - Ὸ Нека полиномът 2() е от степен л, По формулата на Тейлър имаме 

Като заместим А с матрицата Л, получаваме 
- , 259) ; УА)) E+ Р (Л ЕН „А О (g e 

Но Ло--АЕ-- Я и затова 

FOO=FOIELTO) 1 Π Ο р 09 рл Т 
Като вземем предвид вида на матриците H, #12,..., 967 и това, 
Че Р e ДР . „ <е0, ще получим i 

’ 704) 0 0 0 | Ι 

f’;();fl . 704) 0 R 0 

Ul 222060 07900 .. 10y | 
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Този резултат показва, че за да пресметнем стойността на поли- 
нома Я (А) при A, равно на една жорданова клетка OT pell р, дос- 
татъчно е да знаем стойностите /(А), f(A;).-.., 71 (A), където. 
А е характеристичният корен на тази клетка. . 

От равенството (1) непосредствено се получава следното 
Твърдение 9. ордановата клетка Л. от ред р е матри- 

чен корен ка полинома f(A) тогава u само . тогава, когато ха- 
рактеристичният ΚΟΡΕΝ на Л € най-малко р-кратен корен на 
полинома f(1). . | 

Теорема 2 (теорема на Хамилтон- Кейли). Всяка xead- 
ратна числова матрица е матрицчен корен на своя характе- 
растичен noaunom. 

Доказателство. Нека А е произволна квадратна числова 
матрица, а . / () -|4--15| е нейният характеристичен полином, 
Трябва да докажем, че /(А)-0. От теоремата на Жордан следва,. 
че матрицата A е подобна на жорданова матрица J. Нека тази 
жорданова матрица има жорданови клетки Л, /..., J, съответ- 
но от редове Ay, fg,..., П. и характеристични корени Ag, А :у Ay 
Тогава характеристичният полином на матрицата Л e й 

. ! ! 

Оъе А) (Ag— 2l Ay —2) . 
Тъй като, подобните“ мМатраци имат един и същ характеристи- 

чен полином, TO ( 

, 7Ογ)Ξ , - λ) (е) .. . (е) 
Както видяхме, стойността /(/) на полинома / (i) 88 A=J има вида 

. 7л 0 ' 
7 ' ' 

70)- ΕΞ Ч 
| Я Ε 

а АТ 
Ho λι 8 най-малко п.-кратен корен на полинома /(3) Ἢ затова съг“ 
ласно твърдение 9 f(/)=0(i=1,2,..., m). Следователно матрица- 
та Ле матричен корен на полинома /(А). - . 

Тъй karo A и J ca подобни, To A::. T72JT 3a някоя обрати- 
Ma матрица 7. Ako ! ' 

FR)=u a4 ... Ра A4, 
TO ! . 

j(A):ao;l"-!—a,A"‘l—l- ὰ 4-+а„Е- | 

а(Т Ty - αι (T / TV .. 4@, (T Т)+а еЕ 
=T I T+, T I 1T .. 48, T I T+ apE = 

=T @ а /1 ... Ра S+ a,E) Т 
=T Τ. 
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Следователно f(A)=T"1f(/)T. Но f(J/)=0 и затева 2(4)-0: 
Теоремата е доказана. ' 

Забележка. Téopemara на Хамилтон --- Кейли e в сила и 88 
квадратни матрица с елементи от произволно поле P. Наистина 
ако A е матрици с елементи от P, а K e полето на разлагане на 
характеристичния ,.полином на A над полето P, то А е подобна на 
жорданова матрици Л с елементи ΟἹ K. Κατὸ приложим TOPHOTO 
доказателство, което € B сила и 88 разглеждания случай, получа- 
ваме, че A е матричен корен на своя xapéxrepflcmqeu полином 

§ 5. Еквивалентност Ha .матрици 

Всяка кнвадратна матрица, елементите на която са. полиноми 
с комплексни коефициенти, ще наричаме А-матрица, или полиноми« 
ална матрица. . , ' 

Примери | . . 
1. ch(_a квадратна числова матрица € A-MaTpHUa, като ней- 

ните елементи €4 поликоми на А от нулева степеи или нули. И 
2. Характеристичната матрица A—iE на всяка квадратна чис „ пова матрица А е A-MaTpHuA. 

” Определение 4. Елементарни преобразувания. на А-матри- 
цата " ' Е . , . 

ἐ ἄμ ) ἀμ ) . . еа () 
Αγ- | 9л 05) а (3). . 2. 051 

ва 0003 () - . - i 0) ' 
ще наричаме преобразуванията от следните четири вида: | 

1) умноЖжаване на някой от редовете на матрицата А (у с проийзволно, различно от нула комплексно число; 
2) умножаване на някой от ствлбовете на матрицата 

40) с произволно, различно om яула комплексно число; “л Ὰ . 3) прибавяне ка j-mus ped на матрицата А (3), умножен с Егроизволен полином () от. пръстена Ο [λ], кем Етия й ред 
Ч | . | - 4) прибавяне на j-mus ствлб на матрицата А()), умно- жен с произволен полином () om престена СМ, кем i-mus й стълб (44-9. Ν ; | | 

Твърдение 10. За всяко елементарно преобразувание на λ- матрица съществува обратно преобразувание, което е сощое елементарно. 
Доказателство. Ако елементарното преобразувание е ум- ножаване на i-Tna ред (стълб) на матрицата А() с ненулевото Комплексно число &, TO неговото" обратно преобразувание е умно- Жаване на Г-тия ред (стълб) с числото «-1--0 и затова то е съ- Wo елеменвтарно преобразувание. 
Ако елементарното преобразувание на матрицата А (7) е при- Bsine към Гтия ред (стълб) на нейния τ ред (стълб), умно 
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жевн на полинома /(3), където #4-/), то обратното преобразувание 
е прибавяне към (Г-тия ред (стълб) на нейния /-ти ред (стълб), ум- 
ножен на полинома-- / (А), т. е. обратното преобразувание е също 
елементарно. | И 

Определение 5. Ще казваме, че А-матриците 4 (λ) и Β() са 
„еквивалентниа и ще записваме 4 (3)--В8 (A), ако от матрицата А (3) 
може да се премине към матрицата В (λ) чрез краен брой елемен- 
тарни преобразувания. . 

Задача. Докажете, че 3a Taka въведеното отношение „екви- 
валентни“ в множеството от всички А-матрици от ред п са изпъл- 
HEHH следните три свойства: 

1) рефлексивност — А (λ)-- " () за всяка А-матрица A () 
2) симетрианост -- ка A ())--В (1), то 8 ()--А (3.). 
3) транзатиавност --ако А(1)--В() и 840)--С(), то 

AR)~C (). - ! 
Упътване. Използувайте предишното твърдение. 
„Твърдение 11. Ако матрицата-В () се получава от мат- 

pugama А() само с разместване на редовете ц стълбовете, 
то А(1)--В (3). ' 

Доказателство. Hexa например ! матрицата Β (А) e moay- 
чена от матрицата А () с разменяне на местата на Атия и /-тия 
ред (i<(j). Тогава, както показва схемата 

κ T HEH L) -δὼ / -ἰ -- i 

от А() към 8 () може да се IpeMHHE upes следните eJeMeHTap- 
ни преобразувания: а) към Атия ред е. прибавен /-тият; 6) от /-тия 
ред e изваден новият Г-ти ред; в) към новия i-TH ред е прибавен 
новият j-TH ред; г) новият /-ти рецд е умножен с --1. Аналогично 
се доказва твърдението и за стълбовете. . 

Тъй като въведеното 88 A-MAaTPHUMTE отнешение „еквивалент- 
ни“ има свойствата рефлексивност, симетричност и трайзитивнест, 
ἼΟ множеството от всицчки -матраци от ред п се разпада на 
непресичащи се класове от еквивалентни жматрици. Във всеки 
един от тези класове ще намерим по една матрица, която има 
достатъчно прост специален вид.. 
Г  Определение 6. Една А-матрица се нарича какониячна, ако 
лпритежава следвите три свойства: 

“ 1) тази матрица e диагонална, т. e. uma вида 

е; () . 0 

& () . | 

екащ а / 

0 е.0) 
2) полаиномът е; (А) делци -„полинома ey (), i=1, 2,... 

Ἱι-Ι; L . υ Пе ͵ 
.. ' 
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23) ако полиномщт e;(\) г различен от нула, то неговият 
тарша коефициент е равен на единица, m. е. е; (А)(-1, 2, 
.П) е нормиаранв поланом. 

Очевидне ако (ΒΓ ¥ каноничния вид на А ().) между полиномите 
“8ι (A) има ревки на нула, то според свойство 2) те заемат по- 
следните места по глгвния днагонал; ако сред полиномите е; () 
има полиноми OT нулева степен, по свойство 3) те са равни на 
„единицата и по свойство 2) заемат първите места по главния 
„диагонал. 

Причер. Единичната матрица и нулевата матрица са кано- 
жнични A- Ma'[‘pl;fl.lfi , 

Оказва Ce, че във BCEKH клас OT еквивалентни А-матрици се 
«съдържа" канонична А-матрица, T. €, вярна е следната теорема. 

Теорема 2 (теорема за съществуване на кайноничен вид 
HA -матриците)." "Bc;ma 2-.матрица е еквивалектна на някоя 
«кжанонцана матрица. 

Доказателство. Теоремата ще докажем С индукция спря- 
20 реда п ὰ разглежданите А-матрици. ” 

Л Нека п 1. Всяка /.-матрица Α(λ) от първия ред има вида 
.\ " 

ι Δρ)ξία). . , 
Ако а(3)«-(, то 4 (/.) е каконична. Ако a (30, разделяме поли- 
„нома а (A) с коефициекта пред най-високата му степен й получа- 
ваме канонична матрица. Матрицата А () e еквивалентна на полу- 
чената канонична А-матрица, защото извършеното преобразувание 
е елементарно. 

Да допуснем, че теоремата е вече доказана за )„-матрици, на 
«които редът е най-много, п--Г и нека А(А) e произволна А-матри- 
ца от ред п. Ако тя е нулева, тя е канонична и няма какво A4 
доказваме. Затова ще считаме, че между елементите на A (λ)' има 
ненулеви NOJIMHOMH, HO-HaTaT’bK доказателството ще проведем на 
няколко етапа. 

а) Като разместим, ако е необходимо, редовете и г стълбовете 
на матрицата А (1), може да преместим един от ненулевите елемен- 
TH в горния ляв ъгъл, Съгласно твърдение 11 новополучената мат- 
реца е еквивалентна на матрицата A (o). Следователно между 
А-матриците, които са еквиваленвтай на матрицата А (λ), има таки- 
ва, в горния ляв ъгъл на които CTOH ненулев полином. Да pas- 
гледаме всички такива матрици. Полиномите, които стоят в гор- 
„ните леви ъгли на тези матрици, нмат неотрицателнн степени. В 
множеството от тези степени може да се намери най-малко чис 
-Ji0 т. Избираме една от матриците, конто са еквивалентни на 
матрицата А (А) и имат в горния CH ляв ъгъл полином от степен 
т, Като. разделим първия ред, на тави матрица със старшия кое- 
«фициент на пюлинома OT горнця H ляв.ъгъал, получаваме A-MaT- 
рицата. ' 
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а () bp(). - 610) 
. ΠΒ(Ἄ): εδῳ (1} 6) « « « θ Ο . 

. еКА 

br]l (λ) b”2 (λ) - - ".‘bnn a)‘ я 

υ щ Ν 

KBAETO е;) (λ}λ е ненулев ΒΟΡΜΗΡΘῊ полином .ξτ степен т й OT MATw 

рицата Я (3) с никакви елементарни поеобразувания не може дДа. 

се получи матрица, в горния ляв ъгъд на която стои ненулен MO 

лином OT степен, по-ниска от M. , й - 

6) Ще докажем, че всички елементи от. първия ред и първия 

стълб на матрицата B ()) се делят на полинома & (). Нека на-. 

пример за 25 п имаме , , у 

by (Y=g @) & () + (), degr 0)-<аево 0) ” 
Ако полиномът ()) не € нулев, KaTe извадим от /-тия стълб на 

матрицата В (A) нейния първи стълб, умножен с 4 (А).и след това. 

разменим местата на първия и /-тия стълб на получената матри- 

ца, ще имаме матрица, еквивалентна на матрицата 8 (), в левия 

горен ъгъл на която стои ненулевият полинам / (A), чиято степен 
е по-ниска от т. Товна противоречи на посоченото в а) свойство 

на матрицата В (). Следователно r (3)=0 и затова e, () лели по- 

динома by; (А). Cera, като извадим от )тия стълб „на матрицата 

B () нейния първи стълб, умножен с g (), Ние ще заменим еле- 

мента b ;(3) с нула. По същия начин заменяме с нули:. елементите 

δι; () за j=2, 3,...,.п. Аналогичне поетъпваме и с елементите 
7 

ba(i=2, 3,..., п). Така достигаме до матрицата : 

ἁ](λ) Ο . - ."i Ο и 

Ε()- о .0) - 0) 

! 

0 {πϊ(λ) . I.' fnn()‘) 

която е еквивалентна на A (0) и B горния й ляв ъгъл CTOM поли- 

HOMBT е; (2.), а останалите елементи от първия ред и първия стълб 

са нули. ' 
НПо индуктивното предположение матрицата от (л--1)-ви ред, 

която CTOM B долния десен ъгъл на матрицата #Е (λ), с елементар-” 

ни преобразувания се привежда в каноничен вид, T. €. . 

Лай) - - - ай) / &) | 0 

Fa® κ / N0 e 
- » Karo извършим същите преобразувания над съответните; ре” 

дове и стълбове на матрицата Ε (4) (при това първия. ред и пър 

вият стълб на тази матрица очевидно не се променят), получа 

наме, че . 

. T~ - 
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е (0) 0 

.40).- ) = е0) | 
п 
ἐ ! - 

‘J ll Ο е” (λ) 

в) Остава да ' покажем, че матрицата D(X) e канонична. 32 
пелта достатъчно € даПокажем, че полиномът е; (A) дели полино- 
ма е; (). Нека 

м ἐς (λ) Ξ- φ(λ)δι ) 70 ), 

където степента на полинома r(A) е по-ниска от степента m на 
полинома е; (А). Да допуснем, че # (A)==0. Прибавяме втория стълб 
на матрицата О() към първия, след това изваждаме от втория 
ред на получената ,матрица нейния първия ред, умножен с поли- 
пома а (A), ¥ сменяме местата на първия и втория ред на полу- 
чената матрица. В резултат на тази редица от елементарни преоб- 
разувания матрицата (4), а следователно и матрицата В ()) ще 
се окажат еквивалентни Ha матрица, в горния ляв ъгъл на която 
стои ненулевият полином # (3). Това обаче противоречи на посоче- 
ното в точка а) свойство на матрицата 8 (λ). Следователно поли- 
номът r()) е нулев И е; (А) дели еа (2), Теоремата e доказана 

/ По този начин показахме, че всеки клас от еквивалентни А- 
матрици съдържа поне една канонична А-матрица. Сега най-близ- . 
ката ни щцел е да*дойджем, че всеки такъв клас съдържа само 
една-единствена канонична матрица, и Ν ' 

Hexa А(А) e произволна 2A-MaTpPHLA OT ред п и разглеждаме 
мнвожеството ΟἹ BCHUKH минори на матрицата А() ot ред k, къ- 
дето l=k<n Да означиъ;к„ ς ἐ (), нормирания (ако 4.(4)4-0) най- 
голям общ делител на всички минори от Й-ти ред. По този начин 
на A-marpunata А(А) се съпоставят полиномите 7 
— . .. i 

ά] (λ)’ d2 (J‘)’ .... dn (;\)r 

" KOWTO еднозначно се опред”елят от camara матрица А()). 
Задача. Докажете, че за матрицата А ()) е изпълнено рае 

венството 

4.0)-0 
тогава и само тогава, когато А (λ) е нулевата матрица. 

Очевидно e, че 'd,(X) е равен на детерминантата | А()| на 
матрицата А (A), разделена (ако |А(1-0) с коефициента пред 
най-високата степен на А. . ' . o 

Задача. Докажете, че ako за A-marpruata А (1) е изпълненс 
равенството #. (3)-1, то 4(А)--4,())--...-4,()1. 

Упътване, Ивползувайте теоремата на Лаплас за детерми- 
нантите. R .“ ᾿ ' 

Ще ‘orGenexum’ бще, че ako матрицата А(А) има ранг 7, TO 
Фул ()е ч “е (А)--0,-а полиномите dy(}),- - -, 4,() са раз- 
лични от:нула, ’ - ” ' 

” Твърдение 12. Axo mampuyama . 
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е.0) И 
' е() А 

О() ες ',. 

0 1 eu(?\) / 

е канонична, то за съотаетствуващшйе“й поланоми 41(2.), ... 

а;() ca изпълнени равенствата А 

а.() е() е(0) ... e, (3), #-1, 2, .. П. 

Доказателство. Нека А е естествено число и 1=<k=n, 

Минорът Ha матрицата D (), който стои B редовете С номера 

ἐ Фъ е.. (<<l .. <) BB стълбовете със същиате но- 

мера, е равен на произведението ei, 3е ) е (2). Този минор 

се дели на Мминора от ред K, който е равен μὲ произведението 

2,() €20) ... € () и стои в горния ляв ἜΓΒΑ Ἦβ матрицата D (). 

Наистина 1<:А и затова 61 (}) дели e, (λ); 256 и затова £ () 

дели δ;, (λ), ..., k=i, и затова е() дели щ[З.]:иноМа e, ( T е. 

полиномът £, () е5 (А)...е,(2) дели произведението θὶ, (λλι6ι, (})... 

е; (). Всеки минор от ред k на матрицата D(A), през който 

минава i-TUAT ред, но не минава -THAT стълб; съдържа един ред 

ΟἹ нули и затова е равен на нула. Следователно полиномът 

ε1 (λ) 61 ()...е.(А) дели всички минори OT ред k, има коефициент 

единица пред най-високата сгепен на А (ако!»г е различен от "нула) 

и е равен на един от тези минори. С други думи, TOSH полином 

e най-голям общг" делител на минорите OT ред % на матрицата 

D(3) и понеже е нормиран, TO , . 

(M) ez ) .. -8, (3)-- 2 ). 
Твърдението € доказано. . “ 

Лема ?."Най-големият общ делител а,()) на всички минори 

от ред k на уматрицата А ().) (k=1 2, .. п) не се изменя, 

когато в матрицата А() се извършват елементарни преоб- 

разувания. Ν Ν 
"Доказателство, Нека в матрицата А()) е извършено 

елемевтарно преобразувание от вида 1). Например ако Етият U 

ред е умножен на ненулевотд KOMIVIEKCHO число & TO минорите 

от ред # на получената матрица, през KOMTO минава I-THAT ред, 

са ,равни на съответните -MHHODH на матрицата A(}), умножени на 

числото o, а минорите, през които не. минава този ред, са равни 

HA CBOTBETHHTE минори на матрицата А (λ}. Но при цамирането на 

НОД, на:няколко" полинома всеки ΟἹ тях може да се умножава 

с произволни ненулеви числа, без това да влияе на крайния ре- 

зултат. Аналогично се разглежда случаят, когато, в А() е извър- 

шШено преобразувание от вида 2). " 

- Нека cera в матрицата, А.(2), e, извършено едементарно пре- 

образувание от, вида 3) или, 4). 3a конкретност да равгледаме 

например случая, когато към Етия ред на матрицата. А.(3), е при- 

Ganen нейният /-ти ред (j=Fi), умножен с полчнома Ἐ Да озиа- 

276



чим с AQ) nonyqena’ra след това преобр;а"зувание матрица, а 

с 4,(2) --- нормирания /НОД на нейните минори от ред 2. Трябва 

да докажем, че 4.0(0)-45(). | 

Ясно e, че миноьите на А ()), през които не минава -тият 

ред, са равни на съответните минори η Α'(λ). Също така минори- 

те на А(3), през*коитб[минават както {~THAT ред, така и /-тият 

ред, са равни на съответните мнинори на А (А), понеже детерми- 
вантата ке се променя, ако към един неин ред се прибави кратен 

на друг ред. Затова нека M е ' произволен минор на матрицата 

А() от ред,#, прев който минава i-THAT ред, но не минава /-тият 

ред. Да означим с M съответствуващия Ha M минор Ha матри- 

цата А ())), а с M'—; детерминантата, получена от М, като в М 

елементите OT Г-тия ред на А(А) се заменят със Съответните еле- 

менти на /-тия ред на А().). Ясно e, че M’ се различава от минор 

на А () евентуално ! само по разположението на един от редове- 
те, т. е M’ ¢ точност до знак е минор ΟἹ ред А На матрицата 

A(). Тъй като Ϊ ΄ ; ! 

и | Мем+/а) м 
и уйиворите M и M се делят на полинома dy (i), то минорът Μ 

се дели на ες (λ). хе 
OT казаното следрва, че полиномът 4,(А) дели всички ΜΗΒΟΡΗ͂ 

от ред k на матрицата„од- (3.), т. е. 4,(3) дели полинома 4.,(2). Тъй 

като 88 рааглежданото ! елементарно преобразувание съществува 

обратно елементарно пф;образувание ΟἹ ΟΌΗ вид, TO- H Й„(Х) 

дели d, (). Като вземем под внимание, че 4,(2) и а, ().) «са нор- 

мирани, заключаваме, че а,(3)--4,(), което трябваше да докажем- 

Следствие 3. Нека на уматраицата A () ca cenocmasens 

полиномите 

A ) do (), .... 4,0, 
а ка уматрицата Β .(λ) -- полиномите 

Не .я (Ж).-й”„(ж)„ ч. By O 

Ако матриците А(А) п В ().) ca еквивалентни, mo 

а.0)-4.(), k=1, 2, ..., п, 

т. е. на еквивалентниите матрици свответествува една и съща 
система от полинома 4(, ( (λ)ν -...4.,04. 

Нанстина ако A(Q)~B (), то от А() към 8(4) може да се 
премине с краен брой елементарни преобразувания, Но според 
лема 2 при извършването на всяко елементарно преобразувание 
системата полиноми di(d), ..., а,(3) не се изменя и затова 4y (А)-- 

=d, ()) за-всяко k=1, 2,...0. ' Ν 
Теорема 8 (теорема 32 единственост на каноничния вид). 

Всеяка у-матрица е еквивалентна само На една каконияна ма- 
трица. 
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Доказателство. Нека A(}) e np\onaeonna А-матрица οἹ 
ред п. По Teopéma 2 А(М е еквивалентна на HSKOS ] канонична 
А-матрица ,.. 

ς ey (λ) 0 ὮΝ 

е, (λ) ' | L А 

D (λ) - . . А 

. Vo e/ 
Нека η -матрицата А()) ca съпоставени полиномите 4 (), 
40.), ..., 4,(3). Тъй като A(Q)~D(}), по следствие '3 на матри- 
цата D(A) се съпоставят същите полиноми. Ho тогава съгласно 
твърдение 12 ще бъдат изпълнени равенствата . 

ἀς ()=e,0)€0)...e,(N), k=1, 2, . ! 
Ако рангът на матрицата Α(λ) е равен на г, То 4 (1):%:0 4,11 ()=0 
и от равенството d,4i(A)=d,(A) “,+.(2) ще следва, че e,.; (А)-0. 
Като вземем предвид свойствата на канонич!;ата матрица, заклю- 
чаваме, че ако рангът г ᾶ матрицата Α(λ) е по-малък от п, T0 

ен (3)--еда () ... =€, () =0. " 
От друга страна, при ει ξ имаме! | 

4, ()=, 00 €, (), 40)40 

B 
. 

и 3aroBa 

Следователно aKo г € рангът на Ма,трицата А ().), то 

_ ; ἀκ() ( @0 = , & 0) а ? 3, i 1) 
а останалите полиноми (при #< п) d,.H (λ)» .. λ) и e (N 

е„ (А) ca равни Ha нула. Тъй xaro полиномите е) (3.), е»() 
.. €,(}) се изразязат чрез полиномите 4,)(4А), ..., d,(}) во moco- 

чения начин, а последните полиноми са едни и същи за всички 
матрици, еквивалентни на матрицата A (λ), то" каноничният вид 
О ().) на. матрицата А () еднозначно се определя OT самата матри” 
ца А (2). Теоремата е доказана. . 

Определение 7. Ако А-матрицата А (3) е еквивалентна на ка 
ноничната матрица : . 
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“Ο полиномите е; (A), 92 (λ)᾽ .... €,(2) се наричат пивариантни мно- 
Jrcument на матрицата (5). 

От самето опрдделение следва, че инвариантни множители 
на една K4HOHHYHA, MATPULA са елементите OT главния й дцагонал. 

Получените по.горе резултати показват, че намирането на ка- 
моничния вид D ͵(Λ) на една A-marpuna А (λ) е еквивалентно на на- 
мирането Ha нейните инвариантни множители и затова имаме два 
практически наЧина за намиране на О (4): 

1) матрицата А() с елементарни преобразувания се привеже 
да до канонична матрина #2 (λ); 

2) за матрицата А () пресмятаме полиномите d,(A), 45 (λ), ..., 
«1 (А), изчисляваме инвариантните множители е;(3), ..., е. ()) на 
,Α(λ) по формулите '(1) и записваме каноничния вид Π(λ) на A(}). 

Пример. Да| се приведе в каноничен вид матрицата 

л НЕ Ἀ 
| 40)64 Т 22/ 

Ὃ елементарни преобразувания последователно получаваме 

ме 1 

Ν 

ῃ 1 
. / 1 ааа Δ 9 

/ А 0)е . « ΐ . 2 Ν 
ῃ _ 3._— e - < ; λῆ-- > а1 | 83 λ--] 

ὍΣ ”; 0 -2)2+1 0 

„( =1 9 | 
ὐ 0 2241 ! - 

От друга страна, като пресметнем НОД на елементите на 
гматрицата А (λ), получаваме 

10)е (3)--А--1. 
Освен това | А ()= --А4-313-.2)2--3 +1, така че 

Ay (0) 4-- 3342 +А--1. 
Тогава 

#25 () ‘jf ΐζζ .-28-92+1, 
,„Следователно 

2—1 0 ) 

A (")“’( Ὁ gl 

Ἔ 6. Унимедулярни 2-матрици 

За да получим един HOB критерий 33 еквивалентност на A-Mar 
Шици, в настоящия ,параграф ще разгледаме A-MaTpHLH от ὁΠ6- 
зцнален тип. 
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Определение 8. )-матрицата С0) се царича унимодулярна. 
ако всичките й инвариантни множители €A равни на единица.,. 
т. е. ако каноничната матрица на ζ7(λ) e еДиничната матрица £, 

ι Твърдение 13. А-матрицата (/(3) е унимодулярпа тогава: 
и само тогава, когато детерминантата й |U ()) | e равна на: 
комплексно число, различна от. нула.. 

Доказателство. Нека U(}) е .хнимодулярна Тогава 
U (A\)~F и затова на (/ () и Е съответствува един и същ полином- 
а,(3). Ho за единичната матрица αἶ, (λ) τε ΐ. Следователно детер- 
минантата |(/()|, която се различава ot ἐ (λ) само с различен: 
от нула числов множител, е различно от нула комплексно число. 

Обратно, нека |U(A)) е различно от нула комплексно число.. 
Тогава за матрицата U (λ) me имаме 4,(4)--1. Тъй като инвари.- 
антните множители е;(А), ..., е„() на (/(2) |се изразяват с ра-. 
венствата ; 

ἐ ( X . = 
GO =e (), &M= 200 B2, 3, πὲ 

or d,(0)=1 следва, че e,(N)=1 (=1, 2,.. ', n). Следователнал 
и (λ) € унимодулярна матрица: - 

Следствие 4. Произведение на унимоду./шрниг машраци e 
унимодулярна матраица. " 

Ηδμοῖμηα ако ἐ7(λ)-εῦζῦ', (λ) U, ()\)...U V), където U, ) са 
унимодулярни, TO детерминантата |(/(3) | на, 170) ἐ равна на про- 
изведението |, Q)|.[Uo()|...|U, (ZH и затова TH' € различно ΟΤ᾽ 
нула KOMIVIEKCHO число. Н 

Следствие 5. Всяка неособена ко,иплсксна матрица e уни-- 

модулярка ).матрица. 
Твърдение 14. Една уматрица е уАамодулярна тогава й: 

само тогава, когато притежава обратна матрица,. която €' 
също л-матрица. 

Доказателство. Ако ).-ма/грицата ) притежава обрат-- 
на матрина F (), която е също. A-MaTpHLa,. ΟἹ равенството. 
UQ)FQ)=E следва равенството | 07(}}}.{ () | ἘΞ което e въз-- 
можно само тогава, когато . полиномите" | / () | и.|Е () са различ- 
ни от нула KOMILVIEKCHH числа,.т: е..(/ (λ) е унвимодулярна 3-матрица.. 

Ако U(}) е унвимодулярна Мматрица,.то. детерминантата W’ 
127 0.) | e ненулево комплексно число, При намиране“ на обратната" 
матрица на {97 (Λ)ὺ се налага да. делим" адюнгираните количества на" 

U (}), коите са NQAMHOMH на Х,.на ненулевото комплексно число» 
127 0)1 и затова елементите на обратнвата- матрина на (/(.) ὰ по-- 
линоми на A, T. е. тя също е А-матрица.. 

Следствие 6. Ако едка Х-матрица е обратна. на унимоду-- 
лярна матрица, те u тя:е уни. иодулядна, 

Определение 9. Mampuyy: от. вида. 
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1 
. 0 

Е (α)- | | Ια | , 0FacC, 

1 
0 Я 

{ 1) 
и ц 

[1 ] 

. И 1o\ 
Еу ( 0 } Ν Ξ , ΖΟ) Ε Οθ), it 

й 

ι . 1) 
KOMTO се различават OT единичната матрица Е camo no това, че: 
в ΊΜΗ ред и Гтия стълб на Е(х) стои ненвулевото комплексно 
число o, а в Гтия ред W' /тия стълб на Ἐρί / ()) стои полиномът 
Л3), се наричат елелентарни А-матраци. 

. Очевидно e, че всяка елементарна 7А-матрица € унимодулярна,. 
тъй като [μ («) |--« («-0) и |Ez(fQ))|=1. 

Лема 3. Всяко елементарно преобразувание на -матри- 
цата А() е равносилкно на умножаване на тази матрица от- 
ляво илйа отдясно с някоя елементарна матрица. По-точно: 

1) умножаването на матрицата А()) отляво с матрица- 
та Еу («) е равносално на умножаване на Гтия ред на А()) ε' 
числото «; ' 

2) умножаването на mampuyama А()) отдясно с mampu- 
цата Ец(«) e равносилно на умножаване на Етия стаълб на 
А()) ¢ числото « 

3) умножаването на матрицата А() отляво с mampu-- 
цата E;(f(}) е равносилно на прибавяне на нейния j-mu ред, 
множен с [()), към i-mus й ред; 

4. умножаването на матрицата А(А) отдясно с матри- 
цата E;;(f(M) e равносилно на прибавяне на нейния i-mir 
стълб, уЖножен ¢ f(}), към j-mus й стълб. ” 

Освен това обратните преобразувания на преобразувания- 
та 1)--4) се осъществяват съответно с матрици OM: впда: 

Ἐμ(α ἢ а Еу (-- Ξ . 
Лемата ве доказва чрез непосредствена проверка.. 
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Понятието унимодулярна J-MaTpulla се.използува в следния 
TKPUTEPHIl 32 еквивалентност на А-матриците. 

Теорема 4. 2166 A-smampuyn А ().) « B() от ред п са екви. 
„валентни тогава и само тогава, когато съществуват такива 
„унамодулярни уматрици U () и М(4) от същия ред п, че 

а) во-и0) 40) V). “ 
Доказателство. Нека А(5)--8()), т. е. Β(Λ) може да 

-Ce получи от матрицата А () посредством краен брой елементар. 
ни преобразувания. Но съгласно лема 3 BCAKO от тези преобра. 
„увания можем да заменим с умножаване отляво или OTASICHO с 
„„лементарна матрица. След съответната замяна получаваме 

Β0) л) U () .. . Uy AW Vi) <. . V. (W, 
където матриците Uy (λ), . . ., U, () v V,A), ..., V,(3) ca ene- 
ментарни и следователно те €3 унимодулярни Аематрици. Тогава 

, според следствие 4 унимодулярни са и матриците 

и0)-06) 150) -« - Uy, V)=V, () Va®) - . . V0. 
Да отбележим, че ако например R=0, т. е. ако сме извършили 
елементарни преобразувания само над стълбовете, просто полагаме 
С() Ε. Така получаваме равенство (1), където /(3) и V() са 
унимодулярни матрици. ᾿ 

Тази част ΟΤ доказателството позволява да се формулира след- 
ното твърдение, което ще бъде нужно за втората част от дока 
зателството на теоремата. 

Твърление 15. Една А-матрица е унаимодулярна тогавац 
,гсамо тогава, когато може да се представи като произведение 
на елементарни )-матрици. 

Доказател.ство. По-горе вече използувахме, че произве- 
дението на елементарни матрици е унимодулярна матрица. O6-, 
ратно, ако е дадена произволна унимодулярна матрица Щ7(4), тя 
е еквивалентна на единичната матрица Ε. Акд B горното доказа- 
телство вместо А (A) и В () вземем съответио Е и W(A), moay- 
чаваме равенството : 

м0) Л() .. U, Q) ЕИ0) . .. V.() 
T. е. матрицата W () e произведение на елементарни матрици. 

Сега лесно може да се проведе и втората част от доказа- 
телството на теорема 4. Нека 88 А-матриците А (3) и 8 () е.нзпъл 
нено равенството (1), където (/() и V(A) са унимодулярни ма“ 
"трици. Съгласно твърдение 15 имаме 

UQ=U0) . .. U, 0)-10) - - - Vi 0), 
където Uy Q), - . ., Up()s И 0)) -- -. И1() са елементарни 2-ма“ 
лтрици. Тогава в а 

#0)00) 4л Δ) .0) .. .0) .. 
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Karo заменим BCAKO умножение на елементарна матрица със съ- 
ответното елементарно преобразувание (лема 3), получаваме А(А)м 
~B(}). Теоремата е доказана. 

От разглежданията в последните два параграфа се получават 
следните три критерия 88 еквивалентност на Аематриците: 

Критерий 1. 2166 -матрици са еквивалентни тогава и са- 
то тогава, когато се привеждат 8 един и същ канонцичен вид. 

Критерий 2. Две 2-матрица са еквивалентни тогава и са- 
MO тогава, когато имат едни й същи инвариантни множители. 

Критерий 3. Две А-матрици А()) и ΒΔ) от ред п εὰ екви- 
валентни тогава U CAMO тогава, когато съществуват такива 
унимодулярни у-матрици И ) ий У Q) om същия ред n, че д4 
е изпълнено равенството (1). 

Забележка. Определенията и резултатите, които изложихме 
в последните два параграфа, остават същите, ако разгледаме 
А-матрици, елементите на които са полиноми с коефициенти от 
произволно поле Р. За pa се установи TOBa, достатъчно е 
навсякъде да се смени полето (С с полето Р и вместо за числа 
¥ числови полиноми да се говори за елементи на полето Р и за 
лолиноми над . При тази смяна твърденията и доказателствата 
юостават същите. 

- 

§ 7. Основна теорема 88 подобие 
на числови матрици ) 

A 

B този параграф ще дадем метод за отговор на въпроса, по- 
добни ли са две квадратни матрици A и B, т. е. ще отговорим 
утвърдително на втория и частично на третия от поставените в 
началото въпроси. 

Определение 10. Матричен 3-полином ΟἹ ред 72 над полето 
<С се нарича поланом на ), коефициентите на който са квадрат- 
ни комплексни матрици OT един и същ ред 2. 

Общият вид на произволен матричен 2-полином от ред пе 

A A, W . , +АМА. “ - 

където A; Е M{(n, С) за ἱτεῦ, 1,2, ..., & Ако 4,-Ἐ0, 10 # се 
нарича степен на този полином. Ще се условим под A; У да 
pasbupame произведението на матрицата A; с М в обикновения 
смисъл, т. e. еглементите на А; се умножават на.М. Тогава 
всеки матричен 2-полином от ред п може да се разглежда или 
като полином на А с матрични коефициенти, или като А-магрица 
от ред n, получена след извършване на съответните умножения 
4 събирания в записването на самия! полином. Например 

(ι 5) , (2 ο))2 (о 0 (ο 0) 
Lo o/t 1 00)“‘10= 

(13+,21= 5;3) ' 
ἘλΩλ 1 --ξ 
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Обратно, всяка А-матрица от ред п може да се запише кате 
матричен 2-полинем от ред я. 

Ще казваме, че A-matpuLara е от степен #В, ако съответният 
й матричен А-нолином е от степен K. Ясно e, че степента на една 
у-матрица е равна на максималната степен на нейните елементи, 
разглеждани като "полиноми на λ. # 

Да означим с М(и, ([Ἀ]}] множеството на всички А-матрицит: 
от ред π, ас M(n С) [\ -- множеството на всички матрични 
А-полиноми от ред п. Очевидно e, че M(n, C[l] и M(n, С) ] 
ca пръстени спрямо обикновените операции събиране H Умноже- 
ние съответно на А-матрици и 2-полиноми. 

Задача. Докажете, че посоченото по-горе съответствие 
между 7-матриците и матричните А-полиноми е изохюрфизъи между 
пръстените M(n, С) α М(я, Ο AL 

Разглеждането Ha А-матриците като матрични А-полиноми. 
-позволява за А-матриците да се развие -теория 88 делимост, ана-. 
логична на теорията за делимост на числови полиноми, Тази тео- 
рия е по-сложна от последната поради некомутативиостта Ha: 
умножението и наличието на делители на нулата в матричния 
пръстен М (μ, С) Например степевта на произведението на два 
матрични А-полинома невинаги е равна на сумата ΟΤ степените 
на отделните множители, тъй като може да се случи произведе- 
нието на старшите им членове да бъде равно на нулевата матри- 
ца. Но тази степен ще бъде ргвна Ha . сумата от степените Ηδ' 
двата А-полинома, ако поне един от техните старши членове не: 
€ делител на нулата. На нас ще ни бъде необходима само след- 
ната лема, която е частен случай на алгоритъма за деление с 
непълно частно й остатък. 

Лема 4. Нека А() е произволна уматрица от ред n, & 
В е произволна числова матрица от същия .ред п. Тогава съще- 
cmeysam такива еднозначно определени )к-матрици О0) « (О4(А) 
й числови матрици Ry u. R, om' ред n, че да ca изпълнени pa-- 
венствата 

4(0)-(8--31Е) 0,0)+8у А () О, ()) (B—IE)+R,. 
Доказателство. Ще докажем само съществуването “Б 

единствеността на матриците (),(3) и Ry За (,0) и. R2 доказа- 
телството е аналогично. 

-Hexa А-матрицата А() e от степен #А и се представя: във вида 

А() Д АК +Ад.1т-1+ .. +AR+ A, 
където A,30. 

Единственост. Ако матриците О0) и R, също“ удовЛетворя- 
ват условията на лемата и 

А ()- (8--2Е) s 0)+ у 
чрев изваждаве получаваме равенството ) 

(B—2E) [Q)—Qy(W)]=R—R,. 
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Ако О10)-4-01(3), то в лявата част на последното равенство имаме 

А-матрица OT положителна степен (степента на ο,(})--- ) нлюс 

,единица, тъй като: единичната матрица Е ΗῈ € делител на нулата), 

а в дясната му част Ry—R; е числова матрица (нулевата матрица 

или матрица OT нулева степен). Полученото противоречие показва, 

че 0,0)<010), а тогава и ι Ξ Д). 
Съществуване. | Лесно се вижда, че )-матрицата 4А03+(8- 

—AE)A ¥~ има степен, не по-висока ΟἹ #--1. Ако 

AQ)+ (BAEY AN = А Ъ B, M2 .. + 

ганалогично А-матрицата | | 

А0)+(8--АЕ)4 W14 (8--АЕ) А 12 

M8 степен, не по-висока от -&—2. Като продължим този процес 

i€ достигнем до А-матрицата : " 

AQ)+(B—AE) (A At A, 24 N34 L), 
KOATO има степен нула или € нулевата матрица, T. €. до числова 

матрица. Като означим” тази матрица с Ry, получаваме ” 

40}--(8--λ ) (--Аш еНА е2Де 35— . . )Н) 

Полагаме О0) « —A, ¥ А W24, „Ме73- ... и виждаме 

щче матриците Q, () и Ry удовлетворяват условията на лемата, с 

което доказателството е завършено. , 

Нека А и 8 са две произволни числови матрици. Засега не 

умеем да решаваме въпроса, дали тези матрици са подобни или 

не. Ho техните характеристични матрици 4--АЕ и 8--АЕ са А-ма- 

трици и въпросът за еквивалентността им се решава ефективно. 

Това подсказва идеята да се намери връзка между подобието на 

числовите матрици A я B и еквивалентността на техните харак- 

теристични матрици. Тази връзка се дава от следната важна 

: Теорема 5 (основна теорема 38 подобие на числовите 

матрици). Часловите матрици А а B са подобнии тогава а само 

тогава, когато техните характериастияни матрици 4--} Ε 

и В--1Е"са еквивалентни. 

Доказателство. Нека матриците Ди B са подобни, т.е” 

съществува такава неособена матрица T, че В-а Т-ТАТ. 

Тогава" | 
Т-ЧА-АЕ)Т < ΤΊΑΤ-- 1 1ΕΤ --Β--Δ Ὲ. 

Ho πδοσούθημτε матрици Τ и Т са унимодулярни. Следовател“ 

Ho А-матрицата B—AE се получава от A-MATPULATA A—AE чрев 

Юлножавгтне отляво к отдясно ( унцмодулярци мртрици, т. е. по 

Teopema 4, - ξ е еквивалевтна на 8--Δ Ε. 

Обратно, нека A—AE~~B'—)AE. Трябва! да покажем, че MATPH- 

щите Α͂ и B са. подобни. Съгласио теорема 4 съществуват такива 

Унимодулярни матрици {7(}) н V(Q2), че : 
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( ͵ 20) (A—AE) VQ)=B—\E. 
Тъй като унимодулярните матрици притежават обратни матрици, 
KOHTO са също А-матрици, ΟἹ (1) получаваме равенствата 

10) (4-1Е)-(8-3Е) V() 
@ (A—)E) V(x)=U"*() (B—AE). 

Според пема 4 съществуват A-Marpuna Q,(A) ‘B числова матрина. 
R,, така че . . . . 

&) UQ)=(B—AE) Qi) +#). 
Аналогично ' ' 

¢4 ” V)= Q) (B—AE)+Ry 
където R; е числова матрица. 

Ката заместим във формула (1) матрицата U(X) с нейнота 
“ равно от (2) и извършим YMHOMELHETO, ще получим 

8--}Ὲ +(8--1Е) Q) (A—2.E) V(\)+R,(A—1E) V(). 
Във "второто събираемо Ha последното равенство заместваме 

матрицата V(1) с нейното равно ΟἹ (4), извършваме умноженията 
и пренасяме събираемото R(A— i E)R, в лявата част на равенство- 
то. Така получаваме равенството 

5) 8--ΔῈ-- πι(Α-- 7 E)Ry=F(3), 
където 

᾿Ἐ()-8---λέε)ὴ QN (A—AE) V(D) + 

+R1{A—AE) Q:(2) (B—AE). 

Or (3) следва, че Ry=U()—(B—1F) О(А). Заместваме А) с τοββ' 
израз във второто събираемо Ha #() и получаваме 

FA)=(B—2E) Qi) (A—XE) УО)+0() (4--1Е) О0.) (8--1Е)-- 
--(8--1Е) О0.) (4--235) Q,(3) (8--АЕ). 

Като използуваме изразите ot (2) за 1(1) (4---λ ΕὉ μ (A—XE) ΝῸ 
последното равенство можем да представим във вида - 

® F())=(B—2E) Ф ()) (8--1Е), 

където Φ(Δ) е A-matpuua. Ще докажем, че Ф(А)--0, Действителио,. 
ако Ф(3)4-0; матричният 3-полином“ ФО) ще има степен m=0. 
Тогава от (6) ще следва, че А-полиномът #() има степен т--222, 
тъй като старши коефициентът "на 8---λὲ He e делител на нулата. 
От друга страна, равенството (5) показва, че степента на РО) € 
не по-висока от 1. ) " . 

Полученото противоречие означава, че Ф()) -- ( и затова () 
--Ὁ. По този начин от (5) получаваме ' 

B‘_IE=RI(A*)-E)R2=R1AR2_}R1R2- . 
Като cpaBHHM коефициентите B последното равенство CHOTBETHO 
пред нулевата и пред първата степен на А заключаваме, че: 
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B'—'-‘RxARa- E=AR1R2~- 

ΟἹ BTOPOTO DaBeHCTEO следва, че Ry=R;' и като заме- 

стим R, с R;' в първото равенство, получаваме 

M B=R;1AR,, 
1. е. матриците A'n B ca подобни, TeopeMaTa е доказана, 

AKO вземем предвид, че две А-матрици са еквивалевтни TO- 

гава и само тогава, когато съвпадат техните инвариантни множи- 

тели (виж 6 5), доказаната теорема можем да формулираме и по, 

следния" начин, ! . 

Следствие 7. Часловите матрици A и B ca подобни: moza-- 

ва и CAMO тогава, когато инвариантните множители на MEX- 

ните характеристични матрици Ατ--Δ Ὲ и В8-1Е съвпадат.. 

Заедно с доказателството на теорема O получихме и метод. 

за отговор на въпроса, подобни ли са две числови матрици Awm 

B, който се CLCTOM B следното: 

1. Намираме по един OT познатите ни начини KaHOHMYHHTE 

форми на А-матриците A—AE и 8-3Е, . 
9. Ако получените канонични матрици съвпадат,то A—iE 

~B—)E и затова, A и 8 са подобни; ако те не съвпадат, то A 

# B не са подобни. 
Ако искаме да намерим и неособената матрица Ry която Β΄ 

(7) трансформира матрицата А в матрицата В (при подожение че 

4--}.-.-Β---Δ), достатъчно e да намерим матрицата ἵ7(λ) от (1), 

а след това и нейния остатък R, от (4). Унимодулярната -мат- 

рица К () е произведение на елементарните А-матрици, ΚΟΗ͂ΤΟ. 

съртветствуват на елементарните преобразувания на стълбовете 

при преминаването от 4-3Е към B—)FE, взети в същия ред с 

тези преобразувания, тъй като К (А) е десен множител на 4--λῈ 

в равенството (1). 
Пример. Дадени са матриците 

_{ 49 {11 
A‘(~1—-2) " Β"(ο ι)' е 

Да се докаже, че А и В са подобни, и да се намери матрица 7). 
88 която 8-Т”1АТ. 

Решение. С елементарни преобразувания“привеждаме харак- 

теристичните матрици A—AE и Β--λῈ в каноничен вид. Тъй ка-. 

То за намирането на споменатата A-MaTpuua Г (3) ще ни интере- 

Суват само елементарните преобразувания на стълбовете, само B 

Тези случаи над знака за еквивалентниост „-“ ще записваме еле- 

ментарната матрица, която отговаря на съответното преобразува- 
кие. За матрицата 4--3Е получаваме 

ΑἐλΕ:{ 4-.λι: 9 .)Ν(ιι-λ 9 ), 

- 

- -)--λ ι 242 
”(41-1 231)„(1 242 ) 512(:2-1)(5 ζλ-οηπ) 

0 λβ..2λ. } 

' τ 987 |



жъдето само последното преобразувание Се отнася за стълбовете 
и се състои в прибавяне на първия стълб умножен с -31-2, към 
звтория. 

Аналогичво имаме 

е( γῖξλ)Ε“-Ελ)(λἸ(ἱ" а 1)~ 
(1„ 1 Ε - . ς Ὅ 

0 ἃ- 1)2) - 0 (λ-Ἱ)Ζ) 
жълето първото и последното преобразувание се отнасят за стъл- 
бовете и са съответно прибавяне на втория стълб, умножен с ), 
към първия стълб H прибавяне на първия стълб, умножен с --1,. 
към втория стълб. и 

Каноничните матрици Η А-ЪУЕ и B=AE съвпадат и Затова 
Ди B са подобни. За да получим матрицата 7, първо трябва да 
"намерим. редица от елементарни преобразувания, която привежда 
A—AE в матрицата 8-λ . Очевидно една такава радица е ре- 
„дицата, ot преобразувания, която привежда 4.-λὲ в каноничния 
вид, допълнена с преобразуванията, които привеждат TOBH кано- 
жничен вид в матрицата В--АЕ. Както вече посочихме, нас HH ΜῊ- 
тересуват само матриците, които съответствуват на елементарни- 
те преобразувания на стълбовете. Затова търсената редица ет 
елементарни матрици е 

въ Τ 7 Ea=(g 1) Ещ) 

ΕΝ 
тъй като матриците £,(1l) и Е.,(--А) съответствуват на. обрат- 
-HHTE преобразувания XOHTO се осъществяват посредством матри- 
ците E,(—1) и Е„,(А) (виж лема 3). Следователно 

V() ΞΕ, (—2—2) Ex (1) Eyy (-λ):(λ А **-1)= 

1 

- 1 

{10\, 1 —1 1 -- 
=(00) (1 7o)+ (o Τ ) 

‘Cera делим К(А) na B—AE Taka, че частното да е сотлява на 
B—AE, т. e, 

V(R)+((1) 8)͵(Β-λε)λ:-( ἷἓ) -ι-(ὄ-ἶ);. 

vey+g 0)(B—fAE))..+( 2 0) (Β-λε):( 2) 

Следователно търсената матрица 7, която трансформнра Дя 
.В, е матрицата



"Разбира :се, "матрицата, която трансформира А и B, далеч не 
ев „единствена. Такава е .например и матрицата. 

7.=( 3 —5). 
Че 2 

Забележка. Тук OTHOBO следва да обърнем внимание, че Of- 
траничението да разглеждаме само числови матрици е несъщест- 

гвено за получените в този параграф pesyATaTH — те остават вер- 
:HH Η доказателствата MM са същите 88 квадратни матрица с еде- 

IMEHTH OT произволне поле. 

§ 8. Единственост на нормалната форма - 
на линейните преобразувания 

В параграф 3 доказахме, че всяко линейно преобразувание ф 
1Β крайномерно KOMIREKCHO ликейно пространство V може а се 
гприведе в нормална форма, т. е. може да се намери такъв базис 
„във У, че матрицата на ф в този Gasuc да бъде жорданова, Но 
как може практически да намерим нормалната форма на преобра- 
зуванието φῇ Тази задача се състой от две части: 

1. Ако А е матрица на линейното преобразувание ¢ в базиса 
τἔν €, ....e, на пространството V, то трябва да се намери жоре 
данова матрица J, която е подобна на А(/ ще наричаме още 
copiarnosa форма на А). . 

2. След xaTo сме HamepHAM подобната Ha A жорданова мат- 
"рица J, трябва да намерим базис fy, fa,..., f, на V, в който / 
е магрица на ф. Това е равносилно на задачата да се намери 
такава неособена матрица Т «(т,;), че ἅ-- ΣΤ 1, тъй като след 
гна мирането на T базисът /, fo..., f, е непълно определен от 
. равенствата . : 

n 

'.ἷ;':᾽Σ те (751, 2,..., п). 
(-1 

Втората част на поставената задача, както видяхме в npe- 
„Дишния naparpad, можем да решим напълно ефективна, Затова 
гнашата цел е да посочим метод за решаване на първата й част. 

Твърдение 16. Ако Л е жорданова клетка от ред п . 
„характеристичен корен Мм, Mo инвариантните множители на 
„ характеристияната й матрица Л--АЕ ca 

.6ι (λ) Ξ 65 () Ξξ' . . . ец ,(A)=1, ¢, N)=A~21)m, 
.т. ες Л--АЕ в еквивалентна на каноничната матрица 

Π 0] 
1 

Ν 
Ἴο Q=3 

=19 Акебра с теория начисла та 289



от ped т. 
Доказателство. Тъй като детерминавтата [ἡ---λὲξ на 

матрицата - 
fu— 0 ...0 90 

1"%—x ... 0 0 | 
..--λξ-- 0 1 ... 6 0 

' Ο ᾽ χ o0 
Ν 0 е ... 1 λτ-λ} 

е равна Ha (λι---λ)η, τὸ : . 
| ε, Q) =(= )"y — A= Oy}, | 

Ot друга страна, между минорите от pen ;--! на матрицата 
Л--АЕ има минор, който е равен на 1. Това е минорът, който се 
получава, като зачеркнем първия ред.и последния стълб на Л 
.—AE. Поради това d, 1(А)--1. Но тогава всички останали по- 
линоми #,(А),..., dn,_2(}) са също равни на единица. Понеже 

а а 0) () е()) (ве2, 3, .., ), 
"“получаваме, че - ΄ 

а () Ξ ἐ ()) -- .. =t Q)=1, еа Q)=Q—2), . ° 
т. €, матрицата /Л--1Е e еквивалентна на каноничната матрица (1). 

"Лема 5. Ако полиномите А()), f,0h. .., Ο от npecme- 
на С)) са два по два взаймно проста, матрицата 

flmf Ω) 0 40) - " 

0 A 
е еквивалентна на Mampuyama 

fr - Π 
1 : . 

B()= 

1 ᾽ ῃ l . 

0 [15m 
" . ) 

Доказателство. Нека n=2. Тъй като полиномите АО) в 
().) ca взаимно прости, съществуват такива полиноми £ (A) и 
Ὁ (λ), че да е изпълнено равенството 

Δ Ο 7D Q) =1. 
Тогава Ν ' 
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А(х)=(11(ж) Ο) (Λ(λ) “(7*)f1(1)‘)~ 

0 LM\ ὁ А) 

N(f:(l) u(l)fx(l)+fl(1)fn(1))\(f1(1) 1 ) 
/ 0 LR 0 L0 

”(f:m Лот H ὲ —f}f ἓ) £0) )“ 
~(1 o )„„(,1 ε0 ):Β(λ). 

0 -,ξ᾿ο 5ὺ) 0 (N Q) 
По-нататък доказателството се провежда с индукция спрямо 71, 
ато се използуват подобни съображения. 

Нека сега 

@ .е 
0 Α͂ 

е произволна жорданова матрица OT ред п с жорданови клетки 
Лу υ ννν Iy Й М, Зуе ἃς са всичките различни характери- 
стични корени на / Да предположим, че g; на брой от жордано- 
вите клетки Л. Ль ..., Л. са с характеристичен корен A, (I=1, 2, 
.-+, 5), и нека редовете 1г„(1 1,2,...,4;) на тези клетки са 
разположени в нерастящ ред, Τ. е. 

ξιιὲἶὖι’πἓ .. kg, (1=1, 2, ..., 8). 

Да отбележим, че 

Тогава на жордановета матрица J можем да съпоставим следна- 
та таблица: . 

M A A ) 
. Ν ku χ e ko , 

(3) :! . kl2 k22 .. ks2 Σ 

l km kg не kg | 

съшавена or 5 стълба и от q+l реда, където ¢ =max {q,, q,, ...9;), 
При това, ако 4,<4, To.B Атия стълб на таблицата (3) под Ра 

са поставени вули, Τ. е. #;, ера =k, Gz = .. Ν " 

- Τδὄπμηπδτα (3) се нарича таблица на.жордановата матрица Л 
""Очевидно две жорданови матраци имат една ц съща таб- 
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лица тогава ай само тогава, когато те имат съвпадащи cucme- 

ми om .ж;орданош клетки, т. е. когато те се различават само по 

реда на записването Ha жордановаите Ο клетки по главния диа- 

гонал. | . A 
Твърдение 17.”Ако жордановата матрица / има таблица 

(3), ингариантни множители на характераистичната й мат- 

рица J—AE ca поликомите 

а10)-а10)< ... 6я-40)1, 
. : | 

( 2 =TT А( )0πὶ, 2.... 00" - 
᾿ ο Ξ : 

.+ Доказателство. Ако матрицата / има жорданови клетки 

Л. Лъе Л Т. е. ако Ле от. вада (2), то характериастичната 4 

матрица е от вида 

Л-АА . 0 
! J3—2E, \ 

. A 

0 . J,—rE, / ΒΝ 

където F;(i=1, 2,..., т) e единичната матрица от ред, равен на 

реда на клетката J. Очевидно e, че ако извършваме. елементар- 

ни преобразувания само над редовете и стълбовете на матричата 

(5), които минават през клетката й J;—AE, то не изменяме еле- 

ментите, които са вън от тази клетка. Затова според твърдение 

16 всяка OT тези клетки може да се замени със съответна- 

клетка ot вида (1), С други думи, матрицата J—AE е еквива- 

лентва на диагонална матрица D) (), по главния диагонал HA коя 

то CTOAT известен брой единици Η' неединичните полиноми 

измежду полиномите 

O, ottty Д0АИя 
=2, (A=A, . .. () 

6 

| (λ--τλύλδις, (A—2g)2q, . . ., (А--А; Ὰ 

съответствуващи на всички жорданови клетки на матрицата J. 

Не посочваме местата по главния диагонал, на кеито CTOAT Mo- 

линоми от (6), защото във всяка диаговална 2-матрица диагонал- 

ните елементи MOraT произволно да се разместват чрез pasmect- 

ване на едноименни редове и стълбове. Тази забележка по-ната» 

тък трябва да се има прелвид. Очевидно произведението HA πο- 

линомите от /).тия ред на (6) € точно полиномът еа../+а (3) OF (4} 

(j=1,2,..., 4). Тъй като по условие числата ἀρ Agy. -0, A (8 

различни, то NONHHOMHTe, които . CTOAT в j-THA ред Ha (6), ca два 

по два взаимно прости. Съгласно . дема 5 чрез елементарни преоб- 

разувания те могат да се заменят с произведението им €/t 0) 

. (5) J—AE= 
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и изнвестен брой едниници. Като извършим това за /-1,2;... q,\ 

получаваме, че J—AE e еквивалентна на матрицата 

i I а 

1 | и Ц(ю.= ел-е+102) . '("‘ 

o 2 еа () /‘/" 
, l ' ' ' Ν еп 0‘) ] " 

Матрицатг О0)е кгнонична, тъй катЗ па условие ky=ki g 88 
J=12,...,9g—1, T е. €,_;1:{}) се де.пн на e,,_i;(k) и BCEKH OT 
тези полиноми € нормиран. Следователно инваривнтните множи- 
теля на жордановата матрица J са точно полиномите (4). 

Пример. Нека И " 

‘%?8[ o | 
УИ Ч К в 

) 
Тогава таблицата на J e - 

=1 3 λ,- 0) 
З l 2 | «! 

(Y 0 ε: 

Инвариантните множители на матрицатш] която e ΟἹ pen-7, са 
следните: 

е1()--е,(.)--ез (А)--е, (W= 35(7) 1, 

e () =(i— 9 (A—3)° (A—0) = 
е4 (λ)π (А-- 1) Δ- -ξ1}} (A —0)2=22 (λ--Ι)8 (λ-.:.). 

Важно следствие от доказаното твърдение е следната 
Теорема 6. Две жорданови. матрици са подобни тогава и 

само тогава, когато имат една и съща таблица, M. е. когато 
те се различават само по местата на клетките-си по глав- 
ния диагонал. 

Доказателство. Ако жордановите матрици J и / имат 
една и съща таблица, съгласно твърдение 17 техните характери- 
стични матрици J—AE и J'—)E имат еднакви инварианвтни мно- 
жители. Ho тогава по следствие 7 матриците Ли / са подобни, 

- Обратно, нека жордановите матрици J и / са подобни. Ха- 

B 
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Ν 

Рактеристичните матрици J—AE и Л--АЕ по следствие 7 имат 

„едааьви инвариантни множителн. Нека полиномите ” 

P 0.)=П Оеу (7Ξ:1, 2. 9) 
Ае 

Χ, 3 . . 

Ca разлийните им ΟἹ единица инварнаянтни множители. Но по тези 

Полиноми "можем, като пресметнем кратностите k;; на различните 

Им корени,,да възстановим таблицата (3) на жордановата матри- 

Ца, т. е. /й / имат една и съща таблица. Теоремата е доказана, 

Следствие 8. Всяка жорданова матрица, която е подобна 

на дпагонална матрица е диагонална. Лве диагонални мат- 

рици са подобни тогава)и само тогава, когато се получават 

една от другас пермутиране на елементите, Koumo стоят 

по главния дийгонал. | “ | | ι . 
Не е трудно, да се с,ъобрави, че теорема 6 е всъщност едно 

твърдение 88 единствеността на нормалната форма на дадено ли- 

нейно преобразувание, а (именно тя може да се изкаже no' следе 

ния начин: й 
Теорема 7 (теорема 38 единствекост на нормалната фор- 

ма на линейно преобразувание). Нормалната форма на всяко 

линейно преобразуванйе ф в крайномерно пространство К е 

гданствена с тояност до реда на следване на групите от ба- 

зисни вектори, 866 Βσἷἣκἁ от Koumo ¢ има жарданова клетка 

„за своя матрица. | „ 
Доказателството на горните резултати ни дава следния прак- 

тически метод за намиране на жордановата форма на една ком- 

плексна матрица A. ες . 

1. Намираме инвариантни множители €;(A) на характеристтч- 

ната матрица А--А Ε (те) са инвариантни множители и на J—AE), 

намираме корените ! на ¢,(X) и пресмятаме кратностите на тези 

корени. ; НЕ | 
2. Съставяме таблица (3) с помощта на получените корени и 

кратностите им. / ' ᾿ Ν 
13, Построяваме жорданова матрица, която има таблица съв- 

падашща със съставената от нас. ! : . 

С това дадохме пълен отговор Ha трите проблема, NOCTABEHH 

в началото на настоящата глава. Накрая нека да отбележим, че 

твърденията от този параграф и техните доказателства остават в 

сила за линейни пространства и матрици над пройизволни полета 
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ГЛАВА XI - 

TEJA. ЛИНЕЙНИ АСОЦИАТИВНИ АЛГЕБРИ 
: НАД ПОЛЕТА ; 

§ 1. Tena ῃ 
“ 

В глава У разгледахме понятието пръстен и Вякои OCHOBHH 
«войства, свързани с него. Пръстените в глава VI предполагахме, 
ще са комутативни. Тук-ще се освободим OT това ограничение и 
аце насочим вниманяето си към един клас от” пръстени, KOUTO 
имат много общи CBOHCTBA с полетата. 

Нека А е произволен (B общия случай некомутативен) ΠΡῈ» 
„стен с единица е. Изображението y:Z—A на пръстена 7 на це- 
„лите числа B пръстена,А, което се определя с равенството Y (m) 
=me 88 всяко т6 , e комоморфизъм на пръстена Z в пръстена 
Α T. е. изпълнени са равенствата 

х(т +я) (m)+x (π), х (mr)=x(m) χ (ὴ 
„за всеки две пели числа m и n. Ако ядрото kero={klk¢Z, χ (k) 
=0} на у e нулевият идеал в Z, то у е изоморфизъм на Ζ върху 
подпръстена на А, който се състои от всички елементи от вида 
те (m€Z). В този случай казваме, че A е пръстен ¢ характе- 
„ристика нула. ᾿ 

Задача. Докажете, че пръстенът Д.с единица е има хае 
PAKTEPHCTHKA нула тогава и само тогава, когато от т-й (m, n¢Z) 
следва me==ne. . 

Axo ядрото kery на хомоморфизма X:Z—A e ненулев иде- 
ал, то Кегу е главен идеал B Z, който се поражда от някое ес- 
тествено число р, T. е. Кегу-(р) където p>0. В този случай 
казваме, че пръстевът А има положителна ипи крайна харак- 
теристика р. 

Задача. Докажете, че ако A е пръстен с положителна ха- 
рактеристика ι то ре най-малкото естествено число, за което 
ра-0 за всеки елемент а от A. 

Като твърдение 7 от глава У се доказва и следното твър- 

дение; 
Твърдение 1. Ако A e npscmen с единица и без делители 

Ha нулата, то характеристиката на А e или равна на нула, 
τ е просто число- 

, Onpenenenne 1. Ненулевият пръстен D с единица е се на- 
грича тяло, ако мултипликативната му група Π съвпада с мно- 
жеството D\{0} ет всички ненулеви елементи на D, Τ. е. ако 
свсеки ненулев елемент на D е обратим в D. 

Примери т 
1 Всяко поле ‘e тяло, в KOETO е изпълнен комутативния 
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закон за умножението. Обратно, всяко  комутативно тяло е поле,. 
2. Нека K е подмножество на пръстена M (2, С) на матри-. 

ците OT BTOPH ред с комплексни елементи,. което се състои отг 
всички матрици от вида 

. {1ἡ». 
където 2, #6С, а « и Е са съответно комплексна епрегнатите на: 
zut Ако 

И Е ДНН 
€ ненулева матрица, поне едно от числата #и te различно ΟἹ 

нула и детерминантата d=zz+4ii= [z|‘~’+]t|2 Βᾶ ае положителназ 
реално число. В този ,случай: 

! а > 
at={ 2 -, 

- - U 
\ - 

Ζ 
където и=Т, ‘!I=-——d-. chefl.OBaTEJIHO BCEKH ненулев елемент” 

а от K e обратим и неговият обратен елемент 41 също се. съу 
държа в K. Нека 

z £y а “ 
a={ , Ξ . С) 

—t Ζ —tl zl 

са две произволни матрици ot K. Torasa 

. α-’ὐ:( Tz t:fi),ab:( #. X), 
--(ἐ-πέῃ 2--Ζ.} --у х 

където Хх-22)--ЕА и у-2А4Е3).- Следователно a—p и ab ca са-- 
що елементи от K. Така проверихме,. че K е подпръстен на пръ-- 
стена М(2, C) Освен това в пръстена K се съдържа единичната: 

матрица Ε- и затова K'e пръстен с единица.. Тъй Κκατο" Ῥ Ρ 

всеки ненулев елемент от пръстена K е. οὔρδτημ' B-K,. το' K е 
тяла. Тялото K се нарича тяло на кватернионите. Tanoto' К” 
на кватернионите. е некомутативно, т.е. K не. е поле.. Действие. 
телно матриците . . 

{τ}00.ἢ 
се съдържат в K, на те. ве комутират, защото ' 

м ο.ι(ί фу O —i Ν 
᾿ (—'1 Ο 0' γ-ἰ -'ι O) ; ' 

- (Ιἶ Ху 01 (0 i 
К () -ἰ}ξ; . 1᾿ 0/ W o 

ЗА 
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Тялото на кватернионите е най-простият пример на не- 
комутативно тяло, но едновременно с това те е един от най- 
важните обекти в теорията на телата. 

- Подпръстенът В на тялото D се нарича подтяло на D, ако. 
В съдържа единицата € на D и заедно с всеки ненулев елемент: 
b¢B в В се съдържа и неговият обратен b~ Ясно e, че подтя-- 
дото, разглеждано като пръстен, е тяло., 

Задача,. Докажете, че сечението на произволна съвкупност 
ΟἹ подтела на дадено тяло D е също подтяло на D. 

Веяко комутативно подтяло на D ce нврича подполе на тя- 
лото D. 

Ако А е произволен пръстен, то със 2 (А) ще означаваме 
подмножеството на A, което се състони OT всички елементи Ζ не 
A, такива, че z@=az 88 всяко а от A, Τ. е. 

# (A)={z|z¢ A, az=za за всяко aeA} 
Подмножеството Z(A) Ha А се нарича център на пръстена A. 

Ако b е фиксиран елемент от пръстена A, подмножеството- 
на Д ет всички елементи а от A, за които е изпълнено равен- 
ството ab=~ba, се нарича нормализатор на елемента b и се 03~ 
начава ¢ А/(6). 

Задача : 
а) Докажете, че нормализаторът Л/(6) на всеки елемент В 

от пръстена A е подпръстен на A - 
8) Докажете, че Л/(6)-- А тогава и само тогава, когато b ¢ 2 (A). 

9 Докажете равенството 2(А)- [ М(6), т. е. докажете, че. 
#А 

UEHTBPLT на пръстева А е сечение на нормализаторите на BCHUKW 
елементи на пръстена 4. : 

а) Докажете, че центърът Z{A) на пръстена A e комутатн- 
вен подпръстен на А, който съдържа единичния елемент на 4 
(ако той. съществува). 

Твърдение 2. Пормализаторът Ν (d) на всекиа елемент « 
от тялото D е подтяло на D. 

Наистина лесно се проверява, че N(d) е подпръстен ка D, 
който съдържа единицата е на тялото D. Нека a ¢ N(d) и a==0.. 
Тогава ad=da. Като умножим последното равенство отляво и от- 
дясно с @73, получаваме да--а 14 и затова α ΕΝ (4). Следо-. 
"Вателно N (d) e подтяло на D, 

Следствие 1. Центърът 2(0) на всяко тяло D е подполе: 
на D. 

Действително от предишната задача знаем, че 2(0)- ПА (ὦ). 
В - [.)5512] 

Тъй” като сечение на подтела e подтяло, то #(0) e комутативно- 
подтяло на D, 1. е. #(0) e подполе на D. 

Следствие 2. Нека D е тяло с характеристика p=0.. 
Тогава ако p=0, mo сечението на всички подтела наЙ е под-. 
поле на центъра Z(D) на D, което e изоморфно на полето 
О κα рационалните числа. Ако p>0, mo ре просто число ш 
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«сецението на всички подтела на D е подполе на центъра 
Z (D) на D, което е изоморфно на полето 1, на класовете 
остатъци по додул р. 

Наистина сечението на всички подтела на D съвпада със се- 

чението на всички подполета на полето Z(D) и характеристиките 
на ι ва пентъра 7 (О) на D ca еднакви. Затова следствието 

се получава от съответния факт за сечението Ha . всички подпо- 

лета на едно поле (виж.следствие 1 от глава VD, 

Примери 
1. Нека Ре произволно поле. От линейната алгебра e из- 

вестно, че центърът Z (M (n, Р)) ὰ матричния пръстен M(n, Р) се 

„ състои OT BCHYKH скаларни матрици «Е, където Ε е единичната 

матрица от ред п, 8 «ЕР. 

2. Всяка матрица от вида 

«“-«, τ ) 
където α е реално число, се съдържа в тялото К на xBa'repHno- 

ните (защото o= «) и комутира с всички елементи ΟΥ K, т. e 

«Е 62 (К). Нека матрицата 

е от центъра Z(K). Тогава. 

(5 а) 
58 всеки две комплексни числа ги # Като изчислим двете npo- 

ИЗВЕДЕНИЯ в последното равенство и прнравним елементите Ha по- 

мучените матрици, получените равенствата ' 

uz—vt=20—tv, πέε 2- 20 , 

Г —vz—uf=—tu-—zv, —vitzu=—tv+zy, 

KOHTO са изпълнени за всеки две комплексни числа « Η 4. Като 

положим #20 и {=1, от първите равенства получаваме u=un 

v=v. При z=0 н #Г Wbk получаваме v=—v и затова v=~0. 

Следователно матрицата S e or вида u((l) ?)':uE, къдетой € pe- 

ално число. [fo такъв начин доказахме равенството 

Z(K):{(g 2)]¢ZER}. 

„ 3apaua. Докажете, че ненулевият пръстен 29 е тяло ,тогава 

и само тогава, когато за всяко # от () и за всеки ненулев еле- 

мент а от Г) уравненията 

ax=b, уа - 6 
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имат по едно-единствено решение B /). 
Задача. Докажете, че всеки ненулев краен пръстен без 

„делители на нулата е тяло. 

§ 2. Линейви асациативии алгейри над дадено поле 

Болшинството от най-важните и често срещани примери на 

пръстени се оказват едновременно и линейни пространства над 

някое поле. При това в TAX добре" се съчетават двете понятия 

пръстен и линейно пространство. Затова съвършено естествено 

възниква следното определение. 
Определение 2. Пръстенът A се нарича ланейна асоциатиа-“ 

на алгебра над полето P, ако А е линейно пространство над Р 

спрямо операциите събиране в пръстена A и умножение на еле- 

менти от А с елементи OT полето Р, при което За всеки два 

елемента а н b от А и за всяко А от Р са изпълнени равен“ 

ствата Σ 

Σ .е λ(αδ) τ(λα) #--а (λδ). 
Ако пръстенът A е комутативен, алгебрата A се нарича комута- 

тивна. Размериостта dimp,A на линейното пространство А над Р 

ще наричаме размерност на алгебрата A над нолето Р. Ако тази 

размерност е крайна, To А се нарича крайномерна алгебра над 

P. B противен случай А се нарйича безкрайномерна алгебра над 

, Алгебрите над полето А на реалните числа се наричат реални 

алгебри. ' 

По-нататък ще разглеждаме CAMO линейни асоциативни алгебри 

над поле P и затова 88 краткост ще ги наричаме алгебри над P. 

Примери : 
1. Ако Р е произволно поле, τὸ Р е едномерна алгебра над 

себе си. В частност полсто В на реалните числа е едквомерна 

алгебра над В, а полето С на комплексните числа е едномерна 

алгебра над C. ᾿ 
2. Ako L e произволно разширение на полето P, τὸ Д е κὸ- 

мутативна алгебра над Р. Алгебрата Д над Р е крайномерна TO- 

гава й само тогава, когато L e крайномерно разширение на Р и 

в този случай степента [L:F] на разширението L' на P e равна 

Ha размерността dimpl на алгебрата L над полето P. Полето ς 

на комплексните числа 6 двумерна алгебра над полето R на реал- 

ните числа. Полетата В и С са безкрайномерни алгебри над πο- 

лето () на рационалните числа. . 
3. Нека I/ е произволно линейно простракство над полето Р 

Във V въвеждаме умнозжение с равенетвото xy=0 за всеки два 

Bextopa х, y ¢ V. Лесно се проверява, че отвосно това умножение 

„линейното пространство Μ се превръща в алгебра над Р.За да 

подчертаем факта, че произведението на всеки ДВва елемента на 

алгебрата V' e равно на нула, ще казваме, че ὶ е алгебра с 

тулево умножение над полето P’ 
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4. Пръстенът Plx] на поЛиномите на променливата. х с кое-. 
фициенти от полето P e безкрайномерна алгебра над ὶ По-об- 
WO пръстенът Р х Xy, ..., X,] на полиномите Ba променливите 
Хъ Хлъ X, е безкрайномерна алгебра над полето Р. . 

5. Пръстенът M(n, Р) на всички квадратни матрици от ред: 
п C елементи ΟἹ полето P е.алгебра нвад Р с pasMepuoct #2. Та-. 
зи алгебра се нарича алгебра на матриците от ped п над no-- 
ле;по Р. В M) (п, Р) базис образуват матричните единици Ε, (i, / 
= :‘2, .... R) . 

Множеството А (п, Р) на всички триъгълни матрици OT ред т 
с нули над главния диагонал и с елементи от полето Р е също, 

алгебра над Р с размерност "("2'”) ». базис Ha KOATO образуват 

матричните единици Ὶ където 1=i< j<<n. Тази anre6pa се на- 
фича алгебра на триъгълните матрици от ред п над нолето,Р. 

6. Ако X e произволно непразно множество, а Р е поле,. 
множеството Fun (X, 2) на всички функции, конто са дефинира-. 
ни в Х и приемат стойностите си B P, е алгебра над Р cnpsmo. 
обичайните операции събиране, умножение на Ффункции и умна-. 
жение Ha елемент от Р е функция --ако / g€Fun (X, Р) н L¢P, 
те f+g 75 κ λ се определят с равенствата 

(f+8 ) =f(x)+8 (), (8303-7 (0 ε( ἡ), (W) x)=2f (). 
Алгебрата Fun (X, РУ над P e крайномерна TOrapa и вамо Torapa 
когато X e крайно множество B паоследния случай броят на: 
елементите на Х съвпада с размерността η Fum(X, Р) над P, 
защото базис сбразуват функциите f, (x € X), които τ определе-- 
ни по следния начин: ’ 

{1, ако x=y, 
f-'(y)‘{o, ако x=y. 

7. Ako V e линейно пространство Над полето P, мнежест- 
вото Hom(V, К) на всички линейни преобразувания на V e ал-. 
гебра над Р относно събирането, умножението на линейни пре- 
образувания и умножението на линейни преобразувания с елемен- 
тя οὐ Р. ' ᾿ | 

Определение 3. Ако А и B са дне алгебри над едно и сЪ- 
що поле P, то изображението ф:4->В8 ще наричаме изоморфизом 
на алгебрата A върху алгебрата B, ако ¢ е взаимно еднозначно 
изображение на A върху B и ако 88 всеки два елемента а, b €A 
и 88 всяко A€P са изпълнени равенствата " 

ἐφία-δ)εεφί(α)-Ἐ φ(δ). + (аб6)--4(а) φ (b), 
| ф(а)-- ф (а).. : . 

τ Другояче казано, изображението ¢ на A в B е изоморфи” 
зьм на алгебри, ако ф е €OHOBPEMEHHO изоморфизъм на пръсте 
на А върху пръстена В и изоморфизъм ὰ лйнейното прост- 
ранство А върху ланейното пространство Β. - 
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Ако съществува изоморфизъм на алгебрата А върху алгеб- 
-рата B, ще казваме, че A e изоморфна на 8 и ще пиштем AxB. 

В Задача. Нека L, M кя N са три . алгебри над полето Р. 
„Докажете, че: 

1) Де 
- 2).ако (2<М, то /Ие “ 
3) ако Le=M и M=N, то L=N. - 
От гледна точка на алгебричната теория всеки две изоморф- 

ἜΗ линейни алгебри са-еднакви или по-точно те са две копия на 
гедин и същ. обект,. Ясно e, че, алгебричните свойства на две H30- 
гморфни алгебри ще бъдат едви и същи," Трябва изрично да под- 
чертаем, че за изоморфизъм на две алгебри над различни полета 
не можем да говорим. 

. Пример. Нека V е п-мерно линейно пространство вад поле- 
10°P, а e, ey..., e, е фиксиран Gasuc на V. Torasa, както 3Ha- 
ем OT курса по линейна алгебра, на всяко линейно npeoGpasyea- 
ние ф на V, т.е. на всяко Ф от алгебрата Hom (V, V), се съпоста- 
вя матрица, а-(а,;) or M(n, Р)--товае матрицата на ф в бази- 
са е) еь -..; €, в тя се определя от координатите на векторите 
Ф(е:), Ф(ез),...,, Φί6,), като координатите на ср(е) образуват 
Дтия стълб на а(-1, %,..., n). От курса по линейна алгебра 
знаем също, че посоченото изоабражение на Hom(V, V) в M(n, Р) 
има всички свойства, които се изискват в определението за изо- 
морфизъм на алгебри. "Следователно, когато n=dimpV, имаме 
Нош (У, V)=M(n, Р) и с помощта на всеки фиксиран базис на 
„пинейното пространство Г се получава по едие изоморфизъм на 
алгебрата Hom(V, V) върху алгебрата M(n, Р)--този изомор- 
физъм изобразява линейното преобразуване в неговата матрица 
гвъв фиксирания базис. 

. Нека сега A e крайномерна алгебра над полето Р и ар й ..% 5 
-а, е базис на А. Произведенията.аа;(5 f=1, 2,..., п) са линей- 
:ни: комбнинации на базисните елемейнтя, T. е. 

п 

ai.a!=z τὤα,,(!ξἱ, /я) , 

. k=1 

“Жоефициентите Туь Ккойто са n® на брой, се наричат еструктур“ 
ни константи Ko алгебрата А в базиса ay йз,....а, Струк- 
“курните константи на А в дадения базис определят eAHO3KAYHO ум- 
щожението Β . Наистина ако X, уЕА, то . 

-᾿ | x—Z E[a{s y—-Zn,a,. 

ἐξὶ , 

. 

Ν | χ}'"Σ Σξιη͵α͵α͵-Σ Σ Σξιηϊἴω“ι: 
εὗ πὶ j=1 и ἐπὶ f=1 k=1 
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n ” n 

. =Z ZZEflm’m Дь 
ες k=1 \1=1 j=1 

Твърдение 3. Две крайномерни алгебри A и B καὸ полето 
Р са изоморфни тогава ц само тагава, когато те имат ебна 
й съща размерност п над Рав А u В могат да се намерят 
съответно такива базиси Ay, йз..., By ий by, бл..., by, че струк- 
турните константи на.А в базиса a,, ..., q, съвпадат със 
структурните константи на В в базиса by, b,,..., b, 

Доказателство. Нека #« A—B е изоморфизъм на А вър- 
ху Β. Понеже ф е изоморфизъм на линейното пространство 4 вър- 
ху линейното пространство B, то dimp А -- . B. Нека n=dim,A и 
ар Gy ..., @, е произволен базис в A. Тогава елементите 6) -- ((а4), 
.... b,=9¢(a,) образуват базис в B. Нека Yt jk<n) са 
структурните KOHCTaHTH Ha A B базиса a,, 4,,...,a, Torasa ca 
ивпълнени равенствата (1), 3a да изчислим CTPYKTYPHHTE KOH- 
ставти на B Β базиса b, ф6,,...,0,, трябва да изразим прфоизве- 
денията #,0; като линейни комбинации на елемевтите от този 
базис, Ho . . 

ι 

διδιφεφί(αρ + (а)--Ф(4а)/)--ф Σ Yl 
ἅπι 

| = Σ ТраФ (ak)=_ Σ Ὑ,-,-ἆἶ’κ-' 
k=1 k=1 ' 

Следователно структурните константи на алгебрата В Β᾽ базиса 
by, by, ..., 8, ca същите, както структурните константи на А Β 
базиса a;, as ..., . ' . 7 ' ' 

Обратно, нека dimpA=dimpB=n, а, ay, ay..., @, и b, by 
v+ b, са съответно такива базиси na- A и B, че структурните 
константи Т на A в базиса ay, а., /..,а. съвпадат със съответ- 
ните структурни константи 8 на В базиса by, b, ..., b, т.е. 
Ту 6,„(1<:6 j, k=n). От линейната алгебра е известно, че в TO- 
зи случай съществува едновначно определен изоморфизъм «р на 
линейнотО пространство, 4 върху линейнвото пространство B, 
който удовлетворява равенствата ¢(4)=bi(i=1,2,..., п). Не e 
трудно да се провери, като се използуват формулите (1) и ра- 
венството на съответните CTPYKTYPHH KOHCTaHTH, че ф е изомор- 
физъм на алгебрата А върху алгебрата B, 

Твърдението е доказано. 
Нека 5 e произволна едномерна алгебра над полето Р с Ga- 

” зисен елемент е; (е,-+-0). Тогава алгебрата S се определя от един- 
ствената си структурна константа у, която се получава от равен“ 
ството е уе) Ако γεξθ, то 5 е изоморфна на едномерната ал- 
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гебра с нулево умножение над Р. Ака γεξῦ, разглеждаме елемене 
та 8-- ες от S. Τ като е2--2, то 5 B бависа ся Те) има 
"същата структурна константа, равна на единица, както и алгеб- 
рата P над Р в базиса си, съставен от единичния елемент. 
Според горното твърдение S е изоморфна на полето P, разглеж- 
дано като алгебра над cebe си. Така получихме следното “ 

„ Твърдение 4. Всяка едномерна алгебра над полето Ре 
изоморфка на едндмерната алгебра καὸ Р с нулево умноже- 

„ ние, или на полето P, разглеждано като алгебра кнай себе си, 
т. е. с тоаност до изоморфизъм над всяко поле Р ama само 
две неизоморфни едномерни алгебри. 

Задача. Докажете, че всяка n-mepua алгебра А над полето 
Р е изоморфна на подалгебра на матричната алгебра /М(и, P). 

Упътване, На произволен елемент х--оца- ...+ 2,0 (e € P) 
от п-мерната алгебра Д с базис а), 4y, ...,q, съпоставяме ма- 
трицата X от M(n, P), на която елементите от ΠΎΗ ред (i=1, 
2,..., п) са съответво равни на координатите елемента а,х в ба- 
зиса ар йз,..., ал 

Твърдение 5. Ако A е престен с единица е ай L е nodno- 
ле на центъра Z(A) на A, което съдържа единицата е на 
пръстена A, то А e алгебра над полето I. 

Действително ако А е enemenr οἹ L, a @ e ΟἹ A, то npons- 
ведението Да € определеноа и ЗабА, защото L се съдържа B 
пръстена А. Освен това λ(αδ):-- (λα) ὃ-- α(λ8) за всяко ACL, а, 
064, понеже A€ ἐ Ξ Z(A). Tosa, че A е линейно пространство 
над L, следва впепосредствено от аксиоемите 88 събнрането и ум- 
ножението, които са изпълнени в пръстена А. 

Следствие 3. Всяко тяло D е алгебра над своя център! 
Z{D). . . . 

Твърденке 6. Ако A е алгебра с edunuya e (е4-0) μαὸ nosemo 
D, подмножеството L={pelpcP} на А e подполе на центъра 
Ζ(Α) u e изолорфио на полгто Р.. | | ' 

Joxasatencrs 0. Hexa 1 e единицата Η полето P. Тъй ка 
то l.e=e, τὸ е6 Г. Очевидно e, че изображението ф:Р-./, опре- 
делено ὋΤ Рравенствата Фф(р)-ре( PEP), е изображение ὰ P 
върху L. Ше покажем, че / е подпръстен на Z(A) и че ¢ e изо- 
морфизъм на Р върху L. : 

Действително нека ре е произволен елемент от L и авА. 
Тогава (pe)a:p(ea):p(ge):a(pe) и следователно . е NOAMHO- жество на 7(А). Освен това . : 

pe—pie=(p—py)e, (Ре(е)-- (ρρι) ὁ,͵ 
( където pe, е са произволни елементи от L, т.е [ е подпръ- стен на #(А), От друга страна, " | 

КТ -νρι)ὲ(ρἠζρι)ε:)νεἔ-ριεέφ(ῥ)Φφἆρἁ | 
φίρρῃ)--(ρρὴ) e={p€) (1) =p () Ф (0) 
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“3a всеки два елемента p, py ¢ P. Затова ¢ е хомоморфизъм на по- 

лето Рвърху пръстена L. dnporo kere Ha ¢ . He съдържа еди- 
„ницата 1 на P, тъй като p(l)=le=e+0, 7. & Кегф е идеал на 
P, който не съвпада с Р. На полето P Wva само два идеала-- 
гнулевия и цялото P. Следователно Кегр-(0) и фе изоморфизъм 
,на Р върху L. Оттук следва, че L е съща поле. Твърдението e 
доказано- 

Or предишните "две твърдения следва, че когато А e алгеб- 
ра с единица €30 над полето P, то полето Р може да се отъж- 

дестви с подполето L={pélp¢ P} на центъра на A, Τ. е. можем да" 
«<читаме, че Р е подполе на центъра #(А) на A, което съдържа 
единицата е на А. Например елементите на дадено поле Р могат 
да бъдат отъждествени съСс CHOTBETHHTE скаларни матрици от 
M(n, Р) и да считаме, че P=Z[M{n. Р)) и M(n, Р) се разглежда 
като алгебра над своя център. 

Нека A е алгебра над полето 'P. Ако в чръстева "А няма 
делители на нулата, казваме, πὸ d e алгебра без делители на нула. 
та. Ако пръстен г Д е тяло, казваме, че алгебрата А е алгебра 

с деление над полето P. В последния случай можем да считаме, 
че Р е подполе на центъра на тялота A. 

Твърление 7. Всяка ненулева крайномерна алгебра A над 
полето Р, в която няма делители на нулата, е. алгебра с 

делекние. 
Доказателство. Нека ἂμ '@y, .-..а, е произволен "базис 

на алгебрата А над полето Р. Трябва да докажем, че A е тяло. 

Ако а е ненулев влемент от A, систематТа елементи аа, ай - - - » 84, 
е линейно независима. Наистина ако 

м(ва)-+(аваз)+ .. . +(аал)-0 
88 някои ЛА,ЕР, 10 

| . н a(zlal+l2a2+ .“- -"ι’λπαπ):Ο' 

"Тъй като а4+0 и B А няма делители на нулата, те 

ма-Аа + .. +Айл--0. 

"Но а, a,,...,a, са линейно независими над Р и затова λῃ: 
=)p=... =2,=0. Понеже n=dimpA и cucremara aq, айл,..., 20, 

.е линейно независима, то тя ще бъде базис на A над . Torasa 
„всеки елемент #64 ще се представя във вида ” 

ὀ:ἑμἱ (ва; )--а ἑμι' а; 

:32 НЯКОИ пъ рае ра 07 Р. Следователно уравнението ax=>b при 
1а--0 има решение в A. Ако ὥχι,ξῦ и ἀχᾳ-ϑίχι, x,€A), τὸ 
a{x;—x,)=0. Понеже в А няма делители на HYyAaTa и а+0, от 
последното равенство следва равенството Xy=X,, Τ. е. уравниение“ 
Ο ах-6 за всяко b и за всяко ненулево а от А има едно-едия” 
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<CTBEHO решение в A. Съвършено аналогично се доказва, че урав- 
„нението уа--6(а, 66 A, a==0) също има едеко-единствено реше- 
ние в 4. Следователно пръстенът A е тяло и алгебрата 4! над P 
" алгебра с деление. Твърдекието е доказано. 

му., Забележка. Доказателството на горното твърдение след оче- 
видна модификация дава решение на последната задача ΟἹ 5 1. 

Ако A е алгебра над полето Р,то непразното подмножество M 
в 4 се нарича подалгебра на А, ако М е алгебра спрямо опера- 
ἽΠΗΤΕ B A, Τ. е. за всеки два елемента х и у от M и 3a всяко 
Л or P, елементите X-+y, ху и Ах са също от M. 

Очевидна e, че непразното полмножества M на A e подал- 
,„гебра на А тогава и само тогава, когато M е подпръстен на 
„пръстена А и подпрестранство на провтранствето 4. 

Примери . - 
1. Алгебрата A(n, Р) от триъгълните матрища с нули «над 

:главния диагонал е flfgl-mepua подалгебра на алгебрата М(и, 

-P) на матриците от п-ти ред над полето P. 
2. Подмножеството {0} от нулевия елемент на алгебрата A e 

подалгебра на A, наречена нулева подалгедра. 
2А 3. Центърът Ζ (A) на всяка алгебра A над поле Р е подал- 
ггебра на А. В частност скаларните матрици от /М(п, Р) образу- 
ват едномерна подалгебра wa /М(л, P), конто е изоморфна на P, 
фазглеждано като алгебра над себе си. - 

, 4. Тялото K на кватернионите е подпръстен на алгебрата 
#4 (2, С) над полето С на комплексните числа, но не e нейна под- 
алгебра. Обаче пръстенът /М(2, С) може да се разглежда като 
алгебра над полето R на реалните числа и тялото на кватернио- 
ните K е подалгебра на реалната алгебра /И (2, С). Наистина ако = 
ХЕВ, Τ. е. «--а и 

| ( ; t) 
a= —_ 

—t ς 
.е произволна матрица ot K, τὸ . 

Г 2z «Е αἱ аг ol 
ad=a —_— Б — Ξ - — 

-t # —al ocz) —ot oz 

е също Marpuna οτ ὐ Καὶ Ще нокажем, че K е .четиримерна реална 
„алгебра и неин базис образуват матриците 

е438) a5y 
в-( 9 } а-(? 4) 

” Действително ако z=a-+bi и f=c+dica две произволни ком- 
иплексни числа, те : ' 

a+bi crdi\_( ЕА . 
{ -с+а a—bi)—( —t ;) αΕῄ-ὑᾷψσΕΞΐάΕ“ 

' и й 
~2) Алгебра с теория на числата 305



където @, b, ¢, 4ЕВ. Получихме, че всеки елемент от K се запис-. 
ва ката линейна комбинация на £y, Е.,, ξ и Ε, с реалви коефи- 
циенти. Ако o, B, v, δ 6 Ε, равенството ' 

«Е 4+-ВЕз + YEy+3E; =0 
е еквивалентно на равенството 

| «В Y48 \_[0 01 
—y+3 «- В 00 

Π затова a«=pg=y=8=0, T. е. матриците А, E,, E, и Ε, са линей- 
но независими над полето R на реалните числа. С. това доказах-. 
ме, че Е, E,. E; Ε, образуват базис на алгебрата K над полетс 
R, поради което ай K=4. Лесно се проверява, че са изпълнени 
равенствата 

ЕЕе ЕЕуе Ε, (k=1, 2, 3, 4), " 
с) Е е Ее Е - - Ε᾿ 

ЕгЕз= "ΕΞΕΖ:Ευ Ε2Ει: “'E4E2= ;Ез: 

ЕЕ < —E,Ey=F,. . 
Удобно е последните равенства OT (2) да се запишат във вид на: 
следната таблица, в която Ha (7, #)-то място се посочва на какво 
е равно произведението Ε, Ε. (r, k=2, 3, 4): 

| Ε. Ε, Ε, 

τ E|-E, Ε, --, 
е Е --Εἰ —E, Ε 

Е,| Ε, —E, —E, - 
AKO отъждествим елементите Ha полето R на реалните числа- 

СЪС съответните скаларни матрици ot K и за матриците Ey, Е», 
Ез и Е, ῬΈΒΕΠΕΜ съответно означенията 1, г Ли k, то noayyaea- 
ме, че тялото на кватернионите К има базис 1, 4 j, # като an- 
гебра над В. Всеки елемент а от К се записва еднозначно ΒΈΒ. 
BH χᾶ ; 

(4) . amadibyi+ok, , 
където &, В, у, 56 Ε, а базисните елементи 1, i, Л # се. умножават" 
така, както е посочено в таблица -(3). В новите езначения тя. 
приема вида 

ЗИ ДН 
Е|-1 ὰ - 

) Л|-# —1 “ 
εἰ j—i -ἰ 

като се има предвид, че 1 e единичният елемент на K. 
Елементите на тялото K на кватернионите, записани във ви- 

да (4), се наричат кватерниони. С това показахме, че тялото на 
кватернионите € четиримерна реална алгебра с деление. 
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Задача. Ако ае кватернион от вида *(4), кватернионът 

а-а--8(--у)--6Е се нарича спрегнат на α. Докажете, че: 

1) М(а) --аа-и4+824-424.52 и при а-4-О обратният елемент 
1 - R . 

Ν (α) а; . 

2) N(ab)=N (a) N(b) за всяко a μ b от K. 
3anaua. Jlokawere, че пръстенът M (2, С) е осеммерна ал« 

гебра над полето R на реалните числа. 
Задача. Дсокажете, че една едномеона алгебра В над по- 

лето Р има само две подалгебри-- цялата алгебра B и нулевата 
подалгебра. : | 

Всяка подалгебра /И на алгебрата A, която не съвпада с A, 
се нарича собствена подалгебра. Очевидно e, че само нулевата 
алгебра няма собствени подалгебри. Обаче, както следва от пред- 
ната задача, едномерните алгебри имат една-единствена собстве- 
на подалгебра, а именно нулевата подалгебра. . 

Подалгебрата N на алгебрата A се нарича идеал на А. ако 
88 всеки елемент х ΟἹ N и 88 всяко а ΟἹ А двете произведения 
ах и ха ca елементи ot К. Например нулевата подалгебра и ns- 
лата алгебра A τ идеали на А. Подалгебрата А(п, Р) ot три- 
ъгълните матрици не е идеал Ha алгебрата /И (п. Р) на матриците 
от ред л над полето P, НГИ Ἔ 

Всяка алгебра A, която ие е с нулево Умножение и която 
няма ненулеви собствени идеали, се нарича проста алгебра. На- 
пример ако L e разширение на полето £, то L e проста комута- 
тивна алгебра над P. Всяко тяло D е преста алгебра над центъ- 
ра си 7 ()) или над.кое ΠῈ е подполе на центъра Z (D). 

Твърдение 8. За всяко поле Р и за весяко естествено час- 
ло п матричната алгебра M{n, Р) е проста. ” ! 

Доказателство. Нека V e произволен ненулев идеал на 
М(п, P). Ще покажем, че N съвпада с M(n, P), т. е. N не е соб: 
ствен идеал. Достатъчно е ΜῈ покажем, че всяка матрична еди- 
яице £, се съдържа в N, тъй като матричните единици образу- 
ват базис на алгебрата M (n, Р) над P. Тъй като А+4-(0). 10 съ- 
ществува ненулева матрица X=(X;), която се съдържа Β N. To- 
гава NOHE един OT елементите Xi; на X, например X, е ненулев. 
Нека %2 и r ca произволно избрани числа измежду числата 1, 2, 
...,n. Ще покажем, че произведението (x;'E,)xE, съвпада с 
E,,. Нанистина 

и ” п 

X= Σ Σ χ.-,-Ε,-,-. 

- =1 
᾿ 

Затова - 1 . 

наа e a 1= 

(%5 Е .) ¥Eyp = жЕ intfir ех (хаЕ .) Ξ Е 
i=1 " 
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Понеже N e идеал на М(я, Р) и хЕМ, 10 

Ep=(xFE ) ХЕЕМ (R, r=1,2,..., 1), 

Следователно N=M (п, P), с което твърдението е доказано. 
Определение 4. Ако Ди 8 ca две алгебри над едно и съ- 

що поле P, изображението ῳ: 4--Β се нарича хомоморфизъм на 
алгебрата A в алгебрата B, ако за всеки два елемента си b or 
A и 33 всяко A от Р ca изпълнени равенствата 

Ф(а+6)--Ф(а)++(0). + (αδὴ) τεφ (α) # (6), 
φ(λα)τελφ(α). - 

Ако ф e хомоморфизъм на алгебрата А в алгебрата B над 
полето P, множеството OT τ всички елементи OT A, които % H30. 
бразява B нулевия елемент Ha B, се нарича ядро на хомоморфиз. 
ма фи се бележи с kery, т, е. 
ее -- “ 

- kerg={ala¢ A4, ¢(a)=0} 
Множеството OT всички елементи X от B, които имат първо- образ в А при хомоморфизма ¢, се означава с Ime или с Ф(4) и 

Се нарича образ на хомоморфизма g, т. е. Ime={¢(a)|ac Ak 
Задача. Докажете, че ako ¢ e хомоморфизъм Ha алгебрата A B anrebpata B, 10 ker¢ e идеал на A4, а Im ¢ e подалгебра на B, 
Ще xasBame, че хомоморфизмът ф Ha 4 Β B e хоморфизъм Ha an- 

гебрата A върху алгебрата B, ako Ime=2>5, T, е. ако 88 всеки ene- 
мент X от B съществува такъв елемент а от A, че φ (а) τε χ. 

Очевидно е, че изоморфизъм ф на алгебрата А върху алгеб- 
рата B е хомоморфизъм на А върху B, ядрето на който съвпада с 
нулевия идеал на A, T. е. понятието изоморфизъм е частен слу 
чай на NOHATHETO хомоморфизъм. 

Нека N е произволен идеал на алгебрата А над полето Р 
Тъй като А е модул (линейно пространвство) над Р спрямо опе 
рацията събиране на елементи от A и умножението им с елемен 
ти от P, a N e подмодул на A, можем да образуваме фактор 
модула (фактор-пространството) A/N. Нека п:4->А/М е естестве 
HHAT хомоморфизъм на линейното пространство A върху линейно 
то пространство A/N. Във фактор-пространство A/N обаче можем 
да въведем операция Умножение: ако X+N и y+N са два σβεβα" ни класа на А по N, т. е. хНА/”и y+N са два елемента ΟἹ ΑΙΝ, то ΠῸ определение полагаме : 

ΔΈΝ (y+N)=xy+N. - Тъй като Ν e идеал на пръстена A, операцията умножение е ко. 
ректно определена (виж например 5 4 на глава V). Лесно се про 
верява, че пространството A/N с въведената операция умножение“ 
Ce превръща в алгебра над полето P, а ἢ се оказва хомоморфи- 
зъм на алгебрата A върху алгебрата А/М. Така построената ал 
ебра A/N се нарича фактор-алгебра на А по нейния идеал N’ 
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Ξ /?Ч — естествен хомоморфизъм на A върху нейната фактор-алгебра 

Задача. Докажете, че kern=N u 7 е изоморфизъм Ha А 

върху А/М тогава и само тогава, когато N e нулевият идеал на А. 

Ако, съществува хомоморфизъм на алгебрата A върху алгеб- 

para’ B, казваме, че В е хомоморфен образ на алгебрата-А. На- 

пример всяка фактор-алгебра A/N на А е некн хомоморфен образ 

и това го установихме с естествения хомоморфизъм на A върху 

ΑΙΝ. 
3a алгебри € в сила също съответната теорема 88 хомомор- 

физмите. 
Теорема 1. Hexa ¢:A—B е произволен хомомарфизъм на 

алгебрата А върху алгебрата В ц N=kerg е ядрото Ha ф. 

Ако л:А--А/М e естественият хомоморфизъм на А върху ней- 

ната фактор-алгебра A[N, mo съществува такъв изоморфизъм 

< на фактор-алгебрата AIN върху алгебрата B, че последова- 

телното прилагане на хомоморфизма ἡ ий изоморфизма т съв- 

пада с хомоморфизма ¢, M. е. P=1TT, - ᾽ 
Действително от тТеоремата 38 модулите над комутативни 

пръстени ,знаем, че изображението t:A/N—B, което се определя 

с равенството τίχ- ) τ φ(χ) за всеки елемент x+N от AN, е 

изоморфизъм на линейното пространство AJN върху B и че 

φεςτη, Остава само да се провери, че т изобразява произведение 

на елементи от A/N в произведение на техните образи, т. е. че τ 

е изоморфизъм на алгебри. Нека х+М н ΨῈΝ ca два елемента 

от A/N. Тогава : 

τ +N) (y+ Δ) ετ (хуч А)е (x3)=¢ )φ )5. 

И =t(x+N)(y+N) 
н затова т e изоморфизъм на алгебрата A[N върху алгебрата B 

Теоремата e доказана, . . 

§ 8. Teopema на Фробениус 

B този параграф ще докажем забележителния факт, че пол: 

то R на .реадните числа, полето С на комплексните числа и т 

лото K на кватернионите с точност до изоморфизъм са едиистве 

HUTe, асоциагтивни крайномерни алгебри над полето R без делите 

ли на нулата. | . 

Лема 1. Hexa D e произволно тяло, S е комутативен 

noonpscmen на D ийа e такъв елемент на D, че 3a всяко 8 от 

S e изпълнено равенството as=sa. Тогава D притежава та- 

къв комутативен подпръстен T, който едновременно съдър- 

жааший S - . 

Действително нека Τ е множеството от всички елементи на 

D, каито могат да се запишат като полиноми на а с коефициен- 
ти ot S. Ако | 

ἐπε ο δια +-8,а2+ ... 45,07 (5: Еу 
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{ τεϑο а-5:024+ ... 5,07 (,65) 

са два произволни елеменвта от Т, очевидне €, че Е--Е и #Е са 
също елементи от Т. Освен това # - ἐ Следователно Т е ко. 
мутативен подпръстен на D, който съдържа а и 45. 
, Лема 2. Всеки комутативен ипвдпръстен S на тялото D 
Се съдържа в подполе на D. 

Доказателство. Аке S е нулевият подпръстен на / Cbr- 
ласно следствие 1 центърът Z (D) е подполе на D, което ChABD- 
жа 5. o 

Нека S e ненулев поларъстен на D. Ще покажем, че B този 
случай полето от частни на 45 се съдържа в D. Наистпна нека 
0--555 и 51 6 обратният на 5 в тялото . Тъй като равенст- 
BOTO 4551:-3515 € изпълнено за всяко §,€ S, YRE3 умножаване на то- 
B2 равенство отляво и отдясно € S ' получаваме, че 45)57 - κ ς 
T. е. 51 комутира с всички елементи OT 4, Ако и елементът 4;) 
е ненулев, от равенството 58:--5)85. Сследва, че 4714 71--(5,5)71 
« (55,)71..511571, T. e, обратните на елементите ΟἹ S също Ko- 
мутират помежду си. Нека сега L e множеството OT всички еле- 
менти OT вида 515,7, където § пробягва всички елементи ΟἹ S, 
а S, пробягва всички ненулеви елементи от S. Понеже 5--(0), то 

е непразно подмножество на D. От предните разглеждания 
следва, че елементите на Д комутират помежду си. Лесно се 
"проверява, че L е подполе на D, което съдържа подпръстена S, 

Наистина ако а -351557 И b=s;57! са два произволни елемента 
ΟἹ L, τὸ 

аз-8-(5184::5а5а) (5)54) , ай τε(δ189) (55,) 7 
са също елементи от L. Следователно L е комутативен подпръ- 
стен на D. Освен това ако 5)57 е ненулев елемент ot L, то 
5140 и обратният (5,51-)7--3,5,7 е също от L, т. е. L е подпо- 
ле нва D. Ако s, е фиксиран ненулев елемент от S, то всяко 5645 
се представя във вида 5--(55,) 5) “ и затова SCL. Лемата е до- 
казана. . ΄ς 

Следствие 4. Ако S e nodnose на центъра на тялота D 
ц а e произволен елемент om D, mo D притежава такова 
подполе L, което едновременно съдержа S й a. 

Наистина 88 подпръстена „ и елемента а са изпълнени YC- 
довията на лема 1, Следователно 5 и а се съдържат в комута- 
тивен подпръстев Т на тялото D. Но съгласно лема 2 подпръ- 
стевът Т се съдържа в подполе L на тялото [, поради което 5 
и а са в подполето L. ) ! . 

Ще напомним, че аягебрически 3aTBOPEHO поле се HapHua Ta- 
кова поле, което съвпада с всяко свое алгебрично разщирение 
(виж глава УМШ, 6 10). Следващата теорема дава пълна характе- 
ризация на крайномерните алгебри с деление над алгебрически 
затворените полета. . ' 
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: СТеорема 2. Нека A e произволна ненулева алгебра без де- 

„лители на нулата, която е крайномерна над алгебрически 
samsopenomo ” поле F. Тогава A е едномерна алгебра над Е и 
A е изоморфна на полето Ε, разглеждано като алгебра над 
„себе си. 

Доказателство, От твърдение 7 следва, че A е алгебра 
€ деление над ὶ В частност в А съществува единица e{e==0). 

„ Както видяхме в предишния параграф, всеки eaement А от Е мо- 
жем да отъждествим със съответния елемент 7.е от А и да счи- 
таме, че Е e подполе на центъра на Α͂. Единицгта 1 на Е се 
отъждествява с единицата Ге-е на A и затова с 1 ще означа- 
ваме по-нататък единицата на А. За да докажем теоремата след 
посоченото отъждествяване, трябва да установим, че А съвпада 
с подполето ὶ Нека а e произволен елемент ΟἹ А. Тъй като 
FZZ (А) според лема 2 Е u а се съдържат B подполе L на ал 
гебрата A. Нека n=dimzA4. Тогава елементите 1, @, а2,..., @" 
а - Ὸ на брой и Затова образуват линейно зависима система 
над . Следователно елементът ае алгебричен над полето Е. 
Тъй като Я е алгебрически затворено поле и простото алгебрич- 
но "разширение #Е(а) e алгебрично разширение на F, то F(a)=F. 
Ho а се съдържа B F(a) и затова авЕ, С това показахме, че 
А -Е. Теоремата е доказана. . 

Следствие 5. Полето С на комплексните часла е еданст- 

вената (с точност 00 изоморфизъм) крайномерна комплексна 
алгебра с деление. , , . 

Да насочам cera CBOETO внимание K'bM крайномерните реал- 
ни алгебри с деление, т. е. към крайномерните "алгебри без дели- 
тели на нулата над полето R на реалните числа, Три такива ал- 
гебри вече познаваме — полето R, полето Ο на комплексните YHC- 
ла и тялото K на кватернионните (виж предишния maparpap).. Те- 

зи реадни алгебри са с размерност съответно 1, 2 и 4 над R. 
Оказва се, че всяка друга реална крайномерна асоцнативна алгеб- 
Da с деление е изоморфна на една от посочените три алгебри. 
Този важен факт е доказан от Фробениус и е известен като тео- 
рема на Фробениус. . 

Теорема 3 (теорема на Фробениус). Полето В на реални- 
те числа и полето С на комплексните числа са единствени« 
те (¢ точност. 00 изоморфизъм) ненулеви крайномерни реална 
асоциативни и комутативни алгебри без делители на нулата. 

“ "Тялото К на кватернионите е еданствената крайнолмере 
„на реална асоциативна, но некомутативна алгебра без дели-” 
тели на нулата. - 

Доказателство, Нека A е произволна крайномерна ре- 
ална алгебра без делители на нулата и нека n=dimpA. Според 
твърдение 7 A е алгебра с деление. Ако е(е--0) е единичният 
елемент Ha A, то е е единственият ненулев елемент на A, за кой- 
то е? --е. Наистина ако 4#--4а, 0Fd€A, 10 а(а--е)-0 и понеже 
& А ,няма делители на нулата, ΟἹ последното равенство следва 

« 
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d=e. AX) отъждествим единичния елемент е на A’ ¢ числото 1% 
” oxeM да считаме, че R e подполе на центъра Z(A) на алгеб- 

ата А. 
Нека n=dimp A=1. Понеже ,.ВЕ-А и dimg R=1, те в този 

случай A=R: По-нататък ще гпредполагаме, че л7>!.. Доказател 
ството ще проведем на няколко етапа. 

1. Ако а е произволен елеменвт 0T 4, който не се съдържа- 
B R, то Ru @ се съдържат B подполе на A, което е изоморфно- 
на полето С на комплексните числа. 

Наистина, тъй като КС (А), то според следствие 4 R и 
а се съдържат в някое подполе L на . Понеже ne=dimy 4, си- 
стемата ΟἹ n+1 елемента 1, @, а2,..., a" e линейно 3aBHCHMA над 
Ε. Затова а e алгебричен елемент над R, Да разгледаме простото- 
алгебрично" разширение В (а),. коета се съдържа B L. Нонеже 
atR(a) w a ¢ R, степента [R(a):R] е по-голяма or единица. Нека. 
#() e минималният полином Ha а над R. Понеже f(x) e nepaz- 
ложим над R, а неразложими над R ca само NOJKMHOMHTE OT пър- 
ва степен и полиномите от втора степен без реални корени, а: 
a¢R, то 

Л() ал +В,. ! 

където o, BER и a?—4B<0. Двата корена на f(x) ca ;y=a и 
Xy=—a—a н. се съдържат B R{a). Очевидно e, че R (а) е none- 
на разлагане на /(х) над Ε. Но полето С е също поле на pas- 
лагане на полинома f(x). От еледствие 8 на глава УПТ спледва, 
че двете полета В .(а) и С ca изоморфни над полето R, т. е. те 
ва ивоморфни като алгебри над Ε. Затова B К(а) има такъв еле- 
мент 7, 38 койта 2= —1. Ясно e сега, че Г и / образуват базис на: 
К (а) xaro алгебра над Ἐ. Елементите 1 и а също образуват ба- 
suc на ВЧа).. 

От доказаното дотук следва, че ако n=dimg A=2, то A=R (а)). 
афКи А е изоморфна на полето С като алгебра над В. По-на- 
татък ще предполагаме, че n=dimg A>2. 

2: Нека 1, а и b са линейно независими над R елементи на 
A, Ще докажем,. че тогава 1, а w b се съдържат в четиримерна- 
Модалгебра L на A, изоморфна на тялото на кватернионите.. |3 и 

Действително по първата част на доказателството подполетата 
В (а)и R(b) са двумерни алгебри над R, изоморфни на полето С 
на комплекените числа, Понеже елементите 1 п а образуват ба-.. 
зис на В(а), a елементите 1, @ и b са линейно независими,. то 6 
не се съдържа:в В(а). В В (а) има такъв елемецйт г че #=-—1, а 
R(b) притежава елемент j, 88 който 72:ε ---ἴ, Очевидно e, че 

R(@)=R({ и Ἐ (δ) Ξ (70): Затова системата 1, i, j, е линейно 
независима над R. Не тогава i--j, и --/, не се съдържат в полетаг 
Ε. От първата част на доказателството следва, че минималните" 
полиноми Ф(х) Η ф(х) над В съответно на I+j, и I—j, €2 от: 
втора степен и имат. вида 

e (x)=x+-ax+B (α, BER),. 

3122



Ф(9-224ух+#5 (у, 56 . 

Понеже ф(-+/,)--0 и ф(1--Л)-<0, то 
() ({Ἐ.}0.}5- =2+ (ifp + joi) = -τα (i + o) —B: 

(6-- = --ἢ - ἰ9 Ὁ}οῦ = —7 (i—jo) =2 
Karo съберем последните две PaBeHCTBa, получаваме 

КОе а) Е-а-)Л--(В+8)! 
Оттук, като вземем предвид линейната независимост на L, £ Η Ль 

гаключаваме, Че a-+y=a-~y=0 и B+8=4. Но тогава a=y=0u 
ΟἹ (1) се получава, че елементът (А- ji=2—B=-—2+406 е реглно 
число. Heka 2p=ify4ji=2—B=8—2. Тъй като @(X)=x>+§ и 
¢ (x)=x%+% са неразложими над R, τὸ §>0 и >0, т. е. 2p= 
2—B<2 и 2p=8—-2>—2. Затова реалното число ц удовлетворява. 
неравенствата — i <p<1. Следователно . 

1 
уя 

це бъде реално число, различно ot 0. 
Да означим с / елемента pri+rj, на алгебрата A. Тогава 

Ре чр (o ol = 
L= PPt 4 

12 

Очевидно от линейната независимост Ha 1, и /, следва, че 
1, i π / са линейно независими над В. Да означим с Е пронзве- 
дението ij. Лесно се проверява, че ij+ ji=0, т. ε. k=ij=—ji Да 
допуснем, че системата елементи 

Ε БАЛВ 

е линейно зависима над В. Понеже 1, /, /е линейно независнима, 
ΟΥ допускането следва, че k e линейна комбнинация на 1, в и / ¢ 
коефиниенти οἹ R, т. е. 
e~ ͵ 

9ϑ3. | Ее 4-а«./ («, 6 В). 
Нонеже k=ij, 10 kj=—i. Като умножим равенството (3) отдясне. 
с j, получаваме 

— =0y 7 α k—a=tg / а (@t+oritay f)—o 
и следователно изпълнено е равенството 

Q Ἂ (αραι---αὐο μ (o + 1) i+ (αρ Ἔ α,αρ) /-- 0. 

ΟἹ линейната независимост на 1, Г и 7 следва, че коефициентите 
им в равенетвото (4) са равни на нула. В частност al=~1, Koe: 

TO € невъзможно, тъй като «; е реално чисело. 
Следователно елементите 1, i, j, Р са линейно независими 

bag В. Нека / е четнримерното подпространство на Д с бавис 
1, i, Л k. Вече не e трудно да се устаневи, че I, ри # се умно- 
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жжават TaKa, както e посочено в таблица (5) от § 2. Например 

а (е = —2 2е - , 
е ен еаке К. 

По тази начин подпространството L е затворено OTHOCHO ум. 
ножението, т. е. L e подалгебра на А. От твърдение 3 следва, че 
L е реална алгебра, изоморфна на тялото K ᾶ кватернионите, 
тъй KaTo L и K имат TakuBa базиси, че съответните структурни 
константи на L и K съвпадат. Елементът а е линейна κομόμηδ- 
ция на 1 и Е с коефициенти от R, а елементът b е линейна комби- 
нация на Г и /, над Ε. ΤΝ като Де j—pi¢L и 1, i¢L, τὸ Ъ 
ῃ се съдържат в L, ' 

Получихме, че ако n=dimg A>2, то n=4u ако n=4, то A=L 
и затова А е изоморфна на тялото на кватернионите. 

3. Да допуснем cera, че n>4 Нека L e четиримерна под- 
алгебра на A, която е изоморфна на тялото K на кватернионите. В 
L има 6asuc-l, i, /, k, елементите на който се умножават, както 
съответните кватерниони в K (виж таблица (5) от § 2). Тъй като 
размерността п на А е по-голяма от 4, то съществува елемент с 
от А, който не се съдържа в #. Тогава по първата част на до- 
казателството простото алгебрично разширение R (¢) е подалгебра 
на A, изоморфна на полето C, и затова К (с)- В (е), където e2=—1. 
Ясно е, че е не се съдържа в /. Като повторим съответните 
разсъждения от втората част на доказателството, ще получим 
че съществуват такива реални числа %, 3 и Y, че 

| , letei=a, jetej=p, Ве +ей ч. 
Ho #--г/ и затова “ . 

ek=eij==(a—ie)j=o¢j—i(éj)=- 

=of—i(B—je)=aj—3 +he=oj—pBi+y—ek, ' 
T. е. 2ek=0j i Ἐ. Като умножим последното равенство отдяс- 
но с k, получаваме --Зе-043/+-у#. Това обаче означава, че е е 
елемент ΟἹ L, което е невъзмОжно. Полученото противоречие по- 
казва, че А не може да нма размерност, по-голяма от 4. Теоре- 
мата е доказана. - 

§ 4. Теорема на Ведербърн 88 крайните тела 

В предишния параграф дадохме пълна характеризация на 
крайномерните алгебри с деление над произволно алгебрически 
затворено поле H над полето R на реалните числа, В този пара- 
траф ще изучим крайномерните алгебри с деление над крайно 
поле. . 1 ” 

Нека F e крайно поле, а g=|F| e броят. на елементите в . 
Ако А е произволна крайномерна алгебра над F и dimp A=m, 10 
«А има краен брой елементи, който e равен на 4”, защото Д име 
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“точно толкова различни елемента, колкото са наредените /-торки 
OT елементи на Е — координатите на елементите на А в ΔΜΗ фик- 
«сиран базис. В частност ако А е крайномерна алгебра с деление 
над Ε, то A e крайно тяло. Обратно, ако Й e едно крайно тяло, 
неговият център Ζ (D) e крайно поле α () e крайномерна алгеб- 
ра с деление над Ζ (D) и над всяко подполе ὰ #(0) (следствие 
1, твърдение 5, следствие 3). Следователно възниква най-напред 
задачата да се изучават всички крайни тела. Ясно е, че всяко 
крайно поле е пример на крайно комутативно тяло. Ще докажем, 
че крайна некомутативни тела не съществуват. За целта най-на- 
пред ще припомним някои теоретико-групови факти и ще дока- 
зжем някои помощни твърдения. - - 

Нека G e пропзволна (мултипликативно записана) крайна груу 
па, а g e едия елемент от (. Броят на различните елементи Oph 
G, които са спрегнати С g, дели реда на групата С (виж глав. 
IV). Да означим ¢ 7), Т.,..., 7, всички различни класове от спрег 
нати елементи B G, които съдържат повече ΟἹ един елемент. Не” 
ка ¢;(c;>1) e броят на елементите на Т,(6-1, 2,..., k). Понеже 
Т, съвпада с множеството от спрегнатите на кой да е елемент 
or 7;, то числото с; дели реда на групата G. В § 9 на глава ТУ - 
доказахме формулата 

й |Gis C(G)|¥ci+Cot ... Ве 
където С (а)) e редът Ha центъра Ha G, а ¢;=|T;|>1 e броят Ha 
елементите B 

B 58 на глава П доказахме, че циклотомичните полиноми 
®,(x) {nr=1, 2,...) га полиноми с цели коефициенти. От ΤΟΒΗ " 
факт следва, че за всяко цяло число Ὁ и за всяко п CTOAHOCTTA ' 
Ф.(4) е цяло число. 

Лема 3. Нека n e цяло число, по-голямо om 1, a d e де.” 
лител на n и 15d<n Тогава 3a всяко естествено число g>1"' 
числото - 

47-1 и 
а2-1 . L 

e цяло, ¢ стойността ᾧ, (4) за х--4 на и-тия циклотомичен ' 
полином Ф,(х) е цяло часло, което дели чцислата 4"-1 щ 

n_ 1 - . 
:,“Тд, HO не дели часлото 4--1. 

- 

Доказателство. Тъй KATO циклотомичните полиноми са ' 
с цели коефициенти я ΄ 

. 

x"’~l=] ] 2, (x), . εο ! ; | . 

където < пробягва BCHYKH положителни делители на числото ἥ» 
To ᾿ 

х еФ () (**—1)f(x) 
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и полиномът ; й 

7)- 1 2 
. ἢ 

е с цели коефициенти. Затова / Qq) е цяло число B 

ο : φραῷ, (9) (φ4--Ὁ}} ) 
е разлагане на 47--1 в произведение на цели числа, т.е. P, (φ 

дели числата 41--1 и 9"-1  Ocrapa да покажем, че Φ, (φ) не- 
а 

дели чнелото 4--1. 
- Or определението на Ф,(х) следва, че 

@ - Φ, (φ)-- || tg—e) 

където е пробягва всичките ф(") на брой примитивни л-ти коре- 

ни η числото 1. Понеже n>1; то веяко & от (2) е различно OT 
1. Модулът [g—z| на множителя g—e от (2) е равен на разстоя- 
нието OT точката ε, която е върху единичната окръжност, κῸ 
точката ¢, 42-2. Затова |4-->4-12:1 за всеки примитивен п-ти 

(n>1) корен с на единицата и 

е . еа! Пе-еоанлееа-. 
Ot полученото строго неравенство [Φ, (4)|>4--1 следва, че ця- 
лото число P, (4) не може да бъде делител на числото 4--1. Ле- 
мата е доказана. . 

Нека D e крайно тяло. Да означим с #Я центъра Ζ (D) на 
тялото D. Ot резултати, изложени B §-1 н § 2, следва, че Р e 

поле, а D e алгебра над Ε. Нека n=dimz D, Ако N e едно пад- 
тяло на D, което съдържа центъра Я на D, 1o N е подалгебра 
на D над F. : 

Лема 4. Размерността d=dimzN на подтялото N над 
центъра Е κα крайното тяло D дели размерността п на D 
кад F. . τ ! 

Доказателскво. Ще казваме, че системата елементи . 
. ..y 4, от D е линейно зависима (отляво) над педтялото N, 
ако съществуват такива елементи В By, ---» Bs OT Л, поне един 

от конте е различен 9Ὲ нула, че да е изпълнено равенството 

By 41+8:4,4...4-8,4,0. | 

В противен случай cuctemara dy, #.. ..., ς се нарича лянейно He- 

зависима (отляво) над V. Очевидно е, че всеки ненулев елеменвт 
4.от D образува линейкно независима система над М..Да разглеламе 

венчки линейно независими системи ΟΥ елементи на D над М. Поне- 
же D e крайно тяло, тези системи са краен брой и ноне една от 

тях, например Uy, Uy, -.., й„ ще бъде с възможно най-голям брой- 
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елементи, Ако x¢D, то системата X, 4, й» ..., &, има r+1 еле- 
мента и следователно тя ще бъде линейно Зависима (отляво) над 
N. Тогава ще съществуват такива елементи &, Gy’ Oy ..., &, B IV, 

. поне едан OT KOHTO е ненулев, че 

α:ἑ-}-α, μ Ἔ Ω 5 +... o u,=0. 

.Axo допуснем, че «--0, получаваме, че CHCTeMaTa Uy, iy, -.., i, е 
линейно зависима над IV, KOeTO противоречи на избора K. Следо 
гвателно а-0 ш . R 

4 N X=0 U +0ogly+... 40, 

където ay=—a ау (f=1, 2, ..., /), T. е.всеки елемент X Ha D се 
записва като линейна комбинация oT вида (4) с коефициенти 
o1 М. : 

Нека сега е), e,, ..., ¢, е базис на N над F. Не е трудно да 
:се покаже (както при доказателството на теорема 2 от 5 2 на 
глава МП), че системата or dr елемента е;а)(--1, 2, ..., ; 
é=1, 2, ..., г) образува базис на /) над F. Следователно μΞ 
=dimz D=dr и лемата e доказана. 

Теорема 4 (теорема на Ведербърн). Всяко крайно тяло е 
комутативно, M. &, всяко крайно. тяло € поле. 

Доказателство, Нека D е произволно крайно тяло н Е 
е центърът на /). Ясно e, че D е поле точно тогава, кагатао D=F, 
T. е. когато размерността п ᾶ D над F е равна на единица. 

Да допуснем, че n>>1. Нека 4--|#| e броят на елементите 
на полето F. Тогава броят на елементите на тялото D e равен 
на 4“. Тъй като мултипликативната група D*=D\{0} на D има 
g"—1 елемента, а тази на Е съдържа g—1 елемента и съвпада 
Ἔ центъра (П“) на /2, то от формула (1) получаваме 

“ 

ὮΝ ПО е1е 5е 
и i=1 

където X € бРОЯТ на всички неедноелементни класове от спрег- 
нати елементи в D%, а с,(с,>1) дели g"—1, защото с; e броят 
на елементите на Г-тия клас от спрегнати елементи в групата (“ 

Нека аЕ D", т. е. ае ненулев елемент ΟἹ D, Според твърдение 
2 нормализаторът N (@) на а в тялото D е подтяло, KOETO съ- 
държа F. Да означим с 4 размерността на N (а) над F. Тогава 
Ν (а) съдържа ¢7 елемента, Мултипликативната rpyna Ν (а)- 
=N (a)\{0} uma_g?—1 елемента и очевидно N* (@) съвпада с 
централизатора С (α) на а B rpynara D* 3atosa броят Ha спрег 
натите елементи с а в групата D* e равен на индекса на цент“ 

9 Пщ - рализатора С (а) в (“, т.е. на < ! където числото d=dim,N (a) . Ν 
съгласно лема 4 дели числота #. 

,По този начин установихме, че числата с, от равенството (6) . n—1 . , . €a Ὅτ вида ;= qd_ , където 4,/п и 4,4-п понеже с,>1 (i=1, 
φ'-ἰ 
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2, ..., k). Сега равенството (5) се записва във вида 

, “ 
| Е П НИ q"—i Θ У 

където 4/п и 4;4-п. м " 
Съгласно лема 3 стойността Ф, (4) при x=¢ на πρτμα цик- 

лотомичен поликом Ф,(х) дели ππρᾶτα страна на (6) и числата, а . 
qd : (=1, 2, ..., k). Следователно ᾧ, (0) дели 4ф--1, което про- 
q ‘=1 
тиворечи Ha лема 3. Полученото противоречие се дължи Ha до- 
пускането, че n=d‘imf D>>1. Затова n=1 и D=F, т. е. тялото D 
е цоле. Теоремата е доказана. , 

Тази теорема показва/ че задачата да се характеризират всич- 
ки крайни тела съвпада със задачата да се опишат всички край- 
ни полета. Последната задача бе решена с теорема 11 на глава 
УШ, според която за всяко просто число р и 33 всяко естестве- 
но число п съществува едно-единствено полЕ с ” елемента и 
всяко крайно поле е от този вид. 

Прието е крайните полета да се наричат полета на Галоа 
и единственото поле с характеристика р и с ¢'=p" елемента се 
означава ¢ GF (4) или GF (р"). 

Задачата да се характеризират всички крайномерни алгебри 
С деление над дадено крайно поле вече не представлява особена 
трудност. ; 

Твърдение 9. Нека Р е поле с xapaxmepucmuxa p u ¢ р” 
елемента, т. е. P=GF (p"). Ако т ”е произволно естествено 
uucno, а L=GF (p™), mo L е алгебра с размерност т μα 
полето P. 

Доказателство. Най-напред ще докажем, че в / се съ- 
държа подполе M, изоморфно μ Р. Да разглеламе полиномите 

1(χ)- т х, g(x) ЖИ 
над полето #.. Както знаем от § 7 на глава VI, P е полето на 
разлагане на f(x) над Z,, a L е полето на разлагане на 8 (x) над 
#„ Освен това £ и L съвпадат €HLOTBETHO с множествата OT KO- 

же 
рените на / (%) и #(х). Нека « е корен на f(x). Тогава o . 
Да допуснем, че за някое естествено число £ сме доказали ра- 

#3 венството «“ ==o. Тогава 
αμπ (2+#1) < (“рп/г)рп 

=af’=a, 

Следователно 88 всяко @CTECTBEHO чисдо 5 имаме «“ =q. B част- 
„ ност g (α) - 87 —a=a—a=0, т. е. всеки K.pen на полинома / () 

е корен и на полинома # (х). Понеже корените на /(х) ca npo- 
сти (еднократни), то /(х) ще дели # (х). Нека g (x)=f(x) #й (x) 
където k(X) е полином също с коефициенти OT полето Хъ Да 
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означим с M подмножеството на полето L OT всички корени на 
Е (x), които са корени и на f(x). Понерже L е поле на разлагане 
η 2(х), то M ще се състой точно от ¢=p" елемевта и ще бъ- 
де поле на разлагане на f(x) над Z, T. е. M и Р съгласно след-- 
ствие 3 на глава УП ще бъдат изоморфни. : 

Нека ©:P—MCL e един изоморфизъм на Р ΒΈΡΧΥ M. Сега. 
дефинираме произведение на елемента АЕР с елемента а от L, 
като полагаме За--т (3)а, където в дясната страна Η равенство- 
то :е произведението на елемента т(А) от подполето M на L с 
елемента а от L. Лесно се проверява, че L е алгебра над Р спря- - 
MO събирането и умножението в L и така определеното умноже- 
ние на елементи от L с елементи ot , 

Теорема 5. Нека P e крайно поле с характеристика р и 
с g=p" елемента. Полетата на Галоа GF (р""), m=1, 2, ..., 
са единствените крайномерни алгебриа с деление над nosemo P. 

Доказателство. Според твърдение 9 BCAKO от полетата 
GF (p™) (m=1, 2, ...} може по определен начин да се разглеж- 
да като крайномерна алгебра с деление над полето Р. ” 

Обратно, нека А е крайномерна алгебра с деление над πὸ- 
летс Р u'r=dim, A. Тогава А е тяло с 4 --р”” елемента, От тео- 
рема 4 следва, че A e поле. По познат вече начин (§ 2) можем да: 
отъждествим Р с изоморфното My подполе на A. Тогава алгеб- 
рата Д е разширение на P от степен [A:P}=r. Ho A е поле с 

p™ елемента и затова A е поле на разлагане Ha полинома #. (X)= 

=x""—x над 7, ОчЧевидно e, че A e поле на разлагане на k(x) 
и над полето P. 

Ако cera B e лоуга алгебра с деление над P, която има съ- 
щата размерност 7, по същия начин се, вижда, че В е поле на 
разлагане ва #Я (х) над Р. Съгласно следствие 8 ot глава VI A 
и В са изоморфни над Р полета, т. е. А и В са изоморфни Kare 
алгебри чад Р. Теоремата е доказана, 
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ГЛАВА ХН “ “ 

ЕЛЕМЕНТИ ОТ ТЕОРИЯТА НА ГАЛОА 

Ό 

В ὃ 9 на глава 1 се запознахме с формулите, които изразя 
“BAT корените на алгебричните уравнения OT трета и четвърта сте- 
ὝΗ чрез техните коефициенти. B тези формули, както и във Фор- 
мулите ва корените на квадратните уравнения, освен основните 
аритметични действия участвуват само операциите коренуване, 
T. €., както се казва, уравненията от степен, не по-голяма от 
4, са решами в радикали или са рещиами алгебрично. 

' В настоящата глава ще се запознаем накрат«о с теорията на 
Галоа, която дава точните условия, при които дадено алгебрично 
уравнение е решимо в радикали, Гениалният френски математик 
Ε. Галоа успява да съпостави на всяко алеебрично уравнение кон- 
кретна крайна група, наричана днес 2pyna на Галоа на уравне- 
нието, и да установи, че уравнението е решимо в радикали точ- 
но тогава, когато неговата група е разрешама, Ἐ. е. когато тя e 
„изградена“ по специален начин от крайни абелеви групи, Тази 
блестяща идея е една ΟἹ фувдаменталните идеи на съвременната 
математика. 

Докато резултатите на § 1 се отнасят A0 полета с произвол- 
на характеристика, то от началото на 6 2 10 края разглежданите 
полета са с нулева характеристика. От многобройните приложе- 
ния на теорията на Галоа ще приведем само две — HAMKPARETO 
на конкретни уравнения, KOHTO са верешими в радикали, и дока- 
зателството на теоремата на Руфини--Абел за алгебричната не- 
решаимост на общоето уравнение OT степен =5, 

, 

§ 1. Автоморфизми на поле 

Всеки изоморфизъм на едно поле К върху себе си се нарича 
автоморфизъм на K, а множеството от всички автоморфизми на4 
К се бележи с Aut K. Ясно e, че автоморфизмът с на полето К 
е едновременно автоморфизъм на адитивната и мултипликативна- 
Та група на нолето K. Затова с оставя неподвижни нулевия и 
единичния елемент на K, T. е. o (0)=0 и o (1)=1. 

Задача 1. Да се докаже, че” подмножествота K° Ha поле“ 
то K, което е съставено от всички неподвижни елементи относно 
даден автоморфизъм с на K, е подполе на K и следователно 
елементите на простото (минималното) подполе на К“ ва непод” 
BHXKAH OTHOCHO' всеки автоморфизъм на K. 

Примераи 
1, Тъждественото преобразувание € на noneto Х (е (α) --ἶα 38 

всяко авК) е автоморфизъм на K, Това показва, че множество” 
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"нието с, за което o {(a+b))=a—bi, a, b¢R, e автоморфизъм на 

толето C, а полполето от HENGHBHIKHHTE числа спрямо « е полето 

'R на peanuute числа, т. 6. €’ =R. Този автоморфизъм ще нари- 

щчаме ко.иплексно спрягане. , . 
Задача 2. Нека o е автоморфизъм на полето К. Да се до- 

жаже, че обратното изображение 7! на с €, също автоморфизъм 
ι К. : 

Пронзведението (т. е. последователното прилагане) на два 
автоморфизма на полето K € също автоморфизъм на K (докаже- 

2ге го). По този начин B множеството Aut K имаме операция ум- 

зножение на автоморфизми. Лесно се проверява, че Aut K е rpy- 

а относно това умножение. Тъждественият автоморфизъм ε на 
“юлето K е единичният елемент на тази група и затова £ се на- 

рича също единичен автоморфизъм на полето K. В общия слу- 
чай групата Аш K не e абелева, т. е. произведенията ст и та не- 

винаги съвпадат. . ᾽ 
Определение 1. Ако Д е подполе на полето K, а с е авто- 

Мморфизъм на K, то ще казваме, че ¢ е автоморфизем на K над 

L или че L e неподвижно спрямо автоморфазма σ, ако а оста- 

вя неподвижни елементите на L. ! 

Снпоред твърдението Η задача 1 подмножеството К” or ε- 

подвижните спрямо с елементи на X € максималното неподвижно 
мюдполе относко а--то съдържа всяко подполе, което е непод- 
зижно OTHOCHO σ, ᾿ 

Задача 3. Нека подполето L на полето K e неподвижна 
cnpaMo автоморфизма o€ Aut K. Да се докаже, че с е обратим 
линеен оператор на линейното пространство Х над полето L. 

Простото подполе на K е неподвижно OTHOCHO всеки авто- 

:Морфизъм на K, а всяко пюдполе на K € неподвижно OTHOCHO 

«диничния автоморфизъм. Поднолетата ὰ полето В на реалните 
4исла и само те са неподвижни относно автоморфизма комалекс- 
MO спрягане в полето С на комплексвите числа, 

Лема 1. Автоморфизмът σ на простото алгебрично pas- 

„ширение P(a) над полето Р съвпада с тьъждествекия авто- 
морфизъм ¢ на Р(а) тогава ий само тогава, когато а(фа)--а. 

Наистина всеки елемент & от Р(а) се записва ΒΈΒ вида 

6--р.+ а 4+-рай4+-... +ра-а“”,. където n=[P(a): Pl и ра Ρ'»...» 
Рал «а от Р. Тъй като по условие o(p;}=p; τὸ ' 

| σ(δ)τερο + (а) 4 ргз(а) + ... +pp σ (@) 
Следователно ако а(а)--а, To за веяко b от P(a) ще се mo- 

лучи o (b)=>. Обратното е OUEBHAHO, й 
Следствие 1. Нека К--Р а as. ..., а) е алгебрично пародено 

„ разширение на полето Р. Автомнорфизъм o на К над Р съвпа- 

да с тъждествения автоморфизъм в тогава U сажо тогава, Ko- 
.гато а (ад--а, за всяко i=1, 2, ...,.n : 
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Действително, понеже полето Х съвпада със съставното ал 
гебрично разширение 2Р (αι) (@) ..- (а,„)ь то с индукция по л и: 
прилагане на предката лема доказателството се провежда елемен 
тарно. 

"Два "автоморфизма ¢ и т ὰ полето K съвпадат тогава и са- 
MO тогава, когато т7 а--с. Затова предното следствие може да се 
изкаже Π по следния начин: 5 

Следствие 2. При условията й означенията на предното 
следствие два автоморфизма в и т на полето К над подполе- 
mo Р съвпадат тогава и само тогава, когато в(а))-т(а;) за 
всяко i=1, 2, ..., й. - 

Ако G e rpyma, а K е поле, то навсякъде в Тази глава с 

H=G, Найби Р<К ще означаваме съответно, че Н e полгрупа 
на груната G, че Я е нормален делител н G в Р е подполе на 
К. Макар че означението за подгрупа и подпеле е едно и "СсЪЩщО, 
няма опасност от объркване на обектите подгруна и подполе, 
тъй като предварително се съобщава от какъв вид е изходната 
алгебрична структура. Ако K е поле, а Aut K e групата ΟἹ авто- 

морфизмите на K, L=K, то с С (К/1) ще означаваме множество- 

то OT всички автоморфизми на K над L, а с КЕ — миожествоте 
от нвеподвижните елементи на K спрямо всички автоморфизми OT 

подмножеството W μ Aut K| т. е. кУ- а К“. От твърдениета 
W 

на задача 1 следва, че KV като сечение на подполета на K e 

също" подяоле ‘Ha K. “ 
Mexny подполетата на полето K и подгрупите на групата 

Aut K съществува естествено съответветствие, което ще опреде- 

лим в следващото твърдение. По.късно ще пекажем, че при пя 
кои ограничения това съответствие притежава редина важни 
свойства. : 

Твърдение 1. .Axo К е поле, МЕ ЕК и V<U<Aut K, те 

а) G (K/L)<G ( Ύ Ξ υ K, 
6) КЕК ЕК й 
в) ἐξικ κ неа(кк”. 

Доказателство. а) Тъй като всяко подполе А на Х е 

неподвижно OTHOCHO единичния автоморфизъм ε, то 26С (K/L). 
Нека g, 1 ¢ G (K/L). Автоморфиамите с и т оставят неподвижня. 

елементите Ha L. Затова τ също оставя неподвижни елементи- 
те на L и за всяко atL следва ot 1 (@)=oc (τ 3 (@))=c(a)=a 
т. е. στ Ί G (K/L). Следователно G (К/Е)<Ашщ K. Тъй като M<L, 
то всеки автоморфизъм o oT С (K/L) оставя неподвижни елемен. 
тите на M и по тази причина ceG(K/M) Следователно G (K/L] 
<G (K/M). 

6) Както бе отбелязано no- горе, кГе подполе на К sa вся. 

ко непразно подмножество W на Aut K. В. частност K'a KV 
ca подполета на K. Тъй kato VU, TO неподвижните елементи 

на К относно [J ca неподвижни .и OTHOCHO V), T. e, K Y<kV. 
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в) Включванията L=<K «) H<G (K/K™) следват непосред- 

ствено ot определенията на G (K/L), К и K, G (KIK я) 
Твърдението е доказано. 

Тук следва да отбележим, че съответствията, ковто опреде- 

лихме в предното твърдение, не са изаимно еднозначни. На pag- 

лични подполета на К може да отговаря една и съща подгрупа 

на Aut K, а така също на разлючни подгрупи на Аш К често 

съответстува едво и също ,поле. Както ще Ридим обаче, на раз- 

лични крайни подгрупи на Aut K съответствуват различни подпо- 

лета Ha K. - 
Задача 4. Hexa L e подноле ва полето K, а Я e moarpy- 

па на групата Aut K. Да се докажат равенствата 

G (K/L)= G (KIK ве KP=K° аке 

Определение 2. Ако W e непразно подмвожестео на, групата 

Aut K, то поднполето К“ се нарича неподвижно кссполе на w. 

Твърдение 2. а) Нека с е автоморфизъм на полето К над 

"подполето P и елементаът а от К е алгебричен над Р. Тога- 

ва елементите а и #-а(а) амат ебин и същ минимален по- 

лином μαὸ P. ДАвтоморфизмът с изобразява изоморфно прос- 

momo алгебрично разширение Р (а) върху простото алгебриано 

разширение Ρ (6). 
6) Ако P=L<K и L’e поле на разлагане ка кяксй поли- 

ном най P, то автоморфизмет с изсбразява изоморфно L вър- 

ху L, т. е. сграничението на с върху подколето L е asmomop- 

физъм на L. 
Деказателство. Нека 

px)=x"+a A" tax" .. +а, 

е минималният LoavioMm Ha а над P. Torasa pla)y=a"+aa" '+ 

+a.0™ 2%+ ... +a,=0. Kato приложим гвтскорфи:ма с KBM 

двете страни на това PZECPCTEO и о1четем, 5е с CCTIER FEICIIIN 

ни косфигиентите а йъ .. -5 а,ЕР, то получегаме ревексткот 

oo™l .. а а8+а--0, 

което показва, че елементът b е корен на полинома р(х) от Рра. 

Ако сега g(x) е минимглният ΠΌΠΗΗΟΜ на b над P, 10 4(х) дели 

#(х). Двата поливома са неразложими над P и имат старши кое- 

фициевти 1. Следователно g(x)=p(x). 

Ако някой OT епементите а, ὃ € ксесрен ка ΓΟΦΡῚΟΝ Τ ¢ Plx] 

то минималвият му NOJPHCM p(x) дели f(x) и затова и двата еле- 

мента а, & са кореви Ha f(x), т. е. .те са кореки на едни H същи 

полиноми над полето Р. 

Рееки елекент й ΟἹ полето Е(а) се sankcea еднозначно във 

внда U=po+pat . . . Ъреай” ? и cl@)=LTP b4+ ...+ 

Ἔ 1t е o1 F(b). Затова се игсусрфизтм ка Flo) върху Р(6). 
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#5246) Полетата L и K ca линейви пространства над P, ас е 
същевременно обратим линеен оператор на линейното простран- 
ство K. Операторът с изобразява изоморфно подпространството 
L върху M=c(L). Освен това M е подполе. на“ K, понеже o 
е автомбврфизъм на полето K. Тъй като M съдържа P, следва, 

че M e изоморфно на линейното пространства / като линейно 
пространство над . Оттук следва и равенството на размерно- 
стите (степените) [L: #| ай " τα ἀϊπιρ M=[M: Р). . 

Нека L e поле Ha разлагане на полинома f(x) ἐ δ[χ). Ако ¢, 
Ся .+ .1 η Ca корените на f(x) B L, то L=Plg, ..., с)я 
=P(cy) - - . (¢,). Ho Torapa елементите Ha L се записват като по- 
линоми на €1, €3 < -+, €, С коефициенти от P. Спедователно еле- 

ментите на M=0(L) се записват като полиноми на а(с), 9(6), - . ., 
o{c,) С коефициенти от P, По първата част а) на твърдениета 
елементът о(с;) съпада с, някой корен ¢; Ha Дх), т. е. o(c;), o(cy)!- 
..., 9(6,) е една пермутация на корените су Сщ . - -» €, Следо- 

вателно M<L. Тъй като dimp M=dimpL, то M=0c(L)==L и orpa- 
ничението, ва « върху L е автоморфизъм на поднолето L. 

Следствие 3. Нека K e разширение на полето PulL e 
леждинно подполе (т. е. P<sl.<K), което е поле на раалага- 

не на някой полианом над Р. Ако ф e изображенцето, което 
на всеки asmoxoppussm с om групата С(К/Р) съпоставя него- 
вото огранинение ЧДа)-а|. върху, L, mo ф е хомоморфизъм на 
групата G(KIP) в групата от автоморфизмите на L над P. 
Ядрото Кегф на този хомоморфизъм съвтада с nodepynama 

G(KJL). 
Доказателетво. По предното твърдение ограничението 

Ф(о) - σὶ , & автоморфизъм на L. Ако авР, то а(а)-а, тъй като 
оЕС(К/Р). Но P<L и тогава φίσ) (а)--а(а)-.а. Следователно Фф(с) 
e автоморфизъм .на L над P, т. е. ¢ e изображение на групата 
Ο(ΚΙΡῚ в групата.от автоморфизмите на L над Ῥ. От acL следва 

(o) (@) =o(a) Е L. Ако тЕ((А7Р), то тогава равенствата 

“ . Φῴτ ) (6) τε τα (αἡ - τί(σ(α)) <-Ф(т) (в(а)) 

() (Ф(0)) (@) = ψίτ) () (@) 
са валидни 88 всяко й от L, T. е. Ф(та)-Фф(т).ф(а) което показва, 

че изображението ф е хомомерфизъм η групата G(K/P) в групата 

от автомоарфизмите ва L над P. 

Съгласно твърдение 1 а) G(K/L) e подгрупа на С(А7Р). Яд- 
рото Кегф на хомоморфизма ¢ се CHCTOM точно ΟἹ тези o OT 

G(K|P), които оставят неподвижни елемецтите. на L, τ е. то CbB- 

пада с подгрупата G(KJL) на групата 4(А7Р). Следствнието е до- 

KasaHo. . | 

43 Определение 3. Ще казваме, че два елемента а и b от п0- 

лето К εὰ спрегватаи над подполето Р на К тогава и само то- 

гава, когато те са алгебрични над Р и минималните им подиноми 

над Р съвпадат. 
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"Задача Б. Докажете, че елементите а и # от полето К са 
спрегнати над подполето Р тогава и само тогава, когато а и # са 
корени на един и същ неразложим полинем над P. 

Понятието „спрегнати елементи над поле Р“ разглел- 
даме само за алгебрияни елементи над Р. За трансцендентен 
елемент Е над Р не се поставя вепрасът за спрегнатите с Е 
над Р. 

Npumepn 
1. Ako P e реално Ччислово поле (P=<R) и С e полето на 

гкомплексните числа, то числата ἐ и —i са спрегнати над P, тъй 
като x3+41 e минималният полином над Р Ba BCSKO едно ὋΤ TeDH 
числа. Напротив, / и --+ не ca спрегнати над полето О() ot ray- 
савите числа, тъй като техните минимални полиноми над О() са 
X—in x+i,a х--РЕА-Е 

2. Числата 2 и —y2 ca спрегнати над noseto () на рацио- 
налните числа. | 

Задача 6. Да се докаже, че числоте 'Z и неговото ком- 

плексно спрегнато Ζ Ca спрегнати над полето К на реалните числа. 
Задача 7. Нека а е елемент ΟἹ разширението K на полето 

P. Да се докаже, че B K има само краен брой елементи, коите 
са спрегнати с а над подполето P. 

Твърдение 3. Нека полето K e поле на разлагане на ня- 
кой поЛином om Р|х). Два елемента а u b от К ca спрегната 
над Р тогава и camo тогава, когато съществува такъв авто- 
морфизъм с на K над подполето P, че b=o(a). 

Доказателство. Нека K е поле Η разлагане на поли- 
нома / (х)Е Р|Х) и су €5, - ... ¢, Ca корените на f(x). Тъй като 
К съвпада ¢ гвлгебрично породеното разширевие Е(с, .. .. с.), TO 
К e крайно разширенвие на P и всички елементи на K са алге- 
брични над P. | 

Ако а, ФРЕК и #--а(а) при някой автомерфизъм © на K над 
P, то по твърдение 2 минималните поливоми на @ и b над Р съв- 
падат, т. е. а и b са спрегнати над P. 

Обратно, ако а, b от К са спрегнати над P, то те имат един 
и същ минимален полином p(x) над P. Според теорема 7 от гла- 
ΒΔ VIII тъждественият автоморфизъм на Р се продължава до та- 
къв изоморфизъм т на полето Р(а) върху полето Р(6), че 4(а)- . 
Коефициентите на /(х) са от Р и затова те се намират както в 
полето Д(а), така и B полето P(b). Очевидно ε, че K'=P(a) (съ....А н) 
и K=P(b) (¢, .. .„ σρ). Следователно полето Κ е поле на разлагане 
на f(x) както над Plg), така и над P(b). По теорема 9 oT глава 
УШ изоморфизмът τ се продължава до изоморфизъм с на К вър- 
ху K, т.е. до автомерфизъм на полето К. Автоморфизмът с изо- 
бразява а в b и оставя неподвижни елементите на P, тъй като 
той е продължение на т, а т е продължение на единичния авто- 
морфизъм на P. Твърдението е доказано. 

Лема 2. Нека К е произволно псле й съ Gy .o ., Oy са раз- 
η автоморфизми на полето К. Ако ар йм . . . 0, са ma- 
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к # | 

Cusa слемента от K, че за всяхо х om K e изпъьлнгно равен. 

(тво по | 

1) а1) +-азва(х)4 - . « +алоа(х)-0, 

mo αιτεᾶχτε ... =a,=0, , 

Ποκαβατείπετβο. Lz извъошям ичлукцая 00 часлото 71, 

Ако n=1, 10 за x=1¢K получаваме O=ac(l)=g.1=a, T e, 

лемата “е вярна в този случай. Hexa 17>1 в да moaycaew, че ле- 

мата e вярна 88 по-малко OT п автоморфизма на К. Нека за ав- 

томорфизмите Gy, Oy, . - ., O, н Ки а @y - .., ал OT K e из- 

пълнено равенството (I) 88 всяко x €K Тъй като σιξξσ,» τὸ 

съществува такъв елемент b €K, че ,(6)4:32,(6). Като заместим в 

(1) елемента # с bx, получаваме 

(2) а151(ь) cl(x) +a2°2(b) °2(x) ..е +а„с„(6) о„(х) =Ог 

а с умножаване на двете страни на (1) 0052 6) се получава ра 

венството 

G) αγα(θ) ay(x) + αγσι(δ) .σΣ(χ:) + - .. +а,а(6)а,(х)-0. 

Изваждаме почленно разенство (3) OT разгнство (2) и полу- 

чаваме равенството 

(4) αμ(σχ(δ)---σι(δ)) o)+ . .. +а(в,„(6)--2(6)) в.(х)--0, 
което е валидно 88 всяко ХЕХ. ЦПо предположението на индук- 

цията коефициентите в (4) са равни на нула. В частност 

адв,(6)-- 8)) -0. Но според избора на елемента b, o,(b)—o,(b)==0. 

Затова a,=0. Torasa ὋΤ (1) при a,=0 0THOBO OT предноложението 

Ha индукцията получаваме ае) ... =@, ;=0." 
Лема 3. AKO Gy, у - - . 1O, са разлияни автоморфазми HA 

полето K, а M e неподважното nodnoae на K спрямо {5, 

Gy v - -y G mo [K:M]=a. 
Доказателство. Да азначим с ” степента [K:M] и да 

допуснем, че лемата не е вярна. Тогава ще имаме r<n. Нека 

& йь .. ., O, е произволен базис на K над M. Да разгледаме 

систе цата ллпейни хомогенни уравнения 

а (а: ) х + (а: )Xot - - . to, (а: ) x,=0, ἐξξὶ, 2, ..., 

Тъй като броят 7 на уравненията е по-малък от броя п на 

неизвестните, то тази сисгема има ненулегво ргшение (δ)» b, . ..» 64) 

в полето K, Поне един or елементите b, by ..., b, e ненулев 

и са изпълнени равенствата 

) o,(ar у а (аг ) bat .. . а (α,} δ,:90, " i=1,2, ..., 1 
Ако х е произволен елемент ΟἹ K, то х-фа 930 . . . +49л 
където др да - « «» ¢,€M. Понгже Ге неподвижното подполе 

на {05, 0, . . ., σην TO 
r r 

o;(x)=0,; Zq; а: =Zq,- oj(a), j=1,2,...,m 

га i=1 

--
- 
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ФОттук, като YMHOMMM равенството (5) с 4; и CYMHpaMe получените 
равенства 88 i=1, 2, . . ., r, получаваме 

σι(χ)δι Hox(X)byt . . . +9,(х)ддте 
" Понеже хе произволен елемент от K, то по лема 1 от послед- 

:ното равенство сдедва by=by,= ... =b,=0, което противорени 
118 избора на елементите Оь by, . . ., b, Лемата е доказана. ! 

Следствие 4. Ако К.е крайно разшарение на полето P, 
то групата ((К)Р) от автоморфизмите на К над P e крайна 
ш |К г Pl |GK]P), 

Наистина ако L е неподвижното поле на G(K/P), o по пред- 
ната лема К: Д>.а(5/?Р)), а по твърдение 1 в) имаме P=L<K, 
т. е. |К : РК #|2 ΚΊΡΥ. 

Теорема 1. Нека Н е крайна подгрупа на групата АШЖК 
„от автеморфизмите .на полето K, а МКЕ е неподважното 
„ подполе. Тогава К е крайно разширение на M, |К : /И|- |П υ 
„подгрупата Н съвпада с подгрупата G(KiM) от автеморфиз- 
„ийте на К над M. 

Доказателство, Нека σι, oy . . ., 0, са елементите на ἢ. 
ὍΤ лема 3 знаем, че |К : ΜΊΣΞπ. За да докажем обратното нера- 
твенство, е достатъчно да пркажем, че всяка система от n+1 
„елемента на K е линейно зависима над M. , 

Ако a €K, τὸ полагаме 5(а)-о(а)-+«4а)+ ... Ἔ σρ(α), къде- 
10 δίο) (Κ. За всяко <е Н елементите σσι, G0y, - - -, GO, €4 също. 
‘BCHUKHTE п елемента на #7. Затова а(5(а))- 5(а) 38 Βοηκὸ o€ H, T. e, 
„елементът 5(а) се съдържа B M. Той се нарича следа на а а 
„полученото показва, че следата на всеки елемент а от K се съ- 
държа в M. От лема 2 непосредствено следва, че B К съществува 
"поне един елемент # с ненулева следа S(b). 

Нека сега а ay, - .., a,4, са Π-ἘῚ елемента ΟἹ К. Разглеждаме 
гследвата CHCTeMa линейни хомогенни Ууравнения над полето K: 

Χ σὶ а) + хе U a) + .. . F X7 ааа) =0, i=1,2, ..., п, 

"Броят п Ha уравненията B тази система е по-малък от броя Π -Ὁ] 
"на неивзвестните. Затова тя притежава ненулево решение (С), Со, . ..» 
„Са+1). Можем да считаме, че ¢==0. Лесно се вижда, че "елементи- 
те b;=be e (f=1, 2, .. ., n+1) също образуват ненулево ре- 
Шекие na разглежданата cucrema. Следователно | 

oo Чад + .0.97 @)+ - - . +банч9; Цанача)--0, е1134 П. 

„Като приложим о; към двете страни на Атото ΟἹ тези равенства 
:гполучаваме ' 

.0г-(61) @y toi (B аа+ 1. . Ἔσι (Bpy9)a, =0, i=1,2,..., n 

Чрез .почленно сумиране на последните # равенства намираме, че 

, εδ(δι)αι- δ(δε)αχτε. - .. Ἐ δίδι εηά ι τξῦ, 

“ъдето δ(δι ) 6 Μ и δ(δὲ) -- δίδ)ε0, 

+ 

327



. и 
Полученото равенство пеказва, че елементите“а,.ач.., μ 

са линейно зависими над полето M. Следователно К : Ml=n=|H|" 

Or твърдение 1 знаем, че H<G(K/M)=G(KIK"). Axo съще- 

ствува автоморфизъм o от G(K/M), който не принадлежи Ha Η, 

то бр σρν « - «» ба. б € система OT Π΄ΕῚ различни автоморфизма,. 

на която непоедвижното подполе e M. Като приложим лема 3 за: 

тези n+1 автеморфияма),. получаваме HepaseHcTBOTO |К M=+, 

което ¢ невъзможно. Следователно f=G(K/M). Teopemara е до- 

казана. . 

Следствие 5. Различни крайни подгрупи на групата Aut K 

от автоморфизмите на полето K имат различни неподвию-- 

ни падполета в К. ' 
Наистина ако #1 и H, ca две крайни подгрупи на Aut K, кои-- 

то имат едно и също неполвижно подполе-ДЛ -- Κῆε τ К. 10 πὸ» 

предната теорема Hy=G(KIM)=H,. 

А 2. Нормални разширения . 

За да избегнем известни TPYAHOCTH, до края на настоящата? 

глава ще предполагаме, че разглежданите полета са с нулева ха- 

рактеристика. От теоремата за примитивния елемент (глава VIII,. 

теорема 12) следва, че всяко крайно разширение Ha поле с харак- 

теристика Ὁ е просто алгебрично разширение. Тови факт ще бъле 

използуван често в доказателствата на твърденията, които следват 

по-нататък, . 

Теорема 2. Нека К е крайно разширение на полето Р. Το-- 

гава следните двв свойства на полето К са еквивалентни: 

а) Ке поле на разлагане на някой ROAUHOM от Р|х); 

6) Ако edun неразложим полином над Р "притежава поне“ 

един корен в K, то полето К съдържа поле на разлагане на 

този полианом, M. €. той се разлага 8 произведенце на линей- 

ни множители над полето К. 
"Доказателство, 1) Нека K e пеле на разлагане на поли-. 

нома f(x) € Р| а glx) е неразложим над Р полином, който πμᾶὶ 

корек а в полето К. Да допуенем, че g(x) не се разлага на ли- 

нейни множители над полето K. Коефициентите на glx) ва or по- 

лето P, а Р е подполе на К. Разглеждаме полянома g(x) xaro- 

„ полином над K. Нека M е поле Ha разлагане Ha 2(х) над: полето 

K. Тогава K==M, а 2(х) има корен b от M, κοῆτο' не се съдържа:. 

в К. Ποπετο- ' e крайно разширение ὰ K, а K e крайно. разши- 

рение на Р. Затова M e крайно разширение "на полето P. Следо- 

вателно полето M е προῦτο, алгебрично разширение на Р. Нека 

M=P(0) и p(x) да е минималният NOAWHOM на 0 над. P. Да озна- 

чим с 7 полето на разлагане на р(х) над M. Ако 8,=0,.0,.. .., Oc- 

ca корените на px) в полето T, те Τ ε- Μῴθ,, θ), . . ., 6,).. Понеже 

6,=8 и M=P(@), то нолето T очевидно съвпада с подуолето сИ 

Р(6, 8y . . ., 8,), което е поле на разлагане на полинома pix) над- 

Ῥ. Така полученото поле Т съдържа полетата PXK<M и е no- 
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ле на разлагане над полето ὶ Двата корена а от K ифот M на 
полинома g(X) са елементи на полето T и те са спрегнати над Р.. 
Според твърдение 3 съществува такъв автоморфизъм с Η полето 
Тнад P, че 6--а(а). Понеже подполето K на полето Те поле: 
на разлагане над b, To от твърдението 2 следва, че 6 --а(а) €o(K)= =K. Ho това противоречи на избора на корена b. Следователно. 
полето К притежава и свойство 6). 

2) Обратно, нека полето Х има свойството 6). Тъй като по- 
лето -K e крайно разширение на полето P, то K e mpocro алге- 
брично разширение на P. Heka K=P(x) и r(x) е минималният по- лином на « над . Понеже полиномът r(x) е неразложим над [ и има корен « B K, то той се разлага на линейни множители 

1) = (е) (е) .. . (--а) . 
над К. където а --а, oy, . . ., @, са елементи от K=DP(). 

Очевидно полето K съвпада ¢ подполето си Plog, « . .. ), 
което в поле на разлагане на r(x) над Р. Следователно полето K притежава свойството а). Теоремата e доказана “ ' 

Определение 4. Ще казваме, че крайното разширение K на. полето Р е нормално, ако то притежава едно от еквивалентните 
свойства а) и 6) от теорема 2. 

Тук възниква естественият въпрос, дали съществуват крайни разширения ва основното поле P, които да не са нормални раз- ширения, Отговорът зависи от свойствата на полето P, Ако на- пример полето Ре алгебрически затворено, то K= Р е единственото крайно разширение на Р и то е нормално, Но този екстремален случай не е интересен за теорията, която „ развиваме. В общия случай отговорът на поставения въпрос е положителен. Например 
3 

ако P=Q e полето на рационалните числа и 1(=Q(\/2), τὸ Ке крайно разширение на Q от степен 3, което не e нормално  pas- ширение на Q. Наистина полиномът х8--9 е неразложим над Q 3 
(ащо), притежава корен V2 B K, но другите MY два корена, KOH-- : 3 
10 не са реални числа, не се съдържат B полето к-0(/9)<В. 

Задача 1. Нека Ке крайно разширение на полето Р и. К:Р)--2. Докажете, че К е нормално разширение на Р. Докаже- Те също, че всяко крайно разширение на полето К на реалните:. Числа „е нормално. , 
Teopema 3. Полето K e нормалкно разширение Ha подполе- M0 сип. Р тогава и само тогава, когато Р σρᾶμαθα с неподвиж- ЮЮто подполе на някоя крайна подгрупа на групата от авто- Хорфизлишите на полето К. 
Доказателство, 1) Нека K е нормално разширение на Р. Тогава K е крайно разширение на полето P и по следствие 2 от Федния параграф групата H=G(K/P) от автоморфизмите Ha K ΞΞΠ Р е крайна, а вейният ред n=|H| не e па-голям or степента 

=|K tP] на K над P. Подполето P се съдържа B ненодвижното, 
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“подполе А на крайната подгрупа Η на групата Aut K. Ще дока 
жжем, че Р съвпада ¢ K. Нека а e произволен елемент от ΚῊ 

Елементът а остава неподвижен относно всеки автоморфизъм на 
K инад P u e алгебричен над P, понеже Ке крайно разширение на 

Р. От твърдение 3 следва, че елементът а е спрегнат над Р само 

«със себе си. Ако р(х) е минималният полином на а над P, то p(x) 

« неразложим над Р и според твърдение: % от глава VI той ня- 

ма многократни карени. Нормалното разширение K на Р съдържа 
поле на разлагане на полинома р(ху и корените на р(х) от K 

са спрегнати над Р с елемента а. Следователно полиномът р (X) има 

едии-единствен прост еднократен корен &, т. е. р(х)--х--а. Поне- 

же p(x) € P[x], то a¢ ὶ Следователно К” =P, T. е. P е неподвижното 

поле Ha крайна подгрула на rpynara Aut K на автоморфизмите на K 

2) Обратно, нека подполето Р е неподвижното подполе Ha. 
някоя крайна полгрупа Е на групата AutK, а n e редът на #. 

Според теорема 1 полето К е крайно разширение на P, [K:Pl=n 
и подгрупата F съвпада с групата G(K/P) от автоморфизмите на 

полето K над подполето P. Ще докажем, че K e поле на разла- 

гане на някой полином над P. Тъй като K е крайно разширение на 

P, то К--Р(«) 32 някой подходящ елемент « от К. Нека p(x) е 

минималният полином на « над P. Тогава degp(x)=[K:P]=n. 

Ако o, ¢ Е, 10 по следствие 2 на 51 o(z)=t(x) ToraBa и само 

тогава, когато с-т. Следователно ако σιξξε, Oy ..., O, Са aB- 

томорфизмите, ок подгрупата F, то елементите «е-#--с1(а), 

аъ 55 (#), ... x,=0C,(z) са от K и са два по два различни. Според 

твърдение 3 тези м елемента са корени на полинома p(X), чиято 

степен е равна на . Следователно полиномът р(х) се разлага на 

линейни множители p (X)=(X — o) (X—a). .. (¥ —«,) над полето K. 

Понеже ay=o и K=P (), 10 К--Р(ар «» --., &), T. & K e ποπὲ 

на разлагане Ha р(х) над P. Teopemara e доказана. 

Следствие 6. Полето K е нормално разширение на под- 

полето cu Р тогава и camo тогава, когато групата G=G (ΚΙΡῚ 
е крайна ш подполето Р съвпада с неподвижното подполе Ке 

на групата G. , 

„ Наистина, когато K e нормално разширение Ha P, то, както 
видяхме в първата Част на доказателството на предната теорема, 
групата G е крайна и Р-А“С, Обратното пък е пряко следствие 

OT тази теорема. | 

8 3. Група на Галоа. Съответствие на Галоа „ 

В този параграф ще считаме, че сред полетата с характери“ 

гстика нула сме избрали едно произволно поле P, което ще нари“ 

:чаме основно, а всички разглеждани полета ще бъдат разширения 

на основното поле, 
« Ще казваме, че подполето L на полето K е междинно за 

МиК, ако M=L=<K. 
ФОпределение 5. Ако полето K e нормално разшарение на под” 
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тюлето си M, то групата G (K/M) от всички автоморфизми ὰ К над 
M ще означаваме Gal(K/M) и ще я наричаме грула на Галоа на 
полето K над педполето M. , 

От твърдение 1 следва, че 88 всяка подгрупа #Г на групата 
‘Gal (K/M) e изпълнено включването M< К”, т. е. подполето К# 
€ междинно подполе 3a M и K. „ 

Твърдение 4. Ако К e нормално разширение на полето Р 
ш L e междинно подполе за Ра K, mo В 

1) К e нормално разширение на L; 
2) H=Gal(K/L)=Gal(K/P)=G; 
3) « К” и и 

4) [Κτ]] Ὶ Η]. 
Доказателство. По условие полето K e поле Ha разла- 

тане на някой полином /(х)Е Р|х|. Ако α;, ay, ..., «,Е К са коре- 
ните на f(x), 10 К «Р ( «.... а) (ор. «о, ..., «) К. Следо- 
вателно изпълнено е равенството ХК =L (a, oy, ..., @,), което Πὸ- 
казва, че ,полето K e поле на разлагане на полинома /(х) над mone- 
το, L т.е. K е нормално разширение Ha L. ι 

Групата H=Gal(K/L) e подгрупа на групата (i, тъй кат 
{P<L=<K (твърдение 1). Според следствие 6 от предния пара- 
граф имаме L=K, а от теорема 1 знаем, че имаме равенството 
K:L]=[H| Твърдението е доказано. . | 

Or преднуто твърдение следва, че на всяко междинно под- 
поле L на нормалното разширение K на OCHOBHOTO поле Р съответ- 
ствува подгрупата Gal(K/L) на G=Gal(K'P). Ot друга страна, 
на всяка подгрупа РА на Ο отговаря неподвижното й подполе 
К”, което е междинно подполе на Р и K. Това съответствие 
между межданните подполета на нормалното разширение К на P 
и noArpynute η rpynrra на Галоа С на K над Р се нарича ceom- 
ветствие на Глалоа. В следващите две теореми са посочени ос- 
новните свойства на съогзетствието на Галоа, . 

Теорема 4. Ако полето К е нормално разширение на по- 
лето P, то групата на Галоа (--баЦК/Р) е крайна ий съот- 
ветствието на Галоа притежава следните свойства: 

а) на межданно подполе L на Р u K отгозаря подгрупата 
H=Gal(K/L) на G която има ред, равен на степента на К 
над L; 

6) на подгрула Е на G отговаря HenoOBUNCHOMO подполе 
Мек” на Ε, xoemp е междинно подполе на Р ц K и степен- 
та [K:M) e равна на реда на групата Е; 

в) за всяко междинно nodnoae L наР u K u за всяка под- 
„група Е на гоулата G са изпълнени равенствата 

L::KGM (KIL)' F=QGal (K/KF)’ 

m. е. coomsememeuemo на Галоа € 83QUMHO еднозначно свот- 
ветствие между множеството на междинните подполета на 
Р а K а множеството на подгрупите на групата на Галоа 
Ὁ на K над Р; , . 
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г) ако Ly u L, ca Ose междинни nodnosema на K, а ΕἸ o 
F, ca 0se nodepynu na zpynama G, mo om включването L,<L,. 
следва Gal (K/L)=Gal(K/Ly), а om F,<F, следва КК 

Наистина no следствие 6 or предния naparpad групата G e 
крайна, Твърдение а) следва от твърдение 4, a твърдение 6) — 0T 
теорема 1. Равенствата OT твърдение в) са частен случай на ра- 
венствата от задача 4 на § 1. Те следват също директно OT а) и 
6). Твърдение г) е частен случай на твърдение 1 ет § L 

Междинното noanone L на нормалното разширение K на по- 
лето Р невинаги е нормално разширение на Р. На въпроса, кога 
полето L е нормално разширение на основното поле P, отговаря: 
следната теорема. : : # 

Теорема 5. Нека L е междинно подполе на нормалното 

разширенае К на полето P с група кна Галоа G=Gal(K/P), а 
H=Gal(K/L) е подгрупата на G, каята отговаря ὰ L в свот-. 

ветстайето ὰ Галоа. Полета L е нормално разширение на oc-- 
новното поле P тогава и само mozasa, когато Н е нормален 
делител. на групата G. Ako L е нормално разтирение на по- 
лето P, то F=Gal(L/P) e издморфна на фактор-групата В/Н. 

Доказателство, Тъй като K е крайно разширение на P, 
то и L e крайно разширение на Л. Затова Д-Р(«) 88 подходящ 

елемент « от L. Нека р(х) e минималният полином на « над Р,а 
«--ар &g ..., & са корените му в полето K. Полиномът р(х)е 

неразложим над Р и има корен «в нормалното разширение K на 
Р. Затова полето К съдържа поле на разлагане М на полинома 

р (х). Тъй като M=P (%, «у .+., &), м --а и L=P{(x), то подпо- 

лето L се съдържа B подполето M. Елементите «, са спрегнати с 

«ке-оц над P. От твърдение 3 на 51 следва, че съществува такъв" 

автоморфизъм o; Е G, че σ; («)--а; 88 i=1, 2, ..., Е 
1. Да допуснем, че подгрупата #Г е нормален делител Harpy- 

пата G. Тогава за всяко A¢H автоморфизмът Й; =o7'hor & също. 
е лемевт Ha F. Понеже a¢l, то « е неподвижен относно автомор- 
физмите от H и «--Й; (α)εεσ; Я с (@), т. е. (а; («))-- σι («) я 

ἀ(αι ) й (σ; (в)) а! ()=, i=1, 2, ..., L. 

Тъй като тези равенства са валидни за всеки автоморфизъм 

% or H, то корените &, g, ..., ὐ ва р(х) се съдържат в непод- 
вижното подполе L на подгрупата fi. Но това показва, че полето 

L съвпада с полето на разлагане M= P(ey, &, -.., «,) μᾶ поликнома 

Р(х) над P. Следователно L е нормално разширение на полето Р. 

2. Обратно, нека cera L е нормално разширение на P. В този. 

случай Г.--Р (а)-- Р (αι, % ..., #«)+- М. Според следствие 3 ot 6 I 

изображението Ф:(й-.Р--СаР), което съпоставя на всеки авто- 

морфизъм с ΟἹ С ограничението му е. =¢(c) върху L, е хомо- 
морфизъм на групата С в групата Е и kerd=Gal(K/L)y=H. Сле- 

дователно подгрупата H като ядро на хомоморфизъм е нормалев" 

делител на G. 
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Понеже K и L са нормални разширения на Р н K е нормал” 

'HO разширение на L, то от теорема 4 6) следват равенствата 

ЧК: Р|-101. [2::}Ἐ}-Ξ ΕἸ [K:L]=|F}|. Като . използуваме равенство“ 

те [K:P)=[K:L]IL:P), получаваме |#Р||6:8|--(К: РДК : ) 

1а|/|9|-|0/Я8 |. Ot теоремата за хомоморфизмите (глава [V, тео- 

-рема 10) анаем, че фактор-групата G/H e изоморфна на ofpasa 

‘Im, който e подгрупа на F. Taka получаваме съвпадението Imp=F, 

-т. е. G/H e изоморфна на F. Teopemara e доказана. : 

А 

5 4. Група на Галоа на композита на две полета 

Ако полетата L и M са подполета на някое ноле K, τὸ ми- 

:нималното подполе на K, X0eTo съдържа едновременно полетата 

L u M, се нарича композит на L и M ὶ се бележи с LM. Ясно 

e, че композитът LM съвпада с композита ML и еравен на сечение- 

TO на всички подполета на K, които съдържат едновременно L и M. 

Ако K=LM, то ще казваме, че полето K e композат на 

подлолетата си L и M. . 
Твърдение 5. Нека L u M са две междинни подполета на 

paswupenuemo К на полето Р. Тогава . 

а) ако Г и M са нормални разширения на P, то й ком- 

nosumasm LM e нормално разширение на P, 

6) ако в e автоморфизъм на K над P, mo композатат 

LM е неподвижно подполе относно с тогава и само тогава, 

когато L й M едновреженно са неподвижни подполета относно O. 

Наистина ако L и M са нормални разширения на P.to те са 

пПолета на разлагане ὰ два полинома f(x) и g(x) над P. Лесно 

-ce вижда, че композитът LA в този случай е поле на разлагане 

на полинома f(x)g(x) над P, т. е. LM е също нормално разе 

ширение на . . ) 

Axo К“ e неподвижното поле HA G, TO OT определението на 

"композита следва, че LM=<K’ тогава и само тогава, KOraro L 

=K и M<K, 
. Твърдение 6. Нормалното разшиарение K на основното no- 

ле P e композит на междинните си подполета L ц M тогава 

‘u. само тогава, когато Gal(K/L)NGal(KiM)=<e>, кедето e е 

«пъждественият автоморфизъм на K 
Доказателство. Да въведем означенията G=Gal(K/P), 

H=Gal(K/L) и F=Gal(K/M). Hexa K=LM. Axo С«ЕНПЕ, то L 1 

M ca неподвижни подполета OTHOCHO o. По предното твърдение 

композитът K=LM e също неподвижен OTHOCHO o, Т. е. σεξὲ И 

HnF=<e>. . 

Обратно, нека На F=<e>. Тъй като L<LM и M<LM, 10 

пюдгрупата E=Gal(K/LM) na групата G се съдържа както B H, 

ἼΔΚΑ и B F. Следавателно E= <z>. Ho подполето LM съвпада с 

жмеподвижното подполе на E=<e>>, което очевидно € ΠΌΠΕΤΟ K 
- Твърдението е доказано. 
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Теорема 8. Ако K e поле, P=L=<K, P<M=Ku L e нор- 

мално разширение на nosemo P, mo композитът Т--ЕМ е нор- 

мално разшарение на M ий групата Не СацТ|М) e изоморфна: 

на подгрупа ка групата G==Gal (L{P). 

Доказателство. Полето Г. по условие е поле на разла- 

гане на някой полином f(x) над полето P. Ако а @ --., Gy (ἃ 

корените на f(x). в L, то L=P(a,, ay --., a,). Да разгледаме по- 

лето Ty=M(ay, а» ..., Q). Τ Ν като кофрициентите на f(x) ca 

елементи Ha полето M, то Τὶ e поле Ha разлагане Ha f(x) над.. 

M. Затова 7, e нормално разширение на M. Ho T, съвнада с 

композита LM=T. Наистина от M=T и а a3 ..., G,€L=T 

следва, че 7, е подполе Ha 7. 3a да получим и обратното ВКЛЮчЧ- 

ване, да забележим първо,. че P<M=T) и ар @y .... ал T, по- 

казват, че /.--Р(а, йл .... а,)7). Ho двете включвания L=<Tn 

M=<T, и определението на композита T=LM ни дават включва- 

нето Т Т). Така получаваме ?7)- 7 и Затова T е нормално раз- 

ширение на полето M. , 
Ако с e елемент на групата А -(а (Τ 44), то с оставя непод- 

вижни коефициентите на полинома f(x), защото те се съдържат 

в подполето Л Ha неподвижното подполе М.на H. Следователно 

в (а1), в (а;), ---, 6{ay) е едва пермутгция на корените ау 472» .. a, 

Ha полинома f(x). Понеже елеменвтите HA L=P(ay, @3 -+, а) «са 

ΠΟΠΒΉΟΜΗ на @y, й» -..» O, С коефгциевти ΟἹ P, 10 с изобразява" 

подполето L в себе си, т. е. σ(()Ξ L. ο L и o(L) са две крайно- 

мерни пространства внад пслето Р и 6:L—s(l) е изоморфизъм 

между тези пространства, тъй като P e неподвижно OTHOCHO с. 

Следавателно а(6Е)--Д, T. е. ограничението Ф(с) на с върху L е 

автоморфизъм на L над P. Затова ᾧ (σ) € елемент на групата G, 

а ¢ :H—G e хомоморфизъм на групгта Н в rpynata G. Ако сЕ Кег ф,. 

то §(G)=¢ H по тази причина с оставя неподвижни корените аь 

ал ..., а,Е/. Ho в оставя неподвижни H елементите на M. Πο 

следствие 1 с оставя неподвижни елементите на М ( Qg s й) Τ. 

Следователно а-хе и kerg=<e>. Така ¢ е изоморфизъм на Π 

върху ф(4) и групата #Г e изоморфна на подгрупата ф(Я)-Пп.ф 

на групата G. | 

Забележка. Може да се JOKawe, че групата H=Gal(T|M) е 

изоморфна на подгрупата Gal (L/LnM) на групата Су Ὸ този 

факт няма да ни бъде необходим. 

ῃ " и 1 ᾽ 

§5. Допълнителни сведения OT теория на групите 

А. Разрешими групи. Нека μ: G—H е произволен хомомор” 

физъм на групата С в групата Н. Да напомним, че р се нарича 

мономорфизъм (влагане, инективен хомоморфизеъм, инекция) на 

G B H, ако р изобразява различни елементи от С в различни 

елементи на Н, а ako . е хкомоморфизъм Ha С -върху Н, то μ се 

нарича епиморфизъм (сюрекция). . . 

Ясно е, че хомоморфизмът п е изоморфизъм на С върху Н 
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ἸΟΜΗῸ тогава, когато ц e едновремекно мономорфизъм и епимор, 
физъм. v . 

Задача 1. Да се докаже, че хомоморфизмът μ е мономорфи- 
зъм тогава и само тогава, когато ядрото Ker | е единичната под- 
група на , с | 

Ако F е произволна подгрупа на С и У) е ограничението 
(рестрикцията) на р върху А то v е хомоморфизъм на Е B H с 
ядро Кег у-- п Кек ц и образ Imv. = y(F)=p(F), който е подгрупа Ha 
групата H. Хомоморфизмът у е епиморфизъм на групата F върху 
образа Imv. Той е мономорфизъм точно тогава, когато е изпъл- 
нено равенството Р пКег p={e}. 

Твърдение 7. Ако G е група, A<G и B<G, то AB=G 
Δ, ΒΩΑ и AB/B=A{(An B). 

Доказателство. Or A<G и 84С по твърдение 4 на- 
глава IV следва, че ARB=<G. Освен това ВаАВ и непосредствено: 
се вижда, че изображението, ф:А-„АВ/В, дефинирано с g{q)= 
-ав за at 4, е хомоморфизъм с ядро ker o=/ п B. Следовател-. 
o АПВ<А. ” . 

Ако gB е произволен елемент на фактор-групата AB/B (g ¢AB) 
10 g=ab, аб A, b¢B. Тъй като a'g=b¢ B, 10 gB=aB=¢(a) 1. ¢ 
фе епяморфизъм на A върху AB/B. Ot Teopemara за хомомор- 
физмите за групи следва, че А/А N B=A/ker фе2Пифе АВ/В. Твър-- 
дението е доказано. . Ν 

Ако μ0 -Η е хомоморфизъм на групата G в групата H, а В 
е подгрупа Ha /7, то множеството на всички елементи Ha g oT G, 
82 които p(g)¢ B, се нарича пелен праобраз на подгрупата B при 
хомоморфизма μ. ὶ се бележи с р”4А). Единичният елемент на G 
се съдържа в в”ЧВ) тъй като хомоморфизмът го изобразява в 
единичния елемевт на #/, който се съдържа във всяка подгрупа 
8 на #. Ако ще)-9,68 и p(g;)=by¢ B, то βίβιθ; ) ие (е) = 
=bb;1¢B, т. е. βιρχ ῖ εμ 1(8) и пълният праобраз на подгрупата . 
В на групата H е подгрупа на G. Ясно e, че ” В)) e подгру- 
T2 на # която" се съдържа в подгрупата Β, В общия случай та-. 
M подгрупа не съвпада с В. : 

Задача 2. а) Да се докаже, че от ВаН следва и1 (8)<0(. 
6) Да се докаже, че равенството B=p@YB)) е изпълнено 

Ючно тогава, когато BLImp=p(G). , 
Твърдение 8. Нека p:G—H е хоможморфизъм на групи. A9C=<G, в<0<Н, щА)<8 и щ(С)<О. Тогава сеществува” хо- 

оморфизъм ц.:С/А-„О/В8"на посочените фактор-групи, дефики- 
0k с равенството “ 

Ю . wled)=p(c)B, ceC. 
бевен това: 

а) хомоморфизмет р е епиморфизъм на С/А върху D/B 0410 тогава, κοέαιπο D=p(C)B; 
6) хомоморфиазъм р. е мономорфизъм точно тогава; когато 

Езпълнено равенството A=C|) μ1(8). 
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ποκαβατεποτβὸ, Ако сА-44, & &ECA τὸ 716, ¢A и 3 

τοβᾶ ще 16.)-ε μ(ο) ще) ἐμ(4):Ξ- Β. ο от ще) ще) € 8 следва ра. 
BeHCTBOTO щ(2)8--ще)8В, което показва, че определението на ц не за- 

виси ΟἹ конкретния представител ¢ на съседния клас cA, Τ. е. 

и е коректно определено чрез формула (1) ие изображение Ha 

групата С/А в rpynara D/B. . 

Изображението п e хомоморфизъм на групи. Наистина ako 

cAu сА са два елемента на! групата С/А, то plcAc А) - μ(οσ' А) 

-ещес)8 щещ е)8 -ещ()В . p(c)B τομί(ο)μίε΄ 4). 6 
а) Да допуснем, че D=p(C)B. Ако 48 е произволен елемент 

на фактор-групата Β, τὸ съществуват такива сЕС и 06Е8, че 4 

#2 μ(ο)δ. Тогава μ (с) B=p (с08--аВ изатова pcA)=p(c)B=dB, т.е. т 
е епиморфизъм, | | 

Обратно, ако p е епиморфизъм, то ще покажем, че D= 

=u(C)B. Да допуснем, че TOBA равенство не € вярно. Тогава от 

условията на твърдението следва включванего w(C)B<D. Затова съ- 

ществува елемент 46/, който не се съдържа в произвзедението 
14(С).В..Да разгледаме елемента 48 на фактор-групата ΡΙΒ. Тъй 

като по условие p е епиморфизъм, то dB=y (cA) 88 някой елемент 

£A от С/А. Ho равенството p(c)B=dB показва, че d=p(c)b за ня- 

кой елемент 06 8: Тоглва 4 ЕЩС)В, което противоречи на избора 

на елемента 4. Полученото противоречие доказва равенството 

D=p(C)B. | 
6) Ще отбележим най-напред, че от условията А<С и ЩА) 

=B следва иключването A=Cnp ЧВ). 

Нека ц e мономорфизъм, а хЕСПи” Ч8). Да разгледаме съ 

седния клас хАвС/4А. Тъй като щх)ЕВ8 и ЩхА)--щх)В, τὸ 

p(xA)=B, където В е единичният елемент на фактор-групата 

О/В. Така елементът XA е от ядрото Кег p, което в разглежда- 

ния случай е единичната подгрупа на фактор-групата С/4. Следо- 

вателно x¢A, т. е. изпълнено е равенството 4А-Спи”ЧВ). 

Обратно, нека А--Спи”(В), Ако yA¢kerp,y¢C, 1o Щ yA)= 

-щ(у)8-8 и затова щ »)Ε Δ, т. e. yecp HB). Тъй като уе еле- 

мент на С, τὸ ¥ ¢C Ny Ч8)-А,. Но y ¢ А показва, че. yA=A. Сле- 

дователно ядрото Кегр. съвпада с единячната подгрупа {A} на 

„«фактор-грувата С/А и к e мономорфизъм. Твърдението е дока, 

„зано. 
Следствие 7. Нека p:G—H е хомоморфизъм . на групата 

G в 2pvnama Ни AQC=<G. Тогава μ( ) μ(() u фактор-гру 

nama ЩС)/ЩА) 6 хомоморфен образ на фактор-групата ClA 

Axo С/А е абелева група, mo и gavmop-zpynama μ(ΟὙμ(4) “ 
абелева. | 

Доказателство. Непосредствено се проверява, че A4 

#(С). Heka B=p(A) и D=p(C). Cnopea предното Твъ „рдение 

„съществува хомоморфизъм p: C/A—D[B, който е епиморфизъм, 
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зпонеже p{C)B =p(ChlA) =i{CA)=p(C)=D. Следователно фактор- 
„групата )/8 е хомоморфен обрав на С/А. Тъй като всеки хомо- 
марфен '00pas на -абелева група € -също ,абелева група, TO от 
комутативността на групата С/А следва комутативност на нейния 
"комоморфен -06pas /В. . 

Следствие 8. Нека p:G—H e хомоморфизъм на zpynama 
-G в групата Н а BYD=H. Тогава μ 1.8Β) μ ) а изображе- 
нието рв:и (0) В)--0/В, дефинирано с plep—YB))=p(c)B за 
«веяко ¢ ep (D), е мономорфизем. Ако фактор-групата Β е 
абелева, то фактор-групата μ' (0) ЧВ) е също” абелева. 

Доказателство. Тъй като B<D, те A=p—YB)=p D)= 
=C, T. ε. A е moarpyna Ha rpynara C. Heka a¢A и c¢C. Torasa 
-Ma)y=beB, pc)=deD н plelac)=p(c)"w@u(c)=d—'0d ¢ B, тъй 
като Mo условие B e нормален делител Ha D. Следователно еле- 
"ментът с lac се съдържа B А-р(В), т. е. A e нормален дели- 
стел на С. . 

Условията Ha твърдение 8 са изпълнени, тъй като p(A)= 
=p{pi(B)=B и pC)=p(p~HD)=<D. Ocsen това 4-- Οἢ 4-, 
Ξ Ο Π μ-1(8). Следователно съществува мономорфизъм μ:04-- 
-»8)8, който се определя с посочената формула. 

Ако О/В е абелева група, то нейната подгрупа w(C/A) e съ- 
mo abenesa. Понеже rpynata C/A e изоморфна на w(C/A), то н 
ὍΪΑ e абелева група. Следствието е доказано. 

” Твърдение 9. Hexa Се група, A<G и B<JC=G. ТГогава 
ANBJARC и фактор-групата AnCIANB е изоморфна на 
подгрупа на фактор-рупата С/|В.Ако C|B e абелева група, 
то й групата ANCJANB e абелева. 

Доказателство. Нека ф:С-„С/В е естественият хомо- 
морфизъм Ha групата С върху нейната фактор-група С/В, а фе 
гограничението на ф върху подгрупата ANC на C. Тогава 

Кег ᾧ Ξ ( ПС) пкег ф-(АпС)п8-Ап(Сп8)-АПВ, 

:Понеже ἄ е ядро на хомоморфизъм на групата ANC, то тя 
е нормален делител Ha ANC. От теоремата за хомоморфизмите 
следва, че фактор-групати А пС/КкегфеАпсС/Ап8 е изоморфна 
на {πι|ᾧ τεφ( п С), която е noprpyna на С/В. 

Ако C/B ε- абелева, 10 нейната подгрупа Imd е абелева и 
"изоморфната й група АПС/АПЯ е също абелева. Твърд ението е 

. доказаноа. 

Определение 6. Всяка крайна намаляваща редица 
2) , О--б,202 ... 2G,={e} 
ὋΤ подгруни на rpynara G, където G,<G—, (i=1, 2,...,n), се 
нарича нормален ped на G, а фактор-групите ΟἹ Ο (i=1, 2, ...,n) 
Се паричат фактори на този ред. К. 

Да отбележим, че в нормалния ред (2) на С поцдгрупата С , 
непремгнно е нормален делител на G, но Gy, Съ iy .л Не са 
Задълженяи да са нормални делители на G. Освен това Β реда (2) 
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може да имаме на някои“ места повторение, т-е: ΟἹ не е непре- 
менно .различна от Ο «-᾿ 

Определение 7. Групата С“ се нарича разрешима, ако тя 
притежава нормален ред с абелеви „.фактори,. а всеки такъв ред. 
се нарича разрешим ред. - а 

, Например всяка абелева трупа A е разрешима, тъй като A= 
- 4,2:А)--(е) e нормален ред на A ς абелев фактор 4 /А1. кой- 
то е изоморфен на А. N 

Твърдение 10. Всяка nodzpyna на разрешима epyna е раз- 
решима група.. 

Доказателство. Мека С e разрешима rpyna, а Π е под- 
група на (.. Групата С има нормален ред (2) с абелеви фактори 
Gi1/G; (i=1,2,..., n). Да положим H;=HnG; за #-0, 1,2..,п и 
да разгледаме" намаляващата редица от подгрупи 

3) - H=H=H> ... 2H, ={e}. 
ὁτ твърдение 9 сдедва, че Н Епа);.е нормален делител 

μ Аща- ΠΠ ОСела, и понеже 0-1/0; е абелева група, то фактор- 
групата FH;fH; e също абелева група. Следователно (3) e раз- 
решим ред в4 H, 1. е. H е разрешима група. . 

Твърдение 11. Хомоморфен образ на разрешима epyna e 
разрешима 2pyna. 

Доказателство. Нека rpynata Ее хомоморфен образ Ha 
разрецимата група ( и нека p:G—F e епиморфизъм на С върху 
Ε. Групата G притежава нормален ред (2) с абелеви фактори.. 
Полагаме F; =p(G) за i=0, 1,...,п. Понеже p(G)=F и ЩО,)- 
={e}, 10 F= Fo и F,={e}. Да разгледаме намаляващата редица 

(4) “ еЕ ЪЕл Ее) 
oT подгрупи на F. Тъй ката G; е нормален делител на ( TO 
по следствие 7 F; е нормален делител на Е , а факторът 
F;4/F; е абелева група, понеже (11/С, е абелева група. Сле- 
дователно (4) e разрешим ред на F, T. е. Е е разрешима- група. 
Твърдението е доказано. 

Твърдение" 12. Групата С е разрешима тогава и camo 
: тогава, когато някой нейн нормален делител Н и фактор- 
epynama ΟΙΗ εὰ разрешщими групи. 

Доказателство. Ако С е разрешима, то според предните 
две твърдения подгрупата H на С и хомоморфният образ G/H Ha 
С ca разрешими групи. 

. Обратно, да допуснем, че някой нормален делител Π и фак- 
тор-групата Gff ca разрешими групи, Тогава те притежават pas- 
решими редове" 

. H=H, >H>.-2H= e}, 
GIH=F.oF\> ... ЕЕ 

Нека o:G—GfH e естественият хомоморфизъм Ha Ο ΒΈΡΧΥ ней- 
мата фактор-група G/H: I'Io.naral\.e Ω: τφ 1{(Fy) sai=0,1,...,m 

. 
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и G; - Ну за i=m+1, т2 .. т П. Получаваме й крайната 
намаляваща редица 

(5) “ G=0G=2Gi= ... 26,>йлца =... ξ in={e} 

or подгрупи Ha G. Съгласно следствие 8 B тази редица при 
15/5:т групата G;=¢ ЧЕ, е. нормален демлител на G, |« 
v ( ) и (, μ е абелева група, а при m+1=<i<m-+rn uma- 
ме (.1-#, майй; =H;i ,, Т. е. и B този случай С, е нормален 

: делител на Ο с абелева фактор-група Οἱ 1/б; =Hip' α НЧщ 
Следователно групата С има разрешам ред (5), т. е. G e разре- 
muMa група. Твърдението е ,доказано. Ν 

Β. Крайни разрешими- групи. Подгрупата 1 на групата G 
се нарича максимална (в G), ако M==G u ako от. M=H=<G cren- 
Β8 H=M или Н-й, 1. е. M и С са единствените подгрупи!на 
G, които съдържат M. . , # ' . 

OueBHANO единичната група няма максимални подгрупи, а 
всяка неедивична крайн Ггрупа притежава поне една максимална подгрул 
па. Една безкрайна група не e задължена да има максимални: 
подгрупи. Например адитивната група (Q, +) на полето на рацио- 
налните числа не притежава максимални подгрупи. 

Една максимална подгрупа в групата (С невинаги е нормален 
. делител на (. ! 

Задача 3. Да се провери, че .всяка силова -подгрупа на 
симетричната  rpynasS, е максимална подгрупа на S, но не е 
нормален делител на S, : . 

Лема 4, а) Единичната nodepyna E={e} на групата G е мак“ 
симална 8 G тогава и само тогава, когато G е циклична гру- 
па от прост ред. . ' 

6) Axo M e максимална. nodegyna в G и M<G, mo фак- 
mop-2pynama С/М e цаклияна om npocm ред. . . 

, Доказателство. а) Ako редът на G е προῦτο число, TO 
по, следствие 7 на глава IV С е циклична група и се поражда 
от всеки CBOH неединичен елемент. В този случай очевидно гру- 
пата G има точно две подгрупи, а единичната подгрупа £ с мак- 
симална в (Ἱ . . . / ΄ 

Обратно, нека Ее) e максимална в G. Тогава (4-Е. Ако 
£ € неединичен елемент на С, то (0)--Е и Еж(в):<(. Следова- 
„телно G=(g), т. е. G e циклична група и тя се поражда ΟἹ всеки 
свой неединичен елемент. Цикличната група G има само две под- 
групи Е и G. Тя-не може да бъде безкрайна циклична група, 
тъй като B последната има безброй много подгрупи. Като прило: 
жим теорема 3 на глава IV към «жрайната циклична група G 
получаваме, че нейвият ред е просто Ччисло. ! 

6) Axo ¢:G—0=G/M e естественият епиморфизъм, а B е 
подгрупа на G, то А-ф В) e подгрупа на G, за KOATO имаме 
M=A=<G. Тъй като M e максимална подгрупа в G, то в сила е 
точно едно ΟἹ равенствата A=M, A=G. Когато A=M. 10 B= 
=cp(.fl)={M} e едцнийнйта подгрупа μ G, а когато A=G, то 
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В=ф(А)=3. Следоватепнз rpynata С има точно две под” Рупи, а 

единичната подгрупа на С е максимална в С. По твърдение а) 
фактор-групата С е циклична OT ApocT ред, Лемата е доказана. 

Твърдение 13. а) Ако Π Ο ΗΈΞΈΜΞΟ a фактор-групата 
С/Н е абелева, то М4а. 

6) Ако G е неедининна разрешама група, mo в С същестн 
вува нормален делител Н, такъв, че фактор-групата С/Н е 
неевдинична абелева група. 

Доказателство. а) Нека ¢:G—G/H e естественият епи- 
морфизъм, g¢ G и fe M. Тогава от комутативнестта на GfH следе 

ва. че ЕН -τεφίρ 16) - φ( Ε) ἰφί /0е) -Ф(2)714(2)Ф(/) =¢(f)= 
=fH, T e [ ' ре НЕМ. Затова g 'fg=fR¢M за всяко 
feM и веяко g от G. Това показва, че . “ 
"' 6) Разрешимата група С има разрешим ред (2). По условие 
(54-б.-+(е). Нека { e най-малкото естествено число (1=i<n), та- 

кова, че С--С; . Полагаме #7--С,; . Тогава G=Gy=G=... =0 и 
G+G; =H. Тъй като H=G0 ;<G и О..1-й, то Н е нормален 
делител в G, а С/Н--б..1/б: е неединична абелева група. Теър« 
дението е доказано. 

Твърление. 14. Всяка крайна неединияна разрешщима група 
С има поне една максимална подгрупа, която е нормален. Oe- 
numesn на G. - 

Наистина според твърдение 13 6) B G има нормален делител 

H, такъв, че фактор-групата G/f е неедивична абелева група. 
Тъй като ΠΞ- Ο, а С e крайна група, 10 в G съществува макси- 

мална подгрупа M, която съдържа F. От предното твърдение 
следва, че Маб. “ - 

Теорема 7. Неединияната крайна .група G e разрешима 
тогава и само тогава, когато тя ама нормален ред с циклия» 
ни фактори Om прости редове. ' 

Доказателство. Ako rpynara С има нормален ред с цик- 
лични фактори от прости редове, то TOSH ред е разрешим (тъй 
като цикличните групи са abenesu)-u ( е разрешима група. 

Обратно, нека С е разрешима група. Ще проведем тази част 
на доказателството на теоремата С индукция по реда л-|С | на 
групата Ο Тъй като G е неедничнай то n=2. Ако n=2, то 
G=G,>{e}=0, е вормален ред в С с единствен цикличен фак- ” 
тор Ομιεξα o1 ред 2. Нека n=2 и теоремата да е вярна 88 гру- 
пите с редове, по-малки ot п.. Полагаме G=G, Според твърде- 
ние 14 в С съществува максимална подгрупа G, която е норма- 
лен делител в G, а според лема 4 6) фактор-групата Go/G, е цик- 
лична от прост ред. : 

Ако G,={e}, то G=0,>0G;={e} е нормален ред на G с един- 
ствен цикличен фактор от прост ред, Нека ὦ, 6 нчеединична под- 
група на G. Тя е разрешима rpyna (твърдение 10) я има ред, по- 
малък от п. По предположение на индукцията в ΟἹ има нормален 
ред 6,>0,> л.>б.е) с циклични фактори от прости редове. 
Ho тогава очевидно G=G,>G;>...>G,={e} е нормален ред в 
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С с циклични фактори от прости редове. Теоремата е доказана, 
Да напомним, че една крайна група, С се нарича р-група, ако 

ре просто число и редът на С е степен на числото р, 
Твърдение. 15, Всяка крайна p-epyna е разрешимта група. 
Доказателство. Нека Се крайна p-rpyna. Тогава |( |--р" 

за някое n=0. Ако n=0, то G е единичната група и тя €' paspe- 
шима. Ще провелем доказателството с индукция по п. Нека n>0 
и 88 р.групите с ред, по-малък ΟἹ (”, твърдението е вярно. Да 
разгледаме центъра С (С) на групата С. Според теорема 11 на 
глава IV С (С) е неединична подгрунпа,на G, т.е. |С (С) |>1. Πο- 
неже центърът С (G) се състои от елементите на (, които KOMY- 
тират с всички елементи на G, 1o С (() е абелев нормален дели- 
тел на С, Ot |С (ΟἹ 1 следва, че. фактор-групата G/C(G) има 
ред т< р“. Освен това редът т дели (“, 1. е. m=p*, k<n. Сле- 
дователно ΟἹΌ (G) е крайна р-група от, ред, по-малък ot р“. По ин- 
дукционното предположение тази фактор-грула е разрешима. На 
тогава според твърдение 12 групата С също е разрешима. Твър- 
дението е доказано. ' 

Като се използуват теоремите на Силов (глава IV, 6 10), мо- 
же да се докаже, че всяка крайна група от: ред, по-малък от 60, . 
е разрешима, Както ще покажем по-нататък, алтернативната гру- 
па A, която е or ред 60, не е разрешима, Τ. е. тя е най-малката 
крайна група, която не е разрешима. 1 “ Ν 

Да разгледаме симетричната група 5;. В нея алтернативната 
rpyna A, има индекс 2 и е нормален делител ΟἹ ред 12. Лесно 
се проверява, че единичната субституция € заедно със субститу- 
циите а--(12) (34), b=(14) (13) и ¢=(13) (24) образуват абелев 
нормаленв делител By ва S, който се съдържа в A,. Фактор-гру- 
пата 4,/В, е от ред 3 и затова е abeneBa. Следователно редът 
5,>4,>8,>4(е) e разрешим ред на Sy, а S, е разрешима група. 

Твърдение 15. Симетричните групи Sy, S,, 8 S, и алтер- 
нативните груп A, А,, А,, A, са разрешими групи. 

"Наистина вече установихме, че Tpynara S, е разрешима. По-н 
неже ,указаните в твърдението групи са изоморфни на подгрупи 
на §,, то.по твърдение. 10 те също са разрешими, “ “ 

"Да .разгледаме cera симетричните групи S, при n=5. Да на- 
ΠΟΜΒΗ͂Μ, че троен цикъл или цикъл с дължина 3 от S, е субсти 
ТУЦИЯ а, която pasM'echa циклично 3 различни числа, а останали- 

те числа ΣΗ оставя неподвижни (Вж. 6 2 на глава [V). 
Лема 5. Ако H<IG<S,, n=5, ako С садържа тройните цикли 

на8, а ако фактор-групата О/Н е абелева, mo и Н свьдържа 
тройните цикла на S, : " 

' Доказателство, Нека φ: Ο- 9 ΟἹ Ε e естественият хомомор- 
физъм и g=(ijk)¢G е произволен троен цикъл. Тъй като л2:9, 
то съществуват две естествени чиела < и #(1:4< ἔξξτι), които са 
различен ΟἹ А 7 αὶ k. Тройните. цикли 2) --(5/) v g =(itk) са еле- 
менти на групата G. Да разгледаме елемента g3=g; Ί Σ g1go- Тъй 
като no: условие фактор-групата G/H е комутативна, TO ф (23)-- 
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=g (g) 4 (у e () (@) ='e, където e=F е единичният елемент 
На .G/H. Следователно елементът g5 се съдържа в Кегф- #. Но 

#аз-- (0/5) (0) (5/0) (ἐἐκ) τε ({ =g, . : 
T. е. тройният цикъл g=({k) се съдържа в H. Лемата”е доказана, 

„Следствие 9. Ако подгрупата С на силметричната група 
Sa при n=5 съдержа тройните цикли на S, то групата G не 
е разрешима. , | o Ν Ξ 

Доказателство. Нека (. съдържа всеки троен цикъл и 
да допуснем, че G -e резрешима група. Тогава G има разрешим 
ред G=0G,=2G>... =0,={¢}. Понеже ΟἷΟ, е абелева rpyna, то 
по предната лема G; също" съдържа всеки троен цикъл. Ако ве- 
че сме получили, че подгрупата (, ) съдържа всеки троен цикъл, 

: TO OT комутативнастта Ha' фактор-групата G, (/С, и от лемата 
следва, че всеки троен цикъл се съдържа B G, Следователно 
всеки троен цикъл се съдържа в U ={e}, което Ἔ невъзможно, 
Следователно С не е разрешима група. Следствието е доказано. 

Теорема 8. Алтернативната група A, ай симетричната 
група S, при пе5 не са разрешами групи. 

! Нанстина всеки троен цикъл е четна субстатуция и затова 
той се съдържа в A,=<S,. Затова 00 предното следствие групите 
A, u S, не са разрешими трупи. ς К 

Накрая ще ностроим една серия от крайни разрешими групи, 
KOHTO ще ни бъдат необходими по-нататък. 

„ Ако n=2 е естестрено число, TO съгласно означенията в 5 3 
на глава У nZ=(n) е главният идеал на пръстена Ζ от всички 
цели числа, които се Дделят на п, а Z, е фактор-пръстенът 7/(л). 
Лук e бъде по-удобно съседният клас ε( да означаваме с 
[»". Пръстенът Z, се състой o съседните класове [0], (1,..., 
{n—1] и неговата адитивна rpyna.Z,(+) e циклична група ot ред 
п. Мултипликативната група #“ е от ред ф(п), където ф е ᾧγηκ- 
цията на Ойлер. Класът |т) се съдържа в 75 тогава и само то- 
гава, когато п и т са взаимно прости числа. Двете трупи Z, (+) 
и #7 (.) са абелеви и затова те са разрешими. Да отбележим 
че групата Z; в общия случай не е циклична. Както споменахме 
в § 10 на глава VII, тя e циклична тогава и само тогава, когато 
пе равно на една от числата 2, 4, р“ и 2pF(k=1), където ре 
нечетно просто число. | , , 

Да означим сега с Μ множеството на тези наредени двойки 
(а, b). oT цели числа, за които а и п 8 взаимно прости, Нека D, 
е декартовото произведение на множествата 75 и Z,, Τ. e. D, e 
множеството на наредените двойки ([α], (6)) от съседни класове 
по модул п, където |4|Е 2“ и [ὅ]  Ζ,. Множеството D, има точ- 

во ле (1) различни emementa, Нека f: W—D, е изображението, 
което съпоставя на всяко (а, 8)6 / елемента (а),(6)) от .. 
Ясно e, че f изобразява множеството К върху множеството D, 
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ЛТГъй като D, има тф(е) елемента, то с номощта на изображение« 

τὸ / миожеството И се разбива на πῷ (") различни класа: двй 
елемента (а, #) и (а, #) попадат в eOun ий същ клас точно 
„тогава, когато /((а, b)=f((a;, b)) т. е. когато |41<(а) и [b] 
<. Единственият клас, на който принадлежи (а, b)cV, ще 
бележим с |а, 6], а множеството на така полученате ng (1) класа 
ще бележим с M,. Axo |а, bJ¢M,, 10 а, beZ и (α, n)y=1. Два 
елемента (а, 5) а [a, b,),om M, са равни тогава и.само moea- 
ва, когато числото п дели едновременно разликите а--а L 
b—b,. Двойката (а, b) се нарича представител Ba класа |a, 6) 
εΕὉ В множеството M, определяме умножение с формулата 

[a, b][c, d]=[ac, аа-+ δ]. 

Понеже от (2, n)=1 и (¢, n)=1, следва, че (ac, n)=1, тойв 
JAACHATa страна Ha определящото. PABEHCTBO ' се намира KODEKTHO 
«„определен елеменвт на M,. “ - И ᾿ 

Задача 4. Докажете, че горната формула определя корект- 
“ .но операция умножение B M, T. е. докажете, че ако [a, bl=[ay, 
b и (е, ἄ τείο, d;} то (ас, ad+b]=[ayey, а141-+ 64). , 

., OTHOCHO така определеното умножение множеството M, е 
rpyna. Единицата на тази група е класът [1, 0], а обратният (а, 
b7 на класа {a, 0) в M, се определя с формулата [a, 8) + 
=[e, --е5), където с € цяло, число, 88 което 141<:14| ? в Z,. 

Групата M, е от ред 2 и е абелева, но при r>2 rpynara.M, 
не е абелева. 

От определението на елементите и операцията на Tpymara 
M, следва, че формулата ф ((а, 5))«(а)| определя хомоморфизъм 
#a групата M, върху групата #7. Ако N, е ядрото Кекф на този 
Жомоморфизъм, To по теоремата за хомоморфизмите фактор-гру- 
паТа М,/М, € изоморфна на абелевата група Z. Ядрото N, се 
"СЪСТоИ OT всички класове ΟἹ вида (1, 6) koute ca точно л на 
6poli. Нека и е изображението, което на класа [1, b] съпоставя 
елемента [b] от Ζ,. Тогава μ е взаимно еднозначно изображение 
.“ТчапА/п "ΕΧὙ;Ζ“ и 3- AA Ве 

А ал ЕИ 

τ B(L #40, bD=p(L, δ:-ε δι):-|δ-Ἐδ } 

ο ЕБВНИ +е #+И 2. 
а Следова;*е:”гно изображението μ е изоморфйзъм πᾷ мултипли- 
"кативната група N, върху цикличната адитивна група Z,. Тъй ка- 
‘10 p([L, 1])=[1] е образуващ на Z, то [1, 1] е образуващ на цике 
„личната група Λή , и " 

„ Елементите or вида (а, 0] "образуват подгрупа B, Β M, κῸ π’ 
ΤῸ е абелева и иземорфио, се изобразява чрез ¢ върху групата 
Z;. Лесно се вижда, че М.-В8,М, u B,nN,={1, 0]} 

- По такъв начин получихме . 
Твърдение 17. Ако п e естествено число, n=2, mo 

᾽ Ω 
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а) Подмнажеството B ={la, Ο1} a€ Ζ, (а, M)=1} на група“ 
ma M, e подгрупа, която е изоморфна на мултипликативна- 
та група 7, на пръстена Ζ, от остатъците по модул п, 

6) Подимножеството N,={1, b]|b¢Z} на M, e цикличен" 
нормален делител-на групата M,, факторггрупата M /N o7 
и нормалният делител N, e изоморфен на адитивната zpyng- 
на престена Ζ,. Елементът (1, 1] ¢ пораждащ елемент” ng: 
цикличвната група Ny, а M,=BN, а B,NN,={1, ОТ е едианице. 
ната подгрупа на M, - . 

в) Pedsm M, =N,={[1, 08 e разрешим, ped na M, а M, e 
разрешижма zpyna., - ς й 

. § 6. Прости радикални- разширения 

Разширението K на полето Р се нарича просто радикалноа: 
разширение на P, ако K е поле- Ha разлагане на полином OT ви- 
да f(xy=x"—a, 0--а«вР. 

Нека L е поле на разлагане на поелинома g(x)=x"—1 над 
нполето К и ЕЕЕ е примитивен n-TH корен на единицата (С е об-: 
разуващ на мултипликативната група от л-тите корени на едини-. 
цата). Ако 8¢ K e един or корените Ha f(x) B K, коите“ са Точно 
п на ὕροϊ,. TO' елементите 

B =0=0°, 0,--66, ..., 0,=07""1 
or K изчерпват корените Ha /(х) и K=P (b, b,,..., 0;). б"чевид?на 
Py θ...,0.}5:} (86,κ 5) Обратното в«лючване следва“ ет (= 
--6,0,76 P .(04, 0,,...0,). Следователно: . 

K=P(0, {)=L. 
Ако полето Р е такова, че полиномът g(x)=x"—1 се pasna- 

га на линейни множители, над P, т. е. P съдържа примитивен M= 
TH корен на единицата, то тогава.К-(8) Ако. пък аж1, те 
Т() а ()е ж<Т и Ке Р(()... : . 

Нека G=Gal(K/P) e rpynara ηδ' Γᾶποδ' Ha простото радинеле 
- но разширение K=P(L, 6) na nonero P,.a o е произволен" автомор- 
физъм от G. Тъй като с е автоморфизъм и HA цикличната група 
©={L, ,..., 6771) or п-тите корени на единината, то а() е Съ 
що примитивен я-ти корен на единицата. Следователно о(6)(“, 
хъдето а е взаимно просто с п. 

Елементът (0) е също корен на полинома /(х)--х”--а и 8а- 
това той има вида с (6)=1%0, където b е цяло число. - 

По този начин на елемента с ΟΤ᾽ С се съпеставя наредената. 
двойка цели числа (а, b), където а и п са взаимно прости. Това 
съпоставяне обаче не е еднозначно. Ако (@, b,) е друга такава 
яаредена двойка цели числа, че @, и п са взанмно прости и (я 
=Ca, (2.(Я, то тя съответствува на същия автомарфизъм O- 
"Но равенствата 64--(а, (2--(2. са изпълнени точно тогава, KoO* 
тато. числото п дели едновременно двете разлики а--ари ὃ---ὔγ» 
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понеже { е примитивен л-ти корен от единицата. Затова на еле- 
мента с от G ще съответствува елемент (а, b] на групата M,, 
която определихме в края на предния параграф. Да означим това 
съответствие на групата G=Gal(K/P) в групата M, с ¢, т. е. 

. ψ (σ)τεία, b}, 
хъдето σ (5)--(6, а (0) -εζὅθ и (α, n)=1. 

Ако ф(т)-(с, 4), то тогава 

()е (0) 66е О 
съ (0)= 0 () =0 () (6) < Се енасе 

ф(ет)-ас, ad+b]=|a, еЦе, 4)5) ᾧ ( 
и фе хомоморфизъм на групата G в групата M,. Да разгледаме 
ядрото ker ¢ на този хомоморфизъм. Ако pékerd, то ᾧ (p)=[1, 0) 
и затова μ ([) --ζ и μ (6)=6. По следствие 1 автоморфизмът μ е еди- 
ничният автоморфизъм € на -полето К--Р(, θ), Следователно. 
кегфо-(е) и ¢ e мономорфизъм на групата G в групата M,. Тъй 
като M, e разрешима група (твърдение 17), а G e .изоморфна на 
nonrpymata [, Ξεῷ (Ο) на M, τρ G е също paspemmma група. 
Taxa получихме следното твърдение. . 

Твърдение 18. Групата на Галоа на произволно npocmo 
радикално разширение е разрешижма. 

Следствие 10. Нека K е просто радикално разтирение на по- 
лето P, което отговаря на полинома f(x)=x"—a, Ocka € Р и поде- 
то Р съдържа примитивен п-ти корен на единицата. Тогава rpy- 
пата на l'anoa G=Gal(K, а) е циклична и редът й |(| дели чис- 
HOTO п. , 

Наистина в тези случай K=P(0) и хомоморфизмът ¢ изоб- 
разява всяко оЕС в класа §(c)=[l, #), който е елемент на нор- 
малния делител N, на групата M,. Понеже групата N, съгласко 
твърдение. 17 е изоморфна на цикличната адитивна прупа Z, и С 
е изоморфна на подгрупа на N, 1o G е циклична група от ред, 
който дели числето n=|Z,} 
ἘΞ Следствие 11. Ако Р е поле u-t е корен на единицата, 
то P (L) e просто радикално разширение, а групата Gal (P (<), Р) 
е абелева. - ᾿ ! 

Доказателство, Ако п е най-малкото естествено числе, 
за което {"=1, то С e нримитивен ΊΤΗ корен на единицата. Фче- 
видно e, че полето Р ({)=K съдържа всички л-ти корени на еди- 
ницата (те са степени на {) я K е поле на разлагане на полино- 
ма x"—1, Следователно полето K € простото радикално равши- 
рение на P, което отговаря на полинома x"— 1. В този случай мое 
жем да положим Be=1. Образът на групата G=Gal (K/P) при pas- 
гледания по-горе мономорфизъм ф се съдържа B подгрупата B, 
Ha' M,, която е съставена от класовете от вида Га, 0] и която е 
абелева (понеже е изоморфна на Z)- 
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" § 7. Циклични "разширения 

Нормалното разширение К на полето Р се нарича диклично, 
гако неговата група на Галоа Gal (К7Р) е циклична. 

Нека K e циклично разширение на полето Р с група на 
Галоа G=Gal(KIP)=(c)={e+0c° o, 6%..., 6774 от ред пи полето, 
Р съдържа примитивен яп-ти корен С на единицата. Целта Η в 
този параграф ще бъде да покажем, че B този случай K e mpo- 
сто радикално разширение на полето P, което отговаря Ha He- 
разложим полином f (x)=x""—a над полето Р. B предния параграф 
доказахме следствие ‘10, когто е обратно на това твърдение, 

Определение 8. Ако b е елемент на полето K, то елементът 
(G 6) на X, който се определя с равенството 

s 
π--ἰ 

M : (ζ::ὼ:Σ ¢ ot () 4 
- 

Ce_RapHua резолвента на Лагранж на елемента ф. 
Лема 6, Aro-pesoasenmama на Лагранж (G, 6) на елемен- 

та b от K e разлицна om 0,по K=P (b). 
Доказателство. Тъй като b¢K, то Р (6)<-А, т. е. Р(6) е 

междинно подполе. На това междинно подполе в съответствието 
'na Галоа отговаря подгрупа #7--СацК)Р(6)) на групата на Галоа 
Gal (K/P)=G. Тъй като - е циклична група от ред п с обра- 
зуващ eJleMeNT G, то #7 е циклична група. Ако т е редът на Н 
ийе индексът на HBG 10 п--та ude пораждащ елемент 
на H, т. € H=(o?). ' 

Да допуснем, че d:i:n Тогава СЧ:] и и 
А 

N Σ 4:!”=1,+С“+С”+--,.+С(г*341)?* 

Ν О СИ Е 
„ . Понеже (o)?=(c?y е enement от H и ὁεΡ(ὸ) а елементите 
на P(b) "са неподвижни относно M, TO ol +f (6)-- <7 (b) за всички 
цели числа iuj Така nonyuasame : . 

1 Б L μ P 2 О 

с ὺ):ξ “е 05 ,Zo st aie () 

! d—1 А g И 
. . - S’! L o/ (6) Σ e\, 

j=0 . { 

Жжоето противоречи на ус.повието Ф b):f:() 
Следователно d=n u Π e единичката подгруна (5) на G 
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"Тъй като Π τεζ и P(b) е неподвижното поле на Η, 10 K=P(b) 
и лемата е доказана. и пе 

” Лема 7. В полето К съществува поне един елемент b, за woiimo (5, 8)-Ε0. 
Доказателество. Ако n=1, те (& 1)=10 и лемата е 

вярна в този случай. Нека /7>1. Тогава C+1l и 

ς е1 + + .. +L = (109 (1-6)71е-0, 
Нормалното разширение Х на P e крайно разширение на Р и затова K=P (0) за някой елемент θ от К. Ще покажем, че по- 

не една от резолвентите (¢, 6), (%, 62),..., (, 0771) е различна ot 0. ” Наистина аке тези n—1 резолвенти са равни на 0, то ще бъдат изпълнени следните л равенства - 

П Е+ С .. +07 1=, 
8Се (6)-+- 2“ (0) .. 7я (6)-0, . θ5 Ἐξσ (θ)} 4242 (8)2 4 ... Ἔ Ln—ton—t (6)2-0, 

6;1-1.+.С σ (é)n'—] +€;2 .02 '(θ)τι-Ι -}., . : . Σ}ἷζ.“-:Ι G.n—.l (é)n—l — Ο᾿ 

жоито показват, че 1, Е, 282 ..., (п-1 образуват ненулево решение на хомогенна линейна система с детерминанта - 
) 1 1 . .. 

9 2 (0) .. . 0771 (0 
A=lg2 σ(0}} .. . 01 (θ))2 

i gt g @t НН ,1—1'(é)n'—1' 
. , 

Оттук следва, че А -0: Ho понеже Δ:]Ἱ (: (0)--«/ (0)) и 6, 
. ἐ /0 - 2 (6),..., o"1(6) Са два по два различни корена на минималния над Р полином на θ, то A=0. Полученото противоречие Показва, че съществува елемент b¢{B, 0%..., 671}, за κοῆτο (ζ, b)F0. ” Teopema 9. Нека K e нормално разширение на полето P о0т степен п и nosemo Ρ съдържа примитавен., n-mu корен ξ на единицата. Групата ” на Галоа G=Gal (К/Р) e циклиадна то- гава и само тогава, когато К съвпада с простото радакално „разширение Р.(с) на полето P, където се корен на неразло- жим полином f(x)=x"—a над Р. - 

Hoxasarencrso. Axo K € просто радикално разширение 
на P, което отговаря на полинома f(X)=x"—-a, τὸ πὸ следствие 10 групата С е циклична. Затова трябва да докажем само обратно- “обтвърдение на теоремата. Нека G е циклична група с пораждащ елемент o. Тъй като n=[K:P]=|CG|, τὸ (->(9)-4, σ, «2,..., o1} b Според nema 7 B K съществува елемент b, за който c=(, 
8)4-0. За елемента с е изпълнено равенството в (ес)-(71 с. Наисе Тина, като вземем Под внимание, че (7-1, o"=g й o ()--С (поне- 
же ЕЕР), 70 получаваме ͵ 
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n—1 n—1 - а1 

σ(ο)τεσ Σ С «“ (b) =z σ( μ (ὀ):Σ Lk е+ (δ) 
k=0 „ k=0 . k=0 

n—1 

=TS ᾧ ο (0) (o (0)+ Σ С() 
i=1 =1 

n—1 n—1 и 
-ζ ΙΗ.Σγ ζί σἱ (0) | ξ Σ (0 (By=C1c. 

. i=1 i=0 

0 
Ot равенството o(c)={"1¢ с очевидна индукдия се получава 

«“ (с)<-67 с за всяко естествено число #. 
“ Ще докажем, че К--Р(с). Понеже K e нормално pasumpense: 
ὰ Ри P<P(c)<K, то по твърдение 4 Ке нормално разширение 
на P(c), а групата #Е/--Са(А7/Р(с)) е подгрупа на цикличната гру-. 
па G=(o). Затова #Г e циклична и се поражда от някоя степен 
9 (055851л--1) на с. Елементът с се съдържа в неподвижното 
поле Р(с) на H, а σ ε. Затова of(c)=c. Но от доказаната пое 
rope формула получаваме 0 (€)={*c=¢, 1. e. {%=1. Последното 
PaBeHCTBO показва, че м дели; Я, тъй като С e примитивен n-TH 
корен на единицата. Но тогава of=e и H={:). OT съвпадението 
Π Ξ следва очевидно равенството K=P(c). 

Да пюложим a=c". Тъй като с40, то и а--0. Освен това в 
сила e равенството o {@)=0(c)=a(c)'=({"1c)*=c"=q, т. е. а се 
съдържа в неподвижното поле Р на групата (o)=G. 

Да разгледаме полинома f(X)=x"—a от Р |х). Тъй като се 
ΚΟΡΘΗ- на f(x), K=P(c), - [P{c): Pl=|G|=n=degf(x) и f(x) e със 
„старши коефициент 1, To f(X) е минималният полином на с над 
Ῥ. Затовна f(x) е неразложим полином над полето Р. 

Полето К е поле на разлагане на полинома /(х). Нанстина 
то съдържа поле на разлагане на /(х), понеже f(x) e неразло- 
жим над P, K е нормално разширение на Pu K съдържа корен 
с на /(ж)."От равенството К:-Р(с) пък следва, че K се съдържа 
в това поле на разлагане, т. е. K съвпада с него. Теоремата е 

„ доказана. 

§ 8. Радикални разширения - 
- . 

| Ако K e разширение на полето P, то редицата 
() Ε Ра Гу Ξ Ξειςς Ξ τ Κ # | 
от подполетата на К се нарича радикален ред на K, ака L;=Lit 
(b;), където елементът §; € корен на полинома 

Л() --арв а,6 Геъ i=1,2,..., s. 
i~ Определение 9. Разширението К на полето Р се варича р 
дикално разшщарение на P, ако К uMa поне един радикален ред 
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Простите радикални разширения са ,„радикални разширения. Наистина ако F е просто радикално разширение на P, то, както видяхме в 6 6, F=P(, θ), където § е корен на полином Xx"—g, авР и Е e примитивен -ти корен на единицата. Но тогава 

Lo=P=Li=PQ)=Ly=L ())=P)(0)=F 
е радикален ред на Я . 

Радикалното разширение А на полето Р не е задължено да бъде нормално разтширение на Р. Например, както посочихме в 3 
§ 2, полето Q(\/Z) не € нормално разширение Ha полето Q Η ра- . 3 
ционалните числа, но Q \/2) е радикално разширение Ha Q. 

Определение 10. Радикалното разширение А на полето Р с „радикален ред (1) се нарича полуабелево, ако за всяко 1(15::<4) полето 'L, е нормално разширение на / 1 и неговата група на Галоа Gal ( 1) e абелева. ” - 
Твърдение 19. Всяко радикално разштарение К на полето Р може да ¢t вложи 8 полуабелево разшаренце Е на поле- mo P. . - 
Доказателство. Нека (1) e радикален ред на K, нека т е най-малкото общо кратно на степените My, ἥ, ..., п, на поли- 

на единицата. Тогава F= K (6). Ще докажем, че полето #, което съдържа K, е полуабелево разширение ὰ Р. Нека А Ξ и Ерда =L,(3) за i=Q, 1, ..., 5. Да разгледаме редицата от “ подполета 
(2) Ре РР .. EF o =F. 

Полето F, се получава ot полето Fo=P с присъединяване на корен на единицата. Според следствие 11 Е, е. нормално раз- ширение на А, с. абелева група на Галоа. За #21 e изпълнено равенството L,=L, 4(0,) и 

Fra=L; @)=L,_; (b)) 6)- 14 (0 , 8)=L,_, (2) (b: )-#Е, (b: ), ¥baero b; e корен Ha полинома Л (X)=x"i—a;, a; e‘LM;F,. Сле- Дователно (2) е радикален ред на F, a Е e радикално разшире- Ние на полето Р. ! ' Понеже ; дели числото m, а 8¢ F; е примитинен т-ти корен на единицата, то 576 F, (т--4; n; ) е примитивен r; -тн корен на единицата (1=i<s). Затова полета Еца е просто радикално раз- Ширение на полето F; , което отговаря на полинома f; (x) =x" —a; Над ΕἸ и цо следствие 10 групата на Галоа ( Δ᾿ Ε )е циклич- Ча. Следователно полето Е е полуабелево разширение Ha, полето P. 
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Твърдение 20. Ако Я Е., ..., Τ са полуабелеви разшире- 
нця на полето P, xoumo се съдържат 8 полето K, то компо- 
зитът им F=FF, ... F, с също полуабелево разширение 
на полето P. 

Доказателство. Ako n=1, τὸ ΕΞ /) и твърдението в то- 
au случай е вярно, Нека n=2, а F, и F, са полуабелеви разша- 
рения на Р съответно с радикални редове 

Р=К03К15...5К5=]=„ 

P=ly=l,<...<L,=F, 
Toraea трупите Gal (K: /К.л) и Gal(L;/L;_,) ca abenesn 88 

i=1,2 ..., su j=1,2 ..., Е Nonarame K,y;=F,L; където j=1, 
2,..., ¢ По теорема § полето Ky, е нормално разширение Ha 
полето К. Ξ РА . и Са (Ка/К, .) )) e абелева, защото е- 
изоморфна на подгрупа на абелевата група Gal (Ly/L; ), j=1, 2, 
..., Е. Освен това L;=1; а (δ),Ἠ където b; е корен на полинома 

Л(х)-х--ал а Г) Затова Клу Ку 6) и ;€ Ly 1S Кл 
Следователна ᾿ 

. βεεξξου K нР ЕК ае Ξ Ξ Κ ΞῈ 

е радикален ред на композита [F=FF, в който всяко поле е 
нормално разщширение на предхождащото го с аЕелева група-на 
Галоа, т. е. Е e полуабелево разширение на полето Р. Следдова- 
телно твърдението € вярно 34 n=2. Пе 

Нека n>2 и твърдението е вярно за л--1 междинни подпо- 
лета. Тогава ς - Σ F, ... F, e полуабелево разширение на Р. 
По предната част на доказателството F=F ξ e полуабелево 
разширение на Р. С това индукционната стъпка е направена в 
твърдението е доказано. | 

Лема 8. Дко К е поле, L<M<K, M е нормално разщире- 
ние на L ис е автоморфизъм na K, mo полето o(M) е нор- 
мално разширекие на а (Е) и Gal (М/13)<<Са! (σ (Му/с (L)). 

Доказателство," Ako M e нормално разширение на по- 
лето L, та M e нполе на разлагане на полином 

.  (х)еа,х+ат4 .. ta,, а: €L, 
с корени &y, by, ..., b, от Ми M=L (b, b, ..., b,). Полагаме 
ὄρτεσ (а,), 6 - с (а)), ..., c,=c(a,), 4,«- а (6)), dy=c(bs),...,d,=c(b,). 
Тогава полиномът д(х)--со хе 14 еш е с коефициенти 
ot полето Ly=o (L), а корените му 4), ..., d, ca от ):+-а(/!). 
Освен това My=c (L (by, ..., 6,))-- Гл (др ..., 4,), т. е. M; e поле 
на разлагане на g(x) над L; и затова М, е нормално разтшире- 
нвие на / Нека Gy=Gal (M,/L)). Акр т, ЕС), то 671 τιστετ е еле- 
мент на трупата G=Gal (M/L). Лесно се проверява, че. изображе“ 
нието T;—¢ τ с е изоморфизъм на G, върху G. Лемата е дока- 
зана Я ' Γ 

.Следствие 12. Ако K e поле, ΡΈΡΞΞΚ, се автоморфизъм. 
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на K над P u Е е радикално иаили полуабелево разшарение на 
P, mo образът му в (Е) е съответно радикално пли полуабеле- 
80 разширение на P, ' 

Доказателство, Нека Е е радикално разширение на Ре 
радикален ред “ 

Ре Гуе еЕ 

където L; -L,_x (b:) и b; e xopen на fi (X)=x"—a;, €Ly, 
=1, 2, ..., 5. Полагаме o(F)=F;, u M; =o(L:). Тъй като 

M; =M1 {d; ), където d; =c (b;) e корен Ha полинома g () 

=x"—c;, ¢ =0 (@ )¢ Mii=0(Liy), TO редът 

P=M=Ms...sM=<F, 
е радикален ред на А). Следователно полето Ау е радикално раз. 
щширение Ha пелето Р.. ᾿ , 

Ако радикалното разширение Е е полуабелево разширение 
на P, то по предната лема /М;, е нормално разширение на а и 
Gal (M; /M;_1) е абелева, защото е изоморфна на абелевата група 
Gal (L; {L;1). Това показва, че Р) e също полуабелево pasmnpe~ 
ние на Р. Следствието е доказано, 

” Твърдение 21. Всяко полуабелево разширение Е на полвто 
Р жоже да ce вложи в пормално полуабелево разширение К" 
на P. 

1 Доказателство. Полуабелевото разширение Е на полето 
Р e крайно разширение на Р. Затова F=P () за подходящ еле- 
мент θ от F. Нека р (x) е минималният полином на #в над P, a К 
е полето Ha размагане на р (x) над F. Ако 0--0, 0y ..., θη са ко- 
рените на p(x) в K, то К.-Р(0,,..., 8) и K съдържа Е Р(9). 
Ще докажем, че нормалното разширение K на ᾽ e полуабелево. 
разширение на Р. Да положим F; =P (0;),4-1, 2,..., n. Oue- 
видно €, че А - Е и че. полето Х съвпада с композита Π ὰ ... F, 
Тъй като елементите 6,-08 и 0; са спрегнати над P, то според 
твърдение 3 в Gal (K/P) съществува такъв автоморфизъм с;, че 
c; (0) -- θ,. Тогава 5#)- ΕἾ и според предното следствие полето Р, 
е полуабелево разширение Ha P, #<.1,2,..., п. Тогава композитът 
K=FF; ... F, по твърдение 20 e полуабелево разшярение на по- 
лето Р. Твърдението е доказано. . 

Teopema 10. Π pynama на Галоа на 6CAKO нормално ради- 
кално разишрение е разрещима. 

Дрказателство. Нека К е нормално радикално разюшире- 
ние на полето , Според твърдения 19 и 21 полето АК може да. 
се вложи в нормално полуабелено разширение.Е на Р. Тъй като 
K е нормално междинно подполе на разшелението Е на полето 
P, 10 ΟἹ теорема 5 следва, че G=Gal (K/P) е хомоморфен образ 
ga H=Gal-(F{P). Ще докажем, че #1--(а! (F/P) е разрешщшима. 

ека 

Polysls..5L=F 
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‘. радикален ред на F с абелеви групи на Галоа Gal (L; {ξμ.), 
1--1, 2, ..., s. В съответствието на Галоа Ha междинното подпо- 
ле L; съответствува подгрупа #; =Gal (F/L;) на групата H, а 
L: e неподвижното подполе на подгрупата M. Да разгледаме 
тройката полета Ζι 13 ξ <F. В нея F e нормално разширение 
на Гу и L;, а L; e нормално разширение на L; ; с абелева гру- 
па на Галоа А; =Gal (L; /1 1). Затова подгрупата H, --ба) (FIL: ) 
e нормален делител на H_1=Gal (Fil;)), а axrop-rpynara 
H1/H; no Teopema 5 e -изоморфна на комутативната [pyna 
Aii=1, 2, ..., 5). Следователно, 

Не НН > ... 2H,=Gal(F{F)=() 
‘€ нормален ред на #7 с абелеви фактори, T. е. rpynara #1 e pas- 
решима, а тогава по Твърдение 11 и нейняят хомоморфен образ 
G=Gal(K/P) е разрешима грула. Теоремата e доказана. 

Теорема 11. Всяко нормално разщирение К на полето P, 
жоето пма разрешима 2pyna на Галоа, може да се вложи в 
нормално радикално разшарение L на полето P, . 
.. Доказателство. Hexa пе редът на rpynara G=Gal(K/P), 

а M e поле на разлагане Ha полинома Xx"—1 над полето К. Hexa С 
«е примитивен 7-TH корен на единицата ΟἹ M, а L;=P((). Ще дока- 
жем, че комнпозитът L=KL, е търсеното нормално радикално 
фразширение на полето Р. Тъй .kato К и L; са нормални разши- 
рения на полето P, то от теорема 6 и твърдение 5 следва, че 
"композитът L=KL, е нормално разширение на K и на L, a Н 
=Gal(L)L,) е изоморфна на подгрупа на разрешимата група Ο 3a- 
това редът т на Η дели реда л на С M освен това според твър- 
дение 10 групата H е разрешима. Според теорема 7 в Г има нор- 
„мален ред 7 
3) | A=Hy=zH=... 2Я,-4е) 
с циклични фактори #/:-1/#7, ,i=1, 2..., s. Редовете n; =|(H;_1/H; )| 
Ha тези фактори делят реда т wa # и затова те Ca делители 
на реда л на Ο. Да разгледаме редицата | 
. P=Lly<Li=PQ=Ll<...<Llin=L 
OT подполета на L, където /1 е неподвижното поле А на noarpy= 
пата £ за i=0, 1,2,...,s. Ще докажем, че редът (4) е радикален. 
Полето L, € просто алгебрично разтирение на L, което отговаря на 
полинома x” —1 над L, Нека i1 п да разгледаме тройката полета 
ἐιξίτειξξε, Тъй като [L:L;|=|Hif, [L:Lipa)=|H:| н [L:L] 
Е : Еа4 (еъ : L)), то степента на Ра над L; е равна на реда n; на 
фактора Hi—if/FH,. Полето Г, съдържа примитивен πΤΗ корен на 
единицата, тъй като (€L, и n, е делител на п. Освен това полето 
Деъ е нормално разштирение на полето L, защото е неподвижно- 
то поле на нормален делител H, на групата na Галоа Gal(L/L,) 
=H;_. Групата Gal(L;.,/L;) е циклична от ред п тъй като тя е 
изоморфна на Фактор-групата H,_,/H, Тогава според теорема 9 
Ἔ изпълнено равенствота ; ,(6,;41), където b, е корен на 

К 
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MONMHOM от вида X i—ay @€ L, T="1, 2, ..., 5. Следователно pe- 
сдът (4) e радикален, а L e радикално paswupenve на P, Koeto 
гпо построение съдържа .полето K. Теоремата e доказана. 

8 9. Решимост на уравневия в радикали и 

В този и в следващия параграф ще приложим развитата Β᾽ 
хпредните параграфи теория към HAKOW от задачите, които са свър- 
:зани с режшаването на алгебрични уравнения в радикали. С по- 
мощта на теорията на Галоа се получава пълно и точно "обясне- 
зние на .съществуването 'HA познатите формули за корените на 

“ «полиномите от степен 2, 3 и 4 (виж 6 9 на глава lf), а така съ 

0" и деказателството на TOBA, че при по-високите степени таки- 
.Ba формули не съществуват. Задачите за построение с линия Η 
„пергел намират също свеята естествена трактовка в рамките на 
-теорията на Галоа. Целите на настоящия учебник. не ни позволя- 
гват да разгледаме много OT възхитителните по своята дълбочина 
:задачи и приложения на теорията Ha [anoa. 

” Определение 11. Ще казваме, че неразложимият полином 

f(x) кад полето Р е решщим в радикали (или решим с радиакали), 
,„ако съществува радикално разширение K на полето P, в което 
_f(x) има поне едиа корен. 

Теорема"12. Неразложимият полином f(x) над полето P 
2 решим в радикали тогава ц само тогава, когато групата на- 
Галвоа Gal (K/P)=( на неговото поле К на разлагане e paspeniu- 
Ma. Освен това ако f(x) е решим в радикали, то съществува 
„нормално радикално разшаиарение на P, което съдържа полето K. 

Доказателство 1. Ако групата G е разрешима, то по 
-reopema 1П полето K се влага в нармално радикално разширение 

L на полето P. Следователно f(x) e решим с радикали, а полето 
„К на разлагане над Р се съдържа в нормално радикално разши- 
„рение на P. 

2. Нека f(x) e решим в радикали и нека M е радикално 
-разширение на P, което съдържа корен на f(x). Според твърде- 

ние 19 радикалното разширение М на Р може да се вложи в 
«полуабелево разширение F на полето P, а от твърдение 21 след- 
ва, че Е може да се вложи B нормално радикално разширение L 
на полето Р. Тъй като неразложимият над Р полином #(х) има 

"корен в M=L, то той се равлага Η линейни множители над L. 
‘Hexa K, e полето η разлагане Ha /(х) вад P, което се съдържа 
в .Liu G,=Gal (K;/P). # . 

Тъй kato G, е хомоморфен образ η rpynata [i=Gal(L/P), 
:Koato според теорема 10 e разрешима, то Gy е. разрешима група. 
Ho групата G=Gal (K/P) e изомерфна на групата G,==Gal (K;/P), тъй 
като nonerara K u K, ca изоморфни над Р (reopeMa 9 к следствие 

‘8 на глава МШ). Следователно rpynara” С e реазрешима. Teopema- 
"Та е доказана. : , 

Ако полинемът /(х) над P е разложим над P, то естествене 

Ν : 
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е да считаме, че f(x) € решим: с радикали; кагато вееки нераао 
ложим над Р делител на /(х) € решим с радикали. Прието е съ-. 
що групата на Галоа СаацК/Р) на полето на.разлагане K на f(x) 
над Р да се нарича epyna на Галоа на #(х)над Р или-на урав-. 
некието f(x)=0, Предната теорема може да се обобщи.по след-. 
ния начин, - . 

Теорема 13. Axo /(х) е произволен полином:над полето P, 
то уравнението f(x)=0 e решимо с радикала тогава и сажо. 
тогава, когато неговата група на Галоа.е разрешима. 

Доказателство. Нека K e поле на. разлагане Ηδὶ поди:- 
нома f(x) над P, G=Gal(K/P) е групата My. на Галоа, а p(x) 
ръ (26), - .. . ра () са различните неразложими над P делители на f(x).: 

Ако n=1, то f(x)=p[(x), където p,(X): & неразложим поли- 

ном над ὶ Тогава /(х)-0 е решимо в радикали. точно TOraBa, 
когато € решимо в радикали уравнението" py (x)=0. Очевидно e,. 
че K е поле Η разлагане и на p,(x) над P, 1..e.. G е. групата на" 
Галоа и на p, (х). По теорема 12 уравнението f(x)=0 e решимо. 
в радикали тогава и само тогава, когато rpymata G e разрешима„ 
т. е. при n=1 теоремата е вярна. 

Ще проведем доказателството с индукция. 00, Нека.п>Г н: 
да допуснем, че теоремата е вярна за полиноми с "пю-малко ΟΤ΄ 
п различни неразложими делители. Полиномът f(x) се представя: 
във вида /(х)-фр1(х)4 (х), където ру (х) не дели: полинома Ф(х). 
а 9(х) има п--1 различни неразложими делителя. над Р. Полето. 
К съдържа поле M на разлагане на g(x) вад P, а групата на: 

‘Tanoa F=Gal(M/P) на а9(х) е usomopdua на фактор-групата. 
G/Gal(K/M) Hexa L e подполето на K, което e поле на pasnara- 
не на неразложимия полином py{(x) над P, a H=Gal(L/P). Тъй ka-- 
то K=LM, то от теорема 6 следва, че групата" Gal(K/M) е- изо- 
морфна на подгрупа на групата #.. 

Нека сега f(x)=0 е решимо с радикали. Тогава 2 (x)=0 и: 
g(x)=0 ca решими B радикали и затова групите им на lanoa #” 
и Е са разрешими. Но тогава и групата Gal(K/M). e - "разрешима.. 
Πο твърденвие 12 С е също разрешима група.. 

, Ако пък G e разрешима груна, 1o полето K се влага в ради-. 
кално разширение на P (Teopema 11) n.f(x) e pexiam с радикали.. 

” С това индукционната стъпка е направена и теоремата 8 доказана.. 
Ако f(x) е произволен полином над полето Р. а @y, ан...,й, 

са различните корени на f(x) в полето му K на разлагане над P, 
10 К Р(а„ йз,.... а) и /(х) се разлага над K,pbB вида. 

Πρότα (к--ади ρατταρμ, ( ταρϑε, 
” където авР, =1i=4L,20 . ς πὶ " PR 

OT следствие 2 знаем, че „всеки автоморфизъм с от. rpymarar 
G==Gal (K/P) на f(x) се определя еднозначно от Ддействието си: 
върху елементите Oy, 8 ..., й а σί(αι); в (аз),..:4.9(а,) е една. 
пермутациЯ на тези елементи. Следователно групата G e "подгрупа- 
на симетричната група на MHOMXECTBOTI: OF различните KOPeHH, Ἠδι 

Су 
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f(x)..3a опростяване на разглежланията можем да считаме, че G 
е подгрупа на симетричната група 4., T. е. елементите на С ще 
пермутират индексите на елементите 0, По този начин автомор- 
физмът o€, 88 който имаме σ (а)1)--ац, σ((2) Ξ 6;,,..., о(а)-а, 
се отъждествява със субституцията ' ᾿ 

НЕ 
до B3... I, 

Taka интерпретирана, rpynara G действува Ha множеството от 
числата 1, 2,..., п и ΤῸ се разбива на орбити OTHOCHO. нейното 
действие. Ако числата А, /,..., /, образуват една орбита относно 
действието на G, то @, йл, .- -, @, са корените на неразложим 
над - P делител, p(x) на полинома /(х). Нанстина ако р(х) e онзи 
неразложим делител на f(x), На който @; € корен, то, понеже 
@,=c(ay,) за някой автоморфизъм с от G, το’ a;, е корен на р (x), 
Ако b е корен на р(х),.то @;, и b са спрегнати над Р и по твър- 
дение 3 съществува такова тЕС, че b=t(a;), т. е. b=a;, за ня 
кое k, 1<k<r. Орбитата ( Л. Л»..., j,} OTHOCHO действието на TPy~ 
пата ( (а ,така също множеството ΟἹ корените dj, а ..., а),) се 
нарича област на транзитивност на групата G. - 

Ясно e, че GposT Ha различните области на транзитивност e 
равен на броя на различните наразложими делители на полпнома 
f(x). Полиномът f(X) е степен на неразложим полином над P To- 
гава и само тогава, когато числата 1, 2,..., п образуват област 
на транзитивност на G, Τ. е. когато С действува транзитивно на 
множеството {1, 2,...,п). В този случай ще казваме, че групата 
С на Галоа е транзитивна. 

Задача. Докажете, че всеки полином над полето P, чиято 
степен е не по-голяма OT 4, е ретим с радаикали. И 

. Упътване. Използувайте факта, че S, при n=4 е разре- 
шима група. . , 

"+ Ясно e, че нерешими в радикали полиноми трябва да бъдат 
търсени «сред полиномите OT стенеп, по-голяма или равна на 5. 
При това възможността за намиране на такива полиноми зависи 
от основното поле Р. Ако P e алгебрически затворено, то неразе 
ложимите над Р полиноми са OT степен | и затова всеки поли-. 
ἨῸΜ "над P е решим в радикали. Също така ако P=R е полето 
на реалните числа, то неразложимите полиноми над R са от сте- 
пен 1 -или 2 и всеки полином над К е решим в радикали. Тъй. 
като всеки полином над P, веразложимите делители на който са 
от степен, не по-голяма от 4, е решим С радикали, то необходимо 
условие 88 съществуването на нерешими в радикали полиноми 
над Р е да има нераздожими полиноми над P от степен, no-ro- 
ляма кли равна на 5. Едно такова поле е полето на рационалните 
числа, над което има неразложими полиномй от произволна сте- 
nen (виж § 7 на raasa’ ). ' Ν Ξ Ξ 

Лема 9. Нека 4.е просто число, а С e транзитивна поде 
група на. симетричната група S, Тогава всеки неединичен нор- 

и ра 
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мален делител Н на G е също транзитивна подерупа на S 
Доказателство. Неединичният нормален делител Я на гру- 

пата Ο действува на мчожеството ΟἹ числата 1, 2,..., 4 н го раз- 
бива на орбити. Нека О () и O () са две орбити относно действието 
η Η и r=10 @)}, s=|0 (/). Ще покажем, че r=s, T.e. че всеки 
две орбити относно действието Η ЯТ имат еднакъв брой еле- 
менти, Нанстина, тъй като G е транзитивна, то /--#2(4 за някой 
елемеят g ΟἹ G, Полагаме #(0 (9)-(Е(#) k€ O (i)}. Ясно, е че мно- 
жеството #(0 ()) има r=|0 (i)] enemenra. Нека #60(). Тогава 
Е ай (0) за някое й от H, а елементът ghg™l & от H, понеже ἐ 
е нормален делител на С. Елементът g(R) от #(0 (ἢ) се записва 
във вида g{k)=gh()=ghg'g()=ghg*{j), което показва, че 
g(k) εο (/). Следователно множеството g(0 (4)) се съдържа в ор- 
битата О(/). Това доказва неравенството γεΞ8. Обратното Hepa- 
венство се получава аналогично с използуване на ο ῖ =g (). 
Следователно r=s=s. 

Тъй. като броят HA елементите на BCEKH две орбити е едДдцно 
и също число 7, TO.r е делител на простото число д. Орбитите 
не могат да бъдат едноелементни, тъй като #Г е. неединична по 
група на S, Следователно 17>1 и от това, че 4 € просто число, сле 
ва равенството /--4. Но това означава, че #Г е транзитивна fol- 
гоупа на S, Лемата е доказана. 

Нека ¢ е нросто число. Тогава пръстенът #--2/4. 2 е поле ς 

4 елемента [1], [2],.... [¢—1] и [4φ]-Ξ0]. За нас ще бъде удобно 
сега да означаваме тези”елементи ¢ 1, 2,..., ¢ и да считаме, че 
симетричната група S, действува на елементите на ΠΌΠΕΤΟ #.. 

Разбира се, след тази смяна на означедията всички пресмя- 
тания Ο елементите 1, 2, ..., ¢ на Z, се извършват по MOAYA ¢, 
Ако а e ненулев елемент на Zgq(a==q), T0 а ε΄ обратим в Z, и 
al=¢, 155:2:54--1, където gc=] (mobg), т. е. асе- 1 в #.. Ако а, 
beZ, и а--0, то изображението σία, b):Z,—Z, което се опреде- 
ля с формулата o(a, b)(x)=ax+b, e взаимно .еднозначно W30G- 
ражение на Ζῳ, т. € σ(ᾶ, 6) е елемент на симетричната група 
З която действува на елементите.на полето Z,. Всяка субстаиту“ 
ция от този вид се нарича линейна, Две линейни «субституции 
σία, 6) и o(c, 4) съвпадат тогава и само тогава, когато a4==C и 
b=d. Наистина ако . (а, 6) -о(в, d), то от о(а, 6) (0)--9(с, а) (0) 
се получава b=d, а тогава от σία, b){)=a+b=clc, d)(1)=c+d 
следва а--с. Линейните субституции образуват подмножество L, 
на групата „5,, което съдържа TouHo (4--1)4 enemenra. От авен- 
ствата с(а, b) σίε, а) (х)--в(а, #) (cx+d)= a(rx+d)+b=acx+ad 
+b==c(ac, ad+b)(x) следва формулата . . 

1) σία, 6) (с, d)= c(ac, ad+b), . . 

KOATO показва, че произведение HA лянейни субституции е линейна 
субституция. Очевидно €, че тъждествената субституция « съвпа- 
да с линейната субституция o(l, 0), а от dopmyaa (1) ce получа-. 
ва равенството 

. ͵ " ва 
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@ L ola, ееа -- ατ1}), 
T, е. обратната Ha линейна субституция € също линейна субсти- 
Туция. Следователно множеството Lo на линейните субституции 
€ подгрупа на симетричната група S,. 

На всяка линейна субституция с (а, #) съответствУва елемент 
[¢, 651 на групата M,, която построихме в § 5. Тъй като на раз- 
лични линейни субституции отговарят различни елемевтина M, и 
My има ф(4)4-(4--1)4 елемевта, то TOBa съответствие е BaaxZM- 
но еднозначно. От формула (1) и от определението на умноже- 
нието B M, следва, че съответствието е изаморфизъм между 
групите Ly и M, Понеже групата M, е разрешима (твърдение 17) 
те и групата L, е разрешима. Така получихме следното ᾽ 

Твърдение 22. Дко 4 e просто ийсло, то линейните суб- 

ституции ст симетричната група S, която действува на 
елементите на полето 2, образуват разрешима nodepyna L, 
на S, която е изоморфна на групата М,. ' у 

В § 5 видяхме, че M, съдържа цикличен! нормален делител 
N, който се поражда от елеменвта (1, 1). Тъй като простото чис- 
ло ¢ е взаимно просто с рела д- 1 на фактор-групата M /N, τὸ 
всеки елемент от M, от ред ¢ ще се съдържа в нормглния дели- 
тел N, т. е. ще бъде οἹ вида (1, 61-(1, 1]’ където lst<g—1. 

Следователно линейната субституция σ(1, 1) има ред ¢ иЪораж 

да цикличен нормален делител на L, Освен това всяка линейна 
субституция от ред 4 е степен на o(l, 1). „ 

Определение 12. Подгрупата С на симетричната rpyna S, (g е 
просто число) се нарича ланейна, акс елементите Ba ( са лдиней- 
ни субституциин н o(l; 1)6С. | 

Тъй като подгрупите на разрешима група" са разрешими гру- 
пи, то OT предното твърдение се получава слелното 

„Следствие 13. ἄκο ¢ е просто число, то всяка линейна 

подгрупа на симетричната група Sq 6 разрешиама група. 
Лема.10. Ако ¢ е просто число, РАН+« δὲ й Е е линейна 

nodepyna на S, mo Н е също лианейна подгрупа на S, 
Докавателство. Тъй като £ е линейна подгрупа τὸ в Е 

се съдържа линейната субстихуция o=o0 (1, 1). Нека t¢H. Тогава 

τοτ 1 e също елемент на нормалния делител F. Тъй като с e от 

.ред ¢, τὸ и линейната субституция τοτ 1 e or ред ¢. Tlosexe вся- 

ка линейна субституция от ред 4 е степен Ha ¢ (1, D=0, то τοτ-ἢ 
--59, където 1<:а<4--1. Следователно tg:c“r. Axo γεΖς TO. 

τοί( y)=c"t(y) T. е. . 

(3) - «У+ е( . 
От (3) следва, че +(у+2)-1(у-1)+а-т( у)+За и изобщо τί ν -" х) 
ет ( у)+ха. При y=0 и 8--1(0) получаваме +(х)-ах-6 за всяко 
ХЕ Ζφ T е. т е линейна субституция; Следователно групата #7 се 

съ стои само от линейни субституции. Тъй като с-ч(, 1)¢H, 
то Η е линейна подгрупа на S 

Теорема 14. Нека f(x) е неразложим полианом над полето 
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Р от степен д, където 4 6 просто число. Ако групата G на 
Галоа на полинома f(x) над Р е разрешима, mo G е ланейна 

подгрупа на симетрцчната група 5, 
Доказателство. Тъй ,«като f(X) е неразложим полином 

над Р и разглежданите полета са с характеристика 0,710 f(x) има 

точно 4 различни, корена в полето си K на разлагане над P. Зато- 
ва групата G е транзитивна подгрупа ὰ симетричната група S, 

Нека G εἰ разрешима група. По теорема 7 групата С има , HOp- 

мален ред с циклични фактори от прости редове 

@ - аза>а>... >й, >G> . 
Можем да считаме, че С, e неединична циклична подгрупа от 
npocT ред d с пораждащ елемент o. Понеже G, e неединичен 
нормален делител на транзитивната rpyna G, 1o πὸ лема 9 O, е 
също транзитивна, Като приложим отново същата лема, получа- 
ваме, ue Gy, С . . ., (, | са транзитивни. . ТъЪй като С, 1-е Ὁ» 

e от праст ред 4, 10 1, o(l), 62(1), . . ., σ Ὰ{{ са всевъзможните 

образи на 1 относно действието на С,. . Затова d=¢ и можем да 

изберем така номерацията на корените @y, (12» . .., й, на поливома 
} (Χ), че аз--9(а)), аз:984(а)), .. ., а,-0”Ча,). Torasa редицата 

1,2,..., g ще съвпада точно ¢ редицата 1, 9(1), 42(1),..... 
<9-1(1) при приетото отъждествяване на автоморфизмите от U= 
-СаК)Р) със съответните субституции от 5у Оттук следва, че 
пораждащият елемент с на подгрупата С, ; съвпада с линейната 
субституция 9(1, 1) (x) =x+1. Следователно (,_, e линейна под- 

група на 5, ο С, e нормален делител на С,. » Тогава по дема 
10 G,_, е също линейна подгрупа на S, След неколкократно 

прилагане на същата лема получаваме, че всички членове на реда 
(5) са линейни подгрупи на S,.. В частност, групата на Галоа С 
на f(x) e линейна подгрупа на S,. , 

Теорема 15. Нека /(х) е неразложим NOAUROM над полето 

Рот проста степен д, K e полето на разлагане на #(х) над Р 
G=Gal (K/P) е групата на Галоа на f{x). Ако групата йе 

йазрешими, то полето К се получава : om полето Р с присве- 
данягане на два пройзволни разлияни корена на f(x) 

Доказателство. Нека a,, й» ..., ὅᾳ са корените на пе 

οἹ К. Тъй като f(x) е неразложим полином над P и Р ε ς нуле- 
ва характеристика, то а;.+ а) при #4-/. Да означим с Е подполето 

Pla;-, а), #4-/, на полето K. Нека H=Gal(K/F) e подгрупата на 
G, καπτὸ съответствува на това подполе. Знаем, че редът на Я 
съвпада пъс стевента [K: Ε]. Ако 1€H, то +(а;)-а; и 4а)-ар 
т. е. 48,-1, +(/)--/) при отъждествяването на С с подгрупа на 

S, Hexa G е разрешима rpyna. По предната теорема G е линейна 
подгрупа и затова субституцията т от /4 съвнада с някоя линей- 

на субституция а(а, b), т. е. t(x)=ax+b за всяко x€Zg Оттук 

следва, че i=())=ai+b, j=1(j)=aj+b, където" i%j. Ако а+1, 
10 i(l —a)=b=j(1—a) влече i=j, което е невъзможно, Следова” 

телно a=1.Ho тогава b=0 и т--9(1, 0)=¢ e тъждествената суб” 
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«титуция. "Това "показва, че #Г е едхиниг-хната. подгрупа на С н 
ДК : Е|--1, Следователна К-Е-0Р(а, a;). Теоремата е доказана. 

Следствие .14. Нека полето P e подполе на полето В на- 
„реалните HUCAA, а-/(х) е неразложиам NOAUKOM от проста не 
щетна степен 4-над P, Ако f(x) е решим в радикали над по- 
лето P, то цли всички .негови корени са реална числа, или f(x) 
гима само един peancH корен. . .. 

Доказателство. , Полиномът /(х) е с реални коефициен- 
ти и € OT нечетна степен. Затова той има поне един реален ко- 
рен (глава VI, лема 2).От теоремата ὰ Даламбер (глава VIII, 
"теорема 15) следва. че полето С на комплексните числа съдържа 
толе -K на ,pasnarave на f(x) над реалното поле Р. Нека G= 
=Gal(K/P) е групата на Галоа на f(x) над P. Понеже f(x) e 
решим в радикали, то групата G e разрешима, а полето K ще се 
получава от .Р.с присъединяване на кои да са два различни KO- 
грена на f(x). Ако f(x) има поне два реални корена а 4,, TO по- 
„лето K=P(a,, а,) .е подполе на полето R на реалните числа и 
:корените на /(х) ще са реални числа, защото те се съдържат в 
.K. Следствието е доказано. | 

ΟἹ доказаното следствие се получава, че всеки неразложиам 
полином от .степен 5 над полето Q на рационалните числа, 
„който има точно три реални корена, е нерешим в радикала 
.над Q. А да се построят цели серин от. такива полиноми не 
„представлява трудност. Например ако р е произволно просто чис- 
-по, TO от критерия на Айзенщайн --- Шонеман (теорема"9 на глава 
.П) следва, че полиномът ἤρ(χ)τεχῦ- δρχ- Ρ e неразложим над по- 
лето Q. Този полином има 5 различни корена в полето С нва 
комплексните числа и сред тях нечетен брой са реалните, защото 
коефициентите на f,(x) са реални. Елеменвтарни съображения за 
трафиката ,на" функцията /,(х) ни показват, че ако реалните коре- 
1ни са 5, то производната на /,(х) ще има 4 реални корена, което 
не е BAPHO, тъй като тази производна има точно два реални ко- 

4 4 ' 

грена .0 и «„фр. «Οτ друга c-rpanal, „() има поне три реални 
"корена, тъй като .лесно се намират три интервала, в краищата Ha 
конто фувкцията /,(х) приема стойности с различни знаци — Ha- 
пример .интервалите (—p, —1), (—1, 0), (0, p). Следователно па- 
„линомът ,(х) има точно 3 реални корена и според предното 
„следствие той € нерешим .в радикали над полето Q. 

Следствие 15. За всяко естествено число n=5 съществува 
-полином O степен п с рационални коефициенти, който е не- 
„реишжм .8 радиакали .над полето Q на рацаионалнате часла. 

Наистина достатъчно е да умножим полинома х5-10х.-“-2 с 
-x"~6, 88 да получим полином -OT степен пм, KOHTO е нерешим B 
„адикали „.над „.подето Ὁ. 
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” В 10. Teopema на Руфини-- Абел: 

Преди да се заемем €. основния” въпрос на този naparpad,. 
ще изучим с помощта на Teopusita, на Галоа. един . пример, свързан: 
с ΠΌΠΕΤΟ от рационални функции: 

Нека xy, X, - . ., X, 8 независими променливи и M е npo-- 
изволно поле с характеристика! 0..Пръстентът: A= ДХу Χονς « s Х 
ΟἹ полиномите на х), Ха «« -, X, С коефициенти оъ M е област. 
на цялостност, @ неговото поле“ Г.-Д(ху Ха . ..., X, OT частниг: 
се нарича поле от рационалните функции на Xy, Ха - . -» X, Ha. 
всяка субституция с ΟἹ сСиметринната груна .S, съответствува. 
автоморфизъм на полето L, който изобразява. рационалната функ-- 
ция ἔ(χι» Xg . «.ν .) Β рационалната PYHKIHS Р (ЖХо(, Ха(2а " - . . 
Хал)). Лесно се вижда, че това съответствие е мономорфизъм Ha, 
групата S, в групата Autl на автоморфизмите на L. Затова мо- 
жем да разглеждаме S, като подгрупа на Autl,xaro отъждествя-- 
ваме субституцията с със съответния автоморфизъм на L. Heno- 
движното подполе 5 на Д относно S, се нарича поле на симе-- 
трияните рационални функции с коефициенти от M. Тъй kare: 
S, е крайна група ot ред | To:or теорема 3 следва, че L е нор-- 
мално разширение на 4,. а от твърдение 4 знаем, че [L:S|=nl. 
При това S, е групата η Галоа Gal(L/S) на L над S. Ще ce- 
стремим Да получим по-точни сведения!за полето" 57на: симетрич-- 
ните рационални функции и 33 неговото сечение B=SMA=: 
=SNM[x;, Ха ..., X;] € пръстена на полиномите над M, т. € 
за пръстена В на симетричните полиноми на Xy, X3, - - -, X, SIcHO 
e, че M<SnA. Да разгледаме нолинома 2()-(--Ж4)... f—x,)= 
-#4а 14 . .. +а, на променливата Е над toneto-L. Koedue- 
циентите @; на g(f) Ca с точност до знак елементарните CHMET-- 

рични полиноми на X3, Xgy « « .» Ха ΤὸνΒ, @i =(~1’}"Z жХа oo Xy 
i=1, 2, ..., n Ясно e че @, @, ..., &, се съдържат Ε. 
пръстена B=ANS. Тъй kato M<S иар йщ . . ., 4.645, T0 под- 
gone'ro T=M(a;, a, ..., a,) се съдържа B S. Ще „докажем, че. 
=T. - 

Действително. понеже T=S<L и [L:S]=nl, те [L: T]z=nl 
Да pasrnename редицата ΄ 

" 

a T=T,<T, ST, 15 ... =Ty <T,=L 

ΟἹ подполета на L, където Τὶ = T (Хаца, Же ooy X = ΤῈ ει χ } 
Тъй като Τ. - Τὶ (x:), то за да се убедим, че [Ty г T; |<:1 32 
i=1, 2, .. ., п, трябва да покажем, че CTEMEHTA' на алгебричност“ 
на X; над подполето 7; е не mo-roasMa от i. Да разгледаме no~ 
линомите ' ᾿ ΄



88 1< n и A, (f) = 2(0). Ако извършим делението на 2() + +а14... 
4+a, с полинома (#-хХгаа ) (#--ЖХ1а2) . . . (F—x)=t""4 ... по из- 

„ вестното правило 88 деление на полиноми, то ще видим, че Й; () 
е полином OT степен 4 със старши коефициент единица, а OCTa- 
налите My коефициенти са полиноми на @y, Oy, . . .y 4 Xitts Ж42, 
.у X, TPH.KOETO коефициентите на тези пелиноми са цели числа.. 
Затова Я; (f) e полином с коефациенти от полето Т) Но жх;е ko- 
рен на &; (ἢ и минималният поливом на х; над.Т; ще бъде де- 
лител на #; (Т). Следователно степента на алгебричност на х; над. 

T: е не по-голяма ΟἹ А т. е. [Τ ὰ : T; ]<{ Но тогава 

. [L:T)=[To: T[T1:Ta) - . . ааа T=n! 

и следователно [L: 7)|-т. Полученото равенство показва, че- 
[S: T]=1, което e равносилно Ha равенството S=7, Така полуе. 
чихме, че S=M(a,, йз . . ., 4,), T. е. полето на CHMETPHYHHTE ра-. 
ционални функции съвпада с полето от рацирналните функции 
на елементарните симетрични полиноми на х Ха .. .. X, Освен 
това от равенството [ : 7)--/! следват равенствата 711 : Т|<-4, 
i=1, 2,..., п. Затова полиномът ἧι (f) ще бъде минималният" 

полином на X; Hap подполето Т а 1, Ха χξ, ащ x;f_—l е базис на. 

Т.. а над Т; и следните /! елначлена 

С) . xpxp ..o, 0=y si—1 

образуват базис Ha полето L над подполето S. 
Тъй като х) е корен на полинома Я,(4, който е от cTemen Г 

и стартшни коефициент 1, то х) се изразява като полином с цели 
коефициенти HA @y, й» . - -5 йв Хъ Ха .. -5 Ха Понеже #() е 
полином със старши коефициент единица, ΤῸ X2 се изразява като. 

полином с цели коефициенти HA а), Qgy “ o oy й Ха Ха «« .. Ха 
в който х, Участвува най-много в първа степен. Тогава всички 
степени на X, ще се изразяват като целочислени полиноми на 
а ..., Да Ха .. Ха където Xp е от степен =1. Също така ot 
"Ва(хз)-- О получаваме, че всички степени на X3 се изразяват като 
полиноми на ар йъ . .. й Ха ι « .. Ха В KOHTO Ха участвува 
най-много във втора степен. Изобщо от Й,(х;)--0 получаваме, 
че степените на X; са полиноми с цели коефициенти на ' @y, dy,. 
v o .. й Ха Xitly ечч Хь Β KOATO х; участвува най-много B- 
(f—1)-a степен. Нека cera д(Х Ха . ., X,) €A е произволен поли-- 
HOM на Xy, Xy, - . ., X, Hall полето M. Като заместим в р(х, Ха . « «, Ха) 
степените на променливите х; със съответното им изразяване Ka- 
TO -полиноми на @y, « . ., Oy Хь Хеъ - « ., X, И извършим при- 
ведение, получаваме, че £(xy, Ха . . ., X,) е линейна комбинация-“ 
ὍΤ елементите на базиса (2) с коефициенти, които са полиноми 
на а, Gy, - . -, 4, т.е. с коефициенти от пръстена Mlay. йз.---». 
a,]. Ако ρίχι, X3 ..., Х.) в от B=ANS, то, ΟἹ една етрана, 

g(:yl, Хъ + = -5 X,) се Записва KATO тривиална линейна комбинация. 
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"на базисните елементи от (2), т. е. в тази линейна комбинация 

:коефициентът пред базисния елемент 1-ЖХ8, χῇ, . .., x) е pasen. 

,на glxy, - - ., «) и Останалите коефициенти са равви на нула, a, 

-от друга страна, всички коефициенти на тази линейна комбина- 
"ция са полиноми На @y, Oy, . . -, 0, Следователно симетричният 
“полином (X, .« - X,) Се изразява като поЛином на а й ..» йл 
с коефициенти от M, т.е. B=A п айл . .., a,} Обратно- 
TO'e очевидно — всеки полином на &y, . . ., €, € симетричен по- 
лином HA X;, Хе . . ., X, Следователно пръстенът B=ANS съв- 

-пада с пръстена ” Mjay, a,, . . ., а,), KOHTO е пръстенът OT поли- 
номите на елементарните симетрични полиноми на променливите 
Χ Ха « - -+ Х. Полученото твърдение е точне основната теорема 

-за симетричните полиноми на Xy, Хе « . ., X, Над полето M. 

) Hexa , Uy, « . .. U, Ca независими променливи, а Р- Л (и), 
Mgy .« й) € полето OT рационалните функции на Uy, #, .. .. Uy 
гнад полето M. ! 

Определение 13. Полиномът 

f(x)='{7"+u156"_1+flgx”_2+ .. F8e а 

и уравнението /(х)-0 се наричат съответно общ поланом н 
гобщо уравнение от п-та степен над NOAETC Р от рационалните 
„функций на Ly, шл « oo, U,y чи ὶ 

Интересуваме се от въпроса, дади общото уравнение от - Τ 
степен е решимо B® радикали над "полето Р. За получаването 
на отговор на този въпрос ще приложим теорията на Галоа. За 
целта трябва да намерим групата на Галоа на общото уравнение 
ὋΤ A-TA степен и да установим дали тя е разрешима група или не. 

Нека K е поле Ha разлагане HA общия полином f(x) от n-ta 
степен над полето Р. Тогава 

@ 703 -(к--6) (x—&) . .. (x—E) 
и K=PE, &, ..., %) Коефициентите на f(x} съвпадат с TOUHOCT 

до знак със CHOTBETHUTE елементарни CHMETPHYHH полнноми иа 
«елементите Е, &, . . ., Б Τ᾿ е. 

ш (1 ЗЕ ἕ .. Е =12 ... 

Hexa G,=Gal(K/P) e rpynara на Галоа на общото уравнени“ 
Τ п-та степен. Ако n=4, то f(x) има не повече от 4 различн" 

,корена, а G, е изоморфна на подгрупа на една от разрешимит“ 
симетрични rpyna Sy, S, 554, 5,. Затова G, при n<4 е разрекшима 
«"група и общото ypabeHde в тези четири случая € решимо в ради“ 
кали, Всъщност този факт е известен и без прилагане на теория- 

"τὰ на Галоа, тъй като познаваме формули, които изразяват в ра 
„Дикали корените на общото уравнение OT CTeneH n=4.. 

Ще докажем. че групата G, е изоморфна на симетричната 
ггрупа S,. .- : | 

Да разгледаме пръстените E=Mluy, йъ . .., й| и 85 
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=Miay, ag - . .» й,<1.--И(х, Хъ . . ., Χ,). ТЪЙ като I, Uy, ..., 

ш саз: независими променливи, TO съществува хомоморфизъм ¢ на 
Ε върху B, който на полином AUy, Uy . ., й) ΟΥ Е ! съпоставя 

„елемента #(ар й» . - !; @) ot Β. За да докажем, че ф е изомор- 

«Ффизъм, ще разгледаме също подпръстена F=M х Ха .. .. X4 
‘Ha полето Гли подпръстена“  #-Л4, & . . ., | на полето К. 

. Нека ф e хомоморфизъм на Е върху H, който съпоставя на по- 

линома ρίζχι, Ха - « .ν» Ха).0т Е елемента g6, &, .. .. Е,) οὐ AL 

Тъй като а;; Qg « - .. й, са полиноми на Х Ха . « .. Ху ΤΌ В-е 

подапръстен на F. По аналогични причини пръстенът £ е подпръ- 
«стен на Н. Нека полиномът ЛЯ(а), йо, . - ., й) € OT ядрото Кег ф 

гна хомоморфизма ᾧ. Тогава ψίλ(χιν» Ха . . .. Ж))--Я(а, й . . .. 

„.):-0 в пръстена B, който е подпръстен на F. Затова 

ες O=glhlay, а . . ., а)е Я(4(а), φία), « - -» @) 
Да забележим сега, че 

ф( а: )ζ:φ((-ἰ)’ Σχι Ха o -« 6 )= (-1)1;2515, . ,>. & =uy 

където i=1, 2, ..., π. Оттук получаваме равенството О--Й(а), 
Uy, . - ., #,) В пръстена E. Това показва, че Кегф-(0) и фе 
изоморфизъм на пръстена Е върху пръстена B на симетричните 
полиноми на Ху Хе - . -, Ха Изоморфизмът ᾧ : E=M|a, &y, . - -, 

)l —»B=Ma, ..., а,| се разширява Ao изоморфизъм ф на по- 
лето P=M(uy, uy, . . ., й„) 0T частни на Е върху полето S= 
«е М(ар ag, , . ., а) OT частни на пръстени B. Тъй като ApR изо-, 
морфизма ф на полинома /(х) от (3) съогветствува полиномът 
е(0)е .. +ава K e полето на разлагане на f(x) 
над Ри L е полето на разлагане на 2(х) над S, To по теорема 7 

на глава УШ изоморфизмът ᾧ се разширява до изоморфизъм т на 
poneto K върху полето L. При този изоморфизъм корените на 
полинома / (х) ще преминават в корените на полинома g(x), T- е. 
след евентуална преномерация на корените на полинома /(х) ще 
имаме +(Е; )=x; за 4--1, 2, . . ., п. Ограчиченнето на изоморфиз- 
ма т върху пръстена 447 е изоморфизъм (над полето M) η H 
върху F, който изобразява множеството {§), Ep . . ., E,} върху 
MHOMECTBOTO {Xy, Ха . . ., Хл) Така ние получихме следните днве 
твърдения: 

1. Елементарните симетрични полиноми на независйимите 
променливй Χ, Ху - .. Ха са алгебриянно независими над по- 
лето M. 

2. Kopenume &, &, . . .. Е, на общия полином от n-ma 
„степен ca алгебрично независицми над полето M. 

Забележка. Сега вече е очевидно, че разгледаният по-горе 
хомоморфизъм @ е изоморфизъм. 

| Лесно се преверява, че съответствието, което на BCAKO с OT 
групата G, съпоставя тет7?, който е елемент на групата S, 
Хотъждествена по посочения по-горе начин с подгрупа на групата 
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Autl ΟἹ автоморфизмите на полето L), е изомерфизмът на G, 

върху 5,. Така доказахме следната 
Теорема 16. Групата ὰ Галоа на общото уравнение от 

п-та степен е изоморфна на симетрияната група S, 
От теорема 8 и теорема 13 тогава се получава прочутата 

теорема на Руфини — Абел: , . 
Teopema 17 (Руфини — Абел). Axo xapaxmepucmuxema на. 

разглежданите полета € нула ий n=5, mo общото уравнение 

от n-ma степен € нерешимо в радикали.



ДОПЪЛНЕНИЕ 

. . 

5 1. Множества. Операции над множества , 

" Понятието множество е едно OT основните “ помятия в мате- 

матиката. Затова за него не може да бъде дадено строго опре- 

„деление., Обикновено понятието множество се пояснява с приме- 
ри, а след това се пасочват правилата 33 използуването му в ма- 

TeMATHUECKHTE разсъждения. Този подход към термина множест- 
во се нарича интуитивен, 

Теорията на множествата е тази част от математиката, която 
изследва общите свойства на множествата независимо OT приро- 

дата на тяхните елементи. Създаването Ha тази теория € дело на 
Георг. Кантор и се отнася към годаните 1871--1883. Той се е при- 

държал именно към интуитивния подход към цпонягието множе- 
«<тво. Този подход обаче се e оказал ненадежден. Свободното бо- 

равене с понятието множество, OCHOBAHO само на ингтуицията, € 

довело твърде бързо до появата на тъй наречениге антаномиа 

(противоречия) в теорията на множествата. Те се отстраняват в 

аксиоматичната теория на мнежествата. Понастоящем съществу- 
ват различни методи за аксиоматизацая на теорията на множе- 
«твата, но TAXHOTO разглеждане би ни отвело твърде далеч от цел- 
та ни да изложим основите на съвременната алгебра. 

3a нашата цел ще бъде достатъчно да използуваме само 
интуйтивния подход и да застанем на позициите на тъй нарече- 
ната „наивна теория на множествата“. 

„ Когато разглеждаме някои обекти или понятия, които имат 
дадено общо свойство, TO мислено можем да образуваме нов 
«обект — множеството /И на тези обекти. За разглежданите обекти 
казваме, че са елементи на множеството M или че принадле жат 
на M. Съждението, че елементът а принадлежи на множеството 
M (или M съдържа а), ще записваме чрез a¢ M (или М За). Ако 
„ не принадлежи на множеството M (т. е. b не е елемент η M), 

то ще записваме b ¢ M (или М7)34). ' 
Удобно е да се въведе понятието празно множество, Τ. е. 

множества, което не съдържа никакъв елемент, Празното множе- 
«тво ще бележим със знака (). Найример множеството OT всички 
фреални „корени на уравнението х241-/0 е празно. Примери за 
"множесТва са множествата N, Z, Q, R и С съответно на естестве- 
HATE, целите, ранионалните, реалните и комплексните числа. 

„Две множества Ди В се наричат равни тогава и само тогава, 
XOraToO те са съставени ΟἹ едни и същи елементи, т. €. когато еле- 
ментите на А са елементи” Ha 8 и обратно. Ако MmHowelrpaTa A, 
В "са равни, то това записваме като 4-8 ᾿



Ако всеки елемент на множеството Ае елемент на „множе- 
ството B, то А се нарича подмножество на В и записваме ACH 
или BDA. За подмножеството A на множеството В казваме съ- 
що, че А се съдържа в В. 

: Очевидно празното множество Се подмножество на всяко 
множество. Всяко множество А е подмножество на себе си, T. e, 
ACA. . и . . 

Множеството M, HA което всички елементи са g, g, ..., вь 
ще означаваме с M={ay, 4у ..., a,}. : 

Ако А e множество, а Е(х) е някакво свойство, то елемен- 
тите от A, които притежават,. свойството £(X), образуват подмно- 
зество M на A, което се бележи .с 

M={a|a¢A, Е(4)). “ Ε 
Например {x|x¢N, 10< х) е множеството от естествените 

числа, по-големиот 10. . 
Всички подмножества HA дадено множество.4 образуват съ-. 

що "множество, което се бележи с P (А). ; ' 
Задача. Докажете, че axo множеството A има n елемеата, 

то Р(А) има 2” различни елемента, ' . . 
Ако A=(), то Р(А) e еднослементното множество {D}, чий- 

TO единствен елемент е празното иножество (5. Ако A е едноеле- 
ментно множество, то А и (J са слементите η Р(А). Ке 

Обединение, или сума, AU Β ца мнежествата Д и В се нарича 
множеството от всички елементи, които принадлежат на поне едно 
от дадените множества A, B. т. е. 

, - AuB={x|x€d или x€B). „ 
Обединението на произволек брой Множества се опреде- 

ля по аналогичен начвн. , и м , . 
Сечение, или обща част, Ап Β на.,две множества A и B се 

нарича множеството отвсички елементи, KOMTO едновременно се 
съдържатв Ди B, т. е. хе . 

AnB={x|x¢A, x¢B}. " Ε . 
По същия начин се определя и сечението. ка йройзволей 

брой множества. | . Do Ν Ξ Ε 
Разбира, се сечението Ап Β може Да бъде празното множе- 

ство. Ако АпВ--(, то казваме, че A и В са непресичащЕ cé илй 
че Ди B са чужди помежду си, “2 Я ФЕ Разлика ANB на множествата А π' B се дпределя с фор- 
мулата ᾿ ’ 

ANB={x|x¢c A, хев). | 
Ot това определение следват непасредствено следните раве]нства. 

. ῃ 

ANA=Q, AN@ =4, ONA=¢. ОО 
Koraro множеството B се съдържа B A, 10 разликата ANB: P 

се нарича Jonsanenue на B в Ди се бележи ¢ СА(В). За допълн 

П.



ненвието Ha В B 4 са пзпълнени равенствата А BUCL(B) и 

ВПСА(В) 
Ако А, В, С са произволни множества, ΤΌ за така въведени- 

те операции са изпълнени следните закови: 
1 АрА-4А, АПА - А -- пдемпотентност на обединението- 

а сечението; 
2. А|)8-8А, АП8-В8ПА-- комутативност; 
з. (AUBUC=AUBUO), ANBNC= ΑΠ(ΒΠΕ)--ασοιμιαι- 

тивност; 

4. Al)(BNC)=(AUB)N(AUC),ANBUO=(ANBUANC)— 
дистрибутивност на обединението спрямо сечението и дас- 
трибутивност на сечението спрямо обединението; . 

5. AN(BUQ)= (A\B)fl(A\C) AN (BN CO)y=(A\B)UAN\C) 

— разликата „антиразделя“ обединението и сечението; 
6. Ако ВС-А, то С.„(СА(8)- . 
Доказателството на всеки един от тези закони използува Cas 

мо дадените по-горе определения. Като пример ще приведем само. 
доказателството па първото равенство от O. 

Нека x ¢ AN(BUC). Тогава x¢A. и ХЕВИС, τ е. x¢A, x(B 

и хЕС. Но x¢A и x¢B означава, че x € ANB. Аналогично x¢A 

и x €C означава, че x€AN\G, 1. е. x ¢ (ANBYVANC). Тъй като. 
х e произволен елемент or AN(BUC), To доказахме включването 

а (врс)е(ахЖаП(4ЩС). 
Обратно, ако у е елемент от сечението (4Ж.8)П(4ЖЩС), то 

YEANB и ye AN\C. Затова y ¢ 4, YEBuycC. Тъйкато yeBuy¢C 
10 УЕ8|С: Но ytA и уеВЦС влекат уе AN (BUC), т. е. има 
ме включването 

(ANBNANOSANBUC). 
Or onpeAefn’eHHeTo за разенство на две множества получаваме 

ANBUC)=(A\B)(ANC)- 
Останалите закони се ДОЪ.(ЗЗВИТ no подобен начин. 

§2. Деквртово пронзведение. Двучлепни релации 

. ИЗображения 

Ако хиу са два обекта, то можем да образуваме нов обект 
(x, у), които Се нарича наредена двойка с първа компонента 
(проекция) X и втора компонента (проекция) у. 

Две наредени двойки (X, у) и (2, Е) се наричат фравни тога- 
гва и само тогава, когато x=z И у- B общия случай наредена- ” 
та двойка (X, у) не е равна на наредената двойка (¥, х). Например 
©, 1):1:(1 -0). Следва да различаваме наредената ABofika -(x, у) or 
множеството {X, у); елементите на което ca Χ u y. г 

Определение 1. Jexapmoso произведениев AXB на множе- 
# " , 
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«ствата A, В наричаме множеството от BCHAKM наредени двойки с 

лърва компонента (проекция) — елемент от A, и втора компонен- 

ra — елемент от B, т.е. 

AxB={(a, 6) |ас A, 0Е В). 

Например, ако A={0, I} и B={1, 3} τὸ 

AXB={(0, 1), (0, 3), (1, 1), (1, 3)} 

Ако B=A, 10 декартовото произведение AXA се бележи с 

„А? и се нарича декартов квадрат на множеството A. 

Задача, Докажете, че ако 4 има m=1 елемента, а В има 

1121 елемента, то декартовото прзизведение AXB се състои от 

mn елемента. - 
Задача. Нека А и 8 са непразни множества. Докажете, че 

AXB=B> A тогава и само тогава, κόγατο А --δ. - 

За декартовото произведение на множества не е изпълнен 

,асоциативвият закон, Τ. е. ако A, 8 и С са множества, TO множе- 

«ствата (AXB)XC и AX(BXC)ue са задължени да съвпадат,. 

. Задача. а) Докажеге, че декартовото произведение А < 8 на 

множествата 4, B е празното множесгво тогава и само тогава, 

когато А -- () или В8-(5. 
6) Докажете, че 31 множестзата 4, B, С имаме равенството 

(AX B)XC=AX{BXC) точно тогава, когато поне едно от А, В, 
' С е празното MHOWECTBO. 

В математиката често се налага да се разглеждат msspiedus 

(релациц), в които участвуват HEW3BECTIH, след Заместването на 

KOHTO с конкретни обекти се получава вярно ΜΠῊ невярно твър- 

„дение. Например х--у и X<y са две релации, които зависят от 

две нензвестни, а 0< х е релация, KOATO зависи от една промен- 

„лива. Речацаите, коигто зависяг от една променлиза, се нарачаг 

унарии (едиоеленна), а тези, козито Завпеяг OT две промеаллаза 

се наричат бантрна (Ювгутленни). , 

Ако р е бинарна релация, която зависи OT промгнчачате X И 

Y, н при BCAKO замгстване на X и у с елементя 112 милеството 

А се получаза варно или неварчо тзърдение, TO ще каззаме, че 

.p 6 определена в множествота A Ще казваме, че елементът « OT 

А ев релация р с елемента b от 4А. и 13 записваме aab, axo 

«<лед заместването x=4, y=b се попучава от р BADHO твърдение. 

Ако за елементите @, й от А e BAPHO поне едно OT твърденията apb 

Ἢ δρα, то казваме, че а и b са сравнамиа относно (no модул). 

„релациятт р. На бинарната релация р можем N3 съпоставим 04" 

множеството /И (p) на схаларния квадрат А?, което се определя С 

„формулата 

| ме)-Ца, b)|(a #в A% apbl. 
AKO познаваме елементите Ha подмножеството M(p), To 3uacH 

-точно за кой двойки (@, b)¢ A? e Bapud” твърдението apb и следо” 

BATEAHO познаваме и релацията p. Така между подмножествата на 

.42 и биянарните релации в мчожеството A се получава "взаимио 
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еднозначно съответствие. Поради товза съответствие често под би- 
нарна релация р в множеството А се разбира подмномество M 
на скаларния квадрат 42, като се подразбира, че а ф e Bupro точ- 
но тогава, когато (а, 0)6 Al . . 

Примери 
.+ 1. На релацията „равенство“ (х =y) отговаря диагопалът M( = 
={(a 6) (a, 6)6 A% a=b}={(a, а) а A} на скаларния квадрат A% 

На релацията ΧῈ - в миожеството Ζ на целите числа 
отговаря подмножеството {(#, —n)|n€Z} на декартовия квадрат 
72, а на същата релация в множеството ΟἹ неотрицателните цели 
числа отговаря едпоелементното подмножество #0, 0;). 

Понятието изображение (функция, съответстаиев) на Ммно- 
жеството A в множествого B (глава IV, 6 2) е частен случай na би- 
нарна релация. Нанстина съответствието / на А в B мофе да се . 
определи като бинариа релация на множеството ( - =AUB със 
свойствата: 

1) ако за х, уЕС е изпълнено xfy, то хЕ4 и y¢e B 
2) за всяко xCA съществува един-единствен елемент V¢ B, 

така че xfy. 
Поесоченият подход към изображенията обаче не е ушбен за 

записване и работа със самите изображения. 
| Нека р е бинарна релация в множеството A. Ще казваме, че 
ре рефлексивна релация ,ако за всяко а от A е в сила ага. Рела- 
цията р се нарича симетрияна, 8ΚῸ за всички х, y€A от хру 
следва урх, а р се нарича антасиметрична, ако от едновремен- 
HOTO изпълнение на хру й урх следва равенството х-- у. Релация- 
та р се нарича транзитивна, ако 33 всички X, ¥, 26 А ὋΤ хру и 
ypz cnensa XpZ. Посочените свойства могат да се определят H с 

помощта на подмножеството M=M(p) на A% 
1. Рефлексивност: (а, 8)¢ M за всяко авА. 

A „Симетричност: om (x, )Ὲ M caedsa (y. x)(M 3a всияка 
X, y or A 

3. Антисиметричност:! ако (x, у)ЕМ а (y, X)¢M, 1o хе . 
4. Транзитивност: ако (х, УЕМ и(у, 26 М, то (x, 2Ye M. 

5 3. Релации на еквивалевтност 

"Определение 2. Бинарната релация р Ha множеството А се Has 
рича релация на еквивалентност,ако тя е рефлексивна, симетрич- 
на и транзитивна, т. е. ако за всички &, b, с от А са в сила твърденията - 

1) ара, 
2) от арб следва bpa, . 
3) or apb и bpe следва арс. 
Примери: 
1. Релацията paBeHCTBO е релация на еквивалентност. 
2. Скаларният квадрат A2=AXA определн релация на еквива- 

лентност на А. 
. 3. Ако А е множеството от всички прави в тримерното npo- 
Странство, т6 подмножеството 
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M={(x, УНИх, УЕА, су или x=y} 
определя релация на еквивалевтност на A, кояго се бележи с |“| 
и се нарича „обобщена успоредност на прави“. . 

4. Разбиване на множеството А се нарича всяко представяве 
на А като обединение ΠῈ непресичащи се подмиожества на A. Ако 
A= UA, е произволио разбиване на множеството A, TO подмно- 

7 . 
жествата А,-на А се наричат «ласове на разбиването. С номощ га 

на даденото” разбиваве на А се определя релация р: 
XgV е вярно точно тогава, когато елементите х ш у се 

съдържат в един и същ клас A; на pasbusaremo. 
Така дефинираната релация р € релация” на еквивалентност, . 

За тази релация ще казваме, че тя отговаря на дуденото pas- 
биване на A. ἢ 

5. Ако /: А-„В ¢ изображение на множеството А в някое мно- 
жество B, то да означим с р, релацията, която се определя по 
следния начин: # 

хр/уу е вярно тогава ц camo тогава, когато f{x)=f(y)- 
Релацията р,е релация на еквивалентностг 

. Всъщност, както ще видим по-нататък, примерите 4 и 5 са 
универсални, т. е. всяка релация на еквивалентнсст р на А 
може да се получи по начаните, описани 8 тези примери. 

Определение 3, Ако р е релация на еквивалентност на мно- 
жеството А и пе елемент на А, то подмножеството на А от 
всички елементи х със свойството арх ще бележим с [4] и ще 
го наричаме клав на еквивалентност по модул р, «ойто е оп- 
ределен от а. 

Твърдение 1. Нека ; e релация на еквивалентност. на мко- 
ожжеството А. Toeagg . 

а) всеки елемент ak А се съдържа в класа [α], 
6) ако δε[αἹ, то |61<-1а4; εο - Ν - 
в) два класа на еквивалентност по модул p йли съвпадат 

или са непресичащи се. | 
Доказателство. а) Понеже р e рефлексивна релация, то 

за всяко ак A e изпълнено ара и 3aroBa ὦ ([α]. - 
6) Нека О 6|а). Тогава e изпълнено apb, а това влече bpa, по- 

неже релацията е симетрична. 
' Axo х(|а), то apx e изпълнено. OT TPaHSUTHBHOCTTA на р и OT 

bpa, apx следва bex, 1. е. х (0) Следователно изпълнено e включ- 

га]нет[“о |а1|<-16). Обратното включване се получава аналогично, Τ, е. 
al=[8]. | И 

в) Нека класовете [a] и |6) се пресичат и пека с 6 (а|ПЦ6). То- 
„ гава от твърдение 6) следва, че [af=[c]={t] т. е. (а1<-16). Твър 
дението е доказано. .- 

Teopema 1. Aro р e релация HB еквивалентност на MHO- 
acecmsomo A, то различните класове на еквивалентност по 
модул р определят разбиване на множеството A, а релация“ 
та, която отговаря на това разбиване, севпада с релацията р. 
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Доказателство (1 твърдение 1 знаем, че всеки елемент 

а от А се сълържа точно в един клас Ba еквивалентност по мо- 
дул p, а именно ц класа [α]. Загова различните класове на екви- 
валентиост по модул р определят разбяване на A. - 

Ако с e релацията, която отговаря па това разбиване, TO OT 

определециесто на с зпаелм, че XGY е изпълцено точно тогава, кога- 
10 хн у се съдържат в едни и същи клас .(а).От x¢la] и ν Ε[α] 
следват apx п ару. Като използуваме симетричността и транзи- 
тивността на р, получаваме хоу. 

Ак.о1пък хру е изопълиеко, то YE[x] и от твърдение 1 имаме 

х6|ж)|< (уру, което показва, че хау е също изпълнено, Следо- 
дователно двсте релации с и р съвпадаг. Теаргмата е доказана. 

Ако р е релация па еквивалентност на множеството A, ΤῸ 
класовете на еквивалентност по модул р образуват миожество, 
което се озцачава с Δ Ρ се нарича фактор-лмножество на A no 
релацията на еквиьалентиост p. Изображениехо ф на A във фак- 

тор-множеството А/р, което съпоставя па всяко а от A класа на 
сквивалентност |(а), се парича канонично изображеницие. Елементът 
а ΟἹ А се нарича представител на xaaca. ¢ {a)={e] 

Задача. а) Дохажете, че капоничното изображение ф“ A—Afp 
е изображение на A ΒΈΡΧΥ 4/2. 7 

6) Докажете, че фе взапмно еднозначно изображение на А 

върху Afe тогава и сама тогава, когато релацията p съвпада с 
релацията равенство па Л. 

в) Докажете, че релацията g, (пример 5)-съвпада-с релацията р 

5 4. Естествени числа. Математична ипдукция 

Мниожеството N={1, 2...., n,...} на естествешите числа е. 
"един от най-важните обехти в математиката, Неговото строго Mas 
тематично определение и доказателството на основните свойства 
на естествените числа се MOCTHraT със системата от аксиоми на 
I, Пеано (1858—1932). Тъй като разглеждането на този кръг 0Τ 
въпроси излиза вън от рамките на настоящия учебник, то ще се 
базираме върху знанията, придобити в училищния курс це ,мате- 
матика. Като начало ще изброим някои от основните свойстна на 
естествените числа - , 
” 1) Ако a, beN, то a+b¢N. т. с. множеството на e¢mes 
ствените числа е затворено относно операцията събиране. 

2) Ако a, b¢N, то a+b=b+a (комутативност на «съг 
бирането). Т . - 

3) Ако a, b, сЕМ, то (a+b)+c=a+(b+c) (acoyuamusnocm: 
na csbupanemo). . . 

4) Ακο a, bEN, mo αϑεν, т. е. мнолжертвото на естест- 
вените числа е затворено относно операцията чумножение. 

5) Ако а, b¢N, mo ab=ba (комутативност на умноже- 
xuemo). . Σ и 

6) Ако а, b, c€N, mo a(be)=(ab)c (асоциативност. на. 
Ууленожението). . 
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7) Ако a, b, сЕМ, то (a-+byc=ac+be (дистрабутивен sq. 

кон, който свързва операциите събигране U умкножение). 

По-нататък с N(-+, .) ще означаваме множеството па есте. 
- ствените числа, разглеждано заедно с операциите събиране и ум- 

ножение. По аналогичен начин въвеждаме н означението М(+) 
или М(.). Всяко мнвожество 54 +, . ), което Уудовлетворява усло. 
вията 1)—7), се нарича комутативен пдлупръстен. Следовател- 

но, вместо подробно да изброяваме, че множеството на естестве. 
ните-числа удовлетворява условията OT .1) до 7), накратко ще 

казваме, че N(+, . ) е комутативен полупръстен. ” 
Ще посочим още някои свойства на естествените числа. 
8) Ако a,b, сЕМ ч а +с--й-с, то а -- 0 (закон за съкращаване 

пра събирането). Ν 
Ако а, b, ΕΝ й ас--фс, то а -- В (Закок за съкращаване при 

умножението). ᾽ 
Разлика 88 естествените числа а и й се нарича такова ecTe- 

ствено чиело  ΚΕΝ, за което a=d+ . и 

Лесно се вижда, че ако съществува разлика на естествените 
„ числа @ и b, то тя е единствена. Действителио ако a=b-+k и 

a=b+r, то b+ Ek=b+r, откъдето съгласно свойството 8) следва, 

че #<. . 

Единственото eCTECTBEHO число k, KOeTo е разлика на a, beN, 

се означава с k=a—b. 
Очевиднво €, че не всеки две естествени числа притежават 

разлика в М.„Нещо повече, акс а и b имат разлика в N, 70 ди 

а нямат разлика в М. Този „дефект“ на N е първата причина да 

се търси разширение на множеството па естествените числа. 
"Ако за естествените числа а и & съществува число ΚΕΝ, за 

което ач#-ф, то ще казваме, че „а е по-малко -om b, и sanuc- 
ваме a<(b. В този случай се казва още, че „6 е по-голямо от а“, 
и записваме b>a. . 

10) 3a всеки Ове естествени числа а ц b e изпълнено MOY- 
Ko едно от caednume-mpu условия: . 

a<<b, а--6 или a>>b (закон 30 трихотомия на релацията 

<) . 
11) Ако а, b, сЕМ, mo a<<b тогава и само. тогава, когато 

a+c<lb+e (или ac<bc). 
12) Всяко непразно подмнодсество Ha N притежава най- 

малеък елемент. . . 
Hexa Ome един път orbeniewsM, че посочените CBOHCTBA на 

естествените числа следват от три аксиоми на Пеано, но ние ги 
приемаме като ивтуйтивно ясни. Без да се впускаме в повече 

подробнвости, накрая ще покажем как от CBoilcTBoTe 12) следва 
много често използуваният принцип на пълната индукция, въве- 
дем в математиката от Β. Паскал (1623—1662) и“ Я. Бернули 
(1654--1705). - ) 

Teopema 2. (Принцип на пълната индукция). Axo πιδορθέ- 

наето « (п) удовлетворява условията: - . 

. - 372



1)y o {#) т вярко 30 т--1 а 
2) om допускането, че то е вярно 30 всяко n<k—]1, следва 

герността му 3a n=Rk, 
«mo т-о0ва твърдение е вярно-за всяко пЕМ. 

Доказател ство. Да допуеснем, че множеството 

S={s|s¢N. А(е) е невярио твърдение ) 
«от естествени числа е непразно. Съгласно" свойство 12) 5 прите- 
JKapa минимален елемент K, при което 67>1, защото «/(1) е вярно 
"твърдение. Тегава твърдението o (k) е невярно, а всички твърде- 
гния & (1), «.2), ..;).,.4 (k—1) са верни, понеже числата 1, 2,..., 
#--1 не принадлежат ка 5. Но това противоречи на условието 2). 
"Следователно S е нразно подмножество на N и < (л) е вярно 
+„твърдение 88 всяко n¢N. Теоремата е доказана. # 

Тук нямаме възможност по-подробно да обсъждаме принципа 
"на пълната математична индукция, но ще отбележим, че TOH до- 
туска и други екгивалентни формулировки и с услех може да се 
прилага за доказване HA твърдения, които зависят не от едио, а 
„гедновременно от няколко естествени числа. Например пранцилът 
ᾶ двойната андукция се свстои в следното: 

Нека на всеки две естествени числа т и n e съпоставено 
„твърдението «#(1тт, п), при xoemo: 

1) #Щт, 1) и< (1, м) «а верни твврдения 30 всички m, n €N 
2) ако k—\, 4) и oAk, 1--1) ca верни, то # (k, 4) е също” 

BApro твврдение. Тогава /(m, п) е вярно твърдение за веички 
«естествени числа т U п. 

Често пъти се налага по индукция да се доказват твърдения 
-αὐ(π}, които са верни, не за всяко ΠΕΝ, а само ὮΡΗ #2227, къдетд 
ΤΕΝ е дадено число. Тогава, за да- приложим теоремаха вместо 
"твърдението « (1), необходимо е да проверим верността на твър- 
„дението « (r). . 

Пример. Да се покаже, че за BCAKO eCTECTBEHO число 7= 2000 
е изпълнено неравенството 78~4>>1000 η3-} 8η. 

Непосредствено се проверява, че при л-2000 неравенството 
е изпълнено. Да допуснем, че TO е изнълнемо при някое ἥτ-εκ 
=2000. Ако B даденото неравенство положим л-А41, To в ля 
"вата част на неравенството при n=F ще с“ добави изразът 342 
+3k+1, а в дясната част ще се добави 2000 #-4-1003. Всичко 
e бъде доказано, ако докажем верността на помощното нера- 
„венетво 3k%+3k+1=2000 #4-1003 при #2-2000. Последното не- 
равемство лесно се доказва също по метода на пълната индукция. 
. Този npumep показва, че понякога условието (2) е също це- 
“есъобразно да се проверява чрез пълна индукция. Пра това Mo- 
Же да възникне верига от индуктивни доказателства на твърде- 
ния, всяко OT KOHTO е по-просто от предхождащото го. : 

1 , N [ и 
.. 
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§ 5. Пръстен на целаите, числа. 
“ . 

Вече споменахие, че не всеки Ддве естествени чисела имат раз“” 

лика B N, т.-е. уравнениете a=b+x (α, БЕМ). невинаги има ре- 

шение в Ν. г 
Комутативен полупръстен 8¢+, .), в който Ууравиението. 

а--84+ х има единствено рещшение в 4 88 веяко g, bES, се нари- 

ча комутативен пръстен. Единственфто решение на ypapHeHuere: 

a=>b-x се нарича разлика на елементите а и b и се означава С 

a—b. . , . 

„Очевидно €, че всеки пръстен 6 същевременно и полупръстен.. 

Нащата задача е да докажем, че съществува такъв комутати-- 

вен пръстен 7(Ф, ()) с операции (Ὁ и (), κοῆτο' притежаза следе 

ните свойства: | - . 

o А) noaynpscmensm N(+, . ) се влага 8 полупръстена Ζ(ῷ.. 

% И . ! 
. B) всеки елемент om:L може да се представи като раз-- 

лика на елементи от образа на N в 7. - 

Ще NOSCHUM какво по-точно означават условията А) и B). . 

.  Угсловието А) овначава, че Ζ притежава такова подмножество 

- К, за което МЩ(Ф, ()) е полупръстен, и освен това съществува: 

такова взаимно еднозначно изображение ф:М-М на N върху N, 

което е съгласувано с операциите B N и N, т. е. 

#а+65)-+# а Ф ¢(b), ¢lab)=¢(@) Oy (6) 

.за всички а, ΕΝ. | 

᾿ Услрвието В) означава, че за всяко #67 могат да се н":.змеш 

рят елементи а, bEN, за които Ζεεφ(α) (9 φ(δ). ” - 

Всеки" пръстен, който притежава свойствата Δ) и В), се 'Ha- 

рича престен на целите числа; а HETOBHTE елементи-- цели . 

сла. | . | ” ) 
Ще докажем следната . 

Теорема 3. Соществува поне едиан пръстен на целите числа.. 

„Доказателство. В множеството Н)(М%((”и, b)|a, beN} 

въвеждаме релация ~ по следния начин: (а, b)~(c, 4) тогава M., 

„само. Тогава, когато a--d=c+b, й Ν , 
Непосредствена проверка” показва, че релацията "Ὸ е рела- 

ция" на еквивалеятност на NXN, т. е. ” | Ν 

1) (а,,6)--(а, 6); А 

2) ако (а, b)~(c, 4), то (¢, а)--4а, 6) и ες Ν 

3) ако (а, b)'~(c. 4) и (ς, 4) --(е, ), то (а, b)~(e, . « 

Съгласно теорема 1 релацията ~ разбива множеството NXN 

на непресичащи. се класове OT еквивалентни помежду CH наредени: 

двойки. Нека Ζ е фактор-множеството (NXN) ~. Е |а, 0) ще 

бележим класа на еквивалентност Ο представител (а, 6). 

В множеството 7 дефинираме операции. събиране (Ὁ и умно- 

жение (), като полагаме 

Ν 
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а [α, Я Θ (е, d]=la+c, b+a]. ο 
fa, 410 [ε'ἴ'ὶιί]:[αε-ι-δᾶ, ad-+ bel. 

Тук най-напред трябва да докажем, че операциите @ и Θ 
не зависят ΟἹ избора на представителите на съответните класове. 
Действително нека [a, bl=ta;, #| и (с, 41--(с, 41. Необходимо е 
да се провери, че 1 . 

@ Че+е, b di=[a+c b4, 
3 lac+bd, ad+bel=[ac;+b:1d;, ardy+byey[. 
Hauctena ΟἹ [a, b]=]a,, bl]ll следва, че (a, b)~(a, b)) и a+b,=a, 
+ 6. По същия начин получаваме, че c-+dy=c;+d. Kato съберем 
почленно тези две равенства, стигаме до извода, че (а-с, b+d) 
~{ay+¢c;, by+dy), с което !верността на равенството (2) e прове- 
рена. За да установим и равенството (3), трябва да покажем, че на- 
редените двойки ц=(ас+|!и1, ad+be) и ay=(a,6,+byd;, а14а1+ 011) 
са еквивалентни. Но това следва от факта, че те поотделно са ек- 
вивалентни на нйреденгт"а.“ двейка В -- (ас1+ bd,, аа + bey). Действи- 
телно a~f точно тогава, когато е изпълнено условието ac—+bd 
+adi+ bey=ac,+bd,+ad+bc, а то следва ΟἹ равенствата с+4, 
=cy+d и o+d=c+d;, като ги умножим съответно с а й b, а 
след TOBA почленно ги съберем. По аналогичен" начин се проверя- 
ва н релацията «1--В. , , . . 

3a да покажем, че Z{@®, ()) е комутативен полупръстен, не- 
обходимо е да се докаже, че елементите на Ζ и операциите Ф 
и (O удовлетворяват условията 1) —7) от предния параграф, кое- 
то се извършва без затруднения, като вместо знапите 98 събира- 
не и.умножение на естествени числа поставим съответно Ф и 
О и използуваме" тяхното ,«определение от (1). 

Нека (а, 61 и (с, d] ca произволни елементи от Z. Ще пока- 
жем, че уравнението и . 

@ . е [a, bl=[c, 4 ф х 
¥Ma' едно-единствено решение в 7. 

| С непосредствена проверка се вижда, че га (а-+а, b+c] e 
решение на (4). Ако ха-, Ὁ] Ζ е произволно решение. на (4), 
ΤΌ от равенството (а, bl=[c, 4 Ф (и, +) следва, че наредените 
двойки (а, 6) и (c+u, d-+v) са еквивалентни; т. ¢, а+44+е-с4+8 
+u. ο това равенство показнва, че наредените двойки (а, ‘D) H 
(@+d, 54-с) също ca екнивалентни, поради каето Xp=[u, v]=|a 
+d, 64с)|--Жт. е. Xy € единствено решение Ha (4), а полупръ- 
стенът Z(@, ()) е комутативен пръстен. | Ν ς 

„Единственоте решение на уравнението (4) се нарича разлика 
на елементите (а, b] и (с, d], което ще означаваме la, 61O ]e; а4). 
Следователно " , | 
G - 66O 4-е+4/54-, | 
Остава да Се докаже, че. пръстенът 2(Ф, ()) притежава свой- 
ствата А) и В): 3a тази "цел полагаме : 
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N={(@+1,1)|aeN}C #. 
Тъй като | 

(6) + 1]®[b+1, 1]=[a+b+2 ?]=[a+b+1, ΠΕΝ, 

(Ἱ @£ 1, ЧОе+1, N=(ab+a+b+2 atb+2=[ab+1, ΠΕΝ, 
10 подмножеството N е затворено относно операциите & и (). 
Останалите условия ΟἹ 1) до 7) (вж. предишния параграф) също, 

се удовлетнворяват of елементите на Ν, защото те се удовлетво“ 
ряват от всички елементи на 2. i 

„Нека :N—N e ивображение на N 8 N, при което φῳία) ξε[ᾷ 

+1, 1} за всяко a€N. Лесно се. nposepsina, че ф е взаимно едно“ 

значно изображение на М върху М. Тагава 

Ф(а4-6)-1а4-6+1, 1]=la+1, 1] ® 19+1, Π τφ #(6), 
където второто равенство еледва от (6).!1По същия начин от (7) 

получаваме, че Ф(а6)--ф(а)0ф(6). Следователно изображението 

ф е съгласувано с операциите в Ми М..С това е установено, че 

7, притежава свойството А). За да по;с",ажем, че Ζ притежава Η 

свойството В), достатъчно е да се отбележи, че съгласно (5) про- 

изволен елемент (а, 5)6 Ζ може да се зацише във вида 

8) ἴα, δ] =[a+1,1©b+1 =9 O #(0) . 1 
Теоремата е доказана, . εἹ , 

С някои допълнителни разсъждения може да се докаже, че 

пръстенът на целиге числа в известен смисъл е единствен. 

, Задача. а) Докажете, че за всяко (а; 6 Ζ елементът (1, Ц 

е единственото решение на уравнението! (а, B] @ «х-4а, 8], T. &, 

{1, 1] e неутрален относно събирането и се нарича нулев елемент 

на 7. Докажете, че [1, 1] e единствен нул:ев елемент в 7. 

6) Докажете, че за всяко |a, 6)6 # елементът [b, а)е enmm- 

ственото решенге на” уравненинето (а, bj@x=[1, Н. Това pewe- 

ние се нарича противоположен елемент (Ha елемента [a, b} и се 

означава ¢ х-((а, b}, т. е. G[a, 0164 4) 
в) Hoxaxere, че & (O]a, 5)) -(4, bl. 
г) Докажете, че елементът е-(а41,.а|е единственият не- 

утрален елемевт относно умножението. , 
Обстоятелството, че съществува взаимно еднозначно съот” 

ветствие между елементите на N н N, зададено с равенството 

pla)=la+1, 1] за ) всяко авМ, ни позволява да отъждествяваме 

съответните елементи Ha N я N, Τ. е. [а-+:- 1, 1]=a(a ЕМ). При то- 

ва можем да заменим и Ззнаците 58 съответните операции. Тогава 

равенството (8) придобива вида [a, b]=a--b. ες 
Следствие 1. За всяко цяло число 257е изпълнено точно 

едно от crednume три условия: 26 М, z;='0, --Ζ ΕΝ. - 

/ Действително ако z=a—b(a, ὃ Ε Ν), 10 съгласно закоча 88 

трихотомията B N (свойство 10) и. определението Ha релацията < 
) . 
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за естествените числа а и b възможен точно един от следните 
три случая: 1) a=b-+4c (сЕМ 2) a=b и 3) b=a+d(d¢N), което 
‘e еквивалентно съответно насловията: 1) 2=a—b=cEN; 2) 2- 
=a—b=0 и 3) —ze=b—a=cN. 

Доказаното следствие поззва, че пръстенът на целите числа 
може да се представи като бединение Z=NU{0}U(—N), т. е. 
Z={0, +1, +2,...). 

С N, ще означаваме обеднението N{J{O0} 
Задача. Дока;кете, че κφ и ай--ас, то b=c(a, b, с #) 

8 6. Делимост на цел числа. НОД и HOK 

Нека а и b са цели числа,т. 6. а, b¢ . Ще казваме, че b 
дели а, ако a=bg ва някое 4й. В такъв случай ще казваме 
още, че а се дели на b или а « кратно на b, и ще записваме 
bfa. В противен случай се казваче b не дели а, а не се дела 
на b или а не e кратно на b, се записва 04 а.От определе- 
нието 58 делимост лесно се nonyaBa'r следните свойства на це- 

лите числа: 

1) ala 3a всяко acZ; 
2) а/0 (acZ) ПА 
3) ако Oja, то а-0; З 

ζ ако αἱϑ и bje, mo ajc; “ : 
5) ако δία, mo blac 85 scaxock 7; 
6) ако bfa, mo bclac 3a всякс ες 1;. 
7) ако св/а айе, то сЦа4+#) 
8) ако bejac и £=6, то bja; 
9) ако aflb-+c) и afb, то а/с; 
10) ако а/б и с/а, то ас/ба. 1 
Следващите свойства на делим(стта се получават OT някои 

специфични особености на естественте числа. 
11) Ако а а b ca естествени чела ий ab=1, mo a=b=1. 
Доказателство, Ako едно o, двете числа а и В e равно 

Ha 1, To и другато число е равно wa'l, Да допуснем, че а>1 и 
b>1. Съгласно определението на резациятА 2> съществуват ес- 
„тествени числа k, LEN, за които а #41 и #-:141. Тогава ab= 
=kl+k+i+1=1nkl+k+1=0, ο тъ като N{+,.) е полупръстен, 
то OT последното "равенство следва,е ОЕМ, което не е вярно. 

12) Ако цялота число а дели 1 то а: +1. ' 
Доказателство. Or afl, слелза че 1=ag{g€Z). Тогава 

а242 « 1, където ай и 32 са естествени числа. Съгласно 11) оттук 
се получава, че a?=1. Следователно изпълнени са равенствата 
a.a=1u (—d)(—a) τ 1. Понеже едноот двете числа а и-а е 
естествено, то пак от 131) слелва, че а или --а е равно на 1. 

13) Ако αἱὸ и bja, то a= --ὃ. .' 
, Доказателство. От условието"следва, че g=bgq, b=ap 
(4, 416 7) и a=agq,. Ако @=0, то or Ofb получаваме b=0 и твър- 
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дение;о е вярно. Ако а--(0, то qz}lLl ug=+1, поради което 
аг 

С |а| ще бележим абсолютната! Стойност на чиелото 4, T. ев 
lai=a при а>0 и |4|-- --а при a<li 

14) Ако bla u ἀξξῦ, то |b| -Ξ 4 | 
Доказателств о." Нека a-bq(qEZ) Torasa [αἱ = |6).1|4), 

" където |а|, 19) и |4| ca естествени числа. Тъй като |gl=1+% 
(k=0), то |a|=|b| + |6| 8 и [b|k‘>0 Cera твърдението следва 
от определението на релацията > 

Нека а, 06 Ζ b=0. Да paanemfm числото а HA числето b с оста- 
тък означава да представим а въвд вида a=bg-}-r, където ¢, ΤῈ Хи 
O0<r<|b|. При ταβᾶ ¢ се нарича!непълно частно, а ”--остатък 

от делението на а с b. Както ноказва следващата теорема, деле- 
нието с остатък е винаги възможно, а непълното частно у й OC- 
татък 7 са еднозначно определени ΟἹ делимото а и делителя b. 

Теорема 4. За всеки две цели числа а u b пра b0 съще- 
ствува еданствена двойка цем. числа д и г, за който 

a=bq+r,~ 

Доказателство. Да ра*гледаме най-напред случая, кога 
10 0--18) Подмножеството S={a—bs|s¢Z, a—bsz=0} на мно- 
жеството Ny=N{J{0} не е празно. Действително ако a=s=0, 10 
0= a—bseS Ако a0 и s———a2 T0 a—bs=a+ba*¢S, защото 
alba®, Ба ΕΝ, |а | < 8а2 съгласно 14) и затова a+ba®=0. Caeno- 
вателно подмножеството 5 сътържа най-малък елемент и нека 
той е /--а--084(4 67). По услозие r=0. Ако предположим, че r=b, 
TO елементът 7--0--а--0(4+;) е също от 5 и ще бъде по-ма- 
лък ὋΤ 7, а"това противоречи . на избора на 5 Полученото проти- 
воречие показва, че 0=r<b, „при коета а-04-+г. 

" Ако b<0, 10 {6]>0 и, ьакго вече доказахме, съществуват 
такива дь ΔΈΕΖ, че а-!!;,а1+г1 n0=r<|b|. ο |8 |----0 и 
следователно a=b(—g)+r." 

Нека ¢, 7' е друга двойка от цели числа, за които a=bg + 
+ и 057 < [6]. Тогава b +r=bq +r'n b(g—-g)y=r—r. Тъй 
като | ¥ —r и [Ὁ 17 #71, то последнето ,равенство е въз- 
можно само тогава когато ] 4 0 (вж. свойство 14)). Следова- 
телно g=q' и г--г”. Тесоремата e доказана. 

Изложеното просто доказателство на теоремата fapa съще- 
временно удобен алгоритъм за намиране на непълното. частно ¢ 
и остатъка / при делението”на а с #. Действително, понеже cp(s)_ 
=a—bs при 67>0 е намаляваща линейна функция относно S, то ¢ 
е най-голямото цяло число, 33 което r=¢(g)=0. Във важността 
на тази теорема ще имаме" възможност да се убеждаваме при 
многоброейните нейни придажения. . 

Цялото число 4 се нарича общ делател на целите числа ‘& 
и b, ako dja и djb. Най-голям общ делител (НОД) на a u b се 
нарича такъв техен общ делител, който се дели на всеки друг 
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«οὔμι делител на ай b. С НОД(а, 6) ще означаваме множество- 
ἴο на най-големите общи делители на а и b, Следователно 4е 
"НОД (а, 6) точво гогава, когато са изпълнени условията: 

1) dja u djb; : . 
2) ако 4//а и ἰ [δ, то αι[(. 
Забележка: Често понятието HOM (а, &) се въвежда като 

"чшй-голя"м“ото ΟἹ целите числа 4 със свойството 4/а и dfb. Това 
гопределение е неприложимо за числата a=0 и b=0. Освен това 
то не може да бъде пренесено за алгебрични обекти, в коита 
„няма релация наредба. ᾿ 

Ще отбележим някои основни свойства на НОД. и 
1). НОД (0, 0)--10). 
Действително всяко цяло число е общ делител на числата 

=0 и b=0. Но единственото число d, което се дели на всяко 
“цяло  число, е d=0. 

2). Ако afb, то ав НОД (a, 6) . . 
3). Ако 4, а, “ЕНОД (α, b), τὸ d=+d,. 

, Найстина djd,, защото d е общ делител на а и b, а а) е те- 
хен НОД. Пе същия начин получаваме, че 41/а. От 13) следва, 
че ἀτετε ἄμ ' ка 

4), НОД (а, 5) -НОД (|а|, | b]). 
Теорема 5. Всеки две цели числа притежават поне един 

"НОД. 
” „ Доказателство. Поради посочените вече свойства 1), 2) 
Ἢ 4) достатъчно е да разгледаме случая, когато a>0u b>0. До- 
казателството чна теоремата представлява определен начив за на- 
"мирането на НОД на дне числа, известен като алгоритъм на Ев- 

. "клид (Ш Β. пр. н. е.) Алгоритъмът се състои в последователно- 
ΊΟ прилагане на теорема 3 за намиране на равенствата 

y=bg+r, 0=r<b, 
- Н b=ryga+ry, Ξ , 

. ty=lfatry 0=r<ry 
{1) , e e e e e e e e 
ς 008 «Те 

. . ι τε  αδὲ РРе 0=re <ltpy, | 
Τ =0 ει ъяъ 054л ТЕ 

“където 1, Ζ ν. ὐ Ζκειῖ Са непълни частни, а! /), Га,-.«, Ге €3 съот- 
„ветните остатъци. Тъй като 687>т >у >... >rp=0, To след 
краен брой стъпки ще стигнем до първия остатък /а 1--0. Тогава 

.. е НОД на ани b. Действително, разглеждайки посочените ра- 
/гвенства OT последнота към първото, ние последователно нами- 
раме, че тл Дели χ. , ὕει εκ «νὖ, O, т. е. те е общ делител на а 
ги b. Ако а, е произволен общ делител . на а им b, то като раз” 
:глеждаме същите .равенства ΟἹ първото до последното, стигам“ 
„до извода, че 4, дели г Гъ..., Гя . Следователно κ ¢ НОД (а, by 
Teopenara е доказана. 

.„От доказаната теорема и свойство 3) следва, че BCEKH две 
ῃ B , 
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цели числа а и b притежават един.единствен неотрицателен НОД” 
който ще означаваме с (a.. b). Очевидно e, че фа, 6) =7, където». 
ть © последният ненулев остатък B равенствата (1). 

Теорема 6. Ако а u, b са произволнигцели: числа; то съще- 
ствуват такцива цели числа й чЕ Z, че (а, by =npa+-ob.. 

Доказателствае, Достатъчно е да. разгледаме случая, ко- 
гато а7>0, b>0, и да докажем, че. последният ненулев остатък в- 
равенетвата (1) е линейна комбинация. на, o b с цели коефи- 
циенвти. , 

От (1) следва, че 

() . Гъе рае I’i_1 а (=1 2,...,0.. 

където ῃῦ и r_j=ua. Torapa B Hapasa за га ΟἹ (2). 3aMecTBame- 
#r—1 (също определено от (2)) и получаваме, че гу се изразява AH- 
нейно чрез rp_2 И гъз С цели коефициенти. След това по същия: 
начин изключваме .. и Ὑ. н. Така ще получим,. че . се изра-- 
зява линейно чрез а и b. 

) Две цели числа а и D се наричат B3QUUAHO прости ако (a.. 
Б) =1 

Следствие 2. Yucaama а й Б са взаймно прости тогава й- 
мамо тогава, когато съществуват такива цели чиесла U U Ὁ, 
че ца--о6-1. 

Сега вече можем да докажем някои по-съществени твърде-- 
ния за делимост на цели числа. 

Твърдение 2. Ако albe и (а, b)=1, то а)с. . 
Доказателство. Тъй karo (@, 5) =1, то. съществуват" Ta-- 

кива цели числа 4 и U, 38 които ua-+vb=1. Умножаваме това: 
PaBencTBo. с ¢ и получаваме с- (ас)а- т (be). Понеже-а дели две-- 
те събираеми (ис)а и w(bc), T0- а/с- 

Твърдение 3. Ако ajc, bjc и (а, 6) =1, то аф/с. 
Доказателство. Тъй xaro afe, то с+-а4(4« Z).. ToraBa' 

Б/ад, (b, а) =1 й от твърдение 2 се получава, че (: bq, (1€ Z).. 
Следователно c=ag%abg, и аб/с. . 

Твърдение 4. Ако (а, с) -1 й (Ρ, с) =1, mo (ab, c}=1. 
Доказателство. ΟἹ условието следва, че за някои цели 

числа , Ф, Iy, ι са изпълнени равенствата па4Фт6-1 μ΄ u,b+ 
vic=1. Като умножим почленно- тези равенства,. ще получим, че.. 
1=wab+z¢, където W=, и εο 0уе + итца. Следователно, 
числата ай и с са взаимно прости, 

От. това твърдение -и. следствие 2. се получава. 
Следствие 3. Произведенията @ay...qr и“ byuby...b, ca: 

взаймно npocmu тогава и само. тогава, когато (а; by) =1 за 
всяко i=1, 2,...,6 u j=1, 2,....г.. В частност (a%,.b" )=1:. moza-- 
ва и camo mozasa, когато (a, by=1, 

Твърдение 5. Ако « и b са.цели, числа π' €N, 10 d=(a, b 
тогава и само тогава, когато 

(q‘;-y“v-_-_-.—.-_—-_'“* a:dan b=dbh (ah bl).= Iral’ bl € Z.. 
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Деказателство, Нека εὰ изпълнени. равенствата (3). Or 

29X се вижда, че 4 е общ делител на а и b. За да докажем, че 

d=(a, b), остава да се покаже, че 4 се дели Ha всеки друг общ. 

делител на, а и b. За тази цел използуваме равенството (ay, δι):: 1.. 

ΟἹ него следва, че 1=uya,+ob; 88 някои цели чиела « и Ὁ. Karo: 

умножим равенството с d, ще получим, че d=ua+vb, a оттук вед- 

нага се вижда, че общите делители на а и b делят d. 

Обратно, да допуснем, че d=(a, b). Трябва да докажем, че 

„ ва изпълнени условията (3). 
Ако d=0, то 0/а, b и затова g=>b=0. Тогава можем да по- 

ложим а =~b=1. Ако d>0, Τὸ от условието 4/а, b следва, че 88 

някои @, by € Ζ са изпълнени равенетвата а day, b=db,. Ὸ от 

Teopema 5 следва, че d=ua+vb(u, Ὅς 7) Като заместим Β това. 

равенство а и b с техвите равни и съкратим на 4, ще получим 

равенството 1-- ищ Ф което показва, че (@5, by) =1 Предло- 

жението е доказано. - 
Понятието НОД на две цели числа ΠῸ същия начин се пре- 

нася и 30 повече от две цели числа аъ йз.....а, При TOBA тео- 

рема 5 0CTaBa вярна за неотрицателния най-голям общ делител 

(a1, ag,...,a,). Не е трудно да -се покаже, че” ако (a;, а) - ф 

(ἄς, а) <. .„(ба--з а)-- йлъ 10 (ау йл ..) т 

Наистина общите делители на числата а) и 0y са делителите” 

на техния най-голям общ делител dy=(a,, 42) и само те. Следова- 

телно общите делители HA числата а, аз и @y са общи делители 

на d; и 3. В частпост (4, @, йз) -- (4 аз) По същия начин οὔ- 

щите делители на а) а», аз п а; са общи делители на dy= (dy, as) 

и а поради Koeto (а, @y, G5 @) = ((2, а,). По-нататък разсъж- 

денията следват с индукция. 
„ Числото т се нарича общо кратно на числата 4 2....» Ф 

акб т се дели на всяко едно от тях. Най-малко общо кратно 

(аь ал....а,) на ненулевите-цели числа ар йу...„а, наричаме най- 

малкото естествено число, което едновременно се дели на &y, а» 

.. йл Ако поне едно OT тези числа е равно на нула, тогава по- 

лагаме (ар ag-.-,a,) =0. - 
- Твърдение 8. Дко а, 96 7, mo (a, В) lab] =|ab] п общите“ 

кратни на числата а й 0 съвпадат с кратните ка (а, 6). 

Доказателство. Ако поне едно от числата а и фе равно 

на нула, 7o (а, b] = |а b| =0 н равенството, което трябва да до- 

кажем, в този случай е изпълнено. Освен това в този случай 
единственото общо кратно Ha a ὶ b е! само числото 0. 

Hexa'a и b са ненулеви цели числа и т е произволно TAXHO 

общое xparso. От а/т следва, че m=aqg(g¢ Z). Но m e кратно и 

„кна b, поради което —‘;—q ¢ 7. Hexa d=(a, 6) и a=da,, b=db,, къде- 

ай da,g - «δι 
то (аь δι)551. Тогава 7 = - р τ 4 ( Ζ и затова by/q, Τ. е. g= 

= blt=—db»t (ἐε Z). Следователно m=ag= %b t= (":b’% εἴ, където = ¥ 
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хри ab>0 и e=—1 при ар<О. Огттук следва, че общите ΚΡΆΤΗ 
"на an b съвладат с кратните на числото ато от своя стра- 

Б) 

на е тяхното най-малко общо кратно. Твърдението е доказано. 
Следствие 4, Ако а/с. а ble, mo (а, #1 /с. П 
Втората част на твърденияе 6 ни дава възможност да нами- 

раме най-малкото общо-кратно на няколко числа. "Действително 
"общите кратни На числата 4 и 4, A кратни” Ha числото (а, gyl 
Тогава общите кратни на а), a, и ες съвпадат с кратните на [a,, 
@] к ὅ8. В частност (а,, аз, ag] = Даь а.), as). Така по индукция 
може да се докаже, че ” ' 
‘“ Гъ ал...„ад-а, й) е Да y...,a,—1) а 
и общите кратни на числата а Gyy..., й„ съвпадат с кратпите” на 
"тякното най-малко общо кратно [a,, а» ...,а,|. Следователно ако 
"числата , ay,...,q, делят Числото €, TO и |йь а»,...,ал)/с. 

ι Твърдение 7. Ако ар а,...,а, га произволни цели числа, 
„то равенството Ν 
5) “е аъ Ay а| - |4, аз...а,| 

€ изпълнено тогава и са.мо тогава, когато числата A1,Qg йл 
са две по две взайцмно прости пли някое от тях е фравно на 
нула. . 

” Доказателство. Ako някое αἱ (1=i<n) e равно Ha нула 
то равенството (5) е изпълнено, понеже и двете MY части са рав” 
"ни Не нула., Нека а ал...,а, са ненулеви две ΠῸ две ΒΒΔΗΜΗΟ 
прости цели числа. С ийдукция ще докажем, че за тях е изПъл- 
кено равенството (5). При л-?2 твърденвието следва от твърдение 
6. Да допуснем, че равенството (5) е вярно при n=Fk. Тагава; ка 
“TO приложим последователно равенството (4), индукционното преде 

- положение и следствие 3, ще получим и 

[α,, ау 8r s ᾶ;:μ] = [[ap йам...а κ ]ι ав+ 

- (а; й,:..ав |, йе | < |44й5:-.йе акЕц, 
т.е. равенството (5) е вярно и при n=~k+ 1. Следователно равен“ 
<ството (5) е вярно за всяко . 

Обратно, нека за числата @y, @,...,d, е изпълнено равен- 
"ството (5). Трябва да докажем, че те са две Mo две . взанмно прос 
ти някое OT тях е равно на нула. Дко (ар йз,...,а, | =lapaa..., 
-@,{=0, то поне едно ог числата @), аз»....а, е равно на нула 
твърдението е доказачо. . 

Да разеа2 (1M2 стучая, KOTATO всяко ог числата @y аза..., 
„а, е разлпаично or нуят. Да допуснем, че някоин две от тях не са 
взаимно прости, и нека например (a;, а,) =d>1, където o,=da;, а 
-- а Тогава числото |« dyday...a,) също е общо кратно ка чис 

: лата ар йз,..., @, и е по-малко ΟἹ |аа»...а,1./ С полученото 
лротиворечие доказателството е завършено. . и 
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.5 7. Прости числа 

Естественото число р7>1 се нарича просто, ако неговите един- 
„ствени положителни делители са числата 1 и р. Единствените 
числа, които имат повече OT' два положителни делителя, се на- 
ричат съставни. Числото | не e нито просто, HHTO съставно. 

"' Тези определения са свързани с традицията да се разглежда 
обиккновено делимостта само на естествените числа. Пе-нататък, ко- 
гато разглеждаме теорията на делимостта и 3a° други обекти, по- 
нятието просто число се обобщава с понятието прост елемент. 
Така например числото - 5 не е просто число, HO ΤῸ е в извес- 
"тен смисъл прост елемент в пръстена на целите . числа, Прости 
числа са 2, 3, 5,77 и т. w: Чиелата 4, 6, 8, 9 и т. н. са съставви, 
3a отрицателните числа —4, —6, —8 ~9n T. H. също ще Ka3- 
Bame, че са съставни а числата --ὥ; —3, --5, --Т и т. н, те на- 
ричаме прости елементи на пръстена 2. Числата -1, Ои 1 не са 
гнито прости, нито 'CHCTABHIL 

τ ! Твърдение 8. Axo p e просто число ий pka, то (a, =Ll 
Доказателство. Общите положителни делители Ha а ἩΡ 

.са сред числата 1 и р. Тъй като pta, то 1 e единственият техен 
общ положителен делител и затова (α, р) =1. 

Твърдение 9. Всяко цяло число ΞῈ 4+1се дели поне на ед- 
но просто число. 

Доказателство. Ако a=0, то а се дели πᾶ всяко просто 
число. Ако a==0, то la>1 и |alfa. bneuonarenflo‘qucnoro а се 
„дели поне на едно естествено число, по-голямо ΟἹ 1, Нека ре 
“най-малкият от положителните делители на а, KOWTO €4 по-големя 
от 1. Тогава р е просто число, защото противното допускане, че 
Р --р.р»„ води до противоречието, че а има делители p > Г и р.>1 
които са по-малки ΟἹ р. Твърдението € доказано. , 

Следната интересна теорема е била доказана от Евклид око« 
„по три века преди новата epa. - N 

Teopema 7., Множеството на npocmume числа 6 бекрайн o 
Доказателство, Да допуснем, че съществуват само краен 

-6poit просги числ“« Py, ру...., .. Тогава числото а->-руре. . . ppt1 
съгласно предното твърдение притежавза поне един прост дели- 
тел p. Тъй като ръ Py, . .., Py €A единствените прости "числа, TO 
Pp=p; за някое {(1<i<k). Но от р/а и р/р,р2... Py следва, че р/1 
което е невъзмож.хо Теоремата е доказана. ' 
" СъществузаР? и ΜΗΌΓΟ други ΠΗΤΈΡΘΟΗΗ доказателства Ha Teo™ 
рема 7. Например Ойлер е дал едно такова доказателство, като 
ф доказал, че сумата от реципрочните стойности на всички про- 
τα числа e o’sxpafima. Най-интересното е обаче, че сумата ot pe- 
ципрочвите сгойности на известните досега "на науката прости 

1 
числа не надмичава ——- По времето на Ойлер през ХУШ век 

„най- голямото известно просто "число е било числото 22--1 
-2147 483 647. В 1883 г. руският саиоук математик И M, Первушин 

. ͵ 
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N 
€ доказал, че числото 2811 e също npocro. Днес благодарение 

на CHEPEMEHHHTE електронни сметачни машини са известни всички 
прости числа, по-малки от 101, В същото време €2 открити и мно- 
го големи прости числа OT специален вид. Едно тТакова Ччисло е 
например числото 212131, което се записва с 3376 цифри. 

. Задача. Докажете, че всеки две различнинисла от редецата 

с общ член @,=22"4-1 са взаимно прости. Като следствие оттук 
нзведете друго доказателство, на теорема 7. ' 

Решение. Числото (24 1)--2 се дели на προπότο 9274Е 
за всяко 5<#, Ззащото 

М 

(22"+1)— О 928 1 = (25 1 (24 1) g, g€ 7. 
Следователно остатъкът OT делението на 9241 с 22°4-1 е равем 

на 2. Тъй като 22°4-1 е нечетно числе, то неговият остатък при 

делението на 2 e равен на 1.Оттук следва, че (22”4+-1, 2274 1) = 1 
За всяко Ва4-5. Ако допуснем, че простите числа са краен брой, 
например равен на лп, то не биха съществували повече от r-+1 
на брой две по две взаимно прости числа, , 

ι Твърдение 10. Axo простото число р дели произведението 
-а,...а, на целите числа а, аъ ..., йу MO р дели поне едно 
от тях. 

Доказателство. Твърдението ще докажем C индукция,. 
спрямо п. Ако p= =2 и ра 10 (p, a;)=1 иот твърдение 2 следе- 
Ba, че pfa,. Да "допуснем, че предложениета € доказано за BCAKO 
n=k. Тогава от р/щагз...а,йваъа Сследва, че р/а.й»... ав или 
р/авхуъ При положение че plaa, ... @, от индукцонното предпое 
ложение следва, че р дели някое ΟἹ числата @, аз, .. йу 

Следващата теорема е OCHOBHA теорема в аритметиката на. 
целите чисела. 

Теорема 8. Всяко естествеко чиасло а>1 се разлага като 
произведение на прости числа, KOEMO е единствено с точност 
до наредбата на простите множители. 

-Доказателство. Ако а-2, то теоремата е вярна, защото 
2 е просте число. Да допуснем, че теоремата е доказана за вся- 
KO естествено число а:56, и нека ¢=Fk+ 1. Съгласно твърдение 9 
числото #41 има поне един прост делител ра Ако ktl=pq 
(0 ¢N), то д<5Е и затова 4 се разлага като произведение 4 =PyPy..-Pp 

. на простите числа ра Га..-, Рю Което € единствено с точност де 
наредбата на множителите. Следователно k4 1e=pp,...p,, 7. e ΕἸ 
е също произведение на прости множители. Да допуснем, че съ- 
ществува и второ такова разлагане k+1=gg,...q,, където gy 
Gar+++» бди 8 прости числа, Тъй като p,/{k4-1), то съгласно пред- 
ложение 17 р/4, за някое ἐξ] 5 153 51). След евентуална npenomepas 
ция на числата gy, Фа .. .. Ф можем да считаме, че р/дуь Τ. €. i=1. 
Тъй като p; и 4; са прости числа, то py=g;. Оттук следва, че 
4 чер.ра- . „ Рл д,йз . - - .. Понеже разлагането на ¢ е единствено, 
TO ле т и след евентуална преномерация на числата Gy, Фа-..Чи 

Ν 
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аце имаме р,-4Ф» P3={qp..-» Pn=g, С това теоремата е доказана 
W 88 ἡμόποτο k+1. 

Ясно е, че в разлагането на едно естествено число като про- 
зизведение на прости множители някои OT тези множители могат 
„да се повторят. Ако рь Por-+ ., Ра са всичките различни прести 
„делители на дадено естествено число а, то а има представянето 
„а--рра ри...рч, където с «а..., e, Ν (т. е. множителят p; в 

разлагането на а се повтаря &, пъти). Това представяне е един- 
«ствено с точност до номерацията на числата Ррь ръ...,р. и се на- 
фича канониячен вид (или канонично представяне) на числото а. 

х Задача. Намерете (а, 6) и (а, 6), ако са известни канонични- 
тте представяния на числата а и b. К. 

23 Λαγεῦρα ς теория Η хнслатЕ ι "
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