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Глава1

ПРИБЛИЖАВАНЕ НА ФУНКЦИИ

Една основна задача в числените методи е задачата за приближаване на

сложни функции с други, по-прости”. Под сложни функции ще разбираме

функции, които предизвикват никои проблеми при компютърни пресмятания.
Това могат да бъдат сложни аналитични изрази, чието числено пресмятане
отнема много компютърно време или се съпътства с грешки от закръгляне.
Към сложните” функции ще причисляваме и функциите. които са зададени

таблично, т.е. чрез таблица от аргументи .т1, . . . ,.т„ и съответствуващи им

стойности у1,...,у„. Обикновено в такъв вид се представят функциите в

задачи, идващи от практиката. В резултат на експерименти и измервания
се получава приближено стойността уд: на функцията [(:в) при 3: :: ц.
Понякога функцията зададена по този начин трябва да бъде диференцирана,

интегрирана или подлагана на друг вид операции. Ясно е, че поради

непълната информация за ](аз), получаването на относително точен числен

резултат е свързано с определени проблеми. Затова и табличните функции

ще третираме като сложни функции. ,

Под “прости функции” в този курс ще разбираме преди всичко алгеб-

ричните нолиноми.

Агебричеп полином от стенен п е всеки израз от вида

р(а:) : ада: + ми-1 + - .. + ап,

където 0.0, . . . ,а.„ са реални числа. Известен е много прост метод (наречен

правило на Хорнер) за пресмятане стойността на нолинома в точката :::. Това

става като се извършат п-те умножения и п-те събирания, в реда показан

по-долу

р(а:) : (. . . (((аол: + а1).:в + а2).:1: + аз) . . . + а„-1).:1: + ап.

Полиномите се диференцират и интегрират лесно. Те имат много интересни

свойства, които са добре изучени. Ето защо нолиномите се приемат като

прости, хубави” функции.
“

В този курс с г„ ще означаваме класа от всички алгебрични нолиноми

от степен по-малка или равна на п.

Друг клас от прости функции са тригономегричните полиноми. Напом-

няме, че всеки израз от вида
п

г„(т) : (10 + Ени: сос [ст + Ъ,: зйн Кт)
К=1

се нарича тригонаметричен полином от ред п. Вижда се, че й„(т) = Ъ,. (:1: +

27г) за всяко :::. С други думи, тригонометрнчният полином #„(2) е 21г-

периодична функция. Можем да си мислим, че й„(гс) е определен върху



B

единичната окръжност (окръжността с център нула и радк-хус 1). Тогава

много от свойствата му се възприемат по-лесно. Подобно на алгебричните

иолипоми и тригономегричпите се диференщхрат и интегрират точно. Те

се използват най-вече за приближаване на сложни функции, които описват

нериодични явления. По-нататък ще разгледаме и други класове от прости

функции.
”

Остана да изясним какво разбираме под израза да нриближим” една

функция с друга. Естествено, това зависи от критерия за близост, който ще

възнриемем. В числеиите методи се използват най-разнообразни критерии

за близост, но те по същество се разделят на две групи: интерполационни

и метрични критерии. При интернолационпите критерии се избират краен

брой характеристики 14”), . . . ,13„(]) на функцията ] (най-често това са

линейни функционали, да речем Ъь(] ) := мм;]: : 1, . . . ,и) и две функции
се сравняват по тези характеристики. Казваме, че [ е близка до 9, ако [Ц] )
съвпада с Еду) за [с = 1, . . . ,и.

При метричните критерии се използва понятието разстояние (метрика).

Казваме, че в пространството .Г от функции е въведено разстояние, ако на.

всеки два елемента ] и 9 от .Г се съпоставя число р(] , 9) и това съответствие
удовлетворява следните условия:

1) р(!„9)20 (=) *:? !=у;
2) р(!„9)=р(9,!)„ “2962;
3) Ида) 5 ри, 11) + рат), Члудъ 6 Т-

Тогава, естествено, функциите ] и 9 от .? са близки, ако разстоянието р”. „а)
е малко”.
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1. ИНТЕРПОЛАЦИОННА ФОРМУЛА НА ЛАГРАНЖ

Ще разгледаме следната интернолационна задача.

Нека то, . . . „т„ са различни точки и уо, . . . ,уп са дадени реални числа.

Да се построи алгебричен полином Р(:с) от степен 5 п, който удовлетворява

условията

(1) . Р(:щс)=у;„ 1с=0,...,п.

С други думи, при дадени п+1 точки ((и,ЩЛЕ=0 в рашшната, да се построи
полином Р от степен п, чиято графика минава през дадените точки (ще, уд),

1с : 0, . . . ,и.
Да отбележим най-напред, че ако изобщо съществува решение на интер-

полационната задача (1), то трябва да е единствено. Наистина, да допуснем,

че има два нолинома Р и (2 от степен и, които удовлетворяват (1). Тогава

тяхната разлика
НСС) := РФ“) - ФСБ)

ще бъде също полином от стенен 5 11 и освен това

Щть) = РФИ) * ОФИС) = % * 311:
= 0

за 19 : О,. . . ,и. И така, В е полином от стенен п, който се анулира в п + 1

точки. Тогава, по основната теорема на алгебрата, Н(.т) е тъждествено равен

на 0. Следователно Р Е 62.

Съществуването и единственост на решението на (1) се виждат и по

следния начин. Да запишем полинома Р(т) в общия му вид
|

Р(ш)=ао:с+н-+а„.

Тогава условието (1) добива вида

(1038 +а138-1 +--д+ап-1а:о+ат = уо

п п-1 ..
(1031 + а1:1:1 + - - - + а„-1:с1 + а. - у1

п-1 -
ада: + (пт„ + - - - + (ъп-13 + а„ .- уд.

Това е една система от п+1 линейни уравнения по отношение на неизвестните

0.0, . . . , и.п. Детермипантата
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на тази линейна система е детерминанта на Вендермонд. А ние знаем от

линейната. алгебра. че детерминантата на Вапдермонд си>твегстваща на

точките сео, . . . ,.т„ е различна от нула, ако :д 96 т,- прн 13 # 3“. Тъй като по

условие точките то, . . . , (с„ в (1) са различни, Што, . . . ,тп) #: 0 и следователно
системата. а оттук и задачата (1), има единствено решение.

Извеждане на формулата. Особено важен за нас е въпросът за постро-
яване на полинома Р, който решава интерполацноппата задача.

Решението на (1) е било дадено в явен вид за първи път от Нютон.
Ние тук ще дадем най-напред формулата за построяване на Р, изведена от

Лагранж, а по-късно ще представим и решението на Нютон.

Тъй като единственост на решението на Р е очевидна, то Лагранж
пристъпва направо към построяването на това решение по следтшя остроумен
начин. При фиксирано !: да намерим нолинома [„Цт) от тгп, който удовлет.
ворява условията

Н О Иаз 8 П Р : Ю “К ,”1111: (331)

|| !“диети)

Рис. 1

Първото условие означава, че точките шо, . . . ,Юм-тчтьн. . . . ,.тп са нули на

[ще (инж Рис. 1). Но те са точно п на брой и 1:11.- е полнном от степен и.

Следователно това са всичките нули на [„К. Тогава А,;: може да се запише

така

Мат) : АСН - 10) - - - (СС
- Зле-ШФ - ША-+1)--- (3? * Ши),

където А е някакво число. Това число ще определим от последното условие

!,“:(тд) : 1. Имаме
1 =1п!с(3!3ь) = АСИ: ас0) - - - (Фк

*
ген-0073]:

- Шан) - .. (Фк - 311).
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Следователно
1

А : „

П (331:
-
Шъ)

вода::
и окончателно

(2) 1 На?)
„ (а:

-
шо) . . . (а;

-
шк„1)(ш

- ще“) . . . (а:
- :::)

„ -
(Ши
*
Шо) . . - (а?!:

* ::.-..-от * Шин) - - . (Фк
*
ш,.)-

Полиномите “МНД, се наричат базисни полиноми на „Лагранж. С тяхна

помощ може лесно да се построи решението Р на ннтернолашюнната задача

(1). Ще покажем, че решението Р(:в) на (1) се дава с формулата

п

(3) Р(:с) :Е у,с [„]:(ш).
К=0

Наистина, ПО ностроение

111К(Ш1”)
: бди ::

(
1 Р]! [С :: 2
0 при 1с%1.

Тогава

РМ“) = 2311: (да) = иам-(щ) = 1151
=

у.-

К=0

за всяко % : 0,1,...,п. И така, нолиномът (3) е от 1г„ (защото („!= е я„
за всяко К) и удовлетворява ннтерполационните условия (1). Следователно

Р(:с), даден в (3), е решение на иитернолациопната задача (1).
Най-често [уьша са стойности на някаква функция [(:в) в точките

Шо, . . . ,:сп, т.е.

уь=](3к), 16=0,...,п

В такъв случай решението на НЦТСРПОЛШШОПНЗТЙ. задача

Р(:1:ь)= [(:щс). !: : О,...,п,
се бележи с Еп“; ш) и се нарича интерполоцитъеп полином но Лагронж за

функцията ] с възли Шо. . . . ,;п Казваше още че [„ (] ш) интерполира ] ( )

в точките ято, . . . ,шп.

И така, доказахме следната теорема.

Теорема 1. Нека Шо ( ( ш„ и [(:в) е определена в тази точки. Тогава
съществува единствен полином от нд, който интерполира ] в 170, . . . ,:1:„.

Този полином се представя по формулата :

(4) Ъп(!;т)=21(шь) И Д“- 23

1=0 ,196К
ЗА !



Твърдепшето следва веднага от (3) като вземем предвид, че съгласно (2).

П

МДФ): П ЩЮ “Ш“
е=о,е#

* *

Формулата (4) се нарича интерполационна формула на Лагранж .

Понякога ще използваме един по-кратък запис за !„ь. Той следва от

връзката

“(и) = (11:
-
Шо) - - - (Юк

- Сте-Оти - Шин) - - - (Шь
*
Ши),

където

ш(.7:) := (:В
-
шо) . . . (.т

- 1).
Тази връзка се проверява директно като се диференцира ш(:с) и се постави

:1: : ад,. Тогава очевидно
ш(:в)“=“” : (Тот->

и следователно

МФ)

(:6
- шиш/(ЦУь,.(лш) = Еда,.)

К,:О

Оценка на грешката. Обикновено ннтерполациопният полином

Едит) се използва за приближение на по-сложпа функция [(:в). Тогава
възнгшва въпросът: Какво можем да кажем за грешката при това прибли-
жение, т.е. какво можем да кажем за разликата

ВАЛ-т) == ТИР-Елиа)

в някакво отпанред избрано 1“?

Да обърнем внимание, че полиномът Еп([ ; Ш) беше построен само въз

основа на точките [(шь, “инж.-.с. Но през тези същите точки минават

графиките на безброй други непрекъснати функции у(а:) и очевидно за

тях ще имаме Б,.(ууп) Е 12„(];а:). При това, за всяко дадено число 0 > 0,

можем да построим непрекъсната функция 9 от разглеждания клас - такава,
че 9(:с) - В„(Лш) 2 С. Следователно грешката може да бъде произволно
голяма, ако нищо не знаем за функцията освен това, че е непрекъсната.
Затова в следващата теорема се налага едно допълнително условие за

тащюст на ] .
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Теорема 1. Нека [а,ь] е даден краен интервал и що, . . . ,:1:„ са различни

точки в него. Нека функцията [(.т) има непрекъсната (п+1)-ва производна
в [а,ь]. Тогава за всяко а: е [ще] съществува точка 5 е [а,ь] такава, че

линк)
(“+-1)!

(т-шо)...(т-:1:п).1.85) 1171023) :
(По-точно, 5 е (ш1п[т,то, . . . ,:вп], шах[т,я:о,...,ш„]).)
Доказателство. Да образуване помощната функция

ГЩ = Ш) -Ъ„(!;1) - С”(Ъ--7Во)---(#-агп),
където С е параметър. Веднага се вижда, че Р“) се анулира в точките

то, . . . ,:сп при всеки избор на С. Наистина

г(ть) = дтн) *- Ъпижк) - 00 = Пд) - !(Шк) = 0-

Сега да изберем С така, че Р“) да се анулира н в точката : = 32. От

равенството

!(Ш) -Ъп(!;т) -С(т-Шо)---(т-тп) =0

определяме

Н,.(ЛФ)

(:с-то)...(т-:1:„).
(в) с =

И така, при този избор на О функциятя Р(:) има п + 2 нули. Това са

точките т,:по, . . . ,шп. По теоремата на Рол 15” (23) ще има поне и + 1 нули.

които лежат в интервала (шйп[т,то, . . . ,шп), шах[т,а:о, . . . ,т„)), Р„(Ъ) ще
има поне п. нули, и т.н., ММН“) ще има поне една нула, която лежи в

(тича,-, .то, . . . ,т), шах(а;, то, . . . , ::.-„)). Да и означим с (. Имаме Р(+1)(Е) :
0. От друга страна,

рат“): дИте-Цтщло-Ст+ш
лито-ст+ш

Следователно

С=лтщо
(п + 1)!

.

Като сравним това равенство с (5) получаваме

,. „.!т+и)
3141355) -т“ ШОП-(33

**
Ши)-

Теоремата е доказана.
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2. ПОЛИНОМИ НА ЧЕБИШОВ

От доказаната в предишната лекция теорема следва, че за всяко а: е [а. !)],

М„
не) .. им)! 5

(Т:-%, „идиш-шише
-
ш,.)т,

където МП“ е горна граница на
| [(+1)(ш)| в [а,ь]. Оттук се вижда, че

оценката на грешката при приближаване с ннтернолационния полином на

Лагранж зависи съществено от избора на интерполационните възли то,. . .,.тп,
тъй като величината

35:28:21
|(::
-
асо) . . . (:в

-
жп)!

зависи от ТЯХ. Така възниква следната ЗКСТРСМВЛНЗ ЗЗДЗЧЗ:

Да се намерят тези точки [ЩЕ-)::о: а 5 :::; ( ( :В; 5 1), при коипш

0123361“
-

5175) . . . (1:
-

5132)!
:

аЕШаЗ-Чашп512 0122330;
- то) . . . (а:

- :::„Л.

С други думщ трябва да се намери полином от вида (а:
-
шо)

- - .
(ш
- тц),

който се отклонява минимално от нулата в [а, !)]. Решението на тази задача

се дава чрез така наречените полиномична Чебишов от първи род.
Полиномът на Чебишов от първи род от п-та степен се бележи обикновено

с Т„(ас) и се определя в интервала [#1, 1] чрез равенството

(1) Т„(а:) : соз(патссоз се), а: е [-1, 1] .

Ще покажем най-напред, че изразът (1) е наистина полином от степен п.

Непосредствено от ощюделениего следва, че

1,То (и:)

1711012)“
|! соз(агссоз .т) : 1.

Освен това, съгласно формулата за събиране на косинуси,

ПТп+1(:в) + Тп-1(а:) с05((п + 1) атссоз :с) + соз((п - 1) агссоз :::)
|| 2 соз(атссоз и:). соз (п агссоз 93)

|| 2:1:Т„(:в)

при всяко п 2 1. Оттук получаваме рекурентната връзка

(2) Т,.„(щ = ищци - т -1(:п).
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С нейна помощ можем да построим в явен вид следващите няколко нолипома

на Чебишов. Получаваме

Т2(:г) : 2п3Т1(ш)
-
То(а:) : 21:41: - 1 = 2332 - 1,

Т3(:г) : 2ШТ2(Ш)
-
Т1(:с) = 4333 - За;.

Аналогично

Т4(:1;) = 834 - 8332 + 1 ,

Т5(:1:) : 16335 - 2От3 + 5.1: ,

ще) : 323:6 - 4834 + 1832 - 1 ,

Т7(:в) : 64:37 - 11235 + 5637 - 73 .

От рекурентната връзка се вижда, че коефициентът пред аз в Т„(аг) се

волучава от коефициента пред аз“1 в Т -1(:1:) чрез умножение с 2. Тъй
като Т1(:1:) : 203, то Т„(аз) ще бъде от вида

т„(ш) : гп-т + - ..

И така, показахме, че Т„(а:) е алгебричен полином от стенен п с коефициент
- ?““1 пред :::. Сега да отбележим и други интересни свойства на Т„ (:::). От
определението (1) веднага следва, че

(3) |Т„(а:)! 5 1 за всяко а: е [-1,1] .

При това равенство се достига само за тези точки а: от [-1,1], за

които

| сое(п агссоз ШЛ = 1,

т.е. при
пагссозт : !с7г, където А: е цяло число.

вт това уравнение определяме екстремалните точки 7];: на Т„(аз) в [-1, 1]
%.е. точките щ, за които [Т„(щ)| = 1). Получаваме 17,:

: соз %. Когато 1:

приема всички цели стойности, 1],= описва циклично само п + 1 различни
тая. Следователно всички екстремални точки на Т в [-1, 1] се дават с
формулата

!:
щ =сое-п1, 1:=О,...,п.

Директно се проверява, че

(4) Ти““) : (-1)ь1 К=01“*“3п“
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Полиномите на Чебишов имат твърде интересно поведение в интервала
[-1, 1] (вж. Рис. 2). Графиката на Т„ (:::) лежи изцяло в квадрата
[-1, 1] х [-1,13, като се допира алтернативно в точките ш. до нравите у : 1

и у : -1. Казваме, че Т„(аз) осъществява алтерпанс в точките “Пеньо

Рис. 2

От (4) следва, че Т„(ат) има точно п различни реални нули в (-1, 1].
Те могат да се намерят веднага от израза (1). Очевидно Т„(гс) : 0 при
пагссова: : (21:

- 1)? 1: = 1,2,... Оттук определяме нулите (ЕАД! на
Т„(а:):

(216
.-
1)тг

2п

Сега ще докажем следното екстремално свойство на нолиномнте на Чебишов.

бь=соз , 1с=1,...,п.

Теорема 1. Нека Р(:в) е произволен алгебричен полином от степен п (:

коефициенти 2”1 пред т. Тогава

(5)шдш1хц!Тп(т)! ( 3351
!РШ!

Равенства имаме само при Р(ш) Е Т„(аг).

Доказатшстео. От (3) знаем, че шах |Т„ (ШЛ: 1. Да допуснем, че има
==ЕН 1!

полином Р(:1:)-- 2 1:13 + , за който |Р(.т)| 5 1 при всяко ас е (#1, 1].
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Тогава. нолиномът

(да!) == Т::(т) - РФ?)
ще бъде най-много от степен п - 1 (защото коефициентите пред аз“ в Т„ (и:)
и Р(:с) са еднакви и се съкращават при изваждането). Освен това

ФИК) =(-1)ь РМ), !: = 0, - . . ,п.

Тъй като !Р(т„)| 5 1, то знакът на Офис) е равен на знака на (-1)к или

Оти) = 0- И така, ако Офис) 75 0 И Отис-1) # 0, ТО ФМИ-Щщч) ( 0 И

следователно 62 има поне една нула в (тнт-1). Ако ФИА-) = 0 за някое К,

то очевидно РФК) : (.-.1)ь : Т„(1ис) и тъй като 8Т„(.т)| 5 1 и |Р(:1:)! 5 1,

то графиката на Р и графиката на Тп се допират до правата у : (-1),С в

точката Пк- Тогава Р/(щ) =Т,11(т„.) =0 и следователно т: е нула с кратност
2 за а - едната можем да свържем с интервала (Нют-1)» а другата е

интервала (тн, щ). По този начин на всеки интервал (т, 1754), 1 = 1, . . . ,и
ще съответства поне по една нула на 0. От тези разсъждения се вижда.
че (Дт) има поне 11 нули в [-1,1] (броейки кратностите). Но 0 Е ти!-1.

Следователно е(т) 5 0, т.е. Р(т) Е Т,.(аг).

Теоремата е доказана.

Следствие 2. За всеки полином Р от п-та степен с коефициент 1 пред

аз с в сила неравенството

1 = ( „

2„-1 ТЗЧ1!2,.1.11Т(Ш)1„найти

Това твърдение следва от (5), като разделим двете страни на 2714.

Следствие 3. За всяка система от точки (3:08 имаме

1

2„ тъп-гайки
тБ)-- (и:-т!

5
гига?“

Кт 1130).- (3 311)!»

където [се;]: са. пулите на полинома на Чебишов Т„+1(а:), т.е.

, (21с+1)7г ..
шк=соз2(п+1),1с-О,...,п.

И така, пулите на полинома на Чебишов Тп+1(т) са най-добрите възли

за интерполиране в интервала [-1,1], защото при тях се получава най-добра
оценка на грешката Н„(] ).
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Да запишем тази грешка КЗТО приложим Следствие З И оценката, дадена

В началото на тази лекция. Получаваме

ММ 1

ще)! - („ +Ц...-.. „ .

Тази оценка се отнася за грешката нри иитериолираие в [*1, 1]. Да видим
сега как изглежда тя при произволен интервал [а, Щ.

Линейната смяна 51: =
5325
-

%3-2
и нейната обратна !. : ь-Едт + “736

трансформират интервалите [е, 11] и [-1,1] един в друг. Нека [би-12:11 са

произволни точки от интервала [а, 63. Да означим

2 а+ь
ь-айь-ь-а, А-О....,п..и. :

Очевидно щ е [-1. 1] за [с = 0, . . . ,п. Тъй като

;(ь..1„)...(г-г-„.)д : Й [(%-„На?)
,
(ь-ЦШПНЪЛ];

то въз основа на Следствие 3 получаваме

“„?ь-а Н+].

- „ъп > - ( - ..
РЙЪКЪ

и) (* Л „ ( 2 ) ШЗЗШКШ
тЮ е: т

“ ь,.“ ” 1”
2 ??

Следователно, ако за питериолациоипи възли в :а, 6] изберем точките !,“
ь-а я: -

2- (ЕК-г- „в:-;[: ,където [12.30 са и»лите на полинома на Чебишов от първи рид

Т„+1(а:), то за грешката при иигернолираие получаваме оценка га

,

(ь-„г+1зь+1
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3. РАЗДЕЛЕНИ РАЗЛИКИ. ИНТЕРПОЛАЦИОННА ФОРМУЛА НА

НЮТОН

Вече споменахме, че задачата за построяване на алгебричен полином р

от 7г„, който интернолнра дадена функция ] в 72. + 1 точки асо, . . . , :вп, е била

решена най-напред от Нютон. Сега ще представим неговото решение. За

целта ще въведем едно ново понятие - разделена разлика.

Определение. Нека :го, . . . ,:В„ са дадени различни точки (т.е. :1:,- 96 .тд

при 1 # 3). Разделената разлика на функцията [ в точките 5130, . . . ,а:„ се

бележи с Лаго, . . . ,шп] и се определя индуктивно със следната рекурептна

връзка

[%(131,...,Шп]
* [[Шо....,17п..1]

(1) Ето,..„тпЗ: , п: ,2,....
Шп-Шо

като приемаме, че Ли,] := [(за-) за всяка точка щ.

Съществува тясна връзка между шхтешюлационння полином на Лагранж
възли то,...,гс„ н разделената разлика [[Шо....,т„]. Тя се разкрива в

следната теорема.

Теорема 1. Разделената разлика ][10,....:1:„] съвпада с коефициента

пред :В в интерполационния полином на Лагршюю [„А/:::) за функцията
[ с възли в същите точка (по. . . . ,.т„.

Доказатеаство. Доказателството се извършва по индукция относно броя
на точките. При две точки ягоди имаме

на; ят) = на.)
”: ” ”“ +ми)--1 ” Ш

5130
..

.Т1
- 10

:На -
120) + ](330)

И “те,ЩКШ 330) + !(Шо)

:! следователно коефтщиентът пред 11: в 1.10; и:) е точно равен на разделената

паника Джоди? Да допуснем сега, че теоремата е вярна за произволни п

:*очкн. Ще я докажем за и + 1 точки. И така, нека :щ). . . . „а„ са произволни
»:
„ 1 различни точки. Да въведем нолнномнте р(ш) и е(т) от и,.„1 по следния

ЛИЧНИ:

ти:) шггернолира ] в з:1,...,:п„.

(;(:Е) интернолира ] в то,..„аъд.

Да разгледаме нолинома

те) :=
(=”
*
%)„(2 : :;

-
ш,.)ащ



ъ
 

“ Г 

r(z) = L.(f; ).

14

Тъй като 1) и 0 са от “Яп-1, то т е алгебричен полином от степен 5 п. Освен
това, при 2” Е (1,...,п- 1),

(301
- ЗОНИ!) * (::,-

-
%)!(Ше). :: : ш. .тел %-И на

Прий=0ит=пимаме

(30 “
371)т а: - - = и:(о)

аси т (0) К 0)»

(3711
“
330)“ : „„...-.- : :]: ,7013)

Ш - 330
РС,/.И) ]( п)

И така, т е тгп и г(ш) интерполира [(си) в точките шо, . . ., си. От единственостга
ПЗ. ННТВРПОЛЗЦНОПНИЯ ПОЛИНОМ на Лагранж следва, че

Следователно коефициентът пред и: в 13„(] ; .т) е равен на коефициента пред
:::“ в т(.т). Да означим с а и В коефициентите пред т1 н р(:с) и (;(.т),
съответно. ,[става от формулата за т(а:) се вижда, че коефициентът 0 пред
:::” в г(ш) е равен на

а - д
(Еп
“
1,0-

Но съгласно иидукщюпното предположение

О:![Ш1у“““ЗШП]) в:][ШОМ-чшп-Ц-

Следователно

В: ][Ш1,...,Шп]-![ШО,..-,Шпт*1]:][30,...:Шп].Шп-Шо

Последното равенство следва от рекурентната връзка (1). Индукцията е

завършена. Теоремата е доказана.
От Теорема 1 следват редица интересни свойства на разделената разлика.

Ще отбележим някои от ТЯХ.
От записа

1 1
330 31 = 1170 **+/331 ““.-л, 1/():„0„„„1 ( %гтм

се вижда, че разделената разлика Дишат] се представя като линейна ком-
бинация на стойностите на функцията ] в ще и :131. Тогава от рекурентната
връзка (1) следва, че всяка разделена разлика ][:со, . . . ,а:„] се представя
като линейна комбинация на стойностите на функцията ] 3 то, . . . ,:1:„. Сега
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ще намерим коефициентите в това представяне. За целта ще използваме

Теорема. 1.

По формулата на Лаграиж,

Ъ,.(Тъ-т) !!
к.,1?Е; :!

За |! НЕ.?

М
=

“+. АН3, 8
А
8и

води:

където ш(а:) :: (:в - асо) . . . (а:
- тп). От последното равенство виждаме, че

коефициентът пред :с в В„ ([ ;:в) е равен на
Л

Е [(Шв)
.

1:=0 П (Ш,:„Шд
1=0,5#1с

Следователно, съгласно Теорема 1,

(2) да), . . . „„-„1 =2ТДЩ.“

Това е търсеното ЯВНО представяне на. разделената разлика чрез стойностите
На ! В точките 11:03 . . . , 113. Като използваме установеното вече равенство

можем да запишем (2) и кто-кратко:

„ дтн-)
[[Шо, . . . , 517111-

[;) ((;/(ШК)
.

От представянето (2) се вижда веднага, че. разделената разлика е един лине-
еи функционал, т.е. за всеки две функции ], 9 и число с е в сила формулата

([+-супи,... ,тп] : ][:230,...,а:„] +су[:со,...,:вп].
Друго следствие от (2) е, че разделената разлика не зависи от реда, в който
се записват точките. Имаме

[[Шо,...,:с„] : ][:п5о,...,т,-„]
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за всяко разместване (10, . ..:,1) на индексите (0, . . . ,п). Наистина, при раз-
местване на индексите се променят само местата на събираемите в сумата

(2).
Сега ще докажем, че ако [(и) = ада: + ... + а,.-ш: + а„, то

][:130,...,:1:п] :ао.

С други думи, разделената разлика в 77. + 1 точки на полином от стенен 71 е

равна на коефициента му пред :::. Това твърдение следва веднага от факта,
че ако ] е и, то ] съвпада с ннтерполационния си полином на Лагранж в

11 + 1 точки. Тогава

коефициента пред ::: в Ъп(/3 513)

коефициента пред :!: В ! (113)
(до.

1130: - . - 33:14]

И

Едип важен частен случай от това твърдение е следното свойство:

Ако ] е л,.-1, то ][ШО,...,:1:„] =0.

Наистина, ако ] е 1г„-1, то коефициентът пред :В“ в [(а) е равен на нула.
И така, разделената разлика в 17. + 1 точки анулира всички полиноми от
степен по-малка или равна на п - 1.

Сега вече сме готови да изведем формулата на Нютон за иптерполаци-
синия полином. За целта да разгледаме разликата

Банбт) 1441313)»

където Ъь+1(];т) иптерполира ] в точките то, . . . „Ши-м, а [деи-кв) интерио-
лира ] в точките то,..„ть. Ясно е, че Ъь+1(];т) - 1460222) е алгебричен
полином от степен 14: + 1. Освен това

ЪК+1(.[;ШЪ) Тайдзи?) = !(35) -](:щ) =0 за в”: 0,...,1с.

Следователно (го, . . . ,и са всичките нули на полинома Ъь+1(];т) - 12“] ; си).
Тогава той може да се запише във вида

(3) Ъь+1(!;т)*дь(!;т) = А(Ш-Шо)-м(т--ть),

където А е някаква константа. За да намерим А, нека да сравним коефи-

циентите пред си!“” в тъждеството (З). Вдясно този коефициент е А, а

вляво - това е коефициентът пред под“ в Ъд+1(];а:). Но съгласно Теорема 1,

коефициентът пред :д“ в [,на] ; :::) е равен на разделената разлика

Лао, . . . ,ще“). И така доказахме, че

А : ![303*-ЧШ!=+1]
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и следователно, от (3),

(4) 14:44”; 33) = 1441319? Ладо, . . - 13К+1КШ
*

адо) - - - (ГБ
-
Ши)-

Нека приложим сега тази връзка за !с : п- 1, . . . , 2, 1, 0. Получаваме следния
явен израз за шперполащюнпия полином на Лагранж

1111031“) = !(330) + ”3033311“ - 5130) + Лада,-идиш тожа!
*
31) + * ”

+][307 “ - - :ШпКШ
..
ЩО) * “ “ (Ш

.-
(Еп-1)-

Това е интерполационната формула на Нютон. Понякога ще я записваме

съкратено така

(5) Е;„(! 58):
ЕОД

Шо, %).-Кт
“

930) - - - (93 -Шь-1),

като приемаме, че (аз
-
шо) . . . (а:

- цд) : 1 при А*. : 0.
Сега ще изведем един израз за остатъка при интерполнране на ] като

използваме разделени разлики. Нека се е произволна фиксирана точка, раз-
лична от пад,. . . , :::. Да. означим с Ъп+1(] ; :) полинома, който интерполира ]
в точките шо, . . . ,:в„ и :Б. Нека Ъ„(Лй) интерполира ] в точките шо, . . . ,:в„.
От връзката (4) следва

Еп+1(!;ъ) : [та/Ъ!) + ![ШОз - - - жшпчш](й
“

330) . * “ (: - ши)-
Това равенство е вярно за всяко :. Специално при : : ::: имаме

Ъп+1(!;т) =мит) + Лаго, . - - люшка: - го) - . - (т - Ши)-
Но тъй като :с е нптерполациопеп възел за Ъп+1(];2), то Ъп+1(];т) : ](ш).
Следователно

(6) ](3) : БЛС,-ва» + 1130) - . . )ШТНШКШ 30) “ “
(113
..
Ши)“

Равенството беше изведено при предположение, че я: ? (то, . . . ,.тп]. При
и: = и, 1: : О,... ,и, но определение имаме [(и) : [„А/юг).
Да отбележим, че представянето (6) е в сила за всяка функция ] опре-

делена в точките 330, . . . ,:в„, и:.

Да сравним сега формулата (6) с известната ни вече формула

!””)(6)[(%):Бп(];3)+-
(“Н++1)!
-(ш-ШО)*“(ШШП)3

изведена при предположение, че ] има непрекъсната (п + 1)-ва производна.
В първия случай остатъкът при интерполиране с 13„([ ; и:) е записан като

Лао, . . . ,:вп,а:]ш(а:), о.:(ш) := (:В
-
шо) . . . (а:

- :::),
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а ВЪВ втория, КАТО

!(+1)(Е)
(и + 1)!

където ( е някаква точка. Следователно разделената разлика на ] в и + 2

точки то, . . „шта: е равна на (п + 1)-вата производна в някаква междинна
точка. Тъй като това свойство на разделената разлика е много важно, да до

запишем точно:

Нека [(а) има непрекъснати производни до [е:-тата включително в ин-

тт),

тервала [а,д] и то, . . . ,:1:„ са произволни различни точки в [а, ь]. Тогава

!”“)(5)
(7) има, . . . ,и] =Т,
където 5 е някаква точка от интервала (тича-о. . . . ,ть),шахта. . . . ,и]).

От тази връзка, между другото, директно следва, че ако ] е т.]. то
Дао,...дд] : 0 (защото [(*)(1) 5 0 ).

От формулата на Нютон се вижда, че за да построим иптернолациоппия
полином Ъ„” ; :::), достатъчно е да намерим разделените разлики Джо. . . . „ти!.
!с : О,. . . ,п. Съществува много проста и удобна за компютърна реализация
схема за изчисляване на разделените разлики. Тя се основава единствено на

рекуреитната връзка.

Стема за пресмятане на разделени разлики

331 1.1 .Пз] [Ъ,] ][:8?“]

930 !(30)

Л-“Еоз 3315

171 !(31) ”1073133?!

“501, 562] ”1130, 331 . 232, Ще]

32 ](32) ”1151132: 1223

Литв- Шз] ![т1.3325133,:щ]

5133 !(173) Лаг-„>: 5173, 3743

ПШЗ, 334]

334 ]”(Щ)

В първия стълб се записват възлите [т,-), а във втория “ стойностите [ [(дн.
Таблицата се попълва стълб след стълб, като се използват намерените вече
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разлики в предишния стълб. Коефициентите Ласо, . . . ,и], 1: : О,... ,и, във
формулата на Нютон се намират по горния диагонал на таблицата.

Пример. Да построим полином р(а:) от степен 2, който удовлетворява

итггерполациоините условия

р(0) = 1, р(1)= 0, р(2) : 3.
Решение. В този случай 550

= 0, 121
= 1, 332

= 2. По интерполационната

формула на Нютон

РС”) = 1320); 1“) = Ито) + ЙШОЩПКШ * 1130) + РЕШО,Шътгкт - тожа? “ 31)
= р(0) + р[0,1]:с + р[0, 1, 2]а:(а: - 1).

Коефициентите р(а:о), МИДИ], р[:во,:г1,:вг] се намират по горния диагонал
на таблицата

93: РСЩ)

0 1

-1
1 0 2

3

2 3

Имаме р(шо) : 1, р[:со,а:1] : -1, р[:во,:с1,а:2] : 2. Следователно
р(а:) = 1 + (-1)а:+2:в(:с- 1) = 2332 - 3:1:+ 1.

Можем да направим проверка за да се убедим, че намерехшят полином р(а:)

удовлетворява исканите иитерполационии условия.
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4. КРАЙНИ РАЗЛИКИ. ИНТЕРПОЛАЦИОННИ ФОРМУЛИ С КРАЙНИ

РАЗЛИКИ

Най-често използвани на практика са равноотдалечеиите възли при ин-

тернолиране на функции. В този случай може да се предложи една значи-

телно но-нроста схема за построяване на иптернолационния полином. Това

става с използването на така наречените крайни. разлики. Ние най-напред

ще въведем това ново понятие и ще представим някои негови елементарни

свойства.

Нека е дадена една редица от числа

!0,]1,]2,...,!т,... -

Ще интерпретираме тези числа като стойности на функция ] В някакви

ТОЧКИ

Шо,Ш1,:Е-2,...,:Бт,... .

Определение. Крайна разлика на ] в :::,- от ред !: се бележи с А*],- и се

определя индуктивно с рекурентната връзка

мд := А*Чм - (А*-Ч.. :: = 1. 2, . . . ,

където АЧ; : А],- := [ди - ],- за всяко с”.

В случай, че точките (се,) са равноотдалечеии, съществува проста връзка

мехш разделената и крайна разлика. Тя е представена в следната нема.

Лема 1. Нека. :!:,- = :со +371, ] : О,. . . ,!с, и фупюцчшта [(и) е определена

в тези точки. Тогава

,:

(1) ][:130,...,:ц]= :”?
Доказателство. Ще приложим индукция по броя на точките. За две

точки имаме

год--Н
-

:В,- ь
-

1! ,!
!(Яч+1)- Леса) : Ли - !: „ А!:Пти-„Шин :

и следователно твърдението е вярно. Да допуснем, че връзката (1) е в сила

за произволни 14: равноотдалечеии точки. Нека 225
= 30 + 371, 3 = 0 . . . ,!с. са

произволни 14: + 1 точки. Като приложим рекуреитиата връзка за разделени

разлики и индуштионпото предположение получаваме

![Ш1,.-.,ть]- Ларини-1]
:вь
-

асо

1 Айд/1 - АД.-1110 „- Ай./о

(к - юни:-1 (1:
- юни-1 ит

Н[[Шо, . . . , Юк]

„ж1ижмцчмшштшшшшшшшшшшиф“Атика.-Аз..е“„

„,

„..

!!
(Ед.-щ)
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Лемата е доказана.

Чрез връзката ( 1) много от свойствата на разделената разлика се прена-
сят върху крайните разлики. Да отбележим някои от тях.

1. Крайната разлика е линеен функционал, т.е.

А” + 019); : А]; + аАпуд
за всеки две функции ], 9 и число 0.

2. Нека [(си) : ада: + щам-1 + - -- + ап. Тогава

Ат : „им,
при всеки избор на 11 > 0 и точките ш]-

: шо + „771, 3 : О,. . . ,п.
3. Крайната разлика от пати ред анулира всички полиноми от степен

п - 1.
Съгласно определението, А],- = [ди - ]д. Оттук н рекуреитната връзка

следва, че всяка крайна разлика (от произволен ред) може да се представи
като линейна комбинация на стойностите ( !.1- Например,

АЛ *-
А.)”о = (12

-
11)
“
(11
-
10) = 12

*
211 + 10,

А2Л * [3210 = 13
*-
312 + 311

-
10-

От тези примери се вижда, че коефициентите в разглеждането представихте

са биномните коефициенти с алтернативно сменящи се знаци. Оказва се.

че това наистина е така и то може да бъде строго доказано, например
по индукция, като се използва рекурентната връзка за крайни разлики
и свойствата на биномните коефициенти. Ние ще дадем тук едно друго
доказателство, което се основава на връзката между разделена и крайна

разлика.

1321?)

|!АЗТО

Теорема 2. За всяко естествено число п е в сила формулата

Що =Й(-1)**()л.1=о

Доказателство. Нека :::,-
= то+37ь, ] : О,... ,и и ],- = ](тд), : : (),... ,п.

Тогава но Дена 1,

А!“ = 11! [ъп/[то, . . . ,Шп].

По-нататьк, като използваме представянето (3.2) на разделената разлика,

получаваме

п. „„ п !(35)А 10 - пт
Етна.]...(т-а)5=0
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: п!Харидй,Е=0

което е искането равенство.
“

Тези сведения за крайните разлики са достатъчни за да се справим с на-
щата първоначална задача - представянето на ннтерполационния полином.
И така, нека възлите [т,]?щд са равпоотдалечени и функцията ] е определе-
на в тях. Търсим нолннома Е„(] ; :):) от т, който интерполира ] в аго, . . . , .тш
Съгласно интерполационната формула на Нютон

Е„(];а:) : Едип,..„ткмт - шо) - - -
(т.
-щ-д.

1с=0

Нека а); : 1130 + “1, 1 : О,. .. ,и. Да направим смяна на променливата а: с :
по формулата :: = 320 + Ш. Тогава

!с-1

(ш-то)-п(:с-а:ь-1)==П(:1:о+т-:во-Ъ7ъ)=1ъьЪ(Ъ-1)---(#-1с+1).
5=0

Сега, като използваме и връзката между разделена и крайна разлика, но-
лучаваме

1:

виж) =щото + за) =2 АН!“
1с=0

г(3-1)-„(г-1с+1).

: ,
*

В литературата се среща означението (А) при произволни реални стойности
,;на параметъра :. С него се означава биномните функция, която се определя
*

с равенството:

(:)
...Щ при ,: > 0

,с

..
1 при1с=0.

Следователно полученият израз 38. ИНТЕРПОЛЗЦИОННИЯ ПОЛИНОМ може да се
запише И така:

п

им; те + и») =2ще (2) .

ь=о

Това е формулата на Нютон за интерполиране напред. Тя се нарича така,
,

задното възлите се привличат в нарастващ ред при изчисляване на коефици-
,

ентите пред нолиномите (2). Да забележим, че стойността [(и) участва]
във всички коефициенти, стойността в следващия възел аи участва във 3

всички от втория до последния и т.н., стойността [(да-„) участва само в

последния коефициент. Следователно, ако искаме да изчислим приближено
стойността на ] в точка :::, която е близко до Шо, то добре е да използваме

формулата на Нютон за интерполираие напред, защото в тази формула
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участват съществено стойностите на ] в точки близки до асо и като такива, те

носят пай-пълна информация за стойността на ] в :::. Следвайки тази логика
би трябвало при приближаване на [(са) за точки :1:, близки до последния

възел и:„ да използваме интерполационна формула, в която възлите се при-
вличат в обратен ред: тт :::-1, . . . ,то. Да изведем и тази формула. По фор-
мулата на Нютон, приложена за възлите исп. .тп-1, . . . , то (в този ред), имаме

1174123) :Е ;[Ш,1,СЕ„-1,. - - 31.11-1401: Ши) (17
“
(Еп-1:44).

К=0

Като приложим смяната .т : ли + и получаваме

[м;пи и:) : Ъ„([;:в„+т) =ЕАДКЯЕЙКП((:с„+й/ъ-:с„+т)
1:=0 ::

И следователно

ми; ш,. + т) = ЕМА-.. (*
+ ,“ ”

1).,с:
]:.

Това е формулапш на Нютон за иптерполиране назад.

ПО ЗПЗЛОГНЧСП ПЗЧИН могат да бъдат НЗВОДСНИ НПТЗРПОЛЗЦИОННИ фОМУЛИ,

при които възлите се привличат в произволен друг ред. Например, ако

точката а: е близко до 235, то добре е възлите да се подредят по следния

начин: Ш;,Ш,*+1. 334. (Ед.-3, (Даа, . . . .

Пресмятаиего на коефициентите на НПТВРПОЛЗЦИОНННЯ ПОЛИНОМ С равио-

отдалечени ВЪЗЛН се свежда КЪМ пресмятане на крайни разлики. Изчисле-

ННЯТЗ. могат да се организират ПО следната ПРОСТЗ схема:
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СШСМО, за пресмятане на крайни разлики

17: 11”

1-3 1-3

АТ-з

3-2 1-2 1321-3

АТ-г Аз!-„з

:!:-1 111 521-2

131-1 Аз!-2

Шо То А21-1

АЛ) Аз/ц
1131 11 А210

АЛ 13310

332 !2 А211

1312

583 13

В първите два стълба на тази таблица се попълват данните * интернола-
циоините възли и стойности. След това таблицата се попълва стълб след

стълб, като се използва рекуреитиата връзка за крайни разлики. Числата,

получени по горния диагонал, започващ от 10, са коефициентите на интер-

полациоииия полином при иптернолиране напред, а тези по долния штагонал
- на полинома при интерполиране назад. Да отбележим, че тук, за разлика
от схемата. за разделени разлики, се използва само операцията изваждане

(при разделените разлики се изпълхшвшне и операцията деление). Това е

едно съществено предимство на смятането с крайни разлики.
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5. ИНТЕРПОЛАЦИОННА ЗАДАЧА НА ЕРМИТ

Досега се заинмавахме с интерполациоината задача на Лаграиж, която
ее състоеше в построяването на алгебричен полином от степен 5 п., който в

в-е- 1 дадени различни точки 330, . . . „т„ приема дадени стойности уо. . . . .у„.
штветпо. Формулата па Лагранж, даваща решение на тази задача. играе
първостепенна роля в числения анализ. Сега ще разгледаме една ио-обща

тача, при която се търси полином, който нптерполпра не само функцията,
на» и нейни производни. Да представим най-напред точната фомулировка.

Нека то, . . . ,:1;„ са дадени 12. + 1 различни точки от реалната нрава. Нека

щ, . . . , и„ са цели положителни числа и

[::/ку, К=0,...,п, А=0,...,1/ь-1)

е таблица от произволни реални стойности. Озиачаваме П := иа + +
и“ - 1. Задачата е да се построи алгебричен полином Р от степен А!”. който

удовлетворява условията

%1) Р(А)(т;с)=ум,1с=0,„.,п,А=0....,ик-1.

Тя е известна като интерполационна задача на Ермит.

Теорема 1. При всеки избор на интерполационпите възли [1733 (се. 76

т) при!“ 75 3”) и при всяка таблица от стойности (ум) итперполационната
задача на Ермит (1) има единствено решение.

Доказателство. Условията (1) представляват една система от АГ + 1

линейни уравнения с неизвестни - коефициентите ад,...,ам па нолнпома

Р(ш). Тази система ще има единствено решение, ако нейната детермнпаита
В е различна от нула. Да допуснем, че В : О. Тогава хомогенната система

Р(А)(ШК)=01 ь=0,.-.,П,)х=0,...,щс“-1,

ще има някакво иенулево решение Р(:1:) : аош” + ---+ од:-1:13 + а.” (т.е. с
поне един коефициент щ различен от нула). Но горните условия означават,
че Р има И + 1 нули. броейки кратностите. От друга страна, Р Е им. Слеь

дователно Р(:в) 5 0 и оттук ао : : а.” : О. Стигнахме до противоречие.
Теоремата е доказана.

Остава да разгледаме важния за нас въпрос за построяване на решението.
Ще започнем с един частен случай, при който ио : - . - = и„ = 2. Ще намерим
в явен вид иолипома от степен 211 + 1, който иптерполира дадена функция
] и нейната първа производна в 11. + 1 точши :во ( ( изп. За целта ще

използваме означенията

Ш(т)
ш(а:) := (:В

- то) . . . (а:
- ап), ида“) := :?:-;;

.
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Да отбележим още тук, че

(**/(Фк) = шише) = (331:
-
Шо) - - : (Юк

- ти:-Пт: - 3Е+1). . - (331: - Ши)-
Теорема 2. Нека „то, . . . ,:1:„ са произволни различни (две по две) точтш

от реалната права. Тогава, при всеки избор на числата уо, . . . , у„ и 316 . . . , уь,
полиномът

Ре) =
За [1

- ””“”
(ш
-
а)) [ДГЩи) (50

- д)“),(тк)
11

(4108)
2

+ щ...-ш; (Ш.-„)Е,
*

(93
- (сюити)

е от степен най-много 211 + 1 и удовлетворява условията

(2) Р(:сь) “= уд, Р”(а:ь) : уа, 1с : О,. . . ,п.
Доказателство. Съгласно Теорема 1 съществува и то единствен полином

Р от тим, който удовлетворява шттерполациоипите условия (2). Ние ще

търсим този полином във вида

РСС) = 2 ШФШЮ) +2 уЪФьЦШ),
К::О да:-“0

където при всяко А* 6 (О,... ,п] базисните нолиноми Фньфн 6 кг,.“ се

определят от условието

Фист) = ди, 3:0(35)
= 0,

(3)

Фют) : 0, 1610019
= дка

за 2” : О,. . . ,и. Тук сме използвали символа на Кронекер бр,-,

6 . .” 0 при 1: 961
,“ -

1 при 14: = 2”.

Очевидно условията (З) влекат веднага (2). Това се установява (: директна
проверка. Сега да построим полипомите ФМ) и ФМ. Ще започнем с Фю. От

(3) се вижда. че (Рд-„(т) има двукратна нула в :::; за всяко т: # К:. Следователно

Фю(т) е от вида
,

ФШФ?) = и?:(тЛА + Щ”: * ФШ,
където константите А и В са избрани така, че да удовлетворяват условията

ФЮСБК) = 1, Фь(ть)-= 0.



От първото условие

определяме А,

”
шити)
:
[еи/(тт?

Заместваме получената стойност за А във второто условие

не(ть)= %ь(3ь)шь(ть)А +Шь(тк)в= 0

и определяме В,
шити)В = 2Т-7 .

”ДФ-,с)

Остава да забележим, че 2ш;с(:вь) : ш”(:1:;с). Наистина. като диферепцираме
два пъти тьждестюто

шь(3)(т - и) = от:)
получаваме

ШЖШЖ-т
- ть) + 2043) = си,/(т),

ОГКЪДЗТО при (12 : Ш,; следва ПСКВНОТО равенство. Следователно

1 и:”
Фьот) : (0,243?)

[юни)
..

(4122323

[1- ш„(тьцр
3
:=)] [ЦДГ“((Вн) (93

- този)

(а:
-»

д)]

От условията (3) можем да намерим лесно явния вид на. Фи (:::). Тъй като

:; е двукратна нула на Фь1(а:) при 1” 96 А: и ще е проста нула, то

Фь1(а:) : Сш,%(:в)(а: - щ).
Константата С определяме от условието Фк1(23ь)

: 1 Получаваме

си,з(д) = 1.

Оттук С : 1/ш,%(:вь) : 1/[ц/(ть)]2 и следователно
ш(:с)

2

ФМ =[т] (” д)-

Теоремата е доказана.
Обикновено числата (уд) и (34) са стойности на някаква функция ](ш)

и нейната производна [!(33) във фиксирани точки [и]. Тогава интернола-
ционният полином Р се нарича интерполационнен полином на Ермит за
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функцията ] . Като използваме означението за фундаменталните полипоми

на Лагранж [„„(ад и Теорема “2, този полином се записва по следния начин

ш” ШК

или:) = Е [(и)
[1

-
%-,((13(х

-
в.)]

иам-т)

+ 2 !*(шь)г3.(т)(ш
-
аз,.)-

1:20

Числата но, . . . , и„ се наричат кратности на възлите то,. . . , :::. Ние ре-
шихме задачата на Ермнт в случая на двукратии възли. Решението може

да бъде дадено в явен вид и при произволни кратности (1113220. Ние ще

запишем по-долу пнтерполацпошшя полином на Ермит в общия случай.
П .. . г .

При
[дадени възли,/(цъюо

и кратности [и,],шп да означим с (На:) израза

(:: - то) 0
---(:1:
-
ад,) . Нека А! + 1 := и, + - - - + и,. Полииомът

п ”„-1

(4) НМНЗШ) = 2 Е ТОК-ТОНЮСБ).
А*:О А=0

където

.. 1 (Ци)
((*-Ач

1 (а:
- ::.-„)“ (”)

. ,
НКА(33) “

Х,.
(513 Шкуд-А [1-0 Ш [ 9023) ) 1:13“,

- щ);

е от степен 5 М и удовлетворява интернолашюнните условия (1) при ум :
[(Ю(:с;,),1с=0,...,п. А : (),..„ис - 1.

За доказателството на това твърдение е достатьчно да се провери, че

полиномпте Н„д(:1:) удовлетворяват условията

0 при й#1с,3=0,...,и,-1,
Н(?>(л.)= 0 при сьм-м.

1 при 11:1с,5=)..

При ъ # 14: равенството следва от факта, че Нд има множител (а: -:1,)”*.
Остава да се докаже само че НШ в: = 6 А. За целта а означим с Т„,( ,.ьд А- 9.1
нолинома на 1ейлър от стенен ти за функцията 9 в точката ;).-„. По-точпо,

(а)-”131:

т„.(я;=в):=29,
(
)(ш- и);

8=0

Тъй като у(”)(а:д.) : (
т)(9;а:„) за з-*- О,. ..,т, то ясно е, че

Шевел“) .-., =(1(ш)Тт(9;:в)1(”) :=“



П .ῃ0ῃ|0|«ΝΝ — Тш. -А-1 ( q, :1:) 
“е ч 

Е- у 

# щ % чнн

за 0 5 5 5 т. Сега да забележим, че

- А

НКАСБ) =
%(Ш-ЩЗБШ-Тщтх-ЦШШ)

при 9(ш) : (а: - щ)”*/П(сс). Следователно

„ - ,. о)

НЖСЦ) =
311%и9(-5;)Тщ-А-1(9;Ш)Ъ

а: - ”В
А (1)

ЧИС

:
“1“!%( у(Ш)*) Тик-1(9;Ш)Ъ

- д о)
Щ:

:
317 %(3 9010“) у(3)> :
:
%“Ш-щуъш

=
дух»

:::-д.

което трябваше да докажем.

Накрая ще дадем оценка на грешката, КОЯТО правим при НРНбЛНЖЗПНЕТО

!(Ш) % Нм(!;9:)-

Теорема 3. Нека а 5 то ( ( аз„ 5 Ъ, [1418 са произволни цели

полооюителни числа и функцията ] има непрекъсната (”+1)-ва производна
в [а, В], М := на + - - - + и„ - 1. Тогава за всяко а: е [а,ь] съществува число

5 Е (ш1н(:с,:1:0,...ш„], щама-,то, . . . ви,-„]) такова, че

!“”“(0
(и + 1)!

(а:
-
1120)” . . . (ш

- :::„)”.(5) !(т) -Нп(!=-т) =

Доказателство. Твърдението (5) се доказва но същия начин, както до-
казахме съответната теорема за грешката. при интернолиране но Латраиж.

Образуваме си помощната функция

г(г) = !(2) - Ниша) * СЩЗ)
и избираме С така. че 17” (2) да се анулира при 2 = :г. Тогава Р(2) ще има
И + 2 нули: то,...,а:„, с кратности съответно но,...щп и точката 13. По

теоремата на Рол, 1?(”+1)(2) ще има поне една нула, която се намира меноту
най-малката и най-голямата нула на Р(г). Означаваме я с (. Тогава като

изразим С от равенството РШНЖЕ) : 0 и от условието Р(:с) = () получаваме

(5). Теоремата е доказана.
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6. РАЗДЕЛЕНИ РАЗЛИКИ С КРАТНИ ВЪЗЛИ

Понятието разделена разлика на функция в дадени точки ли,...,тм
беше въведено при предположение, че точките са различни, т.е. че го, #
и:,- при 2” # ]. Съществува естествено обобщение на това понятие, което

има смисъл и при произволна редица от точки. Тясната връзка между

разделена разлика и интерполационната формула на Нютон ни пОдсказва, че

бихме могли да използваме обобщените разделени разлики за построяване
на интерполационния полином с кратни възли, т.е. за решаване на интерио-
лационната задача на Ермит. Сега ще въведем обобщените разлики и ще

докажем някои техни свойства.

Нека -:1: = (30, . . . ,в”) е произволна редица от точки. За нас ще бъде
по-удобно да предполагаме, че те са педредени във възходящ ред, То 5
:::1 5 5 ти. Нека ] е достатъчно гладка функция (т.е. имаща достатъчен

брой непрекъснати производни), която е определена в 330, . . . ,шм. Тъй като
точките [ш.-) не са задължително различни, да си мислим, че те са разделени
на п. групи от съвпадащи точки. По-точно, пека първите 111 точки съвпадат с
точката #1, следващите да съвпадат с 152 и т.н., последните и„ точки съвпадат
с !„ , където 31 5 .. - ( ь,. Ще записваме това условие накратко така

:? : (Зо,...,а:м) Е ((й1,и1),...,(й„,и„)).
Тук (:, и) означава, че точката : е записана последователно 11 пъти в реди-
цата. Ясно е, че ”+ 1 = 111 + - - - + и,.

Ще казваме, че полиномът р интерполира ] в точките 53. ако ;) 6 им и

Ми,-) = ти,), а: 1,...,п., „“: о,...,и,- - 1,
т.е. ако р интерполира ] във възлите ((11, 111), . . . , (й,„ и„)) в смисъл на Ермит.

Определение. Разделена. разлика на функцията ] в точките шо, . . ., ти
ще наричаме коефициента пред :::” в полинома р(:в), който интерполира ]
в същите точки то,...,:1:м.

Тази обобщепа разлика ще бележим отново с Дио, . . . ,тм].
Да отбележим, че това определение е еквивалентно с даденото преди

определение на обикновената разделена разлика в случая, когато точките

(по, . . . ,:1:„ са различни. Еквивалентността следва веднага от Теорема 3.1.

Като пример, да намерим обобщената разделена разлика Ла, . . . , а.] на ]
в точката а с кратпост ” + 1 . Известно е, че полипомът

На)
1!

;(”)(а)
(Ш
- а)”,на:) = да) + „,(:::-а)+---+

.татамшгзатшшшшмшщм.нищета.....

тъща“...

*

.
“*
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построен по формулата на Тейлър, удовлетворява условието

риф.) : [б)(а), 3 : О,... ,П.
С дуги думи, полипомът ;) иитерполира ] в точката а с кратност ” + 1. От
явния вид на р се вижда, че коефициентът му пред :::” е точно равен на

](”)(а)/1Ч !. Следователно, съгласно даденото но-горе определение,
„„ !“”)(а)
м

Основната причина за въвеждането на обобщени разделени разлики се

разкрива в следното твърдение.

(1) ][:120, . . . , Ши] 11риш0=---=а:м=а.

Теорема 1. Нека 5 = (930, . . . ,:вм), а. 5 то 5 . - . 5 :!:” 5 1), са произволни
точки. Да предположим, че ] има ” непрекъснати производни в [а,ь].
Тогава полиномът

»:

(2) 1103: 133) == Е ”30: . - - ,ще)“ * Шо) - * “
(Ъ
*
Сте-1)

к=о

интерполира ] в точките :?:.

Доказателство. Ще приложим индукция по броя на точките. При П = 0

имаме р(5:, ] ; :) : ](130) и твърдението е очевидно вярно. Да допуснем, че те-

оремата е вярна за произволни Н точки. Нека :Е : (330, . . . ,и”) е множество
от произволни П + 1 точки, то 5. - - . 5 т”. Както вече знаем от лекцията за
интернолационна задача на Ермит, съществува единствен полином На) от
км, който иитерполира ] в точките :?:. Ще покажем, че На) „=. р(:Ъ, ] ; г). За
целта да отбележим най-напред, че съгласно ипдукционпото предположение
полиномът

м-1

131“) != Е Лада,-„дни - аго) (3
-
”Фк-1)

Е=0

интерполира ] в точките шо, . . . ди-]. Тъй като

1950323) = 271“) +Л=Бознчтпш - то) “ - - (! - ::.-„-1),
то и р(й, ] ; :) ще интернолира ] и то, . . . ,ш„-1. Оттук следва, че полиномът
В“) := Н(2) - р(5:,];г) ще се анулира в то,...,:в„-1. И така, В. има поне
М нули. Но водещият коефициент (този пред :” ) в р(:Ъ, ];1) е Ласо, . . . ,Шм]
но поетроепие, а коефициентът пред :” в Н (2) е също Ли,-о, . . . ,:см] , съгласно
определението на обобщена разделена разлика. Следователно, коефициентът
пред 12” в В“) е равен на нула. Това означава, че В“) е алгебричен полином
от степен най-много М- 1. Видяхме вече, че В“) има поне ” нули. Следова-
телно, по основната теорема на алгебрата, 120) .=. 0 и оттук, Н (1) Е р(5:, ];1).
Ихщкцията е завършена и теоремата е доказана.



Сеъ 

4 “ φ ἴ 

» + 

-«- « ?4 

х

32

Теорема 1 показва, че интерполационната формула на Нютон остава
в сила и при произволни (не задълшсително различни) възли (по, . . ., 13”.

Този факт ни позволява да използваме класическата формула на Нютон за

решаване на кто-сложната задача на Ермнт. Практическото приложение на

формула (2) изисква ефективен метод за пресмятане на обобщените разделе-
ни разлики на дадена функция. Сега ще покажем, че простата схема за

пресмятане на обикновени разделени разлики може да се пригоди за пресмя-
тане на разделени разлики в общия случай. За целта. най-напред ще докажем

една лема, която има и самостоятелно значение.

Лема 2. Нека 5:31, . . . , Ят са произволни точки и ] е достатечно гладка
функция, определена в тял; Тогава

(3) [(аз-Е)](:в)][5,г1,...,йт]=][21,...,ът] .

Доказателство: Да поясппм, че лявата страна на (3) е разделена разлика
на функцията (:::

- б)](ад в точките ( , #1, . . . ,:т.
Нека р е полпномът от н,„-1, който шктерполира ] в 31, . . . ,йт. Тогава

полиномът е(ш) := (и:
-
6)р(:1:) ще иптерполира функцията (а:

- б)](ат) в точ-
ките (,и, . . . ,:„Г Съгласно определението на обобщена разделена разлика,
лявата страна на (3) е коефициентът пред :ст в (1, а дясна *а страна съвпада

с коефициента пред си”“1 в р. Но тези два коефициента са еднакви поради

връзката (;(:в) = (и:
-
5)р(:с). Равенството (3) е доказано.

Вече сме готови да. пристъпим към извеждането на рекурептпа връзка
за обобщените разделени разлики.

Теорема 3. Нека ] има [с непрекъснати производни в [ще]. Тогава за

произволни точки 330 5 5 ги,: от [а, ь] е в сила рекурентната връзка

[1331,...,1ь]-][Шо,.„,шь-1
„:*-1.0

. 0760 1120 ( ще

(4) ][ШО,...,(Е,С]=
(!=)

1178359»),
ако то : ц.

Доказателство: Случаят 330
= и следва от доказаните. вече формула

(1). Да предположим сега, че асо ( шь. Тъй като разделената разлика е

линеен функционал, то

“ШК - (В + :В * Шо)!н:130,. . . „“Ей!(аз,:
--
Шо)![:120, . . . ДДС]

на:; - т)!)[шш . . . ,да] + [(Ш
.- шотно, . . . ,и.) .

Но въз основа на Лема 2,

[(шь-т)])[шо,...,.тк]

((я-що)!)[щшшдь] : ”Шън-„ЮН-

|: |::Н9 в? >.-1 :а
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Следоватешю, при то ( ще имаме

(гр-що)][шо,„.,а:ь] =][щ1,...,п:ь] -][:1:0,...,:щ,-1] ,

което е точно връзката в (4). Теоремата е доказана.

Изчисляването на обобщените разлики, а оттам и построяването на нн-

терполационния полином на Ермит, може да се организира в проста схема,

основаваща се на рекурентиата връзка (4) Ще я покажем върху един пример.

Задача: Да се построи полипомът р от тгз, който удовлетворява интерио-/
ланионните условия

РФ) = 1» ЩО) = 0, Р„(О) = 2, 130) = “1 .

Решение: В този случай имаме 930
=

231
= :::2
-
0, :]:3 = 1. Съгласно

интернолациоппата формула на Нютон (с обобщени разделени разлики),

|

РСС) МФО) + 1711130: 3110”
*

930) + РЕПО»Шмит * ЮОЖШ
* 31)

+ р[:со, :!:1, :::2, шз](а:
-
тожа:
-
:::1)(а:
-

1132)

= р(0) + по, 013 + р[0,0,01ав2 + нащо, Птз -

За изчисляването па разделените разлики ще използваме таблицата но-долу,

където първите 2 колони съдържат данните, а следващите се попълват въз

основа на рекухюнтпата връзка (4).

Таблица

371” ред:) Р[з] 1433.) 14.33.34

Отбелязаните в квадаратче числа са търсените коефициенти. Получаваме

р(:п)=1+0.а:+ 1.3:2 - 3.33 : „333 +:г:2 + 1 .
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Една непосредствена проверка показва, че намереният ПОЛИНОМ удовлетво-

рява исканите ИНТЕРПОЛЗЦИОНПИ УСЛОВИЯ.

Непрекъснатост на разделената разлика. След като имаме опреде-
лехшето на разделена разлика за всяка редица то, . . . , им от различни точки,

бихме могли да разширим това определение и за произволни точки по непре-
къснатост (т.е. чрез граничен преход). Например, можехме да определим

разделена разлика на ]“ в точка 0. с краткост 2 с равенството

а а : Нш а а + ил ,] мл. ].

което е пайюстественото разширение на това понятие. Тъй като

Матиаш- !”(а) ,

ако ] е диференцируема функция в а, то при този подход бихме получили

“щ./[ана]
: !,(а) -

Но това е точно резултатът, който вече получихме и при възприетата от

нас определение. Оказва се, че двата подхода водят до един и същ резултат

не само в този частен случай. Те са еквивалентни. Това твърдение следва

от свойството непрекъснатост на въведената от нас обобщена разделена

разлика.

Да докажем непрекъснатост-та пайчхапред в един частен случай.

Лема 4. Нека 1“, -> а за 11 = 0, . . . ,Н . Тогава, ако ] има непрекъсната
Н-та производна, то

[[Шо,...,2м] -) ][а,...,а] .

Доказателство. Нека шо, . . . ,за; са произволни точки. Без ограничение
на общността да приемем, че то 5 . .. 5 1”. Нека р е нолшюмът от им,

който иптерполира ] в :Ъ : (шо, . . . , ат). По-точпо, ако
:? : (а,-о, . . .,:см) : ((31,и1),. .. ,(й„,и„)) ,

ТО

рио.) =;Ш(ъ,-), зГ=1,...,п., 3=0,....и,-- 1.

Следователно разликата [(:с) -р(:в) има поне ”+1 нули, броейки кратпостнте.
Тогава, но теоремата на Рол, ]”(ш) - #(т) ще има поне АГ нули и т.н.,

](”)(:в) - р(”)(а:) ще има поне една нула ( и тази нула лежи в интервала
[то,шм]. Имаме

!“”(е =р(”>(е) .

%

3
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Но коефициентът пред пс” в р(а:) е равен на ][ШО,...,:1:„]. Следователно

РЕН)(6) : ”! ][Юпу * - .
1513157) оттук

- !””(Е)
58) ][Шоз-.-,ШМ1=Т-

И така, за произволни точки то, . . . ,на»: (то 5 5 :::”) съществува точка 5

от (асо, :1:„] такава, че е в сила равенството (5). Този факт ни е добре известен
за обикновените разделени разлики. Сега вече лесно можем да докажем
ламата. Наистина, да оставим в (5) :::,- да клони към а, заъ : 0, . . . ,П . Тогава

поради неравенството то 5 5 5 им и по лемата за двамата милиционери,

редицата от съответните точки ( ще клони също към (1. Тъй като и [(М е

непрекъсната по условие, от (5) получаваме

те) : те)
213901[то,...,тм] :В?! Н! АП

: ][а,...,а.] (съгласно (1))
дамата е доказана.

Теорема 5. Нека 37
: (уо, . . . ,ум) с произволен набор от точки и 5: --> 37,

т.е.

|:с,--уд|--)0 зай=0,...,1Ч .

Тогава, ако ] има непрекъсната Мита производна, то Лао, . . . ,и”) ->

Л „„,ум] -

Доказателство. С други думи, разделената разлика е непрекъсната функ-
ция на своите аргументи. (Разбира се, тук се изисква функцията ] да бъде
достатъчно гладка.) Ще докажем теоремата по индукция. За М = 1 твър-
дението е очевидно при уо ( 311, а при “уо : у1 : а имаме ”:(/0,311] : ) (а) и
непрекъснатост-а следва от разсъжденията в примера по-горе. Да допуснем
сега, че Ли, . . . ,и] е непрекъсната функция на #1, . . . , :” в областта

21 5 32 5 5 г”. Ще докажем, че ”го, . . . ,с„] е непрекъсната функция в

произволна фиксирана точка;) : (уо, . . . ,ум), уо 5 . . . 5 ум, като използваме

рекуреитната връзка (4). При уо = ум твърдението беше доказано в Лема 4.
Нека уо ( ум. Тъй като :17: -) 37, то при :?: достатъчно близко до 37 ще имаме

хо ( им. Тогава по рекурентната връзка (4), като използваме шшкционното
предположение, получаваме

Вт.Ш
;щ7ЛШОз-ЩШМ] :с->у ат *Шо

Н
1 , .

му”-уо (ЖЪЛШЪЩДЩ -%1-%][то,...,:с„-1])

Шишман].
УМ“уо

Н
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Теоремата е доказана.

Да ОТбЕЛВШ1М ТУК., че ОСТЗТЪКЪТ при ИНТЕРПОЛНРЗНЕ В НРОНЗВОЛПИ ТОЧКИ

120, . . . ,аз” може да се представи във вида

“т)-Рийд) =Лагор--,Шм,т1(Ш-Шо)т(т-Шм).
Това следва чрез граничен преход от изведената вече формула в случая на

различни възли.

Следващото твърдение ни дава правило за пресмятане на разделена

разлика на произведение на две функции. То наподобява известното правило
на Лайбниц за производна на произведение.

Лема на Попович. За произволни точки ит.-0,331, . . . ,а:„ и достатъчно
гладки функции ] и 9, определени в пики, е в сила представянето

П

([!]МШОР-чшп] : Е][Шо,...,1ь]9[3ь,.„„Ю„1 -

,с=0

Доказателство. Ще приложим индукция по броя на точките. За една
точка имаме (]умно] : [(шо)у(:со) : ЛШОЗЙШО] и твърдението е очевидно

вярно. Да допуснем, че то е вярно за произволни п точки. Нека шо, . . . ,:с„
са произволни п + 1 то-пш. Представяме ] по пнтерполациоппата формула
на Нютон:

!(93) = !(то) + ”3071710? * то)-
Тогава

(]у)[а:о,...,:1:„] [(!(10) + Ито, ФК-т - 2ЮЛИ-т)] Ето, - . . да]П

[(Шоютт - - - д..] + “МДК”: * аго))9(=!7)] [то, . - . да] .

Но по Лема 2,

(джаджа- - то))9(аг)) [1:0,...,а:„] = (![шо.ш19(ш)нщ.„„т„1 -

Прилагаме шлдукцнонното предположение за последното произведение и

получаваме

(!9ЛШО, - - 32:11]
: !(ШО)9[ШОЗ - - 1131114 2 ![ШОзШПШ11 - - ддс] НРБ,“ * = . 32:11;

Е:]

: Е][шо,...,:сь]у[:1:,„...,гс„].
К=0

Тук използвахме равенството Дивани, . . . ,Ът] : Джеф], . . . ,!т], което мо-
же да се докаже лесно но индукция (по т). Доказателството е завършено.
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7. СИСТЕМИ НА ЧЕБИШОВ. ИНТЕРПОЛИРАНЕ С ТРИГОНОМЕТ-
РИЧНИ ПОЛИНОМИ.

Обща интерполационна задача. Нека ф0(:с),...,ф„(.т) са линейно

независими и непрекъснати функции в [а, ь]. Линейните комбинации

поч/“е(т) + . . . + а„:р„(:в) ще наричаме обобщени полиноми по системата (ш,-].
Ще разгледаме задачата за интернолиране с обобщени полиноми. При дадени

възли шо ( .. . ( а;„ в [а, Ъ] и стойности уо, . . . ,у„ търсим обообщен полином

е(т) : строфа) + - - - + щ.ф„(т), който да удовлетворява интернолационните
условия

(1) посреща) + .. . + адепт) = уь, 18 = 0, - - -п-

Но (1) е линейна система по отношение на оо, . . . , и.п. Следователно интер-

нолащюнната задача (1) има единствено решение при всеки избор на (уд-)

тогава и само тогава, когато нейната детерминанта е различна от нула. Нищо

повече не може да се каже в този най-общ случай.

Интерес представляват тези системи от функции [(р.-Н,“, при които ни-

тернолационната задача (1) има единствено решение при всеки избор на

възлите то ( .. . ( т,. в [ще] и при всеки избор на стойностите уо, . . . ,уп.

Например алгебричната система срь(т) : т,“, 1: = О,. . .п, е такава. Сега ще

разгледаме един клас от системи (кр.-Ж, които удовлетворяват това изискване

и следователно се явяват естествени обобщения на класическите алгебрични
нолипоми.

Определение. Казваме, че функциите кро(т), . . . ,ф„(т) образуват сис-
тема на Чебишов в интервала 1, ако всеки ненулев обобщен полином но

тази система има най-много п различни нули в 1.

Да припомним, че покрит) + - - - + а„(р„(а:) е ненулее обобщен полином,

ако поне един от коефициентите му (щ): е раздшчен от нула. Системите на
Чебишов се наричат още Т-системи или чебишови системи.

Да означим с Б[то, . . . ,т„] матрицата на системата (1).

Теорема 1. Функциите 990, . . . др,. образуват система но Чебишов в

интервала [ тогава и само тогава, когато

негри,-0, . . . ,тп] # 0

при всеки избор на точките шо ( (т„ е ].
Дотателство. Нека (рс, . .. ,(„ап е система на Чебишов в 1. Да допуснем,

че не: руно,. . . , тп] : 0 при някои то ( , . - ( ш,. от [. Тогава между стълбо-
вете на матрицата ВШ), . . . , тн] има линейна зависимост, т.е. съществувават
числа ьо, . . . , ь„, поне едно от които е различно от нула и такива, че

(2) докрай,.) + (”1991050 + - - . + Ъ„(р„(а:ь) = 0 за 14: = 0, . . . ,п.
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Но тези равенства означават, че иенулевият обобщен полином (р(а:) ::
бофо(ш)+- . .+ь„(р„ (:В) се анулира в п+1 различни точки, именно в .то, . . . , под.

Това противоречи на определението на чебишова система. Следователно
(1813 БРЦ), . . . ,512„] 75 0.

Обратно, нека дей Б[:го,. . ., зип] 760 при всеки избор на асо ( . - - ( ш,. в 1. Да
допуснем, че системата 900, . . . ,:рп не е чебишова. Тогава съществува непулев
обобщен полином ср(т) := бос,/2003) + + Ъпср„(а*) и п + 1 различни точки
550 ( ( аз„ в 1 такива, че 4,0(Шк)

: 0 за 14: : О,... ,п. Но това означава,
че хомогенната система (2) има иенулево решение да, . . . , а,. Следователно
нейната детерминатгга е нула, т.е. дей В[:со, . . . ,:вп] : 0, противоречие. Тео-
ремата е доказана.

Едно неносредстевно следствие от „показаното тук свойство на чебишовите
системи е следната интерполационна теорема.

Теорема 2. Нека функциите (раси), . . . ,ф„(т) образуват система на
Чебишов в интервала 1. Тогава при дадени произволни възли :со ( ( атп

от 1 и стойности уд, . . . ,уд интерполационната задача

даващи) + - -- + атфпСЩс) = ум, 16 = 0, - - - ,”,

има единствено решение.

Действително, иптернолационпата задача има единствено решение тогава
и само тогава, когато дет В[:во, . . . ,шп] 79 0 и Теорема 2 следва вещтага от
доказаната Теорема 1.

Примери на Т-системи:

11) Функциите 1, :::, 32, . . . ,и образуват Тюистема във всеки подиптервал
на реалната нрава.

2) Функциите т,:в
тервал на (0, 00).

3) Функциите 1, си““ , . . . „ти образуват Т-система във всеки нодинтервал
на (0, 00) при произволни реални числа 0 ( а1 ( ( а.

3,35, . . . да“ образуват Т-система във всеки подни-

1 1
4) Функциите ::.-„щ, ,

. . . , г-“ образуват Тюисгема във всеки подинтервал,
който не съдържа точките шо, . . . , им.

5) Ако р(:1:) е строго монотонна и непрекъсната функция в [-1,1] и така-
ва, че р(-1) : -1, р(1) : 1, то функциите 1,р(:в),р2(а:), . . . ,р(:1:) образуват
Тюистема в [-1,1].

Интерполиране с тригонометрични полиноми. Всеки израз от вида

п

г„(т) : ас + ЕМ;, соз Кт. + Ъ„ зйп Кт)
[:=1

се нарича тригонометричен полином от ред п. Тригонометричните поли-
номи са 21г-нериодични функции. Те са удобен апарат за приближение на
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функции, описващи периодични явления. Тук ще се занимаем със задачата
за ннтерполирапе на периодични функции с тригономегрични полипоми.

Най-напред ще дадем една оценка за броя на нулите на тригонометричен
полином в интервал с дължина 21г.

Лема 1. Всеки ненулев тригонометричен полином от ред п има не

повече от 211 различни нули в [О,21г).

Доказателство. Да направим смяната 2 = е“ в [„(т). При :: Е [0,21г)

променливата : ще описва единичната окръжност. Тъй като

ви:: +е-иса: - 21: +2-1:
,с : “...-...... ,. .-........соз :с

2 2
,

вип „ е-аь: гд- „ 24:.
,с =-- =-,5! Ш

25 2:-

то

1 . ь - 4:
г„(:::) = 0.0 +

5 Ена„
- им); + (а,, на); 1 „

К=1
п 2п

= 2 си,“ : е” 2: Сд-„г,“ =: г“Р2„(2)
“:=-П й=0

“дете 00 = по,

%(аь
“”бьь), 1:- =1,...,п,:? |!

|!0.4.
%(аь+бьь),

1с=1,...,п.

Да допуснем сега, че ненулевият тригопометрнчният полином г,.(:::) се ану-

лира в 211 + 1 различни точки от [О, 21г). Тогава от горната връзка следва,
че и алгебричният полином Рд (3) ще се анулира в 2п + 1 различни точки
от еднин-шата окръжност, тъй като е“ # 0. Но Р2„ е алгебричен полином

от степен 2п. Съгласно основната теорема на алгебрата, той има 2п нули в

цялата комплексна равнина или е тъждествено равен на нула. Следователно

Реп :- 0. Оттук следва, че Сь : 0, А: : -п, . . . , п, което от своя страна влече
равенствата ще : 0, Ъ„ : 0 за всяко допустимо ,с. Получихме, че :„(ш) .=. 0,

което противоречи на условието. Лемата е доказана.

Непосредствено от лемата следва, че функциите

1,сов:в,зйп:в,сов2:с,вйп2:в, . . . ,совпш,зйпп:с

образуват система на Чебишов във всеки итервал от вида [а, 0: + 21г). Това
ни дава възможност да формулираме следващото твърдение като частен
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случай на иитерполшията с обобщени нолииоми но чебишови системи, раз-

гледана в началото на таза лекция.

Теорема 2. Нека а 5 то ( ( си? ( 0 + 27г. Тогава за, всяка. функция

! определена в точките [т,-Й съществува единствен тригонометри-чен
полином Ъ„ от ред п такъв, че

%

%

%

(1) г„(щ) : [(щ), %: О,. . . ,2п.

Сега ще търсим явен израз за този интернолационеи тригонометрнчеп
полином. Следвайки аналогията с формулата на Лаграиж, ще търсим поли-

нома във вида

211

(2) МФ) = ): [(и)/МФ)
=О

Твърдим, че

2п
8111 .::-21,

(3) МФ?) = П
воден

51“
2

Функциите А,: удовлетворяват условията

А!:(Шд)
: 0 33 7#1С.

А!:(ШК) : 1:

откъдето веднага следва, че изразът (2) ще удовлетворява интерполациои-

ните условия (1). Остава само да се убедим, че А,:(сс), а оттук и г„(а:), е

действително тригонометрнчен полином от ред п. За целта ще използваме

индукция по п.

При п : 1 изразът ми) е произведение от два сипуса, т.е. от вида

Ш-азйпШ-в
2 2

зйп

Въз основа на известни формули за тригонометричии преобразования цо-

лучаваме последователно

вйпшпаейпШ-В
1(соев-.а-.соз(а;-О[+В))

Н
2 2 2 2 2

* Ъсозбца-З-созшсозСНьв„зашивали-ъв“
2 2 2 2 2 2

Ао+А1соеш+В1зйпш
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и следователно Ак е тригонометричеп полином от ред 1. Да допуснем сега,

че всяко произведение от 11 - 1 двойки синуси е тригонометричен полином

от ред п - 1. Да разгледаме произволен израз А;„.(:1:) от вида (З). Очевидно

той може да се запише по следния начин

211 .

А!:(Ш) : С П инж-231
подц-
п-1„ .:с-а; . гг.-.В.- . .т-а .

таб)
- С

Дан 2
3111

2 %3111 2
3111

2
,

където С е константа. Но съгласно индукш-юнното предпюложение и двата

израза в големите скоби по-горе са тригонометрични полиноми (от ред п „ 1

и 1. съответно) и следователно

11-1

Ади) : (10 + 2011. соз Кт + Ъ,: 5111133) [Ао + А; соз :: + 3131113] .

1с=1

Като извършим умножението, получаваме за А,: израз, който е линейна

комбинация на тригоиометричии функции от вида

соз Аса: соз ти, сос [ст 5111 тт, 5111 19:13 5111 тт,

където 1: + 111 5 71. Но съгласно известните тригопометрични формули

соз
1сш 31п та: :

запис
+ т)17 - 5111“: - т):1:],

1
соз 1:11- соз тас :

5[соз(1с
- т):с + соз(1с + т):п],

1
3111 !за: 5111 тт

5[соз(/с
- т)а: - соз(/с + т)т].

Следователно А;:(т) се представя като линейна комбинация на

5111/ж,соз1са:, %: : О,... ,п,
което означава, че Ада) е тригонометричен полином от ред п. Иящукцията
е завършена. И така, изразът г,.(:::) е тригонометричеп полином от ред п 11

той удовлетворява ннтернолашюнните условия (1). По-нататьк, при дадена

функция ], ще бележнм този полином с т„(] ; 113) Да формулираме доказаното
твърдение.

Теорема 3. Нека (Шь]%у;0 са произволни точки, такива че 0 5 :170 (
331 ( ( Шгп ( (1 + 27г за някакво а и ] е произволна функция определена
са тия; Тогава

:!:-13.“

анархия,-а И “5-
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е единственият тригономвтричен полином от ред 11, който интерпол
] 6 Шо,.. . ,122.

Когато възлите (и) са равиоотдалечени, интернолационният попчпн :,

може да се запише в по-удобеи вид. Сега ще дадем този запис. За цел
“

най-напред ще докажем тригоиометричното гьждество

1 5111(п.+%)а;
(4) -+соз:с+с052:с+...+с05пш= . :2

231115

Имаме
1

, а: 1

23111-[-+созт+соз2а:+н-+созпшъ2 2

:
8111;+2созшзйп525+2соз2шзйпг+.--+2созпа:зи1%

-
ЗЙПЕ+(85ПЗШ з1п3)+(811153-51113Ш)+2 2 2 2 2

+
(8111

(п +
%):1:

-
8111(п
-
%):в)

5111

(11
+
%)

:1:

което е еквивалентно на разглеждапото тъждество.

Функцията

П

5111
(11.
+
%)

а:

”и“”) := за?
се нарича ядро на Дирше. Да обърнем внимание върху някои нейни См-
ства. От (4) се вижда веднага, че

ще) „+;
Да означим с [щ] равиоотдалечените възли

21:11”” 2п+1* 0“ *

Ядрото на Дирихле се анулира във всички възли и, които са различни *

Шо : 0. Наистина
8111

2п+1 21:11“ .

? 2п+1 8111181!В„(а:ь)=---т--=т=0 за 1с=1 2,...,2п.23111---,“ 25111-,“ ,

2п+1 2п+1
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От тези две свойства следва, че функцията

2

2п+1

ще удовлетворява ИПТВРПОЛЕЦШОНННТЗ УСЛОВИЯ

А,:(ш) := Б„(:2:
- щ)

А;:(Шд) : 61:13 Ед : 0, . . . ,2п.

Наистшяа

2 2 1

Аш,-,с) : В„(щ - и) =
(п.
+ - = 1,2п+1 2п+1 2

априпНс:

на * 2
В(ш-- )1:55: “ 2п+1 п : 331:

2 , 27г”
2п+1р„((ъ-ь)2п+1)

2=
2п+10п(тн-ц)=0-

Но Ади) е тригонометричен полином от ред 11 (това. се вижда например от

тъждеството (4)). Следователно Ада,“), !: = О,. . . ,2п, могат да служат като
базисни полиноми при иптерполираие в точките [щ]. Тогава формулата за
шперполиране при равпоотдалечеии възли добива вида

211
2

“:(./:; = , рп - )ш) „; (мин (и: и)

НЛП окончатю

га *

(п+1)( - )
(5) ми) =

2111,”Хюди“:0 2
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8. БЪРЗО ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НА ФУРИЕ.

Знаем вече, че при дадени възли 0 5 то ( ( Шгп ( 21г н стойности

[(:во), , ](шгп) съществува единствен тригонометричен полином т(.т) от

ред 11, който удовлетворява интернолационннте условия

Т(5Е/с) : “(Вн), К : 0,...,2п
Да представим т(а:) в обичайния му вид

1 .

7973) =
Бао

+ 2011: 005 1:11: + ьд. 8111 Ка,-)

К=1

в случая когато нулите са равноотдалнчени, т.е. при

2/с1г

2п+1,11:14: К=0,...,2п.

За целта да припомним. че съгласно формула (7.5).

8111 (п + %) (:):
- щ.)

те) 2„1+,2л=вь) фиш
2

П

!!
2п2+1 Е!(3ь)[5 +соз(1т-:1:д)+н +созп(:с-:сь)).

Оттук, като използваме, че

соз т(:в - ще) : созтт соз тц. + 8111 та: 8111 таз;с

получаваме

т(а:) :
2112+ 1 Е [(и) (%

+
Е:;

созтц соз та: + зиптц 8111

тт)
=

-2-Ао
+
;(Ат

совта: + Втзйптш),

където

21ст7гА”“:
2п+1 Елшсовгп+1=

(1)
2

. 21сттг

„ В”““2п+1,;,дш”)зш2п+1
Следователно намирането на интернолационния тригонометричен полином
т се свежда до пресмятане на коефициентите Ат и Вт но формулите (1).
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Преобразовапието (където 1 е имагинериата единица)

1
2н.- че:

2“ 0
](т)е (13!(Ш) -> !(3) ==

се нарича преобразование на Фурие за [, а преобразовапието

(1041, - - - „ТМ-1) -> (СО,...,См-1),

Където
П -1

1 .

Ст :
Ю- Е ]ье”2“тт/”, т=0,...,П- 1,
:.

=0

се нарича дискретно преобразование на Фурие. Вижда се, че нашите коефи-
циенти Ат и Вт са свързани (: Ст при П = 211 + 1. Имаме

(2) А, - ,]:В : 201 .

Да отбележим тук, че за пресмятането на всичките коефициенти (см):;з,
са необшодими ”2 умножени, в които участват стойностите [о, . . . , [„-1.

Сега ще дадем един бърз алгоритъм за пресмятане на [Стю/;?) при всяко

А?, 8. отт к и метод за и смятане на к ицнеитите Ат , Вт въз основаУ

на връзката (2). Този метод се нарича бързо преобразование на Фурие. Той

е предложен през 1965 г. от Кули и Тъки.
Нека ” се разлага на множители М = ра. Числата т и 1: се представят

по единствен начин във вида

т т1ч+то, 05т040
*! [си)-Нео, 05/со(р.

Не е трудно да се провери, че

1110191 т,!со+ 77”
ти!: 111 + !: +т
А?:(

11?

1013111?
М=т11с1+

Като използваме факта, че е”й = 1 за всяко цяло ;], получаваме

1
”-1 тй

С[т : ? Е.,Ке-2тт1
,с=0

1
р-1 9-1

Н
И Во=0й1=0
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-1 а-1
1
р

1 - .пъЧЪ] ,. ,тй: * “
Е Тишков

27
9 в 2517341.

рКо=0 ЧК1=О

Следователно

1
?“1 .тй

(3) ст : „ Е ОдгеюЪгь-„дъ
р Ко=0

където с СД) сме означидщ израза в големите скоби по-горе. Той е подобен на

този за От, но със значително по-малко на брой събираеми. Формулата (3)

представлява една рекурентпа връзка, по която се пресмятат коефициентите

Ст.
Когато М е степен на двойката ( М = 25 ) редукщтята на От към СЖ,

оттам към следващите С?) и т.н., се извършва
по прости и удобни формули,

върху които се основава един бърз алгоритъм за пресмятане на Ст.

За пример да разгледаме случая р
: а % х/П . Тогава за пресмятането на

1
всичките 020) са необходими рег умножения.

Наистина, при всяко фиксирано

Ко (0 5 [го 5 ;) - 1) и всяко фиксирано то (0 5 то 5 а
- 1), за пресмятането

на СД) по формулата

К1=0

се използват а УЪХНОЖЕЕНИЯ

-2352951.
1К1р+1сое

Ч
) ь1=01”-1Ч“1

или общо р -
а

-
(1
: рог умпожения.

След това за пресмятане на всички Ст по формулата (3) са необходими

още ар2 умножепия: При всяко фиксирано т, (0 5 т 5 М- 1), се извършват
;) умиоження (за [со : О,. . . , р -- 1) или ”р :: ар2 умиоження. Общо

получаваме

и? + 9102
= рч(р + (1)

% гад/Й : 2м3/2,
което, при големи М , е значително по-малко от П2.



9. ОНЛАЙН-ФУНКЦИИ. ИНТЕРПОЛИРАНЕ С КУБИЧНИ СПЛАЙ-
НИ

Точността на приближение на дадена функция [(:в) в крайния интервал

(а, Ъ] зависи съществено от дължината на интервала и степента на алгебрич-
ппя полином. Тъй като компютърните пресмятания с полипоми от висока

степен водят до известни проблеми, то желателно е да се използват полиноми

от невисока степен. Тогава единственият шанс за увеличаване на точността

на приближение идва от работа върху малки интервали. Ако интервалът

[о., ь] е голям, той се разделя на малки подиптервали [ш.-,:вдн], 1“ : О,. . . ,т,
и ](33) се приближава в [т,-двд“) с алгебричен полином ;),-(:В) от някаква

ниска степен г. По този начин получаваме приближеппето

!(т) % РСС) == :?:-(03) за т 6 (тъга.-н).

Функцията Р(.т) представя една на части полиномиална крива, която при-
ближава графиката на ] с определена точност. В общия случай Р(:с) е

прекъсната в точките :::1 , . . . , тт. Ако ] описва гладък процес, то желателно
е н приближаващата функция да бъде гладка. За да се постигне това, на

полиномиалпите части р,- се налага допълнителното условие да се свързват

гладко, т.е. производните на рд-1(:1:) и ;),-(е:) до определен ред да съвпадат в

точката на свързване 35. В резултат се получава една гладка крива, която

приближава добре ] . Такива криви се наричат сплайп-функцин. Наимено-

вапието идва от един стар уред за чертане на гладки криви през зададени
точки, наречен “сплайн”.

Това е един от начините да се обясни появата на сплайн-фупкщтите
в математиката - като апарат, който е роден от нуждите на практиката.

Иптересните свойства на сплайп-фупкциите и дълбоките им връзки с други
направления в математиката обаче показват, че появата на сплайтх-фупкциц
те е обусловена от вътрешната логика на развитие на самата математика.

Теорията на сплайн-фупкциите е една от най-бурно развиващите се области

на анализа в последните 30 години.

Определение. Функцията е(т), се нарича тайп-функция от степен -г

с възли щ ( ( :::, ако:
1. е(т) е полином ог степен пай-много т във всеки подинтервал
(3573544)! 2: 01- - . ,и, (30 : -(Ю, Шп+1 : ОО.) ;

2. е(т), 3/(т), . . . ,з(г“1)(а:) са непрекъснати функции в (“ос,оо).

Оттук нататък с З,.(ац, . . . ,и“) ще отбелязваме множеството от сплайп-
функции от степен г с възли в точките щ, . . . ,тп. Вместо снлайн-фупкцпя
понякога ще пишем накратко “сплайн”.

Непосредствено от определението следват свойствата:
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1. Ако 3 е 5т(:с1, . . . ,и), то в, е онлайн от стенен т - 1 със същите възли.
2. Ако в е З,.(щ, . . . , :::), то т-тата производна на в е на части постоянна

функция с евентуални скокове в точките :::1, . . . , тап. Обратно, т-тата прими-

тивна функция на една на части постоянна функция със скокове в точките

:в1,...,а:„ е онлайн от степен г с възли в щ,...,:с„.
Отсечената степенна фунтщя

Т... (Ш.-С),“: “01:26
!(ШЙЕ)+.-(О, акоа:(5

е прост пример на онлайн-функции. Тя е онлайн от стенен т с единствен

възел в точката ( . Наистина, (а- - е); съвпада с нолинома (а:
- От при с:: 2 Е

(!“)

и с нолннома р(:с) 5 0 при :с ( Е . Освен това [(Ш
- ();) е непрекъсната в

Иточката а: 5 за 1. = 0, . . . ,т - 1 (и приема там стойност 0). Отсечената

степенна функция играе основна роля в теорията на снлайшфункшште.

Както ще видим но-долу, всеки снлайн се представя като линейна комбинация

на подходящи отсечени сгененни функции.

Теорема 1. Всяка онлайн-функция е(ш) от класа Б,.(щ, . . . да.) се пред-
става по единствен начин във вида

П

(1) 80”) = РСС) +2 СЦ?!
*
ШК):- ,

К=1

където р с полином от степен т, а с1, . . . , с„ са реални числа. Нещо повече,

ети,с + 0) - отец - 0)
т!(2) са: , К=1,...,п.

Доказателство. Да ноясннм най-напред, че тук сме използвали означа

нието

](11: + 0) := “За?” ](11:
+ ь,).

Аналогично се определя ](а: - 0).
Нека г(т) Е 5г(.т1, . . . ,шп). Тогава в съвпада с някакъв полином Рд. от

степен т в подиптервала (души“), 15: : О,...,п. Тъй като з(3)(ш) е непре-

късната функцня в точката щ, то Рейд) : Р,?)(шь) за ] = 0, . . . ,т - 1.

Следователно

(3) Рь(а:) : Рк-1(а:) + сь(:с - и)” за всяко ш ,

където с,: е някаква константа. Това е една рекурентна връзка за нолиномите

[РК], от която следва веднага представянето

А-

Р;„.(:с) : Ре(ш) + Ес,(сс - яну .

5=1
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Като вземем предвид уговорката, че е(т) съвпада с Рь(а:) при т е (Шк,ть+1)
и определението на отсечената степенна функция, от горното равенство

получаваме
П

е(ш) : Ре(ш) +2 сд(:в
-
ан); ,

5=1

което е търсеното представяне.
Остава да покажем, че коефициентите ед. се определят еднозначно. На-

истина, от връзката (3) чрез диференциране т пъти в точката ш,: получаваме

Р,?)(щ) : НЕГ-)] (щ) + с,: т!

и оттук
с,: т! = Виет: + 0) - винт: - 0),

което съвпада с формулата (2).
Полипомът р(:1:) в представянето (1) се определя също еднозначно

- той
съвпада с полинома Ре(т). Теоремата е доказана.

Тъй като всеки израз от вида (1) е онлайн от класа З,.(щ, . . . ,и), то
от теоремата следва, че 5т(т1,... ,:вп) съвпада с множеството от всички

функции от вида (1). Следователно размерност на линейното пространство
3г(а:1, . . . ,и) е равна на г + п + 1 (което е броят на отсечените сгепепни

функции и алгебричните функции 1,:1:,...:ззг участващи в представянето

(П)-
Сега ще се спрем на задачата за интерполиране със онлайн-функции. Ще

разгледаме интерполациопната задача на Лагранж за сплайните от трета

степен, наричани още кубични стайни. Те се използват често на практика.
Нека [(и) е реашта непрекъсната функция в [ще]. Искаме да построим

кубичен онлайн е(ш) с възли в :::1, . . . ,:1:„, който интерполира [(и) в точките
то,...,:1:„+1, където и. : то ( :щ ( ( :1:„+1 : Ъ. Да построим 8 значи да

намерим полипомите от трета степен [Р,(а:)), които представят е(т) в ип-

тервалите (Фе,-“Ван), ъ : О,. . . ,и, съответно. От интерполационпите условия
г(щ) : ](235), 11 : О,...,п+ 1,

следват условия за полинома Р,-:

(4) Ре(д) = ПСВ.), Ре(дн) = !(Фан), 5: О,... »-

Да отбележим, че от горните равенства веднага следва

Рд-1(1Бе)= Ре(тдз 1= 1: - - - „И,

което гарантира, че е(ш) е непрекъсната функция в [а,ь]. Да припомним,
че всеки кубичен полином се определя напълно с четири интернолационни
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условия. За сега всяка кубична част Р,-(а:) интерполнра ] (ас) само в две точки-
и:; и дн. Следователно имаме на разположение още две интернолационнн

условия. По-долу ще нодберем тези условия така, че в да бъде не само

непрекъсната, но да има непрекъснати първа и втора производна, т.е. да

бъде кубичен онлайн. Различните методи за интерполиране с на части кубич-
ни функции се различават само по това как сме избрали тези две допълни-
тешти интерполационни условия. За сега да поискаме Рд(:1:) да удовлетворява

условията

(5) Р:(Ш,)=0,4, Р:(Шй+1)=ф+1з 1:=0,...,77.,

където до, . . . ,им са параметри, чиито избор ще уточним яко-късно. Горните

условия гарантират, че 5] (в:) е непрекъсната функция в [о., Ъ]. За да определим

[),-(33) от интернолашюниите условия на Ермит (4) и (5). ще използваме

формулата на Нютон

[?,-(3) = Ре(115)+ ВКЪЩИ?! - 331) + НРБ.“, татами-”17 53:92

+ Н[щ,а:.-,:щ+1,а:.-+1](т
* 3020” * Шен)-

Онределяме коефициентите от таблицата за пресмятане на разделените раз-
лики. Да въведем означението А,- := 37.41

- щ. Имаме
Ре(щ) = !(Ша),

13.5[16334 111 ,

Н
ПСВ., Фан] .

Птищн] * (1:-

А,-
*

а[ан - 2ЛШь1Щ+11 + 41

(1302

Да отбележим. че всички разделени разлики на И в четири точки са еднакви
и равни на водещия коефициент на Р.(.т).

Избирайки по различен накити параметрите (а,-);“ ние получаваме различ-
хш шттернолиращи функции. Да отбележим един специален частен случай.

Рита, Шен]

П
1311581. 7 3:51 2544]

[),-[ж, Ше, 501+ъ175+11 :

На части кубична ермитова интерполация. Избираме

(1; = ].,(Шд), й=0,...,п+ 1.

В този случай Р,-(:1:) зависи само от поведението на [(:с) в [та,тдд]. Ако
с 80 означим получената при горните условна крива. то за Ш Е [щит,-Н]
получаваме

”(т) * 8007)! =
КЗ?
* 3020? * Фа+1)2|-Ш3ьтиШнътнът]!
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(А,-)4
Мн)!

2 батъли:! 4!

при предположение, че ] има непрекъсната четвърта производна в [а,Ъ].

Следователно за всяко за от [а, 17] имаме

4

( (4) (0135351 А*)тт) - вот! - да] ! (е!таг“-
Кубична сплайнова интерполация. Както вече отбелязахме, функ-

цията е(ш), определена от условията (4) и (5), е не само непрекъсната, но и

с непрекъсната първа производна при всеки избор на параметрите ф. Сега

ще покажем, че винаги е възможно да се изберат параметрите [а,-] така,
че функцията е(ш) да има и непрекъсната втора производна, т.е. да бъде

кубична онлайн-функция.
Нашето изискване в”(:1:) да е непрекъсната е еквивалентно с условията

(6)
4

Р,.”„1(:с,-) : Р,-”(:в.-), е: 1, . . . ,п.
Като използваме изведеното представихте на Р.--1 и Р,- по формулата на

Нютон, получаваме съответно:

Рд,/(335)
= 2Н[Юьтьте+1] гдтьтьтнътнйдд ,

Ран-Кт) = 2Р-1[Ша-1,Ша-1,Шд] + 4Н-1[Ша-1,те-1,тиМда-1-

Заместваме разделените разлики с получените по-горе изрази и (6) добива

вида
Лада-1,175]

-
(11-1 + 2611“

*
2Л:п.-..1,:в,-] + (11-1

А;-1 Ае-1

„„ [Видян] - да - 115+1
- ”Родни] + 111

А.- А,
“

Привеждаме под общ знаменател И стишме до равенството

(7) Айд-1 + 2(А5-1 + Айда + 15:44:41 = 175, 5 = 1, - -- ,и,

където

111
= 3(;[ш,-„ш,-1А,-+ ”Зеления-1), 5 = 1, - - - ,п.

Да нредположнм за момент, че до и а.“ са избрани по някакъв начин. Тога-
ва от (7) получаваме система от п уравнения с п неизвестни за определянето
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на 111, . . . ,а... Тази система има доминиращ главен диагонал (което значи,
че диагонаппият елемент е по-толям по абсолютна стойност от сумата на

абсолютните стойности на всички останали извъндиагоналпи елементи на

реда). Лесно се показва, че всяка матрица с доминиращ главен диагонал има

ненулева детермипанта. Следователно системата (7) има винаги единствено

решение при всеки избор на (10 и дтн.
Следните два начина за избиране на параметрите 110 и а,.“ се използват

найщесто.

1) Ако )“ (а.) и ],(6) се знаят, то естествено е да се вземе

40 = ],(а), 4п+1 = Пд)-

По този начин се получава така наречената пълна кубична сп./тайнава интер-
полиция.

П) Друг начин за избор на до и 4п+1 е да се добавят уравненията

З„(а) %,(30) = 0)

8”.(1>)
!! %,(тп-ЪЧ) : 01

които заедно с (7) образуват една линейна система от п+ 2 уравнения с п + 2
неизвестни за определянето на (10, . . . ,фдн. Така получаваме естествената

кубична сплайнова интерполация.

Кубнчни силайпи с възли то, 31, . . . ,Шп+1, които съвпадат с полшюмн от

първа степен в интервалите (-оо,.то) и (:в„+1,ос) се наричат естествени

кубични стайни. Вижда се, че естествените кубични снлайни :; удовлет-

воряват условията 3”(а) : 3”(Ъ) == 0. Те се наричат естествени поради
естественото им поведение - те описват достатъчно добре поведението на

еластична пръчка, която е промушена през халки, намиращи се в точките

[т,-, [(пн)]ЗН. Ясно е, че такава пръчка ще заеме положение на права линия

преди първата и след последната халка. Уредът за чертане сплаши”, за

който вече споменахме, се състои от еластична пръчка и приспособления за

прикрепването и към произволни точки от чертожната дъска.

Ще докажем едно екстремапно свойство на естествените стшайни. То

показва, че те са пай-гладките (в известен смисъл) функции, сред всички

други, които интерполнрат дадена таблица.
Нека .? : (то,...,т„+1) са дадени точки, е : то ( ( т.н.; : 1), и

37
: (уо, . . . ,у„+1) са дадени стойности. Да означим с Р(:Т:, 37) класа от всички

функции ] с непрекъсната в [ще] втора производна, които удовлетворяват
интерполационпите условия:

!(ть)=ш, за 1с=0,...,п+1.
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Теорема на Холидей. При дадени :?: и 37, нека е(т) е единственият

естествен кубичен сплайн с възли в :::1, . . . , си, който принадлежи на класа
от интерполиращи функции Р(:Т:, 117). Тогава

/ьз”2(а:)
да:

5/ь11/2(а:)с1:1:
за всяко ] Е Рейд) .

Равенството се достига само при ] 5 3.

Доказате/ьство. Нека ] е произволна. функция от Р (5,117) и е(ш) е произ-
волен кубичен снлайн от 1319237) 0 възли 3 то, . . . ,т„+1. Тогава иптеграпът

0 := ]: []”(ш) - з”(:в)] з”(:с)(1:с
се пресмята МНОГО лесно. Наистина, интегрирайки ПО ЧЗСТИ получаваме

ог =
Е//„(Ш)*8”(Ш)13”(т)дт
1=1 :“ 1

п+1 1!” п+1 „|.
= Хаваите-акт)] -Е ] [;че-Запетешш.

1“=1 :д! .:1 .Та-1

Но в е кубичен онлайн. Следователно :; съвпада с полином от трета степен
в тподитптервала (::.--1, 34) и тогава е””(аг) е константа в (:;-5-1, ::..). Да означим
тази константа с ед. Получаваме

п+1 35 п+1

0 = Е 8”(13) [!,(т) - 8,010] Е (::-ШФ)
- “тнт

1=1 ::.-д-; 1=131-1
“037“31741131“а сума е нула, защото !, 5 е Г(5:,й) н следователно

!(31)“3(377)=у1*у5 ==0 за]=0,...,п+1.

Освен това функцията з”(:п) [], (:::) - з,(а:)] е непрекъсната в точките [ш,-]+1.
Тогава при сумирането в първата сума всички изрази съдържаиш стойност.

те на тази функция във вътрешните точки :::1, . .. ,:сп взаимно ще се съкра-
тят защото участват с противоположни знаци. Ще останат само стойностите
в първата и последна точка. Окончателно получаваме

: [” []”(ш) „ще] з„(т) да;

(8) = 8”(ь) [!”/(ь) - 8,001 * ”(60 [!,(а) - да)] -

Да забележим сега, че ако в е естественият кубичен сплайн от РФ,-37), то

з„(а) : з” (ь) = 0 и следователно в = 0. С други думи, функциите ]”(аг) -
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.5”(:с) и з”(:с) са ортогоналнн в този случай. Но ако две функции [1 и [2 са

ортогоналпи, то очевищю

Ъ ь

Айшжзлшш+мщчщ
като равенство се достига само при [г(ш) 5 0. Като приложим този факт за

11 = 8”(=В) и 12 = !”(3) - 5”(т)„ получаваме
ь

2
ь

, 2
ь
„2

[Мима/тш-щан%лиа/тщж.0 0 ::

Равенството се достига само при [2 = ]” - 5” 5 0. Тогава ] - а е нолнном

от първа степен. Тъй като ] - в се анулира в асо, . . . ,ш„+1 но условие, то

очевидно ] Е в. И така, равенството се достига само при ] Е в. Теремата е

доказана.

Същата теорема остава в сила, ако Е” е класът от функции удовлетворя-

ващн иптерполационннте условия

!(35)=у17 71:03--чп+1з ],(а):у6з !,(ь)=у;ъ+11

а 5 е кубичният онлайн, осъществяващ пълната кубична сплайнова интер-

полация. Наистина, в този случай

по-щщ=ц
гщ-#щ=о

и от (8) отново следва, че функциите ]”(ш)
- з”(а:) и в”(:в) са ортогонални.
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10. аспшайни

Вече показахме, че всеки онлайн от степен т - 1 с възли 931 ( -- . ( т,.
може да бъде представен като линейна комбинация на полином р от тц и

отсечехште степенни функции

(и:
-»
:1:1)11,...,(:п

-
хдд-1.

Такова представяне на сплайна не е удобно при работа с компютър но

следната причина. Ако п е много голямо, то стойността на сплайна е(ш) в

точката а: е (т.-, ах,-4.1) се записва като сума на голям брой изрази (по-точно
на Ъ+т израза), а по същество г(т) е полином от стенен т -1 в (ан, 3141) и би

трябвало да се запише като линейна комбинация на т линейно независими

функции. При смятането с голям брой изрази се получават евентуални

грешки при закръгляие на числата в компютъра, които се натрупват и могат

да доведат до съществена неточност в крайния резултат. Сега ще въведем

един друг базис в пространството от сплайни, който няма този недостатък.

Определение. Разделената разлика на отсечената степенна функция

(а:
-
[);-1 по отношение на а: в точките шо ( - .. ( са, се нарича В-сплайн от

стенен т - 1 с възли (по, . . . ,:вт.

Да въведем означението В(а:0, . . . ,:ц; :) за този В-сплайн. Съгласно он-

ределепието,
„ - т-1

В(:Ео, . . . „”Е,-,!) - ( - ”+ [то, . . . ,Шт].

Лесно се вижда, че изразът В(а:о, . . . ,тт; :) е наистина онлайн от степен т -]
с възли шо, . . . , за,. За целта да си припомним, че за всяко ]

![ШО:*П1ШГ]= 0010150) + С1!(31)+---+ Орд-тъ),

кьдето сь :й и ш(а:) := (и:
- то) . . . (а:

- т,). Следователно
,

вр.-„, . . . ,ама) = ;: сь(:сь - :):-1,
ь=0

което показва, че изразът В(то, . . . , т,; :) е линейна комбинация на отсечени-
те степенни функции [(а-ь - :):)]Еа: т.е. В(:во, . . . ,тг; :) е сплайи от стененг- 1 с възли то,..„щ.

Ще докажем няколко интересни свойства на В-снлайните.

Теорема 1. При всяко т 2 1 имаме:

а) В(:со,...,а:,;с)=0 заешко 3530 ивсяка 12:15,
6) В(:во,...,а:,;г)>0 при гещалт).
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Доказателство. а) Нека : 5 то. Тогава ане-Ъ 2 0 за всяко 1с. Следователно
-1 -1 -1 -1

(:::;с
- :); :(:ц - От и В(азо, . . . ,.т,;й)=(- - 2)” [то, . . . ,:вт]. Но (а:

.. 2)”
е полином от степен т - 1. Тогава неговата разделена разлика в произволни
г + 1 точки е равна на нула. И така, В(:со,... др.;!) : 0 за : 5 330. Да
предположим сега, че 2 2 т,. Тогава ане-1. 5 0 за 14: : О,. . . ,т и следователно
(и:,: 0181

= 0 за 15: : О,...,т. Оттук .и от определението на В-сплайн

получаваме

,.

В(.то, . . . двд!) : Ес,:(щь - :);1 : 0 при 2 2 тт.
!:=0

6) Нека : е фиксирана точка в (то,:ст). Да означим (: Рт(:1:) : от” +
нолинома от степен г, който иитерполира функцията ОЩЕ) := (:В

- :);1
в точките то,. . . „ш,. Ясно е, че Рт(:в) не може да съвпада тъждествено с

(а:
- 074 или с нулата в някакъв подиптервал на (-оо,оо). В противен

случай полиномът Р,(:в) би съвпадал тъждествено с полинома (а:
-
Ъ)т”1

или с нулата, което очевидно не е вярно.

Рис. 3

Да разгледаме разликата Р,(а:)-О„(а:). Тя има поне т+1 нули: то, 31 ,. . ., т,.
Съгласно направената по-горе бележка, тези нули са изолирани (т.е. в про-
изволно малка околност на :В,- има точки, в които функцията. е различна от

нула). Тогава но теоремата на Рол, между всеки две нули иа Рг(а:) - 62,(т)
ще има поне една нула на Р,!(ш) - Фиш) или но-точно, между всеки две нули
на Р,(1:) - ада:) ще има точка, в която производната РДШ) - ОКш) си сменя
знака. И така, Р„ (:В) - Фиш) ще има поне т различни нули (смени на знака).

,

Продължавайки по същия начин заключаваме, че Р,”(з:) - ;,(23) ще има
“

поне т - 1 нули и т.н., Рт(Т-2)(а:) - (**-Юи) ще има поне 3 нули (смени на
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знака). Но
т!

рита) =
2
61:2+---,

т.е. НЕГ-„(т) е парабола, а (гу-”(т) е монотонно растяща начупена линия

(вж. Рис. З). Вижда се, че нараболата РТР-щи) не би могла да пресича

авг-2) (ш) и повече от две точки, ако тя е обърната надолу” , т.е. ако водещият

и коефициент т! Ъ/2 е отрицателен. Ако този коефициент е нула. то РЗТ-2)(т)
е линейна функция и също не би могла да пресича СЗ,-г)(т) в повече от две
точки. Следователно т! 6/2 > 0 и оттук !) > 0.

Но !) е коефициентът пред и:” в шхтернолациоиния полином Р,(:в). Съгласно

едно от свойствата на разделената разлика !) съвпада (: разделената разлика
на иитернолираната функция (:в

- :);1 в асо, . . . ,за... С други думи

Ъ=В(Шо,...,шг;й) > 0,

което трябваше да докажем.
Нека

---(Ш;-1 (Ш,-(3141 (---
е дадена крайна или безкрайна редица от различни точки. С тази редица

ще свързваме съответстващата и редица от В-снлайни

Бад-,да) := ВСС,, . . . де,-+,; :) за %..

Ще покажем, че функциите Ей,-1“), % = т,т + 1, . . . ,т + П , са линейно

независими в (-оо,оо) при всеки избор на т и Н . Наистина, да допуснем

противното. Тогава съществува линейна комбинация

т+М

1“) : Е дават-1“),
::т

която се анулира за всяко : от (-00, 00), но поне един от коефициентите (ад)
е различен от нула. Да изберем : от интервала (т,„,:вт+1). При това : ще
имаме

, .Г“) : (“ивица-1“):
защото Едж-10) : 0 за :” > т. Тъй като но Теорема 1 вт,-цъ) > 0, то

от условието [(!) = 0 следва, че ат : 0. По същия начин сега показваме,
че ат.” : 0 и т.н., докато стигнем до заключението, че всички коефициенти
(од)”;“гп” са равнина нула, което противоречи на направеното предположение.
Твърдението е доказано.

Сега ще построим един нов базис за пространството от снлайни, като

използваме В-снлайните. За целта ще ни бъде необходима следната лема.
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Лема 2. При всеки избор на точките 51 ( ( Е, функциите
(51

*- ”:*-1, . . ., (бг
- агу-1 са линейно независими в (-оо,оо).

Доказателство. Донускаме противното. Тогава съществува линейна ком-

бинация

да?) = Еси-(би“
* за)”,

й=1

която се анулира за всяко а: е (--00, 00), но поне едно а,- е различно от нула.

Тъй като [(с) е алгебричен полином на :::, който се анулира пиществено,

то и неговите производни ще се шхулират тъждествено, т.е.

!(Ш) = !,(3) = = !”1(т)= 0 за а: 6 (-00,00)

Да фиксираме някакво а: в (шоо, (1) и да означим у,-
=

6,-
-
:!:, 11 = 1, . .. ,т.

Тогава

[(и) = 0 => (му;-1 + + анд/Г1 : 0
На) = 0 => щугг + + шу:

2 = 0

](г“1)(т) =0 => (11 1+ +щ1 =0

Получихме, че и], . . . , а,т удовлетворяват една линейна система. Но детерми-

нантата на тази система е Вандермондова, следователно различна от нула.

Тогава системата допуска само нулево решение (11 = . - - : а,. : 0. Стигнахме
до противоречие. Лемата е доказана.

От Теорема 1 следва, че всеки В-силайн Бад-10) е различен от нула само

в крайния интервал (а,-д, аз,-+,). Този интервал се нарича носител на Б”.-„да).
И така, В-снлайните са онлайн-функции с краен носител. Сега ще покажем,

че няма други сплайнн от стенен т
- 1, които имат но-малък“ носител от

В-схшайните.

Лема 3. Нека 121 ( ( ш,. и ] Е Б ..1(:с1,...,гс,). Ако !(2) = 0 за всяко

: % [зид,-], то [(!) 5 0 в (-оо.оо).

Доказателство. Снлайнът ] може да бъде представен във вида

[(*) = 1305) + ?: си“ - 11:10:51,
Е=1

където р е полином от тг,„1. Нека : е (-оо,а:1). Тогава [(б) : р(г) 0.

Следователно р ?: 0. И така

!(3) = ХГ: С::(Ъ
- 3014

ь=1
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за всяко :. Да изберем сега произволни точки 51 ( ( Е, от интервала
(т„ оо) и да въведем означенията

:)]-(т) == (5,-
- те)”, 3 = 1, . . . ,т.

От Лема 2 следва, че 171, . . . ,р, са линейно независими полиноми. Тъй като
техният брой е т, то те образуват базис в 7134. Да разгледаме функционала

Щ?) == 2 (черти)-
1:=1

НОт условието [(Ед-)
: О следва [„(рд) : 0, 3

образуват базис в т,.-1, то
1,...,т. Тъй като [рд-];

Цц) : 0 за всяко :; е тгг-1.

Нека ад е ношшомът от ит..1, който удовлетворява интернолационните усло-
вия

(Неща)
:

61:53 ,: = 1,... ,т.

При :; = 1111 получаваме

0 = 5013) = 2: скита) = 03“

дс=1

за 3 = 1, . .. ,т. Следователно ](г) 5 0. Твърдението е доказано.

И така, нека подчертаем още веднъж: В-сплайните от степен т - 1 имат

минимален носител в пространството от сплайни от стенен т - 1.
Вече сме готови да докажем основния резултат в тази лекция.

Теорема 4. Нека а (Ш,-+] ( - . - ( ш„ ( ь са фиксирани точки. Да избе-

рем произволни други 2т точки 121 ( - - - ( .тг (а. и ь(ш„+1 (= - -(:1:„+,„. Нека

В.“) := В(а:д, . . . ,на-НМ), 1 = 1, . . . ,п. В-сплайните В1, . . . ,В„ образуват
базис в пространството 3 -1(:с,.+1, . . . ,аз) варшу интервала [а,ь].

Доказателство. Вече знаем, че размерност-га на пространството

З,-1(:пт+1,...,а:„) е равна на п. Тъй като В,- 6 З,..1(а:,+1,...,:в„) за :” =

1, . . . ,и (и техният брой е също п.), то остава да покажем само, че 81, . . . , В
са линейно независими функции в [а, ь].

Донускаме противното. Тогава съществува линейна комбинация

на

!(г) = ): о.з.-(г).
д=1

която се анулира тъждествено в [а, 14, но поне един от коефициентите (а.-)
е различен от нула. От израза за ] се вижда, че

!(3)50 В (-“)531):
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[(%)50 в (шт+„,оо).

Освен това, по допускане [(и) 5 0 в [а, 6]. Но ] съвпада с алгебричен нолиион
в (ш„штн). От това, че ](2) 5 0 в [ад,-Н] следва, че [(!) 5 0 в целия

подиитервап [::.-,:втн]. По същия начин се вижда, че ](3) 5 0 и в [измами].
Следователно ]“ 5 0 в [юг, гид“) и тогава тя има вида, показан на Рис. 4.

40

Рис. 4

Да разгледаме функциите

0 при :>:г:г
МЪРЪШ при 1513,

- 0 при :(:впн
”(*)-(ш) при гащи

“

Очевидно [(е) = 110) + [г(г). Но [1 е 3 „;(31,...,а:,.) и 13“) 5 0 за

: ! [щит,-]. Тогава от Лема 3 (за минимагщия носител) следва, че 11“) 5 0

в (-оо,оо) и оттук [(и) Е 0 в (--оо,а.]. По същия начин се вижда, че ]2 5 0

и оттук, ](г) 5 0 в [Ъ,оо). Следователно [(!) 5 0 в (-оо,оо). Но, както
отбелязахме в началото, функциите Въ. . . ,В„ са линейно независими в

(-оо,оо). Тогава 01 = - . - : а,. : 0. Стигаме до противоречие. Теоремата е

доказана.
И така, всяка сплайп-фупкцня ] от Б,.-1(:1:,.+1,...,:в„) може да бъде

представена по единствен начин във вида

(3) !(3) = 20:31“)-
5=1

Имайки предвид крайния носител на В,“), това е много удобно представя- д

не на ] за работа с компютър, тъй като при фиксирано :, спайпът [(!) е
77,
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всъщност линейна комбинация само на т последователни В-сплайпи, които

съдържат : в своя носител. Едно друго предимство на представянето (3) е,

че съществува проста схема за пресмятане стойността на В,- в дадена точка.

Тази схема се основава на следната рекурептна връзка.

Основна рекурентна връзка: За всяко т 2 2 и г е (-оо,оо) е в сила

равенството

(4) Ват-1“) ==

Доказателство. Ще използваме известното правило на Стефенсен за

намиране на разделена разлика на произведение от функции

(1-9)[ш„....,ш„1 = Айпи-о,...,=в„1у[а:ь,...,ш„1.
К=0

Да изберем !(3) = 3: - : и 9(а:) = (:В
-
:):-2. Очевидно

!(ШЮШ =
(:В
-
0551 за т 6 (-00, 00)

И следователно

Едж-1“) = (].9)[:сд, . . . ,а:,-+,]

: !(Шд)9[тдз “ - * 1313541 + ][357 ШЕ+1]9[35+1 : - - - Кейт-]:

тъй като ][.тд, . . . „Ши-ь] : 0 за 1: 2 2. По-иататък, като вземем предвид,
че ДФ,-,:щн] = 1 и приложим рекурентната връзка за разделените разлики
получаваме

:::. ,... :с- -» :::-,... т. „
Ват-1“) : !(35)ЩЩ+9[35+1„--,Ша+т1

35+т-13:

[(да,-)

)
Лав.-)= 1+------- - ...,- --*--- -,..., » -?

( Юдит-117.“
ЯВЕН-1) Ш:+г]

35+т“259[31
т,+, 1)

Т “1 Ъ-тс: Щ-“В:“+1.г-2(15)-%-
:
Ват-2“),

Ше+т
*-
Ш. а35+г

*-
115.

което е исканото равенство.

Да отбележим, че коефициентите пред Едж-2“) и В,-+1,т-2(2) в горната
рекурепша връзка са положителни при : е (т.-,за“) и тяхната сума е

равна на 1. Следователно формулата (4) представя Види) като изпъкнала
комбинация на Едж-2“) и Вид,-2“) .
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Формулата (4) е в основата
на следната схема за пресмятане

на стойностите .

на В-снлайтште.

Бос“)
Х.

ВШ (*)

Й Х
1310“) 3020)

Ха Й Х
Вн (3) 303 (75)

Й Х: Й

1320“) 3120)

Х Й Х:

321 (3) 313 (3)

Й Х: Й

330“) 1322“)
%

Х: Й
831 (С)

Й
1340“)

Първата колона на тази таблица
се попълва, като се използва определението

на Вар“),
1 за 2 Е [ш,-,щ-Н)

В- : :. таи-==. .

1,0() (0 33 бедите“)

ват една след друга като се използват данните
Следващите колони се нонъл

от предишната колона и рекурентната връзка
(4).
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11. НАЙоДОБРИ ПРИБЛИЖЕНИЯ В ЛИНЕЙНИ НОРМИРАНИ
ПРОСТРАНСТВА

Нека Р е дадено линейно пространство. Да въведем в Р разстояние. т.е.
на всеки два елемента )“ , 9 от Р съпоставяме число р(], 9), което удовлетво-
рява следните изисквания:

1) р(],у) 2 0, като равенство се достига тогава и само тогава когато

! = 9;

2) р(!,у) = р(у, .! ) (симегрнчпост);

3) рода) 5 ри, 11) + тиа) за Юда,?! Е Р-

Линейно пространство, в което е въведено разстояние (метрика) се нарича
линейна метрична пространство. Ще формулираме задачата за прибли-
жавапе в линейното метрично пространство Р.

Нека аре, . . . др„ са произволни линейно независими елементи от Г . Да
означим с П,. множеството от всички линейни комбинации на (9008, т.е.

Пи == Еакфь1(ао,ш,ап)е Кин
к=о

Величипата

ЕА!) ==Шиша) : и 6 Н,.)

се нарича най-добро приблиоюение на. ] с елементи от 0. Ако съществува
елемент ср, от От за който горното равенство се достига, т.е. за който

Илф;) =1п5(р(!,зо) : 90 е Он),

този елемент кр; се нарича елемент на най-добра приблиоюение за ] .
След тази формулировка на задачата за приближаване възникват след-

ните основни въпроси:

Съществува ли елемент на най-добро приближение?
Ако такъв елемент съществува, то той единствен ли е?
Как може да бъде построен елементът па най-добро приближение?
Съществува достатъчно широк клас от линейни метрични пространства,

за които може да бъде даден отговор на въпроса за съществувание па елемент

на пай-добро приближение. Това са така наречените линейни нормирани

иространства. Да припомним накратко определението на нормирапо про-

странство.
Нека Р е дадено линейно пространство. Казваме, че в Р е въведена

норма, ако на всеки елемент ! от Р е сьноставепо число Л! (наречено
царят на ] ) и това съответствие удовлетворява условията:

1) ||! 2 О (равенството се достига тогава и само тогава когато ] = 0);
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2) МН =|АННП за Щ;
3) ! +9Н 5 НЛ1+|ШП за “,а 6 Е

Линейиото пространство Р, в което е въведена норма се нарича линейно

нормирано пространство.
Всяка норма. || . поражда разстояние по следния начин:

р(!,9) := И! - 9!!-
Не е трудно да се провери, че така определеното разстояние р(] , 9) действи-
телно удовлетворява. изброените но-горе свойства. Ще оставим тази проверка
за упражнение.

Всяка норма в Р може да се разглежда като функция на ] , определена
в Р.

Теорема 1. Нормата е непрекъсната функция по отношение на раз-

стоянието, породено от нея.

Доказателство. Най-напред да докажем неравенството

- пт! - 9 В И! -9П-

Наистина,

П!!! = Н! * 9 + 9 5 И! - 9 + На

и оттук следва И!!! - На 5 НГ-ун. Аналогично На
- ||! 5 ||9- ! = !!!-9!!-

Следоватепно | И! - Ну |5 р(],у). Оттук се вижда, че ако р(],у) -+ 0, то

И! -) 9, което показва, че ||! е непрекъсната функция на ] .
Да разгледаме линейното пространство

нп=(]=(]17пч!п) : [Мич./п. реални ЧИСЛЗ]

от п-мерпи реални вектори. Тук всяка норма е всъщност функция на 11

променливи - координатите ]1, . . . , [„ на ] .
Теорема 2. Всяка норма 3 К е изпратената функция относно коор-

динатите на елшиента.

Доказателство. Наистина, да означим с

е,.=(о,...,1,о,...,0), 1с=1,...,п,
!:

базисните вектори в В”. Тогава всеки вектор ] = ([1,..., !,.) от В се

записва във вида ] == ]1е1 + ... + ]„е„ и следователно

| И! “9 |5 ! - 9=НЕ(Л*91)915 Е ! Л“ --95 | Нет“-
5=1 5=1



a # Ἐ 

65

Оттук се вижда, че И!“ -+ “9“ при ],- -> 95, 1 : 1,...,п. Теоремата е

доказана.

В едно линейно пространство Р може да бъде въведена норма по различни

начини. Например, в К се използват често нормите:

НЛПОО
=

1115151?
| !: !,

ЛИ = |/1|+---+|!„!,
„ 1/2

“!“2 =
(2 ]?)

- евклидова норма.
:“:1

Последната се нарича евклидово, ЗЗЩОТО поражда евклидовото разстояние

п 1/2

4059) := “! * 9||2 =
(201:

-
9:02)

.

К=1

Определение: Казваме, че две норми и(] ) и и(]) са еквивалентни в Р,
ако съществуват положителни числа т и М такива, че

тнт 5 и(!) 5 ММ!)

за всяко ] е Р .

Теорема 3. Всеки две норми в В са, еквивалентни.

Доказателство. Достатъчно е да докажем, че всяка норма и е еквива-

лентна с евклидовата норма ||
. “2. За целта да въведем единичната сфера

з==шь...,;„) : 53:52:11.
5=1

8 е ограничено и затворено множество. Освен това, съгласно Теорема 2,

и“) : и(]1,...,]„) е непрекъсната функция на „Г,-, -00 ( !; ( оо. По

теоремата на Вайерщрас, и(] ) достига своята минимацща стойност в 3.

Следователно съществува елемент [* от В такъв, че

т:=1нЕ[и(/) : (!1,...,]„)ЕБ)=и(Г).

Очевидно т 2 0. Нещо повече, т > 0. Наистина, допускането т : О води

до и(]*) = 0 и следователно )“ = 0, т.е. ]; = = ]; = 0, противоречие със

закшочението, че [* е 3.
Итака, и(])2т>03авсяко[65.



Π ΔῊ / 

66

Нека ] е произволен ненулев елемент на Р . Тогава ]/ || ] “2 е 5 и съгласно
току-що доказаното неравенство ще имаме

-„ -!- = „ ..!-иШ-
(или-.И)

нль („%)гтпль-

Доказахме, че тн./Н2 5 и(]) за Н] 6 Г . Аналогично, като изберем

М := ЗИМНИ) : (а...,л.) 6 3].

получаваме

и(!”) 5 Миль 38 “1” Е Р-

Теоремата е доказана.
Сега ще формулираме едно важно следствие от теоремата за еквивалент-

ност на нормите.

Следствие 4. Всяко кълбо П,. = [(]1,...,]„) : ||! 5 т ( 00) в В е

ограничено и затворено множество.

Доказателство. Нека ] е елемент от кълбото В,. Тогава ] 5 т и

следователно съществува константа .М такава, че

ПТП.» ( Мт.

Оттук следва неравенството [м 5 АИ, което показва, че множеството В,
е ограничено. Сега ще покажем затвореността . Нека По”) е произволна

редица от елементи [Ш е В„ която клони към някакъв елемент 9 от К.
Имаме

пан 5 На
- !“” + ти : “!“” - 9 + итн : но” - 911 + т.

Като извършим граничен преход при 16: -> оо получаваме му 5 т, което

означава, че 9 е 3... Следователно В, е затворено множество.

Твърдешаята, доказани тук заВ, са верни за всяко крайномерно линейно
пространство П,. : [ср : а1ф1+т+адсрп : (0.1, . . . ,а„) Е В) тъй като всеки
елемент “59

от И„ може да се отъждестви с вектора (0.1. . . . ,от) от своите

коефициенти.

Теорема 5. Нека Г е линейно тшрмироно пространство. Нека 901, . . . , ,а

са линейно независими елементи на Р“ и П„ е линейното подпространство,

породено от тяга. Тогава, за всяко ] е Р съществува. елемент на. 1шй-добро

приблиоюение от От, по отношение на разстоянието, породено от нормата
на Г .

Доказателство. Нека др 6 О„ и “90 > 2“!!! =: т. Тогава

И! - чан-2! “90 - И!“ 1> 2ПЛ1-НЛ! = “Л! = П! * 0“ 2 Е„(!)-
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Следователно

(2115
П! ФП=1ПЦНТ

-
ФП др 6 От “99 5 Т] :(... 356)е”

! Еси/мен

Но ||] - 90“ е непрекъсната функция на коефициентите (11, . . . , а„ на пр, а 13,

е ограничено и затворено множество. По теоремата на Вайерщрас

(рита
И! ФП=12151НТ

-
99
= “! = и

за някое 50; 6 О. Теоремата е доказана.

Следващата теорема се отнася до единственост на елемента на най-

добро приближение.

Определение: Казваме, че нормираното пространство Р е строго нор-

мирано, ако от равенството

“! +9П = И!!! + Пу

следва, че елементите ] и 9 са линейно зависими.
Теорема 6. Ако Р е строго нормирано пространство, то за всяко ! е Р

съществува единствен елемент на най-добро приближение от 0.
.

Доказателство. Допускаме противното. Тогава има ] 6 Г и елементи р
и а от От за които

! “Р = ! * а = ЕА!) ==1ПЩН - 90 : 90 6 На?

праба. Но

(1) и; - ”+“32“!= чт р)+ (: - а)
5325011

-рн + и; - 0) = Ем.

От друга страна, ! - (р + (])/2 2 Е„(]) по определение. Следователно в

(1) имаме само равенства. В частност,

(! =?) + (! - а)“ = ! =? + !”- Ч-

Тошва от строгата нормираност на Г следва, че [ - р : а(] = и). Ако а : 1

това равенство води до р : (1, противоречие. Ако а 73 1, то ] : (р-аа)/(1-а)
и следователно ] е От което от своя стршта влече [ : р : а и стигаме
отново до противоречие с предположението, че р # а. Теоремата е доказана.



ге 

-

12. РАВНОМЕРНО ПРИБЛИЖЕНИЕ НА ФУНКЦИИ С АЛГЕБРИЧНИ
ПОЛИНОМИ

Нека [а, И е даден краен интервал. Да разгледаме линейното простран-
ство от всички непрекъснати в [ще] функции. Да въведем норма в това

пространство, определена с равенството

(1) И!!! == шах тт): .

:::Е[а,ь]

Лесно се вижда, че (1) наистина е норма. Тя се нарича равномерна (или

Чебишова) норма. Оттук нататък, с С[а,ь] ще белеишм пормираното но

този начин просрапство от непрекъснати в [а, ь] функции. Както вече знаем,
всяка норма поражда разстояние. Равномерната норма поражда равномер-
ното разстояние

(2) РП. 9) == ! * 9 = шах !!(Ш) * „(:::)1 -

:Е[а,ь]

В метризираното по този начин пространство С [а, 1») да разгледаме задачата
за най-добро нриближеште на непрекъснати функции с алгебрични нолиноми.

Величината

ЕА!) === 1115 П! ”Р“
реТи

ще наричаме най-добро равномерно приблиоюение на ] с полиноми от стенен
п. Ако инфимумът се достига за някакъв полином р” от тг„, т.е. ако Н111?“ :
Е„(1), то р” се нарича полином на. най-добро равномерно приблиоюение за ]
в т,.

Тъй като С[а,ь] е нормирано пространство и жп е линейно педнрост-

ранство на С[а,ь], то въпросът за съществуване на полином на пай-добро

равномерно приближение за всяка непрекъсната функция ] се решава като
следствие от общата теорема за приближение в линейни нормнрани прост-

ранства. В сила е следната теорема.

Теорема на Борел. За всяка функция ] от СМЕ)! и всяко цяло неопь
рицателно число п съществува полином на най-добро равномерно прибли-
жение за ] от степен п.

Твърдението следва. като частен случай от Теорема 115.

Въпросът за единственост не може да бъде решен с общата теорема за

приближаване в строго иормирани пространства, защото СЕв., Ъ] не е строго

пормирано. Това се вижда от следния пример. Нека приемем, за простота,
че [а,ь] : [О, 1]. При ]1(а:) := 1 и ]2(:1:) := :В имаме

“11“ = 12“ = 1, 11 + 12“ = 2 -
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Следователно || ]1 + 12 = 11 + 12, но очевидно [1 и ]2 не са линейно

зависими.

И така, въпросът за единственост на полинома на най-добро равномерно

приближение не е елементарен. Да пристъпим към неговото решаване. Най-

напред ще обърнем внимание на едно свойство, забелязано от белгийския

математик Вале-Пусен.

Лема на Вале-Пусен. Нека () е т,. Нека съществуват п + 2 точки

330 ( . .. ( ::.-„Н 3 [а, 17] и положителни числа Ао, . . .А„“ такива, че

(3) [(Шв)
*
0013!) = (“Пд-“ди, 1= 01.“ „71 + 1 ,

където е = 1 или е = -1. Тогава

Еп”) 2 А :=
0513152“

А,; .

Доказателство: Да допуснем противното. Тогава съществува полином

Р е и,. такъв, че

! - Р = Еп”) ( *-
При това, очевидно Р 76 62. Ситуашдята е представена геометрично на Рис.

5. Свойството (3) означава, че графиката на (2 се нагьва около графиката
на ] , като разликата ](ш) - е(т) приема стойности [А,-) с алтернативно

сменящи се знаци (започвайки с плюс, ако е = 1, или с минус, ако е = -1).
Графиката на нолинома Р лежи в ивицата с ширина 2А и централна крива

Рис. 5

Тъй като графиката на (2 прегражда тази ивица п + 1 пъти (между
точките 170 и :::], между :::1 и на,. . ., между и,. и жп“), то графиката на Р
пресича тази на (2 поне в п + 1 различни точки: 51, . . . , („Н. Тогава Рид) -
ОК,-) = 0 за! : 1, . . . ,п+ 1. Но Р-С) е жп. Следоватшнхо Р ==. 0. Стигнахме
до противоречие. Следователно Е„ (]) 2 А. Лемата е доказана.
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Пълната характеристика на нолинома на найщобро равномерно прибли-

жетше е дадена от великия руски математик Пафнутий Лвович Чебишов

(1821-1894) в знаменитата му теорема за алтернанса. Тази теорема е осно-

вополагаща в Теория на приближенията.

Теорема на Чебишов за алтернанса. Нека ] е произволна непрекъс-

ната функция е крайния. и затворен интервал [и, ь]. Необтодимо и доста-

тъчно условие полиномът Р от и,. да бъде полином на ний-добро равномерно
приближение за ] от п-та. степен в [а, ь] е да съществуват п + 2 точки

(:::, ?:01 от [а,ь] такива, че и 5 то ( :щ ( ( им 5 ь и

къдетое=1 шта: -1.
Доказателство: Условието (4) означава, че разликата ] (т)-Р(т) достига

максималната си по м0дул стойност в п+2 точки, като си сменя алтернативно
знака. В такъв случай казваме, че ] и Р осъществяват алтернанс в п. + 2

точки.

Достатъчност на условието (4). Нека Р удовлетворява (4). Тогава но

Лемата на Вале-Пусен,

ЕА!) 2 Н! - РП.
Но, по определение, Е„(]) 5 ||] -62|| за всяко 0 е и. Следователно Е„(] ) :
Н] - Р|| и Р е полином на най-добро равномерно приближение.

Необшодимост. Нека Р е полином на най-добро приближение за ] от
стенен п. Ще покажем, че съществуват п + 2 точки на алтернанс, в които

Р удовлетворява условието (4). Лесно се вижда, че Р има поне 2 точки

на алтернанс. Наистина, графиката на Р лежи в ивицата, определана от

[(си)
- Е„(]) и [(в) + Е„(]) и тя докосва поне една от тези две гранични

линии. Нашата цел е да докажем, че тя се допира и до двете. Да допуснем,
че графиката на Р се докосва само до едната, например, до горната граница

](т) + Е„(] ) и не се допира до долната ](т) - Е„(]) Тогава
!(Ш) - Еп”) ( РФИ) : !(Ш) + Ел!)

за всяко а: е [а, ь] и следователно съществува константа с > 0 такава, че

!(т) - ЕА!) ( Ре) - с ( !(ю) + Елл-
Това показва, че ”(:в) - (Р(:с) -с)| ( Е„(]) в [а, Ъ]. С други думи, полиномът
Р(:1:)
- с приближава ] кто-добре от Р. Стигнахме до противоречие.

Да допуснем сега, че разликата ](т) - Р(а:) има най-много т + 2 точки

на алтернанс в [(до], където т ( п. Нека (лв)?“ са т + 2 такива точки,
т.е. а5шо( (дин 5ьи

!(аге)
- РОД) = (-1)*е ЕМ), ъ= 0, . . . „т + 1 .



# 
ἕ 

# 

# 
ᾖ 

# 
# 

# 

$ 

+ 
# 

+ 

# 

¥ 
+ 

Ἂ 
W

71

с тшкакво е = 1 или е = -1. За всеки интервал [35-1, 335] определяме точките
аба-„1 и „19,-

по следния начин: 5:54 е точната горна граница на точките (в от

интервала [т.--1,:в,-], за които

(5) !(т) - РСС) = (“Име Ел”) ,

а 3,- е точната долна граница на точките :: от [31-1, ги,-], за които

(6) !(т) * РШ = (Иде Еп”) -

|
0

а

и

в

в

|
в

а

в

|
и

н

|
.
:

Рис. 6

Тъй като ] е непрекъсната функция, то равенствата (5) и (6) остават в

сила и за граничните точки да,-„1 и !„ съответно. Следователно Ес,-„1 ( ш,-

и [(и) - Р(а:) (бидейки непрекъсната и с различни знаци в две точки) се

анулира в някаква точка (, от (5,445). (Виж Рис. 6.) Това заключение

важи за всяко :” = 1, 2, . . . , т+1. Полагаме 60 := а, Ет+2 := ь. Да разгледаме
поведението на разликата [(.т) - Р(:с) в интервала [Еда,-Н]. От избора на
гънките (Е,) се вижда, че ](ш) - Р(а:) приема максималната си но модул
стойност Е„(] ) само със знак (“В”-е и [5,541]. Следователно

В?)
“ „(!) ( (“Иде [!(т) - РФ)] 5 Бит

за всяко :г от К;, 5,444]. И това е вярно зат] : 0, . . . ,т+1. Тъй като интервалите
%,“.Енд] са краен брой, то съществува число 6 > 0 такова, че

33 -Еп(!) + 5 ( (Иде [!(т) - Р(т)1 5 Еп”)
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за а: е [где,-4.1] и всяко 1. Да въведем полинома

(г(т) == Ма: - 51) . - . (т - (тн) ,

където А е число, избрано така, че да бъдат изпълнени условията:

1) |62(:с)| 5 5/2 за всяко а: е [а, 6];

2) зйуп е(ш) = (-1)*е за а: 6 ((,-,а“), 2”: О,...,т+ 1.

Очевидно тези условия са удовлетворени при

(-1)т+1е д------ ето М := шах - а: - .

2 М , къд
222 2

Кт а) ( ети)!

Тъй като т ( п по условие, то (2 е л„ и следователно Р + 0 е л. Сега ще
покажем, че полиномът Р + 0 приближава ] по-добре от Р. За целта, да
разгледаме разликата ](т)-(Р(а:)+0(.т)) в интервала [Е,-, Енд]. От условията

А:

„.
Зашле) - 2

згуп е(т) = тап [!(те) - РФИ)] = (-1)*6
и неравенството (8) следва, че

-Е„(л +
%
( (-1)*е тт) - (т) + е(шт ( Ем)

за всяко :” 5 [45:35:41], 1 = О,. . . ,т + 1. Тъй като сумата от подинтервали

ПС:“, Едип покрива [а, ь], то

||! * (Р+О)Н ( Еп”)-
Стигнахме до противоречие с определението на Е„(] ) Следователно т 2 п
и доказателството на теоремата е завършено.

Единствеността на полинома па пай-добро равномерно приближение след-

ва леспо от теоремата на Чебишов.

Следствие 1. За всяка непрекъсната в [а, ь] функция ] съществува
единствен полином на най-добро равномерно приблаоюение от степен п.

Доказателство. Допускаме противното. Тогава съществуват непрекъс-
ната функция ] и полиноми Р и (2 от яд, за които

(9) И! - Р = ! - 9“ = ЕпШ -

При това, Р 74 62. Полипомът (Р + О)/2 е също полином па пай-добро

равномерно приближение на ] , защото
Ем) : 1„Р+О|)=2но Р)+(! се)“

1 1

-2-1Н+РН+2Н!-ОН=Е„(1)-
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По теоремата на Чебишов за алтерпапса, съществуват поне 71. + 2 точки

[ш,-18“ такива, че

[(на-) -Ш = (-1)*е Е„(;) (е = 1 или е = -1) .

Следователно

(10)
дай) ; РИА-) + !(та) БОШ) : Е„(!) .

Но

”(%)-Итън 5 Еп“).

|!(та)-С2(гсе)| 5 Еп”),

съгласно предположението (9). Тогава, за да бъде изпълнено (10), числата

[(на) - Р(а:,-) и Ян,) .. (ДФ,-) трябва да имат еднакъв знак и да са равни на
Е„ ([ ) по абсолютна стойност, т.е.

[(т.-) - Р(:в,-) : [(т.-) -О(:1:д), 1: О,...,п+ 1.
Оттук следва Р(:1:.-) : ФСБ,-) за: : О, . . . ,п+1, което влече Р 5 О. Стигнахме
до противоречие с условието Р 76 (2. Твърдението е доказано.

Съществуват много малко функции ] , за които може да бъде намерен в
явен вид полинома на най-добро равномерно приближение. Един интересен
пример в това отношение е функцията :::. Оказва се, че при всяко п поли-
номът Р„-1 на най-добро равномерно приближение в [-1,1] за [(и) : не

от (п - 1)-ва степен се записва в явен вид и е тясно свързан с полипома
на Чебишов Т„(:в). Съгласно теоремата за алтернанса, Р„-1 се определя
напълно от условието да съществуват (п - 1) + 2 точки 330, . . . ,:1:„ в [-1,1]
такива, че

7.1..- - = - ,. п. .:(11) Ш: 1371-1031) ( 1) 6
1211-8251]

|“: Рут-183”! 7” От - . - ,ТЪ -

Но ::: - Р„-1(:1:) е полином от п-та степен с водещ коефициент 1. Следова-
тегпю (11) ще бъде изпълнено, ако построим полином от вида

ш+а1:с1+...+а„ ,

шйто приема максималната си стойност в [-1, 1] в п + 1 точки с алтерна-
тивно сменящи се знаци. Но ние вече знаем за съществуването на такъв
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пошшом. Показахме, че полиномът на Чебишов Т„(аг) удовлетворява усло-
вията:

щазМЪшЛ
1 ,

Т„ (и:) ю
: „“..

Н
: +

щюм = ьцй ь=ц„„п,
къдего 17;:

: соз % .

Следователно полиномът

1

2„„1Т„(а:)
= и: - Р„„1(:г)

удовлетворява исканите условия (11) в точките 50, . . . ,Еп. Тогава,

1

Р„-1(17) = 3 -
Бяга-Т,!(Ш)

е полиномът на най-добро равномерно приближение от степен п - 1 за ::: в

[-1, 1].
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13. ТЕОРЕМА НА ВАЙЕРЪЦРАС

Видяхме, че за всяка непрекъсната в [а,ь] функция [(:в) и всяко фик-
сирано естествено число п, съществува полином на най-добро равномерно
приближение рп от степен п. Най-доброто приближение означаваше с Е„(] ).
Възниква естественият въпрос: дали Е„( ]”) клони към нула, когато п клони
към безкрайност? С други думи, дали графиката на нолинома на. най-добро
приближение рп се приближава все но-плътхю до графиката на ] при 11 „,
00? Отговор на този въпрос е дал още Вайерщрас. Той е доказал, че всяка
непрекъсната функция е граница на редица от алгебрични нолиноми. Или,
но-нагледгю, колкото и тясна ивица да изберем около графиката на една
непрекъсната функция [ , може да се намери алгебричен полином р, чиято
графика влиза също в тази ивица.

За да се НОДГОТВИМ за ДОКЗЗВТЗЛСТВОТО на този резултат, ще въведем
НЯКОИ ПОНЯТИЯ.

Модул на непрекъснатост. Нека ] е функция, определена в [о.,ь].
Величината

ЩЛд) := ЗЦРТ ”(т)-Лу)! = аз!/6103111, ПРИЕМ
се нарича модул на непрекъснатост иа ] в [а, ь]. Този модул е определен за
всяко 6 6 [О, 1»- 11]. Той характеризира напълно непрекъснатите функции по
следния начин: Функцията ] е непрекъсната в [а,ь] тогава и само тогава,
когато ш(/;6) -> 0 при 5 -> 0. Наистина, ако ] е непрекъсната в крайния и

затворен интервал [а, 17], тя е равномерно непрекъсната и следователно, за
всяко 5 > 0, съществува число 6 > 0 такова, че !:г-у| ( 6 влече [](ш)-](у)| (
е за всяко :::,у от [а,ь]. Оттук следва, че ш(];б) -> 0 при 6 -> 0. Обратно,
ако ш(]; 6) -> 0 при 6 -> 0, то за всяко 6 > 0 може да се намери 6 : б(г) > 0

такова, че ш([;б(е)) ( е. Оттук следва, че „(т) - ](у)! ( г при |.т
- у| ( 6,

т.е. ] е равномерно непрекъсната в [а,ь].
Да отбележим някои важни свойства на модула на непрекъснатост.
1) Ако 0 5 61 5 62, то ш(]; 61) 5 ш(];62) (монотонност на ш).
Това свойство следва непосредствено от определението на ш([ ; б).
2) За всяко реално число А 2 0 е в сила неравенството

и”; А15) 5 (1 + МИО“; 5) .

Доказателство. Да нредноложим най-напред, че А е цяло число. Нека
А : 19. Нека а: ( 3; са произволни точки от [0,6] такива, че [.с

- И 5 Кб.

азделяме интервала [аз, у] на /с равни части с помощта на точките

ш,=а:+2(у-а:)/1с, 1=0,...,1с.
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Очевидно

Имаме

,: ,с

]!(т) - Лу)! = ЕНЩ) * Лада-0) 5. Е ]!(те) - !(Фи)! 5 1: шта?) -

:*:1 е=1

И така, ако [и:
- у] 5 166, то |](ш) .- ](у)| 5 14: ш(];б). Следователно

(”(/М? 5) 5 10 ш(!;5)

и неравенството от 2) е доказано при А : )е.

Нека сега А е произволно реално положително число. Тогава, [А] ( А (
[А] + 1, къдего [А] е цялата част на А. От току-що доказаното неравенство и
от моиотопността на ш(] ; 6) следва

ш(!; Ад) 5 010”; (И + 1)5) 5 (И + 1) (Алб) 5 (А + 1) ш(!;5)

и твърдението 2) е доказано.

Полиноми на Бернщайн. Ние ще докажем резултата на Вайерщрас
като използваме доказателството, предложено от С. Н. Бернщайи (1880-

1968). За всяка непрекъсната функция ] в [а,ь], той построява в явен внд
алгебрични полиноми, които клонят към тази функция относно равномер-
ното разстояние.

Нека ](г) “е произволна функция, определена в интервала [О, 1]. Поли-

номът на Бернщайн от степен п за функцията [ се бележи с В„(] ; 2) и се

определя с равенството

. .... Е
“

!= - гл.-!:в„(м)
.-;=301(„) (,с):

(1 :) .

Очевидно В,. 6 пп, В„(];О) = ](0), В„(]; 1) = ](1). Освен това

В,.(СЛЙ = с в„(м)

Вп(!+9;3) : В„(!;3)+В„(у;3) “

Последи-лите две свойства показват, че В„(ДЪ) е един линеен оператор в

пространството ог функции, определени в [О, 1].

Да отбележим още, че полиномите

копка) ==
(Юда

*-От”
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са положителни в (О,1). Оттук следва, че ако [(%) 2 0 за всяко : 6 [О, 1], то

В„(] ; :) 2 0 за всяко : 6 [О, 1]. Това свойство се нарича. положителност на
оператора В„(] ; г). От него веднага следва монотттостта на В„(]; 1), т.е.

](2) 59“) в [О, 1] влече В„([;й) 5В„(9;2) в [О, 1] .

Да намерим В„(];:с) за функциите [(%) = 1, [(г) == 2 и [(!) = 12. Те ще
ни потрябват по-пататьк. Ще докажем следните равенства:

а) В„(1;:в) : 1:
6) При !(1) = :, Витяз) = и:;

в) При Д:) = 12,В„(];:1:)= ::? + 5159.

Доказателство. Прилагаме последователно два пъти оператора %р %, към
тъждеството

(А) 2: (:):/“а““
= (р+ а)

=0

И получаваме СЪОТВСТПО

(В) 2
(2) грьатк

=
К=0 3|Н

“(Р + 11)”1 = 1200 + а)“1,

(е) Й (:) (5)2р*а-*
=
%[е + а)1 + (п

- при» + да-2].:()

Изразите за В„(/;а:) следват от (А), (В) и (С) при 1) == :1: и 9 = 1 - :::.
Бележка. Следващата лена дава представяне на В„(] ; :) по степените на :. За

целта, да означим с А*]о крайната разлика на [ в точките 0, 1 3 5

Лема 1. “
. .. != , *

В„(],2) -
Е.ОА

!о
(ь):

.

Доказателство. Като използваме биномната формула на Нютон за (1 -г)-* , получа-
ване

“ п-Е

3,413!) :2! (2) (:):Е 2(-1)п-*-1 (11 ; ,С)г„-,д-1- ,

й:!) !=“
“

което след смяната т : п - 3, се преобразува в

в„(1;г)= Е Е(-1>”*(::5.) (2)! (Е)
„„ “
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Тъй като

(3321) (2)
=
(21) (75)

,

след като разменим реда на сумиране, получаване

в„(/;г)=2п:(;) (В от
(”,?) (%))гт,т=0 1:-

което е искането представяне на В., (] ; :). Лематв е доказана.

Бележка. От Лема 1 следва например, че ако ] е полином от степен т, то В,. (] ; :) Е
и... за всяко п. (Упътване: използвайте свойството на крайните разлики да анулират
алгебричните полиноми.)

Сега можем и по още един начин да намерим лесно Вп (];1) за функциите [(и) = 1,

;(с) =: и ](г) == 22.»Наистина,

п

В„(1;:)= Е (:):“п -:)“*
= (: + (1

- :))“ = 1 = 1.
К:“

При [(е) = :, от Лема 1, имаме

вили:/м., ():+1(0)(8
1: (--0) =:.

При [(!) = 12, отново по Лема 1,

В,.(Лг) : (3210.

(2)г1*(+)А[0
о(?)г+](0)(0.).= (е +-

п п

2 -1 : 110:= „3710! ):2п+-= ;+-=г2+( ).
п 2 п. п и.

От тези примери се вижда, че В„(]; :) -+ ](13) при п -+ 00 за ](Ъ) : 1, :, #.
По-долу ще видим, как от сходимост на полиномите на Бернщайн за тези
специални функции, следва сходимост за всяка непрекъсната функция в

[0,1].

Теорема 2. Нека ] е произволна функция дефинирана в [0,1]. Тогава за

всяко и и всяко : е [0,1] имаме

3 1.. - ( .- .
.шъ) Ема): .. „: (;, 75)

Доказателство. Нека : е произволна точка от [О, 1]. Да отбележим, че

ли) = Енос:)г*(1 а)“
* :*Етмьа)

ь=о
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тогава

шъ) - в,.(т)! =
,; [т)

-13] ми)

5 ; т) - ; (2) ми)
5
%» (г; ::

-
5!)ми .

,:

Но от свойство 2) на ш“: б) имаме

ш(];!г--Е!) =ш(];и-6%!б)
5
(%!!--Е!+1)ш(!;б)

= за всяко 6 > 0. Тогава

и:) - ваш)! : “02” 2:
й=0

1с

Й- ; (Рим“) +ш(!;б) .

»

По неравенството на Коши-Буияковски-Шварц

(Еп: (:
.-
;)2 (Рики)

5

(,; 5011140)
?

!с=:0

мами
- ФРМ) -

5. Тук Вп ((: - :::)2; г) е стойността на полинома на Бернщайп в точката : за

9;
функцията (: - :::)2 като функция на т (: е параметър). Окончателно полу-
чаваме ”

.

шо - аман : ”Ч; “” „/в„((ъ - ог; :) + ши; а) .

Но поради линейността на оператора В„(] ; :) и като вземем пред вид паме-
”

реките в а), 6) и в) изрази за В,.(Лй) при [(93) : 1,:с,а:2, получаваме
В

((с
-
ш)2;ъ)

Е
К==0

,-Е
11

!А(Рик- (:)

|| В„(г2 - 213 + 32; :)

: 1213413) - 2:3„(ш;ъ) + В„(а:2; т.)

ъ1пъ :1-ъ=:дам+д+( )=( )
п 11.

ледователпо за всяко 6 > 0 и всяко # 6 [О, 1] имаме

Щ!) ”Вт.”;й)! 5 има)
((Ед/Ш;

:) +
1)

.
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Но 1.(1
- !) 5 %

за : 6 [О, 1]. Следователно

ше) -ват! : шта) (# +
1)

.

Избирайки (? =
71: получаваме

3 1
ще „ ват): 5 да (;; (й) .

Сега вече сме готови да дадем доказателство на теоремата на Вайерщрасза произволен краен интервал [а, ь].

Теорема на Вайерщрас. Нека [а,ь] с произволен краен интервал и
[(:с) е непрекъсната функция в [а, ь]. Тогава, за всяко 6 > 0 съществува
алгебричен полином Р(.т) такъв, че

1125333
!!(2) - Р(т)| 5 г ,

Доказателство: Ще използваме резултата от Теорема 2. За целта да
въведем функцията

М:) := ](а + :(!) - а)) ,

определена за # 6 [О, 1]. Тъй като ] е непрекъсната в [а, Ъ], то !:(г) е непре-
късната в [О, 1] и следователно

Зжшш, 6)
= 0.

Тогава съществува п такова, че

По Теорема 2,

ми) - ват): :
%
ш
(и;%) ( е

за това п, т.е. полиномът В„ (ь,; :) приближава н в [О, 1] с точност г. Сега, като
се върнем обратно към променливата а: със смяната : : “::, получаваме

|п(2::)-Вп(т:::) (е зате[а,ь].

!](ш)-Р(а:)| (е прите [а,ь] .



е
е
а
е
 

Х ъ Χ

81

Доказателството е завършено.
Аналогичен резултат е в сила и за приближаване па непрекъснати пери-

одични функции с тригонометрични полиномн. Той може да бъде доказан

директно, като се използва конкретен тригонометричен оператор. Ние ще

изведем тук този резултат, като следствие от алгебричния случай.

Втора теорема на Вайерщрас. Нека [(!) е производна непрекъсната

27г-периодична функция. Тогава за всяко 6 > 0 съществува тригономет-
ранен полином т(2) такъв, че

(1) Шах ШФ)
- т)! 5 г .

(.а-соро)

Доказателство. Тъй като ТРНГОПОМЗТРИЧННТЗ ПОЛПНОМИ (38. СЪЩО

27г-периодични функции, то достатъчно е да докажем ( 1) в интервал с дъл-
жина 27г, например, в [-7г,1т].
Ще се уговорпм да пишем

на) “е те) ,

когато искаме да кажем, че съществува изигопометричеп полином, който

приближава 11 в [-7г, г] с точност г.
Сега ще използваме факта, че всяка функция ] може да бъде представена

като сума от чета и почетна функция по формулата

да) + л-г) „ лс) - л-ъ)
2 2

.

Да припомним, че ГО) е четка, ако Р“) : Г(-с) и нечетно, ако ГО) :
-Р(-2) за всяко :.
Да предположим пай-напред, че [(да) е четиа периодична функция. Да

разгледаме функцията

(2) Ш) =

9(:::) :: ](агссозш) , а: е [*1, 1] .

Вижда се, че когато я: пробягва [-1, 1], променливата ! : агссоза: пробягва
[О, 1г]. Функцията у(:в) е непрекъсната в [-1, 1]. Тогава, по Теоремата на

Вайерщрас, съществува алгебричен полином Р(.т) такъв, че |у(:1;)-Р (33)! 5 г
в [-1, 1].

.

Като се върнем към променливата # със смяната :с : соз :, получаваме
(3)

Не е трудно да се види, че Р(сов :) е тригопометричеп полином. Наистина,

Р(а:) може да се представи във вида

]9(созг) - Р(созй)| 5 е в [О,л] .

Ре) = Йще) ,

=0
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където Т,: (:::) : соз(/с агссоз :с) са полиномнте на Чебишов. Тогава
. 71

Р(созй) : Еще сови ,

!с=0

т.е. Р(сов :) е тригонометричен полином от ред п. При това, Р(с05 :) е нетна
функция на г (защото соз М са четни функции). Тъй като [(С) == 9(соз :)
е също четпа но предположение, то неравенството (3) ще бъде изпълнено
и в симетричния интервал (-7т,0]. И така, получихме, че ако ](й) е четна
функция, то съществува”тригонометричеп полином, който приближава ] в
[**/Г,?Г] С ТОЧНОСТ 6 И СЪГЛЗСНО пашата уговорка ТОЗИ резултат се записва
така

[(!) а т(#) .

Но тогава, като умножим двете страни със 31:12 :, получаваме

(4) ](2!) 51112 # % т(1.) .

Да предположих»: сега, че [(!) е нечетна функция. Тогава [(С) 3111! е чета
и съгласно доказаното по-горе,

!(1) 5111: % г(с) .

Оттук, като умиожим двете страни със 5111: стигаме отново до (4). И така,
(4) е изпълнено и за всяка печетна функция. Тъй като една произволна
функция се представя чрез (2) като сума от четна н печетпа функция. то
заключаваме, че (4) е в сила за произволна непрекъсната 27г-пертюднчна
функция.

Нашата цел е да покажем, че [(!) % т(г). Ние ще изведем това прибли-
жение от (4). Разглеждаме функцията ] (0 - 2). Тя е също непрекъсната н

???-периодична. Следователно, но (4),

71 .]
(0
-
5) 51п2(0)

% т(0) .

Оттук, след смяната !. = 0 -
%, получаваме

](2) 0052: % т(й) .

Сега, като съберем това неравенство с (4) опитаме до заключението

[(с) (3082 15 + ]”(3) 5511?“ г % т(2)

=> ](г)(совгг + 51112 :) % т(й)

=> [(!) % т(г) (защото сон2 : + 8111? : = 1) .

Теоремата е доказана.
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14. ОРТОГОНАЛНИ ПОЛИНОМИ

ПО-НВТЗШК НИЕ МПОГОКРЗТНО ще използваме различни СВОЙСТВЗ На така

наречените ОРТОГОНЗЛНИ ПОЛИНОМИ. Затова ТУК ще дадем НЯКОИ ОСНОВНИ

предварителни СВЕДЕНИЯ за тях.

Нека [що] е Даден интервал, краен или безкраен и функцията „„(т) е

определена и неотрицатепна в [а, 6]. Да нредноложим още, че

[ништо
за всеки подинтервал (а, ,8] на [а, 6]. Всяка функция „(и) с тези свойства се

нарича теглова функция или тегло в [а, :>]. Да определим скаларно произ-
ведение (], 9) на две функции [(и) и 9(а:) но следния начин:

ь

(да) = ] „(т)/(шити.::

Разбира се, тук предполагаме, че ] и 9 са определени в [а, 6] и интегралът
по-горе съществува.

Определение. Функциите [(са) и 9(:1:) са ортогонални в [а,ь] с тегло

До:), ако (],у) : 0.
Определение. Ще казваме, че Ре(ш), Р1(.т), Р2 (:::), . . . е (крайна или без-

крайна) редица от. ортогонална полиноми в [а, 6] с тегло „(т), ако

3) РЪЕТГЪ Уд.,

6) (И,Н)#0„ И,

в) (ат-:() при ще]:

Да отбележим някои свойства на ортогоналните нолиноми.

Свойства 1. Всяка крайна подредица Ре(т), . . . , Р„ (т) на

РО(3)7Р1(Ш)) 1320”): - - -

е линейно независима система от функции.

Доказателство. Допускаме противното. Тогава съществува число п и

тефициенти щ), . . . ,от, поне един от които е различен от нула и такива,
че полиномът [(са) = аоРо(а:) + - . - + а„Р„(:п) е тъждествено равен на нула.
Тогава

3:13 (],Н)=0 за всяко 1“.
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От друга страна.

(!: Ре) = йаЦ-рьд) = анд-„Рд
[:=0

и знаем, че поне един от коефициентите щ), . . . , а„ е различен от нула. Това,
заедно с условието б), води до противоречие с (1). Твърдението е доказано.

Свойство 2. Ако нолиномът [(в) е от степен поемалка или равна на и,
то ] се представя по единствен начин във вида

[(лв) : аоРо(ас) + - -- + а„Р„(а:)

с някакви реални коефициенти ад, . . . ,ап.

Това е просто следствие от Свойство 1. Тъй като и„ е (и + 1)-мерно
линейно пространство и Рд. . . . , Р„ са (съгласно Свойство 1) п + 1 линейно
независими елемента от т„ то всеки елемент на г„ се представя като тяхна
линейна комбинация. Лесно могат да се получат и явни изрази за ще. !: =
0, . . . , п. Наистина, имаме

([:-РК) = 00(Р03Рь)+т+аь(РьРь)+-”+ап(Р „Д)

= адрьРь).

Оттук

а]: : (]:РК)
.

(РьРь)

Струва си да се отбележи още, че от условията а), 6) и в) следва, че Р„(:1:)
е алгебричен полином от степен точно п, т.е. Р„(1:) е от вида

(2) Р„(аг) : ада: + потапом от нд-“

където о,] # 0. Да допуснем противното. Тогава Р„ е н„„1 и съгласно
Свойство 2, Р,.(аг) може да се запише във вида

РМ?!) : “ОРО(17) + ” + ап-1Рнт1(д3)

с някакви константи но, . . . ,а„-1. Но горната връзка означава, че Ра, . . . , Р„
са линейно зависими, което противоречи на Свойство 1.

Свойства 3. Нека [(в) е произволен полином от стенен но-малка или
равна на п - 1. Тогава (], Р) = 0.

Доказателство. Тъй като ] е г,.-ь то по Свойство 2,
[(си) : аоРо(а:) + ” - + а,.-1Р -1(.т).
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Оттук, съгласно в),

(]:Рп)=аО(РОзРп)+”“+ап-1(Рп-1зРп):О;

Свойство 4. При всяко естествено число п, нолиномът Р„(ш) има празлични нули, които лежат в отворения интервал (а, 11).

Доказателство. Да допуснем, че нолиномът Р„ (ш) има само !: смени назнака си в (съд) и А: ( п. Нека [Едгар а ( 51 ( ( Ед. ( 6, са точките,в които Р„(:г) си сменя знака. Избираме произволна точка 1: от интервала
%Еь, !)) в която Р„(г) # 0 и нострояваме полинома

00!) = Рп(3)(1? “ 51) - - - (Ш
*-
бяс)-

Очевидно (2(;1;)Р„(:г) е ангебричен полином, който не е равен на нула и
(2(Ш)Р„ (:В) 2 0 в [а, Ъ]. Следователно

!)

(0.81) =/; Д(Ш)О(3)Р(ш) (12: > 0.

От друга страна, 9 Е и„-1 (защото 1: ( п) и но Свойство 3, (62,Р„) : 0.Стигнахме до противоречие. Следователно !: 2 п. Тъй като Р„ (.т) си сменязнака в (,-, 2 = 1,...,А* то би...“ са нули за Р„(:г). Но Р„ е тг„. Тогавасъгласно основната теорема на алгебрата „(:в) има най-много п реалнинули в (а, ь). Следователно !: е точно равно на п, т.е. 51, . . . ,Еп са всичкитенули на Р„ (се), а те по определение лежат в (а., ь) и са различни.
Свойство 5. За всяка система от ортогонални нолииоми

Ро(:С), Р1(ЗЗ),. ..

съществува тричленна рекурентна връзка от вида

(3) Ри+1(33) = (А„а; - В„)Р„(а:) + С„Р„„1(т), п : 1, 2,.
където А„, В„, С„ са коисташгш.

Доказатшстео. По Свойство 2,

ПЗРп(113)= 0013001?) + . . . + апРп(1“) + ап+1Рп+1(517)

с никакви константи по,...,а„+1. Умножаваме това равенство с Н(:г) и
питегрираме. Получаваме

(4)
/ьи(ш).гР„(:г)Р,-(ш) (13:

=
(л,-(Рд, Рд, 2 = О,... ,и + 1 ,
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като при това иптегралът вляво е равен на нула при е” = 0, . . . ,пт-2, съгласно
Свойство 3, защото 3313503) ЕЕ 7г„-1 в този случай. Следователно а.; : 0 при
й=0,...,п-2и

(5) ГДР„(Ш) : а,„„1Р„-1(з:) + а„Р„ ((Е) + ап+1Рп+1(Щ) .

Оттук получаваме исканата връзка. От (4) намираме

(Шри, Рп-1)

(Ри-11Рп-1)
,

(шРп, Р,.)

(Р„, Ри)
,

ага-1 =

!!ап

докато от (5) се вижда, че в.„“ : оц./ап“, ако
РЦШ) : ада:“: + полином от Луд-1, 1: = 0,1, . .. .

Свойство 6. За ортогоналния полином Р„(:1:) с тегло „(г) в интервала
[а, ь] и за всеки полином С)„ (и:) 6 1т„, имащ същия коефициент пред :::, както
и Р„(ш), е в сила неравенството

!) 1)

] „(трамвая ] „(мамиш,
като равенството е в сила само при Р„(ш) =.= (2„(ш).

Доказателство. СЪГЛЗСНО условията имаме

Р„(а:) = апш+(1„-1(а:)

О,.(ш) = ада: +;тп.4(:с) ,

където а„ =,6 0 и Чп-ъ т„-1 е и,...1. Тогава

ь
”

ь

] „(летиш = ] и(т)[апт+тп-1(т)12дт
!!
[да.-лае) + т,.-иш)

- ама)? ат.

]диан? (а) аз
ь

+ 2] „(ориза [там-т) - ет.-итн да:

+ [депа-мас)-Мелта.
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Тъй като т,.-1 - („4 е и„-1, то [:д(т)Р„(т)[т„„1(ш) -(1„-1(а:)] (111 = 0.
Получихме, че

ь ь

[, носиш) ат
- ] морга) аз: 2 0.

като равенството е изпълнено, ако т„-1(:в) Е 9„-1(.т), т.е., ако О„ (:::) Е Р„(т).Свойството е доказано.

Накрая остава да изясним един основен въпрос - въпроса за съществува-не и евентуално построяване на редица от ортогоналпи нолиноми при даден
интервал [а, 6] и тегло Дт). Нека [а, 11] е произволен интервал и „(т) е про-изволно тегло в [а, 6]. Ще поискаме Дт) да удоволстворява допълг-хителпото
условие

Ъ

ринит,а

ако интервалът [а, 6] е безкраен. За да построим една редица от ортогоналппполиноми можем да постъпим по следния начин.
1. Избираме произволна редица от числа оо, щ, , всяко от които е

различно от нула. Това ще бъдат коефициентите пред :п в Р„(т) съответноза п : 0, 1, . . . . Следователно Ро(т) 5 од.
2. При п : 1, 2, . . . построяваме нолинома

Р„ (аз) : ада:” + полином от и,.-1

така. че да удоволстворява условията

56) (Р„,Н)=0, г=0,...п-1.
Очевидно условията (6) ще бъдат изпълнени, ако (Рд, ]) = 0 за всяко ] ехдд. Следователно цялата работа се свежда до построяване на полином
Р„ са?) от степен п с фиксиран коефициент а„ пред :::, който е ортотпален навсички полиноми от класа и.]. Тази задача има и самостоятелен интерес,затова ще я отделим като теорема.

Теорема 1. При даден интервал [а,Щ, тегло “(аз) и коефициент ап,
гтцествува единствен полином от вида

Р„(а;) : а„ш + полином от п„-1,

Доказателство. Ще приложим индукция по п. За 71 = 0 полиномът
Ре(т) е опредерен еднозначно от условието Р0(а:) : ад. Да допуснем, че сме
определили еднозначно Рд, Р1 , . . . , Р,.-1. Тъй като те образуват ортогонална

.
а
3).-
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система от полинми, то всеки полином от степен и - 1 се представя като

тяхна линейна комбинация. Следователно Р„(аз) се записва във вида

1371(1:)
: 0,117” + ьпц1Рп-1(Ш) + . . . + ьОРО(Ш).

От условията. за ОРТОГОНЗЛНОСТ (6) получаване

(1371713!)
: адептът-131.) + ь5(Р1.зРЙ)з

откъдето, при дадено ап, коефициентите ь, се определят ешюзначпо. Тео-

ремата е доказана.
И така, при даден интервал [а, ь], тегло „(т) и фиксирани коефициенти

ашщ, . .. пред пай-високите степени, съществува едит-тствепа система от !

ортогонални нолииоми.

Пример. Да се докаже, че полиномите

1 с!(а:2 - 1)
2пп! дас

Ъ„(:п)= , п=0,1,...,

образуват ортогонална система в [-1,1] при тегло Ма:):= 1.

Решение. Трябва да проверим условията а), 6) и в). Очевидно (1:2- 1)”
е полином от стенен точно 211. Следователно неговата п-та производна е

полином от степен точно 71. Оттук следва а) и 6). Остава да докажем в)

Ние ще покажем, че

/11
Б„(:в)](:1:)с1:с : ()

й
за всеки полином ] е 1г„-1. Наистина, като означим функцията 2715? (112

-
1)

за простота с (,о(а:), след многократно интегриране по части получаваме

Н
*

]1 виолата [1 пишеш =
[1 дваж-%)-1 „1 1

Н лаф-“(т) |; - /11г(а:>ю(-”(ас)ат
........................................................................

п „ !с-1(!с-1)(п-1с)1 - п
1

(п) 3;( 1) г „, 1391) [11 (ми)

Очевидно последният израз е равен на нула, защото [()(а:) 5 0 и (ри-КК
се апуттра при 1: - :1:1 за К-- 1,. ,и.

Полиномите В„ (:с) се наричат полиноми на Лъожандър.

Коефициентът 2.3! е поставен за да бъде изпълнено условието

ь„(1) = 1, п=0,1,2,...
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Известните пн вече полиноми на Чебишов от първи род

Т„ (3) : сое п, агссоз а:
са ортогоналпи в [-1, 1] с тегло „(т) = ТЕ:?

Полиномите на Чебишов от втори род

НАШ) := :ъ+1(37)

са ортогонални в [-1,1] с тегло „(и,-) : х/1 - 232.

Полиномите на Льожгшдър, на Чебишов от първи и втори род са спе-
циални случаи на така наречените полиноми на Якоби [ВЕЩИ], които са
ортогонални в [-1,1] с тегло (1

-
:::)“(1 + :::)д при си,/3 > -1. Те се дават с

формулата

вещта) =
“(2111231

-
аз)-“(1 +щ)5%((1

-шута + „+”; .

Полиномите на Ермит

1261

Еди-*”)
Н„ (в:) := (-1)е

- 2са ортогонални в (--00, оо) с тегло е “ .
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15. ПРИБЛИЖЕНИЕ В ХИЛБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО

Едно линейно пространство Н се нарича хилбертово, ако в него е въве-

дено скаларна произведение. Това значи, че на всеки два елемента ], 9 от Н
се съпоставя числото (] , 9), което удовлетворява условията:
1) ([:!)20,като(],])=0ф!=0;
2) (129) = (9.1);

3) (0! + 59.11.) = аи, и) + до. п).

Тук разглеждаме. само случая, когато (] , 9) е реално число.
Строгото определение на хилбертово пространство изисква още за всяко

п в Н да съществуват п линейно независими елемента /т.е. Н да е безкрайно-
мерио пространство! и “пълнота” на Н - свойство. което няма да използваме
тук и затова няма да го иоясняваме.

Всяко хилбертово пространство може да се нормнра, като се въведе

норма по следния начин:

(1) И! == (!,!)-

За да се убедим, че (1) наистина определя норма в Н, ще докажем най-

иапред някои свойства на скаларното произведение.

Неравенство на Коши-БутиковсктШварц: За всеки два елемента ] и у
от тилбертовото пространство И е изпълнено неравенството

клу)|5„/(!,1м/(а,а) .

Равенството се достига тогава и само тогава, когато ] и 9 са линейно

зависими.

Доказателство. За всяко реално : имаме

(! + га.! + #9) = (!,!) + 2й(!,9)+12(9.9)2 0 .

НО последният израз в НОЛИПОМ ОТ ВТОРЗ. степен на [ СЛВДОВЗТВЛНО неговата

ДИСКРИМННЗНТЗ (! НВПОЛОУКИТСЗЛНЗ, т.е.

Мау)? 5 (15!) (939) -

Неравенството е доказано. Ако ] : ау, то очевидно неравенството става

равенство. Вярно е и обратното - ако имаме равенство, то ] и 9 са линейно
зависими. Наистина, в противен случай бихме получили, от една страна.

(] - ау, ] - (19) > 0 при всяко (1, а от друга, ако означим с 5 знака на ([, 9),

(1- са! ау)=(/,г)-2а(лу)+а (9,9)= (имРаец/(аа))2=о)
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!“

при а = 53/(11 ] )/ ц/ (9, 9). Доказателството е завършено.

Неравенство на триъгълника: За всяко ] и у от Н имаме

(2) “(Нума-9):“(мм,/(м .

като равенство се достига тогава и само тогава, когато ] и 9 са линейно

зависими.

Доказателство. Като приложим доказаното вече неравенство на Коши-

Буняковски-Шварц, получаваме

(На! +9) = (!,!) +2(!,9) + (му)

: (!,1)+2у/(!„!)(9,9)+(ау)

(„или + „има? ,

откъдето следва (2). Равенството се достига тогава и само тогава, когато

[(], 9)]2 = (], ])(9, 9). Но това е вярно, както вече видяхме, само при линейна
зависимост на ] и у. ,

Като се възползваме от означението (1), можем да запишем неравен-
ството (2) във вида

Н

И! + 9“ 5 И!“ + 9 -

Това показва, че въведеното чрез (1) съответствие ;” .., ||] || удовлетворява
неравенството на триъгълника. Останалите две свойства от определението
на норма (! > 0 за [ 79 0 и НА! : МНП) са очевидно също изпълнени.
Следователно (1) определя норма в Н.

Нормата (1), от своя страна, поражда разстоянието

(КМ!) == !!!-9 = х/(1-уМ-9) -

Оттук нататък, когато говорим за конкретно хилбертово пространство, ще

предполагаме, че то е пормирано и метризирано но описания по-горе начин.

Нека (ра, 991, . . . др„ са произволни, фиксирани, линейно независими еле-

менти на Н. Да означим

О„:=%Ещ(рд
: (ао,...,а„д)е

кпНЪ
.

Ще разгледаме задачата за приближаване на елементи ] от Н с елементи

от 0. Най-напред да забележим, че Н е строго нормирано пространство.
Това следва от формулирането по-горе неравенство на триъгълника (2).

Следователно, въз основа на общата теорема за приближаване в линейно

вормирано пространство:
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За всяко ] от Н , съществува единствен елемент на най-добро прибли-
жение от Од.

Остава да разгледаме важния въпрос за построяване на елемента на най-

добро приближение. Най-напред ще дадем една негова характеризацня.
Казваме, че ] е ортогонален на у (пишем ] .1. 9), ако (], 9) = 0.

Теорема 1. Нека. Н е произволно тилбертово пространство и ] е Н.
Елементът р от Н„ е елемент на най-добро приближение за ] с елементи
от О,. тогава и само тогава, когато

(З) (] - р, ср) : 0 за всяка (,в от Н„ .

Доказателство. Да предположим, че р е елемент на най-добро прибли-
жение, т.е.

Н! И! = тц И! - ФП : 306 а„ 1=15п(!) .

Тогава, за произволно др 6 Ц„ И ср # 0, функцията

7*(А) == Н! -1>+МФП2 = (Тай/М! “тт/Кво)
= 634!) + 2А(! чичо) + ШФ, за)

ще има минимум при А : 0. Това влече т,(0) : О. Но т,(0) : 2(] - до).
Следователно (] - р, ср) :: 0 за всяко др Е Ш,.

Обратно, да допуснем, че ;) 6 О,. и р удовлетворява условията за ортогкъ
напност (3). Нека ср с произволен друг елемент от Пд. Тогава 6 := р- ср е И„
и следователно

митинг !!!-р+р-ФП2=(!*р+б„!р+б)
! - РП2 + 2(/ * Ръб) + ПдИЗ

н: - ри2 + ми2 (защото (! - р) ; 6)
2 НТ-РП2 -

И тата, ако р удовлетворява (3), то

И

!!

Н! “ Р Е Н! - че за всяко но е 91. .

При това, равенство се достига само при 6 = 0. т.е. при ср
: р. Теоремата е .

доказана.
Сега ще построим елемента на пай-добро приближение за ] , като изнол-

зваме характеризацията (3). Ще търсим р във вида.
“

Р=ООФО+а1ф1+-н+ап*Рр -
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Тъй като ]” - р ). ср.; за 1“ = 0,1, . . . ,и, то коефициентите (ад) удовлетворяват
условията:

не((ро, 990) +Медът) + - - - + им... 4.00) = (1. то)

(4) “00.00.4100+а1(КР1,901)+---+ап(90пдрт) = (ТМ/31)

не(сро, (Ри) + 1110101,%) + - - - + ап(99п799п)=(119771) .

Но това е линейна система от п+ 1 уравненея с п+ 1 неизвестни. Да означим

с [Ха/30, . . . , ярд) нейната детерминанта,

(Фото) (туфи) (*РпНРО)

(ФМ/31) ((тип) (Финт)
В(сро, . . . ,(рп) := дет. . . „ .

(%:фп) ((Йуфп) (Фидел)

Това е дегерминантата на Грам. Тя е различна от нула, защото сро, . . . „др„

бяха избрани линейно независими. Следователно системата (4) има един-

ствено решение ад,..„ап. И така, намирането на елемента на най-добро

приближение в едно хилбертово пространство Н се свежда към решаване
на линейната система (4).

Работата по решаване на системата (4) може да се облекчи значително,

ако сме избрали подходящ базис (ре, . . . ,срп. Известно е например, че във

всяко линейно пространство съществува ортогонален базис. Да нредноложим
сега, че 900, . . . ,срп са ортогонална система, т.е. (ср.-, (01)

= 0 за 1 79 3. Тогава

(4) добива вида

“К(Ч9М*РК)=(/уф1с)з К=Оз”*->пт

и оттук получаваме

(5) арт, К=0,...,п.
(Фк,%)

И така, доказахме следното твърдение.

Теорема 2. Нека аре, . . . , др„ е ортогонална система. Тогава елементът

;) на най-добро приближение на ] е Н с елементи от Л„ се дава с форму-

дата
71 х

р : Е (]) 301”
(Р): .

К=0 ((РА-д (рд)

Да намерим сега израз за грешката 5„(]) : |”г - рН. Имаме
е?.(л=(1-р./-р)=(1.л-(р.1) (защото/ам).
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Оттук, като представим р във вида. р : аоаро + + апсрп, получаваме

връзката

вот.!) +щит./) + + им...!) = (Ъ!) * 6.2.(1) -

Добавяме към това уравнение системата (4) и ги разглеждаме като хомоген-
на система от п + 2 уравнения по отношение на (0.0.111, . . . ,ап, 1). Тъй като
тя има ненулево решение, нейната дегерменшта е нула, т.е.

(900:%) “ * ((Рт (РО) (.,: 900)

да 3

,
- - 3 = 0.

(9001301!) “ “ “ (фпзфп) (1,991!)

(9909!) (Чат!) (])])-Егх(!)

От това равенство определяме е:,“] ):
Щсро, . -. за,» !)

6 62 = ------”-3-- .( ) (!)
Што. - . - мап)

И така, доказахме равенството

2
- Б(3003---,(Рп,])тт - и : -------- .

(“!=”).
] ,; Еф]:

В(ф01 - - -
в (9071)

Тази формула е в сила за произволен базис ара, . . . , ери. Ако (,да, . . . , :,9„ е

ортонормирана система, т.е. ако (др,-,фд)
= 0 за 1 # ] и (др,-,срд)

= 1 за

1” = 0, . . .п, получаваме директно

5311!) : (1-р31-Р)=(],;)-(Р7!)
(!!!)-Ха,:(ф/п!)

й=0

ПР - Х ай (защото, съгласно (5). са = (т.н) .

1==0

Тъй като е%(] ) > 0 за ] ? От то оттук следва известното неравенство на
Весел:

п 1/2

(Е #)
5 И! -

Е=0

Бележка. От (6), между другото, следва но индукция, като се вземе

пред вид, че В(91) : (91, 91) > 0 за всяко 91 96 0, че детерминантата на Грам
*

В(91,...,9„) е строго положителна, ако елементите 91,...,9„ са линейно ?

независими.
”)
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Частни случаи

1. Средноквадратичнн приближения.

Нека [а, ь] е даден интервал (краен или безкраен). Нека „(т) е интегруема
теглова функция в [а, !)]. Да означим с мед)] пространството от всички

функции, определени в [а, 6], за които

]ьд(ш)]2(ш)ая:
( оо .

Ясно е, че 14 [а, ь] е едно линейно пространство. Да въведем в него скаларпо

произведение по следния начин

!)

(179)1=/а
и(:Б)/(з:)у(а:) (1.1: .

Лесно се вижда, че това определение наистина удовлетворява изисквания-

та за скаларно произведение. Така ми, 6] става хилбертово пространство.
Нормата

итн := ( Грешна?”
се нарича среднокеадратична норма. Тя поражда средноквадратичното раз-

стоянов
ь 1/2

р(!,9) == ([]
Маг) [юг)-9010]2

413)

.

Нека “(т), . . . крп(а:) са произволни линейно независими функции от про-

странството [„Да, ь]. В частност, (и) могат да бъдат например алгебричните
полиноми 1, и:, 32, . . . , и:. Тогава в [„Да, ь] можем да разглеждаме задачата за

средноквадратично приблишсение на дадена функция ] е Еда, Ъ] с обобщени
пелиноми 0090001?) + 0190101?) + . . . + а„(р„(:1:).

Съгласно общата теория на приближения в хилбертови пространства. в

сила е следната

Теорема 3. За всяка функция ] от Б2[а,ь] съществува единствен по-
лином

1103) = 2 айриш,
30

за който

ь (, п 2

] „(оти -р(ж)12 опити] на:) [ми)- Хамил]
ааа.

“ ь=оа. (“#1

При това, ако 990, . . . , 30 е ортонормирана система, то

(7) ре) = 2 Зелената: . ще).
к=о “
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И. Метод на най-малките квадрати.

На практика често се сблъскваме със следната задача.
От теоретични съображения е известно, че изследваната от нас функ-

ции ] е от определен вид, зависеща от 77. параметри и], . . . ,а (например,
П п 71

Е (нет“-1, П 5111 щеш, Е е““ и т.н.). Можем да изчислим стойността на ] с
:::-„1 к=1 А-=1

определена точност в краен брой точки. При това, намирането на стойността
на ] в дадена точка, може да бъде свързано с провеждане на скъпо струващ
експеримент. Целта е да възстановим приближеио параметрите а1,.,а„ с

възможно най-голяма точност въз основа на информацията

!(Ют)з/(32),--.,](шт) т > п.
Най-често тези числа са приближения на истинската стойност на функцията

Например, нека знаем, че зависимостта у : [(т), която изследваме е

линейна, т.е.

](т)=Аа:+В,
при някакви А и В . Разполагаме с експериментално получени стойности на

[(.т) : ],- = [(е,-), 1 = 1, . . . ,т. Те са представени по-долу на Рис. 7.

Рис. 7

Поради неточност на измерването или несъвършенство на експеримента,
точките (335, Д), : == 1, . . . , п, явно не лежат на една нрава. Знаем, че

функцията !(ш) е линейна. Тогава, коя права да вземем за представител на

получените данни? Има много кандидати за такъв представител. Например,
бихме могли да вземем произволни две точки (т,-, 15), (и,-, 13) от таблицата и

за приближение на ] да вземем правата ! през тези две точки. Това е един
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случаен избор. Да се опитаме да педходим но-теоретично. Търсим функция
от вида

на:) = Аш + В .

Да означим с (# отклонението на експериментално получената стойност [11 в

точката :В,- от предлаюната стойност чрез [, т.е.

(152=!1-(А35+В), 1=1,...,т.

Съществуват няколко разумни подхода за избора на параметрите А и В на

1.

1) Избираме А и В така, че да минимизират величината

шах .
.

195, Ш

По този начин се стараем да направим максималното разстояние между ] и
1 в точките 31, . . . , тт възможно най-малко. Такъв критерий е приемлив, но

неговата реализация е трудна, тъй като вади до решаване на една нелинейна

задача (функцията шах ИД е нелинейна относно А и В).
2

2) Избираме А и В така, че да минимизират величината

Еми .

1=1

Възраженията срещу критерия 1), остават и в този случай. Те са се възпри-
емали твърде сериозно в миналото, когато хората не са разполагали със

средства за бързо смятане. Затова може би изборът е паднал на следващия

критерий, който води до линейна система за онределЯне на параметрите.

3) Избираме А и В така, че да минимизират израза

5(А, В) := 243 .

й=1

В този случай т
5(А, В) = Еп,- - (Аз:,- + В)]2

5=1

! необходимите УСЛОВИЯ 38 МИНИМУМ (КОИТО 08. И ДОСШТЪЧНИ) ВОДЯТ до систе-

мата

аз
2“ЗА

= 0 =>

,=1[1.--(Аа:,-+
В)]та = 0:

”

дз *

ЙБ=О
=> Е[],--(Аа:.-+В)]=0.

!=].



@a«...fii.s..u.\.\_w\..aw\. 
« 

.ow...m\u.. « .кьч,и. 

« 
% 

Е 
S 

τ,κὶ 
- 

к 

4 
Yy 
А
 
А
И
 

К 
)
О
ъ
т
 

ч 
ЦЧ...)...О 

я 

Я
 

# ча 

# . 

Ее Щ 

к 

г 
Β Σ

98

Този педход за определяне на неизвестни параметри на функцията но табли-

ца от данни се нарича метод на най-малките квадрати. Да го представим в

една по-обща форма. Нека (Р(:с,а1, . . . ,а„)] е фамилия от функции, които
се описва от параметрите а,- Е 11, = 1, . . . ,п. Нека ]1, . . . , [т са стойности

на конкретна функция от тази фамилия.

Оп е еление. еказваме.чеР а: (и,... а„ ен иближениена данни-, ?

те ]1, . . . , [т по метода на най-малките квадрати, ако си, . . . , а. минимизират

израза т
. 2

Ед5!Г(Ш5:а17- * - за) - [:]
1=1

където [и,- 71
са отнанред зададени положителни числа (наречени тегло).

Да разгледаме една конкретна ситуация
- приближаване на функции с

алгебрични полиноми от степен п 13 множеството от точки 31 ( ( т,,
(т > 11). И така, искаме да намерим приближение

р(:с)=ао+а1а:+...+а„т

на ] по метода на пай-малките квадрати, въз основа на стойностите [, :
[(т.-), 17

: 1,...,т. Нека [н.,-]» са дадени тегла. Тогава. съгласно казаното

но-горе, аа, щ. . . . , а,. се определят така, че да минимизират израза

т 71 2

.. к
Ф(а0, . . . ,ап) .- Еп,- [, - Еаьшд

:“:1 !с=0

Вижда се, че ф1/2(по, . . . ,а„) е всъщност разстоянието между [ и р в хил-

бертовото пространство НА от функции, определени в щ, . . . ,тт, снабдено
със скаларното произведение

(1.9) == Хит/(1709035) -

е=1

Наистина, това скаларио произведение поражда нормата

171

И := [Ем.12(ш.))”2.
2=1

КОЯТО, ОТ СВОЯ С”]“РННЗ, поражда разстоянието

ш

>-

р(!.у) = Еда-Шта)
-
указа)?

5:1

В тези термини, нашата функция [Ф(а.о, . . . ,м))”2 е точно равна на разсто-

япието между [ и р. Следователно методът на най-малките квадрати води
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до задача за най-добро приближение с алгебрични полиномп в хилбертовото
пространство НА. От общата теория следва, че решението оо, . . . , а„ се опре-
деля от линейната система (4), която в този случай приема вида

т 1

ЕМааг? +ща?“ + ... + виж:-“+] = 2 на! (115) 1“?
5=1::1

(1с=0,...,п).

За да избегнем решаването на тази система можем да изберем предварително
подходящ базис в пространството 1г„ от алгебрични полиноми. Например,
ако търсехме полипома р във вида

р(а;) : Ъ0Р0(:с) + . .. + 6„Р„(:1:),

където полиномите (Ре(ШЛ образуват ортогонална система в множеството
от точки 31, . . . ит с тегла [и,], то горната система щеше да се редуцира до
една диагонална система

17]:Йшагш) = Йшашиед,
5=1 й=1

откъдето коефициентите Ви се определят веднага.
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ЧИСЛЕНО ДИФЕРЕНЦИРАНЕ И ИНТЕГРИРАНЕ
:

Приближеното пресмятане на производна или определен интеграл от

дадена функция е важен елемент в числените методи. Ние ще се запознаем

тук с някои класически методи, които се основават на идеята. че една
приближена формула е добра, когато тя е точна за алгебричните полиноми
от възможно найлннрок клас. Формулите, които ще изведем, се получават
като вместо функтшята се диференцира или интегрира съответния интер-
полационен полином.

16. ЧИСЛЕНО ДИФЕРЕНЦИРАНЕ

Тук ще се захшмаем с въпроса за численото днференштране (т.е. е при-
блнжепото пресмятане на производната ],(ш). Най-напред да обърнем вин-
мание. че диференцираното е един иеустойчив процес в смисъл, че малки
изменения на функцията ] могат да доведат до големи изменения на нейната
производна. Това налага да се подхожда много внимателно при численото

диференциране. като се анализира детайлно всеки конкретен слу-шй. Ние
ще се спрем още веднъж но-нодробпо на този въпрос по-нататък.

Нека [(не) е определена в [а, 17] и (130, . . . , ш„ са различни точки от [а, 635. Да
предположим, че ](гс) пуша непрекъснати производни от достатъчно висок

ред. Съгласно формулата на Нютон,

(1) !(1) = или:) + Л-со. . - . .ШШШМШ),

където

ш(ш) : (а: - шо) . . . (ас
-
жп),

а Ъ„(] ; т) е иптер!юлационпият полином за [ с възли шо, . . . , жп. Най-напред
ще покажем, че функцията „(аз) : ][:со, . . . , шта; е диференцируема в точ-
ката :::. Наистина, съгласно определението на производна,

901: + 11)
-
908)/ .= 119 (” „а „,

: Нш Джо” ” „::/тт + Щ
“

1115150. .
. . дума:]

й-Ю 1“ + 11.“ 3:

Нш Ласо. . . . ,т„,:в + 11, 131:40
!!

![Шо,...,3п,Ш,Ш],

защото, както видяхме но-рано (виж Теорема 6.5) разделената разлика е

непрекъсната функция на свойте аргументи, ако ] е достатъчно гладка. И
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така,

Щ![ШОЗН-зттнш]
= ][30,...,шп,ш,т].

Тогава. от (1) получаваме

!”(т) = Виж) + Ласо. . . . лютив) + Джо, . . . ,1:тш)ш,(ш).
Следователно грешката Е(] ) при нриближеиието ],(3) а: [;(];ш) се дава с

израза

ЕП): Пасо,. ..,5ста:,:в)ш(:с) +Лшо....,;с„,а:)ш,(:с).
Като използваме връзката

(*)
.

му......ун =
!
„(0

можем да запишем Е(] ) по следния начин:
(п+2)

(2) Е”) =%Ш(т)+тш (35).

където 5 и п са някакви точки от интервала (а, ь). В общия случай ние много

рядко знаем [“+” и 101”) и почти никога не знаем нищо повече за 5 и 1),

освен това, че са от (що). Затова на практика се използва доста грубата
оценка

Л! А!п+2 > п+1
яви)! : („+-)2,:ш(ш):+ („+ „,нашел.

където М„ е горната граница на |](”(Ш в [а, ь].
В някои случаи изразът за грешката (2) може да се опрости значително,

например, когато точката :: съвпада с някой от възлите шо, . . . , шп, или пък
когато е.)/(и:) : 0. В първия случай, при и: : ще, имаме ш(:щс) : 0 и

ще.) =
,
И (и. - ш.).

:=0,535/С

Тогава (2) добива вида

!(+”(п)
.з; Щд=ж П (::..-ш.)

(11. + 1)!
1503961:

за някакво 7; 6 (а, ь).

Аналогично, ако (д)/(:::) : 0, то (2) добива вида
(п+2)

(4)
Е(/)=1(щп+2(;)ш(ш)
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Ще имаме (д)/(:?:)
: О например, ако възлите са четен брой и са симетрично

разположени около точката :::.

Сега да разгледаме НЯКОИ ПРОСТИ “18СТНИ случаи.
Нека п : 1. Да изберем за възли точките 330

: а и 31 = а-Нь. Да намерим
приближен израз за ]/(:в) при 3- : а. Имаме

На) “ 1403“),
където 1.10; #) == [(а) + Ла, а + 11] (#

- а). Следователно
ПЕН-11) - !(а)

„ .

В този случай точката в. е възел, затова прилагаме формулата (3) за оценка
на грешката. Получаваме

(5) !,(а) % Ла, “ + 111
=

6) Еи)=-!Ъть.
Формулата (5) има прост геометричен смисъл. Производната ],(а); която
е равна на ъгловия коефициент на допирателната към [(а) в точката с

абсциса а, се заменя с ъгловия коефициент на секущата през точките с

абсциси (: и а + и (виж Рис. 8).

:: ат

Рис. 8

Нека отново п : 1 и възлите то и 931 са симетрично разположени около

точката а, в която търсим производната. Да положим шо : а - 1», ::.-1 = а+ п.
Очевидно

1,103) = ](а- п)+1[а- п,а+ ще - а+ 11).

Следователно ;“ (а) % ;(];а) : ] [а - !ъ,а + ь,]. Получихме формулата

ла+ю-ги-щ.(о .тща %
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Геометрнчиият смисъл на (7) е изяснен с Рис. 9 - ъгловият коефициент на
допиратечпата към [(.т) в точката а. се приближава с ъгловия коефициент
на секущата през точките а - й и (1 + 11.

Рис. 9

Грешката Е”) намираме, като използваме (4),
”!

(8)
”

Еп =
1759? .

Веднага прави впечатление, че грешката (8) е много но-малка при малки 11

от грешката (6), докато съответните формули (5) и (7) са еднакво сложни”
„ и двете използват по две стойности на функцията ]”(ш). За характеризация
на порядъка на грешката (както и на други величини в числения анализ)
се използват символите О ( о” голямо) и о ( о” малко). Казваме, че (рим) е

О(ф(1ъ)) при и -> 0, ако съществува константа К такава, че % 5 К при

11 -> 0. Казваме, че 5001.) е о(ф(/ъ)) при 17. -> 0, ако% -> 0 при 11 -> 0. И така,
съгласно дадените определения, формулата (5) има грешка от порядъка
001), докато грешката на (7) е О(/ъ2). Както ще се убедим тис-нататък.

формулата (7) се използва много често при теоретични изследвания, осо-
бено при обосновка на числените методи за решаване на диференциални
уравнения. За съжаление тя може да бъде приложена само за приближаване
на производната във вътрешните точки :в 1, . . . я,. на дадена таблица от стой-
ности [(то), . . . , [(и) на. функцията ](13) За крайните точки то и т„ може
да. се използва (5). Но тя има грешка О(1ь). Би било добре да има формула
за приближепо смятане на ],(330) и ],(т„) с порядък на грешката 0012).
Именно такава формула ще изведем сега. За целта ще привлечем още един

възел, за да увеличим точността на приближение.
Некап= 2. Избираме възли то : а, 331

= е + 11, 332 :: е + 2/ъ. Ще
приближаваме производната на [(:с) в точката :п : е. В този случай имаме
Ъ2([;а:) =](а)+/[а,а+1ъ](з:-а)+][а,а+ 11,а+2!1.](т-а)(:в-а- 11) .
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Оттук получаваме

%(1; в) И [(ще + 11] + Лам; + да + 2/ъ](-1ъ)

]”(а)

+!(а+п)-д[/(а)+ !(а+д)+ (“»-(211);-/2 11 2122 -/12 2112

-3](а) + 4да + п) - [(е + 211)

211
.!!

Следователно

-3](а) +4](а+/ъ) -](а+2/ъ).(9) на) в „,
Тъй като точката а е възел, то за оценка на грешката Е([ ) ще приложим
формулата (З). Получаваме

(10) Е(г)=Ши

Грешката има порядък 0012).
Ако построим, но описания вече начин, формула за приближение на ]”(а)

при възли то : а - 11, 331 : а, ::.-2
= 0. + п, то ще видим, че получената

формула съвпада с (7), т.е. коефициентът пред [(11) в приближения израз
ще бъде равен на нула. Това разкрива причината за по-голямата точност на

(7) в сравнение с (5)
- тази формула е построена всъщност по три (а не по

две) стойности на изследваната функция ](т).
Интерполационпият полином на Лаграпж Ъ„(] ; :::) с възли шо, . . . ,:с„ се

използва също за приближено пресмятане на производни от но-висок ред.

Просто [(*)(33) се заменя 1,510”; 12). За оценка на грешката обаче се налага

да се диференцира функцията ][30,...,шь,а:]ш(:с) !: пъти, след което се

получават изрази от вида (2) с 1с+„1 члена. Ние няма да извеждаме тук тези
изрази. Накрая ще обърнем внимание, че връзката между производната и

разделената разлика ни дава още следната формула за числено диференци-
ране: За ::: е [то, жп],

(11) [()(:1:) % ][ШО,...,тп)п! .

Както се вижда, формулата (5) се получава от (11) при п : 1 и 11: = 330.

От изведените изрази за грешката при численото диференциране се виж-

да, че грешката намалява, когато стъпката 17, намалява. На пръв поглед

изглежда, че човек може да получи производната ]”(а) с каквато си иска

точност, стига да може да се изчисли ](т) в близки до (1 точки и:. На практи-
ка се оказва, че това пе е така. Забелязва се, че при практическо използване
на коя да е от изведепите формули, при намаляване на н грешката отначало
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намалява, а след това започва да расте. Причината е в неустойчивост”
на формулите за числено диференциране, за която споменахме в началото
на тази лекция. Тук ще обясним по-подробно това явление.

Нека приближаваме )”(а) по формулата (7),

наивна-пуНа) „, „,
Да приемем, че електронната сметачна машина, с която работим, представя
числата с точност 10“8. Тогава вместо с точните стойности ](а+п) и ](а- 11)
ние работим в машината с числата

Дам) = ](а+1ъ)+е1, »

Паци) = !(а*д)+62,

където

(12) 1551 5 104, »: = 1, 2.

Тогава за приближената стойност на 1 (а) получаваме числото

Кадет-да““) -/(а+д)-/(а“д)+51-Ег
- ап 21; 21:

“

Съгласно (8),

да +
гъз-“ла

-
п) : да) + Е,

където

(13) Ш! Е М/Ъ2 ,

с някаква константа М. Следователно изразът
,
а+д)2-!(и-д) приближава

], (а) е грешка Е+ (51 -62)/211. Тази грешка има порядък драг,) : 1И„?+-2459,
поради (12) и (13). Тъй като (,а/(11) : 2М1ъ - 1353, то ср(/ъ) ще достига своя
минимум при 11 = по, където но е нулата иа ср,(/ъ),

-з 1 „да/Епо-
2.108М-103 М“

Следователно 9001.) намалява, когато !!. намалява до по, а след това започва
да расте при кто-нататъшно намаляване на стъпката 11. Затова при числено
приложение се налага за всеки конкретен случай да се установи тази кри-
тичпа стойност по на стъпката и да се използват само такива и, за които
мно.
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Да изведем формула за приближение на [”(а) въз основа на стойностите
[(а - и), ](а), [(а-+ й,) при предположение, че ] има непрекъсната четвърта
производна в [а

- н, 0 + „1.
Първи начин. Да означим с 1.2([ ; и:) иптернолационння полином на

Лагранж за функцията [(си) с възли а. - 11, 0, а + 11. Съгласно формулата на

Нютон

1,203):[(а-п)+][а-1ъ,а](а:-а+/ъ)+][а-п,а,а+п](ш-а+/ъ)(ш-а)

!(3) = 1120???) +Ла»- п,а,а+п,а:](:в-а+п)(а:-а)(:с-а- п)
Оттук можем да получим едно приближение за ]”(а) по следния начин:

!”(а) % [г/(Тю) = 2Ла - тача + 11]

!(а-д)-2!(а)+!(а+д)
112

.

При това приближение допускаме грешка Е”),

В”) = !”(0) * ;()”;а)

[Да. - !ъ,а„а + 11,а:](:в
- а + п)(:с - а)(а: - а - [ъп/Ъ...“П

2Ла - 11,ще + п,а,а]ш,(а) + ][а - 11,а,а + й,а]ш”(а.)
.. !”(Е) [12

12

Втори начин. Тук предлагаме още един начин, за да се запознаем с

метода на неопределените коефициенти” за построяване на формули за „

приближение на линейни функционали. Ще демонстрираме този метод на

разгледания по-горе пример.
Развиваме в ред на Тейлър около точката а стойностите ] (а - 11), ](а).

[(а + д). Получаване

( защото ш„(а) : 0).

„ т а 11?

!(а-п) =
[((1)-1,(а)/ъ+!2(!а)112-!за

Му.-?+! Еди
(14) Да.) = да)

„ ш У

[(М/:) : ](а)+ ](а)/1+] ;“)ьц 135“)п3+
1”
4352)”4*

където 51 и 52 са някакви точки от интервалите (а.
-

12, а) и (що + 11),

съответно. Целта ни е да намерим коефициенти а, 6 и 7 такива, че изразът

ада- 11)+!3/(а) +“!!(а+д)
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да бъде равен на ]” (а) + 0011“), където грешката 0011“) да бъде възможно
най-малка, т.е. показателят А“. да бъде по възможност най-голям. Да сумираме
равенствата (14) умножени с а, ,8 и 7, съответно. Получаваме

ада - 72) + БМО-) + “(0 + 11)
= (0 + В ++)!(а) + (-а + ”!”/(а)“

не) итн
2 6113

+ (сж-Ру) А2+(-а+*у)

4

+ ЪРЧоНтПЧФЛЪ-

Целта ни е вдясно да получим това, което искаме да приближаваме (в този

конкретен случай ]”(а)) и след това да се опитаме чрез специален избор на
параметрите а, В и *7 да апулираме коефициентите пред най-ниските степени
на 11, пред по, 111, 112 и т.н., доколкото можем. Значи в нашия случай трябва
да изберем а, 8 и 7 от условията

1Н(“+”-2-
(а+В+7) = 0

-а+7 = 0.

Това са три линейни уравнения с три неизвестни. Решаваме системата и

получаваме
1 2

т+д=“в
Веднага се вижда, че при този избор на параметрите а, В и 7 се анулира и

коефициентът пред 113 : (-а + „даш.
Следователно

(1:17:

ЯШ=днш-т-%лщ+%ню+щ+щл,
: където

-!ШЮ) + 1”(62) В
2 12

.

. [У [У
Тъй като ]”(й) е непрекъсната функция и числото ! (61)?!

(62 се намира
между точната долна и точната горна. граница на ]”(8), то съществува
точка 6 6 (а - [ъ,а + 11) такава, че

!” 5“ ;], 52 = „!”/(5). Следователно

!”(Е)
12

:? .

ЕО”) =

щл=-



ч> 

. 31 

#
:
 

ж 
o . 

o
y
 

НЕ 
С
 
o
 

P 
e 

” 
Е
Е
 
а
 

Е
 

e 
R 

% 
5 
Ύ
Τ
 

e 
e
 

o
k
 

S
 

P 
S R 
а
 

%
 

й 
я
 

к
а
 

П
А
 

к
.
,
ф
.
к
.
 

α
ὃ
.
.
ὔ
«
κ
ἆ
ὢ
μ
ψ
ὼ
«

17. ИНТЕРПОЛАЦИОННИ КВАДРАТУРНИ ФОРМУЛИ

Онределеният интеграл е основно математическо понятие. Редица вели-

чини в естествените науки, инженерното депо, икономиката и други области
на приложение на математиката се изразяват чрез определени интеграли.
Затова много често на практика възниква необходимостта от числено пре
смятане на определени интеграли. Известно е обаче от курса по анализ,
че стойността на един определен интеграл 1 (] ) := [: [(.т) (1.1: може да бъде
пресметната точно в много редки случаи - когато подинтегралната функция
е достатъчно проста. В общия случай числото 10), което се определя като

граница на числова редица, е недостъпно за математика, въоръжен с молив,
лист и курса по анализ. Съществуват обаче редица численп методи, които

позволяват определеният интеграл да бъде пресметнат с дадена точност.

Тук ще разгледаме някои от тези методи.
Просто правило за приближено пресмятане на интеграли може да се

получи като заменим подинтешалната функция !(33) с интерполационния и

полином на Лагранж. Да предположим, че са известни стойностите на [(.т)
в точките то, . . . ,1: .От ласно формулата на Нютон

(1) ](33) : Едит:) + ][то,...,т„,т]ш(т) ,

където Ъ„(];.т) е иптерполационният полином иа Лагранж,

БпПЗШ) = 2 ЛИЛИ-Та),
1с=0

а ш(:с) : (т - то) .. . (а: - тд). Като хштегрнраме (1) почленпо от а до ь

получаваме формулата

(2) ЦУ)” Хенди)
к=о

където

(3) („дни).-.] И да”” ь=0,...,„.
“
1=0,я;Нс

Фк - 3“

Грешката на това приближение е

ь

(4) но) := Ц!) - към» = /. нм.. . . ,ш„.ш1ш(ш)аш .

Формула за приближение, в която определеният интеграл се приближава с

линейна комбинация на стойностите на подинтегралната функция или нейни

производни в краен брой точки, се нарича квадратите формула (2) е една

:.аимчамммммшщм„

......

„

..
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квадрат-урна формула. Точките то,...,т„ са възли, а числата со, . . . ,с„ -

коефициенти на квадратурната формула.

Определение. Една квадратурна формула от вида (2) се нарича интер-
полационна, ако нейните коефициенти с„ се получават по формулата (3).

С други думи, формула с п+1 възела се нарича иитерполанионна квадра-
турна формула (или формула от интерполационен тип), ако тя се получава

чрез интегриране на интерполационния полином на Лагранж със същите

възли.

Ще казвамеде квадратурната формула (2) е точна за функцията ] , ако
Щ!) =0-

Теорема 1. Ако кеадратурната формула (2) е интерполационна, то тя
е точна за всеки полином от класа 1г„. Обратно, ако една формула от вида
(2) е точно за всички полиноми от класа пп, то тя е интерполационна.

Даказаттелство. Нека (2) е интернолационна квадратурна формула и

] е 1г„. Тогава [(и) Е [„А/нв) и следователно Н(]) = 0, т.е. формулата е

точна за ] .
Да допуснем, че (2) е точна за всички полиноми ] от 7г„. Тогава тя ще

бъде точна и за полиномите 1,-(:т,). Следователно

п

[(Д-) : Е си,-(щ) = ед, е: 0, . . . п,
К=О

защото Цц) : „с. Получихме (3). Теоремата е доказана.
Както вече видяхме, грешката на интерполационната квадратурна фор-

нула се дава с израза (4). Тази формула не е удобна за приложение, тъй

като грешката се изразява отново чрез интеграл, който дори е [хо-сложен от

предишния. Въз основа на (4) обаче се правят оценки, които се използват

на практика. Ще разгледаме два случая, в които изразът за грешката може

да се запише в но-нрост вид.
Нека нолиномът ш(:1:) не си сменя знака в (а., ь). Да предположим още, че

[(и) има непрекъсната (11 + 1)-ва производна в [а, Ъ]. Тотава Лаго, . . . ,и, и:]
е непрекъсната функция на а: в [а,ь) и съгласно теоремата за средните

стоГшости, съществува точка : е (а, ь) такава, че

ь

на) = ласо, . . . „а, :; ] „(аи.В

По-нататък, от връзката между разделената разлика и произвоштата следва,
че съществува точка 6 е (а, 6], за която

(71 1)Щ ьшош.(5) Н(/)= („м), „
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Ако ш(:в) си сменя знака само един път в [а, ь] и ]:ш(ш) (11: = 0, то изразът
(4) също може да се опрости. В този случай използваме рекурентната връзка

![309 - - -
» 3115 ШП+1= 2] : ![ШОЗ . . . ,Ш, Щ] .- 1-[ШОР . . , ШЛ7ШП+11

:
17 - Шта-Н

за да получим

1130! 7”!!!„] [[ШО,-..,13п„3п+1,13](3“Шп+1)+][Шо,...,3п+1]
за всяка точка им от [а, ь). Следователно

ь

В”) :
[,][то,...,ш„,а:„+1,а;](:вмшп+1)ш(:1:)11:с+ .

ь

+
][10,.--,32„+1]/0ш(з:)с11

П
ь

/ ][:со, . . . ,:вп,а:„+1,а:](я: - тп+1)ш(з:) (13 .

0.

В последното равенство използвахме условието, че ]: ш(.т) (11: = 0. Да пред-
положим сега, че шп+1 е точката, в която ш(а:) си сменя знака. Тогава функ-
цията (а:

-
шп+1)ш(т) ще има постоянен знак в [а, ь]. По-нататък, при пред- 1

положение, че ] има непрекъсната производна, заключаваме въз основа на :

теоремата за средните стойности, че съществува точка 5 е (а, 6), за която

( 2)

(в) ню= [„
+

5.) ] (а: мощна:

Да отбележим, че в този случай грешката се изразява чрез (17. + 2)-та произ-
водна. Следователно Е(]) = 0 за всяко ] Е пп“, т.е. кватфатурната формула
е точна за Всички полиноми дори от (п + 1)-ва стенен.

Използването на интерполационния полином за приближено пресмятане
на интеграли е било предложено от Нютон. Английският инженер Коутс
е пресметнал коефициентите на интерполациоините квадратурни форму-
ли в [О, 1] в случая на равноотдалечени възли :::;с : Ъ/п, !: : О,...,п, за “

п : 1, 2, 3, . . . , 15 и публикуван таблиците с тези коефициенти. Затова интер-
полационните квадратурни формули с равноотдаличени възли се наричат
квадратурни формули на Нютон-Коутс.

Сега ще изведем в явен вид някои елементарни квадратурни формули.
Нека п : О. Тогава

Войт) = 1030)

И следователно

Ц!) % [(да) = !(то)(ь - а).
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Специално при 30 = 93? получаваме

(7) [;(ш)аа:щ(“;ь)(ь-а).

В ТОЗИ СЛ *чай НКЦИЯТЗ си 33 := 227
- Ш СИ СМЕНЯ знака само В точката

2 .

:1: : (и + ())/2 и [:“)(3) (11: = 0. Следователно, при 30 = 331
: (а + [))/2,

2

полиномът (ас
-
тожа:
-
31) = (:В

-
539) ще има постоянен знак в (а, 17).

Тогава, съгласно (6) ,

„ ь » .. 3

(8) ЕН) =

Рис. 10

Формулата (7) е известна като квадратурна формула на правоъгълници-
диан Тя има прост геометричен смисъл (виж Рис. 10). Интегралът 1 (] ), който
*
равен на лицето на фигурата, ощюделена от графиката на ] се приближава

= много на правоъгълника (: основа [а,ь] и височина ] (939). Оттук идва и
наименованието на тази формула.

Нека сега п : 1. Да изберем :::0 : а, 31 : ь. Тогава
1:10; 1“) = [(и) + ЛщЪКФ - а):

!(т) Ъ1(!;т)+![а,ь,т1(т-(Мать)-Н
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Заменяме 1 (]) с !(Ъд) и получаваме квадратурпата формула

(9) 1
-

За определянето на грешката ще се възползваме от (5), тъй като в този

случай нолиномът ш(а:) = (1:
-
а.)(:с
-
ь) има постоянен знак в (а, ь). Имаме

ни): ”45” /„ (:в- а)(;::
-
Юда,:

Пресмятаме интеграла и получаваме

(10) на) = -Ш(ь .. а)

Формулата (9) се нарича квадратурна формула на трапеците. Нейният
геометричен смисъл е изяснен на Рис. 11 но-долу.

Рис. 11

Сега да разгледаме една интерполациоина квадратуриа формула с три
*

равпоотдалечени възела.

Нека п : 2. Имаме
1:03): Ъ2(/;Ш) + ![ШОФШЪШЪШКШ

“- За)“ 31)“: “ 32)-
Оттук получаваме формулата

(11) 10”) % ПИ)-

Да изберем 1130-- а, 31 - (а + ь) /2 32-.. 6. В този случай функцията ш(а:) ::
(а:
-
0) (а:
-
933) (а: 6) си сменя знака в (а, 6) само в точката 33:-=(а+ь)/:
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Освен това [: ш(:в) (11: = 0. Следователно остатъчният член се представя

както в (6). Имаме

на): ”(б)/”(„и)(3336) (ас-ШФ

Пресмятаме интеграла И получаваме окончателно

ЙП/(Е)

2880
(ь “)5(12) на) = +

За да получим явния вид на квадратурпата формула (11) бихме могли да
запишем 1420235) по формулата на Нютон и да пресметнем ! (112). Ние ще
покажем тук един по-прост начин. Да означим за удобство с р(а:) интерио-

лациоииия полином 1,20- ;:12). По формулата на правоъгълниците (7) и на

трапеците (9) имаме, съответно,

!(р) =
(т»(““2”))(ь+а)+24

1-р,2(152)

р”(б1)
(ь

-
а)31

1 (17) || (ь- (03

където (1 и 52 са някакви точки от (а, ь). Но ;) е 7г2. Следователно ;),/(С)

е константа за всяко :. Оттук р” (51) : р”(52). Тогава да умножим второто

уравнение с %
и да го прибавим към първото. Получаваме

“
[г(а) + рап.1(р)+;1(р)=р(“;”ь)(ь-а)+ь“

Тъй като полиномът р(а:) интернолира ](3) в точките а, 1319
и ь, то от

горното равенство следва

(13) др):
ь

6“[/(а>++41(“+ь)+1(ь)].

Получихме формулата

ти) [; тьт[(а)41(“”)+ль>].
Това е знаменитата квадратурна формула на Симпсън. От израза за греш-
юта и (12) се вижда, че тя е точна за всички полиномн от степен по-малка
пии равна на 3.

Изведепите тук квадратурни формули (на правоъгьлииците, на трапе-т, на Симпсън) се наричат елементарни квадратурни формули. В този

еи вид те рядко се използват на практика, защото грешката при тяхното
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приложение е голяма, особено ако интервалът па интегриране [а, Ъ] е голям.

Това се вижда от изразите (8), (10) и (12) за грешките. На практика обикно-
вено се постъпва по следния начин: Интервалът [а, Ъ] се разделя на т равни
части с помощта на точките асо, . . . ,:пт. След това във всеки подиптервал

[т,-„1,35] се прилага някоя от елементарните квадратурни формули за прет
смятане на интеграла [:*-1 [(:в) (11: и получените изрази се сумират. В резул-
тат се получава така наречената съставна квадратурна формула.. Ние ще

изведем тук и съставните формули в явен вид, защото те имат голямо

приложение.
Съставна квадратурпа формула на правоъгълниците. Нека и:; : (1 + 171,

1 = 0, . . . т, !; : (ь - а)/т. По формулата на правоъгълниците имаме
[(:11) (111: = ;

(2511215)
(„:5
- ш,.-.) + г;?)пз,

3:

1,“-

където 6,- е някаква точка от интервала ((Ед-1,125). Сумираме горните равель
ства за 17

= 1, . . . „т и получаваме квадратурната формула

Аь/(ш)(1:сю ;ай](553%5)

, ”-

а=хо хд хм 11=хм

Рис. 12

с грешка

но) - (ь “) 1

„ЕГ/(е)24т.2 т -1-1
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Но числото 1[],/(51)+ + ]”(Етп е средно аритметично на т стойности
на ]”(а:)в [а, Ъ]. Следователно то се намира между точната долна и точната

горна граница на ]”(2) в [а, 6]. Отгук следва, че съществува точка 5 е [а, ь]
такава, че

акт/[(а) + + там)] = те.
Тогава за грешката на съставната квадратурна формула на правоъгълни-
ците получаваме

3

(1?4

-
112)Щ!) !”(Е)

Сега вече се вижда, че с помощта на съставната формула можем да пресмет-
нем интеграла 1 ([ ) с каквато точност искаме, стига да изберем т достатъчно
голямо число.

Съставна квадратурна формула на транеците. Напълно аналогично, ка-
то изнолзваме формулата на транеците (9), получаваме

ь

62-11

.

[, палиш
+

тио+2л+ш+2гт4+1тъ
3

но) =
3221217,“,?

те) да [им

Тук за краткост сме писали ],- вместо [(а-д).
Съставна квадратурна формула на Симпсън. В този случай разделяме

(а, 6] на четен брой нодиитервали [т,--ьтд], 1 = 1, . . . , 2т и след това при-
лагаме формулата на Симпсън за двойния нодинтервал [щ-ьтдн], 1 =
1,3, 5, . . . , 2т - 1. Получаваме

ь

([ „„ Ъ-а
[(:/(+)

за +
вт [митинг+л+...+ьт-21

+ да + 13 + . . . + итн),
(Ъ- а)5

н(/)=-2--+-8;0т41”(г) сем.
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18. КВАДРАТУРНА ФОРМУЛА НА ГАУС

Да разгледаме квадратуриата формула от общия вид

ь п

(1) ] „(отит „ Ханза.).а 21

където „(т) е дадено тегло, определено в [ще], а 5 за ( ( т,. 5 1), а

[Ален са реални числа. Вече въщяхме, че при всеки избор на възлите [и]?
можем да намерим коефициенти (Ак)? такива. че получената квадратуриа
формула ( 1) да бъде точна за всички алгебрични полппоми от стенен п- 1. За
целта, достатъчно е да построим питернолациоипата квадратурпа формула
от този вид

ь !)

[, „(зала-ш
= ] д(Ш)Ъп-1(!зт)дт
Х: [ди Й “да и)=

[1213 11,“ ”:
!г=1 “

ет.:-дн.-
“ ” :”!

Дали не съществуват някакви специални възли (132)? при които съответната

интернолаштонпа квадратуриа формула да бъде точна за полипомите и от
стенен по-висока от н - 1? Ние вече срещнахме такива примери: формулата
на Симпсън е с три възела, а е точна за всички нолиноми не само от втора,
по и от трета степен. Тук се сблъскваме с една нова, важна характеристика
на. квадратурппте формули.

Определение. Казваме. че една кващютурна формула има алгебричната
степен на точност (накратко АСТ) ти, ако тя е точна за всички алгебрични
полипоми от степен 5 т и съществува полином от степен т + 1, за който
ти не е точна.

Каква пай-висока АСТ може да има една квадратурпа формула (* п.

възела“;7 При кои възли се достига. най-висока АСТ? Това са въпросите. на
които ще се спрем тук.

Лесно се вижда. че максималната алгебрическа степен на точност на

формулата (1) (: но-голяма или равна на п - 1. Наистина. при все :: избор
на точките (ще)? можем да построим съответната пптерполационна квалит-
турпа формула (: възли в (Ц.К. която по опредклспис с точна за всички
иолииоми от цд. т.е. има АСТ равна поне на н „ 1. Сега ще покажем (*

един коитрапрпмер, че не съществува квадфатурпа формула от вида (1) (:

АСТ по-висока от 211 - 1. Наистина, ако има такава формула, то тя трябва
да е точна и за полипома

ш2(1:) =(:1: - 9:02 . . . (51:
-
аз,.)г,
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който е от стенен 2п. Но

6

/ а(:с)ш2(ш)аа: > 0,
0

докато
и

Е Аьш2(3к) : 0.
1с=1

Следователно квадратурната формула (1) не е точна за нолинома ](т) :
ш2(т). И така, най-високата АСТ на формулата (1) е по-малка или равна на

2п - 1.
Свободните параметри в квадратурната формула (1) са 211. на брой -

това са възлите [и] и коефициентите [Ау]. Следователно имаме известно
основание да очакваме, че съществува такъв избор на параметрите [ц] и
[Ад], при който да се удовлетворят 2п уравнения, изразяващи точността

на формулата за базисннте функции 1,1:,1:2. . . . ,т2п-1, Които са също 211

на брой. По-долу ще покажем, че наистина съществуват възли (ще)? и

коефициенти (Ад)? при които съответната квадратурна формула (1) има

АСТ равна на 2п - 1. Тази формула е била построена за първи път от Гаус
и затова се нарича квадратурна формула на Гаус.

Теорема 1. При всяко естествено число 71 съществува единствена квад-

ратурна формула от вида (1) с АСТ : 2п - 1. Възлите (ще)? на тази

формула са кулите на полшюма от степен п, ортогонален в [а, ь] с тегло

ща“) на всички алгебрични полиноми от степен и - 1.
Доказателство. Нека ш(ат) е ионнномът от стенен 11, с коефициент 1

пред 3, който е ортогонален в [а.Ъ] с тегло „(:В) на всички полиноми от

стенен п - 1. Видяхме (вж; Теорема 1411), че съществува единствен такъв

не.:нпом и той има точно п реални, различни нули в (ще). Да означим

тези нули с 131,...,:с„. Имаме ш(;г) : (а;
-

::.-1) ...(3: - :::). Да построим
тн ;ернолационната квадратурна формула от вида (1) с възли - пуните (и)?
.та .:.)(33). Ще покажем. че тази формула има АСТ : 27: .- 1, която е възможтю

най-високата. Наистина, нека ] е произволен полином от степен 2п - 1. Да
:*Твггцелнм [(1) на ши”). Получаваме

(и [(М = ш(т)а(г) + 711“),

..3- ДЕТО (] И Т са НОЛИПОМН ОТ стенен кто-малка НЛП равна на ”П,
- 1. Тогава

Н
ь !) 6

]“ „анима: /„ мощи.-мами ] „(отишла
[„ и(:1:)т(.т:) аз:.
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Използвахме, че ш(а:) е ортогонален на (;(:в). Тъй като формулата (1) е

интерполационна, тя е точна за г(аг). Следователно

/: д(:в)т(а:) (1:15 : ;: А„т(:щс).
Остава да забележим, че т(щ)=](шк),1с=..,п. Това следва от (2),
като се вземе предвид, че ш(:щс) : 0. Окончателно получаваме

Гладис) ще
= 2:Ами) = 2Акт).“

)е=1 1с=1

Квадратурната формула е точна за произволен полином ] от класа тип-].
Следователно тя има АСТ равна на 211 - 1.

Сега да докажем обратното. Нека квадратурпата формула (1) има АСТ: 2п-1. Ще покажем, че полиномът ш(а:) : (в:-431) . . . (:::-ам) е ортогонален
на всеки полином от 7г„ 1. Наистина, нека 0 е произволен полином от 7г„„1.
Тогава полиномът Лю): О,(:1:)ш(а:) е от степен 2п - 1 и квадратурната
формула (1) ще бъде точно за него. Имаме

[ьиеюешсшш
= 2:Алмаши) = 0.

(:
,с=1

т.е. 0.) е ортогонален на О. Твърдението е доказано.
Единственостга на квадратурната формула с най-висока АСТ следва от

единственост на полинома (а:
-

231) . . . (а;
- тп), ортогонален на всички

полиномн от п„-1.
Коефициентите (Ад,) на квадратурната формула на Гаус са положителни

числа. Това се вижда по следния начин: Полиномът ши (:::):--ш(а:)/(.т - :д.)
е от степен п - 1. Тогава полиномът (рд (:::):--ш,%(а:)/ш,%(щ) е от стенен 2п -
2, той е неотрицателен и („ада,-,с): 1. Тъй като кр), се интегрира точно по
формулата на Гаус, то

0 (
/ьи(т)срь(т)4т=Ети(25) = Ак,:

и твърдението е доказано.

Формулата

.. „ мили)„
АЕ-[дь ”( )Т“(”ММ“)

може да се използва за пресмятане на коефициентите (Ад) па кващзатурпата
формула на Гаус. Ние ще дадем сега един друг начин за пресмятане на Ак,
при който се избягва интегрирането.
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Нека Ре(аг), Р1(ш), . . . , Р„ (аз) е редицата от ортогонални полиноми в [а, 6]
с тегло „(т) Да предположим, че тази редица е ортоиормирана, т.е.

ь

] и(:в)Р,с2(:в)с1:с : 1 за всяко Ат.

Освен това ще предположим, че водещите коефициенти а,: на Р„(ш) са
ноложитешш. Нека 121, . . . , ш„ са пулите на Р„ (т)

Р,.(ш)=а„(а:-:в1)...(а:-а:„)=а„Ш+-=-, ап>0

От доказштата тео ма следва, че 931 г„ са възлите на кв а ната, ) ТУ

формула на Гаус. За да намерим коефициентите [Ад], да разгледаме сумата

ВШ == ап-т Х: АьРп-1(Шь)!(3ь)-
й=1

При ] Е л„-1 полиномът ](Ш)Р -1(а:) е от степен 2п-2 и се интегрира точно
по формулата на Гаус. Следователно,

ь

от им] „(цитатите при [Ети-2,

ви-11 Н От:-1 [мм-таман: = Гней-пазиш = 1.

Но тези две свойства характеризират напълно разделената разлика

Ли,...дп]. Следователно

!(Шь)

!:(Шь).
вш = ;[ш1,...,ш„1= а,.%

К:],

ато нриравиим коефициентите пред [(и) в горния израз и тези в ВШ,
штучаваме

1. ап
А,: -

ап-1 РА(Шь)Рп-1(Шк),
А .. 13 . . . ,“.

ева са известни формули за пресмятане на коефициентите на квадрати)-
вата формула на Гаус.

По-долу ще дадем оценка на грешката на кпацратурната формула на Га-
. Да предположим, че функцията [(е) има непрекъсната 2п-та производна
ге, ь). По формулата на Нютон,

](3) = Н2„-1(ас) + Джъд, . . . ,:сп,а:„,:1:](а: - т1)2 . . . (а:
.-
жп)2,

- ето Н2„-1(:1:) е полиномът от степен 2п - 1, който удовлетворява интер-
тационните условия

Н2п-1(5Щс) = !(шь), Наша-ь) = !,(Фк), 19 = 1, - . - ,п-



Ν 
Μ. 
s
 

e
 

e 
G 
а
 

< 
" 

„ 
ре 

D 
A
 

A
T
 

A
 

i
 

5 
> 

> 
4 

м
у
е
 
я 

7 
” 

48 
%, 

4 v 

Ἂ 

120

Тогава, като използваме, че квадратурната формула на Гаус е точна за

Иги-4, получаваме

ь п

им == ] „(опиши- Емма-ь)
!!

[ьд(а:)](ш)с1:п-ЕАкнгп-1(Шь)

[да)/(тим Ги (3)Нгп мат

Н
]ь “(т)/[2:17 3:17 - - - :Ш, 17, 3191201?) (13

(211) ь:
;(2135) “ р,(:с)ш2(:с)(1:с,

където 5 е някаква точка от [а, 6].
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19. КВАДРАТУРНИ ФОРМУЛИ ОТ ГАУСОВ ТИП

Ще разглеждаме кващзатурни формули от вида

5 т 72

(1) ] „(акт) се: и ): ала.) + 2Ати) ,

“ е=1 14:11

където аз 11 (.--( [„Е 12, 0.5 331 (---( :„5 ь ииикое от числата. [г,-); не

съвпада с никое от (ш,-Н. При фиксирани [и]? ще се опитаме да определим
останалите параметри [В,-Н, [А,-Н1 и (т.]? така, че квадрат-урната формула
(1) да има възможно най-висока алгебрическа степен на точност, която по-
нататьк ще означаваме съкратено с АСТ(1). Общият брой на свободите

параметри е 271. + т. Следователно можем да очакваме, че те могат да

бъдат избрани така, че квадратурната формула (1) да е точна за полино-

мите 1,а:, . . . ,ш2+т“1, т.е. (1) да има алгебрическа степен на точност поне
211 + т .. 1.

Следващата теорема дава характеризания на тези възли и коефициенти,

при които АСТ(1) : 211 + т - 1.
Да въведем означенията

И

АА
8

Н |
|

93?
|
!

Н.:з жи?“

о(:в)

ШФ?)

Теорема 1. Квадратурната формула (1) е точна за всички полиноми
от степен 5 2п+тм1 тогава и само тогава, когато тя е интерполационна
и полиномътш(а:) е ортогонален в [а, ь] с тегло и(:1:)о(:с) на всички полиноми
от степен п - 1.
Доказателство. Ще използваме същата идея, както при доказателството

на теоремата на Гаус. Ако АСТ(1) : 211 + т - 1, то (1) е очевидно от

иитерполационен тип. Да докажем ортогоналностга на о.:(т). Нека е(ш) е

произволен полином от 7г„-1. Тогава нолиномът ](ш) == ш(.т)о(.т)(2(:в) е от

7г2п+т-1 и следователно

Гиз.-не)
аси =2 1311004 2: А../(т.,) = 0 .

“
1с=15=1

Това показва, че ш(:с) е ортогонален на 0 с тегло р.(:в)а(:в) в [ще]. Необхо-

димостта е доказана. ,

Да допуснем сега, че ш е ортогонален на всеки полином от пп-; с тегло

д(ш)о(а:). Да построим ш-ттерполациониата формула (1) с възли :::1, . . . , т„ -
иулите на си. Ще докажем, че (1) е точна за всяко ] е тг2„+т..1. Наистина,
века ] е 7Г2п+т-1- Тогава ] може да се представи във вида

!(3) = Ш(т)б(т)0(т) + ТФБ) ,
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с някакво 0 е т„-1 и т е 1г„+„,-1. Използвайки условието, че

]: Д(Ш)0(Ю)ш(а:)9(ш) (1:12 : 0
и че (1) е точна за т, получаваме

ь ь ь

] „аташе ] и(т)а(ш)ш(ш)а(ш>аш+] „(акта
%: тв,-та,.) +2 Аьт(:с„)
:=] /:=1

ЕЕ Пд) +2 Акдть)
::1

И

|!

т.е. (1) е точна за 1 . Теоремата е доказана.

Да предположим сега, че а(:1:) 2 0 в [а, ь). Тогава н(:с)а(а:) 2 0 и следова-
телно съществува единствен полином ш Е 7г„, който е ортогоналеп в [а,ь]
с тегло д(т)о(т) па полиномите от щ.д. Това означава, че съществува
единствена квадратуриа формула от вида (1) с АСТ : 2п + т - 1. Нещо
повече, няма квадратуриа формула от вида (1) , която има АСТ по висока
от 211 + т - 1. Това следва веднага от факта, че (1) не е точна например за
полипома а(:1с)ш2 (т). Следователно е в сила следното твърдение.

Следствие 2. Ако е(т) 2 0 в [а, 6], съществува единствена квадратурна
формула от вида (1) с най-висока алгебрическа степен на точност, равна
на 211 + т - 1.
Оттук нататък ще предполагаме, че е(т) 2 0.

Ще дадем едно представяне на осчатъчиия член

ь

а„тш := ] мала) са - за)
(3 (]) е изразът в дясната страна на (1)). Нека ] е С2п+т[а, 17] и ;) е полипомът
от л2„+т-1, който иптерполира ] в точките 11, . . . ,:т и т1,ш1,.. . ,т„.„.т„. По
формулата на Нютон

[(са) = р(.т) + Ли, . . . ,Ъ,„,т1,а:1, . . . ,т„,т„,т]о(т)ш2(ш)

Ако АСТ(1) : 211 + т. - 1, то кваюатурпата формула (1) интегрира точно
р. Имаме

ь ь ь
.

[1
д(ш)](т)с1.т ]“ д(а:)р(:с)с1:ст

* ] д(т)][ъ1,...,:1:„.:с„.т]о(:7:)ш2(т) ([н-
](2п+т)(6)

[ь ;1(:::)о(.т)ш2 (:::) от,502)+“
(2п + т)!
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където ( е точка от (а„ь). Тъй като 5(р) = 5”), то

тите)
(3) Нп,т(.[) :

(271 + т)!

6

]“ ищците)
си.

Ще разгледаме [хо-подробно два специални случая, когато фиксираните
възли са в краищата на интервала:

1.т=2, Ъ1=а, 152=ь,
2. т: 1, 11: (1. (или 21 : Ъ).

За простота ще приемем, че 0. = -1, Ъ :: 1 и „(и) 5 1.

Квадратурна формула на Лобато. В случай 1 квадратурната фор-

мула (1) добива вида

(2) ]1 те)
аз „, в1г(-1)+ 3210) + ЙАми).-1 К=1

Нейната максимална алгебрнческа степен на точност е 2п + 1. Съгласно

Теорема 1, възлите 331, . . . ,:1:„ на екстремалната квадратурна формула са

пуните на полинома ш(:с), ортогонален в [+1, 1] с тегло (11:
-
1)(а: + 1) на

всеки полином от щ.д. Да намерим си. За целта ще представим (222
-
1)ш(:г)

като линейна комбинация на полиномите на Льожандър. Имаме

(:::2
-
1)ш(ш) = водиш) + има) + ... + Сп+21мп+2(33)-

Умножаваме двете страни с 1,143) и интегрираме. Получаваме

1 1

0=] (3:2 -1)ш(ас)13ь(а:)с1:с : ед/ 1300113 при 15: : О,...,п- 1.
..1 -1

Следователно со : -- - : с,.„1 = 0 и

(502 1)Щ-Т) = още) + сп+1ьп+1(ш) + Сп+21т+2(3)-

Специално при а: : 1 и :В : -1 имаме

0 = е.. + сп+1 + сп+2
0 = (-1)[с„ - сп-Н + ане]-

Отхук определяме с„Н : 0, с„” : -с„. Следователно
(а?

+ те) = сами) - или».
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И така, възлите -1, 1,31, . . . ,аз, на квадратурната формула на Лабато са

нулите на нолинома Ъп+2(ш)
- Б„(ш). При намерени възли, коефициентите

се определят от условието, че формулата е интерполашЮнна

Струва си да се отбележи, че ::.-Ъ.. ,а:„ са нулите на нолнпома [.„+1(:г).
Наистина, интегрирайки но части получаваме

]1 (1
„ таи.„(т)/(т)ми- - ] ь,...(ш) [(1

- години-1

Но последният интеграл е равен на нула за всяко ] е 1г„-1, защото В,.“ е

ортогонален иа тгп. Следователно Ъп+1(ш) е ортогонален на всеки полином

] от пп-] с тегло (1
-

1172). Гогава

:1+1(Ю) =с(3;-:с1)...(.1:“3п)

С НЯКЗКВВ. КОНСТЗНТЗ. С.

Сега не е трудно да се намерят коефициентите 81 и 32 на квадратурната

форчула на Лобато. Тъй като формулата е точна за нолипома (1+т)[.„+1(ш).
то

1

/ .“ + знаиш) ат =Щип) в. .

От друга страна, чрез интегриране но части,

В (1 + :::)Ц,+1(:1:)(1:с : (1 +миди”: = има) : 2.
Следователно Вг-„- 1/1,„.+1(1) Аналогично, получаваме
В] : (--1)/Ъ„+1(- 1). Но лесно се проверява че Ъп+1(1)=Ш,
откъдето ЗВКЛЦОЧЗВЗМС, 18

231:32:
(п+1>(п+2)

Квадратурна формула на Радо. При т : 1 и 151
= -1 квадратурната

формула (1) приема вида

(3) [1 на:) са = вл-п + 2:Ат.).“1 ь=1

Формулата с максимална алгебрическа степен на точност (равна на 211) от

вида (3) е известна като квадратурна формула на Радо. Да намерим нейните
възли. Съгласно Теорема 1, 31, . . . ,а:„ са нулите на нолинома ш(:в), който е

ортогоналеп с тегло 1 + :В на всички полиноми от 1г„-1 в [-1, 1]. Ще търсим
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отново (1 + :1:)ш(.т) като линейна комбинация на полиномите на Льожандър.
Имаме

(1 + ш)ш(а:) : со130(а:) + ” . + С„Б„(.т) + с„+1ь„+1(ш).

Както и в предишния случай се вижда, че со : - - - : с,.-1 : 0. Следователно
(1 + т)“)(ш) : си!/пс”) + Сп+1ьп+1(ш) -

При а: : -1 получаваме

с„ь„(-1) + („„и-оп“ = (-1)(с„ - см) = 0,

т.е. с„ : с,..Н. И така,
(1 + още) = е,. (ь,.(т) + винт)) .

Оттук се вижда: че възлите -1,а:1, . . . ,а:„ на квщатурнаш формула на

Радо са пуните на полинома Е„ (:с) + Ъ„+1(ш).

Задача. Покажете, че коефициентите в квадратурните формули на Лоби.

то и Радо са положителни числа. Докажете, че В : 2/(п + 1)2.
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ЧИСЛЕНО РЕШАВАНЕ НА УРАВНЕНИЯ

Точките 3, за които [(и) = 0 се наричат нули на ] или корени на уран-
нетшето [(%) = 0. Много задачи от практиката водят до необходимостта от
числено пресмятане на корени на уравнения. Най-често това са алгебрични
уравнения, т.е. уравнения от вида р(й) : 0, където р е алгебричен полином.
Ако функцията ] може да бъде достатъчно добре нриближена с алгебричен
полином р, то корените на уравнението р“) : 0 ще бъдат добри приближения
за корените на [(2) = 0. Оттук следва, че би било добре да разполагаме с
числени методи за решаване на алгебрични уравнения. Тук ще се запознаем
с такива методи. Преди това обаче, ще дадем някои класически резултати
за оценки и брой на корените на едно алгебрично уравнение.

20. ОЦЕНКИ ЗА КОРЕНИТЕ

Ще започнем с едно правило на Коши за намиране на кръг, който съ-
държа всички нули на даден полином р с комплексни коефициенти. Знае
се от алгебрата, че ако р(г) е полином от стенен п, то р има точно п нули
в комплексната равнина. От голямо значение е да се намери една крайна
област (например кръг), която съдържа всичките нули на р. Тогава бихме
могли с други методи по-лесно да локализираме в тази крайна област всяка
от нулите на р.

Теорема на Коши. Нека р(г) : г + (да-1 + + щ. е алгебричен
полином с произволни комплексни коефициенти. До предположим, че и„ 96
0. Тогава всяко нула а: на р удовлетворява неравенството

!т! 5 В ,

където В е единственият положителен корен на уравнението

(1) г - или“ - - !а„-1!г- !апг =0-
С други думи, всички корени 2 на уравнението р(2) == 0 лежат в кръг с
център в нулата и радиус Н.

Доказателство. Най-напред ще покажем, че уравнението (1) наистина
има само едтш положителен корен. (Това следва от теорема на Декарт,
която ще докажем в следващата лекция, но ние предпочитаме да дадем тук
директно доказателство.)

Вижда се, че при : > 0 (1) е еквивалентно с уравнението

: : [а1|2”1 +...+|а„-1и+|а„| ,
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а оттук, като разделим двете страни с г, стигаме до уравнението
1 1 1

1=1ЩЙЕ+п-+|ап-11 :::-1

Функцията в дясната страна е строго монотонно намаляваща в (0, 00), като

приема прозволпо големи стойности при е близко до нулата и клони към
0 при : -+ 00. Следователно графиката на тази функция ще пресече точно

един път графиката на функцията у - 1 (в лявата страна) в някаква точка
В от (0, оо) (Виж Рис. 13).

У

п х

Рис. 13 Рис. 14

Да означим с ср функцията

на) := и - ми-1 - . . . - им: - па...! .

От казаното дотук следва, че 99 има единствена положителна нула - точката
8. На Рис. 14 е показана графиката на ср. Оттам се вижда, че ако (;(:в) 5 0

за някое :: > 0, то :с 5 Н. Ние ще използваме този факт след малко.
Да предположим сега, че р(г) : 0 за някое 2. Тогава

2 : -а1г1 .- ... - (1,142 - а„
5! (3118510ВЗТОЛ1 !0

12!
: 3111294 + . .. + пт,-12 + ап|

5 !аъ! 12!” + -.-+ им! и + Кап! .

Йегледното неравенство показва, че 9002!) 5 0 и съгласно направените но-

ащде забележки това влече И 5 Н. Теоремата е доказана.

»

Сега ще дадем едно правило, предложено от Лаграиж, за паштране на

гарна граница на положителните нули на едно апгебричио уравнение е ре-
ални коефициенти. Това правило може да бъде използвано, например за
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намиране на горна граница за корена В от предишната. теорема. Изчисля-
ването на добро приближение на Н изисква други числепи методи.

Правило на Лагранж. Нека [(:12) : аош+. . .+а„-1а:+а„ е произволен

алгебричен полином с реални коефициенти и се # 0. Да приемем за определе-
ност, че ао > 0. Да означим с А: индекса на първия отрицателен коефициент
в редицата ао, а1, . . . , а„ и нека А е абсолютната стойност на най-големия
по абсолютна стойност отрицателен коефициент в редицата ао, а1 , . . . . ап.

Тогава всеки положителен корен а: на уравнението [(!) = 0 удовлетворява

неравенството

,А:В ( 1 + * - .

00

* А .- :”

Доказателство. Да предположим, че 9: 2 1 + “33 .- р. Тогава ;

“ аоШ+...+ад.а:ь+...+а„!(33)

К
|Х/ тапа-ада +...+а„ (защотоа,203аъ=0,...,1с-1)

!Х/ ада:
- А(:с”,с + . . . + 2: + 1) (поради избора на А)

|! 8В: 1 а

Ае8и-! ,..А

А
8 | >-д

Ч
| 3:

Шп-к-Н
> П(а„(:с-1)ь-А) (защото:в>а:-1) .

Тъй като, съгласно направеното в началото предположение,

:с21+г/-1-4-,“0

то (:::-4),: 2 А/ао и следователно ао(:с-1)ь-А 2 0. И така, показахме, че при
:: 2 р имаме [(:13) > 0, т.е. [(:с) не се анулира при се 2 р. Следователно всички
положителни корени на уравнението ](й) : 0 са по-малки от р. Твърдението
е доказано.

Има и други прости правила за намиране на горна граница на положи-
телните корени на едно алгебрично уравнение. Тук ние няма да се спираме
на тях.
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Да отбележим, че разполагайки с метоц за намиране на горна граница
на положителните корени, ние бихме могли да намерим долна граница на

отрицателните корени, т.е. да локализираме в краен интервал [т, 184] всички
реални корени на едно алгебрично уравнение. Това става, като втората

задача (за отрицателните корени) се сведе чрез смяна на променливата
а:: ., към първата задача (за граница на положителните корени). Наистина,
нека -:в1 ( ( -з:]- ( 0 са отрицателните корени на [(и) = 0. Да въведем
полинома

90Г=1РИ.
Ясно е, че 0 ( ад ( . . . ( 31 ще бъдат положителните корени на уравнението
90) = 0. По някой от известните методи ние можем данамернм горна

граница р на тези положителни корени,

тд(...(ш1(р.
Тогава очевидно - ( „1731 ( ( -а:- ( 0 и сле ователно - ще бъде: .?

долна граница на отрицателните корени на ] . Аналогично, като използваме
смените

1 1
(В =

?,
ние можем да намерим долна граница на положителните и съответно горна

граница на отрицателните корени на ВСЯКО алгебрично уравнение ](Ш) : 0
Сега ще минем към една по-трудна задача: Да се намери броят на реал-

ните корени на едно алгебрично уравнение, които лежат В даден интервал

[а,ь]. Почти ВЪВ ВСИЧКИ методи за оценка на този брой съществена роля

играе следната. нема, КОЯТО ВСЪПШОСТ важи не само за полиноми, но и за

достатъчно гладки функции .

Лема 1. Нека, ] има, непрекъснати производни до К-тата включително
в околност и на точката с. Нека

!(с)=г(с)=...=х(**”(с)=о и :(”(спео.

Тогава за всяко достатъчно малко 6 > 0 имаме

](с+е)],(с+е) > 0,

[(с-г)],(с-г) ( О.

Доказателство. Лемата твърди, че преди всеки корен с на уравнението

[(а) : 0 функцията ] и нейната производна имат противни знаци, а след
корена, те имат еднакви знаци. Доказателството се основава на формулата
на Тейлър. За всяко достатъчно малко 11. (по-точно такова, че с+ 11, с-й Е Н)
имаме

те) ” лице) „и + ще + ви)..и .„ „-„..
и ”+2! +

+(ь-Ц! и!(с+ п) = !(с) + п“ ,
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където 0 е някакво число от интервала (0,1).
Аналогично,

„(С+ь) : [,(С)+ 1140) д+.п+](К-1)(с) „,: 2+!(К)(С+01,7,)
1! (1; 2)! (::-1)!

”и”

където 01 е (0.1). Тъй като но условие ]Ш(с) : 0 за 3 : О,... ,К - 1, то
;(с+п) “ ;(*)(с+01ъ) ).

им и)
“
те”./ь) 75

“

Но [(*)(2) 76 0. Тъй като [(*)(5) е непрекъсната функция то съществува
околност 111 на с такава, че [(*)(1) 96 0 за всяко : е 111. Нещо повече.

взуп !““)(1) : туп. !”“)(с) за всяко : 6 111. В частност, при достатъчно малки
И ще имаме

щи Люн-+ ап) = зйуп ;(*>(с+ 011.) .

Следователно

[(с + 12.)

1”с+( 11)

Оттук при 11 = е и 11 : -г получаваме твърдението на лемата.
Следващата теорема, която принадлежи на Щурм, дава точния брой на

корените на едно алгебрично уравнение в даден интервал [а, ь]. Преди да я

формулираме, ще въведем някои стандартни означения. Нека од, 011, . . . , оп
е редица от реални числа. С 5“ (си, . . . , а„) ще означаваме броя на силните
шепа на знаците в редицата ао,а1,...,ап. С други думи, това е броят
на двойките от вида (+, -) или (-,+) в редицата, която се получава от
ап, (11, . . . . а„ като заместим всяко положително а,- с

”+” , всяко отрицателно„
С Н изпуспем НУЛЗВНТВ членове На. редицата. например,

туп-щ- ==559п 11 .

3”(-5,6,4,0,-1,2) = 3 .

С 3+(ао, . . . , а„) ще означаваме броя на слабите смени на знаците в редица-
та 0401011, . . . „оп. Това е максималният брой смени, който се получава като
заместнм нулнте в редицата од, 01, . . . , а„ с +1 или -1. Например,

5+(-2,0,-1,4) : 3.
Нека ] (:::) е произволен алгебричен полином от степен точно п., т.е. ] (т) :

соса + . . . + а. и 0.0 # 0. Да приложим алгоритъма на Евклид за намиране
на най-големия общ множител на [(:с) и ]”(аз). Имаме
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((Ш) = !,(ШЮМШ) - 3101?)

!,(33) = 34 (“0010”) 1320”)

3100) = 32(Ш)С22(93)
** 3300)

1314017) = Кадафи-(Ш)
*- Ванс”)

Н,:„2(ш) = Нь-1(Ф)Оь“1(93) * НАШ).

Тук за удобство сме записали остатъците от делението със знак ”. Вижда
се, че степените на полиномите Еда,-), 1 : 1,2,...,1с, строго намаляват.

Операцията деление се повтаря докато получим общия множител Н,: (ас) (в
който случай следващият остатък Нд“ (:::) е равен на нула за всяко :::) или

стигнем до остатък В;: (и:) : стай 76 0. И така, алгоритъмът на Евклид ще

произведе редицата ](ш), ]” (т), Н1(а:), . . . ,Еь (и:). Да изброим някои свойства
на тази редица при предположение, че [(и/:) няма кратни нули в [а, Ъ].

1) Ако [(с) = 0, то ](с- е) и ](си 5) имат противни знаци, а ](с+ е) и

] (с + 5) имат еднакви знаци при всяко достатъчно малко 6 > 0.

Това свойство следва от Лема 1.

2) Ако Н,;(с) : Озапякоет (5
: 0,1,...,1с-1), то Нд-1(с) # 0, Ш+1(с) # 0

и Н,;Цс), Нд+1(с) имат противни знаци. (Тук 8-1(3) := !(3), не(ш) ::
ГЩ)-

Твърдението следва веднага от връзката 34-1(3) : Нд(:1:)(2,>(:с)- Нд+1(ш)
при и: : с. Тогава получаваме 34-1(0) : -В„-+1(с). Ако допуснем, че едното
от тези две числа е нула, то поради рекурентната връзка ще получим, че

Вайс) : 35-2(с) : = 121 (с) : ]”(с) : [(с) = 0. Следователно с е кратна
нула на ] , противоречие.

З) Ед.,(гс) 96 0 в [ще].
Това следва от условието, че [(и) няма кратни нули в [а,Ъ]. Наистина,

по определение Н,:(т) = стай 79 0 или Н,:(т) е общият множител на ] и ], .
Ако този общ множител се анулира в някаква точка с от [а, Ъ], то и ](т), и
[((ш), щяха да се делят на :В- с, което значи, че ] има кратна нула в точката

? с от [а, Ъ]. Но това противоречи на условието.
? Редицата ](т), Г(а:),1?,1(а:), . . . ,Е,с(а:) се нарича редица на Щурм.

Да означим, за краткост, с 3“ (и:) броя на силните смени в редицата на
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ХЦурм, т.е. 5“(.т) :: 3(](:г),1(а:),121(:13),... ,Нд(:1:)).
Теорема на [Дурин. Нека [(а-) е произволен алгебричен полином от

степен п, който няма, кратни нули в [а, Ъ]. Тогава броят на нулите на ] в
[а,о] е точно равен на 5 (а) - 316).
Доказателство. Ще проследим как се променя броят З (:::) на смените

на знаците в редицата на Ц1урм когато ас се движи от а към Ъ. Тъй като

всички функции в тази редица са алгебрични полиноми и следователно

непрекъснати, то промяна в броя 3 (:В) може да настъпи само ако го премине

през нула на някоя от функциите ](ш), ],(ас), В1(:1:) . . . ,Нд.-1(:с). Да предпо-

ложим, че с е [а,ь] и ] (с) = 0. Тогава, при достатъчно малки 6 > 0, ](с - Е)
и ],(с - 6) имат противии знаци, а ](с+ е) и 1” (с + 8) имат еднакви знаци.

Следователно А-хещу ](т) н [!(3) е имало смяна на знака малко преди е и

тази смяна изчезва след 0. С други думи, броят Б(:с) намалява с 1 когато

:!: преминава през нула на [ .
Да видим сега какво става когато аз премине през нула на Н,;(Ш) за

някои 1” : О,...,/с - 1. И така, пека Нд(с) : 0. Тогава, по свойство 2) на

редицата на Щурм, Н,-Цс) # 0: Наце) 94 0 “ Щ-1(С)На+1(0) ( 0- НО

тогава Ш-1(:1:)Н4-+1(:с) ( 0 за всяко :с от достатъчно малка околност на с и

следователно,

“Зу-(1324103): НКС”): ВПЧ-105» : 1

за всяко а: от тази околност. Това показва, че при преминаване на а: през

нула на някоя междинна функция от редицата на Ц1урм броят на смените

5“(:1:) не се променя. И така, доказахме, че 8(.т) намалява с 1 само при

преминаване през нула на [(са) Следователно броят на загубените смени

когато а: пробягва интервала [а, И е точно равен на броя на смените на ] в
[а,Ъ]. Доказателството е завършено.

Да обърнем внимание, че доказателството на теоремата на [Цурм се

основава само върху свойствата 1)
-
3) на редицата

!(:Б),Но(1),н1(113), - :Ндсд) “

Следователно пие бихме получили същия резултат за броя на пуните на [,
ако разглеждахме призволна друга редица

(2) !(т),Ро(т),Р1(т),--- „Рд-(Ш) .

която удовлетворява условията 1)
-
З). Такава редица се нарича редица на

Щурм. И така, ако (2) е редица на ЕЦурм в (а, Ъ), то броят на пуните на ] в
(ще) е точно равен на 3“ (а) - 3117).

Като приложим тази забележка ще покажем, че за произволен поли-

ном ](т) (независимо дали има или няма кратни нули в [а, 111), числото

5”- (а) - 3” (ь) е точно равно на броя на различните точки от [а, ь], в които

:“:„м

на

.

ще
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[(:с) се анулира. Наистина, ако [(:в) няма кратни нули, то това е всъщност

твърдението от теоремата на ПТурм. Нека ] има кратни нули в [а, 6]. Тогава
[ и ], имат общ множител Н„(ш), различен от константа. Този множител

дели също така 121 (св), . . . ,НЦШ). Тогава функциите

(3)
](т) !,(1) Ви.-100) НАШ)

НАШ), НЦШГ
,

НАШ)
,

НАШ)

са определени в [а, 11] и удовлетворяват условията 1)
-
3). Следователно (3)

е редица на Ц1урм за функцията [(в) :=% и но теоремата на Щрм,

5:5-(158у.1)-з*(1а(2)„.,1)
е броят на простите нули на% в [а, Ъ], т.е. броят на нулите, в които ](33)
се анулира в [о., ь]. Но тъй като броят на смените на знаците в редицата (3)
е равен на броя на смените в редицата ](т), ]/(:1:), 121 (:В), . . ., Н„(т), то 5 =
5 (а) - 3“ (13). Следователно теоремата на [Щурм приложена за произволен
полином ] , дава броя на нулите на [ в [а, 6) без да отчита кратпостите им.

Едно от неудобствата на теоремата на [Цурм е построяването на редицата,
тъй като е свързано с делене на алгебрични нолиноми. Сега ще приведсм
един друг резултат, който борави с по-леспо ностроими редици, но затова
пък той не дава точния брой на нулите, а само една горна граница.
Да означим със 2 (] ; ((и)) броя на нулите на ] в (а.,ь), броейкн крат-

постите.

Теорема на Бюдан-Фурие. Нека. ](3) е алгебричен полином от степен
точно п. Тогава

20; (а. ь» = 3 (на), на). ;”(а), . . . „кеча)

„ з+ (да, :*(ь). На»), . . . има»)
или този брой е с нетно число тъи-малък.

Доказателство. Да проследим какво става с изменението на броя на

смените 3“(](:с),],(а:), . . . ]()(ш)) =: У(:с), когато в: се движи от а към Ъ.

Ясно е, че изменение във У(:с) може да настъпи само когато и: премине през

нула на някоя от функциите ](т), ]”(ш), . . . , ](1)(:1:) (]()(т) е константа).
Нека с е 1с-кратна нула на ](ш), т.е.

на) = ще) = . .. = ”ние) = 0. !““)(с) за 0 .

За определеност да приемем, че [(*)(с) > 0. Тъй като 100“) е непрекъсната
функция, то !”“)(й) > 0 за всяко : от някаква околност и на с. Тогава но
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Лена 1, за достатъчно малки 5 > 0 ще имаме

[(*-”(с - е) ( 0, [(*-1)(с+ 5) > 0 .

Аналогично,

“!“-”(С - 6) > 0, [(*-”(тт- 6) > 0

и т.н. Следователно

3“ (](с-е),]/(с-е),...[ШФ-е)) 16.

3(](с+е),)“(с+е),...,](к)(с+г)) : 0.

И така, ако я: премине през нула на ] , броят У(:с) намалява точно с крат-
костта на тази нула.
Да предположим сега, че с е К-кратна пула на някоя от производните,

но не е нула на ] . Нека

тиа) 74 0, ще) = тите) = = ти“-”(с) = 0, [(*/“(с) # 0

за някое 1 ( 2“ 5 п - 19. Въз основа на Лема 1, при достатъчно малки 5 > 0,

121 := 3- (;б-Щс
-
е), [(% - е), . . . , ]“+ю(с .- г))

1: + 3“ (!“-”(с
- е), [(*)(с - г)) , при четно 1с,-

1с+1-5“ (](*“1)(с-г),](д)(с-пе)) , при нечетно )е,

122 := 3” (/(*“1)(с+е),](5)(с+е), ,](*+ь)(с+е))

: 3 (](51)(с+е),[(*+*)(с+е)) .

Тъй като [ (1.4) и [“+” са непрекъснати функции, то [(*-1) (3) и !“”)(3) са
различни от нула в околност и на с. Следователно

в (1“*”(г),!“+*)(г))
= 6 = от:

за всяко : от и, като 6 = 1 или 6 = 0, (т.е. между тези производни има или
няма смяна на знака). Нека 6 = 1 и 1: е нетно. Тогава

81 : 1с+ 1, 122 = 1. Следователно У(с-е) - У(с+е) : 1: ,

което е нетно. Аналогично, при 6 = 1 и ,с - нечетно имаме:

Н1=1с, Н2=1, У(с-е)-У(с+е)=1с-1 (нетно).
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Приб=0, 1с- четио:

Н1=К, 122=О, У(с-е)-У(с+е)=/: (четно).

Приб=0, ,с- нечетно:

Н1=К+1, Н2=0, У(с-е)-У(с+в)=1с+1(четио).

И така, когато я: премине през нула. на ]“), У(а:) намалява винаги с четно
число.

Следователно при всяко достатъчно малко 6 > 0,

2(/;(а+в,ь-е)) = У(а+е) - У(ь-г)
или броят 2 е с четно число по-малък. Но

3135
те: + 5) = 5 (на), на), . . . жена))

НПт щь - а)640
3+ (;(ь), г(ь), . . . , дни)) .

Теоремата е доказали.
Тъй като

5“
(на:). на:), . . .шта) : з+ (или), на:), . . .што) ,

ТО очевидно

го; (ще) 5 з- (лом/(а). . . .што) - 3 (ла,/(ь), . . . има») ,

което е начесто срещаната (но по-слаба) форма на теоремата на Бюдан-
Фурие.

Преди повече от 350 години, известният френски математик и философ
Рене Декарт дава едно правило за оценка на броя на положителните нули на

алгебричен полином чрез броя на смените на знаците в редицата от неговите

коефициенти. Ние ще нриведем но-долу това правило като следствие от

теоремата на Вюдан-Фурие.

Правило на Декарт. Нека

[(пт) : аоат” +а1т1 +...+а,„ ао # 0, ап # 0 .

Тогава

ЗОС-* (0,00» 5 “Бч-(0403011: - - - зап)

или 2 е с четно число по-малко. С други думи, броят на положителните
корени на уравнението [(а-) : 0 е равен на броя на силните смени на ана-
ците в редицата от неговите коефициенти или този брой е с четно число.
по-малвк.
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Доказателство. Тъй като ]” (:::) е алгебричен полином от фиксирана сте-

нен п, то ] , ], , . . . , ”“” имат краен брой положителни нули. Тогава можем
да изберем число М > 0 такова, че никой от полипомите ] , [„ . . . ,““” да
не се анулира за а: 2 М. Следователно

(4) 20”; (0.00)) = 20; (0,110) -

Но по теоремата на Бюдан-Фурие,

(5) 3(!;(0,М)) 5 3 ШФ,/(о)» - -„!(0))*5- (!(МЪЖМЪ - „!(МЮ-

Тъй като [(и) #ОзаА153:(оо, то

3177. М =31п
(11:11 т)=зйпа .9!() 9 НФЛ) 90

Последното равенство следва от факта, че знакът на [(:13), при много го-

леми и: > 0, се определя от знака на ада:, който е всъщност знака на 0.0.

Аналогично имаме

Нзйуп [(*)(М) зйуп (Ню [мед)Ф-Жю

!:: зйуп п(п- 1)...(п- 1с+ Паеш“- = втуп по

за всяко !: = 1,2, ,п - 1. При !с : п, очевидно згуп [()(:1:) : зйуп п!а,о :
зйуп 0.0. Следователно всички числа в редицата

!(М), !,(М), . . . , #”(М)

имат един и същ знак - знака на водещия коефициент оо. Тогава

(6) 5 (ми). ти), . . .Мол) = 0 .

По-нататък, като вземем предвид, че ](*)(0) : а,.-ь ,с! за [с : О,. . . ,п, полу-
чаваме

”,

(7) з- (!(0),Г(0), . . . ,;(“>(0))
= 3-(а„,а„-1, . . . ,на) = 3-(ао, . . . ,а.„) .

Тогава, от (4)
-
(7) следва

2(];(0,оо)) 5 5(ао,а,1,...,а„) ,

което трябваше да докажем. По теоремата на Бюдан-Фурие, разликата в
“5

двете страни на (5), а оттук и в последното неравенство, е четно число.

Правилото на Декарт е доказано.
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21. МЕТОД НА СВИВАЩИТЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ

Голяма част от методите за приближено пресмятане на корените на урав-
нения са итерационни. При тях се тръгва от някакво начално приближение
то и след това с извършването на определена числена процедура (итерация)
се намира следващото приближение :::1. Въз основа на 31 и то се определя т»;

и т.н. Построява се една редица то, 31, ::.-2, . . . ,:с„, която клони към корена (
на уравнението [(и) = 0. При достатъчно големи п числото т„ е приближение
на корена ( със зададена точност г. Ние ще разгледаме тук един клас от

итерациоини методи, които се базират на така наречения метод на свива-

щите изображения.
Нека ](сс) е функция, определена в [а,ь]. Ще изследваме уравнението

[(:с) = 0. За нас ще бъде удобно да запишем това уравнение във вида

9: == кр(:в) .

Това може да стане, например, като добавим а: към двете страни на уравне-
нието ](:1:) = 0 или направим друго, еквивалентно нреобразование. Ако ( е
корен на уравнението ](ш) : 0, то очевидно ( : кр(5). Да изберем точка то
от [а, Ъ] и да построим редицата

1130,Ш1,:1:2,...,:12п,...

по правилото

(1) тп =ф(ШП-1)7 п=172)--*

Нашата цел е да построим редица [жп], която клони към корена Е па уравнеь
нието 3: : кр(:в). Ясно е, че правилото (1) не поражда такава редица за

произволна функция кр. Има обаче един клас от уравнения (т.е. от функции
кр), при които простото итерационно правило (1) наистина дава редица (тн),
която клони към корена 5 . Сега да видим, какви условия върху кр биха

гарантирали такава сходимост.

Първо, трябва да можем да построим редицата [им). За целта, всяка

следваща точка от редицата трябва да принадлежи на дефиниционната
област [а, 6] на кр. Това очевидно ще бъде изпълнетю, ако

У.1. кр(а:) е [що] за всяко а: е [ще] .

Наистина, ако кр удовлетворява У.1 и изберем произволно начално при-
ближение (по от [а,ь], то 1121

:
кр(:1:о) ще пргщадлежи също на [а,ь]. Оттук

и : кр(:с1) е [а, ь] и т.н. Условието У.1 показва, че кр е едно изображение на

интервала [а, ь] в себе си.

И така, доказахме

Лема 1. Ако кр е изображение на [а,ь] в себе си, то при произволно
начално приблиоюение то от [а,ь], всички останали точки от редицата
[Юд] принадлежат също на [а, 6].
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Ние търсим корена на уравнението и: : ср(:п), т.е. търсим точка ( от
[а, 6], за която Е

:
(,!)(Е). Точката Е е неподвижна точка при изображението

(р. СЛЗДВШЦОТО ПРОСТО УСЛОВИВ ВЪРХУ (р гарантира поне една неподвижна
точка.

У.2. ср е непрекъснато изображение на интервала [а, ь] в себе си.

Наистшш, нека ср е непрекъсната функция, която удовлетворява У.1 (т.е.
ар е непрекъснато изображение на [а, !)] в себе си). Ако а = 4,0(а), то а е

неподвижна точка. Аналогично, ако 1) :: (;)(ь), то ь е неподвижна точка. Да
допуснем, че а #: 5:3(а) и ь # 4,0(6). Тъй като ср е изображение на [а, !)] в себе
си, то (р(а) Е [а,ь], 4,0(12) е [а, 17] и следователно

а ( 9901), 9907) ( ь -

Да образуваме функцията т(:с) := :В - Мас). Тя е непрекъсната в [ще] и

т(а) : а - с,:(а) ( 0, т(1)) : ь - е(ь) > 0

Следователно съществува точка 5 от [а,ь] такава, че г(б) : 0, т.е. Е : ще).
Да формулираме ясно получения резултат.

Лема 2. Ако 90 е непрекъснато изобрашсение на интервала [а, ь] в себе
си, то 90 има неподвиоюна точка в [а, ь].

Това е твърде частен случай ОТ известна теорема ОТ ТОПОЛОГНЯТЗ, СПОРЕД
която всяко непрекъснато изображение на едно изпъкнало множество 52 от
Е в себе си има неподвижна точка.

Остава да видим какви условия върху ср ще гарантират сходимост на

редицата [им] към неподвижната точка ( .
Казваме, че функцията у удовлетворява условието на Лнпшнц (: кон-

станта Ч в [а, ь), ако

,!)(93)
““
901)! 5 Ч !3 “ 31! за всяко ду Е [а,ь] .

Теорема 3. Нека ар е непрекъснато изображение на [а, Ъ] в себе си, което
удовлетворява условието на Липшиц е константа (] ( 1. Тогава

а) Уравнението (1: : („е(гс) има единствен корен ( в [а, 17] ;
6) Редицата [жп] клони към 5 при п -> оо.

Нещо повече,

(3) |:тп
-
5] 5 (д.. а) а за всяко п .
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Доказателство. По Лема 2, ср има поне една неподвижна точка. Да
допуснем, че те са повече. Нека 51 : ср(51) и 62 : ф(52) за някои 5,553
от [а,ь]. Тогава при (1 # 52,

151
*
52! =

ПСК/“(Ед
“ (МФ)!

5 Ч !51
“
52! (по условието на Липшиц)

( !61
-
62! (за-щото 1] ( 1) .

Стигнахме до абсурд. Следователно (1 = 52. Единствепостта е доказана.
Сега ще докажем оценката (3), от която очевидно следва 6). Имаме

!Шп
“

ЕЙ
: “рева-4) “ “Р“.“ Б Ч |Шп-1

“
Е!

: Ч “Рейн”.- (РК)! 5 Ч2 дтн-2
“ (|

...................................................

5 Ч 1130-51-

Тъй като 330 Е [а,ь] и Е е [а,ь], то !:со
- (| ( ь - а. Оценката (3), а с това и

теоремата, е доказана.

Изображение ср, което удовлетворява условието на Липшпц с константа
немалка от 1; се нарича свиващо изобраоюение. При него разстоянието
между образите яр(:1:) и ср(у) е строго по-малко от разстоянието между праоб-
разите а: и у (т.е. ср свива ” разстоянията). От теоремата закрайннте нараст-
напия следва, че ако ср е диференцируема функция в [0,17] и !(р,(:с)| 5 а ( 1

за всяко :: е [а, ь], то ср е свиващо изображение.

Наистина, но теоремата за крайните нараствания,

не(аг)
- е(у) = (во/(пт - и)

при някакво 77 между а: и у. Тогава

Маг) - вон/Л = Нго/(тт Кт - 31)! ( а|т - 31! (а ( 1),
т.е. (р е свиващо изображение.

Нека уравнението :с : ср(:1:) има корен 5 в [о., ь]. Казваме, че итерацион-
пият процес, породен от функцията ще сходящ в [а,ь], ако при всяко
начално приближение 330 от [а, 12], редицата (жп), построена по формулата
::: : ср(а:„-1), п : 1,2, . . ., е сходяща към корена (. Теорема З представя
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метода на свиващите изображения за построяване на сходящи итерационпи

процеси. Сега ще приведем една ио-слаба форма на тази теорема, която
често се използва.

Следствие 4. Нека 5 е корен на уравнението :с : ср(т). Да предполоо/сам,
че 50 има непрекъсната производна в околност и на Е и МИЕ)! ( 1. Тогава
при достатъчно добра начално приближение то итероционннят процес,

породен от ср, е входящ. Нещо повече, съществуват константи С > 0 и)
0 ( а ( 1 такива, че

!:гп -Е| 5 Со за всяко п .

Доказателство. Тъй като #(й) е непрекъсната функция в и и !за/():)! ( 1,

то съществуват Ч ( 1 и 5 > 0 такива, че

[СР/(15)! 50 за всякоъе [Е„Е!Е+Е].

Освен това, при 2 6 [Е
-
6.35 + 6] имаме

1Ф(3)5|5Ч13“515ЧЕ(8»

т.е. (ра) е [
-
5,6-1-6). Следователно ср е свиващо изображение на интервала

[( - аб + 5] в себе си. Тогава всички твърдения на следствието следват от

доказаната вече Теорема 3.

На Рис. 15 е дадена геометрична илюстрация на метода на свиващитс

изображения.

т

„..и......„.„..„„..„.„.....„„.......„.„.„.„„„„..„„„.”

Рис. 15

Скоростта на сходимост в (3) се определя от общия член (; на една

геометрична прогресия. Затова е прието да се казва, че съответният ите-

рациоиен процес е сходящ със скорост на геометрична прогресия. Това е
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доста бърза сходимост. Например, при 11
=

%
и п : 10 получаваме точност

от порядъка на 103. Има обаче процеси, които са много по-бързо сходящи.
За да характеризираме тяхната скорост, ще въведем понятието ред на

видимост.

Определение. Казваме, че итерационннят процес то,.т1,. . . има ред на

стодимост р, ако съществуват положителни константи С и а ( 1 такива, че

].тп
-
Е| 5 Сер за всяко п .

Следващата теорема ни дава един начин за определяне реда на сходимост
на итерационния процес, породен от функцията (р.

Теорема 5. Нека :;) има непрекъснати производни до р- тата включи-
телно в околност на точката ( . Нека

на = е, ще = = име) = 0, има) # о .

Тогава, при достатъчно добра начално приближение (го, итерационтшт
процес, породен от 99, има ред на стодимост р.

Доказателство. По формулата на Тейлър

..!(д
(р- 1) - (Р) +дш-5

9001“)
= 99(Е)+ (:::-ен. . .+---

където [0] ( 1. Тъй като арт“) : 0 зад : 1,...,р- 1, то
е(т) „ ИЕ ) =

Следователно, при всяко а: от достатъчно малка околност и на 5 ,

МЗ!) -=Р(Е)! 5 М ИРП”,

където
М:-=грегйх1срш(й)!

/р!. Специално при :1: = а:п имаме

1337144
““
6! : 1990371)

“
5905)! 5 А41:31:

“
Е!],

Н М |99(-тп-1)
* МЕ)!” Е М [ М !за-1 - 6!” У”

М А11+р!шп-1
-
ЕР”2 5 М1+Р+р213т2 51”

3

5

п-Н
!А М1+Р+---+Р|шо - а?

1Ш „+: п+1

М „-, „0-8? =МТ17.[М-Рй!то-Е|Ър
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Когато то е достатъчно близко до 5 , А!”(?“Щшо - Е! ( а ( 1 и следователно

-.
.:

дка.,-,:

|Фп+1
-
5! 5 с ер“ за всяко и.

където сме положили С : М1/(1Р). Доказателството е завършено.

По-долу ще разгледаме някои класически итерационни методи за приблиь
жено решаване на уравнения.

1. Метод на хордите.

Нека. [а, ь] е даден краен интервал и [(пт) е два пъти диференцируема в

него функция, която удовлетворява условията:

а) ДЮШ?) ( 0,
б) Г(1:)]”(т) # 0 за всяко а: от [а,ь].
Не е трудно да се види, че тези условия осигуряват съществуването на

единствен корен 5 на уравнението ](ш) : 0 в [а,ь].
Наистина, първото условие гарантира съществуването на точка 5 е (а, и

такава, че ](5) = 0. От второто условие следва, че ],(113) и ]”(аг) не се

анулират в [а,ь]. Следователно ],(ш) и ]”(33) имат постоянен знак в [а,ь].
Това показва, че [(:в) е строго монотонпа функция, при това изпъкнала

(ако ]”(ш) > 0) или вдлъбната (ако ]”(т) ( О). Но една монотонна функция
може да пресече оста :с само в една точка. Единствеността на Е е доказана.
Методът на шордите е итерационен процес, в който се построява редица

от последователни приближения 1130, си, . .. на корена ( на уравнението
[(:в) = 0 по следния начин:

=

Рис. 16

Прекарва се права линия 10, която минава през точките (а, на)) и (1), [(М)
(т.е. шордата към дъгата

” от графиката на функцията ] в [а, Ъ], виж Рис.

16). Тя пресича оста а: в някаква точка шо. Това е началното приближение.
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Естествено, то лежи отляво на корена 5 , ако ] е изпъкнала и отдясно на Е,

ако ] е вдлъбната. На нашия пример то ( Е . След това намираме следващото

приближение 171 като пресечна точка на оста и: с хордата 21, свързваща

(то,/(що)) и (0,100) (съответно (то,/(що)) и (е,](а)), ако ]”(т) ( 0) и т.н.
Изобщо им се получава като пресечна точка на оста а: с хордата („Н,
свързваща точките (тц, ](тп)) и (1), !(6)) (съответно (а, ](а))). Методът е

илюстриран геометрично на Рис. 16.

Да намерим аналитичен израз за :1:„+1 чрез предишното приближение
:1:„. За определеност да смятаме, че ]”(т) > 0 (както е на нашата Рис. 16).
Правата („4.1 има уравнение

т-ь ш-т
1м4=ТЙЮШ ь+лиь„„П

: ](Шп) + ][ШШЪКШ Шп) *

Приближепието жп.” е корен на уравнението 1„+1(а:) : О. Следователно
!(ШП)

ШП+1 : Ш .-
][т ь]

)

п)

ИЛИ окончателно,

- ](шп)
(4) Шин - Фп “МФ -

Ши) .

Това е известната формула за намиране на последователните приближения
на корена ( по метода на хордите.

Сега ще покажем, че т„ наистина клони към ( при п -> 00. Използвайки
нзнъкналостта на ] , може да се види, че то,:с1, . .. е монотоина и ограни-
чена редица, следователно сходяща. Нека а е нейна граница. Тогава, като

извършим граничен преход в (4), получаваме

- да)
ли-лщ

Следователно а : 5 сходнмостта на т„ към 5 е доказана. Ние обаче ще

използваме Следствие 4 от общата теория на метода на свиващите изобра-
жения, защото то ще ни даде и оценка за скоростта на сходимост. И така,
от (4) е ясно, че методът на хордите е итерационен процес, породен от

функцията
!(Ш)

!(ь) - !(Ш)
Вижда се, че уравнението а: : ср(.т) е еквивалентно с [(:13) == 0. Понеже ще

прилагаме Следствие 4 към ср, да намерим за,“). Имаме

гад-(е]
- т)(МУ

а=а (!)-01), т.е. ](а)=0.

части-Ра: (!)-т)-

ще)=1-гец
1=Е
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Тъй като !(5) = 0, то

61-(5) !,(ЕЖЪ Е)

ФК)=1-!К)ЛЩ= ]ф)

Като заместим [(да) по формулата на Тейлър с

!Ф)= ла+ГМШьъъ+Гтдф ог(гшштша.

!(6) = ] (Е ) + ]”(7р)(ь - Е) (в знаменателя),

където 171 и 172 са някакви точки от (а., ь), получаваме

лице-е.#КЪ= ггта
Нека

д1=д%Н0Л т=33иал.
Тъй като по условие ]”(15) > 0 в [а, 6], то т > 0. Тогава

1фМЛ52тШ- а

и очевидно “;)/(ЕЛ може да стане по-малко от произвОлно, отнанред избрано

(; ( 1, стига !) - Е да е достатъчно малко, т.е. стига интервалът [а,ь] да е

достатъчно малък. И така, ако сме отделили корена 5 в достатъчно малък

интервал [а,ь], то

!фКЛ4ч41.

Оттук, по Следствие 4, итерационният процес породен от ср (т.е. методът на

хордите) е сходящ със скорост на геометрична прогресия,

[:::п
-
5] 5 сопзг. Ч.

П. Метод на секущите.

Ще предполагаме, че ] удовлетворява условията а), 6) от предишния

пример. При метода на секущите всяко следващо приближение си„“ на

корена 5 на уравнението [(на) = 0 се построява въз основа на предишните

две приближения са„ и ш„-1. Избираме (по = 11 или шо : Ъ така, че да бъде

изпълнено условието Джон,/(то,) > 0. На Рис. 17 например 30 = 1). След

това избираме точка 31 такава, че 5 ( 31 ( то. Ние не знаем ( (това е
;

коренът (, който търсим). Тогава как да разберем, че някаква точка ::;
:

мдшмитм

;.

а

%

г.

в;

В;

5

%

%
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удовлетворява горното условие? Това става чрез сравняване на знаците на

[(то) и ] (1121) Ако [(си) : 0, то всъщност 1231
= 5 и задачата е решена. Ако

] (231)] (230) > 0, то те и 321 са от една и съща страна на 5 и нашето изискване

е изпълнено. Ако ] (31)] (то) ( 0, то те и :::1 са от различни страни на Е и :щ

не удовлетворява наложеното изискване. В този случай изчисляването на

] (31) не е отишло напразно, защото сме локализирани корена ( в интервала
[тихо], който е ухо-малък от първоначалния [а,ь]. По-нататък можем да

използваме именно този интервал, вместо [а,ь]. След избора на то и ::.-1,

носторяваме следващото приближение 332 като пресечна точка на секущата
11, минаваща през точките (то, [(то» и (31, [(нд) и оста 2: (т.е. нулата на

11(:1:)). Следващата точка 1133 е нула на секущата 12 през (131, !(31)),(т2, “332”
и т.н., т„“ е нула на секущата [„ през (а:„, ](т„)), (т„-1, Пип-д). Алгори-
тььгьт за построяване на [а,-„] е показан на Рис. 17.

Рис. 17

Да намерим аналитичен израз за шп+1 чрез и„ и а:„..1. По формулата на
Нютон

1110”) : !(Шп) + ;[шп-Ъшпкш “
311)

и следователно :с„+1 се определя от уравнението

!(Шд) + ][Шп-1зшп](3п+1 ““ 9311) = 0 .

Оттук получаваме

! (щ.) Ди,.)т““тщч т)-
Сега ще покажем сходимост-та на а:„ към 5 при п -> оо и ще намерим реда
на сходимост.

Шп+1 : Ши “
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Както И В предишния пример, ще използваме означенията.

.- ” .. . ,

!?!-1333151”
(% т

”1211331”
(ъ)| .

Теорема 6. Нека [гид]? е редицата от последователни приближения
по метода на секущите. Да предполооюшс, че началните приблиоюения 330

и 31 удовлетворяват условието

0 !

.ШО
.“ (! 5 СЧТ ) 131

-
6| 5 СЧТ 1

където 0 ( а ( 1, С е константа такова, че ДС ( 1 и т : 3335. Тогава
2711 2

(5) 1337:
“ (| 5 Сат за всяко п .

Доказателство. Ще приложим ипщгкция по п. За п : 0 и п : 1 оценката

(5) е вярна по условие. Да допуснем, че (5) е в сила за всяко естествено число
5 п: Ще я докажем за п + 1. За целта да представим [(:с) по формулата па

Лагранж във вида

тагало+ТЪФе-зтда-шо теми)

и по формулата на Тейлър

!(93) = !(5) + Г(т)(т * 5) (т 6 [а, 171) -

Като приравним двата израза при 11: : :с„+1 и вземем предвид, че [(С) : 0
и [„(т„+1) : 0, получаваме

„

»лтм„„„а=уу>„„„т„мл„-а.
Оттук

А!
!Шп+1
-

51 5 Ж|3п+1
“
(пп-1! |Шп+1

“
1771!

А!
5 ЖИп-т (| ”и “ 5! (защото Е ( Шп+1 ( ти ( Спи-1) -

НО съгласно ИПЩ”К1ШОНПОТО предположение,

!А 0“1“Еп-1 “- Е!

“да (| И С) „е
..
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Следователно

]»! п-1 1110 п-1 п- ( ..., Т Т : .- т +гим 6! - % Са 00 % Са

( Сети-10“) (защото %”?
( 1 по условие) .

Но т е положителният корен на уравнението т2 - т » 1 = 0. Следователно
т + 1 = т2 и тогава т”1(1 + т) : тт”. Горното неравенство добива вида

п+1
!ШП+1

”-
б! 5 са,. 1

което трябваше да докажем. С това доказателството е завършено.
Да обърнем внимание на факта, че т : (1+ “Б)/2 % 1, 618. Следователно

методът на секущите е значително по-бързо сх0дящ от метода на хордите.
При това формулата за пресмятане на т„” не е по-сложпа от съответната

формула при метода на хордите. И двата метода изискват изчисляването на
само една нова стойност на ] на всяка стъпка.

По-долу ще се запознаем с един друг метод, който е но-бързо сходящ и

от метода на секущите.

111. Метод но“ Нютон (метод на допирателните).

И тук ще изискваме изпълнението на условията а), 6). Избираме начално
приближение ::.-0

= (1 или 330
= 1) така, че да имаме [(си) ]”(30) > 0. Следва-

щото приближение 31 се намира като пресечна точка на оста а: с допирател-
като до към правата у : [(си) в точката ще (виж Рис. 18). След това

намираме 32 като нула на дониратепната (11 към ] в 31 и т.н., кп„“ е нулата
на допирателпата (!„ към ] в точката Шп-

Рис. 18
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Да намерим формулата за жп“. Имаме

11:03) : ](Шд) + !,(ШпЖФ - (В) “

Следователно Шп+1 е РЕЦКЗННЗ на ЛИНВЙНОТО уравнение

!(Шп) + ]“(шпхш - .тп) : 0 .

Оттук получаваме
!(Шп)

ШП+1 : ШЛ -
!,(Ш )п

Това е известната формула на Нютон за нриближено пресмятане на корена
на уравнението ](ш) : 0.

За доказателство на сходимост на метода ще използваме Теорема 5.

Ясно е, че аз„“ се получава по формулата :1:„+1 : ср(:в„) с
- на:)
на:)

“„оо-) = 3

За (,а, (6) получаваме

те - лошо : „те
Може да се провери, че в общия случай са,/(Е) # О. Следователно, но Теоре-
ма 5, итерационпият процес породен от (,0 (т.е. методът на Нютон) е сходящ
И “518 ред на СХОДНЪЖОСТ 2 при ВСЯКО ДОСТЗЪЧНО Добро начално приближение
30. С други думи, съществуват константи С и (1 6 (0,1) такива, че

ЩЕ) = 1 - (зшцото !(6) = 0) .

(т„ - 5! 5 0112“ за всяко п .

Това е доста бърза сходимост. За да я илюстрираме по-нагледно, да приемем,
че [до/”(Щ 5 2 в околност и на корена 5. Нека ед. := (и „61. Тогава при всяко
то от и за следващото приближение 31, построено по метода на Нютон, ще
имаме

81 131
-

63
= Инго) - МЕН

. 4” [>
,

ф,(5)(аго
- () + „,

;”) (1:30
-
Е)“; (като развием 9:1(10) но Тейлър)

!=!)

201)!
с?) (защото #(5) = 0)Н

и следователно 61 5 е?). Аналогично, (32 5 е? и т.н. Ако например, 1170 прибли-
жава ( с точност 0, 01, то :щ ще приближава ( с точност е1 : е?)

= 0, 0001, 172
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ще приближава Е с точност 0,00000001 и т.н. Вижда се, че броят на точните

цифри след десетичната запетая ще се удвоява при всяка итерация.
Високата скорост на сходимост на метода на Нютон е съществено пре-

димство, което го прави най-често използван метод за решаване на уравне-
ния. Той, разбира се, има и недостатьщт. Например методът изисква доста-
тъчно добро начално приближение. Това значи, че е необходима предвари-
телна работа за достатъчно добро локализиране на корена ( преди да се

приложи методът на Нютон за намирането му с голяма точност. Друг не-
достатък е изчисляването на първата производна на ] на всяка стъпка. Ако
] е дадена експериментално, т.е. стойността на ] може да бъде намерена
на всяка стъпка, но след отчитане на резултатите от даден експеримент, то
изчисляването па производната на ] може да предизвика затруднения.

Методът на Нютон е особено удобен за решаване на алгебрични уравне-
ния. В този случай пресмятането на Да,.) и ],(а:„) (необходими за изчисля-
ването на а:„+1) може да се организира ефективно по следния начин. Нека

](т) =аошт+а1тт1+...+ат.

Стойността на ] в дадена точка 2 ще пресмятаме по известното правило на

Хорнер

[(и) : (...((аог+а.1)г+а2)з+ ...+ат-1)г+а„,
чрез процедурата:

до := (10

за 1с : 1, . . . ,т извърши:
да = ддс-12 + ак

и очевидно [(а) : ьт. Да забележим сега, че за всяко дадено 2, съще-
ствува полином 9(а:) от стенен т - 1 такъв, че

(6) !(Ш) - !(2) = 9(т)(т * 2) -

От тази връзка следва, че ]“(2) : 9(г). Оказва се, че коефициентите на

9(:1:) = [вожд + тт? + . . . + ь„,.1

а ючпо равни на величините (ь,) от процедурата на Хорнер за полпнома
„Г . Наистина, като сравним коефшшентнте пред штчс в двете страни на (6),
получаваме

Щ: = 61:
-
фр.-„1

или Ъ„ : Ъь-12+щ„ което е точно връзката, по която се пресмятат величините
(и; в горната процедура на Хорпер. Следователно пресмятането на ](2) и
[”(3) == у(2) може да се обедини в следната процедура:

до := ао, 00 := по

за [с = 1,... ,т- 1 извърши:
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61: : ьь-1г + ще

с;: = Сь..12 + Ъ,:

ьт : т-12 + ат-
След тези пресмятания, ьт : ](2) и ст-1 : у(2) : ],(2). Следователно

при 2 : т„ можем да пресметнем следващото приближение ш„“ по форму-
лата

ьт

спа-4

Написвапето и тестването на компютърна. програма за решаване на алгеб-

рични уравнения ПО ТОЗИ прост ШРИТЪЪ! е ЕДНО приятно 3Ш1ИЪ1а-ПИ8.

3п+1 : 31: *

ПГ. Комбиниран метод.

Това е една модификация на метода на Нютон, при която пресмятшхето
на приближението аз„ се комбинира с пресмяштето на друго приближените
2„, по метода на хордите, което се намира от другата страна на корена

(. За построяване на редиците [С] и (ни,) се прилагат формулите (при

предположение, че ]”(аз) > 0 в [а,6])

!(Шп)
1)
Шп+1=Шп-ГШ)9

п=0,1,...,

!(йп)

да) - ли.) (” *) “2) йп+1 : гп ““

Рис. 19

В 1) е използван стандартният метод на Нютон, докато в 2) е приложен
методът на шордите за интервала [йтшп]. По построение, Ъ,. ( Е ( и„ (виж
Рис. 19). Обикновено за п-тото приближение на корена ( се взима средата
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на интервала [:, жд]. Следователно на всяка стъпка разполагаме с числена

оценка на грешката

Това е едно от предимствата на този метод. Може да се покаже, че той има

ред на сходимост 2.
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Глава4

РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМИ ОТ УРАВНЕНИЯ

Ще разгледаме задачата за решаване на системи от 11. уравнения

];(щ,...,т„)=0, т=1,...,п.:

с п неизвестни 321, . . . ,шд . Ще започнем с най-простия случай - когато
!..-(31, . . . ,а:„) са линейни функции по отношение на 31, . . . ,:1:„. Тогава гор-
ната система се записва във вида

(1111121 + . . . + 0173112“
==

Ъ1

(121221 + +а2пшп =ь2

(1) ............. . .........................

ама,-1 + . .. + аппшп : 1)„
където [н.,-5] н [Ъ.-) са дадени числа. (Тук ще предполагаме за простота че те
са реални числа.) Ако означим с А матрицата [щ]- )?=1 ”1131

от коефициенти
и с ь вектора (61, . . . ,ьп), то системата (1) се записва в матричен вид по

следния начин

(2) Ай : Е.
С бес А ще означаваме детермит-хантата на А. Известно е от линейната алгеб-

ра, че линейната система (2) има единствено решение тогава и само тогава,
когато дей/1 # 0. Дори решението на (2) може да се запише в явен вид но

формулите на Крамер

- (188 А;:„М, ,С=1,...,п,31:

където А;: е матрицата, получена от А като заместим !с-тия стьлб със

стълба от свободните членове 5. На пръв поглед няма никакви проблеми
в решаването на линейните системи. Това обаче не е така. Веднага се вижда,
че формулите на Крамер са крайно неудобни за числено решаване на системи,
защото изискват огромен брой операции за пресмятане иа детермипантите.
Има други, много но-добри числени меюди за решаване на линейни системи.

Тук ние ще се запознаем с някои от тях.
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22. МЕТОД НА ГАУС

Така се нарича ИЗВССТНИЯТ НИ още ОТ средното училище МСТПОд На. изключ-
ването. При НЗГО първоначалната система

Аб: : 1)

се свежда до система от вида

Нд: : Е ,

която има същото решение и: и където В е горна триъгълна матрица, т.е.

Т11 Т12 - - - Т1п

0 Т22 . . . Т2п
В :

0 0 . . . тт1

Преобразуването на таблицата (АД) в (ДЕ) става стъпка по стъпка, чрез
изваждане от дадени редове на матрицата други, умножени с число. Алго-

ритъмът е следният:
Ако ап 76 0, 10 от б-тия ред на таблицата

(111 0.12 . . . (117, 171

(АБ) = ап Щи щи да

От апг ат. ь,.

се изважда първият, умножен с в.,-; /а.11. Това се прави за 2“ = 2, 3, . . . ,п.
Получава се таблица от вида

ап 012 013 ап: 51

1 1 1 (1)0 (152) 053) “;п) 172

шиш *: 0 „а аа „за ь?

0 0.92) 093) 1192 бе)

Ъва действие е еквивалентно на изключване на 31 от второ, трето, . . ., п-то
уравнение на системата Ай : ь.
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Ако
0,312) 76 0, то от йчтия ред на (А“), ВШ) нзваждаме втория, умножен (:

0,212 , за 1: == 3, 4, . .. ,п. Получаваме нова таблица. (Аш, 132) ) и т.н. докато
стигнем до таблицата

“11 012 013 - . - 01 171

1 1 1 1
0 (152) (153) 112) ь?

(А(”1),Б(1))= 0 0
“:(323) (183 6532)

0 0 0 (15:51) 1:51”)

Да запишем формулите, по които се намират елементите на (А“),БШ) от
тази на (А(*-1>,ь(*-1>). Имаме

и ь :: ь-1 ьч ь-1
(адам-„42.65 )) =

(“Ен )..-„02, ),1)( ))

“(Й-1) (::-1) (:=-1) (:=-1)..
**:ПЦКК ,...,аьп ,ьй ).
““Не

„Следователно

,С-

1
(И „ (!=-1) “Еп

„
(!=-1) ч- .() ат] “да -*Паю , 3-/с,1„+1,...,п..

“и:

Формули-ге (1) се прилагат последователно при [с = 1, 2, . . . ,п - 1.
Това е така нареченият прав .тод на алгоритъма. След изпълнението му

получаваме системата

п-1 - п-1
(2) А( ) : ь( )

,

която е еквивалентна на първоначалната Аб: :: ь (т.е. има същото решение).
При това, матрицата а А(“1) е горна триъгълна. Да означим за но-кратио
Атд) с В и БСП-1) (: б. Тогава подробпият заипс на (2) е

7.1131 + 1121122 + . . . + Тир?! Н :»Н

Н 3„Т22172 + - - - + Тити
..................

.,=:Н: Н :?
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И следователно ТЯ МОЖЕ! да бъде решена ЛЕСНО, като неизвестните се опре-

делят в обратен ред, :!:, а:„..1, . . . , ::,“1, по формулата
П

С;:
- 2 77:72?)-

ш„ :”Щ, дс=п,п- 1,...,2,1.
ТН:

Това е обратният той на алгоритъма.
(1)Методът на Гаус може да бъде приложен, ако елементите ап, а22 , ...,

аз:?) са различни от нула. Те се наричат главни (или водещи) елементи.

Но дори и водещите елементи да са различни от нула, ако някой от тях е

много малък по абсолютна стойност може да предизвика ненренебрежими
грешки от закръгляване на числата при работа с компютър, тъй като на
всяка стъпка от алгоритъма се извършва деление на водещия елемент. За

да се избегнат тези проблеми обикновено се използва една модификация на

метода на Гаус, известна като метод на Гаус с избор на главен елемент.

При нея, в началото на всяка стъпка, за водещ елемент се избира най-
големият по абсолютна стойност елемент на съответната матрица. Например
при първата стъпка се намира елемент ад, за който

3 а., : шах щ- .( ) : ...в 19.91 „|

Този елемент аз; ще играе ролята на водещ, т.е. от з-тото уравнение ще

определяме и:, и ще го нзкцночим от всички останали. На практика, след
определянето на 3 и !, разменяме местата на първия и з-тия ред и на първия
и 1-тия стълб на таблицата (А,Ъ) и след това продължаваме както при
стандартния метод - намираме (А(1>,ь(1>) по дадената по-горе формула. При

(1) 11 пвтората стъпка търсим най-големия елемент от [а,-]. ]1-=2 #2 и т.н.
ь-1Ясно е, че ако някой от избраните по този начин водещи елементи “Еак

)

е равен на нула, то (1еЪА : О. Следователно методът на Гаус с избор на
главен елемент е приложим за всяка иеизродена матрица А.

Понякога се прилага. частичен избор на главния елемент. При него за

водещ елемент се избира най-големият но абсолютна стойност в първия
стълб на съответната таблица:

ь-1 :=„1 !е-1
на..: := шах[ и. ч,.аь...>ь...,|аг.. Ч] .

(!=-1)
51 =0,т0(1е1:А=0.

Метод на Гаус-Жордан. Една друга модификация на метода на Гаус
е известна като метод на Гаус-Жарден. При нея на 19-тата стъпка ще се

включва не само от /с+1, . . . ,п-тото уравнение, но също така от 1, 2, . . . , (1:-
; 1)-во уравнение. По този начин първоначалната матрица А се трансформира

Ясно е, че и в този случай, ако а
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в диагоналната матрица В и съответно, трансформираната система добива
вида

аККшК=сКз К=1,...,п,
КОЯТО се решава веднага:

е!.
жк.-ЩЕ, 1с=1,...,п.

С,:

Методът на Гаус-Жордан се прилага при работа на машини с по.малка

оперативна памет или при решаване на но-големи системи, защото при него
е необходимо да се съхраняват по-малко данни.

Решаване на триединната задача по метода на Гаус. Решаването
на една линейна система Аб: : В е тясно свързано с решаването на други две
задачи: намиране на обратната матрица на А и намиране на детерминантата
на А. Съвкупността от тези три задачи се „нарича триединна задача. Сега
ще видим как много лесно бихме могли да решим останалите две задачи

(намиране на А“1 и (Хес А), ако сме решили вече, по метода на Гаус, линейната
система А;? : 13.

При метода на Гаус матрицата А се преобразува последователно в

А), Аш, . . . , А(““1) : Н, като от даден ред изваждаме друг ред, умножен е

число. Но тази операция не Променя детермииантата. Следователно де!; А :
бес Н. Тъй като В е триъгълна матрица с елементи “11:17:52:- . . ,а5.7:г1) но

диагонала, то

дет: А : бег. Н = 0110512) - - 4151151) *

И така, при решение на системата Ай: : ь но Гаус получаваме като допъл-
нителен резултат и детермипантата на А.

Сега ще видим как можем да намерим и елементите на А*. Нека

АД =
(1115322131

йт : (у1тзу2тх - . - : упт)Т (ТП-ТИЯ стълб на А*1)
е, = (0, . . . , 1, . . . ,О)Т (1 на т-та позиция) .

Тъй като АА“1 : Е, то ясно е. че

(4) Ай. = бт .

Следователно за да намерим елементите на т-тия стълб на А1. трябва
да решим линейната система (4). Ако вече имаме решена системата Ай : В

но Гаус, то нмамс Н (трансформацията на А). Следователно за решаването
на (4) но Гаус не е необходимо да извършваме правия ход. Остава само да
се намерят трансформашхите па ет и да се извърши обратния хед, което
изисква значително по-малко работа. Това се прави за т : 1, 2, . . . ,и и се

получават всички елементи на А*.
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23. ТРИЪГЪЛНО РАЗЛАГАНЕ. МЕТОД НА ХОЛЕЦКИ.

Ако матрицата И? е триъгълна, то съответната система

ИДЕ : 6
се решава МНОГО ЛЕСНО чрез последователно определяне на неизвестните

11, . . . ,СВп ОТ уравненията на системата. Това ни подсказва да потърсим
РЮЛЗГЗНЕ ПЗ. матрицата А на дадена линейна система като произведение
на две ТРИЪГЪЛНИ матрици, да речем, ВЪВ вида

(1) А=ьн,

където В е долна. триъгълна (т.е. !,»,- = 0 за всяко 2 ( 3), а В е горна триъгълна
(т.е. цд : 0 за всяко 3 ( ъ). Наистина, ако А може да се представи по този
начин, то решаването на системата

А:7:=БН:7:=Б,

се свежда КЪМ решаването на две по-нрости СИСТЕМИ

[из-[:!) и Н.,-15:37.

Разбира се, това може да стане, ако диагохлхалпите елементи на В, и В са

разшлячни от нули. А това е очевидно изпълнено, ако оеЪА # 0, защото
с1есА : дойдоа], : ти . „тт, 111 . „[пп.

Всяка лииейна система с пепулева детермипапта може да се сведе към
еквивалентна на нея система с матрица от вида БН. Нещо повече, това може
да се постигне, като се използва методът на Гаус с частичен избор на главния
елемент. Ние ще представим тук доказателство само в един частен случай.
Преди това ще припомним някои понятия от линейната алгебра.

Следващите нреобразования на матрици се наричат елементарни:
1. Смяна на местата на два реда или два стълба.
2. Умножение на всички елементи на един ред (стълб) с някакво число

34 0.

3. Прибавяне към елементите на един ред (стълб) съответните елементи
на друг ред (стълб), умножени с някакво число.

Две матрици се нарлшат еквивалентни, ако се получават една от друга
(: помощта на краен брой елементарни нреобразования.

Лесно се вижда, че всяко елементарно преобразовахше е равносилно на.

умножението па матрица с някаква неособена матрица. При това, ако пре-
образованието засяга редовете (стълбовете) на матрицата А, то множителят
трябва да стои отляво (отдясно) на А. Освен това множителят се получава
от единичната матрица Е, като тя се подложи на същото преобразование.
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Пример: Преобразованието смяна на местата на втори и трети ред на

матрицата А” е еквивалентно на матричното умножение А= ЕА,
ап “12 (113 „ “11 (112 013 „ 1 0 0

А = 021 (122 (123 , А = 031 4132 033 , Е = 0 0 1

031 032 033 021 022 (123 0 1 0

Нека Ай = ь е произволна система с пенулева детерминанта Да пред-

ноложим отначало че всички водещи елементи а11,а%12),.. ,а.5,„- ), получени

по стандартния метод на Гаус (без избор на главен елемент), са различни
от нула. Тогава чрез този метод на Гаус матрицата (А, ь) се преобразува в

(Ес), където В = А( 1) е горна триъгълна с елементи 0111052”.- ,а„
( 1)

по главния диагонал, а с = [,(п-П. Както вещ; видяхме, преобразуването се

извършва на 11.
- 1 стъпки

(АД)) ->(А(1),БШ) -> (А(2),Б(2)) -> -> (А(1),Ъ(”1)) = (на) ,

като матрицата А““) се получава от А““) с преобразовапията: за 1“ = [с +

1, . . . ,и, към да”-тия ред наА“” се прибавя [е“-тия ред на А““Ц, умножен
ь- 1 ьч

с числото те“: := 051: )/аБсй
). Това са елементарни преобразования и те

могат да се представят В матричен ВИД ПО следния начин:

А“” = ма..-... . . . 3к+1,1сА(ь-1) .

където 5“: е едьшичната матрица Е, подложена на същото нреобразование,
т.е.

[с з“

1 1

1 0 0 0

0 1 0 0 +. [:

За: 5

3

0 в.,: 1 0 +- 1

0 0 О 1

Да положим З,: := вика,“, . . . ВИЦ. Тогава А”“) : ЗКАОСЧ). Да отбеле-
жим, че 51: има вида

1 . . . О . . . 0

0 1 0

31: = 0 “Бенд: 0

0 “Знак 0
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окончателно получаваме

в : А“”И == змии-2) = ... = „-15„-2 . . . 31.41 .

Да означим с 171 матрицата 3 -13„-2 . . . 51. Имаме

1 0 .. . 0

-.921 1 . . . 0

[,1 = “831 -832 . . . 0

8711 -8„2 . . . 1

Лесно се проверява, че обратната матрица на 1,1 е от вида

1 0 0

121 1 0

Е: [31 [32 0
,

1п1 [732 ... 1

т.е. тя е долна триъгълна. Тъй като Н : [7111 но построение, то оттук,
ВВ : А .

Тук използвахме съществено ирешюложеннето, че водещите елементи
1 -1

..“11.052), . . . ,тя;
) са различни от нула. Доказателството в общия случаи е

кто-сложно и ние го пропускаме.
Сега ще разгледаме един клас от матрици, за които методът на Гаус без

избор на главен елемент може да бъде приложен, т.е. за които ведещите
елементи (1113083), . . . лв;-]) са винаги различни от нула. От доказаиото в

първата част следва, че такива матрици могат да бъдат разложеии но Гаус
на ПРОИЗВЕДЕЛШЗ ОТ ДВЕ ТРИЪГЪЛНИ.

Определение. Ще казваме, че реалната матрица А е положително
определена, ако

а) тя е симетрична (т.е. щ,- = а]; за На”, 3”),

б) (Айд?) 2 0 за всяко й:, като (Айд?) : 0 само при :? : 6.
Ако А е положително определена, то пет./1 # О. Наистина, да допуснем

противното. Тогава съществува пенулев вектор :В такъв, че Аб: : 6 (защото
всяка хомогенна система с нулева детермииапта има ненулево решение).
Оттук следва (Ай, 51?) = (6, :?) = 0, противоречие с положителната определе-
ност.

Ако А е положително определена, то десА # 0 и следователно А“1
съществува. Нещо повече, А1 е също положително определена. Да докажем
това. Нека д 94 б. Тогава :? := 1143? 76 б. Имаме

(1143747) = (аз?) = (аАа-г) = (Ат) > 0.
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което доказва, че А1 е положително определена.

Да припомним още, че ако една матрица А е положително определена,
то всичките й главни минори са положителни. Това следва от известния

критерий на. Силвестър. Ние ще скицираме тук директно доказателство.
Ще покажем най-напред, че всяка централна подматрица

“4151 0415):

Арс :=
.

“51:51 ад,-„

е положително определена. Нека й : (уй, . . . ,уд) е произволен ненулев

вектор от В)“. Нека 5: : (:в1,...,:1:„) е съответният му, допълнен с нули
вектор от К, т.е. т,]. : уд). зад“ =1,...,1с и т,- : 0 при : 96 дъ...,ц.
Очевидно

(Айд-ай) : (Айд-Е
Следователно (Аний) > 0, ако 37 76 6 и А е положително определена. Това

показва, че А„ е също положително определена.
Остана да видим, че за всяка положително определена матрица А имаме

де!:А > 0. Оттук следва, че дет. А;с > 0 за всеки главен минор дей Ак. Ще
използваме индукция по и. За матрици 1 х 1 това е очевидно. Допускаме,
че детерьшнантата на всяка положително определена матрица от ред п - 1

е положителна. Нека А е произволна положително определена матрица от

ред и. Както видяхме вече, А“1 е също положително определена. Нека ай
са елементите на А““1. Знаем от линейната алгебра, че

а.. - Ал” деъА
,

където А;” е адюнгираното количество на елемента ще,. В частност

Ан
(2) ап =

ае: А
.

Но Ан е главният минор

1122 а2п

деъ :
. ,

0,112 - - “пп

който е положителен, съгласно ннтционното предположение. Освен това,
пак по индукцноиното предположение, ап > 0. Тогава от (2) следва десА > 0
и твърдението е доказано.

Теорема 1. Ако А е положителна определена матрица, то тя. може
да се разложи по единствен начин във вида

А=ЪЪТ



¥ 

+ 
% 

е
е
 

“-- 
μ 

.
 

ълщ щ 

а 
4 

% 

| 
, 

Ж
 

#Ж 

ε- 
Ν 

щ. 
- 

« 
# 

A 

ζ 
( 

3 
#. Е 

и 

» 

Ая 

161

където Е е долна триъгълна матрица.

Доказателството е конструктивно. То показва начина, по който това
разложение може да бъде получено. Методът е щюдложеп от Холецки и е

свързан с неговото име. В някои книги той се нарича метод на квадратния
корен. Да означим с [а,-д] елементите на Б. Ще ги определяме от равенството

(111 0 . . . 0 0111 021 . . . ап] ап . . . От
021 0122 . . . 0 0 022 . . . апг 0.21 . . . 0.27,

ап1 “112 - . - апп 0 0 - - . аут 0411 - - - “пп

Имаме 031 = 011- Тъй като 011 > 0, то

ап = х/Й

и 011 е реално положително число. По-пататък,

од:-0110151, ]=2,...,п,
и оттук определяме всички останали елементи [а,-1) от първия стълб на В:

Аналогично определяме последователно елементите от втория, третия, . .

п-тия стълб на В. Да запишем общите формули. Имаме
“!

2 2 2аьь=ан+аю+„.+ац.

Оттук

1/22 2(3) ане = (ане
“ ан * “

аиде-1)
-

От връзката

ай].:аиа1-1+аь2032+...+а]сьадь, ]:ь+1у--чп1

определяме

К-1

Ще;
* Е ак.-051
:“:1 .

(4) см,-,с: , 3=1с+1,...,п.
СЧс/с

Разбира се този метод може да бъде приложен за всяка матрица А, ако
„ величините, които кореиуваме в (3), са различни от нула. Ще покажем, че

“

. при направените предположения за А те са дори положителни.
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Да. означим с А,: централната нодматрнца

0.11 . . . (11;с

Ад. : . .

ам . . . ане

ТЪй като
011 0 От ам

Ак : Е

.

1

ап а”: 0 От:

то

2 2
(5) (1817 А]: : (111 . . . ОКХ .

Тъй като ден-Ц > 0 (всички главни мннорн на А са положителни). то

а%1...а.;3,с > Оза всяко 1с= 1,2,...,п. Но аЪ =а11> 0. Тогава

аЪаЗ2>О => а5322>0,

* *)

а331а32аЗЗ>0 => 053>0,

.........................................

а31032...агт>0 => агт>0.

Да отбележим, че тук а?“. е точно величината под корена в (3) Следователно
ама е реално И ПОЛОЖНТЕЛНО ЧПСЛО.
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24. НОРМИ НА МАТРИЦИ. СХОДИМОСТ НА МАТРИЧЕН РЕД

Да разгледаме множеството А„ от всички реални матрици

А : [има ?:1

с размерност п х п. Да въведем в А„ операциите събиране на матрици и

умнооюение на матрица е число с по стандартния начин:

Ако А : [ад,-) и В : (1155), то

А+В
сА

[аи + да“) :

(Ода? -1!

С 0 ще означаваме нулевата матрица (чиито елементи са 0), а с Е - единич-
ната матрица. След тези определения А„ става едно линейно пространство.
Да отбележим, че в А„ може да се определи и операцията умножение на

матрица с матрица:

АВ := [(й5165)>7 д, : (ад,. . . ,на“), Б?- =(ь1д,. . . !ьП5)Т .

Произведението АВ е също елемент на А. Сега ще въведем понятието

”норма” в .А„.

Матриците от А„ са таблици от п числа. Те могат да се разглеждат
като пг-мернн вектори. (Операциите събиране и умножение с число са

определени както при векторите.) Затова всички условия от известното ни

определение за норма на вектор трябва да участват и в определението за

норма на матрица. Освен това, към тези условия е добавено още едно, което

засяга операцията умножение На матрица С матрица.

2

Определение. Казваме, че в А,. е определена норма “ -
||, ако на всяка

матрица А е .А е съпоставено число ||А|| (т.е. нормата на А), което удовле-

творява следните условия:

1) |!А!|20; ||Ан=о => А=О.
2) ААП : И А за всяко число А .

3) НА + В 5 А + В -

4) АВ 5 А-В -

Дали има съответствия А -> ||А||, които удовлетворяват горните условия?
Оказва се, че всяка векторна норма определя съответна матрична норма. В

сила е следното твърдение.

Теорема 1. Нека ||
.
И
в норма на, вектор в В. Тогава съответствието

А -> ||А||, където

(1) А == 8119 НАЙ
ЛЕН=1
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определя норма в А„.

Доказателство. Ще проверим, че съответствието А -> НА, определено
в (1), удовлетворява всички условия от определението на норма.

1) Очевидно А“ 2 0 като супремум иа иеотрицателни числа Ай. Освен
това. ПО)! : 0. Остава само да се види, че от равенството ПАН : 0 слещза
А : О. Наистина, да допуснем, че има матрица А 6 А„, за която 4 = 0.

но А # О. Тогава от равенството АЕ : А следва, че поне един от векторите
Аб1,Аг2, . . . ,.46„ (които са стълбове на. А), е различен от 5. Тук с г;, още
означнли 1с-тня единичен вектор, т.е.

е„ := (0, . . . , 1, . . . .0), където 1 е на [с .. та позиция .

Нека нащшмер Абд. 76 б. Тогава и АЕ # () при 5- :: двд/Нейн. Но НЕ)!
: 1 и

следователно

ПАН 2111451! > 0-

което противоречи на допускането, че ПА!) : 0.
2) Използвайки съответното свойство на векторна норма, получаваме

НМ = вир АА-“ЕН
=

8111) (Ш Е|Ай1|1=Щ НА!) .

11511=1 1351“=1

3) Тъй като векторната норма. удовлетворява неравенството на триъгъл-
ника, то

ИНА + В знр (А + Вю : вар Аа? + Вт
11511=1 11511=1

|А Бир П|АЪН+НВй|П 5 вир МАГНИ- зпр 351!
11551=1 пеп=1 НЗН=1

=
ПАН + НВП .

4) При доказателството на свойство 4) ще използваме снощното важно

неравенство

(2) НАЕМ 5 НАП-И:? .

отнасящо се за величтшата (1). Когато (ЕН
: 1, то

НАП = вир НАШ! 2 ПА?!)
зона

и следоватешю (2) с в сила. Неравенството е очевидно вярно и при :?: : (3.

Нека сега М:? # 0. Тогава векторът 513/ :?: има норма 1 и съгласно току-що
доказаното

!
1

“А: !

!Нп Е НА ,
Н!
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откъдето следва НАЕМ 5 А.“:ЕН, т.е. (2).
Сега вече можем да докажем свойство 4). Имаме

НАВИ вир НАВСВН
=

8111) ПА-(Вдгш
вина пии

!!

!А

“ей!-21
[НАП.НВЙНЪ (съгласно (2))

Н НАН-
5111131

НВЕЕН
= НАП-НВП -

,ЦОКЗЗЗТВЛСТВОТО на теоремата е завършено.

Неравенството (2) изразява така нареченото условие за съгласуваност
между векторната и матричната норма.

Определение. Ще казваме. че векторната норма 53 и матричнага
норма и(А) са съгласувани. ако

“Аа? 5 1/(А)Н:ЪН за всяко 5: Е В и А е А,. .

Може да има много матрични норми, които са съгласувани с дадена
векторна норма. Най-малката от всички тези норми се нарича подчинена на

век-горната, т.е. и(-) е подчинена на П
-

, ако

1!(А) 5 ММ)

за всяко А е А,. и всяка друга, съгласувана (: |!
-
(| матрична норма „(А).

Вярно е следното

Твърдение: Нека ([
-

Е]
е произволна дадена векторна норма. Тогава

матричната норма, определени в А„ с равенството

НАП := вир МАЗ?

агни

Е? ПОдЧ/ЦНСИН. на, ЗВЪАТПОРТМППЦ.

Доказателството е елементарно. Нека и(.) с произволна друпа норма,
съгласувана с векторната (!

. . Тогава

Ан : зпр НАЕМ ==
[3445303] (за никакво 530 с норма 1)

така

5 и(А)Е|;Е*„Б (поради съгласуваност на и())

2](А) (защото Ийв = 1) .



< 
, 

Ф
х
 

Суъ 
л
 

у!.пъ. 
К 

.Ч»ои.н. 
.м.„ж... 

.
 

да 

К
 

ае 
ле 

. 

i 

166

Вече имахме ПОВОД да СНОМВНЕМ, че най-често ПОЛЗВЗНИТЕ векторни норми

са:

17 “30 =
1,283

!.ТД (равномерна или максимум норма) ,

!

П.

1“1 : 2151311 (първа норма,) ,

::1
1

5

“532 = Ел? (евклидова норма) .

6=1

Като използваме доказаното но-горе твърдение, можем да намерим подчи-

нените им матрични норми, които ще означаваме със същите индекси (00,
1

и 2). Ето едно упътване за тяхното намиране:

МАН
: вир НАй?

== вир таа ана,“„„
пънка

“00
напоява;

Ч ]

П.:
1Г5ПЗ(ХЛЕ!ЦЪЗ|,

з=1

“А“1 :: БНР 1431117“ 8“р 2 2023333!
нама папи-1 .-1 ,:1 !

п п п „.

= БНР 2 Ето“! |3351=
1112531“
2! 0151,

135|51=15=1 5=1
-3 - ;:

НАН2
= вир МИГ- вир (Ай,/15)

НЩ|2= НйНг=

: вир (Ат./1533)
“дъна“1

Тъй като матрицата АТА е симетрична, всичките и собствени стойности

А1,.. .,„А са положителни. Нека А е най-голямата от тях и нека Е е съ-

ответствапшят и собствен вектор, нормираи с условието Неш: 1. Тогава

(АТАе,е) : (Ае,е : А “6“2-- А и от полученото ио-горе следва
НАНг г ,/(АТАг,д) = ,е .

От друга страна, ако е1,.. .,Е„ е ортонормираната система от собствени

вектори на АТА съответстванш на А1,. . .,А„, то всеки вектор а: от Кпсе
“

представя по единствен начин във вида

Ъ=с1б1+...+с„д„.
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При това 1“2 : с? + . . . + е?,. Следователно, ако ||:ЕП2
: 1, то

П.

(Ат/1:53) - АТАХцЕь Ход,
д=1 :=1

П п П:
Ес,)хддд,ЕС;дд = Ех,-с? 5 А ценз : ). .
::1 :=1 :“:1 ..

Това неравенство и полученото преди показват. че Анг : Аа
След като сме въвели някаква норма в А„, тя поражда разстояние в

А„ и следователно можем да говорим за сх0димост на редици от матрици
относно това разстояние. Ще казваме, че редицата А1,А2, ... от матрици
с сходяща към А, ако НА):

-
АН -) 0 при А* -> оо, за която и да е норма

„5
-

[5
в А„. Тъй като матриците могат да бъдат разглеждани като вектори

:: размерност 112 и матричиата норма удовлетворява всичките 3 условия.
предявени към векторната норма. то от еквивачентността на векторните
норми и Н712 следва. че всеки две матрични норми в А„ са еквивалентни.
Следователно. ако една редица от матрици е сходяща относно една норма
е. .4„. то тя е сходяща относно всяка друга норма и специално, относно

максимум нормата. ОТТУК следва, Че СХОДНМОСТ на редици ОТ МаТРНЦН МОЖР

518» се определи по следния. еквивалентен на дадения начин:

*. . - (А) .Определение. Казваше, че редицата от матрици Ад, - ай , А

0, 1, . . .. е стодтца към А :: (на), ако

(Ю
а,]-

-> и„- при !: -> оо .

С други думи. Ад. +) А, ако имаме сходимост но елементи (координати).
След като знаем какво е сходшца матрична редица, по аналогия с числови

регкове. можем да определим и сходимост на матрични редове.

Определение. Казва-ме, че матричният ред

(3) (МБ + (ИА + 0212112 + 03143 + . . .

с стодящ, ако е сходяща редицата от наршташште му суми

8,„(А) := аОЕ + (1111 + . . . + атАт, т : 0, 1, . ..

Границата 3(А) на Е,п(А) при 171 -+ 00 се нарича сума на матричния ред
(3). Тук (ложи, . .. са реални числа, а А,с :: А.А...А (А*. пъти).

Схоцлшостга на матричния ред (3) е тясно свързана със сходимостта на
числовия ред

(4) ао+а1г+а212+...
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С Е,п(й), съответно 301), ще означаваме парциалните суми и сумата на чис-

ловня ред, ако той е сходящ.

Теорема 2. Нека В (е радиусът на стодимост на числовия ред (4).
Ако |А| ( Б за всяка собствена стойност А на А, то матричният ред

(3) е сшодящ за А. Ако числовият ред (4) е разтодящ за някоя собствена

стойност А на А. то мотричншът ред (3) е разтодящ за А.

Доказателство. Ако С е .А„ и дей С 94 0, то нреобразованието

А 4 С“1АС

се нарича преобразование на подобие. Известно е, че преобразованието на

подобие запазва собствените стойности на А. Това следва от факта. че ха-

рактеристичннте полиноми на А и на С““1АС са едни и същи:

с1еъ(С“1АС - АЕ) деца“/ю - „хо-150)И

нес С1(А - АЕ)С

дет. 04. аецА - АЕ). аеь (: = де!:(А „ АЕ) .

Освен това се вижда, че ако матричният ред (3) е сходящ за А, той е сх0дящ
и за С““1АС и обратно. Наистина, тъй като Бт(С”1АС) : СТ1З„,(А)С, то

8т(А)->З(А) => 3т(С*1АС)->С“15(А)С.

Следователно теоремата ще бъде доказана напълно, ако докажем твърде-
нието й за някое специално преобразованне на подобие на А. Затова ние ще
смятаме оттук нататък, че матрицата: 55 в нормална жорданова форма.

(Знаем от линейната алгебра, че деним матрица А 6 А„ може да бъде

приведена чрез нреобразование на ;н ж.т. „за нормална жорданова форма.)
И така, нека А има собствени стойност:: К.. . . . . , А„, като някои от тях могат
и да съвпадат. Тогава А се представя в нормална жорданова форма „от вида
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където В:- са жордановите клетки с някакви размерност щ хщ, им - -+щ. :
п, съответстващи на собствените стойности Ад, т.е.

А 1 0 0 0

0 А 10 0

В: в в г в г

0 О ОА 1

0 0 0 0 А

Тук. както и по-долу. сме изпуснали индекса Ъ“ за улеснение. Вижда се. че

ако р“) е алгебричен полином то

и (::-1)
. е „А) И!» и,» ети->

: (и-ьч
0 „(А) 1219?) гад-2.51)

Р(В5)=

0 0 0 р(А)

Това се доказва по индукция. Нека твърдението е вярно за всяко ри е им.
Произволен полином рм+1 от 7г„+1 се представя във вида

рим“) : йрм (г.) + (2, където с е константа. Тогава, очевидно

Мийд) = АРМИ) + С

и
) (1 1 .

1111344“): Рим“) +3р„ )(А)» 3 = 1,2,

Следователно

З.,„ь „) им» А „„ ”(А)
3“!
”” ]! („%-1)!

Това са точно формулите за пресмятане на елементите на рм+1(В) въз
основа на връзката

при 3 # 0.

РА”+1(В) = ВРМВ) + сЕ
”
и шхдукционното птдположение.

Специално при р“) : Зт (г) ще имаме:
51п(/А) 512“) . . .

*Т-Тии19)

(::-2)
() вто) „..-7.5»:

Ш

втш):
“
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И така, 5т(А) се състои от клетките З„,(Б,-). разположени по диагох-тал, а
останалите елементи на 3т(А) са-нули. Оттук е ясно, че ако |А| ( Е„ то
числовите редици 5т()х),3:п(/Х),..., ,?)(А) са сходящи. Следователно, ако

И! ( И за всяка собствена стойност А,- на. А, то елементите на 3т(В,:),
а оттук и на Е,п(А), са входящи. Това означава, че матричният ред (3)
е сходящ за А. Обратно. ако числовият ред (4) е разх0дящ за поне една
собствена стойност А, то редицата 5т(А) е разх0дяща и оттук, матричният
ред (3) е разходящ. Теоремата е доказана.

Особено важтю за нас е следното неносдюдствено следствие от тази обща
теорема.

Следствие 3. Матричната геометрична прогресия

(5) Е+А+А2+...

е стодяща за А тогава и само тогава, когато всичките собствени стой-
поети на А са по модул по-малки от 1.

твърдението следва от известния факт, ЧЕ радиусът на. СХОДИМОСТ на
числовата. ГЕОМСТРИЧНЗ прогресия

(6) 1+г+гг+ш
е равен на 1. (По-точно, редът (6) е входящ само при [:| ( 1.)

Ще нриведеме още едно следствие от доказаната Теорема 2.

Лема 4. Матричната геометрична прогресия (5) е стодяща тогава и
само тогава, когато Ат -) 0 при т -+ 00.
Доказателство. И тук можем да си мислим, че А е в нормална жорданова

форма. Тогава А” се състои от блокове във вида
Ат (Т)АТП-1
0 Ат

Вт.-. : 3 . . .

0 0

0 0 Х

Нека метричната геометрична прогресия е сходяща за А. Тогава но След-
ствие 3. |А1>| ( 1 за всяка собствена стойност А.- на А. Но ако Щ ( 1, то
Х -> 0. Тогава Вт -+ 0 и следователно Ат -> 0. Обратно, ако А”“ 74) 0.
то поне един елемент

(”а“)
АТМ-7 на Вт не клони към 0. Това може да бъде

вярно, само ако И 2 1. Оттук, но Следствие З! машинната геометрична
прогресия е разходяща.

“

Собствените стойности на една матрица от А„ са корени на алгебрични
нотаноми от стенен п. Тяхното намиране е свързано с решаване на алгеб-
рична уравнение, което както знаем вече, не е лесна работа. Затова е удобно

Завет“

»

»

„делими.
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се знаят прости методи за намиране на горна граница за |Ад|. Това би

осигурило прости достатъчни условия за сходимост на матричен ред.
:! долу ще приведем една оценка за |Ад| чрез нормата на А.

Лема 5. Всяка норма на А е по-голяма шви равна на абсолютната
- : ност на всяка собствена стойност на А. С други думи,

|Ад| 5 ||А|| за всяка норма .

Доказателство. Нека ||-|| е произволна норма в А„. Ако |||| е съгласувана
,

някаква векторна. норма (да я озх-тачим пак с ||
.
||), то твърдението следва

,

-шага. Наистина, нека :?: е собствен вектор, съответстващ на А,-. Тогава: Ада и следователно
Ма! ||53||=||А153Н=||А53||5||А|Н|5г|| => ЩЕНАН-

Сега ще дадем друго Доказателство на неравенството ОТ лемата, което

авбхваща общия случай (на произволна матрична норма ||
-
||). За целта да

Фазгледаме матрицата. В !=
“?!?-:;, където 5 е произволно ПОЛОЖИТВЛНО

* число. Очевидно ||В|| ( 1. Тогава по четвърто свойство на матрична норма,
||Вт|| 5 В” --> 0 при т -> 00 .

Следователно 8“ -> 0 и но Лема 4, метричната геометрична прогресия

равенството

Следователно

Ае“(1=> А-(А+е => А-(А.
|„А„+Е г.! и н и- н

Твърдението е доказано.

Следствие 6. Ако ||А|| ( 1 за някоя матрична норма, то матричната
геометрична прогресия Е + А + А2 + . . . е сшодяща.

Действително: ||А|| ( 1 влече |А| ( 1 за всяка собствена стойност на А.
*

Прилагаме Следствие 3.

Следствие 7. Ако ||А|| ( 1, то Ат --> 0 при т -)„оо.
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Лама 8. Ако всички собствени стойности [А,-] на А са по модул по-
малтш от 1, то Е - А е обратими. и

(Е-А)1=Е+А+А2+... .

Доказателство. От равенството

(Е-А)(Е+А+...+Ат) =Е-Ат+1..

след граничен преход, като използваме Теорема 2, получаваш

(Е-А) 3(А)=Е.

където

5(А)=Е+А+А3+... .-

Следователпо Е - А е обратнма и (Е - А)1 : ЕКА).
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25. ИТЕРАЦИОННИ МЕТОДИ ЗА РЕШАВАНЕ НА ЛИНЕЙНИ СИС-

ТЕМИ

Приближените методи за решаване на линейни системи от уравнения са

главно миграционни. При тях се избира подходящо начално приближение
(0) (0)
1 , . .го : (т. . , т„ ) на решението :? = (131, . . . ,.т„) и след това но формула от

ЙЗК+1
: ВкЙК-д-(Ъс, К=0,1,2,З,...

се строи редица (:Д) от точки и 113, която клони към решението 55.

Тук ние ще разгледаме някои основни итерационии методи за решаване
на линейни системи.

Метод на простата итерация. Нека е дадена системата Аб: : Ъ. Прео-

бразуваме я с помощта на пеособената матрица С 13 еквивалента на нея

система

й::Е-С[А:Е-Б).

ПОСТРОЯВЗМО НТЕРЗЦНОППИЯ процес

д“ : еь-СМть-Ъ], !: =0,1,...

при някакво начално приближение 50. Горната формула може да се запише

още така

ть+1=(Е - САЩ + СБ :: 13:15,с + (2 .

Теорема 1. Итерациопният процес

31:44 = Вйь + (?

е с.годящ при. произволен избор на началното приближение то тогава и

само тогава, когато всички собствени стойности на матрицата В са по

модул по-малки от 1.

Доказателство. Имаме

Нть+1=втк+д ВВе„-1+Вд+д=---

Н вид-„ + (в,с +ви + . . . + ЕМ .

При направените предположения за В, редът в скобите е сходящ, 8. В”1 ->

0 (съгласно Лема 4 от предишната лекция). Следователно редицата 1731: има

граница при 19 -> 00 и тази граница е (Е - ВГЧ. Вижда се, че тази граница
е решение на уравнението 5: = В:? + 3, т.е. решение на нашата система. Да

забележим, че ако редът Е + В + - - - не е сходящ, то и редицата [д) може
да бъде разходяща, например при 530

= 6. Теоремата е доказана.
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Следствие 2. Ако ПВЦ ( 1 за, някоя норма П-Н, то итерационният

процес е сшодящ при произволно начално приближение (ЕО.

Твърдението следва веднага от теоремата, като се вземе предвид, че

всяка норма на матрицата е ио-голяма по абсолютна стойност от всяка

нейна собствена стойност. В този случай дори може да се изведе лесно и

една оценка на грешката. Наистина, имаме

Нд - 53“
= “Еди-1 - 85 5 НВНПЪЧ - а? ,

откъдето следва

Ндк
* 53 5 ВНЙНЙО

* й .

Следователно при НВП ( 1 скоростта на сходимост е както при геометрична

прогресия.

При итерационпи формули от вида

(1) едн = (Е „ ОАЕ,: + СБ

критериите за сходимост могат да се наложат направо на матрицата А :
[ад,-]. Да разгледаме специалния случай на (1), когато С е диагонална мат-

рица с елементи по диагонала 1/щ,-,

1 1
(на (-,... ..)9

0:11 ,апп

(12.61.9(041, . . . ,атГ]

ПО

В този случай системата Аа: : 5 се преобразува по стандартния начин - от
а-тото уравнение се определя 35:

“51 04,»--1 “: ,2+1 0.5” да” .

1 , . .931=---=В1-т-35-1-335+1--”*--Юп+-*, Ъ=
аа“ да ап ап“ ан

!п!

и формулите (1) за пресмятане на следващите приближения 1:81:

”
), ...,

35.” 1) добиват вида

ь.
2 ШЧК+1)=- щ-д :!:(Ю-Ъ- д=1,„чп.( ) *

1=%#.-ам.
Ш] аи

ТОЗИ метод е известен като метод на простата итерация.

ДВ видим как изглеждат дОСТЗЯЪШТЗ УСЛОВИЯ 38. сходимост на. метода

на простата ИТЗРЩИЯ, КОИТО произлизат ОТ следствието по-горе, при ИЗПОЛ-

зване на нормата

Емас“:
15 (11“ЕМИ.
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В нашия случай В : Е - СА. Нека (ь,-„.), (си-] и [651] са елементите на В,
С и Е, съответно. Тогава

65“ = двд-тацтттстиащ“

„ .?!
Ю,

|еК)

И следователно

ПВНОС.
= шах ЕМ;-1!

Н
65

ШМ=

..

5: | :?15:
1

п

шах -- а-- .

1559.
|ай|7=%;;й|

и!

Оттук се вижда, че условието Воо ( 1 се записва като

Н

Л

Е Мед-Мим, тт=1,...,п„
5:13?“

Това всъщност е условието А да бъде матрица с доминиращ главен диагонал.
Аналогично. условието

се СВЕФКДЗ. КЪМ

Метод на Зайдел. На практика. често се използва една естествена мо-
Днфнкация на метода на простата итерация, наречена метод на Зайдел. При

. 1:+1нея в поредното ъ-то уравнение от (2) за определяне на (с:
) се използват

изчислените вече (1с + 1)-ви приближения на 331, . . . ди,-4. По този начин се

получават формулите

п

”ЕНП:“ЕЕЧШФН) Е Шш“)+-Т- 1=1,...,п.

Теорема 3. Методът на Зайдел е сшодлщ при произволно начално при-
ближение до тогава и само тогава, когато всички корени на уравнението

Жан 0.12 . . . 0.1

Аа Аа а
да, .21

22 2п :()

Аам Аадг Аат,
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са по модул п.с-малки от 1.

Доказаттстео. Да представим А като А : (1 + У, където [1 е долна

триъгълна матрица, включваща главния диагонал, а У е горна триъгълна
с елементи 0 но шлавиия диагонал и под него. Тогава системата Ай : 1) се

записва във вида
И:? : -У:Т: + ь

и методът на Зайдел се представя чрез итерационния процес

11:51:44
= -У:Еь + Б.

Решаваме относно 57,“ и получаваме

(3) в„“ = „иди-с„ + (НБ .

Но това е изчислителен процес от типа на метода на простата итерация.
който беше разгледан в Теорема 1. Съгласно тази теорема методът (3) е

сходящ тогава и само тогава, когато собствените стойности на матрицата
-Н “117 са по мощни по-малки от 1, т.е., когато корените на уравнението

деи-(141! - АЕ] : (-1)п деЦ/ХЕ + [1417] = 0,

или което е същото (като умножим двете страни с пет И ), на уравнението

негри + и = 0,

са ПО МОДУЛ 11О-МЗЛКН ОТ 1. теоремата. е ДОКЗЗЗЛЗ.

Сравняване на метода на Зайдел и метода на простата итерация.
Областите на сходимост на простата итерация и метода на Зайдел се пре-
сичат. Не е трудно да се покаже, че и методът на Зайдел е сходящ за

системата Ай : 5, когато матрицата А е с доминиращ главен диагонал. По-

долу ще покажем, че в този случай методът на Зайдел е но-бързо сходящ

(в известен смисъл) от метода на простата нтерация.

Теорема 4. Ако матрицата А има доминиращ главен диагонал, то
методът на Зайдел е по-бързо стодящ от метода на простата итерсщия.
Доказателство. Това твърдение трябва да се разбира в следния смисъл:

Ще намерим еднотипни оценки за скоростта на сходимост на метода на

простата итерация и метода на Зайден и ще покажем, че оценката при
метода на Зайдел е но-добра от тази при простата итерация.

Ще използваме векторната норма “Еню := да? |:1:,-| и съответната съгла-
„1.3:

сувана матрична норма ||
-
Ное.

Нека А : (ад,-] е произволна матрица с доминиращ главен диагонал, т.е.

11

2 И.,-]. ( |ай|2 1=1,...,п.
1510-5455
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Означаваме:

0.53ог = --]
ьай,

(11
: .:,

а“
23 | |

. . ап
„ - глад-#1: шдх [ЧЛ1(:(п !““! 15:57:

Да отбележим, че сЪгласно нашето предположение за А, и ( 1. На простата

итерация съответства схемата

П
,: 1 !:

1125+)= Е щдш;)+(14,
деца

а на метода на Зайдел

(1: 1

1-1
:: 1) (ь)

3=1 5=5+1

Нека 5: е решението на системата. Имаме

И.

аз.-
= 2 6555125 + (1;-

.=1,3.#5

За грешката по метода на простата итерация получаваме

И „Е?? 3? а55 * Екипи ,-
“
331

И Е.Те?и-
|
51 8 А И

5 „*?11150
- тнт .

Да въведем още означенията:

5-1

6.- = ЕМ;“! ,

1:
11

7.- = 2 |си! .
1=5+1

%
и : шах .

* 1 - 5.
За метода на Зайдел имаме

93” ”ден“, = шах
|36
*
ФЕН! 51519:
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5 ш?ч(%|щ1||ш;ь+1)
-

ги,-|
+ % 1011“! Р?) 31! )

3.21 5=5+1

5
ти?..ЧБдпйьд

-
диво + тийн - тнт) -

Последното равенство се достига за някакво 130. Следователно

На?
*- донос 5 [з.-„наш - Зисо + чи.-„нд - йпоо -

Оттук

- - 750 - ..

1 .. 650

: „пт-щит : 5

5 иь+1нйо
-

:ЕПОО . *

Но 5; + 7,- 5 ,и ( 1. Тогава

1. В 1 - *-
1.8» + . .. „

В,.„Из-
“т : :( В,) 7: % т

1 - В!“ 1- Б,;
: 185(1-В:“.1)20

1 - 131

Следователно
.

и =ШаХ(Вд +7е) > шах-15- = и
* * 1 - В:

И така, грешката при метода на Зайдел се оценява с израз, който клони към

нула по-бързо от този, получен при простата итерация.
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26. ГРАДИЕНТНИ МЕТОДИ ЗА РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМИ
ОТ ЛИНЕЙНИ УРАВНЕНИЯ

,

Нека е дадена системата

(1) Ай = Б.

Ще предполагаме, че А е положитешю определена матрица. Да въведем

функционала

(2) !(53) := (Айд?) - 2035),
определен за всяко :? е 112. Вижда се, че

НЕ): Е щдшдт,- 226-3, .

,1=1

Следователно ](й) е полином от втора степен по отношение на аз,-, 1” =

1, . . . ,п.
Ще покажем, че решението на (1) минимизира (2) и обратно- минимума

нафункционала (2) се достига за решение на (1). Наистина, нека ( е решение
на (1) т..е АЕ-- 1). Нека а: е произволен елемент от В. Като използваме
положителната определеност на А, получаваме последователно:

](й) [(б) : (Айва: - 2(Бзй) - (АЕ-35.) + 2(515)

(Айд? “ 2045252) - (Ад-„Е.) + 2015125

(АЕ-уд)
-
(Абд-:) + (Айжй - (АЕ-153)

(АЕ! - г) + (Ай - Абт)|!

(А5,Е- 3?) - (А(5- 53.53)

(Абд- 5) (6.- 531145)

= (А(Е.-5:).Е-*й)20.

Равенството се достига само при :? = (. Следователно [(Е-) приема мини-

малната си стойност само при :::-- 5-
Да допуснем сега, че ](ш) > ] ( )за. всяко :? Е В. Тогава

д!
да:.- З=Е

=2Ещ1-Ед-2Ъ =0, 2=1,.
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което означава, че 5 е решение на линейната система Аа? : 5. Твърдениего
е доказано.

Описаната връзка се използва за нриближено решение на системата (1)

чрез мньшмизиране на (2). Един от методите за търсене на минимума на (2)
е методът на. найбързото спускане. При него от едно приближение 51. се

намира следващото Д“ така. че да имаме найтолимо намаление на стой-
ността на ](дг). Всяко следващо приближение се получава от предкоппото
по формулата

бгь+1 = 131: + аьдь,

където Е,: има направление на най-бързото намаляване на ](:.7:) започвайки
от точката бнс, а щ; се избира така, че да се постигне възможно най-голямо
намаление на стойността [(Е-), ако 5: се движи по това направление. С други
думи Ед. се избира от условието

--)1П8Х.

8. при така ОНРСДСЛСНОТО Е : ЕА- ТЪРСИМ ОДС като решение на уравнението

(1

даде,.
+ аб) : 0.

Имаме

(51: + ад, Аш. + аб)) - 2(Б,е,с + аб)П!(Йь + 05)

Н (ед., Ай,.) + 2а(:*д,„ Аб) + а2(г, Ад) - 2(ь. ед.) - 2045, 6)
Н 02(Аб, г) + [(и) + 20:01:53,с

-
Б, а).

Оттук, като използваме означението г,; := Ай,: - Ъ, получаваме

1, - - „ -- - -
(дати,.

+ 00На=0 = има - ь. с) : 2(п„с),
Съгласно неравенството на Коши-Буняковски-Шварц,

Кад)! 5 Пт! -
НЕП,

като равенството се достига когато Е и 11. са колинеарни, т.е. когато с- *-

сопзглть. Следователно направлението на най-бързото намаление на фун-
кционала ] се дава с направлението на вектора с,: := Т,: : Айд. -- 13. Да
определим стойността 011: на а, при която ] приема минимална стойност но
направлението Ед.. Имаме .

[(т.-„ + оод.) = Ле,с + ап) : а2(А1=„,г„) + Дед,) + 2а(т, п).
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Оттук
(1

3316331:
+ адь) = 20(АЙ„ й) + г(й, й) = 0.

Онределяме решението ще на горното уравнение. Получаваме

Следователно формулата за пресмятане на следващото приближение приема
окончателния вид:

(Ти, Ти) -“*,-747: - -

(АП:, Ть)

Тъй като функцията ](й) има единствен локален ь-хииимум, то методът е

сходящ при всяко начално приближение.

53ь+1 : 531:
-
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27. РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМИ ОТ НЕЛИНЕЙНИ УРАВНЕНИЯ

Метод на простата итерация. Трябва да решим системата

];(31,...,а:п) =0, 2=1,...,п,

където !,. са нелинейни функции. Записваме тази система във вида

=305(Ш1,...,Шп), 1=1,...,п,

или по-кратко

където

(В (31,...,:с„),

ФФ?) = (Ф1(53).---,зо„(53))-

Както и в едномерния случай (при решаване на нелинейни уравнения)
построяваме итерационния процес

им :.;щ), ь=о,1,... ,

при някакво начално приближение 50 : (1:01, . . . , шап). В пооподробен запис

формулите изглеждат така:

(1) ада:“) : 9910390;- . . 7351”): 1: 1, . . . ,п.
Този метод е известен като метод на простата итерацил. Аналог пък на
метода на Зайдел за нелинейни системи е итерацнопният метод

::.-(КН) 5010112“), ...,:ЕШ)

За» = „(мандат, а”)

Шани) : % (танц,.-. 9355131): тт)

Да ИЗСЛЕДВВМВ скоростта НВ. сходимост на метода ПЗ. простата итеращтя
(1).

Въвехщаме и К нормата :?:Ноо
:

1122125!
[33.1. Нека 3 :(5: 6 И?

!

:Б-5 || (7), където Е е решението на системата ш-- 4р(а:). Да. предположим,
че

8991011)

да:,
(М,-д при 55:63” за ъ,3=1,...,п.



i
 

е

183

Теорема 1. Ако
п

шах
Абд-]-
( 1,

1515117-1

то 531: клони към 5 със скорост на геометрична прогресия при всяко 530 е В,.

Доказателство. Ако означим с А! матрицата [АД,-), то условието в тео-
ремата е всъщност “АЛ|00 ( 1.

Нека :Ъ : (ад,. . . ,и) 6 Б,. Тогава

„Фед) - ЕНоо : (;(й) .- ф.(Е-)оо :
1125125!

1991031: * * . 71.11)
.- %(51, - - * тбл”

: шах ЕШФ]- - (7) (но Тейлър)1991 . дас,]:
П д

“

.- -
991” (7713)( т: - шах- Н има; да:,

3=1 3

където 171
=

(7751 , . . . ,тп) са някакви точки по линията сързваща :?: и Е. Тогава
очевидно 17; 6 Б„ тъй като 5 и :?: принадлежат на Б,. Следователно

или) * Еню : на * Ен ”0
1559:
шах Е Мед

=
анд?
-
(“до ,

а=1

където (; : Атос ( 1 . Оттук получаваме (при :? : :Еь)
СЦ-н
-
днес 5 Чпддк днес 5 Чита-30 ”” биос

Н теоремата е ДОКЗЗЗНЗ.

Метод на Нютон. Да припомним най-налред метода на Нютон за

решаване на уравнението [(:с) = 0. Нека ] 6 (рунд). Да предположим, че
сме намерили пякякво приближение ще на корена на уравнението [(:с) = 0
в

5:11, ь]. По формулата на Тейлър

на) = да) +шоо - и) +Маши-”1 ,

с. някакво (, намиращо се меЖДУ точките .т и ще. Вместо да решаваме
уравнението ](23) = 0 ние търсим корена на линейното уравнение

!(Шь) + ГСБКЖФ - И) : 0-
Да означим корена му е ще“. Имаме

!(Фь)
ще“ : :В]: -

!,(ть).
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Това е формулата на Нютон.

Да постъпим аналогично и при решаване на система от уравнения от

вида

(1) Ще) = 5,

където г(й) : (]1(5:), . . . , ]„(:Т:)), т.е. разглеждаме системата
].1(:Б1,. .. ,Шп) : 0

......................

!(ш1зичшп) : 0.

- :: ::
Нека 351:

=
(:::5 ), . . . , 1:51 )) е приближен?

решение на (1), намиращо се в окол-

ност на точното решение Е и нека Ед.-%; са непрекъснати в тази околност.
.1

По формулата на Тейлър имаме

л(ш1....,ш„) =
лез*>,...,аг>>+й-д!53*)*1 .7

(331
**
ФЪН)

+ нелинейна част .

И тук, вместо нелинейната система Р(:Ъ) : б, решаваме линейната

на) +2 таг:”1=1
(жд-тзь))=0, ]=1,...,п.

”Означаваме решението с дни. Имаме

д]; :? :: ь -
(2) Е Гви)“;

Н)
“93; ))

= Ди).
1=1 ?

Нека .Как) е матрицата на горната линейна система, т.е. ](йд) е якобиана% в точката :?:д. Системата (2) се записва в матрична форма по

следния начин

](Йьжйьн - дпс) = -Г(5Зь) -

За да я решим, умиожаваме двете страни с .]“1(:Ъь) и получаваме

в,.“ = е,. - .Г1(5:,„) Рев.).
Това е съответната формула за приближено решаване на системи по метода
на Нютон.

Да се спрем на скоростта на сходимост на този мег0д.
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Нека АН е метричната норма, подчинена на векторната норма М:?
:

шах |:в,-|. Знаем, че
15:57:

ПАН
=

1133;2 ми! ,, -
3:21

НАЙ Е НА
- 55 -

Теорема 2. Нека съществуват числа т, (21, 62 такива, че

(0) ]1(:Е)|| 5 с1, за всяко :?: е Бг ;

(б) пт) * Нд) - духа: - ти 5 сент - МР, шу е в, .

Тогава при 330 е Зи ? : тйп(т, %), с : с1 св, методът на. Нютон е сшодящ
със скорост

на - Еп :
%(Смдо

- Еп)” .

Доказателство. Най-напред ще докажем по индукция, че от :Тсо е 5;
следва 271: е 8; за всяко )е. Наистина, нека :?:; е З,:, в” : О,. . . ,!с. Имаше

ЩЕ) - г(йь)-](5ь)(Е-5ь)

“Р-”(да)
*- дйьжг * 571:+1 + :?:/ен

-
дпс)

= “г(йь) * ЛДЖЕ-т дин) - !(Йьхйкн - дпс) -

Но Рейс) + ](Йьжйьн - :д) : 0, съгласно определението на щ.д. Следова-
телно

РЙ) ** г(дь) “ си.”-ЦКС. Йк) = “Ла-:):)(Е- - Йън) -

Но по (6)

„ще -щи) - даже - ми : Санда: - 5112 .

Оттук - - 2
ддждьн - б) 5 Оги-”31:

-
б -

Умножаваме двете стршхи с .ГЧЪКЖ. Получаваме

ЦГЧ-“ЕНП - НЛдьЖдгьн - 5) 5 са||Г1(5=к)П -
да:
-
ЕН2 .

Но метричната норма е съгласувана с векторната. Следователно

(сган - 5)“ = НГ1(йь)-1(5ь)(5=ь+1 * 5)

: на“-Чак) - пленен - еп : С2С1ндь - 5:12
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5 сггзстзг.
И така, 51:44 Е 55.

В оценката по-горе доказахме неравенството

- - - - 2
На - 6 5 спане-1

-
ЕН .

Следователно

Щд-З|5:%щ4-8Р
Н Мид-а?

|А Маа-ЦГ5ЩБКМГФМ5

Оттук
1

Ищ-аздша-ай,
!:

т.е. методът на Нютон е с ходящ със скорост 42 , където (1 ( 1 при достатъчно

добро начално приближение. Теоремата е доказана.
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28. ЧИСЛО НА ОБУСЛОВЕНОСТ

Тук ще разгледаме един въпрос, свързан с някои проблеми, които могат

да възникнат при практическо решаване на линейни системи.
Нека си мислим, се системата е дадена във вида

(1) Ад,-:В.

Данните тук са елементите [ад,-] на А и елементите [Ъ,] на дясната страна 5.
Обикновено тези данни се задават експериментално или се получават след
изчисления с определена точност. В много случаи матрицата. А е известна
от теоретични изследвания, а само 5 се взимат от конкретни практически
задачи. Като добавим и факта, че в компютрите числата се закръгляват с

определена точност, стигаме до извода, че на практика вместо системата (1)
решаваме всъщност друга система, с променени данни. Практиката показва,
че при някои системи малки изменения в данните не влияят съществено
върху решението, докато при други това влияние е значително. Дори добре
изпитани методи, които в много случаи са давали отлични резултати, се

проявяват доста странно при някои конкретни системи и дават резултати,
далеч от очакваните. На какво се дължи това? Преди да отговорим на този

въпрос, нека най-напред да дадем една теоретична оценка за изменението
на решението :? при изменение на данните А и 5.

Нека :?: е решеннего на (1), а 5: + 5 - решението на системата с матрица
А + А и дясна страна Б+ 5, т.е.

(2) (А+А)(5:+Е)=Б+5.

Тук А е матрица, а 5 и 5 са вектори. Като вземем предвид, че Аа? : 1), от

(2) получаваме
Ае + Ай + Ад = 6

иотгук

Следователно

ПЕН 5 НАДН Нд + ЦГЧ! НАП На? + ЦГЧ! ПАН НЕП .

Ако предположим, че ЦАЧ| ||АН ( 1, т.е. че грешката в елементите на А е

достатъчно малка, получаваме

А* 31! + МАЧ НАП И:?
.5 (*

1 - НА-Ч! пан
При точното задаване на А (при А = 0) ще имаме

(3) Нд 5 |!А1|| Нд -
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И така, изменението 5 на решението се оценява чрез изменението А и 5 в

данните и зависи съществено от нормата на обратната матрица.

Тук 5, А и е? са абсолютните величини на грешките. Те обаче не дават дос-
татъчно ясна представа за състоянието на нещата. Например. ако НАЦ : 1,
това голямо изменение на данните ли е? Зависи от величината на 4. Ако
НА : 106, изменението е незначително, ако ПАН

: 103, изменението е

катастрофално. Затова при оценка на грешката се разглеждат относителните
величини -

НЕП ПАП ||5||Г, “: ”=.- .

Пти ПАН НЪН

Сега ще изведем оценка чрез
тези относителни величини. За целта ще им

бъде необходимо следното неравенство.

Лема 1. Нека. метричната норма ||
.
|| 6 съгласувана с ветпорната “ .

[:.

Тогава за всяка обратима матрица А и вектор :? е в сила неравенството

И:?

НА“1 ||

5 НАЕМ Е НА НФП .

Доказателство. Дясното неравенство изразява всъщност съгласуваност-
та на матричиата и векторната норми. Лявото неравенство следва от факта,
че

На?
= А“/Щ! 5 А! -

НАЙ“ .

Да проследим влиянието на измененията на данните върху решетшето в

две типични ситуации.
Нека в резултат на някакъв приближен числен метод сме получили при-

ближено решение ( на системата Ат-- ь. Да заместим Е в лявата страна на

системата вместо да. Получаваме АЕ. Нека АЕ е близко до 1). Оттук счедва
ли, че и 6 ще е близко до :в? Струва ни се естествено че ако б: .. Аб - 1) е

малко, то и е.= 5
- 3 ще е малко. Сега ще видин дали имаме основание за

такова твърдение.
Имаме

=АЕ-Б=АЕ-А5=А(Еит)=Аг.

Следователно Е : 1145. Тъй като (.А-1)“1 : А, то от Лама 1 следва

неравенството

“(Щ-| ( А 16
“ ( А“1 3(4) А || “= е .. || || || || -

|| ||

Аналогично,

ь“ А-1ь ( А--1 1)(5)
|

-(||53||= || ||- || || || ||
НА!
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Като следствие от (4) и (5) получаваме следната оценка. за относителната

1 ||8|| ||г|| . ||8||

||А1||||А|| ||ь||(=г||||5А А||ь||

Числото МАЧ ПАН се нарича число на обусловеност на матрицата А и се
“

бележи с вот! (А) (или и(А)). От (6) следва, че соли (А) 2 1 (В противен

атучай бихме получили абсурд в (6) при “5“ 36 0). Това се вижда и директно.
Наистина, от равенството Е : А”1А получаваме .

НЕП 5 ЦГЧ-ПАП = вот! (А) -

Но тъй като всички собствени стойности на единичната матрица Е са равни
на 1 (характерно-гъшиият полином на Е е (1

.. :)“) и всяка норма е но-

голяма от модула на всяка собствена стойност (виж Лема 245), то ||Е|| 2 1

и следователно вот! (А) 2 1.

От (6) се вижда, че ако числото на обусловеност на А е близко до 1,

то относителната грешка в решението е близка до относителната грешка в

цял ната страна. Тогава действите ние можем да кажем че ако АС е близко

,то 1), то и 5 е приближение на решението :? и дори да дадем добра оценка за

грешката чрез (6).

Матришт е число на обусловепост близко до 1 се наричат добре обусловени

матрици. Тези, при които 1201111 (А) е много голямо, се наричат лошо обусло-
вени. Именно лошо обусловените матрици могат да предизвикат проблеми

при числено решаване на съответната система.

Можем да дадем и по-добра оценка отдолу за соло! (А) чрез собствените
стойности на А. За целта да означим с А1, . . . ,А собствените стойности на

А. подредени във възходящ ред (по модул),

|А|| : : |А„|.
Тогава % 5 5 „% са модулите на собствените стойности на А“1 и

следователно

Х -1 ми:
(7, сопс1(А)--||А || ||А|| >--

Т1||

В частния случай, когато А е симетрична матрица (т.е. А : Ат), ||А||2 : (А„)
и ((А-Чи : ТХ]? Тогава

|Ап|

(ТЦ

Следователно обусловеността на симетричните матрици зависи от ширина.
та на спектъра (т.е. от частното на най-голямата и най-малка собствени

стойности).

(8) село (А):
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Да разгледаме още един случай, в който се проявява характеристиката
обусловеност” на матрицата А. Нека вместо системата Аз:-- ь решаваме
системата АЕ-- ь, където А: А + А. Ще оценим разликата в решенията ::
и Е на тези две системи. Имаме

:Ъ=А“1Б = А“1(АЕ)=А“1(А+А-А)Е

5+А-1(А-А)Е=Е+А-1АЕ.||

Оттук получаваме

нея-ше
„следователно

не - Еп 5 итн мАн мгн= НА Ч! мАн
“Зи-||

иди .

Окончателно - ,

Ъ.?е ”“(А) |*|3||
Това неравенство показва, че при добре обусловена матрица малките отно-
сителни изменения в елементите на матрицата водят до малки изменения в

решението.
От тези примери е ясно, че числото на обусловеност е важна характери-

стика на А. За да намерим това число трябва да знаем НА и “А*. В общия
случай изчисляването на последните норми не е проста числена задача.
Понякога вот! (А) може да се оцени с помощта на следната теорема.

Теорема 2. За произволна норма и произволна неособено матрица А е

в сила равенството

1 .

[
А* В

)
----.- : цип --- : В е пеоб тима .

вот: (А) ||А||
”“

Теоремата показва, че числото на обусловеност отразява близостта на А

до необратима матрица В (т.е. такава, че дей В : 0). Ние няма да доказваме
тук тази теорема. Ще покажем само, че

1 (НА- В||--- завсякаВсоеЪВ=0.
вот! (А)(“ ||А||

Наистина, горното неравенство е еквивалентно С

1

||А1||
(8) : НА - Вн -
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Тъй като де!-.В : 0, то съществува. ненулев вектор а? такъв, че Вй : о.

Тогава

НА
* В 53 2 НАЙ

* 35 = НАЙ

2
пи.-Е:)!“

(по Лема 1) .

Оттук следва (8), понеже :?: > 0.

Много от числените методи за решаване на линейни системи се изразяват
в следното: матрицата А се преобразува в матрица С с но-специфична
структура (триъгълна, лентова, симетрична) и след това се решава систе-

мата, съответстваща на С . Понякога тези нреобразования могат да доведат
до увеличаване на числото на обусловеност на А. (Матрицата А от добре
обусловена. може да се превърне в лошо обусловена матрица.)
Да видим какво става например при симетризация на матрицата. Да

умножим двете страни на уравнението

Ат=Б

с трансионираната на А. Получаваме АТАЙ :: АТВ. Това е една друга систе-
ма, еквивалентна на старата, но вече със симетрична матрица С : АТА.
Нека |А1| 5 5 |)“ са модулите на собствените стойности на А. Да
приемем сега, че А е била симетрична. Тогава АТА : А2 и Аз. . . ,А?! са

собствените стойности на А2. Следователно

2

сти1 (С) : (%) : [сола (А)]2 .

Но една матрица има число на обусловеност 1 само ако е единичната

(с точност до мнолштел). Следователно в общия случай (при А # Е)
стиЦА) > 1 и от (9) следва, че при прилагане на операцията симетризация
върху симетрични матрици числото на обусловеност нараства. Това показва
(но непрекъснатост), че симетризацията може да развали обусловеността на

А. например, когато матрицата е близка до снмецшчна.
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ПРЕСМЯТАНЕ НА СОБСТВЕНИ СТОЙНОСТИ НА МАТРИЦИ

Собствени стойности на матрицата А са онези числа А, при които

уравнението

Ай=А53

има ненулево решение и?. Тези ненулеви решения се наричат собствени век-

тори на А. Ясно е, че всяка матрица А с размерност п х п има точно п
собствени стойности, които са корените на алгебричното уравнение

оо.) := ае: (А - АЕ) : о.
Уравнението ВО) : 0 се нарича тарактеристично уравнение на матрицата
А. Може да се покаже, че

В(А) = (-1)[А - „им + „А-2 - --. + (-1)а„],
КЪДЕТО

“
471

= Хам:
К=1

а.. “.

е(ь *“ **

да 043 аи:

03 = 2 да“: % (те
КК“ им ще;- ане

с,. : с1е1: А

За намирането на коефициентите на ЕО.) е необходимо да се пресметиат
2 - 1 (= (”1“)+.

- -+ (2)) детерминанти. При големи п това е доста трудоемко.
задача. Създадени са други, по-нрости методи за построяване на характери-
стичния полином на дадена матрица А. След като е намерен полинома,
неговите нули (които са собствените стойности на А) се намират после по
известни вече числени методи.

Сега ще се запознаем с един стар универсален мет0д за построяване на

характеристичнин полином на дадена матрица.



- e e 

: 

> 

КА 

*. 

» 

# 

+ 

¥ 
L 

* 

» 

193

29. МЕТОД НА ДАНИЛЕВСКИ

Нека А : (0.15)?].:1 е дадената матрица. Нека

171 Р.“! Рп-1 Рп
1 0 0 ОР:
: : : :

0 0 1 0

е съответстващата й подобна на нея матрица на Фробениус, т.е.

Р = С1АС,

където С е неособена матрица. Понеже подобните матрици имат един и”

същи характеристичпи уравнения, то

да (А - АЕ) = вес (Р - АЕ) : 130).
Когато характеристичното уравнение дей (А - АЕ) : 0 е получено в така

наречения нормален вид на Фробениус, т.е. във вида

Р1*А 102 Рз рд

„
1 -А 0 0

0(А)= 0 1 -А 0
,

0 0 0 -).
ТО КВТО развием ДВТФЗРМИНЗНТЗ. ПО ПЪРВИЯ ред получаваме

130) =
(111
-МЪЖ” - Раб-А),2 +1?з(-)0З + ... + (*1)1р„

: (..-Ипр“: - р1Ап-1 -Р2Ап-2 - „ .
“27:11-

И така, ако една матрица е във вид на Фробеииус, то нейният характери-
стичеп полином може да се намери веднага. При метода наддатшлевски
матрицата А се преобразува в подобна на нея матрица Р с помощта на п - 1
преобразования на подобие, последователно преобразуващи редовете на А,
започвайки от последния.

Нека си мислим, че с помощта на п - !с преобразования на подобие сме

получили матрицата (да я означим пак с А)

ап (112 ане-1 аи: ап.-1 ап:

А: ам авг “Не-1 ане “Кт-1 аьп
0 0 0 1 0 0

,
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чиито !: + 1, . . . ,п-ти ред съвпада с този на Р. Искаме Китият ред
[ам щдьд ан: аьп] дадобие вида [О 1 0 0]. За
тази цел правим следните преобразования:

1. При а.;скд # О, делим всички елементи от (1:
- 1)-вия стълб на щ.д-ь

2. От й-тия стълб изваждаме (%
- 1)-вия, умножен с ам, 13 96 1: - 1.

Като подложим Б на същите преобразования получаваме

1 0 0

0 1 О

М =,“ тК-м ть-1,2 ть-1,п
”

0 0 1

където

1

т/с-1,/с-1 =
ане-1
щ., .

Ис-м == - :
, Ъ#1с-1.

ами-1

Да означим преобразуваната матрица с В. Съгласно казахюто до сега. В :
АМ,с и ,с-тият, п-тият ред на В съвпадат с тези на Р. За елементите

1253»)
на В намираме

„” (ц- щ ама-1
1: з

* “]
“Еле-1

щд- +Тпк-1,]”адь-1, 1:=1,...„С, ]: 1,...„С-2„С,....П
далеч

така
див-1 = аа,ь-1ть-1,к-1, 5 = 1,-...1с-

Получената матрица В не е подобна на А. За да я преобразуваме в подобна
ще я умножим отляво с [Ик- 1. Получаваме С : 4111518 : А!;1АЛД.

Вижда се лесно, че

1 0 0

0 1 О

М,? : ан акг Щт + 15:- 1

0 0 О
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Наистина, проверява се директно, че М,:1Мд : Е.
От формулата С : М,: 1В намираме изразите за елементите с.“ на С:

“
531“, .1#1С1с.“

Сь..1,д амьи + . . . + адът-, 5: 1, . . . ,п.

Вижда се, че С има същите редове от 1с-ти до п-ти както В . Продължаваме

преобразованието на [с - 1-вня, . . ., 2-рия ред по същия начин.

Ако ще,]..д
: 0 в матрицата, получена след п - 1с стъпки, то възможни

са два случая:

а) Нека од..- 96 0 за някое : ( 1с -- 1.

Тогава заменяме местата на (16:
- 1)-вип и гдтия стълб. За да бъде пре-

образованието преобразование на подобие, разместваме местата и на едтия
и (1:
- 1)-вия ред. Продължаваме по описаната по-горе процедура.
б) ам=0,1= 1,...,1с--1. Тогава Аима вида

а11 ане-1 | ОП: - - - ама Щп

|

“,с-1.1 Пик-1 ::.-1 | аь-цс - .. “Епъл-1 #:-13:

А : --- ” .... ,-” Й- --- ”-
О . . . 0

| ан. . . . ще,”-1 а.;т
0 0

|
1 . . . 0 0

:
|

в

0 0
| 0 1 0

01 |
[,

= --- ъ--*,
0

| 132 ,

където 132 е във вид на Фробениус. Но тогава

дет. (А - АЕ) == ае: (В] - АЕ) ае: (132 - АЕ).
Прилагаме метода на Данилевски за матрицата 01, която е с но-малка

размерност.

Намиране на собствените вектори по метода на Данилевски.
Нека А е собствена стойност на А. Тогава А е собствена стойност и на но-

добпата й матрица Р. Ще намерим собствения вектор й : (311, . . . , уд) на Р,
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съответстващ на А. Имаме Ру = Ад, т.е.

т-А ри рп у?
1 -А 0 ,
: : -. :

:О

0 0 -А
%

Отгук

(Р1-А)у1+Ргу2+-„+рпуп - 0,

311“Ау2 : 0,

уг-Ауз = 0,

упи1“)*7п : 0

Системата е хомогенна. Тя има. безброй много решения, които са пропорци-
онални. Полагаме у :: 1. От системата определяме

унд = А, уп-2 = А?, , 311
= Х”.

Нека 53 е собственият вектор на А, отговарящ на собствената стойност А.

Понеже

М,;11...М11АМ1...М„-137 : Ад,
ТО

ААА . . . А!“-цй
= АМ1 . ми.] 37

и следователно

5.13: 511 ---А4п»137

е собственият вектор на А, отговарящ на собствената стойност А.



30. МЕТОД НА ЯКОБИ

Методът на Якоби е итерационеи метод за нриближеио намиране на

собствени стойности и собствени вектори на симетрични матрици. Той е

бил предложен от Якоби през 1846 г. Тук ние ще разгледаме само варианта,
отнасящ се до реалния случай, т.е. когато елементите на А са реални числа.

Най-напред ще припомним някои факти от линейната алгебра.

Лема 1. Всеки две подобни матрици имат едни и същи тарактери-
етични полиноми.

Това твърдение беше вече доказано в Теорема 2 на лекции 24.

Да означим с е,. : (О,...,1,...,0), /с : 1,...,п, съответните базисни

вектори.

Лема 2. Нека В : дйа9[/Х1,...,А„], т.е. В е диагонално матрица с

елементи по диагонала А1 , . . . , А„ . Тогава ).1, . . . , А„ са собствени стойностни
на В и (Ед]? са съответните собствени вектори на В.

Доказателство. Наистина

де!:(Б- АЕ) : (М -А)...().„-А).
Освен това, веднага се вижда, че Бед : Адеь, [с = 1, . . . ,и.
Тук (за удобство) с А, ще означаваме транснонираната матрица на А.

Матрицата Т се нарича ортогонална, ако ТТ, : Е. Ясно е, че Т”1 : Т” при
ортогоналните матрици.

Да означим с 3 (А) сферичната норма, а с Б„(А) - следата на матрицата
А = [Пий

:
5

за!) := 2 ха.-512 ,

5,151

7:

3,114) := ЕО,“.
5=1

Лема 3. Нека Т е ортогонална матрица. Тогава

5204) : 32(Т“1АТ).
С други думи, преобразованието на подобие с ортогонална матрица не

променя сферичната норма.

Доказателство. Ще използваме известните от линейната алгебра свой-
ства: (АВ), == В,А„ 5р(АА,) : 5204). Имаме

32(Т“1АТ) = 52(1“АТ)=3„((ТАТ)”Г”АТ)
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И Б„(ТА/ТТАТ) = з„(ТА/АТ)

3р((АТ),АТ) = 52(АТ)

52((АТУ) = 32(Т,А,)!!

Б„((ТА,),ТА,) : з„(АТ Тот)
= з„(АА1) : 32(А).

Сега ще изложим основната идея, залегнала в метода на Якоби. Нека А е

произволна симетрична матрица. Знаем от линейната алгебра, че А може да
се сведе чрез ортогоналпо подобно преобразование до диагонална матрица
0, т.е. съществува ортогонална матрица Т такава, че

Т“1АТ : 1)
или, което е същото,

ТАТ=11
Както знаем вече от Лема 1, характеристичният полином не се променя
при това. преобразование. Съгласно Лема 2, диагоналните елементи на В
ще б;ьдат собствените стойности на А. И така, задачата ще бъде решена,
ако намерим това преобразование Т.

Тъй като
п

32(А) 2 Е [о.,-„12 ( == само когато А е диагонална )
5=1

и 52(А) не се променя, съгласно Лема 3, при подобно преобразование с

ортогонална матрица, то Т може да се търси така, че сумата от квадратите
на извъндиагоналннте елементи на матрицата Т1АТ , при фиксирано А, да
достига своя абсолютен нулев минимум или, което е същото, сумата от

квадратите на диагоналните елементи на Т1АТ да достига своя максимум,
равен на 52(А).

Методът на Якоби предната един итерационен процес за минимизиране
на сумата на квадратите на извъндиагоналните елементи. На всяка стъпка
се използва пОдобно преобразование с помощта на матрица от вида

1 О

сови “зйпкр („ ,

725(=Р)= .

вица созср *“ .7
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Тя се различава от единичната матрица само по отбелязаните елементи от

редовете 11 и 3 . Вижда се веднага., че Тбз (др) е ортогонална, т.е. Т,!д-(ф) 11.1(90)
:

Е.
Нека на

(147
» 1)-вата стъпка сме стигнали до някаква матрица Айд. На

следващата ,аз-та стъпка се прави преобразованнето

А!: : Еми (те)Акч Таш,: (Фк)-
При това параметрите ц, 3): и крь се избират така, че сумата от квадратите
на извъндиагоналните елементи да се намали макснмашю. Това е идеята на

метода на Якоби.

Сега ще намерим в явен вид Тддд (И:)-
Да означим с ара елементите на Акч- Нека

В := Акчдюдфь),

С : Пьзь((р,с)в

По-долу ще изнускаме индекса !: в означенията на параметрите й:, 7!»- и при.

Имаме

1 0

созкр -51пср (,. ,-

В: Аьд
“ .

вица созф 4- 5

0 1

1 О

соеср вйшр

О: В

-вйшр созср

0 1

За елементите от) и (ст) на В и С получаваме

||
др., ат при ад,)”,

(1) ьрт адсозф+ардвйпсд
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ьрд-
: -а.,„- зйпср + “т” соз ср,

ст = ьт при Р#5:]З

(2) с“, 654,
соз ср + 619 3111 50,

см = -ь,.., вйп ср + (),-9 005 ср.

Да означим

52 : ЕМИ?»
#0

“2 : ЕМИ?!
#1

т.е. това е изследваната сума на преобразуваната. и старата матрица. Да за-

бележим, че при направеното преобразование се изменят само елементите от
й-тия и д-тия ред и стълб. Като вземем предвид, че Айд и 0 са симетрични,
получаваме

а2=ог + заминава,-ми
чада” тем

“ Е [аги + “391 Е [аги-
+ “351

„на рана

+
2с33-
-
2113?

Но съгласно формулите (1) и (2), при (1 # 1, 3, имаме

с.г.,
+ е?„

=
(Ъ.-„ соеср + 1)“ 3111 ср)2 + (Чи., вица + [),-Ч соз (р)2

||
(а,-., соз за + ад„ 8111 ср)2 + (нд-Ч 5111 ср + о.,-Ч соз ср)2

- 2 2- “йа+“1ч-

Аналогично, при р # 13.73

„ 2 2
“31 + “53“

-
ь„д + :>”-

(ард соз кр + ар,- 5111 ср)2 + (-а„; 5511 кр + ат соз ср)2

2 2
ар,- + 027.

Освен това

го?].
=

2[Ъддсов(р+ьддзйп(р]2
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2[(-а,-,= 3111 ср + щд- сое 99) 005 (,в + (чт 5111 (,в + а“ соз 9505511 ср]?
1 .

5[-щ,-
5111 259 + 205,- соз 2=р + ад,- зш 2(р]2

:
32-[-

(щ; „. а“) 5511 299 + 20.15 соз 230]?

Следователно,

(3) 62 = 02 -
20.33-

+
%[-(Щд

*- а”) 8511250 + 205,- соз 2(р]2

Очевидно 62 е минимално при тази трансформация, ако

(4) 233“: Юг,-| =тахнат| = 2094 а]

и

(5) -(а.,-д
-
ад,-) зйп 2ср + 2151 все 2ср : 0.

От (4) определяме индексите те и 37: на трансформацията Тц,-,: (и) , а. от (5)
определяме (рд-.

“

Получаваме
2

сан 2кр :Щ- =: в.
да“
“%

Оттук 90
:
%агссап 8 и следователно

. , атсЪап 5
зш ;р : вт

2

атоми в
сов (,0

= соз
2

.

Като използваме известните връзки

а 1 - 006 а. .. : :*: [*ет
2 2

,

а 1 + соз а
соз

-2-

- :!:“Т”
1

1+в

. . 1-оозагс1ъапз
вица,с = зип ”[в-Г-

!!
| сода-сган в)| )

получаваме
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= 8591:
541 (1

1

)>%2 1 +32
,

/1+созагссап3
2

1

1 1 а„ „...-„);.[2( 1+32

В такъв вид формулите са по-удобни за програмиране.
Сега ще покажем, че описаният процес е сходящ.

Наистина, от равенството (3), приложено за (А* + 1)-вата стъпка при
съответни параметри и:, 11: и ще получаваме

2 2 2
(6) 0ь+1 : ”ь Жим-„ .

!!003%

||

Но “Ядат е максималният по модул уизвъндиагонапен елемент на Ак. Следо-
вателно

2

? . > ...-...а“чил - „(п - 1)
Оттук и от (6) стигаме до оценката

2 2 “% 2 2”и 5 “Чт-13:01: “:П
2 2 2

5 “**1(1т) 5”
9 2 К+1

5
аб(1-----п(п*1))

.

От това неравенство следва, че 012:+1 -> 0 при А: -> 00, което значи, че Аь+1
клони към диагонална матрица. Да и означим с В. Следователно при големи
!: Ак :=: В и диаюналпите елементи на А;: са приближения на собствените

стойности на А, 21 стълбовете на матрицата

а

]:.-1

ТК :: П Ти,):
1=0

представляват приближени собствени вектори на А. Наистина, 1]: % ед е

приближение на собствения вектор на Ак : Т,; 1АТК . Оттук

Т,?АТДК % Ада.,

АТЦ-ь % АдТьТь.

Следователно ТД,: ( %: К-тия стълб на Т;: ) е приближение на собствения

вектор на А, съответстващ на Ад.
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ЗАДАЧИ ЗА ДОМАШНА РАБОТА

1. Напишете полинома р(а:) от тг5, който удовлетворява интерпола-

щюнните условия р(-1) = р(0) = М?) = 118) = г(б) = 0. р(4) = 40-

2. Нека Шо ( ( :::-„ и ш(:в) := (:1:
- то) - ..

(:с
-
Юд). Покажете, че

1
11

Д:;ЩЩ
КАТО коефициентите В това разложение се определят ПО формулата

1

“(М), 1с=0,...,п.

3. Да се докаже тьждеството

п

Ее -шишето) = (щит),
ь=о

където ще, . . . ,а:„ са различни точки, ш(:с) : (3: = 330)
- - .

(а:
-- :с„) и

ш(а:)М” =т
4. Нека а и ь са дадени различни числа. Пресметпете детерминаитата

9: :::-а. :::-а :!:-а,
:!:-Ъ а: :1:-а. :::-а
:::-Ъ :::-ь а: ш-а

:::-=!) ш-ь :::-ь :В

5. Нека полиномът Р(а:) : са + ап: + - - . + ада: приема цели стойности

в 11. + 1 последоватешш цели числа.. Докажете, че числата п! ще, !: = 0, . . . , п,
се цели.

6. Нека Р,. (:::) е полином от степен 5 п, който удовлетворява интерио-
лациоините условия:

Р„(:в,-)=0 за. 3==0,...1с; Р„(шд)=1 за 3“=/с+1,...,п
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Намерете знака на коефициента пред ::: в Р„ (и:).

7. Некашо(ш1(-»-(:п„и

МСС)”М“” =т ш(:1:) := (ас
-

:130)
- - -

(:::
-
гг.-„).

Докажете, че

ЕпК(Ш) + гниене”) 2 1 38 23 е (3К53К+1)*

8. Изведете интерполационната формула на Лагранж с възли - нулите
на полинома па Чебишов Т„(Ш):

9. Нека ш(:с) := (и: -:п1)--- (а: - жп), 1)(:1:):=(ш - 21)---(:1: - :-1) и нека
точките (и)? и [!])!1 се преплитат, т.е.

Ш1(31(Ш2(12(”*(3п-1(Ш„.

Покажете, че ш,(ш)о(:с) - ш(а:)1/(а:) 2 0 за всяко (В.

10. Покажете, че при ](ш) = свет и възли 10 = 0, 31 = 7г/2, гад»
= п,

грешката при иптерполнране в интервала [О, 7г] е по-малка от 0.7, т.е.

1](.т)- 1.2(];:в)| 5 0.7 за всяко :В е [От].

11. Нека 21,а1,...,а.„ са коефициентите на полинома на. Чебишов

Т„(аг), т.е.

Т,.(аз) : 21а:” + ап.-4 + . . -
(ъп-151: + ап.

Намерете ап-].

12. Покажете, че Т„ (:::) е чегна функция при четпо 11 и печатна, при
нечетно п.

13. Докажете, че Т„(Тт(:с)) : Т„,„(а:) за всички цели неотрицателпи
числа т и 71.

14. Нека („ 3“
= 1, . . . ,и, са нулите на полипома на Чебишов Т„(:1:).

Покажете, че - х .

Тт,1(б].)=(1)1 1-, ]=1,...,п.
,/1-5„2.
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15. Нека
451, „1

== 1, . . . ,и, са нулите на полинома на Чебишов Т„(:1:).
Покажете, че 51+т+5п =О.

16. Нека. Р(ш) е произволен полином, който удовлетворява условието

( .

3115321
!Р(т)! .. 1

Докажете, че при всяко реално :, за което Щ > 1, имаме |Р(т.)| 5 |Т„(Ъ)|.

17. Покажете, че !ТДШЛ 5 112 за всяко а: 6 [-1, 1].
Упътване: Покажете първо, че

5111 110

5111 0
,П(т)=п където и: : соз 0.

18. Докажете тъждеството

7120
- ТЗМ) = (1

*
т2)[Т/1(т)12-

19. Докажете, че

Тп(Ш) :; (а:+ х/:1:2 - 1)п+ (ш- 1:2- 0).
Упътване: Използвайте, че соз 110 : %(етд + е“”.д )
20. Като използвате интерполационпата формула на Нютон с разделени

разлики, намерете полинома р(:1:), който интерполира функцията [(:с) :
Л+332-т+2 в точките 0,1 и 4.

21. Нека ](ш) : 55351- Докажете, че

][011,2,...,п] : (“])п

22. Нека ](15) = е“. Покажете, че !][0,1,...,п]| ( 2.
23. Нека ](ш) : 511117 11 0 ( шо ( 31 ( ( ц,. ( 1г. Покажете, че

(-1)п![1“0, . . . ,122п] > 0.

24. Нека ](ш) : ш. Докажете, че
][:вд,...,:в„]=а:1+-н+:в„.
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25. Нека ш(:1:) := (и:
- на)-„(а; - ад), [(е) := (3:

-
#1)-н(:1: - 3) и

на (н-(шп, 11 („(итдокажетеде

п. !(Шй) - и

а: ..
„Еси/(ц) ”,; * **)“

26. Нека шо, . . . ,2„ са. различни точки и ш(ш) := (3:
-
310)

.. -
(а:
.-
шп). Да

се докаже равенството ”
: „ Ш (ШК)
П.,:(Шк) ..

%](шь)
”

27. Докажете, че

п+1
“Н-,: П.

;(4) (ь-1)(2+1с)
=п!.

%

3

3

28. Представете разделената разлика ][0, 0, 1,1] във вида

![0,0,1,1] = Ас./(0) + А1Т/(0)+ 3010) + Вина)-

Намерете коефициентите Ао, А1, Во, В1.

29. Нека 170 ( ( ш„ и „(:с) := (:::-331) ---(:1:-.т„). Покажете, че
1 .- 1

1)(Шо)0[:1:о,.
. .:щс]
-“(те-

31) ... (1130
..
ще).

30. Нека Р”(:в) : ](ш). Докажете, че
“

ЕРТШО)“ - * ,Шь-1,1ь,3ь,а3ь+1,м- 3311]
: ][ШОР - . ,.”Бп].

31. Нека ](3) е производна непрекъсната функция в [О, 1] и [:*/(:::) : ](ш).
Докажете, че при всекиизбор на точките асо ( щ ( -- - ( т,. в [0,1],

1

тава,...„аста = [„ гч[то(ъ),...,ш„(ъ)1аг,

където ш,:(й) := 6 + (:В;:
- ():, 1: = О,. . . ,п.
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Упътване: Покажете, че интегралът 1 (] ) в дясната страна е линейна

комбинация от вида

на = В -ще +2 А,. - т,.)
20

която удовлетворява условията [(./вт) : биди. Тези условия определят

разделената разлика еднозначно.

32. Докажете, че разделената разлика на [ (: възли - екстремалните
точки на нолинома иа Чебнщов Т,.(ш) в [ч1,1]:

1“ .

ти:-теоз-Яц 3;0,...,п,
се представя ВЪВ вида

п-1

те, . . . м..] =
% Зита-1) +Е(-1)Ч(т)+ 310)

1=1

33. Нека 930 ( ( сеп. Докажете, че при дадено Е, то ( Е ( ш,
съществува. ПОЛОЖИТеЛПО ЧИСЛО а - такова, че

[(Пд),-„,Шп] : а![301“““1ШП-1!Е] +(1 “а)][Ш1,...,5Вп,Е].
34. Нека :со ( :щ ( ( тп. Докажете, че при дадено т. 0 ( т ( п,

съществуват положителни числа щ, . . . ,а„-1 такива, че 01 + . - - + а„-1 : 1

и за всяка функция [ , определена в тези точки, имаме
п-1

][30331т1-п] = ЕО,-Л-Бу-ътгтмй-
!=1

35. Нека Ласо, . . . дн.; : 0 при всеки избор на различните точки (Юста)-
Да се докаже, че функциите. ] е алгебричен полином от степен п - 1.

Упътване: Нека Р„-1 е интериолационният полином за ] с възли [и 22).
По формулата на Нютон, за всяко а: различно от фиксираните възли, »

[(са) - Р„-1(а:) :: ][ШО,...,Ш„„1,Ш](Ш - асо) . -(:в - аз,...1): 0.

36. (Н. Обрешков). Нека то ( 551 ( ( ш„ и ] има непрекъснати
производни до (п + 1)-вата в [тв, жп]. Докажете, че

() а;
“ (+1)

][шо,...,ш„] :Щ+(Щ1+“-+Ш„ -п.:1г:о)-!-------(9п! (п + 1)!
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за някаква точка 5 е (то,:сп).

37. Нека ао,а1,...,а„„+1 са произволни числа, които удовлетворяват
условията 0.0 : ап“ : 0, [щем - 204с +аь-1| 5 1, 1: = 1, . . . ,и. Да се докаже,
че

|аЦ5/с(п+1-1с)/2, 1с=1,...,п.

Упътване: Покажете, че в редиците си:
-

Ъь и а,;с + 6,“ където Ъ,: :
1с(п + 1 - 1с)/2, няма смяна на знака.

38. Нека ] е непрекъсната функция в [а, Ъ], която удовлетворява усло-
вията ](а): ](6): 0 и

”(т-11) -2!(т)+!(Ф+/ЪЛ : 1

за всяко :: и 11 > 0 такива, че (Б - п,ш+1ъ Е [а,ь]. Докажеге, че |](ш)! 5 1 за
всяко а: е (а, ь).

39. Нека а ( ь и [о, 90, [1,91, . . . , [туп са дадени числа. Да се докаже, че
съществува единствен полином Р е 1г2п+1, който удовлетворява иитерпола-
ционните условия

Рата) == !ь, Р(2*)(ь) : уд, 1: = 0, 1, . . . ,п.

40. Като използвате интерполационната формула на Нютон с разделения
разлики, намерете полином Р Е щ, който удовлетворява интерполационпите
условия:

Р(0) = Р,(О) = 0, Р(1) = 1, #0) = 2, Р(2) : 4.

41. Нека

им) :=
(1
-
“32:31:

-
и») е?,].(ш),

] : О,. . . ,п.
Докажеге, че 22.20 ь, (и:) = 1.

42. Нека :с1 ( - .. ( :::. Да означим с Б(а:1, . . . ,:вп) детерминантата на
системата

00 + ада:;с + (чай +- + (1211-1313: 15:

[по + ща: +авш2 + - - - + аги-13:::-211|==гь : Л:
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заК=1,2,...,п.Докажете, че

Б(:в1, . . . ,шп) : 2П(:1:д - под)?
Ку

Упътване: Нека ш(.т) :: (ас - 31) - - -
(:В
- ти) и

0121?)

:!:-ш„
: 00 + 1,133 + . . . + ьгп-2132””2 + 3211-1-е(т) :=

Добавете към последния стълб на дегерминаптата В всички останали, умно-
жени съответно с до,!)ь...,62„..2. Тогава последния стълб ще добие вида
[О, . . . , 0,2ш(:1:„)а,(ш„)3т и формулата следва по индукция.

43. Покажете, че полпномът

]: 1=О

т
(а:
- а)“+1(:с [))].

т-, п + 2 ь - аз
5

+
12:53] 3|(Ъ-а)+1

12:14;
: Ъ-а

УДОВЛЗТВОРЯва ИНТ8РНОЛЩИОННИТЕ УСЛОВИЯ

Р0>(а)=А„3-=0,1,...,п; Рб>(ь)=в, ]=О,1,...,т.

44. Докажете, че функциите 1, сов в:, сов 2:13, . . . , соз па: образуват система
на Чебишов в интервала [О, 7г].

45. Докажете, че функциите 1, Д, йх/Е, #3 образуват система на Чебишов
в интервала [1, 2].

46. Нека е(ш) е непрекъсната. функция и „(лв) > 0 за всяко 12: Е [О, 1]. Да
се докаже, че функциите

е(ад), шо(а:), ш21;(:с), ..., вписа)

образуват система на Чебишов в [О, 1].

47. Нека си, :%, 1: = 0,1, . .. ,2п. Напишете формулата за тригопо-
метричния полином А,- (3) от ред п, който удовлетворява интерполационпите
условия Ад-(ть) : ддч за 1: : О,. . . , 2п.

48. Докажеге, че

- соз(п + %):12 + соз(а:/2)зйпт+зйп2ас+-п+вйппш=
гейши/2)
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49. Докюкеге, че ако матрицата А : (ад,-] има доминиращ главен

диагонал, то аеъА # 0.

50. Докажете, че отсечените степенни функции

(Ш
..

ШОУ-;.з (:В
-
931)?» . * “ , (:В

.- тт);

са линейно независими в (тт, 00) при кво ( 121
... ( тт и т 5 т.

51. Нека

е(ш) := на: + 6 + >: с,.(а: - щеш-1
ь=1

е снлайп-функциата от първа степен с. възли 321 ( ( .тп, която удовле-
творява интернолапионнпте у новия вещ) : Ланд), !: = 0. 1, . . . ,п. Намерете

коефищхентите а. 1), (31. . . . .Сп на сплайпа.

52. Намерете естествения кубичен онлайн 5(ш), който удовлетворява

ннтерполахшонните условия: 3(-1) == 0, 5(0) : 1, 3(1) : 0.
53. Нека функцията ] има непрекъснати производни до 2п-тата вилно

чптелно в [а, 6] и Р е полином от степен 2п .. 1, който удовлетворява интер-
полационните условия

Р(*)(а)=]щ(а), р(*>(ь)=;(*>(ь) за 1с=0,1....,п-1.

Докажете, че
ь ь

] [Р(>(т)12с1а:5 ] именит.
Упътване: Покажете първо, че

/ь[!()(ш)
- Р()(Ш)]Р()(ш) (13: = 0.

54. Изчислете В(О, 1,2,3;с) за : = 1.

55. Нека 330 ( 131 (( ш,. Докажете, че В(:во, . . . ,:с,;й) : 0 за а ( :д].

56. Знаем,) че В(1,2,3,4;й) съвпада с полином рН.) от степен 2 при

2 ( г ( З. Намерете този полином.
57. Нека а 5 130 ( ( и:, 5 Ъ. Докажете, че

ь
1] В(ш„,...,ш,;:)ат,=-.„ т
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Упътване: Използвайте че
7

(а:
- шоу = т [:(а:

- :)М (и.

58. Некаа530(---(ш,56.Докажете, че

ь

1280170,
. . . лице!: : т(то + ” + (В,).

59. Докажете връзката

Ъ-шт ,
В(а:0,...,.тт,:й) : т-1В(ШОУ-””Знтх)+В(30””,Шг-1;Ъ).

Упътване: По правилото на Лайбниц-Попович,

В(шо, . . . „ш,;й) : (:т .. :);1Я1г0,... „т,; : ((:г -1)(.т - Палици), . . . ,:гт]

: (т, - 1.)(:с - ”+ [тв, . . . ,и] + (за
- ”тази, . . . ,шт-1].

60. „Покажете, че “ХП : “1831199: Етна е норма.
61. Докажете, че “рН :: така“? ще! определя норма в пространството

.

::
7гп :: ти:) : Евка: : (ад,... ,ап) е жп“

18=0

62. Нека Х с произволно линейно нормирано пространство. Докажете.

че единичното кълбо В :: (х : “х“ 5 1) е изпъютало множество.

63. Нека то ( :г1 ( - - - ( ти са произволни фиксирани точки. Докажете,
че пространството и от алгебрични нолиноми от степен и може да се нор-

мнра по следния начин:

ИРП
=
0123?

им)!-

64. Докажете, че ако функцията ](т) е чстна, т.е. [(на) : ](-ш) за
.т е [-1, 1], то и нолиномът Р(ш) Е пп на най-добро равномерно приближение
на ] в [-1,1] е четен.

65. Намерете нолинома р от стенен 4 на най-добро равномерно прибли-

жените в [0,21г] за функцията ](т) : 511133.
66. Намерете нолинома от стенен 2 на най-добро равномерно прибли-

жение в [-1,1] за функцията Д.:-) :. 23:64.
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67. Нека то ( ( им са. точки на алтернанс за непрекъсната в

[а,Ъ] функция ] . Покажете, че за най-доброто приближение Е„(]) па ] с
алгебрични полиноми от стенен п имаме:

- ;[ш„,...,:сп+11Е„(/)-и “

където в е произволна функция, удовлетворяваща условието г(щ) : *(-1)*,
1с=0,...,п.+1.

68. (Н. Обрешков). Нека функциите ] и 9 имат непрекъснати производни
до (п+ 1) -вата включително в [а, ь] и а 5 930 ( . -- ( т„“ 5 ь са произволни
точки. Тогава съществува точка д 6 (а., ь) такава, че

][:го, 0 “ - 7331144] : !(п+1)(5)
9[301--ч93п+1] 9(п+1)(5)

69. (С. Н. Борнщайн). Нека функциите ] и 9 имат непрекъснати произ-
водни до (п+1)-вата включително в [а, ь] и удовлетворяват там неравенството
0 5 [(+1)(:в) 5 9(+1)(ш). Докажете, че тогава за най-добрите им прибли-
жения в [а,ь] имаме Е„(]) 5 Е„(у).,

70. Покажете директно, че

012331!](т)-В„(];ш)!
-) Онрнп-зоо

при [(С) : 13 .

Упътване: За да намерите В„( ;” ; :В) приложете 3 пъти оператора
1334;

към
ТЪЩЕСТВОТО

п 11 ,: п-д:+ =
(1? 0)

3:02 (%):)
а

и слажете р : :с, а : 1 - :в в полученото равенство.
71. Нека [(на) : ОзаО 5 а: 5 1/2и](.т) =т-1/2за 1/2 5 а: 51.

Напишете В4(];.т) и покажете, че В4(];:1:)2 ](ш) в [О, 1].

72. Докажеге, че коефициентът пред :с в полинома на Бернщайн
В„(] ; и:) е равен на нула за всяко ! е щ.д.

73. Покажете, че В„(ег; (с) = [1+(е1/ - 1):1:]. Оттук докажете директно,
че В,.(егш) клони равномерно в [О, 1] към е” при п -> 00.
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74. Нека Б,“) : от:” + , 01, > 0, е нолиномът на Льожандър (т.е.

полиномът от степен т с водещ коефициент а,. , който е ортогонален в [-1, 1]
с тегло 1 на всеки полином от стенен т - 1). Докажеге, че функцията

[(%):/1101:
:)(“Цщаш

не си сменя знака в (-1, 1) и намерете този знак.

75. Докажеге, че системата от нолиноми 1,:в,т2, . .. не може да бъде

ортогонална система в [-1,11 при никакво тегло Щи).

76. Като използвате, че полиномът на Чебишов Т„(ш) е ортогонален в

[-1, 1] с тегло 1/х/1 - 35 на всеки полином от степен 5 п - 1, докажете, че
1
Тзе”)

-1х/1- 35

за всеки полином 0 от степен 5 п - 1.

----О(а:) аш--

77. Нека Н„ (:::): Т„+1(.т). Докажете, че

]; х/ 1 - т2Н„(:с)О(а:) (13 = 0

за всеки полином (2 от тв,-1.

78. (Формула на Кристофел-Дарбу). Нека [В,] е редица от ортогонални
полиноми - такива, че

Р„(:в) : ада: + полином от 1г„„1, ап.) 0, (Р„,Р„) : 1.
Тогава “

ап Рп+1(а3)Рп(3/) Рп+1(у)Рп(а3)

0дп+1 :” у

79. Нека в линейното пространство Н е определено скаларно произве-

дение (т,у) и :):1, . . . ,:1:„ са дадени елементи от Н. Намерете елемента 3: от

вида а: : щи] + - - . + апазп, където (ще) са реални числа, който шхнимизира
израза

На:
- „|? + - - . + :В - а:„||2.

80. Нека Р,. е полиномът на Льожандър от стенен п, удовлетворяващ

условието Р„(1) : 1. Пресмегпете интеграла [11 Р3(ш) да:.
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81. Нека функцията [(и) е непрекъсната в [-1,1] и р(:с) е полиномът
на най-добро средноквадратично приближение за ! ог стенен н в [-1, 1] с
тегло 1. Докажете, че разликата ](щ) - р(а:) има поне една смяна на знака
в (-1,1) или ] : р.

82. Намерете приближение на таблицата

С ПОЛНПОМ [) ОТ първа степен ПО метода на найталките квадрати.

83. Нека ц : 320 + ]С/Ъ. !: : 0,1.2. Намерете приближение на ],(10) от
вида

1,930)? (?!/(580) + 1310731) + Т/(Шг)

по метода на неопределените коефшшенти.

84. Нека ]”(517) 2 0 в [(М)]. Докажете, че

!)

:(“;ьжь-аж/а пишеше-а)-
1 185. Пресметнете [в той? по квадратурната формула на Симпсън.

Докажете, че грешката е по-малка от 0.01.

86. Нека 51, . . . , („ са пуните на нолинома на Чебишов Т„(ш). Покажете,
че квадрагурната формула

1
1 7г

[1тд3м3 а?!/((к)
има АСТ : 271 - 1.

87. Нека -1 = 770 ( т ( ( пп : 1 са екстремалш-пе точки на
цолинома на Чебншов Тп (:В) в [-1, 1]. Покажете, че квадрат-урната формула

7!
1

1 1
п-1

1

]1т1(т)т ” Я (5!(-1)+ 5107») + дмн)
има АСТ : 211 - 1.

88. Намерете коефициентите 31 и 82 в квадрат-урната формула на

Лобато в [-1,1] с тегло „(т) 5 1.
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Отговор: 81 = 82 : 1713326?”
89. Нека Р„(а:) : апш + е полином, ортогонален в [-1, 1] с тегло

„(:):) на всички полиноми от степен ( п и такъв, че [11 ,и(ас)Р3(:с) (13 = 1.

Нека
1 ,

[ „(лишиш =Еми)
1 )::0

е квадратурната формула на Лобато. Тогава за всеки полином ] е л„ е

изпълнено равенството

.

ЕдьРпиюлтк) : с ![йОз . . - 3171]:
К=0

където

с = 3-
[1
+ 031

]11
д(т)(1 - :::2)(а: - #1)2-(!Б

Зи-0241]-ап ..

90. Нека квадратурната формула

ь П.

] „(т)/(ш) аз: % Хижи)“ к=1

има алгебрическа степен на точност 2п - 1. Дали съществува поне един
полином от степен точно 2п, за който тя да е точна ?

91. Нека квадратурната формула

ь п

] „(ама аз в Виа) + 23ама)
1:=1

има алгебрическа степен на точност 2п. Докажете, че В > 0.

92. Нека
ь П.

] „(акт) аз „ Еме.»а
!с=1

е квадратурната формула на Гаус и ш(а:) := (3:
-
31)

- - -
(:::
-
жп). Докажеге,

че полиномите шь(:1:) :=: ш(:1:)/(:1:
- щ), ]: = 1, . . . ,и, са ортогонални един на

друг в [а,ь] с тегло „(е).

93. Докажете, че

1 11

] им)а %Еми)
1 !с=1
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е квадратурната формула на Гаус тогава и само тогава, когато

1 1

32] шь(:в)к1:1:=/ и:шь(:п)с1:г, ”(Пс=1,...,п.
-1 -1

Тук ш(1г) :=: (на - щ) - - -
(а:
- :::), ш,:(ш) := ш(а:)/(:1: - и).

94. Нека
1 „

] 1

на:) са %Еми) =: ом).-
К=1

е квадрат/ръката формула на Гаус. Докажете, че за всяка непрекъсната в

[-1,1] функция имаме
“

1

1

„13:30 см;)
=
]1/(3Иш.

95. (Л. Чакалов). Нека

ь п

] и(т)!(т)Фт%Еаь!(-Тк)“
55==1

е квадратурпата формула на Гаус. Ако Р е л2„-1 и [: д(:с)Р(:в) (1.7: : 0,

докажете че Р има поне една нула в интервала (път).

96. Нека -1 == го ( И ( ( 75 = 1 и квадратурната формула

1 п

] или % Ема,-)„1
5=0

има АСТ : 2п - 1. Нека
ь п

] на:) ал: „,Хати)“ ь=1

е квадратурната формула на Гаус. Докажете, че

1 *1 1 п

] (1
-
32) П(:г - 15)? (13 > ] ПС::

-
3:02 (1:12.

1 ]:1 1 ь=1

97. При условията от предишната задача покажете= че

2 ти,-) -Еима)
ь=15=0



4 

#: 

ἔα ὶ Σ TR Y 

217

съвпада с разделената разлика на ] в точките :::1, . . . ,:сп, го, 21, . . . , г,. с точ-

ност до постоянен множител. Докажете, че точките [и] и [:]-] се преплитат,
т.е. :(,(31 (61 (си (.--(:в„(с„.

98. Докажете, че равенството

ПАН ==
пчгдщн,

където максимумът е но всички да“ : 1 5 т 5 п, 1 5 ] 5 л,.определя

матрична норма в пространството от всички матрици 11 х п.

99. Нека Е е единичната матрица. Докажете, че ПЕН 2 1 за всяка

матрична норма.

100. Покажете, че за всяка матрична норма |!
-
И
може да се намери

векторна норма [;(-), която е съгласувана с метричната.
Упътване: Например, д(х) := “Х“, където матрицата Х има за първи

стълб елементите на х, а останалите стълбове на Х са нулеви.

101. Докажете. че уравнението 33+:в-27 : 0 има единствен положителен
корен ( . Намерете интервал [а,ь], който съдържа 5 и настройте подходящ

итерационен процес тт“ : арест) (т.е. намерете три)) така, че процесът да
е сходящ със скорост на геометрична прогресия при всяко иачашю прибли-

жехше .то от [а,щ.

102. Постройте итерационен метод за пресмятане на х/б чрез решаване
на уравнението 932 - 5 = 0.

103. Нека хо := (1, 1, -1). Намерете първото приближение

1) (1) (1
х1=(.т% „а лв >)

на решението на системата

5171 + 132 + 583
= 1

1131
-

232
=

2371 + 332 + 523
=

по метода 118. простата НТЗРЗЦИЯ.
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