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§ 0. Предварителни означения и понятия

В цялата книга под пръстен ще разбираме комутативен пръстен с 1.

Предполага се, че читателят свободно владее материала от курсовете
по линейна и висша алгебра, които се четат във ФМИ на СУ "Св. Кл.
Охридски" и особено §§ 6, 7, 8, 9, както и §§ 22, 23, 25 от [4].

Пръстените и идеалите най-често ще означаваме с главни латински
букви, а елементите им - с малки. Включването на множества ще
означаваме със знака <, а знакът C показва, че включването е строго.

Ако Ге идеал в пръстена A, ще пишем / < А (или I < A, ако искаме да

подчертаем, че включването € строго). Факторпръстена A/ често ще

бележим с A, а елементите му - с X, У,... (X, у,....6 4).
Ако 1,J 44, под произведение на идеалите Ги J ще разбираме

множеството L/, състоящо се OT всички крайни суми на елементи от вида
ху, xel, yeJ . Множеството IJ отново е идеал на А. Аналогично се

дефинира произведение на повече от два идеала. Очевидно Уе /

(по-общо, Л.... еДе . ).

Ако А е пръстен, / <А и x,ye A, ще пишем x = y(mod/), ако

x—yel,1.e.ak0 X =y във факторпръстена A/ [.

Нека /<94 и n:A—> A/I=A e естественият хомоморфизъм ΟἹ A
върху A (7(x)=x+1=%). Изображението, което съпоставя на BCEKH
идвал J на A, JI, upeana J/I=J на A е биекция между
множеството от всички идеали на 4, съдържащи 1 и множеството от

всички идеали на A. Ако Л е произволен идеал на А (не непременно
съдържащ /), то множеството 7(J)) ={7(x)e Alxe Л) е идеал Ha A;
при това ca B сила равенствата 7(J;) Ξ πσίυ + 1) =(J, + 1)/ I . Ilpuero e да

се казва, че идеалът Л + / e пълният npaobpas на я(Л). Изобщо, ако K

е произволен идеал на А, под пълен праобраз на K се разбира
множеството 77 (K) = {x € A|7(x) e K}, което е идеал на A, съдържащ /.

Следващото твърдение е следствие от теоремата за ХОМОМОРфИЗМИТС.
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Твърдение. Нека А е пръстени 1,J,K < А. Тогава:

а //(/52(/+5/1;

б)ако α 3 I, то (K/D/(J/)=K/J.

Един елемент а Ha пръстена A се нарича делител на нулата, ако
съществува ненулев елемент be A, такъв че ab=0. Един ненулев
пръстен А се нарича област, ако не притежава ненулеви делители на
нулата. В област можем да съкращаваме на ненулев елемент: ако
ab=cb и b#0, 710 а-с. Всяко поле е област. Ако 4 е област и всеки
идеал на А е главен, А се нарича област на главни идеали.

* % %k

Определение. Нека 4 и B ca пръстени. Ще казваме, че B e А-алгебра
(или алгебра над А ), ако на всеки елемент a€ A и x € B е съпоставен
елемент ax€ B, като се изпълняват следните AKCHOMH
(a,be 4 x,ye B):

1) a(x+y)=ax+ay;

2) (a+b)x=ax+bx;

3) (ab)x = a(bx);

Hlx=x;

5) a(xy) = (ax)y Ξ x(ay) .
ToBa означава, че адитивната група Ha B има CTPYKTypa Ha А-модул

(аксиоми 1) - 4)) и тази структура е съгласувана с умножението в В
(аксиома 5)). (Определението за модул се появява в §5.)

Примери. 1. Всеки пръстен е Ζ -алгебра (ako л >0, полагаме χ =
Xto+x и (-n)x=(-x)+-+(-x)).

2. Axo A e подпръстен на B, пръстенът B по €CTECTBEH начин е A-
anrebpa.

3. Пръстенът HA полиномите на п променливи k[x;,...,X,] (k може и

да не е поле) е К-алгебра.

Ако В е А-алгебра, изображението ф:А->В, дефинирано чрез

равенството ф(а)-а1 е хомоморфизъм на пръстени. Пръстенът

Ay Ξ ф(А) е подпръстен Ha B и B е А.-алгебра. При това, ако

ae A,xe B, то ах- a(l.x) =(a.l)x = ф(а)х . Това показва, че структурата



на В като А-алгебра и като 4) -алгебра е една и съща. Освен това всеки

идеал на В издържа умножения с елементи OT 4, защото те всъщност са
умножения с елементи от 4y B.

Ако Ве k-anrebpa, Е -- поле, горното изображение ф :k -> В ес нулево

ядро и тогава ἄρ - @(k)=k. B този случай просто считаме, че Х с Β.

Ако M e собствен идеал на B, M не съдържа обратими елементи и значи
kNnM=(0). Тогава при естествения хомоморфизъм л:В8->В/М

имаме 7 (k) = Κ и отново можем да считаме, че ς B/ M .

Определение. Ще казваме, че В е крайнопородена А-алгебра, ако

съществуват краен брой елементи b,...,b, € B, такива че всеки елемент

на B e полином с коефициейнти ΟἹ A на тези елементи.
За един пръстен В ще казваме, че € крайнопороден пръстен, ако В е

крайнопороден като / -алгебра (т.е. всеки елемент на B € полином с
цели коефициенти на краен брой елементи А,...,6,6 B).

Ако B и С са А-алгебри, ще казваме, че едно изображение у!:В --> С

е хомоморфизъм на А-алгебри, ako ¥ е хомоморфизъм на пръстени и

освен това Y (ax)=ay(x) (α ε 4,χε B).

ЖЖЖ

Нека Σ е частично наредено множество. Това означава, чев Я е
въведена релация х < у, която притежава следните три свойства:

1) x<xVxeZ;

2) xLy,y<z=>x<z,

3) хЕу, ySx=>x=y.

Ако за всеки два елемента х, уе е изпълнено х< у или y<x (т.е.
всеки два елемента са сравними), X се нарича линейно наредено
множество. Едно подмножество 5 на > се нарича верига, ако е линейно
наредено относно въведената B Σ наредба. Горна граница на 5 се нарича
всеки елемент x€ X, такъв че 1<х VteS. Един елемент meX се
нарича максимален, ако не съществува елемент X € Σ ,такъвчет<хи

m#x.



Примери. 1. Полето на реалните числа R с обичайната наредба < е
линейно наредено множество.

2. Множеството на естествените числа М с релацията делимост на
CCTECTBCHH чисела е частично (но не линейно) наредено множество.

3. Нека Хе произволно множество и Я е множество, чиито елементи
са подмножества на Х (например всички подмножества на X).
Множеството Σ е частично (HO не винаги линейно) наредено относно
релацията включване на подмножества.

Лема на Цорн. Ако всяка верига в едно непразно частично наредено
множество Σ притежава горна граница, MO в Σ съществува (поне
един) максимален елемент.

Ще отбележим, че ако само изброимите вериги на Σ притежават
горна граница, то в Σ може и да няма максимални елементи. Такова е
например множеството X, състоящо се ΟἹ BCHYKH изброими
подмножества на произволно неизброимо множество (наредбата в Я е
относно включване на множества).



§ 1. Прости и максимални идеали

Определение. Нека 4 е пръстен и P е идеал на 4. Ще казваме, че Ре
npocm идеал, ако Р « А иот xye P следва хе Р или ye P.

Условието един идеал Р « А дае прост € еквивалентно Ha BCAKO едно
от следните две условия:

а) ХЕР, γέ Р = xy¢ Р (по-общо, X,...,X, € P=>x;...x, & P);

6) x,...x, € P = поне едно χ € P.

B частност, ако Х” € P, 10 x€ P.

Определение. Ще казваме, че един идеал M Ha пръстена 4 е
максимален, ako M «А и не съществува идеал / Ha A, такъв че
MclcA (т.е. ако Mcl, 10 {Ξ А).

Твърдение 1.1. а) Един идеал Р на пръстена А е прост точно когато
факторпръстенът А/Р e област.

6) Един идеал М на пръстена А е максимален точно когато
факторпръстенът А/М е поле.

В частност, всеки максимален uoean е прост. Освен това (0) е npocm
(максимален) идеал точно когато А е област (поле).

Доказателство. а) Условието за простота на идеала Р е еквивалентно
на условието: във факторпръстена A/P от Xy =0 следва x =0 или
Уу « 0. Това от своя страна означава, че А/Р е област.

6) Съществува биекция между множеството на идеалите на 4,
съдържащи M и множеството от всички идеали на факторпръстена A/M.
Така условието M да € максимален идеал точно означава, че A/M няма
нетривиални идеали, т.е. че A/M е поле.

Примери. 1. В пръстена на целите числа 7 нулевият идеал е прост,
защото Ζ € област, но не € максимален, защото Z не е поле. Ненулевите
прости идеали на 7 се изчерпиват с идеалите от вида (р), където ре
просто число. Това са и всички максимални идеали на Z .

Аналогично, ако k e поле, нулевият идеал на пръстена k[x] е прост,
но не е максимален, а ненулевите прости идеали (които са и всички
максимални идеали) на k[x] се изчерпват с идеалите от вида ( /), където
Хе неразложим над Х полином.



2. Ако ре просто число, идеалът ( р) в пръстена х) е ненулев прост

идеал, който не е максимален (съобразете, че Z[x]/(p) =Z ,[x] и този

пръстен е област, но не е поле).
3. Ако k e поле и i <n, идеалът (x,...,X,) в пръстена k[x,...,x,] e

прост, HO не € максимален (съобразете, че K[x,...,x,]/(x,....,x)=

k[x;,,...,X,] й този пръстен е област, но не € поле).

Твърдение 1.2. Ако А е област на главни идеали, всеки ненулев прост
идеал на А е максимален.

Доказателство. Нека Р - (х) е ненулев прост идеал на A u I =(y) е

идеал, строго съдържащ Р. Ot хе ()) следва х = yz за някое z € 4 Тъй
като Ре прост идвали y¢ P,To хе Р и тогава z=xt, t € A. Сега имаме

x=yz=yxt. Тъй като А e област, можем да съкратим на x#0 и

получаваме у -1. Така у е обратим елемент и значи [=(y)=A4.

Следователно Р е максимален идеал.

Твърдение 1.3. а) Нека А,...,Р, ca прости идеали в пръстена A u !

я

e идеал на A, такъв че 1 C U B, . Тогава I с P, 3a някое k.
k=1

6) Hexa P e npocm uoean na 4, а 1,,...,1, ca идеали na A, maxusa че

ш п

Ро П],( . Тогава P 5 I, за някое k. При това, ако Р = fl]k, mo P=1,
k=1 k=1

за някое k.
Доказателство. а) С индукция по п ще докажем еквивалентно

я

твърдение: ако / « B, за Х -1,...,п,то I C UP,( .
k=1

Това e очевидно при n=1. Heka n>1 и да допуснем, че 3a n—1
твърдението е доказано. Нека /¢ B, k=1,...,n. 3a всяко k=1,...,n

прилагаме индукционното предположение за идеалите ἢ...., Β. |,

В Byt съществува елемент х, € [, HO χ ¢ P, при j# k. Ако 38

някое k имаме още и х « А , твърдението е доказано. В противен случай

за всяко К =1,...,n имаме χ € B, . Да разгледаме елемента



п

y= le ...xk_]xk+l ...xn .
k=1

Очевидно yel. OcBeH това k-TOoTO събираемо B записа Ha у не

принадлежи на P, тъй като В е прост идеал, докато всяко OT

останалите събираеми принадлежи на F, (защото съдържа х) като
п

множител). Така y ¢ P, 1<k <n) и следователно I ¢ U B, .
k=l

6) Да допуснем, че P p I, 3a всяко k =1,...,n. Torasa съществуват
n n

елементи χ €y, х ¢ P (1<k<n). Taka y=1x...x, eHIk ς ΠΙ,ζ . HO
k=1 k=1

n

y¢ P, 3amoto P e npoct идеал. Следователно P p Π I, , противоречие.
k=1

n

Накрая, нека P= Π I, . Според доказаното P DI, 38 някое Х и
k=1

(очевидно) Р с I, , така че P=1,.

ЖЖЖ

Теорема 1.4. Всеки ненулев пръстен А притежава (поне един)
максимален идеал.

(Напомняме, че разглеждаме само пръстени с 1.)
Доказателство. Ще използваме лемата на Цорн. Да означим със #

множеството от всички собствени (т.е. различни от А) идеали на A.
Множеството Σ е частично наредено относно релацията включване на
идеали и e непразно, защото (0) e Σ. Нека (/.) е верига от идеали от Σ

(т.е. 38 всяка двойка индекси а,Д имаме [, с ἰ9 или Igc ], ). Да

означим [ = U I, . Тъй като (/,) е Bepura, MHOXECTBOTO Г също € идеал
а

на А (предоставяме проверката на читателя). При това 1¢ I, за всеки

индекс а и значи le¢ /. Така Ге собствен идеал на A, т.е. [eX.
Очевидно Ге горна граница на разглежданата верига. От лемата на Цорн



следва, че B Σ съществува максимален елемент, Τ.6, A притежава
максимален идеал.

Следствие 1.5. а) Всеки собствен (различен om А) идеал на А се
съдържа в максимален идеал на А.

6) Всеки необратим елемент х на А се съдържа в максимален идеал
на A.

Доказателство. а) Според теорема 1.4 ненулевият пръстен A/
притежава максимален идеал и тогава неговият пълен праобраз е
максимален идеал Ha A, съдържащ [, (Доказателството може да се
извърши и пряко, като се приложи лемата Η Цори 38 множеството X OT
всички собствени идеали на A, съдържащи 1.)

6) Тъй като х е необратим елемент, то главният идеал (x) Ha А е

собствен и значи се съдържа в максимален идеал Ha 4.

Определение. Ще казваме, че един пръстен А е локален, ако А
притежава единствен максимален идеал.

Примери. 1. Всяко поле Х е локален пръстен ((0) е единственият
максимален идеал на k).

2. Нека ре просто число и

A={fl|m,neZ,(m,n)=1,p+n}, M={fle Alplm}.
n n

Тогава А е локален пръстен с единствен максимален идеал M
(съобразете, че всеки елемент извън M € обратим, откъдето следва, че M
съдържа всички собствени идеали на A).

3. Ако ре просто число, пръстенът Zp,, € локален с максимален идеал

(2) (съобразете, че всеки елемент извън (p) e обратим).

Твърдение 1.6. Нека M е собствен udean на пръстена А и всеки
enemenm x € A\M e oopamum. Тогава A е локален пръстен с максимален
идеал M. Obpamno, axo A e локален пръстен с максимален идеал M, mo
всеки елемент хе A\M e obpamum.

Така максималният uoean Ha един локален пръстен A се състои om
всички необратими елементи на A.

Доказателство. Всеки собствен идеал на А се състои от необратими
елементи и значи се съдържа B M. Следователно M е единствен
максимален идеал на #.
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Обратно, нека М е единственият максимален идеал на локалния
пръстен A. Тогава всички необратими елементи на 4 се съдържат B M
(следствие 1.5, 6)) и значи всички елементи извън M са обратими.

Задачи

Задача 1.1. Нека I e идеал на пръстена A. Да се докаже, че идеалът /
не е прост тогава и само тогава, когато съществуват идеали Л и /, на

А, такива че Ic Д,/сЛи Л < .

Задача 1.2. Да се докаже, че всеки пръстен притежава минимални
прости идеали. ”

Задача 1.3. Да се докаже, че ако Р e прост идеал в пръстена 4, то Px]

е прост идеал в пръстена A[x]. Вярно ΠῈ е аналогично твърдение 38

максимални идеали?

Задача 1.4. Hexa Ги F,i=1,...,n, са идеали на пръстена A, като

п

идеалите Р 38 i=3,...,n са прости. Да се докаже, че ако / с UP,. , TO
i=1

Те P, за някое k (1 <k Ξ η). Сравнете с твърдение 1.3, a).

Задача 1.5. Нека (С|х,у) е пръстенът на полиномите на две

променливи с коефициенти ΟἹ С и нека Р, =(f;), /, Ε С(х, у), } ε, са

всички прости главни идеали, които се съдържат в идеала / - (х, у). Да

се докаже, че:

а) множеството (Р,) εὐ е безкрайно;

6 1=U#;
JjeJ

в) / не се съдържа B никой OT простите идеали P, jeJ.

Сравнете с твърдение 1.3, а).

Определение (пръстен с размерност на Крул, равна на 0). Казваме,
че пръстенът А има размерност на Крул, равна на (, ако всеки прост
идеал на А е максимален.
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Задача 1.6. Да се докаже, че ако Ухе А In=n(x)>1, такова че

x" = х, To размерността на Крул на А е равна на 0.

Задача 1.7. Пръстенът А се нарича булев, ако x>*=xVxed. Да се
докаже, че за всеки булев пръстен е в сила:

а) 2x=0Vxe 4;

6) размерността Ha Kpyn на А е равна Ha 0;
в) A/ P =7, за всеки прост идеал Р на 4.

Задача 1.8. Да се докаже, че всяка крайномерна алгебра А над поле К
има размерност на Крул, равна на 0. В частност, ако А е област, то 4 е
поле.

Определение (полулокален пръстен). Един пръстен А се нарича
полулокален, ако А има само краен брой максимални идеали.

Задача 1.9. Нека 9N,,...,901, са различни максимални идеали B
ЕН k

пръстена 4. Да се qokaxe, че Π M, < ΠΞ)ΙΙ, за всяко Х -1,...,1-1.
#1 е1

Задача 1.10. Нека А е крайномерна алгебра над поле k. Да се докаже,
че А е полулокален пръстен"и броят на различните максимални идеали
на А не надминава размерността на А над K.

Задача 1.11. Нека Л е максимален идеал в пръстена 4. Да се докаже,
че:

а) ако 51 - (0) за някое и >0, то 4 е локален пръстен с размерност
на Крул, равна на 0;

6) 41 1 е локален пръстен с размерност на Крул, равна на 0.

Задача 1.12. Нека M,,.... 0N

максимални идеали B пръстена A u [ =90,...90, . Да се докаже, че:

„ ca (не непременно различни)

а) ако / - (0), то А е полулокален пръстен с размерност на Крул,
равна на ;

6) АЛ е полулокален пръстен с размерност на Крул, равна на 0.
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§ 2. Нилрадикал и радикал на Джекобсън

Определение. Ще казваме, че един елемент х в пръстен A е
нилпотентен, ако съществува естествено число п-1(х), такова че

x"=0.

Твърдение 2.1. Множеството #Т om всички нилпотентни елементи
на един пръстен А е uoean на А и 606 факторптръстена A/ няма
ненулеви нилпотентни елементи.

Доказателство. Очевидно, ако χε Л и ав A, τὸ χ ε Л. Нека cera

x,yeMN, като x"=0 и у -0. По формулата за нютоновия бином
(валидна във всеки комутативен пръстен) изразът (X — y)'”k'] е cyma Ha
произведения (¢ цели коефициенти) ΟἹ вида х у”, като r+s=n+k—1.
Ясно €, че или r 2 , или 5 >k и тогава всяко събираемо в тази сума е

равно на (). Taka (x— y)”*k П -0,т.е. х- уе Т . Следователно N е идеал.
По-нататък, нека X € А/”Л е нилпотентен елемент (х € A). 3a някое

т имаме Х” =0, T.e. χ еЛ. Тогава за някое г е изпълнено (Хх”) =0 и
значи хе Л. Следователно Х =0.

Определение. Идеалът Я - Т( А) се нарича нилрадикал на пръстена

A.
Втората част Ha твърдение 2.1 означава, че (A4 /N(A4)) =(0).

Teopema 2.2. Нилрадикалът на пръстена A съвпада със сечението Ha
всички прости идеали на А.

Доказателство. Нека χ € Л -Т(А). Axo P е прост идеал на A, от

x"=0€ P следва x € P. Така х принадлежи на всеки прост идеал Ha A.
Обратно, нека χ ¢ 91. Ще докажем, че съществува прост идеал Р на

A, такъв че x ¢ .

Нека Σ e MHOXECTBOTO OT всички идеали J Ha A, 38 които x" ¢J 3a
BCAKO n=1,2,... . MHOXeECTBOTO Σ е непразно, защото (0) € Σ (тъй като

X не е нилпотентен enemeHt). По стандартния начин (както B
доказателството на теорема 1.4) се проверява, че X удовлетворява
условията на лемата на Цорни относно наредбата включване на идеали и
следователно притежава максимален елемент. Нека Р е максимален
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елемент на #. OT определението на Σ имаме, че χ ¢ Р. Ще докажем, че
Ре прост идеал.

Да допуснем противното и нека σ Р, РЕР, но abe P. Тогава

Р +(а)-Р, Ρ-(δ)3 P иот избора на Р следва P+(a)eZ, Р+(6)#+.

Следователно 38 подходящи естествени числа л и k имаме χ € Р +(а) и
kх еР +(5),т.е. x"=u+ar и х =v+bs,xkpuero u,ve P; r,s € A. Оттук

χ =yv+ubs+var+abrse P+(ab)=P, което е противоречие.
Следователно P е прост идеал.

ЖЖЖ

Определение. Сечението на всички максимални идеали на пръстена
А се нарича радикал на Джекобсън на А. Ще го бележим с R =R(4).

Тъй като всеки максимален идеал е прост, от теорема 2.2 следва
включването #1(А) ς R(4).

Твърдение 2.3. В сила e равенството
#4(А) ={aec А | 1-- ау е обратим елемент Yy € A}.

В частност, ако х 1(тоа ( А)), то χ e обратим елемент.

Доказателство. Нека а € ( А) и да допуснем, че |- ау не е обратим

елемент за някое y € А. Тогава (следствие 1.5, 6)) 1—ay e M 38 някой

максимален идеал M. Но а e #( А) с- M, откъдето | « M и следователно

M = A, противоречие.
Обратно, Heka |- ау e обратим eneMeHT 38 всяко Y € 4. Да допуснем,

че a ¢ R(A), T.e. a¢ M 38 някой максимален unean M. Torasa M +(a) =

A, откъдето m+ay=1,meM, уе A. Taka елементът m=1-qy се

оказва обратим и следователно M = A, KOETO € противоречие.
Накрая, нека х -1(тоа ( А)). ToBa означава, че a=1—-xeNR(4) и

тогава x=1-a е обратим елемент.

Определение. Пръстенът А се нарича полупрост, ако #( А) Ξ (0).

Ot съответствието между идеалите Ha A, съдържащи #4(А) и

идеалите на факторпръстена А/94(А) следва, че #( А /Я8( А)) =(0), т.е.

че A/R(4) е полупрост пръстен.
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Упражнение 2.4. а) В пръстена на уелите числа 7 са в сила
равенствата 1(#)-18(2)-(0). Същите равенства ca в сила и за

пръстена k[x] (К - поле).

6) Нека neN и n=p® ... pi* е каноничното разлагане на п в
произведение на прости множители. Тогава

14

() - 91:2,) Ξ ( ...-Ρ ) Ξ .
#1

В частност, 7, е полупрост пръстен точно когато п- А Ру

(такива числа п се наричат полупрости). Аналогичен факт e в сила за
пръстена k(x] (ζ - поле).

в) В пример 2 преди твърдение 1.6 пръстенът А е числов и тогава
N(A)=(0). От друга страна, A e локален пръстен с единствен
максимален идеал M и следователно R(A)=M . Така в този пръстен
) < R(A).

ЖЖЖ

Нека ] e идеал в пръстена А и

r(l)={xeA|lan=n(x)eN:x" e I}.

Твърдение 2.5. Множеството r(I) e udean na A, съдържащ I и
NA/ D=r(D)/I.

Доказателство. Cnensa ot твърдение 2.1, приложено за пръстена
A= А/1, като се вземе предвид, че един елемент X € (I) точно когато
образът My ¥ € Т( А) . (Доказателството може да се извърши и директно,
аналогично на доказателството на твърдение 2.1.)

Определение. Идеалът /(Г) се нарича радикал на идеала I.
Ясно e, че (0) - Т( А). Освен това, ако P е прост идеал, то #(Р)- P

(съобразете, чеи Ул < К r(P")=P).

Твърдение 2.6. Радикалът r(I) на идеала I съвпада със сечението
на всички прости идеали на A, съдържащи Г

Доказателство. Следва ot равенството 9Т(А/1Г)-#(1)/Г и от
теорема 2.2 (приложена за пръстена A/7).
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Упражнение 2.7. Нека Ги J са udeanu в пръстена А. Да се докаже,
че:

а) r(r())=r(l);
6) "()-4<-1/-А;

в r(l)=r(InJ)=r(l)nr(J);
r) т (1+/Л-т(1)+().

Твърдение 2.8. Ако Г и Л ca идеали в пръстена А и r(I)+r(J) = A, mo
I+J = A (обратното е очевидно).

Доказателство. Използвайки упражнение 2.7, г) и 6), получаваме
„1+Л-1("(1)+"(/))-1(4)-4-1+/-я.

Задачи

Задача 2.1. Да се докаже, че ако х € нилпотентен елемент B пръстена

А, елементът 1+ х е обратим. По-общо, сума на обратим и нилпотентен
елемент е обратим елемент.

Задача 2.2. Нека А е пръстен и / - а) +ах + +а,х" € A[x]. Да се
докаже, че:

а) f e обратим елемент в A[x] точно когато g, ¢ обратим елемент B

A,a a,...,a, са нилпотентни;

6) /е нилпотентен точно когато ар,а,....а, са нилпотентни.

Задача 2.3. Да се докаже, че N(A[x]) = N[x]=R(4[x]).

Задача 2.4. Да се докаже, че ако 4 e област, то ##( 4 х)) Ξ (0). Вижте
също задачи 9.6 u 9.8.

Задача 2.5. Нека A=k[x,...,x,] е пръстенът на полиномите на ἢ

променливи с коефициенти в полето k. Да се докаже, че R(A)=(0).

Задача 2.6. Нека A[[x]] е пръстенът Ha формалните степенни редове
a0

с коефициенти OT пръстена A и / = Σ a,x" . Да се докаже, че:
n=0

а) /е обратим TOYHO когато g, € обратим B 4;

6) /е нилпотентен = @, са нилпотентни Ун >0;
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в) f € R(A[[x]]) точно KOraro αρ € R(A).
Задача 2.7. Да се докаже, че R(4) =T(4) 38 всяка ΚΡ

алгебра над поле k. Вижте също задачи 9.4и9.5.
атна матрица ¢

Нека X € M, (4) е квадр
каже, че матрицата X e обратима тогава и

братим елемент на A.

айномерна

елементи B

Задача 2.8. само

пръстена Α. Да се до
тогава, когато де Х €0



§ 3. Взаимно прости идеали,
Китайска теорема за остатъците

Определение. Ще казваме, че идеалите Ги ηἃ пръстена А са взаимно
прости, ако I+.J =A. Това означава, че съществуват елементи хе /,

y€J, такива че x+y=1. (По-общо, идеалите Л....„Г, се наричат
взаимно прости, ако ]1 +е + In =4 )

Пример. В пръстена Ζ идеалите (m) и (п) са взаимно прости точно
когато (m,n)=1. Това следва ΟἹ тъждеството на Безу. Аналогичен факт
е B сила за пръстена ἀ[χ], Х - поле.

Твърдение 3.1. Ако идеалите Г и I, на пръстена А са взаимно
прости, mo Ll =1, NI, По-общо, ако (,...,1. са два no два взаимно

п n

npocmu идеала, mo Hlk = ΠΙ P
k=1 k=1

Hoxazamencmeo. Включването 1,1, с Д N1, е изпълнено 38 всеки два
идеала на 4 (както и за произволен краен брой идеали). Обратно, нека
Lh+L,=A4wuiel,i,el, са елементи, за които а +i, =1. Да умножим
това равенство с произволен елемент X € Л N I, : χὴ + xiy = х . Очевидно

х4, xiy € Л/,. Тогава и хе Д/, и значи ΠΩ ) с Л/,. Следователно

Общия случай ще докажем с индукция 10 . Случаят п-2 вече e
разгледан. Нека л > 2. Да допуснем, че твърдението е вярно 38 идеалите

n-1 π-
I,...,1, |, и да положим ]:ΠΙ,( :Πἶἄ . Тъй като I, +1,=A за k=

k=1 k=1

l,...,n—1, съществуват елементи х.ЕП, y, €l,, такива че жРа =1
л--

Тогава x=1x,...x,_, eH[k =J, ἃ ΟΥ друга страна х = I-y)...d-y,)
k=1

=1-y, където yel,. Taka x+y=1 и значи J+1, = A. Използвайки
доказаното за п - 2 „ получаваме
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fIIk =JI,=Jn]I, =(n]1k.
k=1 k=1

ЖЖЖ

Нека 4,,..., 4, са пръстени и да означим
п

A=A @ @4, =Y A4 ={(x,....x5,)|x €4, Е-1,...).
k=1

Множеството А се превръща B пръстен с NOKOMIIOHEHTHO събиране и
умножение. Този пръстен се нарича директна сума на пръстените
A4,...,4,.

Можем да считаме, че А) < A, отъждествявайки елемента X, € 4, с

елемента (0,...,0,х,0,...,0) Ε А. При това 4, e идеал на А. Очевидно

4,0 Σ 4,Ξ(0). В същото време A4, е и факторпръстен на Α.
J#k

Действително, изображението 7, :4—> 4,, дефинирано посредством

равенството я)((О4,..., Х.)) = X; € хомоморфизъм на А върху 4,

(7, се нарича проекция Ha А върху «) ). При това

Ker 7, = ( р 0, Хее X))} = ) 4,
)

Така 4, Ξ А/Кегя.).

Нека cera 4 е пръстен и Л....,/, < A. Разглеждаме изображението
л

ф :А->2 A/ll, , дефинирано посредством равенството
k=1

o(x)=(x+1,....x+1,) (xe A).

Директно се mpoBepsiBa, че ф е хомоморфизъм Ha пръстени. OT
л

определението € ясно, че един елемент (x + Л....,х,+1,) « ΣΑ| I, e
k=1

obpas на селемента xe€ A, когато x+[, =x,+1[,, Te. Koraro

x=x,(modl;), k=1,...,n. B частност, ¢(x)=0 означава, че хе [, 38
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”

всяко k=1,...,n, така че Кегоф - П],С , Следователно ф е инективен
k=1

n

хомоморфизъм точно KOTaTo Π I, =(0).
k=1

Teopema 3.2 (kuTaiicka Teopema 3a остатъците). Хомоморфизмът ф

e сюрективен (m.e. върху) точно xozamo udeanume 1,,...,1, ca два no два
n n

взаимно npocmu (u mozasa Ker g = Π I, = Π 1,.}
k=1 k=1

Hoxasamencmeo. =) Ще noxaxem, че (например) Л и I, ca B3auMHO

прости. Тъй като ф € CIOPEKTUBEH хомоморфизъм, съществува елемент
x e A, такъв че ¢(x)=(1,0,...,0). Тогава x=1(mod/;) и х-0(тоай /,)),

т.е. 1-хеЛи xel,.llpuToBa (1- х) + х < 1. Следователно / + /,- А.

<) Първо ще докажем, че за всяко Х =1,...,n съществува елемент

e, € A, такъв че g@(e,)=(0,...,0,1,0,...,0) (елементът 1 стои на k-Ta

позиция). Ще разгледаме camo случая k=1. Тъй като идеалът Д е

взаимно прост с всеки от останалите идеали, съществуват елементи

Uy,....u, ЕЛ И vy €ly,...,v, Е / , такива че u, +v, -1,....и, +У, -1. Да

положим εἰ =Vy...v, =(1~uy)...(0-u,). От ¢=v,...v, следва

е) =0(mod1l,), Х Ξ 2,...,п. От друга страна, от ¢ =(1-u,)...(1—u,)

следва е) Ξ ́͵(πιοά ἢ). Следователно ¢(e;)=(1,0,...,0). Аналогично се

конструират елементите €,,...,€,,.

n

Heka cera (x; +1,,...,x,+1,) € произволен елемент OT ΣΑ| I, . Да
k=1

положим X = же) Ἔ Ἐ X,e, . OT доказаното по-горе следва, че

p(x)=0q+1,....,x,+1,).

Следователно ф € сюрективен хомоморфизъм.

Забележка. Древните китайци са познавали горната теорема в
следния вид: Нека й,...,1, ca две по две взаимно прости цели числа, а
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.. X, са произволни цели числа. Тогава съществува цяло число X,

такова че х = х (тойад),...,Х Е χ (тойа,).

Задачи

Задача 3.1. Нека Л....,/„ ca два по два взаимно прости идеала B
d dпръстена Ди а, >0, k=1,...,n. Да се докаже, че идеалите I, ',...,1,"

също са два по два взаимно прости.

Задача 3.2. а) Нека n=p...p;* е каноничното разлагане Η
естественото число л >1 B произведение на прости множители. Да се
докаже, че

Z,=7Z а Θ...ΘΖ щ
Ρὶ Py

6) Нека Е ¢ поле и f=p"...p* е KaHOHMYHOTO разлагане Ha
неконстантния полином / € k{x] в произведение на неразложими над Х
полиноми. Да се докаже, че

kx1/ (f) = klx)/ (p") @ @ k{x]/ (pi*) -
*

Задача 3.3. Heka 4 e мултипликативната група Ha пръстена 4. Да се
докаже, че ако Ги „ ca взаимно прости идеали B 4, TO

(A1 1)) # (А/ТУ ж(а/Лу.
Задача 3.4. Нека ф(п) е функцията на Ойлер (броят на естествените

чисела, ненадминаващи Η и взаимно прости с k). Да се докаже, че ако а и

b ca взаимно прости ecrectBeHH числа, то @(ab) = φ(α)φ(θ)
(мултипликативност Ha функцията Ha Ойлер).

Задача 3.5. Нека 4,,...,4, са пръстени и Ле идеал в пръстена

n

A=ZAk . Нека л) е проекцията А-» A4, и I, =x,(I), k=1,...,n. Да се
k=1

докаже, че:
я п

а) 1- У ΑΠΙ Ε ЗА /1 ;
k=1 k=1
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6) ако Ге прост идеал B 4, то съществува индекс Х (1 <k< n), TaKbB
че I е прост идеал в A ,а [, - А, за j#k;

в) ако Ге максимален идеал B 4, то съществува индекс Х (1<k<n),

TaKbB че /, е максимален идеал в ) ,а Г, - А, за j*k.

Определение (нилпотентен идеал). Един идеал / в пръстен А се
нарича нилпотентен, ако съществува естествено число и, такова че

г -(0).

Задача 3.6. Нека 9IN,,.... MM

максимални идеали в пръстена A u 7 -9/,...ЯЛ . Да се докаже, че А/ 1

„ Ca (не непременно Фразлични)

е полулокален пръстен с нилпотентен радикал на Джекобсън.

Задача 3.7. Да се докаже, че всеки полулокален пръстен с
нилпотентен радикал на Джекобсън има размерност на Крул, равна на
0.

Задача 3.8. Да се nokaxe, че 3a един пръстен A следните условия Ca
еквивалентни:

а) съществуват (не непременно различни) максимални идеали
9/,...,9Л., на 4, такива че 9Л,...ЯЛ., =(0);

6) А e полулокален пръстен и ##( А) е нилпотентен идеал;
п

в) A= ZAk , където A, k=1,...,n ca локални пръстени с
k=1

нилпотентни максимални идеали.

Задача 3.9. Нека А e крайномерна алгебра над поле k. Да се докаже,
че #(А) Ξ (0) (т.е. А е полупрост пръстен) тогава и само тогава, когато

А е директна сума на краен брой полета, всяко от които е крайно
разширение на Х (т.е. крайномерно линейно пространство над k).
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§ 4. Локализация

B този параграф HakpaTKo ще разгледаме една важна конструкция OT
арсенала на комутативната алгебра - локализация на даден пръстен
относно мултипликативно затворено множество.

Процесът, чрез който от пръстена на целите числа Z се получава
полето на рационалните числа () (B което Z се влага) се обобщава без

промяна за произволна област A, при което се получава полето от частни
на А (вижте [4], §8). За тази цел B множеството от всички наредени
двойки (a,b), където a,be A, b#0, се въвежда Фрелация Ha

еквивалентност-: (a,b) ~ (c,d)<>ad —cb=0. При проверката за
транзитивност се налага да се съкращава на ненулев елемент, т.е. да се

използва, че в А няма ненулеви делители на нулата. Тази конструкция
може да се обобщи без ограничението, че А е област.

Нека А е пръстен и ScA. Ще казваме, че множеството S е
мултипликативно затворено, ако 1€ S и ot u,ve S следва uveS. Β

множеството ΟἹ всички наредени двойки (а,5) където a€ А,566,

въвеждаме релация - по правилото:

(a,s)~(b,t) & JueS:(at—bsu=0.

Очевидно тази релация е рефлексивна и симетрична. По-нататък, нека
(а,5) - (6,г) и (b,t) - (с,и). Тогава Β 5 съществуват елементи V, W, такива

че (at —bs)v =0, (ри - см - . Като умножим първото равенство с UW, а

второто - със 5у и ги съберем, получаваме (аи —cs)tvw=0. Тъй като 5 е

мултипликативно затворено, то fvweS и значи (а,5)-(с,и).

Следователно въведената релация е и транзитивна, т.е. тя е релация на
еквивалентност.

Да означим с a/s класа на еквивалентност на двойката (а, 5) и нека

571А е множеството ΟἹ всички класове на еквивалентност. В това
множество въвеждаме по стандартния начин операции събиране и
умножение:

als+bl/t=(at+bs)/st,

(als)b,t)=ab/st.
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Предоставяме на читателя да провери, че тези определения не зависят

ot избора на представителите (a,s) и (b,t) и че 57 А се превръща B
комутативен пръстен с единица.

Не е трудно да се покаже, че 57Ае нулевият пръстен точно когато
О«<. Този случай не е интересен и затова по-нататък ще разглеждаме
само мултипликативно затворени множества S, за които 0 ( S.

Упражнение 4.1. Да paszenedame изображението qo:A—)S"lA,
дефинирано чрез pasencmeomo ф(а) -а/1. Да се докаже, че:

а) ф е хомоморфизъм на пръстени (в общия случай този
хомоморфизъм не е инективен);

6) «(а) - ( <> IseS:as=0; така ф e инективен хомоморфизъм
(влагане) точно когато S не съдържа делители на нулата;

в) 565 = @(s) e обратим елемент в пръстена 57А,;
г) всеки елемент от 57 А се записва във вида w(a)(p(s)_1 3a някои

еглементи ac A, 5 <.

Ако Г 4 A, означаваме 571 = Та/з|а«< /, 5Ὲ 8}. Множеството 571
е идеал в пръстена 57 Аи (както лесно се проверява) всеки идеал на
57 А e ot този вид.

Примери. 1. Ако 4 е области < = 410) , то 57 А е полето от частни
Ha Α.

2. Нека А е пръстен и /е елемент на А, който не е делител на нулата

(B частност /не е нилпотентен елемент). Множеството S={f"|n>0} е

мултипликативно затворено. Полученият пръстен 57А е "малко по-
голям от A" и в него /вече е обратим елемент. В този случай вместо

Ν 157 А понякога ще пишем 41--|.

В частния случай когато A=7Z и S={2"|n>0} пръстенът Sz =
1 -Ζ [Ξ се състои от всички рационални числа, чийто знаменател е степен

на числото 2.
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Накрая по-подробно ще се спрем на още един пример (частен случай
на този пример е пръстенът от пример 2 преди твърдение 1.6).

3. Нека А е пръстен, Р е прост идеал на A u S = A\ P . Определението
за прост идеал е еквивалентно на условието S да е мултипликативно

затворено множество. В този случай вместо 57А ще пишем Ap . Ясно
е, че А ={a/slac 4, s¢ Р). Да означим

М -57Р -(а/5|а6Р, зе Р) «А).
Упражнение 4.2. Да се докаже, че:
а) Ap е локален пръстен с единствен максимален uoean М;

6) ако А е локален пръстен, чийто единствен максимален uoean e P,
то Ap = А;

в) полето Ар/М е изоморфно на полето от частни на областта

A=A/P.
Горният пример може да се обобщи, като BMECTO един прост идеал се

разгледа произволна фамилия OT прости идеали Ha 4, а 5 е допълнението
на тяхното обединение.

Упражнение 4.3. Нека 5 е мултипликативно затворено множество
на пръстена А Да се докаже, че съществува биекция между
множеството от npocmume идеали на A, непресичащи S и

множеството от всички прости идеали на пръстена #57А.
(Разгледайте изображението Q — S ~1Q, където Ο e npocm udean Ha A,
непресичащ S.)

B частност, ако P e npocm udean na A u S=A\P, съществува
биекция между множеството om npocmume udearu на A, съдържащи
сев Р и множеството om всички прости идеали на пръстена Ap.

Задачи

Задача 4.1. Нека 5 е мултипликативно затворено множество в
пръстена A, несъдържащо 0. Да се докаже, че множеството Σ от
идеалите на A, непресичащи S, притежава максимални елементи и всеки
максимален елемент на Σ е прост идеал на A.

Задача 4.2. Нека А ¢ ненулев пръстен и Я е множеството на всички
мултипликативно затворени множества на A, несъдържащи 0. Да се

25



докаже, че Σ притежава максимални елементи и един елемент 5 на Σ е
максимален точно когато Р = АМ е минимален прост идеал на 4.

Задача 4.3. Нека / а А и 5 -1+/. Да се докаже, че 57/ < R(STM'4).
Задача 4.4. Да се докаже, че ако S € мултипликативно затворено

множество в пръстена А, то 57 ( А) -91(57А). Сравнете със задача
4.11. Винаги ΠΗ е вярно, че 574(А)-94(57 л) ?

Задача 4.5, Да се докаже, че за пръстена А следните условия са
еквивалентни:

а) N(A)=(0);
6) Я(А4) Ξ (0) за всеки прост идеал Р на 4;

в) (4) - (0) 38 всеки максимален идеал М на A.

Задача 4.6. Да се докаже, че ако 4 е област, то А също е област 38

всеки прост идеал Р на А. Вярно ли е обратното?

Задача 4.7. Нека ἢ....,1, ca идеали в пръстена А и S ¢ЗА

мултипликативно затворено множество в A. Да се докаже, че:

а) 5 (е) 5 Щре 5 ;
6) S'(J,...1,)=8""1,...87'I,.

B задачи 4.8 - 4.13 ще предполагаме, че S е фиксирано
мултипликативно затворено множество в пръстена А и ще означаваме с

A—2 87! 4 хомоморфизма на пръстени, зададен с ф(а)-а/), ac A.

Задача 4.8 (универсално свойство на локализацията). Нека

4--Ὁ УВ e хомоморфизъм на пръстени, такъв че всеки елемент на
множеството (/(5) е обратим в пръстена B. Да се докаже, че съществува

единствен хомоморфизъм на пръстени 57 А - 9 5 B, такъв че v =0p.
v

A—> B

φὺ 6

57я
Кой е този хомоморфизъм, когато В - 5 Ди v=¢?
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Задача 4.9 (единственост на локализацията). Нека A --ἰ 5B е
хомоморфизъм на пръстени, който удовлетворява следните условия:

а) всеки елемент на множеството 1/(5) е обратим в пръстена В;

6) за всеки хомоморфизъм Ha пръстени A—Y—> B', такъв че всеки
елемент на множеството (/(57) е обратим в пръстена В”, съществува

θ'

единствен хомоморфизъм на пръстени B——> Β', такъв че /! εθ'ψ.
v

A_)B

vy S0
Β'

Да се докаже, че хомоморфизмът S'4—% УВ or задача 4.8 е
изоморфизъм. Следователно, ако A—“—>B е хомоморфизъм на
пръстени, който удовлетворява условията а) и 6), то В 57 А.

Задача 4.10 (локализация и факторизация). Нека Г е идеал в

пръстена А. Да означим с 5 образа на 5 при естествения хомоморфизъм
π:4- А/ТГ. Да се докаже, че

а) 57(А/524574/57;
6) ако Р > Г е прост идеал в пръстена A, 10 (А//)р/, = Ap / 1Ар.

Задача 4.11. Да се докаже, че r(S_]I) = S'l(r(l)) 38 всеки идеал [ B
пръстена A. |

Задача 4.12 (транзитивност на локализацията). Нека 7 : 8 е

мултипликативно затворено множество B пръстена А и Т e образът на 7

при хомоморфизма на локализация A—25857"'4. Да се докаже, че
Τ ! ΞΤ А.

" Задача 4.13. Нека Р е прост идеал B 4, такъв че PN - ᾧ. Да означим

с Я простия идеал ST'P B S7'4. Да се докаже, че (БЧА).„р Ξ4,.

Задача 4.14. Нека P < Ο са прости идеали в пръстена A. Да означим

с P простия идеал РА в пръстена A, . Да се докаже, че (40)4 Ξ 4p.

27



Задача 4.15. Нека А,...,Р, са прости идеали B пръстена А и S =
k

А \U В . Да се докаже, че:
i=1

а) пръстенът 57 A4 е полулокален;
6) ако между идеалите А няма включвания (т.е. Р «Р,,1«/),

максималните идеали в пръстена S А са точно идеалите 8-1Р,.,
i=1,...,k.

3anaua 4.16. Hexa 4 и B са пръстени и P e прост идеал в 4. Да означим
с P простия идеал РФВ в пръстена АФВ. Да се докаже, че
(4Θ δὺ)ς = 4p.

Задача 4.17. Heka А e полулокален пръстен с максимални идеали

M, 1-1,....п. Да означим с 4--θι +у Ау хомоморфизма на
n

локализация спрямо M, i=1,...,n ис А-“”-)ЕАЩ изображението,
#а

определено с формулата ф(а) = (4((а),...,ф,(а)), a € А. Да се докаже, че:

а) ф е инективен хомоморфизъм на пръстени;

6) ф е изоморфизъм тогава и само тогава, когато пръстенът A е
изоморфен на директна сума на п локални пръстена;

в) ако радикалът на Джекобсън #4(А) на А е нилпотентен, то ф е
изоморфизъм.
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§ 5. Модули. Крайнопородени модули

Определение. Нека А е пръстен и M е абелева група, записана
адитивно. Ще казваме, че M е А-модул (или модул над A), ако на всеки
елемент a € A и на всеки елемент хе M е съпоставен елемент ax e М,
като се изпълняват следните аксиоми (a,be А; x,ye M ).

а(х+ у) - ах+ ау;

(a+b)x=ax+bx;

(ab)x = a(bx);

lx=x.
Taka аксиомите за модул над пръстен TOYHO съвпадат с аксиомите 38

яинейно пространство над поле (единствената разлика €, че "скаларите"
нежат в пръстен, който може и да не е поле).

Понятието модул обобщава някои добре известни алгебрични
понятия, както показват следващите примери.

Hpumepn. 1. Всеки идеал и всеки факторпръстен на един пръстен Ае
ЛА-модул. В частност, самият пръстен А е А-модул.

2. Всяко линейно пространство над поле е модул над това поле.
3. Всяка (адитивно записана) абелева група е 7 -модул (ако n=>0,

полагаме их - Х+ее+Х и (—n)x -(-х)+е+(-х)).

Ако M e А-модул, подмодул на M се нарича всяка подгрупа N на M,
затворена относно умножението с елементи от А (това е аналог на

понятието подпространство). Ще бележим N <M (или N <M, ако
N=M). Сума на подмодули се дефинира точно както сума на
подпространства.

Примери. 1. Подмодулите Ha пръстена A, разгледан като модул над
себе си, са точно идеалите на A.

2. Всяко подпространство на линейно пространство Г над поле е
подмодул на Г.

3. Всяка подгрупа на абелева група M (разгледана като / -модул) €
подмодул на М.

4. Нека Ме А-модули / < 4.

а) Ако хе M, множеството Ix={ax|ael} е подмодул на M. В

частност, Ах е подмодул на М.
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6) Множеството IM = {Z а,ха, Ε, χ Ε Μ } e подмодул Ha M. По-

общо, ako У < М , то INz{Za,-xila,- εἰ, x; eN} <M.

Axo Me А-модули ae A, o3HayaBaMe aM ={ax|xe M }.

Определение. Множеството Ann M ={a в 4|aM ={0}} ще наричаме

анулатор на M в A. Директно се проверява, че AnnM «а A.

ЩЕе казваме, че M е точен А-модул, ако Ann M - (0).

Ще отбележим, че ако / < 4, / с Ann M (например / = Ann M ), τὸ M

може да се разглежда като модул над факторпръстена А/: ако
ае А/1 (ав А) и хе M, дефинираме ax = ах. Фактът, че / с- Ann M

осигурява коректност на тази дефиниция (т.е. независимост от избора на
представител на съседния клас а ).

Важно е да се осъзнае, че подмодулите на M, разглеждан като модул
над АЛ и като модул над А, са едни и същи.

Упражнение 5.1. Да се докаже, че:
а) ако М,М, <M, то Ann(N;+N,)=Amm N, NnAmN,;

6) Ме точен А/ Апп М -модул.

ЖЖЖ

Ако Ми Μ' са А-модули, ще казваме, че едно изображение
ф:М -> М" е хомоморфизъм на А-модули, ако ф(х + у) - ф(х)+ф(у) и

@(ax)=ap(x) за всички елементи ав А; х,уе M (това е аналог Ha

понятието линейно изображение). Ако ф е биекция, ще казваме, че ф е

изоморфизъм, а модулите M и Μ' са изоморфни (M = M'). Както
обикновено, под ядро и образ на ф ще разбираме съответно

множествата

Kerp={xe M|p(x)=0}<M

Imp=p(M)={yeM'|Ixe M p(x)=y}<M'.

Множеството OT всички хомоморфизми oT M към M’ ще означаваме
с Hom(M,M"). Когато М" - M , 38 краткост ще пишем само Hom M .

Хомоморфизмите ΟἹ Hom M (аналог на понятието линеен оператор) ще

наричаме ендоморфизми на М.
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Елементите на пръстена А могат да се разглеждат като ендоморфизми
на M: ако ае A, дефинираме ф,:М — M посредством равенството

@,(x) = ax. Ако ф e произволен ендоморфизъм от Hom M , равенството

ф(ах) - аф(х) означава, че фф.,-ф.ф, т.е. че ендоморфизмите @,

комутират с всички ендоморфизми от Hom M .

Множеството Нога(М,М ”) (и B частност Hom M ) може да се
превърне в А-модул, определяйки @+ и аф чрез формулите

(ф+/(х)-ф(х)+и(х) и (ap)(x)=ap(x) (α ε А,хеМ).
Упражнение 5.2. Ако М е А-модул, да се докаже, че А-модулите Ми

Hom(A4, M) са изоморфни.

Упътване. Докажете, че изображението, съпоставящо на всеки
хомоморфизъм ф € Hom ( А, M) елемента ¢(1) « M e изоморфизъм на А-

модули.

Axo N е подмодул Ha A-moxyna M, върху факторгрупата M/N се
пренася 10 €CTECTBEH начин CTpyKTypaTta Ha А-модул: a(x+ N)=ax+ N

(ae А,хе M). Този модул се нарича фактормодул на M no N. С я ще

означаваме естествения хомоморфизъм от M върху М/М: #(х)-

x+ N =X . Теоремата 38 хомоморфизмите звучи по познатия начиян: ако
ф:М -> М" е хомоморфизъм на А-модули, mo М / Кегф =Imep.

Както и при идеали, в сила са следните свойства:
1) NN, <M = Ν /(NyNN,)=(N,+N,)/ N,;

Q)Mz2L2N=M/N)Y/(LINy=M/L,

3) ако N,L< М , пълният праобраз на 7#(L)<M/N e L+ N<M .

Освен тези свойства е в сила и
4) Га А -> I(M/N)y=(IM+N)/N.

ЖЖЖ

Нека M,,...,M, са А-модули и да означим
п

ΜΈΜ,Θ---ΘΜ, Ξ У М, ={(x,....x,)|x, € M,k =1,...,n}.
k=1

Множеството M се превръща B А-модул чрез покомпонентно събиране
и умножение с елемент от A:
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(XX, )+ (Ve У) (а + ее X, V)

a(xy,...,x,) =(ax,...,ax,) .

To3u модул се нарича OupekmHa cyma Ha модулите M,,...,M, . Както и

при пръстени, M), е едновременно подмодул и фактормодул Ha M (1<

k<n).

Модулът A"=A®.--@® A се Hapuua свободен А-модул с ранг n.
п

"Свободата" на A” се състои в това, че, подобно на линейните
пространства, този модул притежава "базис" и всяко изображение на
базиса в произволен модул може да бъде продължено до хомоморфизъм
на А-модули.

Твърдение 5.3. Нека A" е свободният А-модул с рангп и
е) - (1,0,...,0), e, =(0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1)< 47.

Тогава:

а) A" - Ае) + Adey+---+ Ае, и всеки елемент хе A" се записва по

единствен начин във вида X = ае) + азе, +--++aye,, а, € A, 1<k<n;

6) ако M е произволен А-модули x,,...,X, са произволни елементи от

M, съществува единствен хомоморфизъм ф:А" - M, такъв че
o(e)=x,,1<k<n.

Доказателството по нищо не се различава от доказателството на
аналогичните факти за п-мерно линейно пространство над поле.

ЖЖЖ

Определение. Един А-модул M се нарича крайнопороден А-модул,
ако съществуват краен брой enemeHTH Х,....,х,ЕМ, такива че

M = Ах +---+ Ax, . Това означава, че всеки елемент хе M може да се

представи (поне по един начин) във вида X =ayX; +:-+a,X,, G € 4,пп

k=1,...n.

Твърдение 5.4. Eoun А-модул M e крайнопороден тогава и camo

тогава, когато e изоморфен Ha фактормодул на свободния mooyn A" 3a
някое естествено число п.
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Доказателство. =) Нека M = Ax, +---4:4x,,, x,eM, k=1..,n. Ot
твърдение 5.3, 6) имаме, че съществува (единствен) хомоморфизъм
ф:А"->М, такъв че ¢(e)=x, 1<k<n). Очевидно ¢ е
хомоморфизъм върху M и от теоремата за хомоморфизмите получаваме
М - Я" / Кегф.

<) Нека M е изоморфен на фактормодул на A", т.е. съществува
сюрективен хомоморфизъм φ: 47 -> M . Тъй като елементите е,....е.

пораждат А” (твърдение 5.3, а)), то Ф(е)),....ф(е,) пораждат M, така че

M e крайнопороден А-модул.

Твърдение 5.5 (лема на Накаяма). Нека М е крайнопороден А-
модул, 194 и IcR=R(4) (8 частност може I=R) Ако е

мзпълнено IM =M, mo M =(0).

Доказателство. Да допуснем, че M #(0) и нека wu,...,u, €

минимална система пораждащи на M като А-модул. Имаме M = ἅπ| +---

+Au, и оттук IM = П +---+ и„ . Тъй като по условие /М =M, τὸ u,

a,el (1<k<n).

Orryx (1-а,)и, - Ди +---+a, u, ;. Ho a,eIcR и тогава 1-а, е

обратим елемент (твърдение 2.3). Така

може да се представи във вида U, = QU+ -+a,u,,

- - ̓u” =(1_a”) alul +"'+(1—an) an_]un_],

KOETO противоречи на минималността HA CUCTEMaTa пораждащи

щ,....и,. Следователно M =(0).

Следствие 5.6. Нека M е крайнопороден А-модул, МЕМ u 1чА,

IcR=R(4). Ако M =N+IM,mo M=N.

Hoxazamencmeo. B cuna e равенството [(M/N)=(IM+N)/N. Тъй

xaro по условие IM + Ν - М, 10 I(M/N)=M/N. Cera or neMara Ha

Накаяма, приложена 38 фактормодула M/N, следва M / N =(0), което

означава, че M =N .

Нека A e локален пръстен ¢ максимален идеал Ти k= A/ T . Тъй като
Т e максимален идеал, то k e поле. Нека M e крайнопороден А-модул и

M=M/TM . Очевидно Т с Ann M и тогава M може да се разглежда
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като модул над А/Т, т.е. като Х-линейно пространство . Ясно e, че щом M

е крайнопороден А-модул, то M е крайномерно пространство над K.

Твърдение 5.7. Нека ял:М -М/ТМ-М е естественият

хомоморфизъм и Х....,Х, € M са такива елементи, че #(жх),....7(х.)

са базис на M над k. Тогава x,,...,x, пораждат M като А-модул (m.e.

М = Axl +"'+Axn).

Доказателство. Да означим N = Ax; +---+ Ax,. Искаме да докажем,

че М-.
Ot условието следва, че #(А)- Л /ТМ (= n(M)). Тогава пълният

праобраз на #(Л) e M. Ot друга страна, този пълен праобразе N +ТМ.

Следователно M Ξ У+ТМ . Тъй като Т =R(A) (защото А е локален

пръстен с единствен максимален идеал 1), от следствие 5.6 получаваме
M=N.

Задачи

Задача 5.1. Нека Ме А-модули N < M . Да се докаже, че ако Уи M/N
са крайнопородени А-модули, то и М е крайнопороден А-модул.

Задача 5.2. Нека M е А-модул и ф:М-М е ¢ukcupan

хомоморфизъм на А-модули. За всеки полином

f=ay+ad++aq “ e 4{1]
и за всеки елемент хе M дефинираме елемент ὰ M по следното

правило:

Хе Дф(х)-ах+аф(х) + + akqok (x)
(B частност, Ax = @(x)). Да се докаже, че така дефинираното действие на

полиномиалния пръстен A[A] върху абелевата група M снабдява M със

структура на „|А1-модул.

Задача 5.3 (детерминантен трик). Нека M e крайнопороден А-модул
със система OT пораждащи елементи X;,...,X, и нека A= (a,-j) eM,(4) е

квадратна матрица от ред 1, такава че

{

Σαῇχ.:Ο, i=1,...,n.
J=1
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Да се докаже, че:
а) де4 е Ann M ;

6) ако det А е обратим елемент на 4, то M = (0).

Задача 5.4 (теорема на Хамилтън-Кейли). Нека M e крайнопороден
А-модул със система ΟἹ пораждащи елементи Χ ν....Χ., и ф:М ->М е

хомоморфизъм на А-модули. Нека A=(a;)eM,(4) е квадратна

матрица OT ред 1, такава че

п

φ(χΙ,) = zaijxj’ i=1,...,n.
=

Ако χρ =det(1E, - А)е 411], да се nokaxe, че ¥,(¢)=0.

Задача 5.5 (обобщена теорема на Хамилтън-Кейли). Нека / <4, M

е крайнопороден А-модул и ф:М -> M е хомоморфизъм на А-модули,

такъв че @(M) < IM . Да се докаже, че съществува полином

уе +ай”! +.--+а, € АА,
такъв че а, €/, k=1,...,n и y(¢)=0.

Задача 5.6 (обобщена лема на Накаяма). Нека /<44 и M e

крайнопороден А-модул, такъв че M = IM . Да се докаже, че съществува
елемент ае , такъв че 1+а « Ann M . B частност, ако [ < #4(А), τὸ

M =(0).

Задача 5.7. Heka M e крайнопороден А-модул и ф:М —> M e

сюрективен хомоморфизъм Ha А-модули. Да се докаже, че ф е

изоморфизъм,

Определение (цели елементи и цели разширения). Ако пръстенът
A e подпръстен на пръстена B, ще казваме, че В e разширение на А или
че AC B e разширение на пръстени. Един елемент b ε В се нарича уял

над A, ако съществува полином / € A[x] със старши коефициент, равен

на 1, такъв че f(b)=0. Пръстенът В се нарича уяло разширение на A,

ако всеки елемент b € В е цял над A.

Задача 5.8. Нека А с B е разширение на пръстени. Да се докаже, че

ако елементът b € В е цял над 4, то А-алгебрата 451 - 2(6)12 € A[x]},

породена от b, е крайнопороден А-модул.
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Задача 5.9. Да се докаже, че ако разширението В на пръстена А е
крайнопороден А-модул, то B е цяло разширение на #.

Задача 5.10. Нека А с B е разширение на пръстени и be Β. Да се

докаже, че елементът b е цял над А точно когато пръстенът A[b] е

крайнопороден А-модул. Следователно, ако елементът b е цял над A,
пръстенът A[b] е цяло разширение на A.

Задача 5.11. Нека Ас Bc С ca разщширения на пръстени. Да се
докаже, че ако B e крайнопороден А-модул и С е крайнопороден B-
модул, то С е крайнопороден А-модул.

Задача 5.12. Нека А с B е разширение на пръстени и by,...,b, € B.

Да се докаже, че елементите Р....,6, ca цели над А точно когато

пръстенът 6 ,...,6,,| е крайнопороден А-модул.

Задача 5.13 (цяло затваряне) Нека АсВ е разширение на

пръстени. Да се докаже, че множеството A, състоящо се OT всички
елементи на B, които са цели над A, е подпръстен на B.

Пръстенът А се нарича уяло затваряне на пръстена А в пръстена Β.

Задача 5.14 (транзитивност Ha целите разширения). Нека
Ac Bc C са разширения Ha пръстени. Да се докаже, че С е цяло

разширение на А точно когато B e цяло разширение на А и Се цяло
разширение на B.

Задача 5.15. Нека В е цяло разширение на A, /аВ8 и I=JnNnA. Да
се докаже, че B/J e цяло разширение на А/7.

Задача 5.16. Нека В е цяло разширение на A и S е мултипликативно

затворено множество в 4. Да се докаже, че 57!В е цяло разширение на
57 А.

Задача 5.17. Нека B е цяло разширение на А и Ге идеал на A, такъв че
IB - В. Да се докаже, че /- А.

Задача 5.18. Нека А < B е цяло разширение на области и „/< Β. Да

се докаже, че ако J « (0),то υ А « (0).

Определение (локализация на модул). Нека А е пръстен, S е
мултипликативно затворено множество B A и M е A-monyn. Β
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множеството OT всички наредени двойки (х,5), където хе M, 566,
въвеждаме релация - по правилото:

(х,5)-(У1) < Зивб: u(tx—sy)=0.

Проверява се, както в § 4, че това е релация на еквивалентност. Нека

X/s € класът на еквивалентност на двойката (х,5) и нека 57М е
множеството от всички класове на еквивалентност. В това множество
въвеждаме операции събиране на елементи и умножение с елементи от

57 А:
x/s+ylt=(x+sy)/st, х/з, ylteSM;

(als)x/)=ax/st, alseS'4d, xlteSTM'M.
Непосредствено се mpoBepsiBa, че тези две операции ca KOPEKTHO

определени и превръщат множеството S M в 8"1А-модул. Тъй като
57 Ае А-алгебра, то Μ притежава и структурата на А-модул:

a(x/s)=(ax)/s, aecd, x/seS'M.
Or определението следва, че изображението M —2>S7AM

зададено с равенството @(x)=x/1, xe M, е хомоморфизъм на A-

модули.

Нека P е прост идеал в пръстена А. Тогава S=A\P е
мултипликативно затворено множество на А. В този случай (както и при

пръстени) вместо 57 ще пишем M Ρ.

B задачи 5.19 - 5.25 ще предполагаме, че S е фиксирано
мултипликативно затворено множество B пръстена A.

Задача 5.19 (универсално свойство на локализацията). Нека N е

514 -модул,а Μ —Y—> N е хомоморфизъм на А-модули. Да се докаже,
че съществува единствен хомоморфизъм S~ M —% >N на 57А-
модули, такъв че / - бф.

v
M > N

ol 70

57М
Сравнете със задача 4.8.
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Задача 5.20 (единственост на локализацията). Нека Л е S7'4-
модул, а M —Y> N e хомоморфизъм на А-модули, такъв че за BCEKH

57 А-модул Μ' и 38 всеки хомоморфизъм Μ -- > Μ' на А-модули
съществува единствен хомоморфизъм N —% УМ" на 571 А -модули,
такъв че ' =6y .

Ψ

M -у N

MI

Да се докаже, че хомоморфизмът 57 M -бук, определен в задача
5.19, е изоморфизъм. Сравнете със задача 4.9.

Задача 5.21. Нека i : -> M еинективен хомоморфизъм на А-модули

и нека ig :S7IN - 57 М е хомоморфизмът на sS4 -модули, зададен с
ig(x/s)=i(x)/s, xeN,seS.

Да се докаже, че iy € инективен хомоморфизъм Η 8 ̓1Α-Μοπγππ.

Следователно, ако N е подмодул на M, можем да разглеждаме 5:14-
модула « ПУ като 57 А -подмодул на 57М.

Задача 5.22, Hexa N,,...,N, са подмодули на А-модула M. Да се

докаже, че 5”-1(]Х/1 Бе) ) = S—INl m~--mS'1Nk. Сравнете със задача
4.7.

Задача 5.23 (локализация и факторизация). Нека N e подмодул на

А-модула M. Да се докаже,че 57 А -модулите 57 (М/ЛА) и 57 М/57А
са изоморфни. Сравнете със задача 4.10.

Задача 5.24 (транзитивност на локализацията) Нека Т е
мултипликативно затворено множество в пръстена A, такова че 7 D <.

Нека 7 е образът на Т при хомоморфизма на локализация 4--2->57 4.
Да се докаже, че T (S IM)=T"'M 38 всеки А-модул M. CpaBHeTe CbC
задача 4.12.

38



Задача 5.25. Нека P e прост идеал в пръстена A, такъв че PNS=¢.

Да означим с # простия идеал 5 S74. Да се докаже, че
(S'IM ж = M 38 всеки А-модул M. Сравнете със задача 4.13.

Задача 5.26. Нека Р c Ο са прости идеали в пръстена А. Да означим

с Ф простия идеал РА) в локалния пръстен Ap. Да се докаже, че

(Мож = Mp 32 всеки А-модул M. Сравнете със задача 4.14.

Задача 5.27. Нека M e А-модул и P e прост идеал в пръстена А. Нека
k(P) е полето (A/P)p=Ap/PAp. Да се докаже, че модулите

(М/РМ)р и Mp/PMpca изоморфни като линейни пространства над

полето k(P).

Задача 5.28. Нека М е крайнопороден А-модул. Да се докаже, че:
а) ако Р е прост идевалвАи M = PM ,то Mp =(0);

6) ako 9 е максимален идеал B A, τὸ M -9ЛМ точно когато
Mg, =(0).

Задача 5.29. Heka M e модул над полулокален пръстен A ¢

максимални идеали N, i=1,....k u М-#-> Mgy, € хомоморфизмът Ha

локализация спрямо 9N, i=1,....k. Да означим с ф изображението

k

M L’ZMWI, , определено ¢ формулата @(x) = (@, (x),...,9, (x)) .Да се
#1

докаже, че:

а) ф е инективен хомоморфизъм на модули;

6) ф е изоморфизъм, когато А е изоморфен на директна сума на k

локални пръстена;

в) ф ¢ изоморфизъм, когато радикалът на Джекобсън на 4 е

нилпотентен.

Задача 5.30. Да се докаже, че следните условия за А-модула М са
еквивалентни:

а) Μ - (0);
6) Mp - (0) за всеки прост идеал P B А;

в) Mgy - (0) за всеки максимален идеал 9 B A.
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Задача 5.31. Нека N e подмодул на А-модула M. Да се докаже, че
следните условия са еквивалентни:

а N=M,;
6) Np = Μρ 38 всеки прост идеал P Β 4,

в) Мж = Mgy 38 всеки максимален идеал I B 4.

Определение (носител Ha модул). Нека M e А-модул. Множеството
от всички прости идеали Р в A, такива че М. « (0), се нарича носител

на M. Носителят на M ще означаваме със Зирр,М (или само Supp M,

ако А се подразбира).

Задача 5.32. Нека 16 идеал B А и Ре прост идеал B 4. Да се докаже,
че РеЗърр(А4//Г) & РоТГ.

Задача 5.33. Нека M е А-модул и P e прост идеал B 4. Да се докаже,
че ако Ре Supp M ,то P 2 Ann M . Сравнете със задача 5.38.

Задача 5.34. Нека M е А-модул и #70,...,9/, са (не непременно

различни) максимални идеали B A, такива че 9Л1...9Л,М -- (0). Да се

докаже, че SuppM с {9M,,....9N, }.

Задача 5.35. Да се докаже, че ако N e подмодул на А-модула M, то
Supp M =Supp N USuppM /N .

Задача 5.36. Heka M е А-модул и S е мултипликативно 3aTBOPEHO
множество в А. Да се докаже, че

Supp . 57М ={ S7'P|PeSupp M, PNS=¢}.

Задача 5.37. Hexa M e крайнопороден А-модул и P e прост идеал B 4,
такъв че Mp =(0). Да се докаже, че съществува елемент 5 € A\ P, такъв

че Μ =(0).

Задача 5.38. Нека M е крайнопороден А-модул и P e прост идеал в .
Да се докаже, че Р е ЗиррМ < Р - Ann M . Сравнете със задача 5.33.
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§ 6. Ньотерови и артинови модули

Твърдение 6.1. Нека Σ е частично наредено множество. Тогава
следните условия са еквивалентни:

(1 Всяка растяща peduya x;<x,<--- om елементи на Σ се

стабилизира (m.e. съществува естествено число п, такова че
X, Хащ Ξ )

(П) Всяко непразно подмножество HA Σ притежава максимален
елемент.

Доказателство. (I) = (П). Ако допуснем, че условието (II) не е
изпълнено, TO в Σ съществува непразно подмножество Т 0663
максимален елемент, което ΗΗ позволява MO индукция да построим

строго растяща безкрайна редица от елементи на Т, противоречие.

(П) = (I). Нека х, <x, <--- е растяща редица и Т = {x,,}. По условие

множеството Т притежава максимален €JIEMEHT; ако това е X,, , след него

редицата се стабилизира.

По същия начин се установява, че са еквивалентни следните две
условия:

( Всяка намаляваща редица x,=Xx,2--- от елементи на L се

стабилизира.
(П) Всяко непразно подмножество на У притежава минимален

елемент.

Нека cera ¥ е множеството от всички подмодули на даден А-модул
M, разгледано с наредбата включване на подмодули. Тогава условието
(I) се нарича условие за прекъсване на растящите вериги, а (П) - условие
за максималност. Аналогично (Т) и (П) се наричат съответно условие
за прекъсване на намаляващите вериги и условие за минималност.

Определение. Един А-модул M се нарича ньотеров А-модул, ако
удовлетворява двете еквивалентни условия (I) и (II).

Ако M удовлетворява еквивалентните условия (Т) и (II), M се
нарича артинов А-модул.

Примери. 1. Всяка крайна абелева група € ньотеров и артинов Ζ -
модул.
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2. Всяко крайномерно линейно пространство Инад поле Хе ньотеров
и артинов Х-модул. Ако пък Ге безкрайномерно над k, то V не € нито
ньотеров, нито артинов Х-модул.

3. Пръстените Ζ и k[x] (k — поле), разгледани като модули над себе
си, са ньотерови, но не са артинови.

4. Нека () e адитивната група на полето на рационалните числа и
LY

Q/Z e факторгрупата й по 7. Axo р е фиксирано просто число,

т
множеството G Ξ 4---- +2)| т,п е , п> 0) е подгрупа Ha Q/Z . Всички

Р

т
ненулеви подгрупи на G се изчерпват с групите G, ={—+Z|meZ,

р
n=12,.... При това Gy <G, <---. Групата G е артинов, но не ньотеров

2 -модул. (Всички подгрупи на G са описани подробно B [5, задача 1.23].
Групата (Ср„о в тази задача е изоморфна на С, но е записана

мултипликативно.)
5. Нека () e адитивната група на полето на рационалните числаи ре

фиксирано просто число. Множеството Н - -ninl mneZ,nz20; e
_ Р

подгрупа на Q. Групата Я не е нито артинов, нито ньотеров Z -модул.
(Действително, 2 < H и затова Н не е артинов 7 -модул, а групата G ΟἹ
предния пример е хомоморфен образ на Н и затова Н не е ньотеров 7 -
модул.)

Твърдение 6.2. Един А-модул М е ньотеров тогава и само тогава,
когато всеки подмодул на М е крайнопороден.

Доказателство. =) Нека У<М и ¥ е множеството от всички
крайнопородени подмодули на Л. Тогава Я е непразно множество (тъй
като (0) € 2:) и значи притежава максимален елемент, например N, . Да

допуснем, че Ny ἘΝ и нека хе N\N,. Тогава Ny<N,+Ax<N и

М, + Ах също е крайнопороден подмодул на N, противоречие с избора

на N,. Следователно N = N, така че N е крайнопороден.
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<-) Нека M, <M, <--- е произволна растяща верига от подмодули
οο

на M. Тогава N =UMk също е подмодул Ha M. Ilo условие N e
k=1

крайнопороден, например OT елементите X,...,X,. Ясно e, че

съществува естествено число п, такова че X,...,X, € M, . Тогава

M, =Mπε Ξ - Следователно M е ньотеров модул.

И така, един А-модул М е ньотеров, ако удовлетворява следните три
еквивалентни условия:

(D) условието за прекъсване на растящите вериги;
(П) условието за максималност;
(Ш) всеки пдмодул на M e крайнопороден.

Твърдение 6.3. а) Всеки подмодул и фактормодул на ньотеров
(артинов) модул е ньотеров (артинов) модул.

6) Ако M има подмодул N, такъв че модулите N и M/N са ньотерови
(артинови), то и М е ньотеров (артинов) модул.

Доказателство. а) Нека M е ньотеров (артинов) модули N <M .
Всяка растяща (намаляваща) верига от подмодули в N или Β M/N
индуцира аналогична верига B M и значи се стабилизира. Следователно
Ми M/N са ньотерови (артинови) модули.

6) Ще използваме следното помощно Ттвърдение (проверката
предоставяме на читателя). Нека Х,У<М и 1) X <Y (ми X 2Y), 2)

XNN=YNN;3)(X+N)/N=(Y+N)/N.Tocasa Х =Y .

Нека cera N и M/N ca ньотерови модули и M, < M, < .. e растяща

Bepura от подмодули на M. Torasa Bepurata M{NN<M,"N<..- or

подмодули Ha N се стабилизира. Същото важи и за BepHrara
(М) + У) / М < (М, + М)/ У <. от подмодули на M/N. От помощното

твърдение следва, че веригата М)<М, <.+ също се стабилизира.

Следователно M е ньотеров модул.
Аналогично се разсъждава, когато У и M/N ca артинови модули.

Следствие 6.4. Ако А-модулите M,,..., M, са ньотерови (артинови),

то и директната им cyma M =M, Ф...ФМ, е ньотеров (артинов) А-

модул.
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Доказателство. Hexa n=2 и М-М;);ФМ,. По условие модулите

M, <M κ M,=M/M, са ньотерови (артинови). Ot твърдение 6.3, 6)

следва, че и M е ньотеров (артинов) модул.
Общият случай се получава с индукция по A,

ЖЖЖ

Определение. Ще казваме, че един пръстен А е ньотеров (артинов)
пръстен, ако А е ньотеров (артинов) А-модул.

Напомняме, че подмодулите Ha A, разгледан като модул над себе си,
са точно идеалите на А.

Ясно е, че един пръстен А е ньотеров, ако удовлетворява следните
три еквивалентни условия:

(1) условието за прекъсване на растящи вериги от идеали;
(П) условието за максималност за идеали;
(Ш) всеки идеал на А е крайнопороден.

Примери. 1. Всеки краен пръстен, както и всяко поле, € ньотеров и
артинов пръстен. Същото важи и за всяка крайномерна алгебра над поле.

2. Пръстените Ζ и k[x] (Х- поле) ca ньотерови, но не са артинови.

3. Нека k е поле и А- Ж х,х.,...) е пръстенът OT полиноми на

безбройно много променливи с коефициенти от k (всеки полином е
записан върху краен брой променливи). Пръстенът А не е нито ньотеров,
нито артинов.

Ще отбележим, че пръстенът А се влага в полето от рационални
функции k(x,x,,...), което е и ньотеров, и артинов пръстен. Така

подпръстен на ньотеров (артинов) пръстен не е непременно ньотеров
(артинов) пръстен.

Твърдение 6.5. Всеки крайнопороден модул M над ньотеров
(артинов) пръстен А е ньотеров (артинов) А-модул.

Доказателство. Според твърдение 54 M е фактормодул на

свободния модул ” за някое естествено число 1. Тъй като (следствие

6.4) A" е ньотеров (артинов) А-модул, то (твърдение 6.3, а)) и M e
ньотеров (артинов) А-модул.
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#ЖЖ

Нека Ме А-модул. Под верига в М ще разбираме всяка крайна редица
My, M,,...,M, от подмодули на M, такава че

ΜΞΞ- Μ9 3 Μ|,39:--3 Μ, Ξ-(0)

(включванията са строги). Числото и ще наричаме дължина на тази
верига.

Под композиционен ред на М ще разбираме всяка максимална
(неуплътняема) верига, т.е. верига, която не може да се допълни с още
един подмодул. Еквивалентно условие € всички фактормодули
M,_, /M, (1<i<n) да са неприводими (прости) модули, т.е. да нямат

подмодули, различни от (0) и себе си.
3a произволен модул M с /(M) ще означаваме дължината на най-

късия композиционен ред на M, ako M няма композиционни редове,
полагаме /(М) -оо.

Теорема 6.6. Нека модулът М има (поне един) композиционен ред с
дължина п. Тогава:

а) всеки композиционен ред на М има дължина п;
6) всяка верига в M може да се допълни до композиционен ред на M.
Hoxazamencmeo. Ще разделим доказателството на четири

последователни твърдения (последните две от които са а) и 6)).

(I) Axo N<M, то ἰ(Νὴ Ξ ἰ(Μὴ (априори не e ясно дори, че ἰ(Ν) е

крайно число). При това, ако (М)-(М), т N=M (обратното е

очевидно).
Нека {M,} е композиционен ред на M с дължина [(M) . Да положим

Ν ΞΝ Μ, < ХП .. Фактормодулът N,_; /N, е изоморфен на подмодул на

M,/ M;. Действително, в сила €

N_/IN=(NaM_)/(NnM)=(NnM,_))/ (NNM,_)nM,;=

s(NAM_D)+M)IM, <M,/ M,.

Тъй като Μ ) М, e неприводим модул, To или Ν /N, =M, |/ M,

(и значи N,_;/ N, също е неприводим), или N,/ N; =(0), t.e. N,_;=N,.

Така, премахвайки повтарящите се подмодули N,, получаваме

композиционен ред на N, откъдето следва ἰ(Ν) < (М).
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Нека cera I[(N)=I(M)=n. Тогава N, ,/N,=M,,/M; за всяко
i

i=1,...,n. Оттук следва първо N, =M след това N, , =M, , Ил-12 п

т.н., накрая N=M .

(Ш) Дължината на всяка верига в M не надминава 1(М).

Нека Μ =My,>M,>---o> M, - (0) е верига B M с дължина k. Ot (I)

следва, че [(M)>1(M,)>--->1(M,)=0, откъдето получаваме /(M) > k.

(Ш) Доказателство на а). Нека {M,} е композиционен ред на M с

дължина k. Ot (П) следва, че # <I/(M), а ot определението на [(M)

получаваме /(M) < К. Следователно всички композиционни редове на

М имат равни дължини.

(IV) Доказателство на 6). Нека {M,} е произволна верига B M.

Според (П) дължината й не надминава [(M). Ако е строго по-малка от

(М), според подусловие а), веригата не € композиционен ред и значи

може да се удължи. Според (П) този процес не може да бъде безкраен и
следователно след краен брой стъпки ще допълним тази верига до
композиционен ред на М.

Твърдение 6.7. Един А-модул М притежава композиционен ред
тогава и само тогава, когато М е едновременно ньотеров и артинов А-
модул.

Доказателство. =) Тъй като всички вериги в M имат дължини,
ограничени ot /(M), то M € ньотеров и артинов модул.

<) Ще построим композиционен ред на M по следния начин. Да
положим My=M . Тъй като M е HBOTEPOB модул, съществува

максимален подмодул M; с M|, ; аналогично, съществува максимален

подмодул M, с M, и т.н. Така получаваме строго намаляваща верига

Му)>М) .. от подмодули на M. Тъй като M е артинов модул, тази

верига се стабилизира на крайно място (и последният й член е (0)).
Получената крайна верига очевидно е композиционен ред на М.

Ако един модул M € едновременно ньотеров и артинов, той се нарича
модул с крайна дължина. Съгласно теорема 6.6 дължините на всички
композиционни редове са едни и същи; това общо число се нарича
дължина на модула M. Понятието дължина на модул € обобщение на
понятието размерност на крайномерно JIMHEHHO пространство над поле.
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Предоставяме на читателя самостоятелно да провери верността на
следващото твърдение.

Твърдение 6.8. За линейно пространство К над поле К следните
Уусловия са еквивалентни: |

а) V e крайномерно пространство над k;
6) V e k-m00yn ¢ крайна дължина;
в) V e ньотеров К-модул;
г) V e артинов k-mooyn.

Следствие 6.9. Hexa A e пръстен, в който нулевият uoean e
произведение M, ... M, Ha (не непременно различни) максимални идеали.

Тогава А е ньотеров пръстен точно когато А е артинов пръстен.
Доказателство. Да положим M, =A. По условие М)...ЖМ) =(0)

или, което е все едно, MyM,...M, =(0). Ще докажем, че ако А е

ньотеров пръстен, то A е и артинов пръстен.
Да разгледаме веригата от идеали

ля-Му.оМ.,МмоМ.,М)М. o---2MM,..M; =(0).

Пръстенът A € HLOTEPOB, KOETO означава, че € ньотеров A-MOAYIL

Според твърдение 6.3, а) 3a всяко i=0,1,...,k—1 А-модулите N, =

MM,.. M,/ MyM,...M,,, също ca ньотерови. При ToBa M,,; с- Ann N,

и Torasa N; е и модул над полето Х =A/M,,, T. е. N; e линейно

пространство над k. Подмодулите на М, като А-модул и като ἄμ1-

модул са едни и същи. Тогава имаме: N; € ньотеров А-модул = N, е

ньотеров ἄμ -модул -> (твърдение 6.8) N, е артинов #. -модул => N,

е артинов А-модул. Сега прилагаме многократно твърдение 6.3, 6):
е А-модулите MoM,.. M, =0) u Ν =MM,.. M, _, /M M,..M,

са артинови => А-модулът M M,...M, | € apTHHOB;

е А-модулите MoM,.. M, и N, . =MM,...M,_,/ MyM,...M,_, ca

артинови = А-модулът M M,...M, Θ apTuHOB;

е А-модулите MM, и Ny=M,/ M M, ca apTuHOBH Ξ9 А-модулът

M, = А e apTuHOB.

Това означава, че 4 е артинов пръстен.
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По аналогичен начин се доказва, че при даденото условие, ако 4 е
артинов пръстен, то Ае и ньотеров пръстен. (По-късно ще видим, че този
факт е в сила винаги, т.е. без никакви допълнителни условия.)

Задачи

Задача 6.1. Да се докаже, че ако всяко непразно множество от
крайнопородени подмодули на А-модула M притежава максимален
елемент, то M е ньотеров А-модудл.

Задача 6.2. Да се докаже, че ако M е артинов А-модули ф:М - M е

инективен хомоморфизъм на модули, то ф е изоморфизъм. Сравнете със

задача 5.7.

Задача 6.3. Нека А е пръстен. Да се докаже, че:

а) свободният модул A" не може да има по-малко ΟἹ п на брой
пораждащи;

6) ако A" --# > А” е изоморфизъм на А-модули, TO и т;
в) ако 4"---> ATM е сюрективен хомоморфизъм на А-модули, TO

п>т.

Вижте също задача 11.5.

Задача 6.4. Нека р е фиксирано просто число. За всяко Π 0 πᾶ
означим

Ό
- т

M,=p"Z={reQlr=—,meZ; и нека M:UM”.
Р n=!

Да се nokaxe, че:
а) множествата M, п > ( и Мса подгрупи на () относно събирането;

6) всяка подгрупа У на M, такава че M, с N с M, съвпада с някоя OT

подгрупите M,, n20;

в) абелевата rpyna M / M|, € apTHHOB, HO не HBOTEPOB # -модул;

г) абелевата rpyna M не € нито apTUHOB, нито ньотеров Ζ -модул.
Сравнете с |5, залача 1.23].

Задача 6.5. Нека Ге идеал в пръстена А. Простият идеал Р - / на А
се нарича минилмален npocm над I, ako не съществува прост идеал P’ в
A, такъв че [ < P'c P. Да се докаже, че 38 всеки идеал / B ньотеров
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пръстен А съществуват само краен брой прости идеали в А, които са
минимални над / В частност (при 1 =(0)), всеки ньотеров пръстен
притежава само краен брой минимални прости идеали.

Задача 6.6. Да се докаже, че нилрадикалът #Т( А) на всеки ньотеров
пръстен А е сечение на краен брой прости идеали.

Задача 6.7. Да се докаже, че нилрадикалът #Т(А) Ha всеки ньотеров

пръстен А е нилпотентен идеал (т.е. )Ν - (0) за някое естествено
число Л). Вижте също твърдение 7.2 и следствие 7.3.

Задача 6.8. Да се докаже, че един ньотеров пръстен А има размерност
| k

Ha Крул, равна Η () TOYHO KOraro ΑΞΣΑ͵- , където А,,1-1,...,К, са

ньотерови локални пръстени с разме:рног::г1 на Крул, равна на 0.
| Задача 6.9. Нека M e A-monyn u N,,N, <M . Да се докаже, че ако

M /N, и M /N, ca ньотерови (apTHHOBH) модули, тои M /(N;[1N,) е

ньотеров (APTUHOB) модул.

Задача 6.10. Нека M е А-модул и I = Ann M . Да се докаже, че ако M

е ньотеров А-модул, то А/ е ньотеров пръстен. Еквивалентно: ако M е
ньотеров А-модул и Ann M = (0), то А е ньотеров пръстен.

Задача 6.11. Да се докаже, че един пръстен А е ньотеров тогава и само
тогава, когато 38 всеки елемент a € 4, а # 0, факторпръстенът А/(а) е

ньотеров.

Задача 6.12. Нека Ме крайнопороден (съответно ньотеров, съответно
артинов) А-модул и S € мултипликативно затворено множество B А. Да

се докаже, че 57 Μ също е крайнопороден (съответно ньотеров,
съответно артинов) 57 А -модул. В частност, всяка локализация Ha
ньотеров (артинов) пръстен също е ньотеров (артинов) пръстен.

Задача 6.13. Нека M е модул над полулокален пръстен А. Да се
докаже, че следните условия са еквивалентни:

а) Ме крайнопороден (съответно ньотеров) А-модул;
6) М е крайнопороден (съответно ньотеров) А -модул 38 всеки

прост идеал Р на А;
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в) Mg, е крайнопороден (съответно ньотеров) Ду -модул 38 всеки

максимален идеал ЯЛ Ha A.
В частност, един полулокален пръстен А е ньотеров тогава и само

тогава, когато всяка локализация на А спрямо максимален идеал е
ньотеров пръстен.

Задача 6.14. Нека А е пръстен, такъв че:
а) всеки елемент a€ A, a# 0, се съдържа в краен брой максимални

идеали;

6) всяка локализация на А спрямо максимален идеал е ньотеров
пръстен.

Да се докаже, че А е ньотеров пръстен.

Задача 6.15. Да се докаже, че ако М е А-модул с крайна дължина и

N<M, 1o (М)-(М)+(М/М). В частност, ако M;,i=1,..,n ca4-
ш n

модули с крайна дължина, то / ΣΜ ΕΞ ΣΖ M;).
i=1#1

Задача 6.16. Нека k,, пе N са полета и

A=T]k, ={{a,} e |а, €k, ΠῈ Ν}.
neN

Множеството 4, ¢ обичайните операции събиране и умножение Ha
безкрайни редици, е комутативен пръстен. Да се докаже, че:

а) за всеки елемент а € А съществува елемент # € A, такъв че a+b е
обратим елемент на A и ай -0;

6) всеки прост идеал на А е максимален и минимален (в частност,
размерността на Крул на А е равна на ();

в) Ap е поле за всеки прост идеал Р на 4, като 4 = A/ Р;
г) А има безкраен брой минимални прости идеали;
Д) А не е ньотеров пръстен.
Сравнете със задачи 6.5 и 6.13.

Задача 6.17. Нека &, :

A=TTk, =t{a}pen 1 а, €k, neN Y,
neN

- Σ k,={{a,}uex Ἑ |а, « ( самоза краенбройл е N },
neN

ne N са полета и

P,={{a},n€A|a, -0), keN.
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Да се докаже, че:
а) множеството Ге идеал на 4, а множествата А ,КеЕК, ca прости

идеали на А;

6 1<1)8;
keN

в) /¢ P, за всяко ke К.

Сравнете с твърдение 1.3, a).
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§ 7. Ньотерови пръстени,
Теорема на Хилберт за базиса

Напомняме, че един пръстен А е ньотеров, ако удовлетворява
следните три еквивалентни условия:

(I) Bcsixa растяща верига от идеали на А се стабилизира;
(II) всяко непразно множество от идеали на А притежава максимален

елемент;

(Ш) всеки идеал на А е крайнопороден.

Твърдение 7.1. Всеки факторпръстен на ньотеров пръстен А също
е ньотеров пръстен.

Доказателство. Тъй като всеки идеал на А е крайнопороден, същото
е вярно и 38 идеалите на всеки факторпръстен на А. (Може да се използва
и твърдение 6.3, а).)

Определение. Ще казваме, че един идеал / на пръстена А е нил-идеал,

ако Ух е / Зи - и(х): x" =0. Ще казваме, че Ге нилпотентен идеал, ако

I" - (0) за някое естествено число л (това означава, че произведението
на произволни и на брой елемента от 1 € равно на нула).

Очевидно всеки нилпотентен идеал е нил-идеал. Обратното не винаги

е вярно (във факторпръстена klx;,x,,...]/ (xf,x%,...) разгледайте идеала
I=(X,%,,...))

Твърдение 7.2. В Hvomepos пръстен А всеки Hun-udean e
нилпотентен. (B действителност, в произволен пръстен A всеки
крайнопороден нил-идевал е нилпотентен.)

Доказателство. Нека I е нил-идеал и 1 -(а),....а,), като aZ" =0,
k=1,...,r. Всеки елемент Ha / се 3anMcBa във вида ua;+---+u.q,,

и, €A k=1,..,r. Нека m=mn+---+n, —1. Ясно e, че като умножим

произволни т на брой елемента от горния вид, след разкриването на
скобите, във всяко едно събираемо някое @, ще участва в степен, по-

голяма или равна Ha п, . Така всяко събираемо € равно на нула и значи

цялото произведение € равно на нула. Следователно TM < (0).

Следствие 7.3. В ньотеров пръстен нилрадикалът е нилпотентен.
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Теорема 7.4 (теорема на Хилберт за базиса). Ако А е ньотеров
пръстен, полиномиалният пръстен A[x] също е ньотеров.

Доказателство. Нека Ге произволен идеал в пръстена 4{Χ]. Ще

докажем, че Ге крайнопороден.
Да означим с „Л множеството от старшите коефициенти на

полиномите от идеала /. Както лесно се проверява, J € идеал на пръстена
A. Тъй като 1o условие А е ньотеров пръстен, J € крайнопороден идеал.

Нека J=(q,,...,a,). 38 всяко i=1,...,n съществува полином [, €/,

чийто старши коефициент e а, .. Нека f, = а,х” + (едночлени от по-ниски

степени). Да положим r - тах ; и нека Г Ξ ((,...,5,) е идеалът в 4[x],
1<i<n

породен OT полиномите {,,...,t,. Ясно e, че Ге [ .

Нека cera / -ах” +(едночлени OT по-ниски степени) € произволен
полином ot /. Да допуснем, че т > r . Тъй като по определение а € J , то

n

a= Σ ua;, u; € A. Тогава полиномът
11

п

принадлежи Η Ги степента му е по-малка ΟἹ т. Така / = Л + Σ ux" ",
е1

п

където Ле/,адевЛ <дев/, а D> ux"i;el’. Ако степента на
#1

полинома Л все още € по-голяма или равна на Κ, по аналогичен начин

строим полином f, € I, deg f, <deg Л. Ясно e, че след краен брой

стъпки ще можем да представим / във вида /-2+йЙ, където

gel,degg<r,ahel. .

Накрая, нека M e А-модулът, породен OT полиномите 1, X, .. .,:c’_1 . T.€.
M= A+ Ax+--- Αχ' ἴ (това ca всички полиноми с коефициенти OT A и OT
степен, по-малка от r). Равенството f =g-+h показва, че е B сила

равенството на А-модули [ =(INM)+1I'. Но M e крайнопороден A-

модул и значи е ньотеров (твърдение 6.5). Тогава неговият подмодул
INM е крайнопороден (твърдение 6.2). Нека елементите #2),...,2)
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пораждат I "M като А-модул. Ясно €, че тогава елементите 21,....#2);

f,...,t, пораждат идеала /, така че Ге крайнопороден. Следователно

А х | е ньотеров пръстен.

Следствие 7.5. Ако А е ньотеров пръстен, то полиномиалният
пръстен на п променливи Alx,,...,x,] също e ньотеров.

Доказателство. Твърдението се получава от теоремата на Хилберт за
базиса с индукция по .

Упражнение 7.6. Да се докаже, че ако А е ньотеров пръстен, то
пръстенът от формалните степенни редове АЦх|| също е ньотеров.

Упътване. Използвайте идеята от доказателството на теорема 7.4,
започвайки обаче с идеала / на 4, състоящ се от младшите коефициенти
на редовете от идеала / Ha A[[x]]. (Има какво да се обмисля!)

Упражнение 7.7. Да се докаже, че ако 4{Χ] е ньотеров пръстен, то

А също е ньотеров пръстен.

Упражнение 7.8. а) Нека B e А-алгебра и b,,...,b, са произволни

елементи от B. Да се докаже, че съществува единствен хомоморфизъм

на А-алгебри ф: Αἴχ).....χ,.}- B, такъв че ф(х))-#), k=1,....n.

6) Да се докаже, че всяка крайнопородена А-алгебра е изоморфна на
факторалгебра на алгебрата Alx,,...,x,] за HAKOe естествено число п.

Забележка. Нека В е А-алгебра. Според бележките в § 0, всеки идеал
на пръстена В издържа умножения с елементите на А. Така няма разлика
между понятията "идеал на пръстена B" и "идеал на А-алгебрата В"“.
Следователно 38 В няма разлика между понятията "ньотеров пръстен" и
"ньотерова А-алгебра".

Следствие 7.9. Нека В е крайнопородена А-алгебра. Ако А е ньотеров
пръстен, то В също е ньотеров пръстен.

В частност, всяка крайнопородена алгебра над поле е ньотеров
пръстен. Също така, всеки крайнопороден пръстен (т.е.
крайнопородена # -алгебра) e ньотеров пръстен.

Доказателство. Според упражнение 7.8, 6), В е факторалгебра на
Alx,-..,x,], която е ньотеров пръстен (следствие 7.5). Тогава В също е

ньотеров пръстен (твърдение 7.1).
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Задачи

οΌ

Задача 7.1. Нека А е ньотеров пръстен и / = Σα”κ” € А( х)). Да се
̓ n=0

докаже, че Хе нилпотентен елемент TOYHO KOraro 4, са нилпотентни

η >0. Сравнете със задача 2.6.

Задача 7.2. Нека А е ньотеров пръстен и Е е подмножество на А. Да
се докаже, че съществуват краен брой елементи f,€F, i=1,...,n,

л

такива че всеки елемент feF има представяне / = Za,- fis
#1

a,eA(1<i<n).

Задача 7.3. Нека 4 е локален пръстен, такъв че максималният идеал
ял9N е главен и Π ὶ =(0). Да се докаже, че А е ньотеров пръстен и

n>0

BCEKM ненулев идеал B А е степен Ha идеала Л.

Задача 7.4 (И. С. Коен). Да се докаже, че ако всеки прост идеал на
пръстена А е крайнопороден, то А е ньотеров пръстен. (А ако всеки
максимален идеал е крайнопороден?)

Задача 7.5 (Б. Копев). Нека Хе поле и 4=k[t,x,x,,...] е пръстенът

на полиноми на изброимо много променливи с коефициенти B k. Нека
M=(t,x,x,,...) И нека Р - ( - ἴχ}. Χὰ —IX3,X3 - (х4,...) . Да означим с В

пръстена A,, / РАу =(A/ P),,p. Да се докаже, че:

а) В е локален пръстен с главен максимален идеал;
6) Ве област;
в) B не € ньотеров пръстен.
Сравнете със задачи 7.3 и 7.4.

ЖЖЖ

Определение (цели алгебрични числа). Комплексното число а се
нарича алгебрично число, когато е корен на ненулев полином с
рационални коефициенти (еквивалентно: когато е корен на ненулев
полином с цели коефициенти). Ако а е корен на полином с цели
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коефициенти и старши коефициент, paBeH на 1, то @ се нарича уяло
алгебрично число.

Комплексното число а е цяло алгебрично число точно когато а е
цял елемент над 7 . Множеството на всички алгебрични числа е подполе
на С, а множеството на всички цели алгебрични числа е подпръстен на
С.

Задача 7.6. Да се докаже, че ако а € () е цяло алгебрично число, TO

а е цяло число.

Задача 7.7. Да се докаже, че ако а € C е алгебрично число, TO
съществува цяло число 0 « 5 € Z, такова че за € цяло алгебрично число.

Задача 7.8. Нека / =x" +a1x”'] +.е+а, € Z[x] е полином, който €
неразложим над полето ( и има корени @,,Q,,...,a, Ε. Нека рей е

дискриминантата Ha /и нека а = 0л . Да се докаже, че:

а)ако B=by+ba+---+b,_,a"", Б,6,...,6, 1 € Q, e цяло алгебрично
число, то β = by τ b, +---+bn_loc,"‘1 също € цяло алгебрично число за
всяко i=1,2,...,n;

6) ако B=b,+ba+-- +bn_1a"'], by,by,..., 0,1 € , e цяло алгебрично
число, то Db, « 7, i=0,1,...,n-1;

в) пръстенът А на целите алгебрични числа в О(а) е свободна

абелева група (относно събирането) от ранг и; в частност, А е ньотеров
пръстен.

Задача 7.9. Да се намери базис на пръстена на целите алгебрични

числа в полето Е, където: а) Е - О(хб); 6) E=Q); в) Εξ О(Д) .

ЖЖЖ

Определение. Градуиран пръстен е пръстен S, който се представя
като директна сума ὁ Ξ δὺ Ό S5, @S, @ .- на свои подгрупи (относно

събирането) 5, i20, такива че 55 , с 5 ;.

Всеки елемент / на един градуиран пръстен S има единствено

представяне / :Σ fi» fi€S;, като / #й0 само 38 краен брой i>0.
i20
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Елементът f, €S, се нарича еднородна компонента на f OT степен i.

Един елемент 7 €S се нарича еднороден, когато / € S; за някое i 20.

Ако /<5, \{0}, казваме, че /е еднороден елемент от степен г и пишем

deg / =i.Ilo определение, ер () - --0о .

Нека А е пръстен и S = A[x;,...,x,] е пръстенът на полиномите на и

променливи с коефициенти ΟἹ А. Да означим с S;, i >0, свободния А-

модул, състоящ се от всички еднородни полиноми в S 0T степен i. Тогава

пръстенът S, заедно с абелевите групи S;, i >0, е градуиран пръстен.

Задача 7.10. Да се докаже, че ако S е градуиран пръстен, то 1€ S, .

Следователно S, е подпръстен на пръстена .

Задача 7.11. Един идеал I B градуиран пръстен S се нарича еднороден,
когато от / €l следва f; € / 38 всяко /2>0. Да се докаже, че:

а) Ге еднороден идеал точно когато 1/-/,ФЛ9/,Ф..., където

1-165,,120;

6) Ге еднороден идеал точно когато / се поражда от (He непременно
краен брой) еднородни елементи.

Задача 7.12. Да се докаже, че ако градуираният пръстен S е ньотеров,
TO всеки еднороден идеал в 5 се поражда от краен брой еднородни

елементи.

Задача 7.13. Нека 5 -5,95,Ф5,Ф... е градуиран пръстен. Да се

докаже, че множеството S, =5, DS, D 6 еднороден идел на S и

S/§,=8;,.

Задача 7.14. Нека 0 ж+ fj €S, j=1...,k, ca еднородни елементи Ha

градуирания пръстен S и 7 =(f,..., f,). Да се докаже, че ako fel e

k

еднороден елемент OT степен d, TO /Уима представяне / = Σ 2,/,, където
J=l

всеки g, (1< j<k) e еднороден елемент от степен d-—degf,, ако

а > дер /,и g; -0, ако а <deg /).

Задача 7.15. Нека 5-5,985,Ф5,Ф... е градуиран пръстен. Да се

докаже, че следните условия са еквивалентни:
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а) S е ньотеров пръстен;
6) Sy е ньотеров пръстени S, -5;,Ф5,Ф... е крайнопороден идеал;

в) S, е ньотеров пръстен и 5 е крайнопородена 5 -алгебра.

В частност, ако градуираният пръстен S е ньотеров Η Sy = Х е поле, то

« е крайнопородена k- алгебра.

Задача 7.16 (оператбр на Peitnonac). Нека А е подпръстен на
пръстена B. Да се докаже, че следните условия са еквивалентни:

а) съществува А-подмодул M на B, такъв че В- Θ , Μ,

6) съществува хомоморфизъм на А-модули л:8-> A, такъв че
я 4-19 .

Когато подпръстенът А на пръстена В зудовлетворява тези
еквивалентни условия, А се нарича директно събираемо на B, а

хомоморфизмът на А-модули л:В8->А се нарича оператор на
Рейнолде.

Задача 7.17. Нека подпръстенът А на пръстена В е директно
събираемо на В (виж задача 7.16). Да се докаже, че ако В е ньотеров
пръстен, то А също е ньотеров пръстен.

Задача 7.18. Нека С е група от автоморфизми на пръстена А и

_AG ={ac Alg(a)=a VgeG}.
Да се докаже, че:

а) множеството 5 е подпръстен на A (AG се нарича пръстен om
инварианти на rpynara G);

6) ако G e крайна група ot ред |G| и естественото число |G| е

обратим елемент в А, то изображението π:4-» 45 определено с
формулата

πί(α) ΞΙ ΟΤ' > #(а), ac4,
geG

е хомоморфизъм Ha 49 -модули, такъв че # IAG =id 4%,
в) ако G е KpaifHa група, ако пръстенът А € ньотеров и | С 6 обратим

елемент в А, то пръстенът от инварианти A% същое ньотеров.

Задача 7.19 (крайна породеност на пръстена от инварианти на
Kpaiina група). Нека 5 е градуиран пръстен, такъв че S, = Х е поле. Нека

G e крайна група ot автоморфизми на S, такава че #(5,)с5, VgeG и
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Vi>0. Да означим с 5 пръстена от инварианти на групата С (виж
задача 7.18). Да се докаже, че:

а) 4 - Z(SG MS;), T.e. пръстенът OT инварианти 55 e градуиран

подпръстен!г;;а ΝῈ
6) #2 Ξ 7 ε δοί ( ) Ξ.ὶ Уе ε С) е подполе на #;
в) ако 5 6 крайнопородена Х-алгебра и charkt |G|, то 55 е

крайнопородена Ж -алгебра. В частност, 55 е крайнопородена k-
алгебра, ако G е група ot автоморфизми на 5 над k (т.е. g(f)=f Vge G
и У/ «5.).

Вижте също задача 8.5.

Задача 7.20. Нека К е поле и нека симетричната група S, действа на
пръстена на полиномите k[X;,...,x,] по следния начин:

о (Се X ) = У(Ходрео Хая) CES,,.

Нека 4, е алтернативната подгрупа на 5,, състояща се ΟἹ всички
четни пермутации. Да се докаже, че:

а) k[x,...,x,1" =k[o,,....o], KBIETO Су
n

ca елементарните

симетрични полиноми на Х|ае Х :

6) ако chark #2, 1o

I =kloy,....0,,A] =k[0y,...,0,]®k[0y,...,0,]A,
където A= || (x -хр.

Isi<j<n
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§ 8. Teopema на Хилберт за нулите —
алгебричен вариант

Преди OCHOBHOTO изложение в този параграф се нуждаем ΟἹ някои
предварителни определения и резултати от разширения на полета. По
същество читателят трябва да владее съдържанието на §§ 22, 23 οἹ [4].

Нека Е e разширение на полето k. Един елемент а € Е се нарича
алгебричен над k, ако съществува ненулев полином [ (x) € k[x], такъв че
f(a)=0; в противен случай а се нарича трансцендентен над k.

Ако a,...,a,€E, с kla,...,a,] ще означаваме k-anrebpara,

породена OT ац,...„а., (т.е. всички полиноми на а,....а, с коефициенти

οἹ k), ἃ ο ЖК(а,....а,) - полето, породено над k OT а,....а, (т.е. всички

рационални функции на ап,....а, с коефициенти ΟἹ k). Ясно €, че
n

kea,....,a,]c k(ay,...,a,) .

Упражнение 8.1. Да се докаже, че kla,,...,a,]=k(ay,...,a,) точно

когато елементите a,...,Q, са алгебрични над К (Използвайтеn

следствие 5 ot ὃ 22 ot [4].)

ЩЕе казваме, че елементите C,...,Q, са алгебрически независими над

k, ако не съществува ненулев полином /на и променливи с коефициенти
от k, такъв че ζ(α;:....α,,)ΞΞ Ὁ (при n=1 това означава, че елементът а

е трансцендентен над k). В този случай полето ЖХ(а,....а,) € изоморфно

на полето k(xy,...,x,) OT рационалните функции на п променливи с

A f(x,....,%,) _
коефициенти от Х (проверете, че изображението ф

g(x,....x,)

flay,...,a,)

g(ay,...,a,)

Ще напомним, че едно разширение Е Ha полето k се нарича:
е крайно, ако полето Е, разгледано като линейно пространство над K,

е крайномерно (числото [E:k]=dim, Е се нарича степен на Е над k);

е изоморфизъм).

е алгебрично, ако всеки елемент на Е е алгебричен над k;

60



« крайно породено алгебрично, ако Е -#Ж(а,....а„), където

елементите Q,...,Q, € Е са алгебрични над k. В този случай Е =

k(ay,...,a,)=kKa,...,a,].

Всяко крайно paswupenue Е на nonemo К e алгебрично разширение.
Действително, ако [E:k]j=dimyE=n и ae€FE, то елементите

1,α,α2,...,α” ca линейно зависими над k (защото ca n+1 на брой), а
това означава, че а € корен на ненулев полином с коефициенти от #.

Твърдение 8.2. Едно разширение Е на полето К е крайно точно
когато е крайно породено алгебрично разширение.

Това е точно твърдение 2 от § 23 от [4].

ЖЖЖ

Твърдение 8.3. Нека Е е разширение на полето К и ащ,....а, са

еглементи ΟἹ Ε, не всички om които са алгебрични над К Тогава
съществува r, 1<r <n, такова че (след евентуално преномериране)

елементите Q,...,q, са алгебрически независими надКа a,,,,...,a, са

алгебрични над полето Е =k(q,,...,q,).

Доказателство. Нека например а) е трансцендентен над k. Ако

аз,....а, са алгебрични над полето ζία!). твърдението € доказано. B

противен случай, например «, е трансцендентен над k(q,). Тогава

елементите Q;,Q, са алгебрически независими над Х (това твърдение се

нуждае от обосновка, която предоставяме на читателя). Сега, ако

аз,...„а, са алгебрични над k(q;,0,), твърдението е доказано.

Продължавайки по същия начин, достигаме до елементи ап....,а.,

които ο алгебрически независими над k, a а „а, (ако има такива)γεὶ»τ'

вече са алгебрични над полето Е Ξ А(а,....,а,).

Ще отбележим, че подалгебра на крайнопородена алгебра не винаги
е крайнопородена. (Проверете, че подалгебрата на k[x, y], породена ot

едночлените X, XV, xy2 .. Нне е крайнопородена.) Следващото
твърдение разглежда ситуация, B KOATO, Ппри допълнителни
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предположения, подалгебра на крайнопородена алгебра отново е
крайнопородена.

Лема 8.4. Нека Ас Вс С са пръстени и:
1) A е ньотеров пръстен;
2) С е крайнопородена А-алгебра;
3) С е крайнопороден В-модул.
Тогава В е крайнопородена А-алгебра.
В частност, ако k C Е с Е са полета, като Е e крайнопородена k-

алгебра и e крайно разширение на F, то Е е крайнопородена К-алгебра.
Доказателство. Нека елементите с,...,с, € C пораждат С като А-

алгебра (т.е. C=A[cy,...,C,,]), а елементите V..., Y, € C пораждат С

като В-модул (т.е. С = By, +---+ By, ). Тогава са B сила равенства ΟἹ вида:
п

j=1

n

ViV, = Zbijkyk , ()
k=1

b, b,-j € B. Да означим By = A[b;; by 1.

Всеки елемент Ha С е полином с коефициенти OT 4 Ha елементите
с, (i=1,...,m). Замествайки в този полином ¢, чрез равенствата (1) и

използвайки неколкократно (2), получаваме, че всеки елемент на Се
линейна комбинация с коефициенти вече от B, Ha елементите ..., У

т.е. С < Вуи +е + Byy, е крайнопороден В -модул.

Cera разглеждаме веригата ΟἹ пръстени Ас By с ВсС. Имаме:

е B, е крайнопородена алгебра над ньотеровия пръстен A = B, е

ньотеров пръстен (следствие 7.9);
« Се крайнопороден 80 -модул = Се ньотеров B, -модул (твърдение

6.5);
« В е подмодул на В,-модула С -> В е крайнопороден В,-модул

(твърдение 6.2), т.е. съществуват елементи Z,...,Z, € B, такива че

B: Bozl Ее B()Zt .

Cera, OT последното PABEHCTBO и OT равенството B) = A[b; by ] вече

e ясно, че B = A[b,; А ; z;], така че В е крайнопородена А-алгебра.
ijk >
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Твърдение 8.5. а) Полето на рационалните числа () не е

крайнопороден пръстен (m.e. не е крайнопородена 7. -алгебра).

6) Полето от рационалните функции k(x,,...,x,) над поле К не e

крайнопородена k-anzebpa.
Доказателство. а) Да допуснем, че съществуват краен брой

рационални числа fl,...,—pi, (р.а, < #,1<1<и), такива че Q=
1 п

2 fl,...,& , T.e. всяко рационално YHCAO € полином с цели
ql qn

коефициенти Ha тези числа. Heka 4 € N e просто число, което не дели

нито един ΟἹ знаменателите 41,....4,. Лесно се съобразява, че

1
рационалното число - не може да се представи като полином с цели

а

коефициенти на числата Д, . ,—pi. Полученото противоречие показва,
Ф 4,

че ( не е крайнопороден пръстен.

6) В пръстена £[x,,...,x,] всеки неконстантен полином еднозначно се

разлага в произведение на неразложими над Kk полиноми и
неразложимите полиноми са безбройно много. Тази аналогия с пръстена

Z ни позволява да пренесем буквално доказателството 38 О) от

подусловие а) и за полето от рационални функции Ж(24,...,хХ,).

Следващото твърдение стои в основата на теоремата на Хилберт за
нулите, независимо в кой от различните й варианти е формулирана.

Теорема 8.6. Нека полето Е е разширение на полето К. Ако Е e
крайнопородена k-ancebpa, то Е е крайно (а значи и алгебрично)
разширение на k.

Доказателство. Нека елементите q,...,a, € Е пораждат Е като k-

алгебра, т.е. Е Ξ Да ,....а,„). Ще докажем, че всички тези елементи са

алгебрични над k. Тогава полето Е е крайно породено алгебрично
разширение на Х и според твърдение 8.2 е крайно разширение на k.

Да допуснем противното, т.е. че не всички елементи ащ,....а, са

алгебрични над k. Тогава, според твърдение 8.3, можем да считаме, че
първите / елемента Q),...,qQ,, г >1, са алгебрически независими над k, а
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а .,Q, са алгебрични над полето Е =k(a,...,a,). При това, F e+е

изоморфно на полето K(Xy,...,X,) от рационалните функции на 7

променливи с коефициенти от К. От своя страна, полето
Е =Fla,,;,...,a,] е крайно породено алгебрично разширение на Е и

според твърдение 8.2 е крайно разширение на F.
Сега 38 веригата ΟἹ полета А с- Е < Е имаме: E e крайнопородена k-

алгебра и е крайно разширение на F. Ot лема 8.4 следва, че полето Ее
крайнопородена Х-алгебра. Но това противоречи на твърдение 8.5, 6).

Следователно допускането не е вярно.

Следствие 8.7 (теорема на Хилберт за нулите - алгебричен
вариант). Нека Ке поле, А e крайнопородена k-anzebpa и M e максимален
идеал на A. Тогава А/М e крайно (а значи и алгебрично) разширение на k.

В частност, ако К e алгебрически затворено поле, mo A/ M =k.
Доказателство. (Напомняме (вижте § 0), че ако 4 е алгебра над поле

k, можем да считаме, че k Ξ А. Също така, ако M е собствен идеал на A,
можем да считаме, че #с А/М.)

Тъй като по условие А е крайнопородена k-airedpa, то и А/М е
крайнопородена Х-алгебра; при това А/М e поле, защото M е максимален
идеал. Cera ot теорема 8.6 следва, че А/М e крайно разширение на K.

Ако k e алгебрически затворено нполе, то Х няма същински крайни
разширения и следователно A/ M =k.

Упражнение 8.8. Нека k e поле и M е максимален идеал в
полиномиалния пръстен А-/ ....,х.,). Да се докаже, че съществува

ненулев полином / € k[x], такъв че /(х,)е M завсяко i=1,...,n.

Упътване. Ot теоремата на Хилберт следва, че елементите 2....,Х.

са алгебрични по модул M, откъдето лесно следва и даденото твърдение.
(Β. действителност, това твърдение е еквивалентно на теоремата на
Хилберт.)
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Задачи

Задача 8.1. Нека К е поле и А-(Щхл,....х,| € пръстенът OT

полиномите на и променливи с коефициенти от k. Да се докаже, че:
а) ако а,....а, €k, то M =(x~a,...,x, —a,) е максимален идеал

наЯи A/ M=k,
0) ако Х е алгебрически 3aTBOPEHO поле, TO всеки максимален идеал M

на А е ΟἹ този вид, т.е. съществуват елементи а,....а, € kK, такива че

M=(x-a...,x,—a,).

Задача 8.2. Да се докаже, че ако един крайнопороден пръстен € поле,
той е крайно поле.

Задача 8.3. Нека k е поле, А и В са крайнопородени Х-алгебри и

А-#УВ е хомоморфизъм на k-anrebpu. Да се докаже, че ако M е
максимален идеал на B, то пълният му праобраз M - ῳ Ὸ е
максимален идеал Ha А и полето В/ЯЛ e крайно разширение на полето
A/M.

Задача 8.4. Нека К e поле и M e максимален идеал B пръстена ΟἹ
полиномите на п променливи k[x,...,x,] с коефициенти ot k. Да се

докаже, че съществуват полиноми Л...., /, € х....,х.|, такива че:

а) Μ - (Л,...„Л);

6) Л € полином на х, със старши коефициент 1 и коефициенти B

пръстена k[x,...,x; ], i=1,...,n;

в) (Л,..., Д) е прост идеал B k[x,...,x,1, i=1,....,n.

Задача 8.5 (Ε. Ньотер). Нека Хе поле, 4 е крайнопородена Х-алгебра
и G e крайна група от автоморфизми на 4. Да се докаже, че пръстенът
от инварианти

A% ={ae Alg(a)=a Че «С)
е крайнопородена k-anre6pa. Сравнете със задача 7.19.

Задача 8.6. Нека Х е поле и /е неконстантен полином в пръстена от
полиномите на и променливи #ЖГ(х,...,х.) с коефициенти ot k. Да се

докаже, че :

а) ако е е достатъчно голямо естествено число (напр. е > девр /), то
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SOy хл +х,е,2 О Vol +x§n_1 ,х,)< k[ Vs Yyt )%, 1
е полином Ha X, със старши коефициент а « Х, а «0;

6) ако k е безкрайно поле, то съществуват елементи а,....а,1| €k
такива че

f(yl +alxn’y2 +a2xn""5yn—1 +an—1xn’xn) € k[y]V"’yn-—l][xn]
€ полином Ha X, със старши коефициент aek, а «0.

Задача 8.7. Нека Х е поле и /Хе неконстантен полином B пръстена
А Ξ k[x,,...,x,] OT полиномите на л променливи с коефициенти от k. Да

се докаже, че съществуват елементи γι;....}),. Ε44, такива че 4 е

крайнопороден модул над пръстена Ху....У. Л.

Задача 8.8 (лема на Ε. Ньотер за нормализацията). Нека Хе поле и
A е крайнопородена k-anrebpa. Да се докаже, че съществува
алгебрически независимо над Х множество елементи {},...,¥,} < 4,

такова че А е крайнопороден модул над полиномиалния пръстен

k[yl”"syr]'
Допълнение. Ako А се поражда над k OT елементите aj,....d, ике

безкрайно поле, то елементите γι.....}, могат да се изберат от

линейната обвивка на елементите а ,...,а, .

Задача 8.9. Нека Ас B e цяло разширение на пръстени. Да се
докаже, че:

а) ако А е поле и Ве област, то В е поле;
6) ако B e поле, то A също € поле.

Задача 8.10. Докажете теорема 8.6, като използвате лемата за
нормализацията (задача 8.8).

Задача 8.11. Нека А с B е цяло разтширение на пръстени и Ο € прост
идеал в B . Да се докаже, че Ο е максимален идеал в B тогава и само
тогава, когато Р =0 г) А e максимален идеал B #.

Определение. Нека A< B е разширение на пръстени. Казваме, че
простият идеал Ο на В лежи над простия идеал Р на A, когато
P=0nA
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Задача 8.12. Нека AC B е цяло разширение на пръстени. Да се
докаже, че за всеки максимален идеал M в А съществува максимален
идеал M B B, който лежи над M.

Задача 8.13. Нека А C В е цяло разширение на пръстени и Р е прост
идеал в А. Да се докаже, че:

а) съществува прост идеал Ο B B, който лежи над Р;
6) за всеки идеал Q' B B, такъв че Ол ς P, съществува прост

идеал Ο в B, такъв че Ο лежи над Pu Q' < Q.

Задача 8.14 (теорема за повдигането) Нека ς B е цяло
разширение на пръстении А с А ¢ --- с P, са прости идеали Β 4. Да се

докаже, че съществуват прости идеали (), с ()) < ---c Ο B B, такива че

O, лежи над B, i=0,1,...,r.

Задача 8.15 (Teopema 3a несравнимостта). Hexa AcC B e цяло
разширение Ha пръстени и Ο и Q' ca прости идеали B B, KOUTO лежат над
простия идеал Р в A. Да се докаже, че ako О с Q, 10 Q' =0.

Следователно различните прости идеали на В, които лежат над
простия идеал Р в А, са несравними като множества (между тях няма
включвания).

Определение (размерност на Крул). Нека А е пръстен. Казваме, че
простите идеали . ἢ..... Β в А образуват верига с дължина r, когато

Fyc B c---c Β. Размерността на Крул на пръстена А € точната горна

граница на дължините на всички вериги от прости идеали Β A.
Размерността на Крул на пръстена 4 се означава с dim А.

Задача 8.16. Да се докаже, че ако AC B е цяло разтирение Ha
пръстени, то dim 4 =dim Β.

Задача 8.17. Да се докаже, че ако B е факторпръстен Ha пръстена A4,
то dimB<dim 4.

Задача 8.18. Hexa К е поле и f е HEKOHCTaHTeH MOJHHOM B
полиномиалния пръстен A = k[x;,...,x,]. Да се mokaxe, че dim(4/(f)) <

dimk[x,,...,x,;].
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Задача 8.19. Нека К е поле и A=k[x,...,x,] е пръстенът на

полиномите на п променливи с коефициенти OT k. Да се докаже, че
dimA=n.

Задача 8.20. Hexa & e mone и M e максимален идеал B полиномиалния

пръстен A = k[x;,...,x,]. Да се докаже, че dim(4,,)=n.

Задача 8.21. Нека k е поле. Да се докаже, че ако областта А е
крайнопородена Х-алгебра, то размерността Ha Крул на А е равна на
степента на трансцендентност на полето от частни на А над полето .
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§ 9. Теорема на Хилберт за нулите —
геометричен вариант

Ще напомним, че ако Ге идеал в пръстена A, под радикал на /
разбираме идеала r(I)={xe А|Зи-т(х): x"e€l}. Имаме Icr(l) и
7 (Г) съвпада със сечението на всички прости идеали на A, съдържащи /

(твърдение 2.6).

Нека B е област и 0# feB. Множеството S={f"|n=0} е

- 1мултипликативно затворено. Да означим 5 18Β- Β[7 (вижте § 4 и πο-
i " "специално, пример 2). Елементите на пръстена В са "дроби" от вида

1b/ f",beB. Когато B е област, изображението &:B— В[-];]
2(5) - 6 /1,е влагане и освен това елементът #( /) € обратим в пръстена

/

Нека k е поле, A=k[x,...,x,] е алгебрата от полиномите на п

ЖЖЖ

променливи с коефициенти oT k u / < А. В линейното пространство Х”
разглеждаме множеството

V={(A.....4,) k" | g(4,....,4,)=0 Vge I}.

Множеството Г се нарича алгебрично многообразие в К” , onpedeneno
om идеала I. Казваме, че полиномите ot 7 се анулират върху V. Ясно e,
че ако полиномите от коя да е система образуващи на / се анулират
върху V, TO и всички полиноми OT / се анулират върху V.

Примери. 0. Ако /=(0), то V=k". Ако пък [=(x,...,%,), TO

И =1{0}.
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1. Нека в равнината е фиксирана правоъгълна координатна система и
А - ВГ|х, y].

а) Ако I =(y—x), многообразието V e права линия (ъглополовящата

на първи и трети квадрант).
Ако е дадено уравнението на произволна права в равнината, посочете

идеал 1, задаващ тази права.

6) Ако I=(x*+y*—1), многообразието И съвпада с единичната
окръжност.

Ако е дадено уравнението на произволна крива от втора степен в
равнината, посочете идеал /, задаващ тази крива.

в) Ако /(х) е произволен полином с реални коефициенти и [ =

(¥ — f(x)), многообразието Г съвпада с графиката на полинома f(x).

2. Нека k е алгебрически затворено поле, A=k[x;,...,x,] й M е

максимален идеал на А. Тогава многообразието Г , определено от M, е
едноточково (следва от задача 8.1, 6)).

И така, по определение полиномите от идеала / се анулират върху
алгебричното многообразие V', определено от /. В общия случай може
да има и други полиноми от 4, които се анулират върху V. Да означим

IV)={he Alh(4A,...,2,)=0 V(4,...,4,)eV}.

Директно се проверява, че ДГ) а A. Идеалът I(V) се нарича udean

на многообразието V. Очевидно I < К(Г). Нещо повече, γ(ἢ ς I(V).

Теорема 9.1 (теорема на Хилберт за нулите - геометричен
вариант). Ако полето Ке алгебрически затворено, в сила е равенството
() -(1).

Доказателство. Трябва да докажем само включването ДГ) с (1).

За тази цел ще докажем, че ако един полином /- f(x,...,x,) не

принадлежи на (), то /не принадлежи и на (Г).

И така, нека / « (/). Тогава съществува прост идеал Р на 4, такъв че

Те Р и feP. Факторпръстенът А/Р е област и нека л:А-> A/ P=B

е естественият хомоморфизъм. Тъй като / ¢ P, то 7 -я(/)«0.
1Да означим С = B[: и нека ε: Β -> С e естественото влагане Ha BB

в С (#(5) -5/1). В пръстена С елементът £(f) € обратим.
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Нека M е максимален идеал Ha Си 7;:C -Ὁ C/ M е естественият

хомоморфизъм. Понеже #( 7) е обратим елемент, то <( 7) « M и Torasa
n,e(f) #0, т.е. men(f)=0.

Тъй като А е крайнопородена Х-алгебра, τὸ B и С също са
крайнопородени k-anreOpu. Сега от алгебричния вариант на теоремата
на Хилберт за нулите (следствие 8.7) имаме С/ M =k .

Да означим с ф композицията на хомоморфизмите 7, £ и π|: Τ.6.

φπιεπ:

Α--”-)Α|Ρ:Β-ε-)Β[-;:]:ΟΔ-)Ο|Μ:|ε.
Както последователно проследихме по-горе, при хомоморфизма

ф: A=k[x,....,x,] > k е изпълнено ( /) Ξ πηεπ( /) «0.

Да означим ф(х,)-, €k (i=1,...,n). Тъй като ф е хомоморфизъм,

ако g = g(x,...,X,) е произволен полином от 4, то #(2)- 2#(4....,4,).

Накрая, нека g е произволен полином от идеала /. Тъй като / < P, 10

я(2)-0 и тогава още повече @(g)=men(g)=0. Това означава, че

g(4,...,4,)=0.Taka п-орката (4,,...,4,) € k" анулира всички полиноми

ΟἹ # което пък означава, че (4;,...,4,) eV .

От друга страна, видяхме, че φί /) «0, т.е. f(4,....4,)#0. Това от

своя страна означава, че [ ¢ (Г), което искахме да докажем.

Задачи

Задача 9.1. Нека Ге главният идеал в пръстена В(х)|, породен ot

полинома χίχ +1) и Ve алгебричното многообразие, определено ΟἹ 1
Да се докаже, че I(V)#r(l).

Задача 9.2. Нека К e поле и A=k[x,...,x,] е пръстенът OT

полиномите на и променливи с коефициенти от k. Да се докаже, че за
всеки собствен идеал / Ha А съществуват крайно разширение Е Ha Хи
елементи а),....а, € Е, такива че ζ(αι-....α,.) =0 за всеки полином /от

1
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Определение (пръстен на Джекобсън). Пръстенът 4 се нарича
пръстен на Джекобсън, ако всеки прост идеал в А е сечение на
максимални идеали.

Задача 9.3. Да се докаже, че ако k € поле, полиномиалният пръстен
A=k[x,...,x,] е пръстен на Джекобсън.

Задача 9.4. Да се докаже, че 3a пръстена 4 следните условия са
еквивалентни:

а) A e пръстен на Джекобсън;
6) A/I е пръстен на Джекобсън за всеки идеал I B А;
в) R(A4A/1)=N(A/I) за всеки идеал 18 А;

г) R(4/ P)=(0) за всеки прост идеал P B А.

Задача 9.5, Нека А e крайнопородена алгебра над поле k. Да се
докаже, че A е пръстен Ha Джекобсън. Следователно #4(А) Ξ Л( А) за
всяка крайнопородена алгебра А над поле k.

Задача 9.6. Нека А е област. Да се докаже, че:

а) ако ( А) - (0) и 4771 е поле 38 някой елемент ( « /е А,то Ае
поле;

6) ако #5( А) « (0) , To съществува прост идеал Р B A, такъв че А/Р нее

поле, а (А/ P)[f~'] e поле 3a някой елемент (0 « f e А/Р.

Задача 9.7 Да се докаже, че за пръстена А следните условия са
еквивалентни:

а) А е пръстен на Джекобсън;

6) ако (А/ РУУ/ ‘l] е поле 38 някой mpocT идеал P B А и 38 HAKOH
елемент () « Уе A/ P, 1o A/P е поле.

Задача 9.8. Нека А е област. Да се докаже, че за всеки ненулев

полином / в полиномиалния пръстен A[x] пръстенът 4х|/ 7!) не е
поле. Сравнете със задача 2.4.

Задача 9.9. Нека А е област с поле от частни K и нека областта В е
разширение Ha A, като B=A[b] за някой елемент be B. Да

предположим, че съществува елемент 0 « / € B, такъв че B[ 7 1 е поле.
Да се докаже, че:

а) Ке подполе на B[f_l] , b e алгебричен над K и B[f'1=K][b];
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6) съществува елемент () # s € A, такъв че A[s"]] е поле;
в) ако #(А) Ξ (0) , то А и Β са полета, като B е крайно разширение на

Задача 9.10. Нека А е пръстен на Джекобсън. Да се докаже, че:
а) полиномиалният пръстен A[x] е пръстен Ha Джекобсън;

6) ако ЯЛ е максимален идеал Β A[x], то M Ξ Я г 4 е максимален
идеал в A и полето A[x]/ 9N e крайно разширение на полето А/М.

Задача 9.11. Нека А е пръстен на Джекобсън и В е крайнопородена
А-алгебра. Да се докаже, че:

а) B e пръстен на Джекобсън;
6) ако 9N е максимален идеал B B, то M = ЯЛ у А e максимален идеал

в A и полето В/9Л e крайно разширение на полето А/М.

Задача 9.12. Нека А е пръстен η Джекобсън, B и С ca

крайнопородени А-алгебри и B—2—C е хомоморфизъм на А-алгебри.
Да се докаже, че ако ЯЛ е максимален идеал в С, то М =(o"1(9fi) е
максимален идеал в B и полето С /Х e крайно разширение на полето
B/M. Сравнете със задача 8.3.
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Ф 10. Примарно разлагане в ньотерови пръстени

Нека п > 1 e естествено число и п = ρῖ . . ῬῈ е каноничното раз-
лагане на п в произведение на прости числа. Тогава за главния иде-
ал на Z, породен ΟΤ п, е в сила равенството (п) = (ρ7.)... (ρ5). Тъй
като идеалите р:“ са два ΠῸ два взаимно прости, то (твърдение 3.1)
(n) = (p") N --- N (ра“). Числата р (както и идеалите, породени от
тях) се наричат примарни. Така основната теорема на аритметиката в
пръстена на целите числа Z означава, че всеки собствен идеал на Z се

представя (еднозначно) като сечение на примарни идеали. В този параг-
раф ще видим, че аналогичен факт е в сила за класа на ньотеровите
пръстени.

Определение. Ще казваме, че един идеал () на пръстена А е npuma-
рен, ако () # Аинот ту € () следва т € () или ” € Ο 38 някое естествено
число п. Еквивалентно: ту € () = т € Q или у € r(Q).

Ясно е, че всеки прост идеал е примарен. В пръстена # примарните
идеали са точно идеалите ΟἹ вида (р”), където ре просто числоип € N;
при това п (р”) = (p). Аналогична e ситуацията и в пръстена А(+) (Е-поле).

Твърдение 10.1. Нека () е примарен udear в пръстена А. Тогава
идеалът P = 1(0) e прост. (По-точно, Р e единствен минимален еле-
мент 8 множеството от всички прости идеали на A, които съдържат

Q)

Hoxasameacmeo. Според твърдение 2.6 идеалът Р = +(()) e ceueHue-
TO Ha всички прости идеали Ha A, съдържащи (. Cera остава camo да

проверим, че r(()) e прост идеал.

Нека zy € +((2). Тогава (zy)TM = а7”4/” € () 38 някое т > 1. Тъй като
Ω е примарен идеал, то или 1” € Q, или yTM € () за някое п > 1, T.e.
или т € 7(0), или у € r(Q). Следователно r(Q) е прост идеал.

Определение. Ако Ο e примарен идеал и P = r(Q), идеалът Ο се
нарича P-npumapen.

Лема 10.2. Ако идеалите Qn,...,Qn ca Р-примарни, то идеалът
п

О =) (); също e Р-примарен.
i=1
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Доказателство. Първо имаме

r(Q) = Π Qi)=(r@)=P
i=1

Остава да nposepum, че () e примарен идеал. Heka ту € Q, Ho = ¢ Q.
Тогава съществува i (1 < 7 < n), TakoBa че ту € @;, но т ¢ Q;. Тъй
KaTo (); e примарен идеал, 10 у € 7(Q;) = P = r(Q). Следователно Q е
примарен идеал.

Определение. Ще казваме, че един идеал Г на пръстена А е разло-
жим (или притежава примарно разлагане), ако Г може да се представи
като сечение на краен брой примарни идеали.

Ако I = Π О); е едно такова разлагане, ще казваме, че то е минимал-
i=1

HO, ако:

" (I) идеалите P; = r(Q;) ca два по два различни;

() Q;2NQ:(1<j<n)
#563

Ползвайки се от лема 10.2, можем да групираме членовете на про-
изволно примарно разлагане така, че новото разлагане да удовлетворява

условието (1); премахвайки след това излишните идеали, ще получим
разлагане, 38 което е изпълнено и (II). Така всеки разложим идеал при-
тежава минимално примарно разлагане.

п

Определение. Нека Г = |) (); е минимално примарно разлагане Ha
i=1

uneana I. Простите идеали P; = r(Q;) (1 < i < п) ще наричаме acoyuu-
рани с идеала I.

Твърдение 10.3. Нека I e разложим идеал u Р е произволен прост
идеал, съдържащ Г. Тогава P съдържа минимален прост идеал, aco-
цииран с I.

В частност, съществуват, и то краен брой, минимални прости
идеали, съдържащи I, и това са точно минималните прости идеали
измежду асоциираните с I.

п

Доказателство. Нека I = Ο (); е минимално примарно разлагане Ha
=1

n

идвала I u Ρὶ = r(Q;) (1 < 4 < n). По условие P D I = () Q;. Torasa
i=1
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r(P) 2 r(I) = Π r(Q;) = Π P;. Ho P = +(Р), така че P D Π Ρ Сега
=1 i=1OT твърдение |. 3 6) следва че РО P; за някое 4, а значи Ръсъдържа Η

минимален прост идеал, асоцииран с I

Ще отбележим Ge3 доказателство, че ако I € разложим идеал, след-
ните множества се определят еднозначно ΟἹ 1 (т.е. не зависят от вида на
минималното примарно разлагане):

(1) множеството от всички прости идеали, асоциирани с I;

(П) множеството от всички примарни идеали, съответстващи на
минималните прости идеали, асоциирани с I (вижте задачи 10.8

и 10.10).

Сега ще видим, че в ньотеров пръстен всеки идеал притежава при-
марно разлагане.

Определение. За един идеал Г на пръстена A ще казваме, че е нел-
риводим, ако ot I = ДП (1η.1. 3 А) следва Г = Д или I = .

п

Еквивалентно: I = () Д = I = κ 38 някое k. В противен случай ще
k=1

казваме, че Ге приводим идеал (т.е. ] e приводим идеал, ako Г може да
се представи като сечение на два идеала, които строго го СЪДЪРЖЗТ).

Лема 10.4. 8 ньотеров пръстен А всеки идеал е сечение на краен
брой неприводими идеали.

Доказателство. Да допуснем противното. Тогава множеството # OT
идеалите на А, за които лемата не е вярна, е непразно и следователно
притежава максимален елемент Г. Тъй като самият Г е приводим идеал,
т0 Т- ДАПЬ иТСл, Г С Го. Тогава Л, Го ¢ У. Следователно всеки от
идеалите Л и /а е сечение на KpaeH брой неприводими идеали, а тогава
същото € вярно и 38 I, което е противоречие.

Лема 10.5. B ньотеров пръстен А всеки неприводим идеал e при-
марен.

Доказателство. Преминавайки към факторпръстен, лесно се вижда,
че е достатъчно да докажем следното твърдение: ако нулевият идеал на

А е неприводим, той е примарен.
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И така, нека (0) e неприводим идеал и нека zy = 0, като + # 0. Ще
докажем, че ” = () за някое естествено число п.

Да разгледаме веригата ot идеали Ann(y) С Ann(y?) С ---. Тъй ка-
то А е ньотеров пръстен, тази верига се стабилизира, т.е. Ann(y") =
Ann(yTM*!) = ... за някое естествено число п.

Ще докажем, че (z)N(y") = (0). Действително, нека а € (z)N(yTM). От
а Е ( г) следва а = b (b € А) и тогава ay = bzy = 0. Ота € (yTM) следва
а = су" (с € А) и сега от ау = 0 получаваме с! = 0. Следователно
с € Ann(yTM*!) = Апц(у”“). Но тогава а = cyTM = 0. Следователно (z) N

(ν") = (0).
Hakpas, ot това че (0) e неприводим идеал и (0) = (z) N (y"), α #0

следва ε} = 0, което искахме да докажем. Следователно (0) е примарен
идеал.

Сега от леми 10.4 и 10.5 непосредствено получаваме

Теорема 10.6. 8 nvomepos пръстен всеки идеал притежава примар-
но разлагане.

Следствие 10.7. В ньотеров пръстен има краен брой MUHUMAA-
ни прости идеали. При това всеки прост идеал съдържа минимален
прост идеал.

Доказателство. Тъй като нулевият идеал е разложим, можем да при-
ложим за него твърдение 10.3.

Задачи

Задача 10.1. Нека С|(0, 1] е пръстенът OT всички реални непрекъснати
функции, дефинирани в интервала [0, 1]. Да се докаже, че нулевият идеал
на пръстена C[0, 1) не притежава примарно разлагане (т.е. не може да се
представи като сечение на краен брой примарни идеали).

Задача 10.2. Нека А е пръстен. Да се докаже, че нулевият идеал (0)
е примарен тогава и само тогава, когато всеки делител на 0 B пръстена
А е нилпотентен елемент в А.

Задача 10.3. Нека ф : А - B e хомоморфизъм на пръстени и Q' e
примарен идеал идеал в В. Тогава () = 7 (0) е примарен идеал в A,

Задача 10.4. Да се докаже, че ако М е максимален идеал в пръстена
A, 10 идеалът М“ е примарен за всяко k > 1.
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Задача 10.5. Нека P e прост идеал в пръстена А и нека A £, Ap
е хомоморфизмът Ha локализация спрямо cnpamo Р. Да се докаже, че
идеалът РС) = 7 ЦР“Ар) е примарен в пръстена А за всяко Е > 1.
Примарният идеал РО) се нарича символична k-ma степен на Р.

п

Задача 10.6. Нека (0) = |) ; е минимално примарно разлагане на
i=1

нулевия идеал B пръстена A и Heka А = r(Q;) (1 = 1,...,n). Да се
докаже, че:

а) MHO2KE€CTBOTO OT всички делители на Ов пръстена А съвпада с
п

обединението || P; на простите идеали P; (i =1,...,n);
i=1

6) ako идеалът I B A състои ΟἹ делители Ha 0, то [ С ; 32 някое
1<1<п.

в) ако M e максимален идеал B A, състоящ се от делители на 0, то
M = P, за някое 1 < 1 < п.

Задача 10.7. Нека 5 е мултипликативно затворено подмножество на

пръстена Ди : А -> 571 А е хомоморфизмът на локализация спрямо S.
Да се докаже, че:

а) ако () е примарен идеал B A, такъв че QNS = &, τὸ 570е
примарен идеал в 57 Аиф7(5710)- Ο;

n

6) ako (0) = Г) Qi е минимално примарно разлагане Ha нулевия
i=1

идеал B пръстена A u Q; NS =@ за1 < т,а QNS # # 38
m

i > m, то (0) = ἢ 5710); е минимално примарно разлагане Ha
i=1

нулевия идеал B пръстена 572 А.

Задача 10.8. а) Нека А е пръстен и нека

0-(По:- () 4;
i=1 41

са две минимални примарни разлагания на нулевия идеал в A.
Тогава множеството ( Р) = +(О1),..., РА = r(Qn)} съвпада с мно-
жеството ( Р/ - "((1),...,Р.-"(Ф)+.
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6) Нека I e разложим идеал в пръстена A. Да се докаже, че мно-
жеството OT всички прости идеали, асоциирани с I, не зависи OT

вида на примарното разлагане на I.

Задача 10.9. Нека А е ньотеров пръстен и нека 5 е мултипликативно
затвореното множество от всички елементи на A, които не са делители
на 0. Да се докаже, че:

а) пръстенът 571 А е полулокален;

6) ако 51(44) = (0), пръстенът 57 А е изоморфен на крайна директна
сума на полета.

п

Задача 10.10. Нека 1 = ( (); е минимално примарно разлагане на
i=1

идеала I B пръстена A и Heka Р) = r(Q1),..., Pn = r(Qn). Да означим

сА-, Ар, хомоморфизма на локализация спрямо простия идеал D,
1< < n. Да се докаже, че ако P; e минимален прост идеал, асоцииран
с идеала I, 10 Q; = (71(ТАр,). Следователно, ако I e разложим идеал в
А, множеството на примарните идеали, съответстващи на минималните
прости идеали, асоциирани с идеала I, се определя еднозначно от 1.

Задача 10.11. Нека k e поле и нека А|(+, | е пръстенът на полиноми
на две променливи с коефициенти B k. Да се докаже, че:

а) идеалите (+), (42, /) и (+2, «у, 2) ca примарни;

6) (+2, +у) = (z) N («2,у) = (2) N (#2,«у,).

Сравнете със Задача 10.10.
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§ П. Артинови пръстени

Ще напомним, че един пръстен А е артинов, ако удовлетворява след-
ващите две еквивалентни условия:

(1) всяка намаляваща верига от идеали на А се стабилизира;

(П) всяко непразно множество от идеали на А има минимален еле-
мент.

Твърдение 11.1. B артинов пръстен А всеки прост идеал e макси-
мален. Еквивалентно: всяка артинова област е поле.

Доказателство. Нека P e прост идеал на A. Тогава пръстенът В =
А/Р e артинова област. Нека 0 # + € Β. Веригата ot идеали (z) D (+2) D

се стабилизира и значи за някое п имаме (z") = (zTM*!). Тогава
" = 471) за някое у € Β. Тъй като В е област, можем да съкратим на
1”“ # 0 и получаваме +у = 1. Така всеки ненулев елемент на В e обратим
и значи В е поле. Следователно Р е максимален идеал.

Следствие 11.2. B артинов пръстен нилрадикалът съвпада с ради-
кала на Джекобсън.

Твърдение 11.3. B артинов пръстен А нилрадикалът / = N(A)
(= #(А)) е нилпотентен.

Доказателство. Тъй като веригата ot идеали Я1 O 512 D ... се ста-
билизира, за някое А имаме MF = #+ = ... Ще докажем, че #ТЕ = (0).

Да допуснем противното и да означим Г = Ф“ # (0). Нека У e
множеството от всички идеали J на A, за които IJ # (0). Тъй като
(0) # I - Г - ..., 10 I € Σ. Следователно ¥ e непразно множество и
нека L е минимален елемент на #. Съществува елемент + € L, такъв че
21 # (0), така че (z) € Σ. Тъй като (z) С L, от минималността на L
следва (z) = L. Освен това (2/)1 = #Г = а1 # (0), така че и #1 € . Но
zI ς (x) и отново OT минималността на (+) = L имаме 11 = (z). Тогава
т = та 88 някое а € 1. Умножавайки това равенство последователно с
а, получаваме т = та - та? = ---. Ноа € - MF С Я и значи ае
нилпотентен елемент. Следователно + = (), което е противоречие.

Твърдение 11.4. В артинов пръстен А има краен брой максимални
идеали.
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Доказателство. Нека ΣΣ e множеството от всевъзможните сечения на
краен брой максимални идеали на A и нека My N - - - N M, е минима-
ΠΘΗ елемент на X. Тогава за произволен максимален идеал M е в сила
м еП Μ, =M N---NM, и значи M Μι Ο ---Ὁ Μ,. Се-
га от твърдение 1.3, 6) следва, че M 2 М, 38 някое i. Тъй като и М;
е максимален идеал, то M = M;. Следователно Mj,..., M, са всички
максимални идеали на A.

* Ж

Нека А е (ненулев) пръстен. Под верига от прости идеали на А ще
разбираме всяка крайна строго растяща редица от прости идеали:

PBchcC---CP,.

Числото п ще Hapuuame дължина Ha тази Bepura. Под размерност Ha
Крул на пръстена А (dim А) ще разбираме точната горна граница на
дължините на всевъзможните вериги от прости идеали на A. Така dim A
е цяло неотрицателно число или +00.

Примери. 1. Ако К e поле, то dimk = 0.
2. Ако А е артинов пръстен, то dim A = ( (твърдение 11.1).
3. dimZ = 1. По-общо, всяка област на главни идеали (която не е

поле) има размерност | (твърдение 1.2).
4. Нека k e поле и A = k[z1,...,z,]. Веригата от прости идеали

(0) C (21) C (x1,22) С -+ С (x1,...,Z,) показва, че атА > n (8
действителност, размерността на А e точно п -- вижте задача 8.19).

Теорема 11.5. Хласът на артиновите пръстени съвпада с класа на
нулмерните ньотерови пръстени.

Доказателство. Нека първо А e артинов пръстен. Тогава dimA = 0
(твърдение 11.1) и остава да покажем, че А е ньотеров пръстен. Нека
My, ..., My, са всички максимални идеали на A (твърдение 11.4). Тогава

п п ЕЯ - 2 - () Муи Е = (П Μι-) = (0) 38 някое k (твърдение 11.3). Но
i=11=1

ш п k 7[T MFC (П М,») , така че || ΜῈ = (0). Cera от следствие 6.9 следва,
i=1 i=1 i=1

че A e ньотеров пръстен.
Нека сега А е нулмерен ньотеров пръстен. Според следствие 10.7 А

притежава краен брой минимални прости идеали М,...,Му и всеки
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п

прост идеал съдържа минимален. Тогава M = |) M;. Ot следствие 7.3
#1

имаме Е = (П Mi> = (0) 32 някое К и както по-горе заключава-
i=1

ме, че Π ΜῈ = (0). Тъй като dim A = 0, то простите идеали Μ; са и

максимални и отново от следствие 6.9 следва, че А е артинов пръстен.

ЖЖЖ

Твърдение 11.6. Нека M е максимален идеал на пръстена A u k €
N. Тогава факторпръстенът A/M¥ e локален с единствен максимален
идеал M/MF,

Доказателство. Идеалът М/МЕ“ е максимален и значи М/АГЕ D
R(A/M*). От друга страна този идеал е нилпотентен и тогава М/МЕ с
ὰ ΜῈ с R(A/MF). Taka M/M* = Я(А/МЕ“), откъдето следва, че
M/MP¥ е единствен максимален идеал на А/МЕ.

Теорема 11.7. Всеки артинов пръстен е директна сума на краен
брой артинови локални пръстени.

Доказателство. Ако А е локален пръстен, няма какво да се доказва.
Нека не е локален и My,..., M, (n > 1) са всичките различни макси-
мални идеали на А (твърдение 11.4). Както в доказателството на теоре-

n

ма 11.5 се убеждаваме, че Π| ΜῈ = (0) 38 някое k. При i # 2 имаме
i=1

M; + M; = A (защото M; и M; ca различни максимални идеали) и OCBeH
това M; = r(MF). Or твърдение 2.8 следва, че МЕ + МЕ = А. Сега от

твърдение 3.1 имаме Π M} = П ΜῈ = (0).
i=1

Да разгледаме хомоморфизма ФА - А/МЕФ Ф A/MF, дефи-
ниран чрез равенството () = (z + МЕ,...,т + МЕ). Имаме Keryp =

Π ΜῈ = (0), т.е. фе инективен хомоморфизъм. От китайската теорема

за остатъците (теорема 3.2) следва, че (е и сюрективен хомоморфизъм.
Следователно р е изоморфизъм, т.е. A2 A/MF @ ... @ А/МЕ. При това
пръстените А/МЕ са артинови и (твърдение 11.6) локални.

Ще отбележим без доказателство, че представянето на един артинов
пръстен като директна сума на краен брой артинови локални пръстени е

еднозначно (вижте задача 11.2).
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Нека А e артинов локален пръстен с единствен максимален идеал M.
Тогава всеки елемент извън M е обратим (твърдение 1.6), а от друга
страна, M = #( А) = M(A) и M* = (0) за някое k. Следователно всеки
елемент т € А или e нилпотентен (ако х € M), или e обратим (ако
« ¢ М). (Пример 3a такъв пръстен е У (р-- просто число, п € М).) Ако
освен това A е полупрост пръстен (т.е. M = R(A) = (0)), то А e поле.

Упражнение 11.8. Да се докаже, че всеки полупрост артинов пръ-
стен е директна сума на краен брой полета.

Упътване. Използвайте горните бележки и теорема 11.7, като пред-
варително докажете, че всяко директно събираемо в представянето на A
като директна сума, също е полупрост пръстен.

Задачи

. Задача 11.1. Нека /1, ..., ЯЛ). ca всички максимални идеали в арти-

новия пръстен A. Да означим с A -, Agy, хомоморфизма на локализация
k

спрямо M;, i = 1,...,k, и с ф изображението A -, Ф Ажм,, зададено
i=1

с формулата p(a) = (ф1(а),...,ф.(а)), а € A. Да се докаже, че ¢ e
изоморфизъм на пръстени.

Задача 11.2. Нека A,,..., A, В,..., By ca локални пръстени и нека

A=A1€B---@Ak, B=B1®---® By

Да се докаже, че ako пръстените A и В ca изоморфни, то Х =1 ὶ съ-
ществува пермутация 71).--..7κ на числата 1,...,К, такава че A; Ξ Ву,

Задача 11.3. Да се докаже, че ако А е артинов пръстен, то

I(ATM) = nl(A).

Задача 11.4. Да се докаже, че ако A e ньотеров пръстен и P е MHHH-
мален прост идеал B A, то Ар e локален артинов пръстен.

Задача 11.5. Нека А е пръстен. Да се докаже, че ако ATM „ Am e
инективен хомоморфизъм Ha А-модули, то п < m. Сравнете със Зада-
ча 6.3.
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Задача 11.6. Нека А -> В е сюрективен хомоморфизъм на пръстени и
нека M е В-модул. Да се докаже, че ТА(М) = ἰβ(ΜῚ (т.е. дължината на
M като А-модул съвпада с дължината на M като В-модул). Следователно

(А(М) - ТА/Апа м (М).
Задача 11.7. Нека ЯЛ е максимален идеал в А с поле от остатъци

Е = A/9. Да се докаже, че ако M е А-модул, такъв че MM = (0), то
(А(М) = dimp M.

Задача 11.8. Да се докаже, че M # 0 e прост A-monyn (т.е. (0) и M ca
единствените А-подмодули на M) точно когато съществува максимален
идеал ЯЛ на A, такъв че M = А/ЯД.

Задача 11.9. Да се докаже, че веригата

M=M>DM >-->M,=(0)

OT подмодули Ha А-модула M е композиционен ред Ha M TOYHO когато съ-
ществуват (не непременно различни) максимални идеали Mi,i=1,...,n,
такива че M; 1 Μ| = A/M;, i=1,..., n.

Задача 11.10. Heka A e А-модул с крайна дължина. Тогава същес-
твуват (не непременно различни) максимални идеали M;, # — 1,...,n,
такива че My - - M, M = (0).

Задача 11.11. Да се докаже, че 3a един А-модул M следните условия
са еквивалентни:

а) М е модул с крайна дължина;

6) М е крайнопороден А-модул и А/ Апп М е артинов пръстен.

Задача 11.12. Нека M e А-модул и 5 e мултипликативно затворено
множество в А. Да се докаже, че ἰφ ι А4(571М) < 1А(М).

Задача 11.13. Нека M e А-модул с крайна дължина. Да се докаже,
че:

а) 1А(М) = У Ащ (Мал), където сумирането се извършва по всички
максимални идеали на A;

6) ἰλ(Μὴ = 57 ἀϊπια μ ἸΜ Т М), където сумирането се из-
вършва по всички максимални идеали на А и всички естествени

числа .
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Забележка: От Задача 11.11 следва, че само краен брой от събираемите
в горните суми са различни от 0.

Задача 11.14. Нека А е крайномерна алгебра над поле k, с максимални
идеали M;, i = 1,...,п. Да означим с F; полето A/M;, + =1,...,n. Нека
М е крайнопороден А-модул. Тогава:

а) M e крайномерно линейно пространство над k;

" dimy Moy, |
6) ἶΑ(Μ) = ; -“Π

в) (А(М) = dimy M, когато k e алгебрично 3aTBOpPEHO поле.
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Упътвания и решения на задачите

§ 1. Прости и максимални идеали

1.1. Ако I не e прост идеал, то съществуват αι,62 ¢ I, такива че а1а» € .
Нека П = I + (α1), [ = I + (аз); тогава Л I, С I. Обратно, ako I C Д, IC Гаи
LIyCI, нека а1 ЕПА Гиаз Е А Г. Тогава а1 # 1, аз3 &1, ащаз ε.

1.2. Нека У е множеството OT всички прости идеали на пръстена А с наред-
бата включване на идеали (X не е празното множество, защото всеки пръстен
притежава максимални, а значи и прости идеали). Докажете, че ако {P,} e ве-

рига B X, идеалът P = (| P, е прост. След това приложете лемата Η Цорн 88
«

съществуване на минимални елементи в Σ.

1.3. Докажете, че Alz]/P[z] ““ (A/P)[z]. Когато А/Р e област, пръстенът
(A/P)[z] също е област (но не е поле).

1.4. Да предположим, че Г ζ P, i =1,...,n. Можем да предполагаме, че
P, ¢ Р,, i Ζ j. Когато n = 2, избираме z € I\ Py, y € I\ ; тогава поне
един OT елементите +, у, £ + у не се съдържа B Py U Р). Ako п > 2, използваме
индукция и избираме т € I\ (P U...U P,_1). Тъй като P, e прост идеал, то
IP,...P,_1 ¢ P,.Hexay € (IP,...P,_1)\ P,. Тогава или # ¢ Ρῇ.. Ρ или
Руе UP,.

L.5. а) Главният идеал P, = (ar + у) е прост и се съдържа B I 88 BCAKO
а Е С, като Г. # Р) 3aa#b;

6) Всеки полином / € I се дели на неразложим над С полином f; € I, защото
идеалът I e прост;

в) Ако Г = (x,y) С P; = (f;) 38 някой полином f;, то f; # 0 ще бъде
общ делител на полиномите х и у, т.е. f; ще бъде константен полином, което
противоречи Ha Р; С 1.

1.6. Нека P е прост идеал Ha A u В - А/Р. Ако 0 # « € Β, то χ =z κ
тогава (тъй като В е област) 1771 = 1. Оттук следва, че т е обратим елемент и
значи В е поле, т. е. Р е максимален идеал на A.

1.7. а) Ot 22 =z u ( - 1)2 = а +1 следва, че 2z = 0.

6) Следва от Задача 1.6.

в) В полето A/P ot 12 = т следва + = 0 или « = 1, така че А/Р има само
два елемента.
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1.8. Ако P e прост идеал B A, то областта А/Р също е крайномерна алгебра
над k; затова е достатъчно да се докаже, че ако A e област, то A е поле. Нека
0#a€ Аи нека а : А -> А е линейното изображение, зададено с фа(+) = χα,
z € A. Тогава Кег а = {0}, откъдето [π| а = A; в частност, съществува т € A,
такъв че xa = 1.

καὶ К
1.9. Ако Г) I = N M, то Я 9 M, DMy ... My, откъдето следва,

i=1 i=1 +

че Л 9 9Л, за някое 1 < 4 < k. ιи

1.10. Използвайте Задача 1.9. Ако My, Mo, ..., My са различни максимални
идеали в A, 10 Ny D MNPy O ... 2 My N...N Iy е строго намаляваща
верига ΟἹ линейни подпространства Ha A.

L.11. а) Ako P е mpocT идеал в A, то MTM = (0) С P, откъдето следва, че
Я ς ,

6) Нека 9% = Я1/9Л”; тогава 9” = (0).

1.12. а) Ако P e прост идеал B A, то My,...,M, = (0) С P, откъдето следва,
че Π С Р за някое 1 < 4 < n.

6) Нека M; = M, /I, i =1,...,n; тогава e в сила My ... M, = (0).

Ф 2. Нилрадикал и радикал Ha Джекобсън

2.1. Проверете, че (1- “)"} =1 -z +22—z%+. .- (тъй като T е нилпотентен
елемент, тази сума е крайна).

2.2. а) Ако 51 = by + bz + + bpzTM, с индукция по г покажете, че
аг у = 0. Оттук изведете, че a, е нилпотентен елемент и след това изпол-
звайте Задача 2.1

6) Използвайте, че сума на краен брой нилпотентни елементи също е нил-
потентен елемент.

2.3. Първото равенство следва от Задача 2.2, 6). За второто равенство из-
ползвайте Задача 2.2, а) и твърдение 2.3.

2.4. Следва от Задача 2.3.

2.5. Използвайте Задача 2.4 и индукция по 7.

2.6. а) Нека / = αρ(! + +та9), 9 € A[[z]]. Тогава

' --а4 1(1 - 19 + (29)2 - (zg)* -Ὁ ...).
6) Покажете, че а е нилпотентен елемент и след това използвайте, че / -а(

е нилпотентен и индукция по п.

в) Използвайте твърдение 2.3.
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2.7. Тъй като всеки прост идеал в А е максимален идеал, сечението на
всички прости идеали съвпада със сечението на всички максимални идеали.

2.8. Ако У e Μ,(Α) иУХ = E,, TodetYdet X =1, т.е. det X e обратим
enement Ha A. O6paTHo, Heka dot X e обратим елемент Ha А и Heka X = () €
My, (A) e адюнгираната матрица Ha Χ: Ty = Ад, 1 < 4,5 < п, където Ад €
адюнгираното количество Ha eJleMeHTa T;;. Тогава XX - ХХ = (det X)E, и
матрицата У = (det X )"Ι)ἷ е обратна на матрицата X.

Ф 3. Взаимно прости идеали. Китайска теорема за остатъците

8.1. Нека I = I{* + I, 1 < k #1 < n. Ако I # A, то съществува максимален
идеал D в A, такъв че I,‘:’“ ς m, Ild‘ ς M. Torasa (. С M, Д С 9, което
противоречи Ha Л. # Л = A.

3.2. а) Използвайте китайската TeopeMa за остатъците, като вземете пред-
вид, че идеалите (p7),...,(pg*) са два по два взаимно прости и

k к

() = Ц) Ξ ( @)
i=1 i=1

3.3. Използвайте китайската TeopeMa 3a остатъците.

3.4. Приложете предната задача 3a идеалите (m) и (n) и използвайте факта,

че |Z7] = ((п.).

"
3.5. а) Τ ῆ като Ζ = (p1(z),...,px(x)) 88 всеки z € I, то I C # I;. Обратно,

i=1
κ

3a всеки = = (z1,...,2k) € @ I; съществуват y; € I, такива че z; = p;i(y:),
i=1

i=1,...,k Нека е =(1,0,...,0),ep =(0,1,...,0),...,ex = (0,0,...,1) и Heka
k

y = > ey €I Torasa p;(y) = z;, # = 1,...,k, откъдето у = +, T.e. т € I.
=1

k
Следователно I 2 @Ii, което заедно с Beuye доказаното обратно включване,

i=1
К

влече I = P П.
i=1
k Β

Некаф: А -> ( Ai/I; е хомоморфизмът на пръстени, определен с формулата
i=1

К
o(z1,...,xx) = ( +Л,..., κ + 1ω). Тогава Кегур = I, откъдето А/Т = @ A;/I.

11

Подусловия 6) и в) следват непосредствено от този изоморфизъм.
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3.6. Замяната на А с А/Т и на 9Л;, с 9,/1Т, + - 1,...,п, свежда задачата до
случая I = (0). Тогава, както в Задача 1.12, се установява, че всеки прост идеал
в А съвпада с някой ΟἹ идеалите My, ..., M,. Тъй като R(A) С 9, 4 - 1,...,п,
то (А)" С M, ... M, = (0).

3.7. Използвайте, че ##( А) = My ... P, където My, ..., M са всички мак-
симални идеали на А. Тогава R(A)N = MY .. 9N = (0) за uakoe N > Ο μ
резултатът следва ΟἹ Задача .12,

3.8. а) = 6) Използвайте Задача 3.6.

6) = в) Ако M, ..., M, са максималните идеали на A, то MY .. MY = (0)
за някое N > 0. Приложете китайската теорема за остатъците към идеалите
Я ,...,9Л, които са взаимно прости според Задача 3.1.

в) -> а) Използвайте даденото в Задача 3.5 описание на максималните идеали
Ε

в пръстена A;.ι
1=1

3.9. Heka R(A) = (0) и нека 9M;y,..., M, ca максималните идеали Ha A.
т

Тогава M N---NM,, = (0), откъдето А 2 Θ А/ЗЯ, според китайската теорема
i=1

3a остатъците. Тъй като А/9Л, e крайномерна А-алгебра, то А/ЯЛ; e крайно
т

разширение Ha полето k, + = 1,...,m. Обратно, ако А = @ F;, където E; са
=1

полета, то R(A) = Ф R(E:) = (0).
i=]

Ф 4. Локализация

4.1. Нека P е максимален елемент на ; (съществуването му следва ΟἹ лемата
на Цорн). Да допуснем, че Р не е прост идеал и Heka a,b € P, ноар € Р.
Тогава Р + (а) D Р = (P+ (a)) NS # @ = 3 s € (P+ (a)) NS. Аналогично
ЧЕЕ(Р + (5)) п 5. Cera umame st € S u st € (Ρ - (a))(P+ (b)) C P+ (ab) = P.
Taka PN S # @, противоречие.

4.2. Heka S e максимален елемент Ha X (CbUIECTBYBAHETO MY следва OT лемата
Ha LopH). Да означим с П MHOXECTBOTO OT всички идеали Ha A, непресичащи
5 (нулевият идеал е такъв). От Задача 4.1 имаме, че П притежава максимални
елементи и ако Р е такъв, то Р е прост идеал. Сега от максималността на 5
следва, че Р -- A\ S и P e минимален прост идеал на A.

а 1+6-а
4.3. Да забележим, че ако a,b € I, то 1 — T35 = 133 e обратим

елемент в 572 А. ToBa показва, че MHOXecTBOTO 1 — 5711 се състои от обратими
в 571А елементи. Акот € 57! Г иуе 571А, то ту € 571Г (защото 571Г е
идеал в 571 А), откъдето следва, че 1 - ху € 1 — 5717 е обратим B 57А, т.е.
z € 94(571А) според твърдение 2.3.
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4.4. Очевидно 57 ((9Щ(А)) ς #1(5714А). Обратно, Heka-a/s € 94(571А),а6 4,
s € 5. Тогава за някое п имаме а“/5"“ = 0 = a"/1 = 0 = aTM = 0 за някое
t € S (виж упражнение 4.1, 6) Ha стр. 23) = (at)” = 0 = at € N(A). Тогава
a/s = (at)/(st) € STL(N(A)).

Ако A e obnact с ненулев радикал Ha Джекобсън й S = A\ {0}, To не e
вярно, че 571(24( А)) = R(S1A).

4.5. Очевидно а) -> 6) -> в) (виж Задача 4.4). Да допуснем, че е изпълнено
в), но M(A) # (0) и нека 0 # « € 51(44). Тъй като Ann(z) # (1), то Ann(z) С M
за някой максимален идеал M в А. Имаме x/1 € Я(Ам) и значи #/1 = 0.
Тогава zs = () 38 някое s € A\ M (виж упражнение 4.1, 6) на стр. 23), което е
противоречие, защото Ann(z) С M.

4.6. Нека a/s,b/t € Ар (a,b € A, s,t € A\ Р) и (ab)/(st) = 0. Тогава
(ab)/1 =0 = abu = 0 38 някое u € A\ P. Тъй като A e област и и # 0, то ab =0
Ξ а -- 0 или ὃ - () -> а/ -- 0 или 6/Е - 0.

Обратното не е вярно. Разгледайте пръстена ΖΕ.

4.7. а) Нека n = 2. Ясно, е че 57л Ο 2) C S~ п5711,. Нека

Е Ξξ 1"1/51 = 132/82 € 5—1]1 N S—IIQ,

където т) € Л, 22 € I u 81,80 € S. Torasa Л З tsyxy; = ἔβιχ € 1 38 някое
t € S, откъдето 1821л € Л П. Тогава + = (ἐ8251) {(έ8251) € 571(пп11,). Общият
случай се получава ¢ индукция ΠῸ Τ,

6) Нека п = 2. Идеалът 571(115) се поражда от множеството {(Z1Z2)/s},
където 11) € Iy, 15 € Iy изе S. Идеалът (5711)(5711,) се поражда от множес-
твото {(21/51)(22/52)}, където 214 € Л, 23 € Гои 51,52 € 5. Тъй като тези две
множества съвпадат, то идеалите 57 (Π12) и (571:1п)(9711,) също съвпадат.
Общият случай се получава с индукция по п.

4.8. Проверете, че изображението 5714 %, B, зададено с
6(a/s) = (а)40(5)7, -a€ A, 5 8,

е KOpeKTHO дефиниран хомоморфизъм Ha пръстени, TaKbB че P = бу. 3a да
докажете единствеността на f, забележете, че ΟἹ ᾧ = йб:р следва, че

θ(α [5)ψ(5) = θ(α [5)θ(φ(5)) = 0(a/s)0(s/1) = 6(a/1) = θ(φ(α)) = ¥(a).
Ако В - 571А и =, 10 й =idg-14.

4.9. От а) следва, че съществува хомоморфизъм 5714 -, B, такъв че
у = θῳ, а οἹ 6) следва, че съществува хомоморфизъм В „ 5-1А, такъв че

= 0"φ ψ К v
A——B A—— В

Ф1 ) ¢l -
е | e

S~1A 571А
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Тогава (0/0) = 0 (др) = 04 = ф = (14-1д)ф, откъдето #/0 = idg-1 4. Анало-
гично, (00/)4р = Θ(θ' ψὴ = дф = ¥ = 14в ¥, откъдето 08 = 14в.

4.10. а) Hexa А/1 %5 S~1A/S~I е хомоморфизмът зададен с

ψία + Г) - (а/1) + 5711, acA.

С помощта на комутативната диаграма

A—— АТ

971А -----> 571А/8711

установете, че хомоморфизмът 4 и множеството 5 изпълняват условията на
Задача 4.9.

6) Приложете а) за мултипликативно затвореното множество 5 = A\ P.

4.11. Да означим с S образа на S при каноничния хомоморфизъм на фак-
торизация А — А/Г. Тогава 1(5711)/971Г = #1(5-14/5711) = #(57 Ч(А/1))
и S~Y(r(1))/STM = S ' (r(I)/1)) = 57 (9К(А/1)) и сега можем да приложим
Задача 4.4.

=14.12. Нека A -5 Т (571А) е композицията на хомоморфизмите на лока-
лизация А 25> 4-14и 5-1А 25 Т (4-14А), 4 = . Установете, че хомомор-
физмът ф и множеството Т изпълняват условията на Задача 4.9.

4.13. Нека Т = A\ P и нека Т е образът на Т при хомоморфизма Ha лока-
лизация А -”) 5-1А. Тогава Ἱ ̓ ̓ ̓1(Ξ"1Α) 2: Ар. Покажете, че хомоморфизмът
THS14) — (571 А)щ e изоморфизъм.

4.14. Нека 5 = A\ Q. Приложете Задача 4.13 за множеството 5 и идеала Р.

4.15. а) Всеки прост идеал в 57 А e от вида 571(), където Q е прост идеал

B A, такъв че Q С U P;. Torasa от твърдение 1.3, а) следва, че всеки прост
i=1

unean B 571 А се съдържа B някой ΟἹ идеалите 571Р, i=1,...,k.

6) Ако между идеалите P;, 4 = 1,...,k, няма включвания, то същото € вярно
за идеалите 571Р,, i=1,...,k.

4.16. Приложете Задача 4.10, 6) към идеала [ = (0) 6 B в пръстена АФ В
и забележете, че I(A Ф В) = (0), защото (1,0) # .
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4.17. а) Нека 0 # a € A. Тъй като Апщ а) # A, то Ann(a) С 9Л; за някое
1 <i <k, откъдето ф((а) # .

κ

6) Нека A = @ A;, където A, е локален пръстен с максимален идеал M,

i=1,... k. Споре;щ Задача 3.5 всички максимални идеали на А са

9Л, Ξ АФ...ФМ;.Ф...ФА,, 1-1,...,,

а от Задача 4.16 следва, че хомоморфизмът A -“ Аж, съвпада с проекцията
k

=1

в) Ako #(А) e нилпотентен идеал, то според 3amaya 3.8 пръстенът A е
изоморфен на директна сума на k локални пръстена.

Ф 5. Модули. Крайнопородени модули

5.1. Нека елементите 11,...,1. € N пораждат А-модула N и нека елемен-
тите Y1,...,Ym € M ca такива, че y; + М,...,ум + N пораждат А-модула М/М.
Тогава елементите Z1,...,Tn, Y1, - -, Ym пораждат А-модула M.

5.2. Проверете, че 38 всички f,g € А(А) и всички z,y € M ca B сила paBeH-

ствата: f(z + у) = Ге + fy, flz+y) = [5 + fy, (f9)(z) = [(σ(4)), 1.5 =z.

а1

5.3. Нека X = : ; тогава АХ = (0. Умножете последното равенство

Ха

отляво с адюнгираната матрица A = (Aji) € М.(А), където А;; е адюнгираното
количество на елемента αἢ), 1 < 1,7 < п. Използвайте, че AA = (det A)E,.

5.4. Да снабдим M със структура Ha А(А|-модул (виж Задача 5.2): fz
Ле (+«), f € ΑΙλ]. т € M. Тогава х.(ф) = 0 < х € Аппдрау)М. Нека X =

I

; тогава (AE, — A)X = 0. Cera MoXeM да приложим детерминантния

Ха

трик (Задача 5.3) към матрицата АЕ, — A € M,(A[A]).

5.5. Нека M се поражда като А-модул OT елементите 41,...,2.,. Тогава
п

ф(а.) = 7 ayxy, i=1,...,n, където a;; € I, 1 < 1,4 < п. Cera полиномът Х
j=1

oT Задача 5.4 удовлетворява исканите условия.

5.6. Приложете Задача 5.5 към хомоморфизма : = 19м.
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5.7. Да разгледаме M като модул над пръстена А(А|: fz = [(φ)(4), / € А(А,
т € M. Тогава M = (А)М и от Задача 5.6 следва, че съществуват α1,... κ € A,
такива че 194м +атф + - - - # app® = 0, откъдето получаваме, че фе обратим.

5.8. Нека f € A[z] е полином, със старши коефициент 1, такъв че f(b) = 0.
Тогава всеки полином « € А|+) може да се раздели на f с частно и остатък:
9 - а/ +т, а,/ € Alz], degr < degf. Тъй като g(b) = r(b), елементите b,
0 < ἐ < deg /, пораждат пръстена A[b] като А-модул.

5.9. Нека b € B и нека В 2% В е хомоморфизмът на А-модули, определен
с формулата φρ(α) = bz, т € Β. Приложете Задача 5.5 към хомоморфизма ь и
идеала I = A. Забележете, че: а) b =0 & фь = 0; 6) f(ws) = φρὼ), 1 € А|А),
be Β.

5.10. Следва ot Задачи 5.8 и 5.9

5.11. Heka b, € B, i = 1,...,m, nopaxaar B kato А-модул и с; € C,
Jj=1,...,n, пораждат С като В-модул. Torasa bicj;, i =1,...,m, j=1,...,n

пораждат C като А-модул.

5.12. Използвайте индукция по т и Задача 5.11.

5.13. Ако 51, 6» € В са цели над A, то според Задача 5.12 пръстенът А(64, 62)
е цяло разширение на Α͂. Тъй като by + 02,610з € Αἰδ1, 65), то by + δὴ и b1by са
цели елементи над A.

5.14. Ако С е цяло разширение на А, то очевидно В е цяло разширение
Ha A u C e цяло разширение на Β. Обратно, нека B e цяло разширение на
A u Се цяло разширение на Β. Тогава за всеки елемент с € С съществуват
елементи by, ..., b, € B, такива че εὖ + by " 1 4 ...+ Бл = 0. Тогава се цял над
Albi,...,bs], откъдето следва, че Afby,...,b,,c| e крайнопороден Alby,...,b,]-
модул. Тъй като Alby,...,b,] e крайнопороден А-модул (виж Задача 5.12), то
сега ΟἹ Задача 5.11 следва, че Afby, ..., by, е крайнопороден А-модул, T.e. се
цял елемент над A.

5.15. За всеки полином f € Alz| нека Т € (А/Г)|«) e редукцията на / по
модул Г. Нека b € В/Ли / € Alz] е полином със старши коефициент 1, такъв че
f(b) = 0. Тогава полиномът f € (A/I)[z] има старши коефициент Т и f(b) - 0.

п

5.16. Нека b€ B, s € S и нека -- ) + Σ ̓ αιτὶ € Alz] e такъв, че f(b) =0,
=1

Тогава А .
b\" α, [(b\' (0)(;) + (;) = =0

1Ξ}

5.17. Нека a;,...,a, € I κ by,...,b, € В са такива, че αἋτὖὸ1 Ἑ - амфбл = 1.
Тъй като Β' = Alb1,...,b,] е крайнопороден А-модул, за който [8’ = Β', 10
според Задача 5.6 съществува елемент а € [, такъв че 1 +а € Ann В” = {0},
откъдето следва, че 1 € Г.
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5.18. Нека (0 #66 Ли нека / - χ + У а1 € Alz] e такъв, че f(b) =
i=1

Тъй като В e област, MOXeM да предполагаме, че ал # 0. Torasa

n-1

0¢an:~bn—2a,bi € ANJ.
i=1

5.19. Проверете, че изображенйето - Μ < N, зададено с
θ(α 5) = (1/s)y¥(z), z€ M, s€ 8,

е KOPeKTHO дефиниран хомоморфизъм Ha 57 А-модули, такъв че 4 = θῳ

5.20. Нека хомоморфизмът #” : N — 571 М e такъв, че φ = θ' ψ:

ψ
М — Ν

wl
μ θ'

5- Μ

Тогава (86")y = θ(θ' ψ) =

(0) = 0/ (80) = #ф =
€ изоморфизъм.

θῳ = ᾧ = idy +, откъдето θθ' = idy. Аналогично
= (idg-1ar)@, откъдето 0/0 = idg 1ps. Следователно 9

5.21. Heka елементите х € N U s € S ca такива, че is(x/s) = i(z)/s = 0.
Torasa ui(z) = 0 3a някой и € S, откъдето и) = 0 v и = 0. Следователно
2/8 = (uz)/(us) = 0.

5.22. Heka п = 2. Ясно, e че 57 Ἰ(ΝῚ N Ха) с S7IN; N STMIN,. Heka

1 =121/81 = σα 826 ST N ST,

където 2а € Νι,χ € Νὰ,81,82 € . Torasa Ny 3 ιτ|825}] = 8112 € Νὰ 3a
HAKOH и € S, откъдето 1τ|8253 € Ν П Νὼ. Тъй като « = (usqx1)/{uses;), то
z € 57 Ч(М N Ny). Общият случай се получава с индукция N0 п.

5.23. Heka M/N 2, S~IM/S7IN e хомоморфизмът зададен с
ψία + ХУ) - (#/1) + 57 М, те M.

C помощта на KOMyTaTHBHaTa диаграма

M ———— М/М

S M —— STM/STIN

yCTaHOBETE, че хомоморфизмът 1 изпълнява условието Ha Задача 5.20.
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— 1 .5.24. Heka M ὍΤ (871 4) e композицията Ha хомоморфизмите на ло-
кализация N 25 Θ ΜῈ и 5-1М 2 Τ (59-1М), ψ = . Проверете, че
хомоморфизмът ( изпълнява условието на Задача 5.20.

5.25. Нека Т - A\ P и нека T е образът на T при хомоморфизма на лака-
лизация A Y5 S~ А. Тогава _T_l(S‘lM) = Mp. Покажете, че хомоморфизмът
Т() — (S~'M)yp е изоморфизъм.

5.26. Нека 5 = A\ Q. Приложете Задача 5.25 към множеството 5 и идеала
Р.

5.27. Забележете, че (PM)p = РМр и приложете Задача 5.23.

5.28. Използувайте Задача 5.27 и лемата на Накаяма.

5.29. а) Ако 0 # x € M, множеството Ann(z) = (а € А | ат = 0) е собствен
идеал на А. Следователно Ann(z) С 9M; за някой индекс 1 < # < k, откъдето
следва, че @;(x) # 0.

"
6) Нека A,, 4 -- 1,...,К са локални пръстени и нека A = P A;. Heka ες Ε A,

i=1
е неутралният елемент Ha A;, i = 1,...,k, и a; = (0,...,e;,...,0) € A. Тогава

κ
множествата M; = a;M, i τ 1,...,k, са А-подмодули μὰ M и M = @ M;.

i=1

Покажете, че проекцията M — M, съвпада с хомоморфизма М .9 Moy, .
в) Използвайте 3anaua 3.8,

5.30. Ako M # 0 u 0 # τ € M, множеството Ann(z) = Ха 6 Alax = 0} e
собствен идеал B A. Torasa Mp # 0 38 всеки прост идеал P B A, KOHTO съдържа
Ann(zx).

5.31. Използвайте изоморфизма (M/N)p = Mp/Np и Задача 5.30.

5.32. Използвайте изоморфизма (4 Π = Ap/IAp.

5.33. Axo P 2 Ann M, To съществува Е # P, такъв че tM = 0. Torasa
z/s = (tx)/(ts) = 0 3a всеки enement /s € Mp.

5.34. Ясно e, че Ann (M) 2 My - M,. Ако P € Supp M, то Р 2 Ann (M)
(виж Задача 5.33), откъдето P 2 9Л, ---9M,,. Тогава P 2 M, 3a някое 1 < i < n,
защото идеалът P e npocr.

5.35. Забележете, че Mp # 0 <> или Np # 0 или Mp/Np # 0. Използвайте,
че Mp/Np = (M/N)p.

5.36. Използвайте Задача 5.25.

5.37. Heka z,,...,zx € M пораждат A-wonyna M. Тъй xato Mp = 0, съ-
ществуват елементи S1,...,5k € A\ P, такива че 8111 =0, ..., sgze = 0. Нека
s=s1---8,€ A\ P. ToraBa sM =0, -

5.38. Използвайте Задача 5.37.
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§ 6. Ньотерови и артинови модули

6.1. Допуснете, че ЛТ притежава подмодул N, който не е крайнопороден
и въз основа на това постройте безкрайна растяща редица от крайнопородени

подмодули, съдържащи се B Ν.

6.2. За да докажете, че (е и сюрективен хомоморфизъм, разгледайте вери-
гата от подмодули Пл 2 пя 2 2щ 5....

6.3. Нека M e максимален идеал в A. Тогава Ann (4"/МА”) = M, и фак-
тормодулът А"/М ATM e линейно пространство над полето k = Л/М. Забележете,
че A" /MATM = kTM, откъдето dimg(ATM/MATM) = n.

а) Heka z1,...,z, € ATM пораждат ATM като A-monyn. Тогава съседните кла-
сове 1 + MATM, ..., ἀπε + MATM € A"/MATM пораждат линейното пространство
А“/МА” над полето k, откъдето следва, чет > 1.

6) Покажете, че изображението ф: ATM/AATM -у ATM/M ATM, зададено с

φία - MATM) = #(1) + MATM, тЕАДА”,

е коректно дефиниран изоморфизъм на линейни пространства над k. Тъй като
dimg (A" /M ATM) -пи dimg(ATM/MATM) - т, то п = т.

в) Забележете, че изображението P : A"/MA"TM - ATM/MATM, дефинирано
по-горе, е върху, откъдето следва, чет > m.

6.4. Вижте |5, Задача 1.23].

6.5. Нека 1 е множеството от всички идеали Г B A, 38 които съществуват
безброй много прости идеали, които са минимални над I. Ако Т # &, то 1
съдържа максимален елемент I. Тъй като идеалът Г не може да е прост, TO
съществуват идеали I С Д, Г С Iy, такива че I)I; С I. Покажете, че всеки
прост идеал, който е минимален над I, е минимален или над Л или над χ. Това
води до противоречие, защото броят на простите идеали, които са минимални

над I (съотв. 15) e краен.

6.6. Следва от Задача 6.5.

6.7. Нека ai,...,a; пораждат ЩА) и нека п е естествено число, такова че
a®=0,i=1,...,k Тогава #Ц А)“ =0 38 веяко N > k(n - 1).

6.8. (=) Тъй като всеки максимален идеал е също минимален прост идеал,
от Задача 6.5 следва, че А е полулокален пръстен, а от Задача 6.7 следва, че
R(A) = N(A) е нилпотентен идеал. Сега можем да приложим Задача 3.8.

(<-) Използвайте Задача 3.5.

6.9. Разгледайте хомоморфизма ¢ : M — М/М Ф М/Мо, дефиниран чрез
равенството w(7) = (x+ Ny, 2+ N3). Очевидно Ker ¢ = Ν ΩΝ, откъдето следва,
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6.10. Случаят M = (0) e тривиален, затова нека M # (0). Ще проведем
индукция по минималния брой пораждащи на M. Ако M = Az, α € M, изоб-
ражението ᾧ : A - M, p(a) = az, е хомоморфизъм от А върху M. При това
Kero - Апп M -- Ги значи А/Т = M e ньотеров А-модул, т.е. A/I е ньотеров
пръстен. Нека твърдението е вярно за модул с по-малко от п пораждащи и нека
М -- Азла + + Ата-а + Ата. Да означим My = Az +е + Ата-т, My = Ата,
I = АпаМ;, Т = Ann M,. Тъй като M = Μὶ + Ms, от упражнение 5.1, а)
имаме I = Ann M = Л N I,. Според HHAYKLHOHHOTO предположение пръстените
А/П и A/l ca ньотерови, т.е. те ca ньотерови А-модули. Cera ot Задача 6.9
следва, че и А/(Д П1) = А/Т е ньотеров А-модул, т.е. А/Т е ньотеров пръстен.

6.11. (=) Използвайте, че всеки факторпръстен на ньотеров пръстен също
е ньотеров пръстен. )

(<) Нека I # (0) e ugean в A u 0 # a € I. Тогава идеалът I/(a) във
факторпръстена A/(a) се поражда oT KpaeH брой елементи ал + (a),. .., ακ + (a).
Следователно Г се поражда OT елементите a,ay, ..., ak.

6.12. Използвайте, че всеки 571 А-подмодул на 571 e ot вида 5.'Ν, къ-
дето N e А-подмодул на M.

6.13. а) = 6) Следва от Задача 6.12.

6) -> в) Условие 6) включва в себе си условие в).

в) = а) Нека #51,...,9Д), са максималните идеали на A и нека N е A-
подмодул на M. 38 всяко ἱ - 1,...,k нека x;1,. .., Z;;, са елементи на N, такива
че та/1,...,24,/1 е система от пораждащи елементи Ha Хад, над Aop,. Нека
Ν' e А-подмодула Ha M, който се поражда OT всички елементи 1., 1 <i <k,
1 < j < Л. Тогава N’ С N u Nj, = Nop 38 всеки максимален идеал I Ha A,
откъдето следва (виж Задача 5.31), че Х” = N.

6.14. Достатъчно да се докаже, че за всеки а # ( факторпръстенът A/(a)
е ньотеров (виж Задача 6.11). Нека Μ|,..., Μὰκ са всички максимални идеали
в A, които съдържат елемента а # 0. Тогава A = A/(e) e полулокален пръстен
с максимални идеали M, = Μι7{(α),... , Μ = М)./Да). Cera от изоморфизмите
Az, “ Ам,/аАм, следва, че всички пръстени Agzz, са ньотерови, откъдето
получаваме, че пръстенът A = A/(a) е ньотеров (виж Задача 6.13).

6.15. Нека N = Ny D .. D М) = (0) е композиционен ред на N и нека
веригата M = My O --- D M; = N e такава, че

M/N =My/ND>---D>M/N = (0)

e композиционен ред Ha A/N. Тогава

M=MyD---DM DNy Ὁ --- Νᾷ Ξ (0)

е композиционен ред на M,
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6.16. а) Нека а = {a,} и нека b = {b,}, където b, = когато ал #
1, когато ал -0.

Тогава а6 - Ο иа + b e обратим B A.

6) Нека P e прост идеал в А и нека A = A/P. Забележете, че точно един
от елементите а и b принадлежи на . Акоа # Г, то b'=0, и тъй катоа + b e
обратим B A, то а = а + b e обратим в А. Следователно А е поле.

в) Некаа € Р. Тогава b ¢ P u ot ab = 0 следва, че а/1 = 0 в Ар. Следо-
вателно PAp = (0). Тъй като P e максимален идеал, 1o A/P = Ap/PAp, т.е.
А/Р ~ Ap.

г) Множеството Py = (а € A | ar = 0} e минимален npoct идеал B А 38
BCAKO eCTEeCTBEHO число п.

д) Следва ot Задача 6.5.

6.17. а) Множеството Py е ядрото на проекцията А -> k.

6) Некаа € Ги Ке естествено число, TakoBa че а = 0. Тогаваа € Р..

0, когато п - К;в) Нека k е естествено число иа € A е зададен с ap, = ἐ ” 7
1, когато п = k.

Torapaa εἴμα ᾳ А..

§ 7. Ньотерови пръстени. Teopema Ha Хилберт 38 6a3uca

7.1. Нека всички коефициенти на / ca нилпотентни и I е идеалът на A,
породен ΟΤ ам, п > 0. Тъй като А e ньотеров пръстен, I се поражда от краен
брой от тези елементи (в противен случай съществува безкрайна растяща верига
от идеали, съдържащи се в Г), Както в доказателството Ha твърдение 7.2 се
уверяваме, че I e нилпотентен идеал. Сега, ако I* = (0), следва, че /“ - 0.

7.2. Нека I e идеалът породен от F B A и χ1,...,Ὧκ € Ге система 0Τ
пораждащи на Г. Тогава z; = аваЛа + +аЛ у 4; €A, Л) Е Е, 1-1,...,К,
1 < j < 7),.. Покажете, че елементите Л; € Е притежават исканото свойство.

7.3. Нека ἐ поражда ЯЛ. За всеки елемент 0 # а € A нека v(a) > 0 e най-
голямото цяло число, такова че а € M), Тогава а = ut"’(“), KBJIETO U € обратим
елемент B A. Ako I # (0) e ugean B Ди v(l) = oglin1 v(a), то I = WD),

а

7.4. Да допуснем, че А не е ньотеров пръстен, Тогава множеството # OT
идеалите, които не са крайнопородени е непразно и от лемата на Цорн следва,
че ¥ има максимален елемент. Ако Р e максимален елемент Ha X, ще докажем,
че P e прост идеал, което противоречи с условието на задачата.

Да допуснем, че -Р не е прост идеал и Heka a,b Е P, но ab € P. Тогава Р +
(а) D P и or максималността на Р следва, че идеалът Р + (а) e крайнопороден.
Нека Р + (a) се поражда от елементите 2 + ал1,...,Ра + Ty, (P1,...pn € P;
Zi,...,%n € A). Да означим Py = (py,...,pn) С Р. Идеалът А) е крайнопороден
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и Р + (а) - Р, + (α). Нека () = (P :а) = {z € A| ате P}. Директно се
проверява, че () е идеал в А (който се нарича ньотерово частно на идеалите Q
и (а)). Освен това P C Р + (b) С Q (защото ab € Р). Отново OT максималността
на Р следва, че () е крайнопороден идеал. Накрая съобразете, че Р = Py + aQ
и тогава Р е крайнопороден идеал, противоречие.

Задача 7.5 дава пример на локален пръстен с главен максимален идеал, който
не е ньотеров.

7.5. а) Достатъчно е да се установи, че М/Р е главен идеал в пръстена
А/Р. Hekat=t+Pe€ A/Pu7;,=2x;+ Р 6 А/Р. Тогава M/P = (},%1,%2,...).
ΟἹ z; - 2341t € P следва, че T, = T;yif, откъдето #; € (Т) 3a всяко & > 1.
Следователно M/P = (ἢ).

6) Тъй KaTo локализацията на област също е област, TO е достатъчно е да се
установи, че Р е прост идеал. Нека Ал = k[t,z1,...,2n41] и P, е идеалът поро-
ден OT Y1 = Z1—Tot, ..., Yn = Tn—Tn 1t B Ay, Тъй като Ал = А( 91, .- -, Ул и1

и полиномите L, Y1, ..., Yn, ει са алгебрично независими над k, To A, /P, =

E[t, га+1| е област, T.e. P, e npoct идеал B A,. Heka f, g € A ca такива, че fg Е P.
Torasa съществува естествено число п, TakoBa че f,g, fg € A, v fg € P,. Сле-
дователно или f € P, или g € P, OTKBAETO следва, че или [ € P или g € P.

в) Hekat =t+ P € A/Pu7Z; =z;,+ P € A/P. Тъй като полиномите OT
Р се анулират, когато заместим с Е = 1,71 = 1,z = 1,..., T0 t,21,Z,... &€ P,
откъдето Е # 0,74 # 0,T2 # 0,.... Cera от равенствата T; = Жу1Е следва, че
(Z1) С (F2) С --- е строго растяща редица ΟἹ идеали в (А/Р)мур (защото Е не
е обратим елемент в (А/Р) мур).

7.6. Ако p/q, (p,q) = 1, е корен Ha полинома +” + a1z~ + -+ + a, € Z[z],
τὸ р" = —(a1p" g+ - + a,q") се дели Ha q, откъдето ¢ = +1.

7.7. 3a всяко алгебрично число а съществува полином

f=aoxTM +a12" '+ - ал Ε 214),

такъв че а) # 0 κ Да) = 0. Heka s = ay. Тогава

(за)” +ars(sa)TM } - .0..-Ὲ α,,5}} =0,

откъдето следва, че за е цяло алгебрично число.

7.8. а) Нека Q(a) 25 ((а;) е изображението, зададено с

oifco+cra+ - +ep1aTM ἢ - ο + 10+ -+ сполай“?,

където Cy,C1,...,Cn—1 € Q, + = 1,...,n. Проверете, че а; e изоморфизъм Ha

полета, такъв че σιῳ = idg. Heka Е € Ζ[1] e полином със старши коефициент,
равен на 1, такъв че Е(8) - (. Тогава F(B,) = Е(04(8)) = 0:(F(B)) = 0.

6) Прилагайки формулите на Крамер към линейната система

ьо+щь1+---+ог?-11)п-1=5ь i=1,...,n,
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получаваме b; = А,/А, ἐ - 0,...,п - 1, където

i—1 1 -11 o ... o:'ll А αἶι αἷ'Ι
oy ... а Во а .. а

A, -- det ́ ,

-1 1 -11 ap ... ot By ай ... ай

A=W(u,as,...,a,) = П (0 - а;).
1<i<j<n

Следователно Db; = AA;, i=0,...,n—1, защото D = A2. Тъй като аз,-.-.-, γι
и Я,...,В, са цели алгебрични числа, то Db;, + = 0,...,n — 1, също са цели
алгебрични числа. Но О6;, 4 = 0,...,n — 1, са рационални числа, откъдето
следва, че Db, € Z,1=0,...,n~ 1.

в) Heka M е #-модулът, породен ot числата D=, D=1qa, ..., D~1aTM !, Tora-
Ba, според подточка 6), пръстенът A се съдържа B M. Тъй KaTo всеки подмодул
на крайнопороден #-модул също е крайнопороден #-модул, то А е крайнопоро-
ден -модул. Забележете, че всеки базис на А над Z е също така базис на Q(a)
над Q, откъдето следва, че рангът на А е равен Ha п.

7.9. а) 1, М?; 6) 1,0 8) 1, а+8.

710. Hekal=co+---+ci+ - +ем, ο €8,,i=0,...,m. Тогава

60260'1=€(2)+"'+606i+"'+€()€m,

откъдето eye, = 0, когато ¢ > 1. Тъй като

ej=¢e;-1=eje0+ - -+ee;+ + 6;ет,

то е; = ejeg = 0, когато ) > 1. Следователно 1 = ερ € 50.

7.11. а) flcho e, чее I 9 . ® I ® I, & ---. Heka I e еднороден идеал и нека
Г Е Г. Тогава Л Ε 1 81 = Г., откъдето / € Iy ® 1, Θ I, @ ---. Следователно
I=Iy®o, &I &---. Обратно, Heka 1 = Iy, &I, &--- и нека / € I. Torasa
Ге еАНе т ДР + + Н където fl € L= INS;.
Следователно f; = 1 € I.

6) Ако Г e еднороден идеал, то I се поражда ot множеството IgULL U . . ., което
се състои от еднородни елементи. Обратно, нека Г се поражда от множество от
еднородни елементи. Тогава всеки елемент на Г е сума на еднородни елементи
ot I, откъдето следва, че Г е еднороден идеал.

7.12. Нека I e еднороден идеал в градуирания ньотеров пръстен S. Тогава
Г се поражда ΟἹ краен брой елементи 4; = У7 9) € I, 1 = 1....,n. От едно-

i>0
родността Ha Г следва, че всички еднородни KOMIIOHEHTH g;; принадлежат Ha Г.
Тогава I се поражда от крайното множество от еднородни елементи (94) 5 1,
i20,7=1,...,n
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7.13. Множеството 54 е ядрото на проекцията S -> ὅ0.

Е
7.14. Съществуват елементи h; € S, 2 = 1,...,k, такива че f = 57 h;f;.

41
Нека

4 (hs)d—dcg 5» 2o d 2 deg Г
2 0, ако 4 < deg [;.

k κ k
Torasa / = Zl hifj = _Zl(hjfj)d = Zlgjfj'

= Jj= 1=

7.15. а) = 6) От Sp = 5/54 следва, че 5) е HEOTEPOB пръстен.

6) -> в) Нека 0 # f, € Sy, j = 1,...,k, са еднородни елементи, такива
че Sy = (Л,..., Л) (виж Задача 7.12) и нека S’ = 5)|Л,...,ДЛ.). Ако δ' С S,
то съществува еднороден елемент / # 5”, който има минимална положителна

κ

степен d. Тогава / има представяне / = ) g;f; (виж Задача 7.14) и от degg; < а
#а1

получаваме ; € S’ за 4 - 1,...К, откъдето / € 5”. Противоречието показва, че
S’ съвпада с 5.

в) -> а) Ako 5) е ньотеров пръстен, всяка крайнопородена 5д-алгебра е
ньотеров пръстен.

7.16. а) = 6) Ако В = АФАМ, 10 7 : Β — A e проекцията л(а, +) = a,
абА, ТЕ M.

6) = а) Нека M = ker π. Тогава b—n(b) € M за всеки b € B и ΟἹ тъждеството
ὃ -- π(θ) - [ὃ - m(b)], следва че ΒΞ АФА M.

7.17. Ако A e директно събираемо на В и Те идеал B A, 7o ТВ - ТФе IM,
откъдето IBN A - Г. Нека Л С I С --- e растяща верига от идеали в A.
Тогава веригата ΟἹ идеали ДВ С I;B С -+ се стабилизира, откъдето следва, че
веригата ot идеали Л = ДВПАС I, - ЪВПАС -.. също се стабилизира.

7.18. а) Ако g(a1) = ат и 4(аз) = аз, 10 #(а1 +аз) = а1 +аз и 9(а1аз) = α1α2.

6) Heka o’ € Аб u a € A. Тогава

щ(«а) = |G| ) σ(α!αἡ -- |6|7 g(a')g(a) - α' |6| 71 ) g(a) = a'x(a),
geG geG φεῶ

(@) < |6| 71 Σ 4(а) =G| Σ . α’ -- α ́.
σεᾶ 9εΕ

в) Следва ΟἹ Задачи 7.16 и 7.17, защото в този случай 6) показва, че под-
пръстенът А е директно събираемо на пръстена A.
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7.19. а) Ако f €SS иу)- 57 fi, 10 fi € SE,i>0.
i>0

6) Ako 0 # f € So u g(f) = f, то g(f~1) = £, защото всеки автоморфизъм
g Ha пръстена 5 изпраща обратния елемент на / B обратния елемент Ha g(f).

в) |G| e обратим елемент в S, когато chark | |С|. Тъй като 5 е ньотеров
пръстен, от подусловие а) и Задача 7.18 следва, че 5 е градуиран ньотеров
пръстен. Тогава Задача 7.15 показва, че 5 е крайнопородена А -алгебра.

7.20. а) Следва от основната теорема за симетрични полиноми.

6) Нека х(т) = 1, когато 7 € Ап, а χίτ) = -1, когато т # А . Тогава TA =
x(T)A, τ € . Ако / € Кйл,...,2|2“ и 1,73 # Ал, то от т1"1-г2 € A, следва,

че т / = τ [. Нека Д = szf и ф - Щ, т & A,. Тогава / = Л + fa,
като Л € k[z1,...,2a]%", а τ = x(7)f2, т € Sn. Тъй като /а се анулира,
когато 14 = 1;, 1 <1 # 7 < n, τὸ / се дели на всеки от полиномите #; — 2
1<1< ) < п. Следователно fp се дели на A и f/A € klzy,...,zn)5".

§ 8. Теорема на Хилберт за нулите — алгебричен вариант

8.1. а) Нека ф : А - k e e изображение, дефинирано по следния начин:
ако f = fx1,...,7a) € A, 10 #(7) = [(α1,.... α0} € К. Докажете, че ре
хомоморфизъм Ha пръстена A върху К и Kerp = M.

6) Според алгебричния BapHaHT Ha TeopeMarta Ha Хилберт 38 нулите имаме
А/М - К. Некап: А -> А/М = Ке естественият хомоморфизъм на факториза-
ция и нека w(z1) = ат,..., (л) = αηβ. Използвайки подусловие a), докажете,
че Μ - (#1 —a,...,Tn — ам).

8.2. Нека K е крайнопороден пръстен, който е поле. Ако char К = 0, имаме
ЯСОС К. Тъй като K е крайнопородена алгебра над Z, то К е крайнопородена
алгебра и над Q. Тогава от теорема 8.6 следва, че K е крайномерно линейно
пространство над . Сега от лема 8.4 следва, че Q e крайнопородена #-алгебра,
което противоречи с твърдение 8.5, а). Следователно, charK = р > Ои Ке
крайнопородена алгебра над Я,. Отново от теорема 8.6 следва, че K е крайно
разширение на Ζ и следователно К e крайно поле.

8.3. Хомоморфизмът A -“> В индуцира влагане на А-алгебри А/М — В/ЯЛ.
Тъй като Β, ) е крайно разширение на k, областта A/M е крайномерна k-
алгебра -- тогава А/М е поле според Задача 1.8.

8.4. Ако п = 1, твърдението е вярно, защото k[z1] е област на главни идеали.
За да докажем общия случай, използваме индукция по п. Ако M е максимален
идеал B A = k[zy,...,Zpy1], T0 Μ' = k[z1,...,2,] П M е максимален идеал в
A -- Е|#3,..., 2.) (виж Задача 8.3) и 3a идеала Μ' в A’ съществуват полиноми
fi,.-.. fn. 32 които са в сила условия а), 6) Ἡ в). Освен това А//М” < А/М е
просто разширение Ha полета, което се поражда от Τ,,.4.1 = Zny1 + M € А/М.
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Нека f, 1 € (А/М” «л+1)| е минималният полином на Хач1 над полето 4А//М“.
Тогава съществува полином fag1 На Хача Cbe старши коефициент 1 и коефи-
циенти в А”, такъв че f, 3 = [μεὶ + ΜΊκχ,.ε1]. Покажете, че за идеала M и
полиномите f1,..., fry1 са в сила условия а), 6) и в).

8.5. Akoa € A, то / = Д (z — g(a)) е полином със старши коефициент 1 и
ава

коефициенти в пръстена А, такъв че f(a) = 0. Следователно А е цяло разши-
рение на 4С. Тъй като А е крайнопородена АС -алгебра, то А е крайнопороден
А -модул и сега твърдението следва от лема 8.4.

-12 T
8.6. а) Забележете, че (у + 15)21 (yo + 28 )% -+ (υ,.,.ὕ.1 +z& )1z е

полином на Iy, OT степен ал оде+-азе + Ращ 11 със старши коефициент
1. Тъй като o; < e3ai=1,...,n, то “цифрите” ἀρ; αἱ, ; ...,ам-1 еднозначно
определят числото см + оле + азе2 + - - + ам-1е"”! (което е записано в бройна

oy O Qn—1система с ocuzoaa e). Heka # = 57 адмаз... ан-та, ΤῈ 02 -, а и нека а =
ам +але+-азе2 +..-+ап-1е77? е най-голямото число, 38 което Oorag... an_10m # 0.

2 n—1
Тогава f(y1 + 28, y2+ 25 ,...,Yn—1 + 25 7 а)е полином на T, OT степен 4 със
старши коефициент ддтаз... ал-тав # 0.

6) Нека 0 # g € К(«1,..., 2| е еднородната компонента от най-висока степен
на полинома f. Тогава f(y1 + a1%n, Y2 + азбаз ..) Yn—1 + An—1Tn, Ха) е полином
на T със старши коефициент g(ai,as,...,an—1,1). Тъй като полето К e без-
крайно и полиномът 4 е еднороден, то съществуват a1,ds,...,0,-1 Е k, такива

че σίαι, аз2,...,9ал-1,1) #0.

8.7. Ако е е достатъчно голямо естествено число, то според Задача 8.6, а)

2 -1

Ду + 255 а + Хаеу Чпоа + 25 Ея) Ε Κἰνι, . . Уя-а Ел |

е полином на T, със старши коефициент ( # a € К. Нека

— € ш .ε2 , ш а е71
Дал —Zp, Y2=22 — Ty, ..+, Yn_1=2Tp_1— I,

Тогава x,, e цял над k[y,-..,Yn—1, Л. Тъй като xg,zgz,...,z;“" също са цели
над kfy1, .. Yn-1. Л), То 2а = γι + 25, T2 = Y2 +37$L2, .. Tl = Yno1 +-T;;"_1
ca цели над k[y1,...,Yn—1, f], откъдето следва, че A е крайнопороден модул над

/с[у1, cerYn—1, f]
Забележка: Ако полето К e безкрайно, може да се използва Задача 8.6, 6)

вместо Задача 8.6, а) -- тогава yi,...,Yn—1 са линейни полиноми на T1,...,Zn.

8.8. Нека А се поражда над k ΟἹ елементите dq,. .., αμ. Използваме индук-
ция [0 п--ако a1,...,0, са алгебрично независими над k, лемата е вярна. B
противен случай f(ai,...,a,) = 0 за някой полином 0 + f € klzy,...,x,]. Нека
полиномите Л,..., - € k[Z1,...,2Z,] са такива, че k[z1,...,Z,] е крайнопоро-
ден модул над А|(Л,..., fa—1, Л (виж Задача 8.7) и нека м = Д(а1,...,а,) € 4,
i=1,...,n—1. Тогава A e крайнопороден модул над К(у,...,Уп-1) (защото
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flai,...,an) = 0) и лемата следва OT индукционната хипотеза и Задача 5.11.
Допълнението e следствие от Задача 8.6, 6), защото когато полето k e безкрай-
но, fi...., Лу-1 са линейни полиноми на т1,..., .

8.9. а) Ако 0 # b € A, областта A[b] е крайномерна алгебра над полето A,
откъдето следва, че А|6)| също e поле (виж Задача 1.8).

6) Ако 0 # a € A, то съществуват ay,...,a, € A, такива че

- —1yn-1(@) + αἱ (@) 4+ +a, =0,
откъдето а-! = - (α - - + apaTM 1) € A.

8.10. Heka y;,...,y, € Е ca алгебрично независими над Е елементи, такива
че Е e крайнопороден модул над K[y, ...,у.). Тъй като полиномиалният пръстен
kly,...,yr| e поле според Задача 8.9, 6), то т = 0).

8.11. Приложете Задача 8.9.

8.12. От Задача 5.17 следва, че МВ е собствен идеал на В. Нека 90 e
максимален идеал B B, такъв че 9 D MB --- тогава Я П A = M.

8.13. а) Тъй като пръстенът Вр е цяло разширение на пръстена Ар (BHX
Задача 5.16), то според Задача 8.12 съществува прост идеал Ο B B, такъв че
идеалът О Въ лежи над максималния идеал PAp в Ар. Тогава Ο лежи над Р.

6) Нека Р/ = (/ПА. Тъй като А/Р! --» B/Q' е цяло разширение на пръстени
(виж Задача 5.15) и Р/Г” е прост идеал в А/Г”, то според а) съществува прост
идеал Ο в В/О”, който лежи над Р/Р”. Нека Ω е пълният прообраз на () при
хомоморфизма на факторизация В -> В/О”. Тогава () 2 ' и () лежи над Р.

8.14. Нека Р, С Р) са прости идеали в A. Според Задача 8.13, а) съществува
прост идеал Qo B B, който лежи над Py, а според Задача 8.13, 6) съществува
прост идеал СЛл B B, който лежи над Г), такъв че Оь C (О1. Общият случай се
получава с индукция по г.

8.15. След замяна ὰ A с A/P ина B ¢ В/О, задачата се свежда A0 случая,
когато A и В ca области, а Р - () = (0). Нека 5 = A\ {0}. След замяна на A с
полето от частни 57 Д и на B с областта 571 В, задачата се свежда Ao случая,
когато А е поле, а В е област. Сега, според Задача 8.9, а), областта В също е
поле, откъдето следва, че Q' = (0).

8.16. Ot Задача 8.14 следва, че за всяка верига Iy С Р) С --- С P, от прости
идеали B A, съществува верига Οὐ С Ο С --- С Q, OT прости идеали в В със
същата дължина. Следователно dimA < dimB. Heka Qo С Q1 С --- C Ο, e
верига OT прости идеали B B и нека А =Q;NA,i=0,...,r. Тогава P,_; & P,
t=1,...,r, защото ako P;_; = ὶ 3a някое i, то oT Задача 8.15 ще следва, че
Qi—1 = Q;. Следователно Py C P, С ... С P, е Bepura ΟἹ прости идеали B A ¢
дължина T, откъдето dim B < dim A.
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8.17. Нека Qo C Q1 С -+ С Q, е верига от прости идеали B В и нека FP; e
пълният прообраз на (2; в пръстена A, ἐ - (,...,г. Тогава 6 СА C---C P. e
верига от прости идеали в А с дължина T, откъдето dim В < dim A.

8.18. Според Задача 8.4, съществуват елементи у,...,ул-1 € A, такива
че A е цяло разширение на kfy1,...,yn—1, Л. Нека A’ С A/(f) e образът ὰ
подпръстена А(у,...,Уп-1)| при хомоморфизма ηΗ факторизация А - A/(f).
Тогава A/(f) е цяло разширение на A’ и ot Задачи 8.16 и 8.17 следва, че

dim A/(f) = dim A’ < dimk[y1, ..., ψη.-1].

Тъй като пръстенът klyi,...,Yn—1] € изоморфен Ha факторпръстен на полино-
миалния пръстен А(41,...,Ел.1), то dimklys, ..., Уп-1)| < и К(#1,...,2а-1).

8.19. Веригата от прости идеали

(0) с (1:1) С (а1,29) С - -- С (аз, #2,...,2я)

показва, че dim А > п. За доказателство на неравенството dim A < п използваме
индукция ΠῸ п. Ако Г) С P, С --- C P, т > 1, e верига от прости идеали в A
wfeP\P, то P/(f) C--- С P./(f) e верига от прости идеали в A/(f) с
дължина г — 1, откъдето т - 1 < dim A/(f). Тъй като / е неконстантен полином,
10 0T Задача 8.18 следва, че dim A/(f) < апа Е(21,...,2а-1| < п - 1, откъдето
получаваме г < n.

8.20. Използвайте Задачи 8.4 и 8.19.

8.21. Според лемата за нормализацията съществуват алгебрично независи-
ΜΗ над k елементи у,...,Ууг, такива че A е цяло разширение на Х|у,...;|.
Тогава полето от частни К на А е крайно разширение на полето от частни на
kly,...,yr], откъдето следва, че степента на трансцендентност на К над k e
равна на Τ. Сега твърдението следва ΟἹ Задача 8.16, защото dimkly, ...,y =r.

Ф 9. Теорема на Хилберт за нулите -- геометричен вариант

9.1. Множеството У ΟἹ нулите на идеала I е точката + = 0, а ДУ) = (#).
Тъй като гайа /1 =1, ДУ) # гаа I.

9.2. Нека M 2 Ге максимален идеал в пръстена А и Hekai: A -> А/М - Е
е хомоморфизмът на факторизация; според следствие 8.7, полето Е e крайно
разширение на k. Нека ал = #(21),...,ам = #(«.). Тогава #(7) = Дод,...,атщ)
за всеки полином f € A, откъдето Дал,...,Отм) =0 за всеки / € L.

9.3. Нека P e прост идеал в A и нека B = А/Р. Достатъчно е да се докаже,
че за всеки елемент ( # f € В съществува максимален идеал M в B, такъв
че f ¢ M. Нека B --> В|/”!| е хомоморфизмът на локализация спрямо /
и нека N е максимален идеал в B[f~1]. Тогава f ¢ ЯЛ, защото f е обратим
елемент в В|/” . Тъй като В|/7 ) e крайнопородена k-anre6pa, то M = ε" 1(9M)
е максимален идеал в В (виж Задача 8.3), такъв че f # M.
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9.4. а) -> 6) Използвайте, че всеки прост идеал в А/Т e от вида Р/Т, където
P Ге прост идеал в A.

6) -> в) В пръстен на Джекобсън нилрадикалът и радикалът на Джекобсън
съвпадат, защото сечението на всички прости идеали съвпада със сечението на

всички максимални идеали.

в) = г) Условие в) включва в себе си условие г).

г) -> а) Нека P e прост идеал в А и нека ( е сечението на всички максимални
идеали B A, които съдържат Р. Тогава (0) = M(A/P) = Q/P, откъдето () = P,
т.е. Р е сечение на максимални идеали.

9.5. Използвайте Задачи 9.Зи 9.4.

9.6. а) От R(A) = (0) и / # 0 следва, че съществува максимален идеал M,
който не съдържа /. Тогава МА(|/” | = (0), откъдето M = (0), т.е. А е поле.

6) Нека (0 # g € R(A) " A - А(47| e хомоморфизмът на локализация
спрямо 9. Нека Л e максимален идеал в А(47) и P = ¢~ 1(9M). Тогава Р не
е максимален идеал B A, защото g # P. Нека f = g+ P € A/P. Тъй като

M = PAlg~'] и (A/P)[f71] = Ар7/РА ” = А|971)/9, то (A/P)[f"] e
поле.

9.7. Използвайте Задачи 9.4 и 9.6.

9.8. Heka K e полето от частни на A. Ако Alz][f~!] e поле 38 някой по-
лином 0 # f € Alz], то А|«1|771) ще съвпада с полето от рационални функции
К (+), откъдето ще следва, че К («) = K[z][f~!]. Но това е невъзможно, защото
K|z][f~] е крайнопородена K-anre6pa (виж твърдение 8.5).

9.9. а) След като полето В|/7!) съдържа областта A, то В|/7!) съдържа
полето от частни K на А. Тогава B[f~1] = K[b][f~!] и от Задача 9.8 следва, че
b e алгебричен над K, т.е. К |)) e поле, а тъй като f € K[b], то 77 1 € K[b].

6) Тъй катоби /! са алгебрични над K, то съществуват ар,а1,....,ам € A
и Бо, 01, ...,0 € A, такива че

aghTM +abTM τ 4 + ащ =0 и bof 11 =0

като без ограничение Ha общността можем да предполагаме, че ap # 0 и by # 0.
Нека s = адбо. Тогава b и [ 1 са цели елементи над А|#7!), откъдето следва,
че полето B[f~!] е цяло разширение на A[s~!]. Сега Задача 8.9, 6) показва, че
А|571) също е поле.

в) Използвайте Задачи 9.4 и 9.6, а).

9.10. а) Използваме критерия за пръстен на Джекобсън от Задача 9.7. Нека
P e прост идеал в А(+) и нека (Alz]/P)[f~}] е поле за някой 0 # f € А|41/Р. Да
означим с р простия идеал РП А. Тогава пръстенът B = Alx]/P е разширение
на пръстена на Джекобсън А/р, като B = (A/p)[b], където b=z + P € B, и ot
Задача 9.9, в) следва, че А|41/Р е поле.

6) Приложете Задача 9.9, в) за пръстените A/M и А /ЯЛ (f = 1).
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9.11. а) Нека B се поражда ot п елемента над A. Тогава В е факторпръстен
на полиномиалния пръстен А(4л,...,2.), който е пръстен Η Джекобсън според
Задача 9.10, а). Сега приложете Задача 9.4.

6) От Задача 9.10, 6) следва, че твърдението е вярно, когато В е полиноми-
алният пръстен Alzy, ..., z,). Нека А(+1,...,2) 2, Ве сюрективен хомоморфи-
зъм на А-алгебри. Тогава (271(92Л) е максимален идеал в А(+1,...,#4), откъдето
следва, че M = =} (M) N А e максимален идеал в A.

9.12. След като р е хомоморфизъм Ha А-алгебри, пръстенът С е крайнопоро-
дена В-алгебра, откъдето следва, че индуцираното от р влагане В/М - С/9Л
е крайнопородено разширение Ha пръстени. Тъй като В/АТ е пръстен на Дже-
кобсън, то В/М е поле -- виж Задача 9.11.

§ 10. Примарно разлагане в ньотерови пръстени

10.1. Първо ще докажем, че 38 всеки примарен идеал () на пръстена A =
C[0,1] съществува най-много едно число Е € [0,1)], такова че f(£) = ( за всяка
функция / € Q. (Ще отбележим без доказателство, че за всеки собствен идеал
на А съществува поне едно такова число.) Да допуснем, че съществуват числа
&1 < & οτ [0,1], за които f(&1) = [(ξ2) =0 Ч/ € Q. Нека ἡ € (0, || е такова, че
а < <& nHeka Л и /» ca такива функции OT A, за KOUTO

}1(z)#03ax€[0,n) fo(xz)=03az € [0,η]
f@) =0sazelnl] | falz)#0saze(n]

Тогава f1(&1) # 0 (защото & € |0,1)1) и ι(ξ2) # 0 (защото & € (n,1]). Така
Л. Р & О и никоя степен на Л и 2 не принадлежи на @, н Л. = 0 € Q,
което е противоречие с това, че Ω е примарен идеал.

Да допуснем сега, че нулевият идеал на А е сечение на краен брой примарни
идеали Qi,...,Q,. Нека & е единствената обща нула на функциите ΟἹ (2; и
& € [0,1] e число, различно от & (2 = 1,...,n). Тогава за всяко i = 1,...,n
съществува функция Л € ᾧ;, TakaBa че А() # 0. Да разгледаме функцията
Ξ Л... Л. Имаме /(2) = Я(2)...2.(6) # 0 и в същото време

Σ п

11 i=1

което e противоречие. Следователно нулевият идеал на A не притежава примар-
но разлагане.

10.2. Нека (0) е примарен идеал в A. Ако а € A e делител на 0, то ab € (0),
за някой b # (0), откъдето а” = 0, за някое п > (. Обратно, нека всеки делител
на О e нилпотентен. Ако ab € (0) u b # (0), 10 ае делител на 0, откъдето aTM € (0)
за някое п > 0.
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10.3. Хомоморфизмът ¢ индуцира влагане A/Q - B/Q'. Тъй като всеки
делител на ( в пръстена B/Q' е нилпотентен, TO същото е вярно за пръстена
A/Q. Следователно () е примарен идеал според Задача 10.2.

10.4. Използвайте Задача 10.2: тъй като A/M* е локален пръстен с нилпо-
тентен максимален идеал M/Mk, TO всеки делител на 0 B A/MTM e нилпотентен.

10.5. Използвайте Задача 10.3: идеалът РЕАре примарен в Ар според За-
дача 10.4, откъдето следва, че 7! (P¥Ap) e примарен идеал в А.

10.6. а) Heka а € А е делител на 0 в А: ах = 0 за някой 0 # те А. Тогава
1 & Q, за някое 1 < # < 7, откъдето следва, чеа € P;. Обратно Heka a € P, и
Heka ψ € ( Q;) \ Q.. Тъй като aTM € Q; за някое п > 0, To aTMy = 0 38 някое

221
п > 0. Нека п > 0 e най-малкото естествено число, такова че aTMy = 0 и нека
x=a""1y. Тогава т # 0 1 αα = 0.

6) Следва от подусловие а) и твърдение 1.3, a).

в) Следва от подусловие 6).

10.7. а) От свойствата на локализацията и факторизацията на пръстени след-
ва, че е достатъчно да разгледаме случая () = (0). Нека елементите a/s € 571 А
иО #b/t € 571А са такива, че (ab)/(st) = 0. Тогава uab = 0 за някое u € S,
като ub # 0, защото b/t # 0. Cera от a{ub) = 0 следва, че a* = 0 38 uskoe k > 0,
откъдето (a/s)* = 0, което показва, че нулевият идеал в 571 А e npumapes.

Ако a # 0, 10 от ¢(a) = 0 ще следва, че sa = () 38 някой eJeMeHT 5 € S;
тогава s* = 0 3a някое Х > 0, KoeTo e B противоречие ¢ 0 « . Следователно
Ker ¢ = (0).

6) Uneanute S71Q; (i = 1,. m) са примарни в 571А според подусловие а).

Ot Задача 4.7 следва, че (0) = Π 8710), = Π 5710, (8710, = (1) 38 + > т).

Ako Ω S7'Q; ς 5710; за някое 1 < 2 Ξ т 10 01 o HSTIQ;) = Q;,
1<i#j<m

1 <1 < m, ще следва, че П Q; < Ω;, което е B противоречие с минимал-
1<i£j<m

HOCTTa Ha примарното разлагане (0) = Π Q.. Следователно (0) = Π 5710, е
i=1

минимално примарно разлагане на нулевия идеал B 571 Д.

10.8. а) Ще покажем, че всеки от идеалите Р (i =1,...,n) съвпада с

някой от идеалите Р; (4 = .,m). Тъй като Π Q; = (0) С P;, то същест-

вува идеал @', такъв че Q) С ; тогава Рр = r(Q’) ς . Heka Q;,,...,Q.,
(съответно С)З„...,ф ) са всички идеали в множеството (О1,...,Он) (съот-
ветно (О1,...,0О7,+), които се съдържат в Г.; тогава идеалите Р.,...,Р.. и
P! ,..., Р! също се съдържат в P;. Cera според Задача 10.7, 6)
а

0)=Q,Ap,N...NQ;, Ap, = Q;lAp, n... flQ;lApi
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са две минимални примарни разлагания на нулевия идеал в локалния пръстен

Ap,. Тъй като максималният идеал PiAp, = 1(0;Ар,) се състои от делители
на 0 в Ap, (виж Задача 10.6, a)), ΤῸ от Задача 10.6, в) следва, че идеалът
P,Ap, съвпада с някой от идеалите Pj Ap, = Ν ἐ Ρ AP, = τί ;-[Ад).
Остава да забележим, че P;Ap, == P}, Ap влече Р P’

По аналогичен начин се доказва че всеки от идеалите Ρ' (7 - 1,...,1т)
съвпада с някой от идеалите P; (i = 1,...,п), откъдето следва съвпадането на
двете множества от прости идеали.

6) Приложете подусловие а) към факторпръстена ΑΠ].

10.9. а) Нека (0) = Π (); е минимално примарно разлагане на нулевия идеал

в А и нека P, = τ(ῷι) (z =1,...,n) са съответните асоциирани MPOCTH идеали.

Тогава 5 = A\ U P; според Задача 10.6, a); cera npunoxere Задача 4.15.
а

6) Нека P; (i =1,...,n) ca всички минимални прости идеали в A. Тогава

(0) Π P е минимално примарно разлагане Ha нулевия идеал B А откъдето
11

5 =A\ U P;. Забележете, че MN(S~1A) = (0) и 57! А e полулокален пръстен
#1

с размерност на Крул, равна на нула, след което приложете китайската теорема
за остатъците.

10.10. Тъй като P; е минимален асоцииран прост идеал, то P; ¢ Р, за j # 1.
Тогава подусловие 6) на Задача 10.7 показва, че ТГАр, = Q;Ap,, а 0T подусловие
а) Ha същата задача следва, че Ο = #7 4((О,Ар,) = ¢ (ТАр,).

§ П. Артинови пръстени

11.1. Използвайте Задача 4.17, в).

11.2. Нека M; е максималният идеал на A, 4 = 1,...,k, а N; е максималният
идеал на , ) < 1,...,Г. Тогава A е полулокален пръстен с максимални идеали
M Ξ АФеоМ,.Ф..6. ФА i =1,...,k а В е полулокален пръстен с
максимални идеали N; = B, @--- @ N; & --- @ B, 2 =1,...,1 (Задача 3.5, в)).

Нека A %+ B e изоморфизъм Ha пръстени. Toraa идеалите (M), i=1,...,k,
ca пермутация Ha идеалите Ha идеалите N, } = 1,...,1. Следователно k = ἰ u
съществува пермутация ji,...,Jx Ha числата 1,...,k, такава че („(9Л;) = N;,,
i =1,...,k Да забележим също, че за всяко + = 1,...,К изоморфизмът τ

индуцира изоморфизъм Agn, < Ва,, (който e зададен с ф4(1/8) = p(z)/p(s),
z € A, s €M;). Тъй като според Задача 4.16 са в сила изоморфизмите Aoy, = A,
Η Βῃἤ ΞΒ]:’ TO Αι ΞΒ]'., 1= 1,...,k.

11.3. Използвайте Задача 6.15.
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11.4. Тъй като локалният пръстен Ap е нулмерен и ньотеров, то Ap е арти-
нов пръстен съгласно теорема 11.5.

11.5. Първо ще докажем, че неравенството п < т € в сила, когато пръстенът
А е артинов. Тъй като (2(4”) е А-подмодул на ATM, 1o l(p(ATM)) < [(.45). От
инективността Ha р следва, че (2р(А“) = A". Тогава ἰ(φ(.4}) = (А”) = nl(A) и
тъй като {(ATM) = mi(A), топ < т.

След това да забележим, че за всеки прост идеал Р в А хомоморфизмът &
индуцира инективен хомоморфизъм на А р-модули ῬΡ : (ATM)p - (ATM)p, зададен
с формулата ¢p(z/s) = ¢(z)/s, т € A", s & P (виж Задача 5.21). Тъй като (А”) р
и A} са изоморфни като А р-модули, то + индуцира инективен хомоморфизъм
на Ар-модули A% — AP 38 всеки прост идеал Р в А. Ако сега A е ньотеров
пръстен и Р е минимален прост идеал в А, то Ар е артинов пръстен според
Задача 11.4. Следователно неравенството п < т € в сила, ако пръстенът А е
ньотеров.

Общият случай се свежда до случая на ньотеров пръстен по следния начин:
Нека ¢; = (1,0,...,0), е2 = (0,1,...,0),...,en, = (0,0,...,1) е стандартният
базис Ha свободния модул ATM и A = (a,;) € Myxn(A) e матрицата, която се
определя от равенствата ¢(e;) = (@15,...,am;) € ATM, j=1,...,n. Heka B C A
e Z-anreGpata, която се поражда над # OT всички елементи a;; Ha матрицата .
Тъй като В е крайнопородена Z-anre6pa, то B е ньотеров пръстен. От опреде-
лението Ha В следва, че ¢(B") с BTM. Тогава ¢|g» : Β' — BTM е инективен
хомоморфизъм на В-модули, откъдето получаваме, че п < т.

11.6. Поради сюрективността на ¢, подмодулите на M, разглеждан като
модул над A и като модул над B, са едни и същи,.

11.7. Тъй като MM = (0), то M има структура на линейно пространство над
Е - A/ и от Задача 11.6 следва, че [4(M) = [p(M) = dimp M.

11.8. Ако идеалът Г в А не e максимален, то съществува идеал J B A, такъв
чеТе 7 ς А. Тъй като (0) С J/I С A/I, то A/I не e прост А-модул. Обратно,
ако 9 e максимален идеал B A и N e А-подмодул на 4А/9Л, то съществува
идеал Л B A, такъв че M C J C Au N = A/J (J e пълният прообраз на N
при естествения хомоморфизъм Ha факторизация A — A/M). Тъй kato M e
максимален идеал, 10 или } =9 или „ = A, т.е, или N = (0) или N = А/9Л.

Нека M # 0 e прост А-модул и нека () - т € Л. Тогава изображението
@ : A - M, зададено с ф(а) = ат, а € A, е хомоморфизъм на 4А-модули.
Тъй като „(1) = Ζ # 0, то #»(А) # (0), откъдето #(А) = M. Следователно
A/ Kerg Ξ M, като ЯЛ = Кегр е максимален идеал в А.

11.9. Използвайте Задача 11.8.

11.10. Нека M = My D M; D --- D M, = (0) e композиционен ред на M.
Torasa според Задача 11.9 съществуват максимални идеали M;, i = 1,...,n,
такива че M; 1/М, = A/, i=1,...,n. Следователно е B cuaa M M;_, С M;,
i=1,...,n, откъдето следва, че M, - - - My С M, т.е. My --- M, M = (0).
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11.11. а) = 6) Заменяйки пръстена А с пръстена A/ Ann M, можем да предпо-
лагаме без ограничение на общността, че M е точен А-модул, T.e. Ann M = (0).
Тъй като M е модул с крайна дължина, то M е ньотеров модул, откъдето след-
ва, че А е ньотеров пръстен (виж Задача 6.10). Освен това, според Задача 11.10
съществуват максимални идеали ЯЛ;, i = 1,...,n, такива че My --- M, M = (0),
а тъй като M e Touen А-модул, то My - - .Л. = (0). Cera Задачи 3.7 и 3.8 показ-
ват, че А е нулмерен пръстен, откъдето следва, че А е артинов пръстен. Остава
да забележим, че М е крайнопороден А-модул, защото всеки ньотеров А-модул
е такъв.

6) -> а) Дължината на М над пръстените А и А/ Апп М е една и съща --
тъй като M е крайнопороден модул над артиновия пръстен A/ Ann M, то M има
крайна дължина над A.

11.12. Ще използваме индукция по дължината на модула M. Акао А() - 1,
то M = A/M, където M e максимален идеал в А. Тогава 5714 = 571(А/9Л).
Да забележим, че 571(4/9Л) = (0) (ако 5 ПЯЛ # @) или S~LHA/M) = A/M
(ако 5 П19Л = @). Следователно (4-14(57131) < 1А(М), когато ἰα(.Μ) = 1.

Нека неравенството е доказано за всички А-модули с дължина по-малка от
п > 1 v нека M e А-модул, такъв че [4(M) = п. Тогава съществува А-подмодул
N на M, такъв че (0) СЛ ς M, т.е. (А(У) < π κ ἰα(Μ) ΝῈ < п. Тъй като
S~IN e 571 А-подмодул на 571 М, то от Задача 6.15 получаваме

14-а А(971 8) - 14-1А(57М) + lg-14(S"'M/STMIN).

Сега от индукционната хипотеза следва, че

15 1А(871М) SUa(N) и 16 1a(STM/STIN) =I5 1А(57 (М/М)) < 1А(М/М),
откъдето 19-1А(571М) < 1А(МУ) +1a(M/N) - ТА(М) (отново Задача 6.15).

11.13. Без ограничение на общността можем да предполагаме, че А е артинов
пръстен и M е крайнопороден А-модул (виж Задача 11.11).

k k
а) Според Задача 11.1 Α = Aon,, а според Задача 5.29 M = @ Мла,,

i=1 i=1
където M;, 4 = 1,...,k, ca всички максимални идеали Ha A. Следователно

К
(А(М) = У ГА(Мом,) според Задача 6.15. Тъй като хомоморфизмите А -> Aoy,

i=1

ca сюрективни, то (А(Мал, ) = lay,, (Mo, ), i = 1,...,Е (Bux Задача 11.6).

6) OT подусловие а) следва, че е достатъчно да докажем формулата 38 ap-
тинов пръстен A с единствен максимален идеал Л. Нека N e естествено число
такова, че MV Μ = (0). Да разгледаме редицата от А-подмодули

MODMM ... Ὁ Π ΓΠῚΜ Ὁ 5π| 1 ... 5 Л Μ = (0).

Ν

От Задача 6.15 следва, че ἰα(Μ)ὴ = 3 ἰλ(δπῖτ τ М/ М), а според Задача 11.7
i=1

е B сила равенството Lo (9 1 М/9Л M) = dim οι( 0 7 M /IR М).
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11.14. а) Некаа, € A, i = 1,...,m, e базис на A над k и нека 1) € M,
J=1,...,1, e cucrema ot пораждащи Ha M над A. Torapa M съвпада с линейната
обвивка Ha eJeMeHTHTe a;7;, i=1,...,m, j=1,... 1L

6) Ot Задача 11.13, а) следва, че е достатъчно да докажем равенствата

dimk Mgm‘. = lAgm‘(Mfmi)[Fi : /с], 1= 1,...n.

Заменяйки A ¢ Aop, и M с Msn,, MOXeM да предполагаме, че A има единствен
максимален идеал ЯЛ с поле от остатъци F = А/ЯЯ. Нека

]\1=M03M13"'DM32(0)

е композиционен ред oT А-подмодули Ha M. Torasa M;_/M; “ A/M = Е за

i=1,.... s (виж 3agaua 11.8), откъдето следва, че

dimy M =) " dimy(M;_1 /M;) = а F = s[F : k] = ТА(МУЕ : &,
=1 i=1

KoeTo Трябваше да се докаже.

в) Забележете, че в този случай F; = k, i = 1,...)п, след което приложете
подусловие 6).
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